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Die gruppentheoretische Struktur der Diskriminanten
algebraischer Zahlkorper.
Von E. Artin in Hamburg.

Zwischen der Relativdiskriminante eines relativ abelschen Korpers und den Fiih-
rern der Klassenkorpertheorie besteht eine enge Beziehung. Die Kenntnis der Relativ-
diskriminanten aller Zwischenkorper zieht die Kenntnis der Fiihrer dieser Korper nach
sich und umgekehrt. Vermittelt wird dieser Zusammenhang durch die Fiihrer-Diskrimi-
nanten-Formel, deren Beweis entweder analytisch mit Hilfe der Funktionalgleichung
der L-Reihen gefithrt wird oder, wie Herr Hasse kiirzlich gezeigt hat, der Normenrest-
theorie entnommen werden kann!). Man wird nun erwarten, daB sich Struktursitze
dieser Art auch im allgemeinen galoisschen Fall beweisen lassen. Da wir bis heute iiber
die Zerlegungsgesetze in nicht-abelschen Korpern nichts wissen, kann ein solcher Ein-
blick nur in formaler Weise erfolgen.

Wir werden zeigen, daB sich jedem Charakter der Gruppe eines galoisschen Korpers
ein Ideal des Grundkérpers zuordnen lafit und daB dann die Diskriminante eines jeden
Zwischenkorpers sich aus diesen ,,Fiithrern in dhnlicher Weise aufbaut, wie im abelschen
Fall. Ist die Gruppe abelsch, so stimmen diese Ideale mit den Fiihrern der Charaktere
im gewohnlichen Sinn iiberein. Im allgemeinen Fall spielen sie in der Funktionalgleichung
der L-Reihen mit Frobenius-Charakteren die gleiche Rolle, wie die Fiihrer im abelschen
Fall 2). Man wird daher mit Recht erwarten, daf auch im Fall nicht-abelscher Gruppen
unsere Ideale eine ausgezeichnete Rolle bei den Zerlegungsgesetzen spielen werden. Doch
vermag ich iiber diese Frage nichts auszusagen.

Immerhin scheinen mir diese Erwigungen die Wichtigkeit der neuen Begriffe fiir
die kiinftige Entwicklung der algebraischen Zahlentheorie zu zeigen. Man wird vielleicht
hinter das Geheimnis der Zerlegungsgesetze kommen, wenn man die Ergebnisse dieser
Arbeit direkt zu begriinden sucht. Der Sachverhalt ist ndmlich dieser:

Sieht man ab von der Tatsache, daB unsere Ideale im abelschen Fall die ,,wirk-
lichen* Fiihrer sind (hier braucht man natiirlich die Klassenkorpertheorie), so lassen sich
alle iibrigen Sétze elementar beweisen, bis auf die Tatsache, daB unsere Fiihrer ganze
Ideale des Grundkérpers sind; dieser letzte Einblick 148t sich vorldufig nur mit Hilfe
der Klassenkorpertheorie gewinnen. Ich kann aber nicht daran glauben, daB diese dazu
wirklich erforderlich ist. Ein Beweis kénnte zum Beispiel dadurch erbracht werden,

1) Vgl. H. Hasse, Bericht iiber neuere Untersuchungen und Probleme aus der Theorie der algebraischen Zahl-
korper, Teil I, Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung 85 (1926), Satz 16. Teil Ia dieses Berichts in
Bd. 36 (1927) gibt auch in § 8 eine Begriindung der in dieser Arbeit verwendeten Begriffe aus der Theorie der galois-
schen Korper. Ferner: H. Hasse, Fiihrer, Diskriminante und Verzweigungskorper relativ-Abelscher Zahlkérper,
ds. Journal 162 (1930).

2) E. Artin, Zur Theorie der L-Reihen mit allgemeinen Gruppencharakteren, Hamburger Abhandlungen$ (1931).
Die in Teil IT des in Anm. 1 zitierten Berichts von Herrn Hasse, Erginzungsband 6 (1930), Seite 193, aufge-
filhrten Probleme iiber L-Reihen haben zu der vorliegenden Untersuchung den AnstoB gegeben.
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daB man die Kongruenzen (15) entsprechend verallgemeinert. Mehr noch verspricht
allerdings die folgende Erwigung:

Die Diskriminante eines Zwischenkorpers gestattet eine Zerlegung in Faktoren,
die so aussieht, wie wenn die Diskriminante als Gruppendeterminante geschrieben werden
konnte. Vielleicht kann sie in der Tat so geschrieben werden und vielleicht kann man
das direkt einsehen. Aus einer solchen Schreibweise wiirde man alle Sitze dieser Arbeit
ablesen konnen. Ich bin aber auch davon iiberzeugt, daB man aus einer solchen Schreib-
weise die unbekannten Zerlegungsgesetze erraten konnte. Doch mufBl das alles der kiinf-
tigen Entwicklung vorbehalten bleiben.

Es sei noch gestattet darauf hinzuweisen, dal die explizite Formel fiir die Fiihrer
der Charaktere auch eine neue Erginzung zur Klassenkorpertheorie darstellt.

1. Hilfsiitze.

1. Zwischen den einfachen Charakteren y;(c) einer Gruppe & und den einfachen
Charakteren y,(c) einer Untergruppe U bestehen bekanntlich Relationen, die von Fro-
benius 8) herriihren:

Setzt man fest, daB unter y,(c) der Wert O zu verstehen ist, wenn ¢ nicht in der
Untergruppe U liegt, durchlduft ferner 7; ein volles Reprédsentantensystem der rechts-
seitigen Nebengruppen von U nach ®, so ist die Funktion

(1) X.,k(U) = ‘F'Pk (1,’1.0'77;'1)
ein (im allgemeinen nicht einfacher) Charakter der Gruppe ®. Ist
h
(2) X,,,k(a) == iflr‘.k X,-(U)7 . k= 17 21 . ’,l

seine Darstellung durch die y;(s), so gilt umgekehrt fiir die y;(c) innerhalb der Unter-
gruppe U die Darstellung:

(3) 2i(0) =k§1rikzpk(o'), caus U, i=1,2,...,h
Fir die Zahlen r; findet man:
1
(4) = 2 10 p ).
zausll

In diesen Formeln bedeuten n, ¢ die Ordnungen, %, ! die Anzahl der Charaktere von &
und . ka(a) heiBt der von y,(0) induzierte Charakter.

Ist x(o) ein Charakter von &, so ist jede konjugiert algebraische Funktion auch
. ein Charakter. Die Summe eines Systems konjugiert algebraischer Charaktere ist ein
Charakter, der nur ganz rationaler Werte fihig ist und rationaler Charakter genannt
werde. Ist i eine zu n teilerfremde Zahl, so ist die Funktion yx(o?) aus der Funktion y(o)
zu erhalten, indem man in dem Ausdruck von y(o) als Spur die n-te Einheitswurzel
durch ihre i-te Potenz ersetzt, also zu einem konjugiert algebraischen Charakter iiber-
geht. Daraus folgt, daB die rationalen Charaktere 5j(c) der Gleichung geniigen:

(5) Ei(0') = Ei(0), - (Gn) =1
Sie sind also lediglich Funktionen der sogenannten Abteilungen der Gruppe.

Die von einem Element ¢ aus & erzeugte Untergruppe werde mit 11° bezeichnet.
Um diese verschiedenen Untergruppen zu unterscheiden, denken wir uns in den vorigen
Formeln, soweit erforderlich, noch einen oberen Index g angebracht. Ferner verabreden
wir, daB dem Hauptcharakter einer Gruppe immer die Nummer 1 entsprechen soll. Ins-

3) G. Frobenius, Uber Relationen zwischen den Charakteren einer Gruppe und denen ihrer Untergruppen,
Sitzungsberichte Berlin 1898. Ferner: A. Speiser, Gruppentheorie, 1. Aufl. (1923) § 52 oder 2. Aufl. (1927) § 62.
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besondere setzen wir in Formel (2) fiir k¥ den Wert 1 ein. Dann steht links ein rationaler
Charakter. Die Darstellungen durch die einfachen Charaktere sind eindeutig, so daB
also auf der rechten Seite konjugiert algebraische Charaktere die gleichen Koeffizienten
re, erhalten. FaBt man also konjugiert algebraische Charaktere immer zusammen, so

erhilt man eine Formel der Gestalt:

(6) Xpel0) = “R"" (0).
Dabei sind die &;(¢) die aus den einfachen Charakteren gewonnenen rationalen Charaktere,

h' ihre Anzahl und R? einer der alten Koeffizienten rf; in neuer Nummerierung. Sum-
miert man in (4) iiber ein System konjugiert algebraischer Charaktere y;(z) so findet

man, wenn p; angibt, wieviel einfache Charaktere in (o) stecken, fiir R} den Ausdruck:

1 &
(7) RE = o Y E(@).

Wir lagsen nun in (6) das Element ¢ die ganze Gruppe ® durchlaufen und erhalten
so ein System linearer Gleichungen fiir die als unbekannt zu betrachtenden rationalen
Charaktere. Behauptet wird, daf} es losbar ist. Die Matrix des Gleichungssystems lautet

(R?), wo i etwa die Nummer der Zeile, o die Nummer der Spalte angibt. Die Losbarkeit
des Systems ist garantiert, wenn sich darunter A’ linear unabhingige Gleichungen, d. h.
in der Matrix 2’ linear unabhéngige Spalten vorfinden. Dies ist sicher der Fall, wenn die
k' Zeilen der Matrix linear unabhéngig sind. Sei also

hl
(8) i___ZlRﬁ z; =0, o aus &,

eine lineare Relation zwischen den Zeilen der Matrix. Wir setzen (7) darin ein, lassen
den unwesentlichen Faktor g¢ fort und ersetzen x; durch das gleichwertige Produkt z;p;.
So erhilt man die Relation:

L Y
9) :U Ei(0") 2z; =0 fir alle o aus @.
Es gilt aber sogar:
hl
(10) 2 Eie) @ =0 fir alle o aus &.

Fiir das Einheitselement von & folgt dies direkt aus (9). Nimmt man an, daB
(10) bewiesen ist fiir alle Elemente kleinerer Ordnung als ¢°, so bleiben in (9) nur solche
Summanden stehen, bei denen » teilerfremd zu g¢¢ ist. Diese liegen aber alle in derselben
Abteilung wie g, die rationalen Charaktere haben fiir diese Potenzen also denselben Wert
wie fiir o, so daB jetzt (10) fiir o folgt.

(10) wiirde besagen, daBl die Z; linear abhingig sind, falls auch nur ein z; 5= 0 ist.
Das geht nicht, denn die Z; sind aus lauter verschiedenen einfachen Charakteren zu-
sammengesetzt. Damit ist die Losbarkeit des Systems (16) bewiesen. Wir benétigen
aber nur das folgende, etwas schwiichere Resultat:

Jeder rationale Charakter ist rationalzahlige Linearkombination von Charakteren, die
ihrerseits von Hauptcharakieren von Untergruppen induziert sind.

2. Wir gehen jetzt zu arithmetischen Betrachtungen iiber. Als Grundkorper k&
werde irgendein algebraischer Zahlkérper genommen. K sei galoissch iiber k, & seine
Gruppe, £ sei ein Zwischenkorper und 1 die zugehirige Untergruppe. p sei ein Primideal
aus k. Wir verwenden die folgenden Bezelchnungen

p = q2q7 - - q° sei die Zerlegung von p in L.

1*
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B, sei ein Primteiler von q; in K und zwar sei B; = »; B;, wobei x; Element von

® sei. ‘,B:l‘ sei die hochste Potenz von P, die in g; aufgeht, es werde e = e;¢; gesetzt, so
daB e die hochste Potenz von B, ist, die in p aufgeht. f; und f seien die Relativgrade
von ¢; und %B; in bezug auf k, f; derjenige von %; in bezug auf 2. JZ und T seien
Zerlegungs- bzw. Trigheitsgruppe von P, in bezug auf k, so daB 3,=x 3 = und
%= »; T x; " die entsprechenden Gruppen von %; sind. Der Durchschnitt irgendeiner

Gruppe mit Il werde durch Uberstreichen gekennzeichnet. Dann sind also 3; und I;
die entsprechenden Gruppen von ‘B; in bezug auf Q. o; sei eine dem Primteiler ; zu-
geordnete Frobenius-Substitution in bezug auf %k und g; eine Frobenius-Substitution
dieses Primteilers in bezug auf £2. Diese Substitutionen erzeugen die zugehorigen Zer-

legungsgruppen 3; bezw. 3.

Die absolute Norm irgendeines Primideals in irgendeinem Korper mége einheitlich
immer mit N bezeichnet werden, da MiBveérstindnisse nicht zu befiirchten sind. Aus
der Bedeutung der Frobenius-Substitutionen ¢; und p; folgen dann die Kongruenzen:

ot A= A"" (mod P;) und ;' A¥% = A (mod B;), also ¢; ' A=A (mod B,)
fir jedes ganze A aus K. Die letzte Kongruenz besagt, daB o; ' ¢ in T, liegt, daB also

of ¥, = p; T; ist. Nun ist T, ein Normalteiler von 3; und o; und g; gehoren zu dieser
letzteren Gruppe. Also folgt auch: 6% ¥, = ¢! ,. Daraus schlieBen wir, daB in der Neben-

gruppe o?%Z; ein Element aus U liegt, namlich g?.
Wir wollen uns nun umgekehrt fragen, wann in der Nebengruppe o# &, ein Element
y = o7, aus U liegt. Dann gilt fiir alle ganzen A von K die Kongruenz:
y A= A" (mod P).
Wiihlen wir fiir A insbesondere ein Element aus £, fiir das ja y A = A ist, so folgt:
A =AM (mod g,).
Die Existenz einer Primitivwurzel mod g; zeigt dann, daB x durch f; teilbar sein muB,
womit wir auf den vorhin behandelten Fall zuriickgekommen sind. Es gilt dann:

» B __
ot I, = /i T;. Damit nun gfiz;in U liegt, muB z,in 1 also in T, liegen. ZusammengefaBt
hat sich ergeben: ~
Der Durchschnitt von ¢#Z, mit U ist leer, wenn u nicht durch f; teilbar ist; er

L
besteht aus /i T, wenn u durch f, teilbar ist.

Betrachten wir zwei Nebengruppen der Form 11 {;»; und 11 ¢} x,, wo ¢; aus 3; und
{,aus B, stammt. Wann sind sie gleich ? Das Element y =  %,%;-1 £;* muB zu 11 gehéren.

Nun sieht man aber sofort, daB es das Primideal %, in %, iiberfiihrt. Da nun ein Ele-
ment aus 1l einen Primteiler von q; nur wieder in einen Primteiler von g, iiberfiihren kann,

folgt zunéichst i = k. Jetzt ist y = i &', Der Form nach liegt dieses Element in 8;; da
es zu 11 gehoren soll, muB es in 3, liegen. Will man also lauter verschiedene Neben-
gruppen erhalten, so hat man ; ein volles Restsystem von 8, modulo 3; durchlaufen zu

lassen. Die Ordnung von J;ist ef, die von 3, ist ¢/ f/, der Index von 3; nach 8, demnach
¢;f. ~Bezeichnet man also mit {; dieses volle Restsystem, so sind die Nebengruppen

ug, x, i=1,2,...,8 v=1,2,...,¢f,

voneinander verschieden. Ihre Anzahl betréigt‘__)_i‘l e;f;, st also der Korpergrad von 2 in

bezug auf k, d. h. der Index von ® nach . Folglich sind dies gerade alle Nebengruppen,
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und wir konnen das System (;,%; dazu beniitzen, den induzierten Charakter mit Hilfe
von Formel (1) zu bilden. Sei also y irgendein Charakter von . Dann gilt:
s ek
(11) wn(2) = 2 Z (G do G0

Wir wollen im Argument eines Charakters auch Komplexe von Gruppenelementen ein-
setzen und verstehen darunter in naheliegender Weise die Summe der einzelnen Charak-
terwerte. Dann gilt die Formel (11) auch dann, wenn 1 ein Komplex ist. Aus ihr
leiten wir jetzt mehrere Formeln ab:

Zunichst werde unter 4 der Komplex ¢ ¥ verstanden. Im Argument der rechten

Seite wird er mit x; und mit {; transformiert. Die erste Transformation fiihrt ihn in
0? g, iiber, die zweite verdndert dieses Resultat nicht mehr, da ¥, Normalteiler von 3,

mit zyklischer Faktorgruppe ist und £, zu 3, gehort. Man erhilt somit:

Sy
s e s
x.,,(Uﬁ T) = i-é;vfl 1/’(0{ i@) zii‘_jleif; 1/’(0‘{ $,) -
Nun ist aber der Wert der Funktion ¢ gleich 0, wenn das Argument nicht zu U gehort.
Wir diirfen also noch auf der rechten Seite die Durchschnitte der Argumente mit U
bilden. Aus den oben bestimmten Durchschnitten folgt jetzt:

9 __
(12) xw(Gi’i) zjzz‘;e@f, w(Qi’i zg)

Zweitens sei B irgendein Normalteiler von 3. Fiir 2 werde in Formel (11) % ein-
gesetzt. Bezeichnen wir die Gruppe x,®B »; ! mit B, und beachten, daB auch sie Normal-
teiler von 3; wird, so folgt, daB die Argumente auf der rechten Seite die Werte 2B, haben.
Die Durchschnittbildung fithrt analog wie friither auf die Formel:

(13) 7,(B) = Ze.J; v(B)).

Setzen wir endlich in Formel (1) ¢ = 1 und verstehen unter m den Index von ®
nach U also den Grad des Korpers 2 in bezug auf %, so folgt:

(14) 2,(1) = m y(1).

Die Formel (12) wird in dieser Arbeit keine Verwendung finden. Wir haben sie
hier gleich mit hergeleitet, da sie gut in diesen Zusammenhang paBt. In einer weiteren
Arbeit werde ich ihren Nutzen zeigen %).

Noch einige Worte iiber die Bedeutung der Werte x(%8). Es sei %8 irgendeine Unter-
gruppe von & und v ihre Ordnung. Der Charakter ¥ von & ist auch Charakter von B.
Zerlegt man ihn in einfache Charaktere von B und beachtet die Relationen fiir die Cha-

raktere, so zeigt sich, dafl iv %(%B) eine ganze rationale, nicht negative Zahl ist, die angibt,

wie oft im Charakter y der Hauptcharakter von ¥ steckt. Insbesondere ist der Wert
von x(%B) stets hochstens vg(1) und dann und nur dann gleich dieser Zahl, wenn die zu %
gehorige Darstellung der Gruppe ® fiir jedes Element von ¥ die Einheitsmatrix liefert.
3. Als letzten Hilfssatz brauchen wir noch Beziehungen zwischen der Tréigheits-
gruppe und den Verzweigungsgruppen. Ein Teil dieses Hilfssatzes ist schon von Herrn
Speiser gewonnen worden 5).
Die i-te Verzweigungsgruppe des Primideals %P, werde mit B; bezeichnet. TT sei

¢) Siehe Anm. 2.
%) A. Speiser, Die Zerlegungsgruppe, ds. Journal 149 (1919).
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eine genau durch die erste Potenz von B, teilbare Zahl von K. 7 sei ein beliebiges Element
der Trigheitsgruppe, und es fiithre TT tiber in ATT, wo A teilerfremd zu P, ausfillt. z; sei
ein Element der i-ten Verzweigungsgruppe, lasse also TT modulo Bi** fest. Seine Wirkung
nach dem Modul $Pi*® sei durch die Kongruenz

M=+ "B (mod $i3)
beschrieben. Wegen
nA=A (mod Bi™)

folgt
7(ATT) = Az TT = ATT + (/surr)‘+1 = (mod Ri+%).
Wegen
UATT) =TT und -1 (E) B ood 58
Al A¢ 1
st ‘

it =TT 4 TI"'H% (mod Ri?).

Daraus folgt endlich:

1 i+2

AT ) (mod 1" 7).

Das Element z;'7—177 liegt also dann und nur dann in B, ,, wenn entwederB= 0

(mod PB,) oder A*=1 (mod $,) ist. Nehmen wir an, daB z; nicht zu B;,, gehort, daB
also B == 0 (mod. %§,) und somit A*= 1 (mod %,) ist, so muB demnach 'TT= A'TT=TT
(mod P2) sein, also 7* in B, liegen. Wir haben also:

Das Element v7 v~ 7,7 liegt dann und nur dann in B, ,, wenn entweder v, zu B,
oder v* zu B, gehort.

7, e e T=TT 4 n'“B(

Als Nebenresultat erhalten wir sofort den Satz von Speiser:

Die Gruppe %Bi/B;;1 liegt im Zentrum der Gruppe Bi/Biti.

Wir benutzen aber unser Resultat dazu, Kongruenzen zwischen den Zahlen yx(%;)
herzuleiten. Die Trégheitsgruppe hat die Ordnung e. Zerlegen wir e in die Faktoren
eq PP, Wo e, zu p teilerfremd und p die zum Primideal p gehorige rationale Primzahl ist,
so ist bekanntlich die Faktorgruppe £/%, zyklisch vor den Ordnung e,. Unter 7 werde
jetzt ein Vertreter der erzeugenden Restklasse modulo B, verstanden.

Die Elemente 7; aus i, die nicht in %B;,, liegen, teilen wir jetzt in Klassen ein,
indem wir alle Elemente der Form 7—*7;7* in ein- und dieselbe Klasse legen. Die so gewon-
nenen Klassen sind fremd, und die Anzahl der Elemente einer Klasse ist jedesmal die

_kleinste Zahl k, so daB v—*7,7* = 7, ist. Erstrechtist dann 7;'7—*7,7*in B, , enthalten, so
daB 7 zu B, gehoren muE\ Die Zahl ik muB also durch e, teilbar sein. Ist nun y ein
Charakter, so haben alle Elemente derselben Klasse denselben Charakterwert, die Summe
der Charakterwerte ist also eine durch k teilbare, ganze algebraische Zahl. Summieren
wir jetzt iiber alle Klassen und multiplizieren noch mit i, so erhalten wir die Zahl
1(x(B:) — %(Bit+1)), deren Teilbarkeit durch e, somit feststeht. Es gilt also die Kongruenz

(15) i7(Bi) = 17(Biy1) (mod e).

‘Wihlen wir fiir y den Hauptcharakter und bezeichnen wir die Ordnung von B; mit p%i,
so ergibt sich der Spezialfall:

(16) ip% = ipRi+1 (mod e,).
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Endlich werde & als abelsch vorausgesetzt. Dann findet man:
Ist B;r1 von B; verschieden, so ist i durch e, teilbar
Dieses Resultat ist auf anderem Wege von Herrn Hasse gewonnen worden®).

§ 2. Der Fiihrer eines Charakters.

4., Wir geben jetzt die Definition des Fiihrers eines Charakters im Relativkérper
K[k:
(a7 i KJk) =11 p% Lo =20 +2 R 1) — 28 + pPoa ) 2B + -1
Dabei ist das Produkt iiber alle Primideale des Korpers k zu erstrecken?). Die auftre-
tenden Zahlen und Gruppen sind schon erklart worden. Da fiir geniigend groBe Indizes
die Verzweigungsgruppe nur aus dem Einheitselement besteht, bricht die Summe im
Exponenten ab. Geht ferner das Primideal nicht in der Diskriminante auf, so besteht
schon die Trigheitsgruppe nur aus dem Einheitselement, und das betreffende Primideal
liefert keinen Beitrag zum Fiihrer. (17) definiert uns also in der Tat ein Ideal. Aus der
Bemerkung am Schlusse von 2 geht hervor, daBl der Exponent eine nicht negative ratio-

‘nale Zahl ist und daBl wenigstens der erste Bestandteil (1) — % 2(T) ganz rational aus-

fallt.“Wir werden zeigen, daB der volle Exponent ganz rational ist, daB also f(x, K/k)
ein ganzes Ideal des Korpers & ist. Doch liegt diese Tatsache sehr tief. Vorldufig lassen
wir es zu, daBl der Fiihrer moglicherweise nicht im Korper liegt und rechnen mit ihm in
rein formaler Weise. Was dabei unter Norm zu verstehen ist, ist klar, moglicher-
weise ist aber die Norm auch kein Ideal des Korpers, in bezug auf den sie genommen wird.

Wir bestétigen sofort die Rechenregel:

(18) f(x1 + 220 K/K) = §(x2, K[E) §(x20 K[E).

Zur Untergruppe U gehore wie bisher der Zwischenkorper 2. Wir wollen die Be-
ziehung zwischen den beiden Fiihrern j(y,, K/k) und f(y, K/2) untersuchen.

Die Gruppe x,B; %, ' = B, ist die i-te Verzweigungsgruppe des Primideals %, in
bezug auf k. Ihr Durchschnitt mit 1 ist die i-te Verzweigungsgruppe in bezug auf 2.
Die Ordnung von B, werde mit pRg bezeichnet. Formel (13) liefert:

2(By) = L e ,p ().

s

Das ergibt mit (14) und der Gleichung m =v§1e,. f» zusammen nach leichten Rechnungen

die Umformung: ‘

8 : 8 i — .
+ Ry =1 (B _ p:—”(pR-'—vnwu)‘ — 1 Z ey p% Z ey @R w0~ (B)

Y
1 g - 8 1 pi 1 R B )
— (pi—1) y(1) — = @5 —=Dv1) @ (1) —¥(BY)
=N.<z/k(43° A q, Ch 7

In dhnlicher Weise 148t sich auch der Beitrag der Trigheitsgruppe umformen. Nun
haben die Relativdifferenten dg; und dgq die Werte:

2 e—14pRi—14 .0 1B 14pB1g

s Lo
D = {’IP’ ) g = ggﬂf"(
Daraus folgt:

6) Vgl. die zweite der in Anm. 1 zitierten Arbeiten.
7) Damit die Formel tiberhaupt Sinn hat, mu8 man sich im Exponenten immer je zwei Glieder durch eine
Klammer zusammengefaBt denken. Der Ubersichtlichkeit halber wurden diese Klammern weggelassen.
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Drs s L %(e:t'l’(l)‘—'/’(fv)"l"PR}"P(l)—W(%b+"')
ity K1) = N, (525) - L0 )
Der letzte Teil in dieser Formel ist aber gerade der Fiihrer f(y, K/2). Wir erhalten

somit die folgende grundlegende Formel:

(19) i(2,, KIk) = Digp - N o (flw, K/2)),
wo die Relativdiskriminante von 2 nach k& mit Do  bezeichnet ist.

Ist x der Hauptcharakter, so wird f(x, K/k) = 1. Dies benutzen wir, um einen
besonders wichtigen Spezialfall von (19) aufzustellen. Wir setzen namlich in (19) fir v
den Hauptcharakter y; ein und erhalten die folgende Formel:

(20) Ss)5?_/1; = f(%.,,l, K/k)

Diese Formel liefert uns die gewiinschte Zerfillung der Diskriminanten aller Unter-
korper von K. Man kann ja in der Tat den induzierten Charakter durch die einfachen
Charaktere der Gruppe ausdriicken und erhdlt so wegen (18) eine Darstellung der Dis-
kriminante durch die Fiihrer der einfachen Charaktere. Die Fiihrer lassen sich also als
eine Verfeinerung der Diskriminantentheorie betrachten.

Eine weitere, fast triviale Eigenschaft der Fiihrer besteht darin, daB sie fiir kon-
jugiert algebraische Charaktere die gleichen Werte annehmen.

Es ist nun sehr bemerkenswert, dal sich die Fiihrer durch diese letzte Eigenschaft
sowie durch die Formeln (18) und (20) kennzeichnen lassen:

Ist jedem Charakter y der Gruppe ® ein Ideal F(y) zugeordnet fiir das die Formeln
(18) und (20) gelten, und entsprechen konjugiert algebraischen Charakteren die gleichen
Ideale, so ist das Ideal ¥(y) gleich dem Fiikrer {(y, K/k).

Setzen wir nédmlich
- _ 3&)
so gilt noch immer (18), wihrend an Stelle von (20) die einfachere Gleichung

%1(96%) =1

tritt. Auf Grund des in 1 bewiesenen Hilfssatzes, folgt jetzt auch fiir jeden rationalen
Charakter £ die Gleichung ,(Z) = 1. Nun entsteht aber aus dem Ideal J;(y) bereits
durch Potenzieren ein Ideal der Form {,(Z), so daB jetzt fiir jeden Charakter gilt:
F1(x) = 1. Damit ist unser Satz bewiesen.

Von diesem Ergebnis werden wir zweimal Gebrauch machen.

Erstens denken wir uns den Koérper K zu einem umfassenderen galoisschen Korper
K’ erweitert. Ist @’ die Gruppe von K'[/k und gehort K zur Untergruppe 9, so ist & mit
der Faktorgruppe ®’/$ isomorph und kann gleich mit ihr identifiziert werden. Dabei
miissen wir also die bisherigen Gruppenelemente als Nebengruppen betrachten. Jeder
Charakter der Gruppe ® ist dann auch Charakter in der Gruppe &’ und soll im folgenden
immer mit dem gleichen Buchstaben bezeichnet werden. Dies geht umso eher, als alle
Charakterrelationen in &’ erhalten bleiben, auch die fiir den induzierten Charakter.
Setzen wir nun fiir jeden Charakter von &:

) = fx, K'/k),
so gilt fiir dieses Ideal wieder (18) und (20), und es hat fiir konjugiert algebraische Charak-
tere den gleichen Wert. Es folgt somit:

(21) fx, K'[k) = T(x, K[k).
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Die Bedeutung der Formel ist die, daB sich die Fiihrer in einem tieferen Sinn als
bisher als Invarianten des Korpers K erweisen.

Zweitens wollen wir annehmen, daB8 die Gruppe ® abelsch ist. Ist y ein einfacher
Charakter von ©, so setzen wir $(x) gleich dem Fiihrer der Klassenkorpertheorie. Fiir
zusammengesetzte Charaktere werde dann $(x) so definiert, daB (18) gilt. Dann bedeutet
(20) fiir unsere Funktion nichts anderes, als die Fiihrer-Diskriminanten-Formel der
Klassenkorpertheorie 8). DaB $(x) fiir konjugiert algebraische Charaktere den gleichen
Wert hat, ist selbstverstandlich. Also hat sich ergeben:

Ist K[k abelsch, so ist der Fiihrer {(x, K/k) der bekannte Fiihrer der Klassenkirper-

theorie.
Auf Grund dieser fundamentalen Tatsache hege ich die Hoffnung, daB f(y, K/k)

auch im nicht-abelschen Fall zu den noch unbekannten Zerlegungsgesetzen in einer
analogen Beziehung stehen wird. Doch konnen wir heute iiber diese Dinge noch .nichts
aussagen.

5. Wir wenden uns jetzt der Frage zu, ob f(y, K/k) ein ganzes Ideal von k ist. Da
der Exponent schon als nicht negativ erkannt ist, hat man nur noch seine Ganzheit nach-
zuweisen. Wir miissen also zeigen, dafl der Klammerausdruck durch e teilbar ist. Ent-
sprechend der Zerlegung von e in eyp®: gliedert sich dieser Nachweis in den der Teilbarkeit
durch e, und den der Teilbarkeit durch p®.

Wir beginnen mit der Teilbarkeit durch e, und ersetzen im Exponenten den Aus-
druck p%iy(1) — 7(B:) durch i(pRz(1) — 2(Bs) — (i — 1) (PRix(1) — 2(Ba)).

Fassen wir die Glieder des Klammerausdrucks anders zusammen, so entstehen lauter
Glieder der Form i(p® — p®i+1) und i(y (Bs) — x(Bi+1)). Wegen (15) und (16) sind diese
Glieder durch e, teilbar, also auch der ganze Klammerausdruck.

Die Teilbarkeit durch pf: liegt anscheinend wesentlich tiefer. Der Nachweis zerfallt
in drei Schritte:

a) Reduktion auf Gruppen von Primzahlpotenzordnung.

Es sei V der erste Verzweigungskorper, also der zur Untergruppe 8B, gehorige Unter-
korper von K. q sei dasjenige Primideal aus V, das durch %, teilbar ist. Um die Trag-
heitsgruppe sowie die Verzweigungsgruppen von K/V zu bilden, hat man den Durchschnitt
von T, B, B,, ... mit B, zu suchen. Es ist also die neue Trigheitsgruppe B,, wogegen
sich an den Verzweigungsgruppen nichts dndert. Die Ordnung der neuen Trégheitsgruppe
ist gerade pf. Nun ist y auch Charakter der Untergruppe 8B,. Wir bilden jetzt den
Fiihrer f(x, K/V) und vergleichen den Beitrag des Primideals ¢ mit dem Beitrag von p
zu f(x, K/k). Der Beitrag von q lautet:

;,Lnl (p™ 2(1) — 2(B,) + ph 2(1) — 2(By) + ph (1) — (V) + - -*).

Die ersten beiden Summanden sind dabei belanglos, da sie ohnehin ganz sind. Wenn wir
zeigen konnten, daB f(y, K/V) ein ganzes Ideal von V ist, so wiirde auch die Teilbarkeit
des alten Klammerausdrucks durch p®: folgen, da ja die Exponenten in den wesentlichen
Punkten iibereinstimmen. £, aber ist eine Gruppe der Ordnung p*.

b) Wir konnen also annehmen, daB @ eine Gruppe von Primzahlpotenzordnung
ist. Nach einem Satz von Blichfeldt?) ist dann jede Darstellung der Gruppe eine mo-
nomiale, es ist also jeder Charakter induziert von einem Charakter ersten Grades einer

§) Siehe Anm. 1. x, gehort zur reguliren Darstellung von /U1, enthilt also jeden einfachen Charakter
von G/ genau einmal.
%) A. Speiser, Gruppentheorie, 1. Aufl. Satz 130 oder 2. Aufl. Satz 169. Eine #hnliche Anwendung dieses
Satzes hat Herr Hasse im zweiten Teil seines in Anm. 1 zitierten Berichts, Ergéinzungsband 6 (1930), Seite 160, gegeben.
Journal fir Mathematik. Bd. 168, Heft 1. 2
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geeigneten Untergruppe. Sei y der Charakter der Untergruppe und 2 der zur Unter-
gruppe gehorige Zwischenkorper. Wir konnen jetzt Formel (19) anwenden und sehen:
Wenn {(y, K/2) ein ganzes Ideal des Korpers 2 ist, so ist auch f(y, K/k) ein Ideal
aus k.

¢) Es ist also die weitere Annahme erlaubt, daB es sich bei ¥ um einen Charakter
ersten Grades handelt. Jeder solche Charakter aber ist schon Charakter einer zyklischen
Faktorgruppe und Formel (21) lehrt, daBl wir die Gruppe & als zyklische Gruppe an-
nehmen diirfen. Wir stiitzen uns nun auf die Klassenkorpertheorie. Wir wissen némlich,
daB dann f(y, K/k) mit dem Fiihrer der Klassenkorpertheorie iibereinstimmt. Also ist
unser Ideal selbstverstéindlich ein Ideal des Korpers.
Damit ist gezeigt:
Das Ideal j(x, K[k) ist ein ganzes Ideal aus k.
Durch diesen Satz gewinnen die vorigen Resultate iiberhaupt erst Bedeutung, da
man jetzt erst erkennt, daB es sich in der Tat um Aufspaltungen der Diskriminanten im
Korper selbst handelt.

Wir fiihren noch die folgende Redeweise ein:

Ist der Charakter y fiir keinen echten galoisschen Unterkorper Charakter, so wollen
wir sagen, dal der Fihrer f(y, K/k) genau zu K gehort.

Im Fiihrer f(y, K/k) konnen nur die Teiler der Diskriminante von K/k aufgehen.
Gehort f(y, K/k) aber genau zu K, so gehen alle Diskriminantenteiler auch wirklich

LA

auf. Da némlich keiner der Beitrige % (p%i x(1) — 2(%B)) negativ ist, kann pnurdann

nicht in f(y, K/k) aufgehen, wenn insbesondere ex(1) — x(¥) = 0 ist. Aus der Bemer-
kung am Schlusse von 2 folgt jetzt, daB die zu y gehorige Darstellung sich fiir jedes Ele-
ment von ¥ auf eine Einheitsmatrix reduzieren muB. Nun bilden aber die Elemente
von @, fiir die das eintritt, einen Normalteiler von & und g ist Charakter fiir die Faktor-
gruppe dieses Normalteilers. Nach unserer Voraussetzung muf sich also diese Gruppe
auf das Einheitselement reduzieren, und ein gleiches gilt fiir die Gruppe £. Also geht p
nicht in der Diskriminante von K/k auf. Es sei gestattet, die bisher gefundenen Eigen-
schaften noch einmal iibersichtlich zusammenzustellen:
Das Ideal

1
= e (1) —x(®) + B x(1) — 2(B,) + pFox(1)— x(By) + -+ 1
(17) i, Klk) = p°

ist ein ganzes Ideal aus k. Ist K|k abelsch, so ist es der Fiikrer der Klassenkorpertheorie.
Gehort es genau zu K[k, so ist es durch alle Diskriminantenteiler und nur durch diese teil-
bar. Es gelten die Formeln:

(18) 00+ 200 K/k) = §(x2, K[E) §(x2, KJK),

(19) Hte, K/k) = DRjx - Nap (f(y, K/2)),
(21) f(x, K/k) = f(x, K'[k), wenn K’ Oberkérper von K ist.

Die Diskriminante eines Zwischenkirpers gewinnt man mit Hilfe der Formel:
(20) Dar = (1, K/k)
h
oder, wenn x, =V£; 8,x, die Zerlegung von y, in einfache Charaktere bedeutet,
h
(20a) Do =”1=71(f(x,, K|k))”
(2,, ist einfach der Charakter der Permutationsgruppe zu der $2 gehort). Speziell:

B 25(1)
(20b) Dep = 1 (§(1,, K[k)) .
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Wir konnen jetzt auch leicht einige Minkowskische Satze iiber Diskriminanten auf
die Fiihrer iibertragen.

6. Wihlen wir als Grundkorper den Korper der rationalen Zahlen, so geht im
Fiihrer sicher mindestens eine Primzahl auf, wenn y nicht der Hauptcharakter ist. Denn
ist K’ der Korper zu dem f{(x) genau gehort, so geht in der Diskriminante von K’ min-
destens eine Primzahl auf.

Ist der Grundkéorper & beliebig, bedeutet { ein gegebenes Ideal und » eine gegebene
ganze rationale Zahl, so kann man nach allen Kérpern K/k fragen, zu denen f{ als Fiihrer
genau gehort, wobei wir den Grad von K auf n festlegen. Da wir die Diskriminanten-
teiler von K/k als die Teiler von { kennen gelernt haben, kénnen wir nun mit Hilfe von
Satz 80 des Hilbertschen Zahlberichtes schlieBen, daB fiir die Diskriminante nur endlich
viele Moglichkeiten in Frage kommen. Zu gegebener Relativdiskriminante und gegebenem
Grade gibt es aber nach Minkowski nur endlich viele Kérper. Damit ist bewiesen:

Ist § ein gegebenes Ideal aus k, so gibt es nur endlich viele relativ galoissche Ober-
korper festen Grades, zu denen | als Charakter genau gehoren kann. Ist der Grundkorper
insbesondere der Kirper der rationalen Zahlen, so kann die Zahl 1 nur als Fiikrer fiir den
Hauptcharakter auftreten, gehort also genau nur zum Grundkorper selbst.

Ohne Beweis sei wenigstens noch der Umstand erwihnt, daf der eben ausgesprochene
Satz noch richtig bleibt, wenn man statt dem Korpergrade nur dem Grade des Cha-
rakters die Einschrinkung auferlegt. Der Nachweis dieser Tatsache ist etwas um-
standlich.

Endlich weise ich noch darauf hin, daB ich in einer weiteren Arbeit zeigen werde,
daB die Fiihrer in der Theorie der L-Reihen mit allgemeinen Gruppencharakteren die-
selbe Rolle spielen, wie bei L-Reihen mit abelschen Charakteren 10),

10) Siehe Anm. 2. -

Eingegangen 9. November 1930.
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