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Algebraische Repridsentanten der Funktionen
»bis auf eine Menge vom Mafie Null“

Von J. ¢. Neumann in Berlin.

Einleitung.

Wir befassen uns mit komplexwertigen, beschriankten, fiir alle reellen z, und nur
diese, definierten Funktionen f(z), die im Lebesgueschen Sinne mefBbar sind. (Verall-
gemeinerungen auf andere Definitionsbereiche sollen am Schlusse erfolgen.) Wenn zwei
Funktionen dieser Art, f(z) und g(z), als dquivalent bezeichnet werden, falls die Menge
aller z, fiir die f(z) == g(«) ist, das Lebesguesche Mafl 0 hat — in Symbolen f~g — so
erkennt man: f~f, aus f~g folgt g~ f, aus f~g, g~h folgt f ~h. Folglich zerfillt die
Gesamtheit unserer f in paarweise elementfremde Aquivalenzklassen untereinander dqui-
valenter f.

Unter einem ,,allgemeineren Polynom* p(uy, ..., 4,) verstehen wir ein Linear-
aggregat beliebiger (aber endlich vieler) Potenzprodukte der u,, ..., u, und ihrer kom-
plex-konjugierten uj, ..., u, (mit komplexen Zahlen als Koeffizienten). Da aus
fi~8is- s fo~g, P(fy- s f)~p(g,...,g,) folgt, hingt die Klasse & von
p(fy -« -5 1,) nur von den Klassen &,,...; &, der f,..., [, ab. Wir nennen & darum
P8Ry, - - ., &) — insbesondere die Klasse der Konstanten a wieder a.

Im Zusammenhang mit gewissen Untersuchungen iiber unitdre Funktionalopera-
toren, auf die hier nicht niher eingegangen werden soll, hat Herr A. Haar im miind-
lichen Gesprich mit dem Verfasser die folgende Frage formuliert: Ist es moglich
jeder Aquivalenzklasse ® einen Repriisentanten f = fe (eine Funktion aus &!)
derart zuzuordnen, daB fiir jedes allgemeinere Polynom p(u,,...,u,) und irgend-
welche Klassen R,..., &, aus p(8,,..., &) = 0 identisch p(fq (%), ..., fg (%)) =0
folgt ? (D. h.: Wenn fiir irgendwelche Funktionen f,(z), ..., f,(x) p(f,(®), ..., [, (®)) =0
mit Ausnahme einer 2-Menge vom Lebesgueschen MaBe 0 gilt, so gilt
p(fe (@), ..., fq (2)) =0 fir alle z ohne Ausnahme — und dabei sollen fq (2), . . ., fe,(®)

nur von den bzw. Klassen &,,..., & von f,(z),..., f,(x) abhingen, und auch selbst
zu diesen Klassen gehoren)?t).

1) Es ist erwiihnenswert, daB diese Aufgabe ohne die Zusatzbedingung der Beschrinktheit unlosbar ist.
Sei némlich & eine komplexe Zahl, und f*(x), g%(x), ¢*(¢) die Reprisentanten der Klassen der Funktionen
L fir x &= &
) =3, g)=) "5 °
» U8 0 firz=¢&
(f*(x)—& e*(x)) g¥(x)— ¢*(z) = 0 sein. Daher kann nie aunf einmal f*(x) = &, e*() = 1 sein, insbesondere nicht
*(€) =& e*(§) = 1.
Variieren wir nun &, dann miissen die Mengen der & mit /*(&) = f(&) (= &) und der & mit e*(£) == e(§) (= 1)
zusammen alle £ umfassen — was unmoglich ist, da beide das Lebesguesche MaB 0 haben sollten.

s e(z) = 1. Dafiir z=§ (f(z)— Ee(®)) go(x) — e(z) = 0 gilt, mulf fiir alle =
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Ein solches Reprisentanten-System fg(x) wollen wir ein algebraisches Reprasen-
tanten-System der Aquivalenzklassen nennen. Im ersten Teile der Arbeit zeigen wir,
daB solche Systeme existieren, im zweiten nehmen wir einige Verallgemeinerungen vor,
und beweisen einige allgemeingiiltige Eigenschaften dieser Systeme.

I. Beweis des Existenssatzes.

1. Wir betrachten zuerst im Lebesgueschen Sinne meBbare Mengen reeller Zahlen.
Zwei solche Mengen M, N mogen dquivalent heillen, wenn ihre ,,Unterschiedsmenge‘
(ML M) — (M x N) das Lebesguesche MaB 0 hat — in Symbolen M ~ N. Es ist M ~ M,
aus M~ N folgt N ~M, aus M~ N, N~ P folgt M~ P. Folglich zerfallt die Gesamt-
heit unserer ¢ in paarweise elementfremde Aquivalenzklassen untereinander aqui-
valenter M. Da aus MWy ~ Ny, Wy~ Ny Wy F WMo~ Ny + 9y, My X MW~ Ny X Ny,
M — My ~ N, — N, folgt, hingt die Klasse von M, + M, bzw. M; x M, bzw. M, — I,
nur von den Klassen ¥, f, von 3t,, M, ab. Wir nennen darum diese Klasse f, | f, bzw.
f, x §, bzw. f;, — ¥, — und die Klasse der leeren Menge O wieder 0, die der Menge 1 aller
Zahlen wieder 1.

Wir wollen nun jeder Aquivalenzklasse f einen Reprisentanten It = M (eine
Menge aus f!) derart zuordnen, dafl jede Klassen-Relation f; x - -+ x f, x (1 —¥]) X
-++X (1 —¥) =0 die Mengen-Relation My, X - -+ XMy, X (1 —MWy;) X -+ X (1 —My;) =0
nach sich zieht. (D. h.: Wenn fiir irgendwelche Mengen I,,..., M, M1, ..., M,
My X oo XMWy x (1 —M) X -+ x (1 —I;) das Lebesguesche MaBl Null hat, so ist
Mg, X oo XMWy, X (4 —Wyy) x -+ x (4 —My;) leer — und dabei sollen My, . . ., My,
My, .. ., Py, nur von den bzw. Klassen der My, ..., My, My, ..., M; abhéngen, und
auch selbst zu diesen Klassen gehoren.) —

Wenn It eine meBbare Menge ist, und z eine reelle Zahl, so kénnen wir fir jedes
MaB (I5(z) x M)

25 be-
trachten. Fiir & — 0 heiBe sein Limes superior A(z, M), sein Limes inferior 4(x, M), es
ist stets 0 < A4 <A < 1. Nach einem bekannten Satze von Lebesgue gilt in ganz
M, mit Ausnahme einer Menge vom MaBe 0, A(z, M) =1 2); und da offenbar
A(z, M) = 1 —A(x, 1 —M) ist, ergibt Anwendung auf 1 — MN: AuBerhalb M gilt, mit Aus-
nahme einer Menge vom MaBe 0, 4(z, M) = 0. Im ersteren Falle ist natiirlich auch4 = 1,
im letzteren auch 4 = 1. Da ausM~ N A(z, M) = A(z, N), A(z, M) = A(x, N) folgt,
hingen 4, 4 nur von der Klasse f von3)t ab, wir konnen also auch 4(z, f), 4(x, f) schreiben.
Die Menge aller x mit A(x, f) = A(z, ¥) = 1 heiBe My, die Komplementirmenge aller x
mit A(z, ¥) = A(z, f) = 0 heiBe My; nach dem vorhin Gesagten gehoren I, My beide zu £

Man erkennt miihelos die folgenden Eigenschaften der I, Mi:

My =My =0; T<Wy; Myr =1 —My,
Wy =1—Me; My, + My, <M, 1, < Wy, + M, = M jn;
M.y, = My, X My, < Mper, < W, X Wy, . —

Da fiirein Reprasentanten-System Myu. a. f; X ¥, X (1—¥f5) =0 My, X Mg, X (1—My,) =0
nach sich zieht, d.h. My, x My, <My,; ferner (1 —¥f,) xf,=0 (1 —My,) XMWy, =0 und
(1—%) xf=0 (1 —Ms,) XMy, =0, also My, > My, und My, >My,, d. h. Wy, X Wy, > My, —
so haben alle drei Klassen-Relationen My, X My, = My, zur Folge. Da sie fiirf; x §, = §;

6 > 0 das Intervall Is(x) : £ — 8, z + & bilden, und den Bruch

2) Vgl. Lebesgue, Annales de I'Ecole Normale (3) 27 (1910), S. 407.
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wirklich alle drei bestehen, ist My, X My, = My, x5, Durch analoge Betrachtungen zeigt
man My, 4 My, = Me, 10, Pup =1 — MWy, sowie My = 0, M; = 1. Da nun Ny und M
nur diese Bedingungen nicht restlos erfiillen, sind sie als Reprdsentanten unbrauchbar.
Wir werden aber sehen, daB die Reprisentanten-Wahl mit Mt <M < Py gelingt.

Hierzu berufen wir uns auf den Wohlordnungssatz: Die Menge K aller Aquivalenz-
klassen f sei nach einem geeigneten Wohlordnungstypus «, wohlgeordnet, d. h. die f
den Ordnungszahlen &« < «, eineindeutig zugeordnet: f = ¥, entspreche «. Wir wollen
die M, so bestimmen, daB allgemein

Emtﬁ‘ X oo X Emtﬂp X (1 —Emz%) X---x( ——Why‘!)<¥)_?gﬂlx...xtﬁpx(l_:yl)x...xﬂ_{yq)

gilt. Dies hat die Konsequenz, daB die 3 eine Reprisentation bilden, wie wir es w. o.
wiinschten; denn fir f5, X -+ xf5, X (1 —¥%,) X - X (1 —¥%,) =0 ist die rechte Seite
=M, = 0, also auch die linke = 0. Ferner folgt daraus My, < Ni;,. Ersetzen wir hierin
f durch 1 —¥, (das ja auch ein %, ist), so ergibt sich My >My, — also MWy, <My, <P,

d. h. das Reprisentanten-System ist von der vorher beschriebenen Art. Die Konstruktion
dieser My, vollziehen wir durch transfinite Rekursion: Nehmen wir an, daB fiir ein o; < &g

die Definition der My mit & < &y bereits erfolgt sei, und daB die obige Mengen-Implikation
fir alle B, ..., B, vy - - ¥, <o, erfiillt ist — es gilt dann My, so zu definieren, daB
diese Beziehung auch fir alle §,,..., 8,y ..., 7, = &, zutrifit. Da wir keine wirklich

neue Bedingung vor uns haben, solange nicht ein f oder y tatsichlich = «, ist; da ferner,
wenn sowohl ein g als auch ein y = «, ist, auf beiden Seiten unserer Relation O steht,
also wieder keine Bedingung vorliegt; und da schliellich, wenn mehrere g (oder y) = «;
sind, alle bis auf eines fortgelassen werden konnen, ohne unsere Beziehung zu dndern —
so diirfen wir annehmen, dal genau ein g = «, ist, und kein p, oder umgekehrt. Sei dies
p bzw. y das letzte, d. h. g, bzw. y , schreiben wir noch p + 1 bzw. ¢ + 1 fiir p bzw. g,

so lauten die fiir M, hinzukommenden Bedingungen so:
Em:ﬁl PR Ximrﬂp x (1 —931:7‘) XX (1 —Sﬁ’vq) X Ms,,
<§3Etﬁ_ X oo Xl X (A=) X ooe X (A=) X by, 9
g'Rtﬂl X oo Xmitﬁp X (1 __g'Rtyl) X oo X (1 _gjatyq) X (1 _m’atai) ‘317 e ooy ﬂp’ yl’o-') 7q<0€17
Wy x - x b x Aty X oo 0 x A=ty ) X By
Diese Bedingungen konnen auch so geschrieben werden:
§mt“l = gﬁtﬂ‘ X oo X Bg X (U=hy) X o0 X (A=) X Yy,
+@ — M) X -+ X mﬁp x (1 —EIR;YI) X--- X1 ——%yq)),
Emt,,l >(1— gﬁtﬁl XX Bg X (A=) X o X =) x (1-1%))
X Mey X - ximtﬁp X (1 —My,) x---x(1 -—SD?:W).
Damit diese Bedingungen durch ein My, tiir alle Komplexe g, ..., Bpr Vis ++ 1 ¥y <%y

simultan befriedigt werden konnen, muB die rechte Seite der ersten Gleichung fiir jeden
Komplex B, ..., B, ¥y -»¥, <& > sein, als die rechte Seite der zweiten fiir jeden

Komplex 81, ..., 8,7 - -+ 7, <. (Dann konnen wir I, z. B. der Vereinigungs-

menge der rechten Seiten der zweiten Gleichung fiir alle zugelassenen f, y-Komplexe
gleichsetzen.) Die genannte Mengen-Implikation lautet:
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(L —Mrgr oty x A—t,) x - oo x (A=, x 1—ay))
X Mgy X -0 X WMy X (1 —My,y) x -+ - x (1 — M)
CSﬁtﬁ‘ X eoe X tﬂpx (l—tyl)x cee X (1~tyq) X tle
+@ —Emrﬁl X o0 X gﬁfﬁ{] x (1 —E’ﬁ:yl) X - x (1 —2)32:7,7)),
oder
Mr,r X -+ X My, X (1 —ED?tyl) X X (1T —My,)
X My, X oo X Emtﬁp x (1 ——gﬁrﬁ) X - x (1 —Sﬁr),q)
S Wrgrx oo x By x AP x - x A=) x (A1)
+ W, ---xrﬂpx(l—tyl)x--~x(1—tﬂq)xta13).
Nun ist die rechte Seite
= E],R_!Ig{ Xoeeex Bt X (1=E,) X o v 0 X 1=t x (1-f,) 3 Bg, X oo X tﬂp X (1=F,) X« % (1——tyq) X By,
4
>5]Efﬂ; X oo X Bl X A=) X e X (I=By) X Bg X oo X By X (1=Ty) X +o- x (A=) )-
Somit geniigt es, wenn
Meyy X -0 X My X My X - - - x My, X (1 —My,) x - -
X1 —Me,) x (1 —Me, ) x -+ x (1 —Ny,)
Vs YL Yy

A

< Emtﬁ{ X X Byt X Bg X eee X tﬂP X (A=1,) X o0 X (1=E,) x (1=4, )X « -+ X (1-!,,1)

gilt — aber dies folgt, da By, ..., B, By s By ¥1r- - s ¥iy Y1y - - - ¥, < &, 8ind, aus unserer
Pramisse.

Damit ist die Konstruktion des Repriisentanten-Systems der M, x < g d. h.
der My, durchgefiihrt.

2. Wir betrachten nunmehr alle reellen, beschrinkten, fiir alle reellen x, und nur
diese, definierten Funktionen f(z), die im Lebesgueschen Sinne meBbar sind. Unter
Beachtung dieser Realitdts-Bedingung konnen wir die in der Einleitung beschriebene
Aquivalenzklassen-Einteilung auch fiir diese Funktionen vornehmen, und ein alge-
braisches Reprisentanten-System fq(z) ihrer Klassen & suchen — wobei wir an Stelle der

komplexen allgemeineren Polynome sinngemif die reellen gewbhnlichen Polynome
treten lassen. D. h. wir beschrianken die Fragestellung der Einleitung aufs Reelle. Diese
Aufgabe werden wir nun, mit Hilfe des Mengen-Reprisentanten-Systems M, losen.

a sei eine reelle rationale Zahl. N(a, f) sei die Menge aller z mit f(z) < a, ¥(a, f)
die Klasse von R(a, f), wir definieren f*(z) als untere Grenze aller rationalen a, fiir die
z zu My, ;) gehort. Da f(x) beschrankt ist, also fiir ein festes C stets < C, = —C, ist
fir a > C bzw. a < —C N(a, f) =1 bzw. =0, f(a, f) = 1 bzw. = 0, Myu,n = 1 bzw.
= 0, also z sicher Element bzw. sicher nicht Element von My, s, — somit ist f*(z) endlich
und < C, = —C, d. h. beschrankt. Fiir f ~ gist ¥(a, /) = f(a, g) fiir jedes a, also f* =g*,
d. h. f* héingt nur von der Klasse von f ab.

Die Unterschiedsmenge von R(a, /) und My, ist eine Menge vom Lebesgueschen
Mage 0, also auch die Vereinigungsmenge derselben fiir alle rationalen a (bei festem f!).

" Gehort aber z nicht zu ihr, so gehirt es My, ;) dann und nur dann an, wenn es zu R(a, f)

%) Die Mengen-Implikationen (1—R) X G<R’ L (1 — &') und & X &' <R + R’ sind, wie man leicht
verifiziert, gleichwertig.
4) Wegen der leicht verifizierbaren Mengen-Implikation R X & L R’ X 1—B) >R X R’ ist

My x 6+ 0'x 1—©) > Mg -
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gehort, d. h. wenn f(z) < a ist — also ist f*(z) dann die untere Grenze aller rationalen a
mit f(z) < a, d. h. f*(z) = f(z). Die Menge aller x mit f*(z) & f(x) ist somit eine vom
Lebesgueschen Mafle 0, also f* ~ f, d. h. f* gehort zur Klasse von f.

Die Klasse von fsei &, wir nennen f* fg: f, hingt nur von  ab, und gehort dazu. —

Sei @(uy, . .., u,) eine (reelle) stetige Funktion, das in der Einleitung tiber allge-
meinere Polynome Gesagte gilt wortlich auch fiir ¢ (u,,. . ., u,): Die Klasse von ¢(fy, . . ., f,)
hingt nur von den bzw. Klassen &,..., &, der f,, ..., f, ab, und moge (R, ..., &,)
genannt werden. Wir nehmen nun ¢(8&;,..., ®) = 0 an, und wollen zeigen, daf fiir
alle z ¢(fe,, ..., fe,) =0 gilt. ,

Sei also per Absurdum ¢(fg,, .. ., fe,) & O fir ein x = z,. Da @(u,, . . ., u,) stetig
ist, existieren n Paare rationaler Zahlen a,, b,,...,a, b, mit a, < fq(z,) <b,,. <o
a,<fq (%) <b, so daB fir alle ¢y =u, <b,...,0, =8, <b, @,..,u)=+0
ist. Also ist @(fg (2), ..., fg (%)) =40, wenn a, = fg (x) <by,..., a, = fg (x) <D, ist.
Da nun bis auf eine Menge vom Lebesgueschen MaBe 0 fo(2) = 1 (2), .. ., fq,(2) = [(z,)
ist, ist bis auf eine solche z-Menge, ¢(f,(z), . . ., f.(z)) == 0 Folge von a, =< f(z) < by, .. .,
a, < f,(x) <b,. Und da wegen ¢(8R,..., &) =0 mit Ausnahme einer ebensolchen
x-Menge ¢(f1(x)7 R fn(x)) =0 iSta kann 51 é fl(x) < blv cen @y g fn(x) < bn nur
in einer Menge vom Lebesgueschen MaBle 0 gelten. Somit hat die Menge
RN(by, f1) X (1 —R(ay, /1)) X -+ X N(b,, f,) X (1 —N(a,, f,)) das MaB 0, es ist
f(bh fl) X (1 - f(a’h fl)) X X f(bm fn) X (1- - f(am fn)) = 07 und daher
Sﬁt(bl,/l) X (1 —Sﬁt(bl,ll)) X =+ X S;R[(bn’fn) X (1 —Emt(an,fn)) = 0. Nun gehﬁrt nach
Definition von fg (x,), und wegen a, < f (z,) <b, x, nicht zu ?)Jlt(aw 1,» Wohl aber zu

Do, s,) — also gehort es zu My,,z) X (1 —My,,1,)). Da dies fiir alle v =1, . . ., n gilt,
gehort z, auch zum obenstehenden Durchschnitt dieser Mengen, obwohl derselbe leer sein
sollte. Das ist unmoglich.

Somit bilden die fg tatsichlich ein Représentanten-System von der gewiinschten
Art.

3. Jetzt konnen wir uns den in der Einleitung beschriebenen komplexwertigen,
beschrinkten, fiir alle reellen z, und nur diese, definierten f(z), die im Lebesgueschen
Sinne meBbar sind, zuwenden. Rf(z), Jf(z) sind reell, also Funktionen von der in 2, dis-

kutierten Art, ihre Klassen héngen nur von der Klasse & von f(z) ab (Ru und Ju sind
1

stetig, sogar allgemeinere Polynome: % u+ —;—ﬁ, o U %ﬁ), sie mogen R
bzw. J® genannt werden. Wir definieren nunmehr: fg = fuo + ifyq. fq héingt nur von
fab, und da bis auf eine z-Menge vom LebesgueschenMaBe 0 fy,0(z) = Rf(2), f4q(®) = Ff(2)
gilt, also fo(r) = Rf(z) + iJf(x) = f(=), gehort fy zu K.

SchlieBlich sei ¢(uy, ..., u,) eine (fir alle Komplexen (uy, ..., u,) stetige Funk-
tion. Wir definieren die Klasse ¢(&y, ..., ®) wie in der Einleitung und in 2. Seien
Dy, Wy, « « -y Ony Wy 20 veelle Variable, wir setzen g (vy, Wy, « « «y Un, Wo) = @(v;+ tWy, « « -y Ut 1Ws).
Dann ist, wie man leicht verifiziert, p(R®y, IRy .. ., RKy, FRu) = (K - - -, &Kn)-
Aus @(8Ry,..., ) =0 folgt nunmehr p(R, IRy, ..., KK, J®) =0, also nach
R. fir alle z y(fyg (), f30,(®)s - o fmn(x), fag,(®)) =0, und daher nach Definition
der fo (@), -+ o fg, @) @(fe (@) - fg (@) = 0.

Die fq(x) bilden also ein Reprisentanten-System von der gewiinschten Art. Man

Journal fiir Mathematik. Bd. 165. 16



114 v. Neumann, Algebraische Reprisentanten der Funktionen.

beachte, daB wir die charakteristische Eigenschaft derselben nicht nur fiir die allge-
meineren Polynome p(u,, .. ., #,) bewiesen haben, sondern fiir alle stetigen Funktionen
@(uyq, - - ., us) iiberhaupt!

II. Eigenschaften der Repriisentanten-Systeme und Verallgemeinerungen.

1. In der Einleitung verlangten wir fiir die algebraischen Reprasentanten-Systeme
der Aquivalenzklassen fq blo8 fiir allgemeinere Polynome, daB aus ¢(®,,..., &,) =0

P(fgy -+ fﬂn) = 0 (fir alle #!) folge — bei unserer Konstruktion erreichten wir jedoch,
daB dies fiir alle stetigen ¢ galt. Dieser auffallende Umstand hat seine Erklirung darin,
daB allgemein aus dem Erfiilltsein unser Bedingung fiir alle allgemeineren Polynome
dasselbe fiir simtliche stetigen Funktionen ¢ folgt, und dies soll jetzt bewiesen werden.

Sei némlich ¢(®,..., &,) =0, und trotzdem g¢(fg (%o), - - -, fq, (o)) + 0. Da
@(uy, ..., u,) stetig ist, gibt es also ein 6> 0, so daB fir |u, —fq(z)|*>+ -
+ |u, — fq,(2,) |* < 6% auch noch ¢(uy, ..., u,) & 0 ist. Da mit Ausnahme einer Menge
vom Malle O P(fa (@), .., [g, (®) =0 ist, ist dann auch |fg (x) — P CATE
-+ |fﬁn(x)~—— fa,(@,) > = 0% Wir setzen nun

g(z) = Min ( : —1—)
|fa,(8) — fg (@) > + - - - + | /g, (&) — fg, (@) 2" &2/7
dies ist eine beschridnkte und meBbare Funktion. Nach obigem gilt, mit Ausnahme einer
Menge vom Malle 0,

(1o, (@) — fo(@)I* 4 - - - + | fg,(€) — [g, (o)) gx) —1 = 0.
Nun ist (|u, —fg (z,) [ + -+ + |u, — fa,(®)*) u, , —1 ein allgemeineres Polynom
in w,...,u,u, , und dieses ist fir u = fg(#),...,u, = fo, (@), u,, , = g@), mit
Ausnahme einer Menge vom MaBe 0, gleich 0. fa, () -« o fﬁn(x) haben die Klassen
R, ..., &, g(z) habe die Klasse &, dann gilt fiir die Reprisentanten

(17, (@) — fa,(@)|® 4 - - - + | [g,(®) — fg,(@)[?) fg(2) —1 =0
fir alle . Trotzdem ist linke Seite fiir z = z, offenkundig = — 1 == 0. Dies ist ein
Widerspruch.

2. An Stelle des Lebesgueschen MaBes, daB allen unseren bisherigen Betrachtungen
zugrunde lag, konnen wir auch andere, verwandte Begriffsbildungen treten lassen.

So konnen wir z. B. eine fiir alle reellen z, und nur diese, definierte Funktion ¢(z)
einfiihren, welche monoton nicht-abnehmend ist, und an die Stelle der Mengen vom MaBe 0
diejenigen Mengen treten lassen, iiber welche erstreckt das Lebesgue-Stieltjesche Integral
fdop(x) = 0 ist.

Unter Verwendung einer auf Lebesgue zuriickgehenden Definition des Lebesgue-
Stieltjesschen Integrals, konnen wir dies auch so machen. Sei yp(y) die Inverse von ¢(x),
die, um auch streckenweise konstante oder stellenweise unstetige ¢(x) (wie sie z. B. in der
Operatorentheorie vorkommen) mit zu erfassen, etwa so definiert wird: y(y) ist die obere
Grenze aller z, fiir die ¢(z) < y ist (findet dies nie oder immer statt, so sei p(y) = — o
bzw. = 4 o — oder auch undefiniert). Das iiber eine Menge It erstreckte Integral
fdo(x) ist dann gleich dem MaB der Menge I, aller y, fiir die p(y) zu M gehort. Wir
lassen also an Stelle der Mengen It vom Mafle O diejenigen I treten, fiir welche M, das
MaB 0 hat. '

Ferner betrachten wir, an Stelle der beschrinkten, im Lebesgueschen Sinne me8-
baren Funktionen f(z), diejenigen beschrinkten f(z), fiir die f(¢(z)) im Lebesgueschen
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Sinne meBbar ist. Und unter f~ g verstehen wir, daB fiir die Menge I aller z mit
f(x) =+ g(z) M, das MaB O hat. Somit bedeutet f+ g f(p) ~g(p). Fiir diesen neuen
Aquivalenzbegriff - konnen wir wiederum Aquivalenzklassen bilden, und unser ur-
spriingliches Problem erneut formulieren.

Da jedoch das neue Problem fiir die f mit dem alten fiir die f(¢) gleichwertig ist ®),
existieren auch jetzt die Reprisentanten. —

Eine andere Verallgemeinerungs-Moglichkeit wire die, die f nicht von einer, sondern
von mehreren reellen Variablen abhingen zu lassen. (Hierher gehort auch der Fall, daB
die Variable z komplex ist.) Da es eineindeutige und maBgleiche Abbildungen des
n-dimensionalen Raumes auf die Zahlengerade gibt®), gelten unsere Resultate auch
dann; iibrigens gelten unsere Uberlegungen ohnehin beinahe ohne jede Anderung auch im

5) Allerdings brauchen die Reprisentanten, die nach unserem urspriinglichen Verfahren gewonnen werden,
nicht in den Konstanzintervallen von ¢ konstant zu sein, was die /(p) gerade charakterisiert. Wir hiitten uns aber
bei unserem urspriinglichen Verfahren konsequent auf solche Funktionen beschréinken kénnen, die in den Konstanz-
intervallen von ¢ konstant sind (bzw. auf soleche Mengen, dic von jedem dieser Intervalle keinen oder alle Punkte
enthalten), und wiren genau so ans Ziel gekommen.

8) Vgl. z. B. a.a.0.2).

Eingegangen 1. Februar 1931.
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