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Idealdifferentiation und Differente.

Von Emmy Noether +1).

Einleitung.

Der Hauptsatz der Verzweigungstheorie des algebraischen Zahlkorpers sagt be-
kanntlich aus, dafl die Differente (das Verzweigungsideal) mindestens durch die (p—1)-te
Potenz eines Primideals teilbar ist, das zur o-ten Potenz in seiner Primzahl p aufgeht,
und zwar genau durch die (o— 1)-te Potenz, wenn o nlcht durch p teilbar ist, durch eine
héhere, wenn ¢ durch p teilbar ist.

Dieser Satz ist das Analogon dazu, dafl der Differentialquotient f'(x) eines Poly-
noms f(x) mindestens durch die (p— 1)-te Potenz eines Linearfaktors teilbar ist, der in
f(x) zur g-ten Potenz aufgeht, und zwar genau durch di¢ (9— 1)-te Potenz, wenn p nicht
durch die Charakteristik des Koeffizientenbereichs teilbar ist, durch eine héhere, wenn
o durch diese Charakteristik teilbar ist.

Ich zeige im folgenden, daf} es sich hier um mehr als eine formale Analogie handelt.
Die Differente lifit sich auffassen als Differentialquotient eines definierenden Ideals des

Zahlkdrpers K in einem zugeordneten ganzzahligen Polynombereich von x,,...,%,, der
Differentialquotient gemommen an der Stelle r=w, also fur z,=w,,..., ¢,=w,, Wo
oy, ..., w, eine Modulbasis des Systems der ganzen Zahlen aus K — der Hauptordnung o —

bedeutet. Dabei entspricht das definierende Ideal N der Gesamtheit der Relationen
zwischen den , besteht also aus allen ganzzahligen Polynomen f(x), fur die f(w
verschwindet. Der Differentialquotient IR’ [m—>w] aber ist definiert als leferenzen-
quotient, genommen an der Stelle z=w.

‘Man betrachte nimlich — wegen f(w)=0 — das Ideal I als aus allenn Differenzen
f(x) —f (w) bestehend, bilde weiter das Differenzenideal R=(x,—w, ..., ¢,—w,) und
_den Differenzenquotient =M :B, wobei die Quotientenbildung den iiblichen Ideal-
quotienten ‘bedeutet, genommen im Polynombereich der # mit ganzen Zahlen aus K,
also Zahlen aus v, als Koeffizienten. Dann w1rd die Differente ® definiert durch

D=A[z—>w].

Die ErWeitérung des Koeffizientenbereichs ist notwendig, damit Differenzenideal und
Differenzenquotient iiberhaupt definiert sind. Es handelt sich also um die direkte Ver-

1) Die vorliegende von E. Noether nachgelassene, im Winter 1927/28 niedergeschriebene Arbeit wurde
dem Herausgeber freundlicherweise von H.Grell zur Verfiigung gestellt. Sie gibt eine ausfiibrliche Dar-
* stellung des auf der D. M. V..Tagung in Prag 1929 gehalterien Vortrags gleichen Titels; siehe Jahresbericht
D. M. V. 89 (1930), S. 17 kursiv. Ab §6, 8 sollte das Manuskript offenbar noch genauer iiberarbeitet werden,
Der Kenner wird jedoch die hier bis auf kleine Abrundungen unveréndegt gelassene skizzenhafte Darstellung
ohne weiteres verstehen.
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2 Noether, Idealdifferentiation und Differente.

allgemeinerung des Differentialquotienten eines Polynoms einer Unbestimmten x

&= (f(@)—1(&): (x—8),
genommen an der Stelle x=¢§, wobei auch hier der Polynomberei‘ch durch Adjunktion
von ¢ erweitert werden muB, damit die Differenzen definiert sind. Tatséchlich geht
auch der Idealdifierentialquotient in den Polynomdifferentialquotienten iiber, sobald
die Basis der w aus den Potenzen eines einzigen Elementes besteht. )

Die hier gegebene Definition der Differente schlieBt somit direkt an Bekanntes
an, sie fiihrt aber nichtinvariante Zwischenglieder ein, insofern, als das Ideal M von
der gewahlten Basis abhdngt. Eine gleichbedeutende, wvollstindig invariante Definition
erhalt man, wenn man statt des ganzzahligen Polynombereichs einen zur Hauptordnung o
isomorphen Ring O einfithrt — der dem Restklassenring nach 9t isomorph wird — und
dessen Koeffizientenbereich durch o zu O, erweitert?). Das Differenzenideal §§ wird hier
aus allen Differenzen (xr—¢%) abgeleitet, wo = und & sich vermoge des Isomorphismus
von O zu o entsprechen; der Differenzenquotient 9 wird gleich dem Quotienten des
Nullideals durch B dle Differente entsteht aus U, indem jeweils # durch das isomorphe &
ersetzt wird.

Diese invariante Definition wird im folgenden an die Spitze gestellt, und zwar
wird so direkt die Differente eines beliebigen kommutativen Ringes in bezug auf einen
Unterring definiert, wobei nur gewisse Voraussetzungen in bezug auf die Moglichkeit
der Koeffizientenerweiterung erfiillt sein miissen, was z. B. immer der Fall ist bei Existenz
einer Modulbasis, eventuell unter Ubergang zu gewissen Quotientenringen. Damit ist
dann insbesondere auch die Differente einer beliebigen Ordnung des Zahlkorpers defi-
niert, ebenso die Differente des Restklassenringes einer Ordnung etwa nach einer Prim-
zahlpotenz; weiter auch die Relativdifferente und die Differente im Fall der algebraischen
Funktionen von mehreren Unbestimmten. Die Ubereinstimmung der Differential-
definition der Differente mit der iiblichen folgt aus einer genauen, auf der direkten Sum-
menzerlegung beruhenden Strukturuntersuchung des dem Zahlkorper durch direkte
Produktbildung zugeordneten galoisschen Erweiterungsringes3) — eine Untersuchung,
die im Spezialfall des Restklassenringes nach einem Polynom einer Unbestimmten auf
eine Analyse der Lagrangeschen Interpolatlonsformel hmauskommt Genauer verstehe
ich darunter folgendes:

Es werde ein dem Zahlkérper K isomorpher Ring & eingefithrt, der © umfaft,
und sein Koeffizientenbereich — die rationalen Zahlen — durch den galoisschen Kor-
per I von K erweitert. Dieses erweiterte System R wird direkte Summe von 7 ein-
fachen Komponenten, die den n Isomorphismen (Ubergang zu den konjugierten Kérpern)
von K entsprechen und Erweiterungen des Differenzenquotienten % und seiner Kon-
jugierten sind; zugleich wird das Nullideal von & Durchschnitt der ‘n aus dem Dif-
ferenzenideal und seinen Konjugierten abgeleiteten Ideale. Die einfachen Komponenten
werden von der Form [e”, wo ¢ die Komponente der Einheit bedeutet; der Dif-
ferenzenquotient wird — da e fiir £=¢£ in die Einheit iibergeht — gleich be), unter
b die Differente von o verstanden. Die Differente b besteht- aus allen Elementen des
Koérpers, die mit ") multipliziert in O, liegen, dem direkten Produkt der OTdnung mit

?) Die Erweiterung des Koeffizientenbereichs — direkte Produktbildung — wird in § 1 auch fiir nicht-
kommutative Ringe behandelt, allgemeiner als fiir die Zwecke dieser Arbeit erforderlich. Dafiir geniigt § 2
in der Spezialisierung auf kommutative Ringe und endliche Basis. .

%) Es handelt sich hier um eine Wexterfuhrung der meiner Dlsknmmantenarbelt zugrunde liegenden
Ub@ﬂegungeﬂ: wobei aber die Kenntnis dieser Arbeit nicht vorausgesetzt wird. Vgl. E. Noether, Der Diskri-
minantensatz fiir dxe Ordnungen eines algebraischen Zahl- und Funktionenkérpers, J. Math. 157 (1927), 82—104.




Noether, Jldealdifferentiation und Differente. - 3

sich selbst. Entsprechendes gilt fiir die Konjugierten. Um von da aus die Definition
durch den komplementiren Modul zu gewinnen, ist zu beachten, daB e® eine Linear-
form in der den w entsprechenden Basis %y, ..., 2, von © bzw. & wird; die Koeffizienten
der z in den e') aber ergeben gerade eine Basis des komplementiren Moduls von o (und
seinen Konjugierten). Aus der Tatsache, da} der Differenzenquotient % Koeffizienten
‘aus 0 hat, folgt sofort, dal die Differente gleich dem Quotienten von o durch seinen
Komplementirmodul wird, wodurch die Dedekindsche Definition gewonnen ist. Die
angegebenen Betrachtungen sind nicht auf die Hauptordnung beschrankt; sie charak-
terisieren die Differente jeder Ordnung als Quotient der Ordnung durch ihren Kom-
plementarmodul.

- Die Ubereinstimmung der Differentialdefinition mit der Definition durch die -
Fundamentalgleichung — im Fall der Hauptordnung — folgt aus der oben erwahnten
Tatsache, dal} der Idealdifferentialquotient in den Polynomdifferentialquotienten tiber-
geht, sobald die Basis aus den Potenzen eines Elementes, hier der Fundamentalform,
besteht. Damit ist dann auch der begriffliche Zusammenhang dieser letzteren Definition
mit der Dedekindschen gegeben.

Unter Zugrundelegung der Fundamentalgleichung — im Fall der Hauptordnung —
folgt bekanntlich direkt der am Anfang erwéhnte Hauptsatz. Zu einer genauen Expo-
nentenbestimmung fithrt die Betrachtung der Differente d[p'] des Restklassenringes
der Hauptordnung nach p’ mit geniigend hohem ¢ — es geniigt t=n, was fir Korper
zweiten Grades auch notwendig ist — wobei es wesentlich ist, daB die Differente b,
betrachtet mod g, genau in d[p'] ibergeht. Hier kann man sich wieder — da der
direkten Summe des Ringes die direkte Summe der Differenten entspricht — auf den
Restklassenring nach p’¢ beschrénken. Dieser letztere aber wird isomorph dem Rest-
klassenring nach einem Polynom in einer Unbestimmten mit Koeffizienten mod p*;
und die Differentiation dieses Polynoms ergibt — wie O. Ore, der auf anderem Wege
zu einem. solchen Polynom kam, gezeigt hat4) — den genauen Uberblick iiber die iiber-
haupt moglichen Exponenten mit Hilfe der Supplementzahlen.

SchlieBlich ergibt die Strukturuntersuchung noch den bekannten Satz, dal} die
Differente eines Oberkérpers von K gleich dem Produkt der Relativdifferente mit der
Differente von K wird, und zwar als Folge der Tatsache, daB dieselbe Multiplikations-
eigenschaft fir die Einheiten der direkten Summenzerlegung und damit fir die Komple-
mentarmoduln erfullt ist.

Die angegebenen Tatsachen gelten iiberhaupt alle fiir Relativdifferenten durch
Ubergang zu gewissen Quotientenringen genau so, wie ich das in der Diskriminanten-
arbeit fiir Relativdiskriminanten ausgefiihrt habe. Es bleibt weiter — durch Ubergang
zum Funktionalbereich — alles erhalten fiir algebraische Funktionenkorper mit Koeffi-
zientenkorper der Charakteristik Null, wahrend bei Charakteristik p und bei ganz-
zahligen algebraischen Funktionen zwar die Struktureigenschaften erhalten bleiben (im
wesentlichen sogar ohne Ubergang zum Funktionalbereich), die Verzweigungstheorie
aber wegen des Auftretens von inseparablen Erweiterungskorpern sich andert, was hier
" nicht mehr ausgefilhrt wird. Als wesentlichstes Ergebnis mochte ich die oben skizzierten
vollstandig. invarianten, auch fiir algebraische Funktionen mehrerer Unbestimmten
gilltigen Struktursitze (§5 und §6) bezeichnen; der Ubergang zum Komplementér-
modul bedeutet schon ein Auflosen in Koeffizientenidentitaten und ist nur durch-
gefiihrt, um Bekanntes einzuordnen.

4 Anmerkung bei der Herausgabe: Dieses Zitat 1st im Manuskript nicht ausgefiillt. Siehe die Hin-
weise in dem nur skizzierten § 7 der Arbeit.

L
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§ 1. Erweiterung des Koeffizientenbereichs eines Ringes oder
direkte Produkthildung. Definierendes Ideal ).

In diesem Paragraphen werden allgemeine Ringe zugrunde gelegt, fiir die das kom-
mutative Gesetz der Multiplikation nicht vorausgesetzt wird. Dagegen wird der Einfach-
heit halber die Existenz des Einheitselementes vorausgesetzt, und zwar, sofern nicht
ausdriicklich das Gegenteil vermerkt, in der ganzen Arbeit.

1. Definition des direkten Produktes. Ein Ring © X0 oder O, heilt direktes Produkt
der Ringe  und o in bezug auf fj — oder auch aus O durch Erweiterung des Koeffizienten-
bereichs §) zu o entstanden®) —, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) O, enthilt © und o als Unterring und wird gleich dem Produkt dieser Ringe
(also gleich dem Durchschnitt aller © und o umfassenden Ringe in 9,).

(2) Der Durchschnitt von O und o ist durch f) gegeben, wo f) das Einheitselement
von £, enthilt.

(3) © und o sind elementweise vertauschbar; somit besteht O, aus der Gesamtheit
der bilinearen Verbindungen x, y, + -+ 4z, y, , wo die x bzw. y alle Systeme von je
endlich vielen Elementen aus O bzw. o durchlaufen, und ¥ ist im Zentrum von O und o
und damit von O, gelegen.

(4) Zwei Elemente aus ©, sind nur dann (und natirlich stets dann) gleich, wenn
sie auf mindestens eine Art formal gleich werden vermoge der in © einerseits und in o
anderseits bestehenden Relationen. Darunter ist das folgende zu verstehen: Gilt
&y + -+ 2,y,=0in O,, solaBt sich dieser Ausdruck durch Zufiigen von Summen for-
mal verschwindender Verbindungen (yh)d —y (hd), wo hin ), y in © und 4 in o, umformen in

(2ot A 2,0,) £ (G ot + 1,y
mit 2,=0,...,2,=0; $,=0,..., B,=0, wo o, fin p und 2,¢ in O, so da also 2=0 Rela-
tionen zwischen den , y, b in © und =0 Relationen zwischen den y, 8, & in p bedeuten?).

Zwei Elemente aus O, sind nur dann gleich, wenn ihre Differenz auf die angegebene
Art verschwindet.

Durch die Forderung des direkten Produktes sind also die Gleichheits- und Ver-
kniipfungsbeziehungen (Addition und Multiplikation) eindeutig durch diejenigen der
Faktoren festgelegt. Daraus folgt: Sind ©, o und ihr Durchschnitt § isomorph zu O, o
und §, und existiert” das direkte Produkt £ Xp, so existiert auch O X0 und wird zu
O X o isomorph.

Jeder Ring &, der gleich dem Produkt von © und o wird, derart, dal O und o
elementweise vertauschbar sind, wird homomorphes Bild von © X o, wobei die Abbildung
von O zu  bzw. p zu 0 isomorph bleibt. Denn die Gleichheit in X o wird durch die-
jenige in & umfaBt und stimmt fir © bzw. p mit der von O bzw. 0 in O X0 tberein?).

2. Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz des direkten Pro-
dukts in bezug auf einen Unterring. Sind © und o Ringe, deren Durchschnitt durch
den im Zentrum beider gelegenen Ring ) gegeben ist, so braucht das direkte Produkt in
bezug auf § nicht zu existieren, wie das folgende Beispiel zeigt: Sei §) der Ring der
ganzen rationalen Zahlen, O=%[z] mit 1—2x=0, und o=Yh[y] mit 1—2y=0, wo y

%) Fiir kritische Bemerkungen zu diesem Paragraphen bin ich B. L.van der Waerden zu Dank ver-
pflichtet.

%) Die zweite im folgenden meist gebrauchte Schreibweise soll an die Erweiterung des Koeffizienten-
bereichs erinnern; die erste ist die iibliche Bezeichnung des direkten Produktes.

7) Setzt man die Existenz des Einheitselementes nicht voraus, so treten in (3) und (4) noch lineare
Zusatzglieder auf.

8) Vergleiche auch §1,4,
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ein neues Symbol bedeutet. Es werden also © und o in bezug auf §) dquivalente Ringe,
deren mengentheoretischer Durchschnitt durch ) gegeben ist, wihrend zwischen den
Symbolen x und y keine Verkniipfungen gegeben sind. Es gibt keinen O und o um-
fassenden Ring R derart, da} in B — wo also jetzt Verkniipfungen zwischen z und y
bestehen — der Durchschnitt durch 1) gegeben ist. Denn in R folgt:

0=(1—22)y—z(l—2y)=y—=x,

wobei Vertauschbarkeit von « und y sogar nicht benutzt wird?®).
Die notwendige und hiureichende Bedingung fiir die Existenz des direkten Produktes
ist die folgende:
Es muf mindestens einen O und v umfassenden Ring R geben derart, daf der Durch-
schnitt von O und v durch Y gegeben ist und daf O und o elementweise vertauschbar werden.
Existiert namlich das direkte Produkt, so ist es selbst ein solcher Ring B. Um um-
gekehrt das direkte Produkt zu konstruieren, darf vorausgesetzt werden — diese Voraus-
setzung wird im folgenden stets gemacht —, daf} zwischen den nicht zu f) gehorigen
Elementen von O und o keine Verkniipfungen bestehen, da dies durch Ubergang zu
iquivalenter Erweiterung von ) — Einfithrung anderer Symbole — stets erreichbar ist ®*).
Es enthalte weiter f) das Einheitselement ¢ von © und o (vgl. dazu aber Anmerkung?)).
Man definiere jetzt ¥ als Menge aller bilinearen Verbindungen
Yt Y, =Y Yt YL T
wo die x und y alle Systeme von je endlich vielen Elementen aus © bzw. o durchlaufen
und die x und y also in T vertauschbar werden. Man setze zwei solche Verbindungen
dann und nur dann gleich, wenn sie vermoge der Relationen in  und o formal gleich
werden in dem unter 1, (4) prazisierten Sinn. Man definiere weiter Summe und Produkt
" von &, % 4+ oz, und B, @+ -+ p; x,, wo unter den «, f auch Nullen auf-

ir Vip

treten kénnen, durch .
(04,-1“{— ﬂii) % + s (O‘iﬂ’ .Bi,) €, und Z(Xilﬂi“xilxi“

Diese Definition ist eindeutig im Sinn der Gleichheit, da jede Nullrelation (im Sinne von
1, (4)) durch Rechts- oder Linksmultiplikation mit einem Element aus o oder O wieder
in eine solche iitbergeht und dasselbe fiir Summe und Differenz dieser Nullrelationen gilt.
Das System ¥ bildet einen © und o umfassenden Ring, det in bezug auf Gleichheit,
Addition und Multiplikation den Bedingungen des direkten Produktes geniigt. T geniigt
aber auch der Durchschnittshedingung als Folge der allgemeinen Einbettungsvoraus-
setzung. Sei namlich & das Produkt von O und o in R, dann wird & nach 1 homomorphes
Bild von ¥, isomorph in bezug auf O und 0. Eine Relation 2=y in T, wo z in O und y
in 0, zieht somit dieselbe Relation in & nach sich; also liegen in & nach Voraussetzung
beide Elemente in f), und wegen des Isomorphismus in bezug auf £ und o einzeln gilt
dasselbe fiir . Die Einbettungsvoraussetzung ist also notwendig und hinreichend.

3. Definierendes Ideal eines Ringes in bezug auf einen Unterring. Ein System S von
Elementen ..., z, ... aus © heil}t Erzeugendensystem von O in bezug auf §j, wenn O gleich
dem durch §) und S in O erzeugten Ring wird — also gleich dem Durchschnitt aller §
und S umfassenden Ringe aus £; in Zeichen O =1[S]. Es sei wieder ) als Unterring des
Zentrums von  vorausgesetzt; es wird dann © homomorphes Bild des nichtkommutativen

%) Der in einem festen Ring gelegene Quotientenring eines kommutativen Ringes — hier Adjunktion
von % — ist eben eindeutig. Es handelt sich um das Analogon dazu, daB zwei dquivalente und verschiedene
galoissche Korpererweiterungen sich nicht in einen gemeinsamen Umfassungskorper einbetten lassen. Hier
gibt es — durch direkte Produktbildung — allerdings noch Einbettung in einen Ring mit Nullteilern,

) Vgl. §2, 1 und FuBnote ).
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Polynombereichs §[..Z..], wo Z Unbestimmte bedeuten, und das System der Unbe-
stimmten von gleicher Méachtigkeit ist wie S. Unter dem nichtkommutativen Polynom-
bereich wird dabei das System aller endlichen Summen Xh,P;,=XPh, verstanden, wo
die P, Potenzprodukte einschlieBlich der dem Exponentéen 0 entsprechenden Einheit
sind : P_,;=Zf: Zf: - Zf:
(wobei natirlich die gleichen Indizes sich wiederholen kénnen), und wo die Gleichheit
als Koeffizientengleichheit in bezug auf die verschiedenen Potenzprodukte definiert ist..
Aus dem Homomorphismus folgt, daB O isomorph wird dem Restklassenring [..Z..1/MM, wo
das zweiseitige Ideal 9 aus allen Polynomen F(Z) (Elementen aus §[..Z..]) besteht derart,
daB F(z) in O verschwindet — wo Z und z sich vermoge des Homomorphismus entsprechen.
Das Ideal M heift ein definierendes Ideal in bezug auf Yy, und zwar das dem Erzeugenden-.
system der z entsprechende Ideal. Die Definition zeigt, dal isomorphe Ringe in bezug
auf isomorph entsprechende Unterringe ¥), § und Erzeugendensysteme S und S auch
isomorphe definierende Ideale besitzen — die insbesondere, wenn §) mit §) zusammenfallt,
auch als identisch angenommen werden diirfen.

Da § im Zentrum von £ angenommen war, wird © sicher kommutativ, wenn es
ein’ Erzeugendensystem S besitzt, das aus einem einzigen Element z besteht. Wird I
noch Hauptideal, so heiBt die einem Basispolynom G (Z) von I entsprechende Gleichung
G (2) =0 eine definierende Gleichung von £ in bezug auf §.

4. Das definierende Ideal eines direkten Produktes. Es sei (wie unter 3) O iso-
morph zu §{..Z..]/M, wo also M definierendes Ideal. Neben §)[..Z..] werde der Polynom-
bereich o [..Z..] betrachtet, also das System aller endlichen Summen

: ' Zy,P,=2XP;y;, mit vy, aus o,

die Gleichheit als Koeffizientengleichheit definiert. 0[Z] umfaBlt §)[Z] und ist direktes
Produkt von §[..Z..] und o in bezug auf §), anders ausgedriickt: aus §[..Z..] durch Er-
weiterung des Koeffizientenbereichs hervorgegangen?). Es bedeute I, das Erweiterungs-
ideal von M in bezug auf o[..Z..] — Durchschnitt aller I umfassenden zweiseitigen
Ideale aus o[..Z..] —, also das System aller linearen Verbindungen der Elemente aus
M mit Koeffizienten aus o, das wegen der Vertauschbarkeit von o mit den Z schon ein
zweiseitiges Ideal bildet. Falls das direkte Produkt O, in bezug auf § existiert, so wird O,
isomorph zu o[..Z..]/M,. Denn L, wird homomorphes Bild von o[..Z..], also iso-
morph dem Restklassenring nach dem definierenden Ideal von ©, in bezug auf o, ent-
sprechend dem Erzeugendensystem der z. Nach der Gleichheitsdefinition 1, (4) aber
lassen sich die zwischen den z in O, bestehenden Relationen als lineare Kombinationen
mit Koeffizienten aus o der in  bestehenden schreiben; also wird 9, definierendes Ideal.

Bemerkung. Dieselbe Uberlegung ergibt noch eine symmetrische, aber umstind-
lichere Darstellung des direkten Produktes und des zugehorigen definierenden Ideals.
Es sei o isomorph §[..Y..]/N, wo Y von den Z verschiedene Symbole bedeuten, so daf3
der Polynombereich §)[..Y..Z..] definiert ist. Dann wird ©, isomorph ‘

§l..Y..Z..)JR, R, .. YZ—ZY.)),

wo das rechtsstehende definierende Ideal durch M, N und alle Kombinationen YZ—ZY
erzeugt ist. (Letztere driicken die Vertauschbarkeit der Elemente von o und O aus,
erstere die Tatsache, daB die Relationen in £, Folgen der in © und o einzeln sind.)

10) Denn Gleichheits- ungi' Verkniipfungsbedingungen sind erfiillt, und aus y=h+ b P+ +h P,
folgt nach der Gleichheit in 0[..Z..], daBy=h. Vgl.'dazu § 2, 2. Die Tatsache, daB 0[..Z..] direktes Produkt
ist, wird in dieser Nummer nicht benutzt.

*
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§ 2. Ringe mit unabhiingiger Modulbasis. Konstruktion des direkten Produktes.

1. Konstruktion des direkten Produktes. Ein System 7T von Elementen ..t.. aus
© heiBt eine h-Modulbasis von O, wenn O gleich dem aus T in O abgeleiteten §)-Modul
wird. Es besteht dann O wegen der Existenz der Einheit in §) aus allen linearen Ver-
bindungen k; t; +---+h; t; . Die Modulbasis heilt unabhangig, wenn aus

hiti,+ - +h,t, =0 stets h,=0,...,h;, =0

folgt. Besitzt O eine unabhingige, das Einheitselement enthaltende Modulbasis, so existiert
das direkte Produkt O, bei beliebigem Erweiterungsring o von Yy, fir den nur §) Unterring des
Zentrums und dessen mengentheoretischer Durchschwitt [, 0] durch Y) gegeben ist't). Es
geniigt nach § 1, 2, einen entsprechenden Einbettungsring @ zu konstruieren, der sich
dann hier schon als das direkte Produkt erweisen wird. Es sei R definiert als Gesamt-
heit aller linearen Verbindungen

Vi li+ o voto =t v+ o+t

wobei die t, alle Systeme je endlich vieler Elemente der unabhingigen Basis T durch-
laufen, die y entsprechend aus o. Die Gleichheit sei als Koeffizientengleichheit in den
tl. definiert, Summe und Produkt nach den iblichen Rechenregeln, wie unter §1, 2.

Wegen der BaS|se1genschaft ist das Produkt irgend zweier t; eine lineare Verbindung

cendlich vieler mit Koeffizienten aus f), es wird also R ein Ring. E)‘t umfafit O, da § Unter-
ring von o ist; und es umfaBt o, da T das Einheitselement enthilt. Da weiter die Vi,

sowohl mit den h; wie mit den ¢, elementweise vertauschbar sind, wird o in 9 mit Y

elementweise vertauschbar. SchlieBlich ist in & der Durchschnitt von £ und o durch
gegeben, denn eine Relation

7=7’e:h’1t1+ ”'+hrtr

ergibt nach der Gleichheitsdefinition — da e nach Voraussetzung Element der Basis
ist —, daf} ein t gleich e ist, die tibrigen verschwinden, und somit y="Fh. Somit existiert
das dlrekte Produkt; es wird gleich %, das gleich dem Produkt von £ und o ist und der
Vertauschbarkeits- und Gleichheitsbedingung geniigt (da die Elemente der Basis un-
abhiingig sind, geht diese Bedingung in Koeftizientengleichheit iiber). Diese Basis T
von £ wird zugleich o-Basis von O,.

2. Erweiterungs- und Verengungsmoduln. Ist % ein )-Modul aus ©, so wird unter
seiner Erweiterung 8, der p-Modul aus O, verstanden, der Durchschnitt aller 8 um-
fassenden o-Moduln aus D, ist. Ist € ein 0-Modul aus ,, so ist sein Verengungsmodul €
in O als Durchschnitt (€, O] definiert. Ist B zugleich Ideal in O, so wird B, Ideal in ©,;
ist € Ideal in D,, so wird [€, D] Ideal in D.

Satz. Besitzt ein Modul B aus O eine unabhingige )- Modulbasis, die sich zu einer
unabhdngigen §)- Modulbasis von erganzen lapt, so ist B Verengung seines Erweiterungs-
moduls B, in O,.

Beweis. Es bedeute T eine unabhingige )-Modulbasis von 9B, die sich nach Vor-
aussetzung durch ein System 7' von Elementen { aus £ zu einer unabhiangigen §)-Modul-
basis von © erginzen laBt. Es wird 7 dann zugleich unabhingige o-Basis von B, und
T und T zusammen eine solche von .

“) Natiirlich kénnte symmetrisch dazu auch die Basisvoraussetzung fiir 0 gemacht werden. Nach §2,2
wird — ohne Beschrinkung der Allgemeinheit; vgl. E. Noether, Der Diskriminantensatz fiir die Ordnungen
~ cines algebraischen Zahl- oder Funktionenkorpers, dies. Journ. 157 (1927), 82—104, §§ 1, 2 — vorausgesetzt,
daB zwischen den nicht zu §) gehérigen Elementen aus O und o keine Verkniipfungen bestehen.
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Es ist % enthalten im Durchschnitt [98,,0]. Sei umgekehrt ¢ ein Element dieses
Verengungsmoduls. Als Element von 9B, 148t ¢ eine Darstellung durch Elemente von 7T
zu, die zugleich eine Darstellung durch die o-Basis T, T von O, bedeutet:

c=ypt+ -+t mityauso.
Als Element von O besitzt ¢ eine Darstellung durch die §-Basis von 7', T von 9, also:

o=hyt,+ - +ht, +ht 4 h T

s ds?

die ebenfalls zugleich, da © Unterring von , und f) Unterring von o, eine Darstellung
durch die o-Basis 7', T von £, bedeutet. -Also miissen beide Darstellungen koeffizienten-
gleich sein; die Koeffizienten der ¢ verschwinden und

c=h; t, 4t bt

zeigt, daB ¢ Element aus 9B ist. Damit ist %8 als Verengungsmodul erkannt.
Zusatzhemerkung. Der Beweis benutzt nur etwas geringere Voraussetzungen als
die im Satz formulierten und beweist die iibrigen; es gilt die wverschdirfte Fassung:
Es wird B Verengungsmodul seiner Erweiterung %B,, wenn es in O eine unabhingige
D-Modulbasis T, T gibt, wo T in B, derart, dap T zugleich (unabhingige) v-Modulbasis
von B, tst. KEs erweist sich'dann T auch als unabhingige Y- Modulbasis von B.

3. Hinreichendes Kriterium fiir Existenz des direkten Produktes. Es kann vor-
kommen (z. B. bei der Relativdifferente), daB erst bei Erweiterung des Koeffizienten-
bereichs ) eine unabhéngige Modulbasis existiert. Die Existenz des direkten Produktes
kann sich dann entnehmen lassen aus dem hinreichenden Kriterium:

Gibt es einen Erweiterungsring f von Y) derart, daf die direkten Produkte O und o, in
bezug auf ) und weiter O, X 0y in bezug auf ¥ ewistieren, so existiert O Xo in bezug auf §.

Es ist zu zeigen, dal =D, X vy ein Einbettungsring im Sinn von 2 wird. In der
Tat werden © und o als Unterringe von ©; und 0, elementweise vertauschbar; weiter
gilt
. 1D, 0] C [y, 0] =¥
ebenso [0, 0] CO; also [,0]L[D,f] =1, und somit [O,o0]=Y, womit R als Ein-
bettungsring nachgewiesen ist.

Bemerkung. Der Beweis benutzt die Durchschnittsvoraussetzung nur bei £,
nicht bei o,, welch letzterer Ring also auch einfach das Produkt von o und ¥ sein kann.

§ 3. Differente eines Ringes nach einem Unterring. Differentialquotient
eines definierenden Ideals.

Von jetzt an seien alle auftretenden Ringe als kommutativ angenommen??). Weiter
sei stets vorausgesetzt, daB die Ringe O und o isomorphe, und zwar dquivalente Erwei-
terungen des Unterringes Y) seien (daB also die Abbildung von O auf o Fortsetzung der
identischen von §) sei) und daf das direkte Produkt O, in bezug auf Y existiert.

1. Definition der Differente. Es sei vorausgesetzt, daB das direkte Produkt 0,
in bezug auf §) existiert. Es durchlaufe x alle Elemente aus O, und & bedeute jeweils das

12) Ohne diese Voraussetzung miiiten Rechts- und Linksdifferente definiert und es miiite untersucht
werden, wie weit diese unter sich iibereinstimmen und wie weit sie im Fall von Ordnungen halbeinfacher
Systeme mit bekannten Bildungen iibereinstimmen (als Veraligemeinerung der Untersuchungen von § 4).
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vermége des Isomorphismus in o entsprechende; es bezeichne {3 das durch alle Dif-
ferenzen x — & erzeugte zweiseitige Differenzenideal von 9,

B={.(z—8.19).
Der Differenzenquotient ¥ ist definiert als Idealquotient des Nullideals durch B,
hesteht also aus allen Elementen a aus O/, fiir die af verschwindet, - )

A= (0):B.

Die Differente d von o in bezug auf Y) ist definiert als A [x—&], entsteht also aus A,
indem in jedem a=«; , + -+ «,; x, aus A die x durch die isomorph entsprechenden &
ersetzt werden. Entsprechend ist die Differente ® von O in bezug auf § als A [£—>x]
definiert; da A symmetrisch in x und & definiert, entsprechen sich b und ®, als durch
Vertauschen von £ und x hervorgegangen, vermoge des Isomorphismus von o zu O.
Da U Ideal in O, also insbesondere o-Modul und ©-Modul, werden b und ® Ideale in
o und O.

2. Differentialquotient eines definierenden Ideals. Es sei (§1,3) M definierendes
Ideal von £ in bezug auf ¥, entsprechend dem Erzeugendensystem der z. Es wird also
(§ 1, 3) M auch definierendes Ideal von o in bezug auf Y), entsprechend dem isomorphen
Erzeugendensystem der &; und es wird (§ 1,4) £, isomorph o[..Z..]/M,. Differenzenideal
und Differenzenquotient sind jetzt im Polynombereich o[..Z..] definiert durch

Q={..(Z—§..}
und

C=M,: Q={ (FZ)—F(&)..}:{..(Z—8&..}.

Der Differentialquotient MM’ ist definiert als € [§—>Z]. Dabei ist zu beachten, dal} diese
Definition eindeutig ist, unabhiangig von der Darstelluny der Elemente aus o durch die
Erzeugenden £. Denn da € Idealquotient, umfaflt es IM,; zwei Darstellungen eines
Elementes von o unterscheiden sich durch ein Polynom F(&), also nach der Einsetzung
von Z durch ein in M und damit schon in € liegendes F(Z). Das Ideal MM’ wird ein M
umfassendes Ideal in §[..Z..]. Der Differentialquotient I’ geht fiir Z—¢& in die Diffe-
rente d von o iiber. Denn vermoge einer homomorphen Abbildung entsprechen sich neben
Idealen auch die Quotienten. Es wird also % homomorphes Bild von € vermoge des
Homomorphismus zwisechen 0[..Z..] und D,, also des Entsprechens von Z und z, da
das gleiche fiir ¥ und das Nullideal in bezug auf £ und M, gilt'3*). Daraus folgt, dal
der Substitution é—>Z in € vermége des Homomorphismus die Substitution £—z in U
entspricht; es wird also die Differente ® von O homomorphes Bild von I’ vermoge
des Entsprechens von Z und z. Also

pild [Z——>zj=@ und M [Z->&]=D[z2—>&]=D.
3. Differente im Fall einer definierenden Gleichung. Es besitze D eine definierende
Gleichung G (2) =0 (§ 1, 3, SchluB), wobei weiter noch vorausgesetzt sei, daf3 der Koeffizient
des hochsten Gliedes gleich der Einheit wird, also

G(Z)=2"+ 2"+ -+ h,

mit Koeffizienten h; aus ). Dann ist der Zusammenhang mit dem Polynomdifferential-
quotienten hergestellt durch: -

13) Diese BeZeicﬁnung soll immer fiir aus Gesamtheiten abgeleitete Ideale angewandt werden.
138) Anmerkung bei der Herausgabe: Es ist wichtig, daB M, die Urbildmenge von (0) darstellt, um
das Entsprechen des Quotienten schlieBen zu konnen.

Journal fitr Mathematik, Bd. 188. Heft 1. 2
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Satz. Die Differente von o bzw. O in bezug auf ) ist definiert (d. h. das direkte Produkt
- 9, in bezug auf ) existiert) und wird Hauptideal mit dem Basiselement G'(&) bzw. G'(2),
wo G'(Z) den Polynomdifferentialquotienten bedeutet. Der Idealdifferentialquotient IR’
wird gleich (G'(Z), G(Z)). ..
Beweis. Aus der Voraussetzung folgt zuerst, daf} die Elemente e, z,...,2""! eine
unabhdngige Modulbasis von £ hbilden. Denn da der hochste Koeffizient in G(Z) die
Einheit ist, bilden diese Potenzen tatsachlich eine Y)-Modulbasis; diese ist aber unab-
héangig, weil M kein Polynom von niedrigerem als n-tem Grad enthalten kann. Der
Grad eines Polynoms K (Z)G(Z) ist namlich gleich der Summe der Gradzahlen der
Faktoren, wieder ‘wegen der Voraussetzung iiber den hochsten Koeffizienten. Wegen
der Existenz der Modulbasis existiert also das direkte Produkt ©, in bezug auf §), und
damit ist die Differente definiert. Das Weitere folgt aus der Betrachtung des.Differenzen-
quotienten € in 0[..Z..] (vgl. 2). Dieser Differenzenquotient .wird Hauptideal mit einem
Basispolynom :

CZ, 8= 2"+ 224 8T by (277 o FE ) by

Denn C entsteht durch formale Division von G (Z)— G (&) durch Z—¢& und gehort somit
zu €, da Z—¢ Basis von £, wird. Ein beliebiges Polynom 148t sich mod C auf ein solches
D reduzieren, das in Z den Grad n—1 nicht erreicht; also erreicht das Produkt D(Z—¢&)
den Grad n nicht und kann daher nur zu IR gehéren, wenn es verschwindet. Aus
D(Z—§)=0 folgt aber D=0, da der Koeffizient von Z in Z—¢ die Einheit ist. Also
wird C die Basis von €. Nun aber ergibt sich

M =(G'(2), G(Z)),

wie die Substitution £—Z in C und seine Vielfachen (also G (Z)=C(Z—§&) und dessen
Vielfache) zeigt, und damit kommt

b=(G'(¢)) und D=(G'(2)).

§ 4. Differente einer direkten Summe.
Uber O werden die folgenden Voraussetzungen gemacht:

(1) © wird direkte Summe von Idealen
O=R+ - +R=R+6S,=De¢+ -+ De,,
wo die e, die Komponenten der Einheit bedeuten.

(2). Jedes R, besitzt eine unabhingige ¥),-Modulbasis T,, wo §); die Komponente von
b in R,, also h;=Ne,;. Diese Basis T, enthilt die Einheit e, von R; als Element.

(8) Jeder Durchschnitt [fj, &;] wird gleich dem Nullelement (&, enthalt keine
Konstanten). '

Wegen des Isomorphismus gelten dieselben Voraussetzungen fiir o.

Satz. Unter den angegebenen Voraussetzungen wird die Differente von O in bezug
auf Y direkte Summe der Differenten von R, in bezug auf Y),.
Der Beweis beruht auf dem Nachweis einer Reihe von Einzeltatsachen.

1. Zunschst folgt, daB auch D eine unabhingige, e enthaltende §-Modulbasis besitat,
daB also die Differente von £ bzw. o in bezug auf §) definiert ist, und zwar besteht diese
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Basis aus der Vereinigungsmenge 7' der Basen 7', von ®,. Denn aus

r=uwe;+ -+ we,
und ‘
we;= (hye;) ty;e,4 -+ 4 (hye,) e, =hy (b e)) + -+ by (ty.e)

ergibt sich, dal} T tatsichlich eine Y)-Basis von £ wird. Diese ist aber auch unabhéangig;
denn aus einer Relation zwischen den Elementen aus T folgen wegen der direkten Summe
Relationen zwischen den Elementen jedes 7';, und damit ke,=0 fiir alle Koeffizienten.
Das ergibt aber h=0 nach Voraussetzung (3); denn wegen

h=he; (&)
folgt aus he,=0, daB A in [f), S,] liegt. Da T weiter die Einheiten e; von R, als Element
enthilt, deren Summe e wird, so kann in T ein e, durch e ersetzt werden, wodurch die

allen Bedingungen geniigende §)-Basis T entsteht. Hieraus ergibt sich die Existenz
von O, und der Differente von © in bezug auf §).

II. Die Durchschnittsbedingung (3) zieht jetzt die schéarfere nach sich:
[0, @z’(o)] =0,
wo &, das in D, aus €, abgeleitete Ideal bedeutet. Sei
x=oe=pt+ -+ pit;,

* WO 1y, ...,t, Elemente der durch Weglassen von 7T, aus 7T entstehenden Basis sind, «
und B aus . Bildet man 7, indem man e; durch e ersetzt, so sind also e, ¢, ..., 1, von-
einander verschiedene Elemente der §)-Basis 7 von . Da aber die Gleichheit in O, in
Koeffizientengleichheit in jeder solchen Basis tibergeht, ergibt die Relation

x=oue=ft+ -+ pit,
also x=0, womit die verschdrfte Durchschnittseigenschaft bewiesen ist. Hieraus ergibt
sich insbesondere (wie oben): Aus

« Element von v und «=0
folgt xe,=0.
ITI. Eine unmittelbare Folge dieser Durchschnittsbedingung ist: Es wird o ring-

isomorph zu seinen der Zerlegung von O entsprechenden Komponenten ve;; dieser Iso-
morphismus umfafit den Isomorphismus )

h==9;=he,.
Denn wegen ef=e, — und der Vertauschbarkeit von e, mit allen Elementen aus 0 —
wird oe, ringisomorphes Bild von o; die Beziehung ist aber eineindeutig, da aus a==0
auch «e;=0 folgt. Dem Unterring ) ist dabei die Komponente f),=Ye, zugeordnet.

IV. Weitere Isomorphismen folgen, wenn noch die entsprechende Zerlegung fiir v
herangezogen wird:

D=r1+ ...+rr—_—_ri+§i=0€1+ s Dg,.
Es kommt dann:
o=~oe, O=Pe¢;, 116, Ry Ry e;5 hxhe, e fheye,.
Die Relation D= Qe¢, ist die p=< ve; genau entsprechende, wenn man in der obigen Be-
trachtung von o statt © ausgeht. Ebenso entsprechen sich die beiden folgenden Rela-

tionen, deren erste daraus folgt, daB bei o~ oe; dem Unterring t, auch t,e, zugeordnet
ist; ebenso entsteht

2*
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Da aber fe, Unterring von o (und t,), kommt schlieBlich noch

béiuﬁaiei'
V. Aus der direkten Summendarstellung von O folgt: Ist €= (0): B der Quotient

des Nullideals durch das Ideal B in O, so wird jede Komponente €, glewh dem Quotienten
des Nullideals von R, durch die Komponente B,. Aus

BE=(Be;) Cey) + - +(Be,) Ee,) =0
folgt wegen der direkten Summe einzeln
(Be,) (@e,) =
Geniigt umgekehrt ein Element re; aus ?ﬁ der Bedmgung (Be, )( =0, so gilt auch
- (Be,) (re,)=0 fur i==k.

Also ist re; Element aus € und zugleich aus Ri;, gehort also der Komponente €;=Ce;
an. Damit ist €,=Ce; als Quotient des Nullideals durch B, erkannt; also auch als
Quotient dés Nullideals von R, durch B,, da aus

_ re;B,=0 (&)
immer re, B,=0 folgt!4). Da neben O auch
Do=0,¢;+ -+ Dye,

direkte Summe wird, gilt.der Satz also auch fir die Ideale aus D, .

VI. KomponentenzerlegungderDzﬁerente Nach Definition (vgl. §3,1) war® = U [&—x];
also kommt

D=DVe,+ -+ De,=A[E>x]ey+ - +U[E—>2]e,.

Da aber ¢; in © und damit sich selbst entspricht, da weiter ¢; durch den Isomorphismus
in e; ibergeht, und da e”——e ist, so wird

W[E—>a] e,=Ne, [E—>x]=We;e, [§—>x]
Nach V. wird aber Ae,e, gleich dem Quotienten (0) : Pe,e; und ebenso gleich dem Quo-

tienten des Nullideals von R,t; durch Pe,e;. Denn die direkte Summenzerlegung in O
und o erzeugt durch Multiplikation die Zerlegung

Dy '=ZDoei5k=2mirk’
die direkt ist, da Ze,e,=e¢ wird und die Orthogonalititsrelationen fiir die Einheiten
erfullt sind. ’
VII. Nachweis, daf De,=We,e;[é—~>x]=(0):Pe,e; die Differente von R,
bezug auf ¥, ist. Dieser Nachweis beruht auf den Tatsachen Es wird R, v, gleich R, ¢, X1,
"in bezug auf Ye,e;; dessen Differenzenideal ist durch Pe,e, gegeben, sein leferenzen-

quotient durch Ue,e;, wihrend De,¢; die Differente von R;¢; und entsprechend bde;e; die
Differente von t,e; wird. Die Isomorphismen

R,e;=R, und 1,216,
ergeben dann De; bzw. de, als Differenten von R, in bezug auf fje, bzw. von ri in bezug
auf Ye,. : ~ .
VIII. Es wird R, gleich dem direkten Produkt §R Xt‘e in bezug auf he,e;. Da R,

die h-Modulbasis 7'; besitzt, folgt aus dem Isomorphismus (IV) R,~R,¢,, daB T,¢, eine
he,e,-Modulbasis von R, i€ wird.  Nun ist t;e, nach IV, zu R;¢; isomorph — da r,~ R, ver-

14) Der Satz folgt auch direkt aus dem unter 2 benutzten .Satz, daf bei homomorpher Abbildung gich
neben Idealen auch die Quotienten entsprechen,
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moge 0~ — und Erweiterungsring von fe,e;. Das direkte Produkt besteht also aus
allen Linearformen der Elemente von T¢,, mit Koeffizienten aus t;e,, wobei die Gleich-
heit als Koeffizientengleichheit definiert ist. Das wird aber‘vermbge O X o genau R,t,,
da T,=Te, und t,=1,¢, ist und T; zu einer Modulbasis von © gehort. .

IX. Das Differenzenideal von Re, X e, ist durch Ree, gegeben, der Differenzen-
quotient durch e;e;. Um das einzusehen, schreibe man % in der Form

R={...,xe,—Eey,.... ve,—fe,. ...}
Dann wird
' Pee,={..., ve;e,—bee;, ..}, A
also tatsichlich gleich dem Differenzenideal von R;¢; X 1,e,. Da aber (nach VI.) %ee, gleich
dem Quotienten des Nullideals dieses Ringes durch Be;e; wird, ist es als Differenzen-
quotient erkannt. ' )

X. Die Differente von R e, ist gleich De,e,. Die Differente von R;¢; entsteht, indem
man in Ye;e; jedes Element aus 1,e, durch sein isomorphes ersetzt; also jeweils (£¢,) e,
durch (xe,) ¢;, d. h., da auch &e; ein & aus o0, das in xe; iibergeht: indem man in e e,
die Substitution &é—x macht — was (f¢,) e; in (we,) é,=wxe; liberfihrt — und dann
mit e, multipliziert. Nun war (nach VI.) e e, [§—>2x] =De,; also wird die Differente von
R,e; in beaug auf He e, gleich De,e;, und symmetrisch dazu die Differente von t;e; gleich
Dege,. -
XI. Die Differente von R, wird gleich De,. Denn vermoge des Isomorphismus geht
die Differente von R, in diejenige von R,¢, durch Multiplikation mit ¢, tber, und da
letztere gleich be,e, wird, so ist also erstere gleich De;. Also:

D=Ve;+ - +De,,
und De, ist Differente von R;; symmetrisch dazu
D=bde+ -+ De,,

und de, ist Differente von t;, womit der Satz bewiesen ist.

§ 5. Galoisscher Erweiterungsring eines Korpers. Struktursiitze.

1. Die zugrunde liegenden Ringe. Es sei K ein Kdgrper n-ten Grades uber einem
Grundkérper P, und zwar werde K als separable Erweiterung angenommen. [ sei ein zu-
gehoriger — bis auf Isomorphie eindeutig bestimmter — galoisscher Korper, der also n
Konjugierte K umfaBt und deren Produkt ist, wobei K=K gesetzt ist. Es bedeute
® eine zu K und folglich allen K isomorphe in bezug auf P #quivalente Erweiterung
von P derart, dafl der Durchschnitt [®,] durch P gegeben ist (daB es also keinen ge-
meinsamen Umfassungskorper von I und ® gibt’%). Da ® eine unabhingige und end-
liche, das Einheitselement enthaltende P-Modulbasis besitzt, existieren nach § 2,1 die
direkten Produkte R, R, &@; es wird R das Produkt seiner n Unterringe ).
Es wird R als galoisscher Erweiterungsring von § bezeichnet. ®; ist zugleich direktes
Produkt von ®¢ und I' in bezug auf K, da jede unabhingige P-Basis von ® auch unab-
hingige K-Basis von ®¢ wird, entsprechend fiir die Konjugierten). Fiir die Bezie-
hungen zwischen den Idealen dieser Ringe gilt:

15) Dabei wird natiirlich vorausgesetzt — was keine Beschrinkung der Allgemeinheit —, daBl zwischen
den nicht zu P gehorigen Elementen von K und § keine Verkniipfungen bestehen (vgl. §1,2, §2, 1 und
FuBnote 11)).

18) Die fiir alle Konjugierten gleichmiiBig geltenden Sitze werden meist nur fiir R ausgesprochen,
alsd. unter Weglassung der Indizes.
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Satz. Jedes Ideal aus & ist Verengungsideal seiner Erweiterung in R oder Rr;
jedes Ideal aus R ist Verengungsideal seiner Erweiterung in 8.

Beweis. Da P und K Kérper sind, besitzt jeder P-Modul aus & bzw. K-Modul
aus Ry eine unabhingige und endliche P- bzw. K-Modulbasis, die sich zu einer solchen
von & bzw. R ergianzen lafit. Der Satz folgt jetzt aus dem Satz in § 2, 2.

Mit ‘B::()i) sei das Differenzenideal von &, bezeichnet, also

(@) (1)
%K(i)z{...,w— 2 wathy
speziell also:

Be={.., x—&,...}.
Da & bzw. &9 das 2 vermoge des Isomorphismus entsprechende Element aus K bzw. K®
ist, so sind also die n Differenzenideale untereinander konjugiert.

A bzw. Wi bezeichne die Differenzenquotienten (0):%By in ® und seine Kon-
jugierten. Die Erweiterungsideale in Q seien durch B, und % gegeben. Aus dem Satz
dieser Nummer iitber Erweiterungs- und Verengungsideale folgt also insbesondere:

Differenzenideal B¢ und Differenzenquotient A, sind Verengungsideale ihrer Er-
westerungen Pr und A..

2. Direkte Summenzerlegung des galoisschen Erweiterungsringes. Den Zusammen-
hang von Differenzenideal und Differenzenquotient mit der Struktur des galoisschen
Erweiterungsringes gibt der

Struktursatz. Das Nullideal des galoisschen Erweiterungsringes R wird der Durch-
schnitt der Erweiterungen der n konjugierten Differenzenideale; R selbst wird direkte
Summe der Erweiterungen der n konjugierten Differenzenquotienten. R ;) wird direkte Summe,
sein Nullideal Durchschnitt des zugehdrigen Differenzenideals und Differenzenquotienten.

Beweis. Der Restklassenring nach jedem P ist vom Range eins in bezug auf T,
da jedes Element mod B{" einem Element aus I kongruent ist, aber R kein Element
=0 aus " enthalten kann (denn B{" verschwindet fiir z—&%). Da wegen der Separa-
bilitat die P alle verschieden sind, werden sie also paarweise teilerfremd (Summe von
je zweien gleich ). Somit nimmt der Rang der Ideale

O, RO, BOY, s (B, s B

um mindestens je eine Einheit ab; der Durchschnitt aller wird das Nullideal, wahrend — -
wegen der paarweisen Teilerfremdheit — der Durchschnitt von weniger als allen Kon-
jugierten vom Nullideal verschieden sein mufl (der Rang hat also bei jedem Schritt um
genau eine Einheit abgenommen). Daraus folgt aber nach bekannten Satzen die folgende
eindeutig bestimmte, direkte Summendarstellung von R(17):

(1) @r:@p)+ e @M = Fe .. re(")=@§-i)—l— sm,i);
e=eM 4o o™ G =[P, ..., BIY, P, L.

Es ist zu zeigen, dafl € gleich A wird. Das wird daraus folgen, daB die entsprechende
Ubereinstimmung in &, nachgewiesen wird. Hier gilt die Zerlegung:

2) Re= Ct+ Be= R+ K (e—e ).
Es liegt namlich.¢" in f; denn € gestattet alle Vertauschungen von B, ..., B,
somit gilt das gleiche fiir ¢! als Komponente der Einheit in €. Driickt man daher

1) Vgl. etwa E. N oether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl- und Funktionen-
kérpern, Math. Ann. 96 (1927), 26—61, § 4, 5.
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e durch eine unabhiingige K-Basis von ® aus — was moglich ist, da diese zugleich
unabhingige I-Basis von § ist —, so gestatten die Koeffizienten einzeln alle Vertau-
schungen von K®, ..., K™ liegen also in K. Wegen (¢)2=¢" wird die Summen-
darstellung

Re= ReeV+ Ry (e —e)

direkt; ihre Krweiterung in ® wird wieder direkt, fithrt also nach (1) auf Q=" 4 B,
Somit gilt nach § 2, 2, Schluf}:

@Ke(1)=[@:r’ -QK] — [re(l), QK] — Ke(1)= @K;
Scle—e®)=[Br, R =By

womit (2) bewiesen ist.

Aus (2) folgt aber €=U und damit €-=A-. Denn wegen ¢ (e—eV)=0. folgt
CxPBc=0; umgekehrt ergibt bPy=0 auch b(e—eM)=0, also wird b=be=be, und
somit wird :

C=(0): Pr=Ay
und durch Erweiterung €.=r. Damit gilt aber:
@rsz_l)+ e g(f,n): FeWfvvopTe™; 0= [st,l), ey st_n)l:
Reir =L Bl = KOO+ By 0=1A ), B!
womit der Satz in allen Teilen bewiesen ist. Es sei noch darauf hingewiesen, dal} es sich

um einen ¢ollig invarianten Struktursatz handelt, da alle auftretenden Bildungen (&,
R, By, Ay) basisfrei definiert sind?8).

3. Komponentendarstellung von R durch konjugierte Elemente. Den konjugierten
Differenzenidealen und Differenzenquotienten entspricht eine Darstellung der Elemente
von § durch konjugierte Komponenten:

(3)

Satz, Ist x=EVeD ... L MM die Komponentendarstellung eines Elementes x

aus ®, so sind die n Komponenten untereinander konjugiert. Insbesondere sind &7, ..., &™
die n konjugierten Werte, die x vermige der Isomorphismen von & zu K, ..., K™ ent-
sprechen.

DaB eV, ..., e™ untereinander konjugiert sind, zeigen die Relationen (3) in 2,
wonach die Automorphismen von T, dié B, in B, iberfihren, zugleich e!" in ¢! iiber-
fithren, welch letzteres ja Element aus ;) ist. Dieselben Relationen ergeben xel = gD elD)
wegen PO, e?=0 und damit

(x__g:(i)) e =

(oder aus der Tatsache, daBl ® als Kérper zu seiner Komponente isomorph, diese also
durch K¢ mit isomorpher Zuordnung von x und &?e® gegeben ist).

Aus dem Satz ergibt sich:

Folgerung. Ist B ein absoluter Modul in & (d. h. enthélt B neben irgend zwei Elementen
noch die Differenz), und sind BY, ..., B™ seine Komponenten in K, so wird B gleich
dem Durchschnitt [®, BV -+ -+ B™]. :

Denn 9B ist in diesem Durchschnitt enthalten; soll umgekehrt ein Element aus
B4 .-+ B™ zu @ gehoren, so mul es nach dem Satz eine Summe Konjugierter sein
und wird damit ein Element aus $B.

18) Nicht invariant wire die hier mogliche Formulierung vermoge einer definierenden Gleichung und
der Zerlegung des entsprechenden Polynoms in Linearfaktoren.
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4. Komplementire Basen von ® und ihr Zusammenhang mit den Komponenten
der Einheit. Geht man von der invarianten Struktur zu einer Basisdarstellung iber, so
vermittelt diese Struktur eine Zusammenfassung der Basen in Paare komplementarer

Satz. Jeder P-Basis t;,...,t, von & ist eine komplementire Ty, ..., T, in & zu-
geordnet, deren komplementire wzeder die urspringliche der t wird. Die zu der Icomplemen
tiren Basis Ty, ..., T, isomorphen Basen A, ..., A% von K9 sind definiert als die
Koeffizienten der Einheitskomponenten e in der durch die t vermittelten Basisdarstellung

e =APE - LADE

Sind o, ..., a8 die den t; entsprechenden Basen, so werden die Matrizen der x und A
reziprok. Hdngen zwei Basen (s) und (t) von ® durch eine Transformation
)= P

zusammen, so besteht zwischen den komplementiren die kontragrediente Beziehung
(S)= P-1(T).

Beweis. Seien e =APt,+ ---+A®¢, die Basisdarstellungen der n Komponenten -
¢ der Einheit, bei Zugrundelegung einer P-Basis ¢,,...,¢, von ®, die also '-Basis
von R wird. Nach 2 und 3 liegen die A{), ..., Al) in K®, und den verschiedenen e

entsprechen konjugierte Koeffizientensysteme-A. Bedeutet ", ..., x) die den t;, ..., ¢,
in K% isomorph zugeordnete Basis, so gelten die weiteren Relationen:
(1) e t—>aD)=e; eD[t—>xPD]=0 fur i==7.

Denn (7, enthalt die Elemente t—af, ..., t,—a® — die eine abhangige P-Modul-
“basis von U bilden —, verschwindet also bei der Substitution ¢ = &, Somit folgt aus

k(@)
e=e" sE(l)

die erste Relation (1), wihrend die zweite daraus folgt, daB e!” Element aller P Oy ist

fiur 4. Nach Koeffizienten aufgelost lassen sich die Relationen (1) in Matrizenform

schreiben: _ .

&l D\ /AL AW

(2) chia e ‘e =E,,
al™ e ] \NAD A

wo E, die Einheitsmatrix bedeutet; dadurch sind die A durch die « schon eindeutig
bestimmt . Diese Relation (2) zeigt, daB die Determinante der beiden Matrizen nicht
verschwindet. Sie zeigt weiter, daB A, ..., Al linear unabhingig in bezug auf P wird;
denn eine lineare Abhingigkeit wire auch fir die konjugierten Systeme erfillt, wiirde
also den Rang der A-Matrix verringern, im Widerspruch dazu, da der Rang von E,

gleich n ist. Es bildet also jeweils A, ..., Al) eine Basis von K; da diese Basen kon-
jugiert sind, sind sie alle derselben Basis Tl, ..., T, aus ® isomorph, wobei T'; nach 3
durch

T,=AP et - L AP ™

bestimmt ist. Die Basis T}, ..., T, wird als die zu t,, ..., t, komplementire bezeichnet,
entsprechend A{Y, ..., A{ als zu af?, ..., &l komplementar. Da die A vermoge (2)
schon eindeutig bestimmt sind und diese Relation — durch Ubergang zur transponierten
Matrix — aus der Basis der T, also der A, die x bestimmt, wird die urspriingliche
Basis der t die komplementére der T. Vermdge der durch die Komponenten der Einheit
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bewirkten Zuordnung zerfallen also alle Basen in Paare komplementirer. Ist s, S ein wei-
teres Paar komplementarer Basen mit

eV=B{g 4 .-+ 4+ BW¥s, und (s)=(t)P,

so folgt aus B
: A1t1+ v '+Antn= Blsl_l— ot + ann

— identisch in ¢ nach der Substitution 8)=@t)P —, daB B, A sich kontragredient zZu

den s,t transformieren. Also gilt wegen des Isomorphismus das gleiche fiir S und 7'

Damit ist der Satz in allen Teilen bewiesen. _

Bemerkung. Istc=0C,t,+ -+ 0,, t, die Darstellung eines Elementes aus ® vermoge

einer P-Basis und ¢=¢, T4 ---4¢,T, die Darstellung desselben Elementes vermoge
der komplementaren Basis, wo wird ‘

CA—SP(CT) ¢,=Sp(cty), _

unter Sp(x) wie tiblich die Summe der Konjugierten verstanden:
Sp (@) = £+ &4 - £

fiir beliebiges x aus ®. Denn es wird '

o=y Well oy e — S OADE 4t ZYAPL,

wonach durch Koeffizientenvergleich sich C;=Sp(cT,) ergibt. Die zweite Relation
folgt entsprechend durch Vertauschen von ¢ und 7'19).

b. Zugrundelegung einer definierenden Gleichung. Lagrangesche Interpolations-
formel. [Anm. bei der Herausgabe: Diese Nummer ist im Manuskript unausgefiillt ge-
blieben. ] ’

§ 6. Die Differente einer Ordnung.

Die nur auf Koérper und ihre galoisschen Erweiterungsringe beziiglichen Struktur-
sitze sollen jetzt im Sinn der Ganzheit verschirft werden durch Auszeichnung gewisser
Unterringe von P und der in bezug auf sie ganzen Elemente in & und K, der Ordnungen.
Alle Bezeichnungen von § 5 werden beibehalten 20). ~

1. Die zugrunde liegenden Ringe. Sei f) ein Unterring von P derart, dal P Quo-
tientenkorper von Y) wird; ferner sei Yy ganz-abgeschlossen in P (jedes Element aus P, das
ganz in bezug auf §) ist, gehort zu §)). Es bedeute weiter O eine §-Ordnung aus &, d. h.
einen f) umfassenden Unterring von &, dessen Quotientenkorper durch & gegeben ist,
und der eine endliche, nicht notwendig unabhangige §)-Modulbasis besitzt. Alle Ele-
mente von  werden dann ganz (in bezug auf §); die §-Modulbasis wird zugleich — im
allgemeinen abhingige — P-Modulbasis von ®. Es bezeichne o die zu © isomorphe
Ordnung in K, und o die konjugierten in K. Der in I" durch die n konjugierten Ord-
nungen erzeugte Ring sei g; dann wird auch g Ordnung. Denn g umfaflt §). Die Produkte

1%) Die Betrachtungen dieser Nummer zeigen, daB die invarianten Struktursiitze wesentlich einfacher
sind als die nichtinvarianten Basissiitze. Letztere wurden nur gebraucht, um den Zusammenhang mit
Bekanntem zu vermitteln. In der Tat leistet die Zerlegung des galoisschen Erweiterungsringes und die
Heranziehung des Komponenten der Einheit alles, was die komplementiren Basen (der komplementére Modul
im hiichsten Paragraphen) leistet. Auch dort wird der Zusammenhang zwischen Differente und Komplementér-
modul nur der Einordnung halber gegeben. Dasselbe gilt fiir die Betrachtung der Lagrangeschen Inter-
polationsformel unter 5.

20) Fiir die Begriffe ganz in bezug auf einen Ring und ganz abgeschlossen vgl §1 der in
. FuBnote 17) zitierten Arbeit. " .

Journal fitr Mathematik. Bd. 188, Heft 1, - . 3
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aller Elemente der §)-Basen der o) bilden eine §-Basis von g und zugleich eine P-Basis
von TI.

Es existieren die direkien Produkte D, und O, wie das hinreichende Kriterium § 2, 3
zeigt (der dortige Ring ¥ ist durch P zu ersetzen). In R existiert vorerst das direkte
Produkt Op= & in bezug auf ). Denn §j liegt im Durchschnitt [, P]; umgekehrt ist
jedes Durchschnittselement ganz als Element von , also als Element von P wegen der’
ganzen Abgeschlossenheit in Y) enthalten. Die linearen Verbindungen mit Koeffizienten
aus P von irgend n linear unabhingigen Elementen aus O ergeben jetzt & als direktes
Produkt. Ebenso wird

0p=K und gp=T;

aus dem direkten Produkt ®¢= OpX0p in bezug auf Y folgt nach dem Kriterium § 2, 3
die Existenz von D, in bezug auf §); ebenso ergibt ®r=DpX gp die Existenz von D,.
Mit ©, existieren auch die konjugierten Ringe O ). Es wird , als galoisscher Erwezterungs~
ring der Ordnung © bezeichnet.

Die Differente von O bzw. 0 in bezug auf Y ist also definiert; ebenso die konjugierten
Differenten. Es bezeichne

_ B={.., y—n,...}

das Differenzenideal von 9, und

QB(")Z {_ cey y;n(i)’ . ‘}

die konjugierten von £,i), ebenso

AD = (0): BY — der Quotient genommen in Dy —
die kon]ugxerten Differenzenquotienten, insbesondere
‘ A=(0):P in O,.
Weiter bezeichne )
D=U[n—>y]

die Differente von O, und
b= [y ]

die Differenten der n konjugierten Ordnungen o', insbesondere

b=UA[y—>]
die Differente von 0??). .
» 2. Struktursitze. Dem Struktursatz fir géloissche Erweiterungsringe von Kor-
pern (§ 5, 2) steht gegeniiber:

Struktursatz fiir den galoisschen Erweiterungsring von Ordnungen. Differenzen-
ideal und Differenzenquotient in bezug auf Ordnung und Kérper stehen in folgender Beziehung
zueinander: Es wird B¢ Erweiterung des Differenzenideals B von O, und ebenso Ay Er-
weileryng des Differenzenquotienten % von 9O,, dieser Verengung von ¥¢. Zwischen Dif-
ferenzenquotient und® Differente und Komponente der Einheit bestehen die Beziehungen

A=be®, YW= p@e,
also

, = [0, A4 U]

) Die Voraussetzung des in P ganz abgeschlogsenen § ist z. B. erfiillt, wenn § die Hauptordnpng
eines Zahlkorpers, insbesondere §j das System der ganzen rationalen Zahlen ist; es sind also Differente und
Relativdifferente beliebiger Ordnungen, auch in Relativkorpern, definiert. Weiter kann f) der Polynom-
bereich von # Unbestimmten sein, was die Differente in algebraischen Funktionenkorpern von n Unbestimmten
ergibt. «
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Die Differente b von o besteht also aus allen Elementen x von K derart, daf xe® in
0, liegt; sie ist vom Nullideal verschieden.

DaB By Erweiterung von B, folgt daraus, dall & gleich DP wird, ebenso K gleich op,
so daB also jedes x—§& aus Py sich linear mit Koeffizienten aus K durch die y—» aus
R ausdriicken laBt. Daraus folgt weiter, dal A= (0): Py auch definiert ist als Quotient
(0):® in K. Somit besteht A= (0):P in O, aus allen Elementen aus O,, die zu Ay
gehoren, A=[D,, A], also Verengung von Ay. Wegen U= Ke™® wird somit A= zeP,
wo % ein p-Modul in 'K, da % ebenfalls p-Modul. Nach Definition der Differente aber
kommt:

b= [ ] = (3¢) [w—>&] =5 (W [w—>£]) =5e=3

(vgl. § 5,4, (1)). Also wird 3="0; der Differenzenquotient A wird Komponente in K der
Differente D vorn o, und entsprechend fiir die Konjugierten. Das zieht aber nach der
Folgerung in § b, 3 die obige Relation fiir b nach sich. Und

A=De)=[Ke, D]

zeigt, daB d aus allen Elementen » aus K besteht, fiir die xe™ in O,. Damit wird aber
b vom Nullideal verschieden; denn e ist als Element von Q= eine lineare Ver-
bindung endlich vieler Elemente aus O mit Koeffizienten aus K, also Quotient eines
Elementes aus ©, durch ein solches aus o (sogar aus §); dieser Nenner ergibt ein von
Null verschledenes ‘Element von b. Damit wird aber b vom Rang = in bezug auf P
oder b, =K, so daB} Ay "Erweiterung von ¥ wird.

Von hier ab Skizze.

3. Zusammenhang mit Komplementirmodul bei unabhingiger Basis. Ist ¢,...,¢,
eine unabhingige f)-Basis von D, so auch jede Basis (s)=(f) P von ®, sobald P in §
und unimodular. Dann zeigt aber (S)= P-1(T), daB neben T auch S Basis ein und
desselben Y)-Moduls wird, der als Komplementirmodul von © bezeichnet wird.

Der letzte Teil des Struktursatzes unter 2 sagt jetzt aus, dafl d gleich dem Quotienten
o:e in K wird, unter e den Komplementirmodul verstanden. Denn sei

€V =Aty 4 o Ay,

wo A, eine Basis von ¢; dann besteht b aus allen Elementen 4, fiir die de!” in O, d h.
dA; in o oder b=op:e.

Spezialfall. Regulire Ordnung mit e, z, ..., 2""! als Modulbasis:

b={f'(2)}.

Bemerkung. Aus der Bemerkung zu § 5, 4 folgt die weitere bekannte Definition
des Komplementarmoduls & von . Es besteht & aus allen Elementen ¢ von R, fiir die
- die Spuren Sp(ct), d. h. die Spuren Sp(co) mit beliebigem o aus O, ganz, d.h. in §; ent-
sprechend fiir e in bezug auf o und K.

Denn sei ¢c=¢,T\+ -+ +¢,T, mit ¢, in §) eine Darstellung eines Elementes ¢ aus &
durch die zu ¢t komplementire Basis von ®. Dann wird ¢,= Sp(ct,), also in §; und um-
gekehrt folgt aus Sp(ct;) in §, daB ¢, in §, also ¢ in .

Zusatz. Wenn eine unabhingige §- Modulbasis in der Ordnung existiert, so wird der

Differenzenquotient A Durchschnitt aller von B verschiedenen Differenzenideale. ge-
nauer

AV=[D ), 5,]3‘” ey PED, BEED L B]L
3*
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Denn nach der verschirften Fassung in § 2, 2 wird dann auch § Verengungsideal

von ‘By; sei namlich e, t,, ..., t, eine Modulbasis von , also von ,, dann auch
€, lyg—0igy cuoy by—00,;
aber t,—uay, ..., t,—«, ist zugleich K-Modulbasis von . Also sind die Voraussetzungen

§ 2, 2 (Zusatz) erfilllt. Nun war aber

U= [P, s BOL; U= (A, D) =[.., (B, Dyl ]=1BE, .., B,
Aber A=[A,, O,]; somit
A=[Dq BP, ..., BM].

4. Zusammenhang mit dem Differentialquotient einer Fundamentalgleichung, falls
eine selche existiert. Erweitert man die Ordnung 9 durch n Unbestimmte P TH
bildet also das direkte Produkt ©,, wo 1l den Polynombereich §[u,, ..., u,] bedeutet,
also ,=9[%,,...,u,], so besteht die Erweiterung €, jedes Ideals aus © aus allen
Polynomen in u mit Koeffizienten aus €; und umgekehrt ist € als das System aller Ko-
effizienten von €, charakterisiert.

Es bestehe nun eine Fundamentalgleichung; d.h. e, U,..., U*™* sollen eine H-Modul-
basis bilden bei Ubergang zum Quotientenring durch ein oder mehrere primitive Poly-
nome H (u) in §[u]. Dann gehen die Ideale €, iiber in Systeme, die aus €, durch Multi-
plikation mit Einheiten (H (x) und seinen negativen und positiven Potenzen) entstehen.
Man kann also zur Zuriickgewinnung von § erst durch Multiplikation mit diesen Ein-
heiten auf €, gelangen (in u ganz) uud daraus zu €. Insbesondere gehe die Differente ®
von L in D, iber; wo also D, die Differente von O;. Aber in Oy — durch Quotienten-
bildung mit primitiven H (u) — existiert eine definierende Gleichung G (U)=0. Also
wird G'(U) Basispolynom der Differente, d. h. diese ist abgeleitet aus den Koeffizienten
von G'(U). (Es muB noch genauer gezeigt werden, daB (G'(U)) wirklich nur ®, und
nicht noch weiteres enthalt; vielleicht nur bei ganzer Abgeschlossenheit von o in K
giiltig. Es konnten ja durch Multiplikation mit Teilern von H (u) noch weitere in O,
gelegene Elemente als D, entstehen. Bei ganzer Abgeschlossenheit (5 Axiome) folgt
es aus dem Satz, dafl die Koeffizientenidealé (Inhalte) sich multiplizieren. Damit wird
eine Verzweigungstheorie durch Betrachtung der Fundamentalgleichung mod p moglich.)

§ 7. Verzweigungstheorie der Hauptordnung mod p'.

Sei ein Zahlkérper zugrunde gelegt, §) seine ganze Zahlen; oder auch ein Relativ-
korper in bezug auf den Quotientenring der Hauptordnung nach einem Primideal, wo
dann p das Basiselement des Primideals dieses Quotientenringes bedeutet. Die Ad-
junktion der Unbestimmten u,, ..., u, sei vorgenommen; dann besitzt sowohl die Haupt-
ordnung wie der Restklassenring nach p' die Y)-Modulbasis e, U, ..., U"!; also wird
durch G'(u) in beiden Fillen die Differente gegeben. Die Differente der Hauptordnung
geht mod p* in diejenige des Restklassenringes nach p' idiber (gilt das fir beliebige Ord-
nungen oder nicht?). Wenn aber p=p% .- p?, so ist der Restklassenring R nach P
direkte Summe, wo die Komponenten isomorph den Restklassenringen nach pi%, also

R=Re,+ -+ Re,;
dabei wird e, fiir is=k durch pi% teilbar; wenn also

p[P1=b(pl e+ -+ D[P e,=b;+ - +b,
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und t geniigend hoch, so geht p, in b, zur selben Potenz auf wie in b [p'], also wie in b.
Nach § 4 aber wird b, die Differente von R,; es geniigt also, die Differente des Restklassen-
ringes nach p°* zu betrachten. Sei & so gewihlt (Zahlbericht, Satz 29 und 30), daB &
ganze Zahl, ’
P (£)=0(p), ==0(p?,
wo ¢ (x) Primfunktion mod p vom Grade f. Ersetzt man (fir t >2) dies £ durch &*=¢e,,
wo e, das erste in der Zerlegung des Restklassenringes ! mod p* auftretende Idempotent
ist, so wird neben ¢ (£*)=0(p), ==0(p?) sogar p,=(p, ¢ (£*)). Dann besteht eine Basis
beziiglich der ganzen Zahlen mod p* aus & (&)’ mit u=0,1,...,f—1; »=0,1,...,t—1.
Eine unabhangige §-Basis (Restklassen nach ') ist gegeben durch
(1) g ()™ mit pe=0,1,...,f—1; v,=0,1,...; o—1.
Denn (¢ (&), p?*)=yp; also wegen (p)=p°® im Restklassenring kommt, wenn man von
Hauptidealen zu Elementen iibergeht: ¢(&)=pM (&), wo M (£) Einheit im Restklassen-
ring, d.h. M (£)==0(p). Man kann also (wegen p'=0) sukzessive & durch niedrigere
Potenzen ausdriicken, zuerst in M (£) und dann im Restklassenring; also.ist (1) tatséich-
lich Basis. Die definierende Gleichung in bezug auf diese Basis wird
) F(x)=g(x)*+ p M (), _
wo_M (x) mod p nicht durch ¢ (x) teilbar (O. Ore, Math. Ann. 96, S. 348), also
N M (&)==0(p).

Die Basis ist aber auch unabhingig; denn aus

ag (&) + ay (&) @ (&) + -+ + a,_,(§) @ (&) '=0(p*)
folgt =0(p); damit ay(£)=0(p), also
ao(2)=0(p);
durch Wegdivision von p folgt sukzessive

o (2)=0(p), -+, @ (2)=0(p)
und durch Wegdividieren von p dann

8o (0)=0(p?), ..., a,_;(x)=0(p?

usw. bis '

ag(@)=0(p), ..., @, (x)=0(p).
Damit aber wird die Differente des Restklassenringes gegeben durch den Polynom-
differentialquotienten F'(§) — es ist alles auf Ore, S. 345, § 3 zurﬁckgéfﬁhrt. Aus: Ore,
Satz 10 (vgl.-Dedekind-Hensel) folgt, daB p*= p" fiir jedes p geniigh; weiter ergeben sich
nach Ore die Supplementzahlen. .
Es gilt zugleich alles — durch Ubergang zum Quotlentenrmg — fir Relativdif-
ferenten, womit Ore, Math. Ann. 97, S. 594, § 4 sich aus Ore, Math. Ann. 96 unmittelbar
ergibt. Es kommen nur die Zusitze iiber die Ausdriickbarkeit der Differente des Ober-

korpers als Produkt von Differente des Unterkorpers und Relativdifferente hinzu (vel.
Einleitung dieser Arbeit).

Eingegangen 25. Oktober 1949,



