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Schwache asymptotische Eigenschaften von Partitionen
Von Wolfgang Schwarz in Freiburg

Herrn Professor Rohrbach gum 65. Geburtstag gewidmet

1. Einleitung

Gegeben sei eine Folge {4}, 0 <A1, <4, <--- reeller Zahlen ohne endlichen
Héufungspunkt; fir die Anzahlfunktion

(1.1) N(u) = z”é'“ 1

gelte fiir alle ¢ > 0 mit einer nur von ¢ abhiingigen Konstanten C(e) die Abschitzung
(1. 2) N(u) < C(¢) - exp (cu).

Das unendliche Produkt
(1.9 8(s) = IT (1 —exp (—4,9)""

konvergiert wegen (1.2) fiir alle komplexen s = o + i mit Res > 0.

Durchlauft [ die abzdhlbare Folge aller Linearkombinationen der A, mit nicht-
negativen ganzen Koeffizienten, so ist

(1. 4) gls)=2p()- e’

die Reihe konvergiert absolut fiir Res > 0'). Die nichtnegativen Koeffizienten p(l)
sind gleich der Anzahl der Partitionen von / in Summanden aus der Folge {4,} und auch
gleich der Anzahl der Losungen der diophantischen Gleichung

l=rA +rydy+---
in ganzen Zahlen r; = 0. Die summatorische Funktion
(1.5) Pw= Zp)
wichst monoton mit u und geniigt wegen (1.4) der zu (1.2) analogen Abschdtzung
(1.6) P(u) < g(o) exp (ou)
!) Esist X p())- exp (—lo) < II (1 —exp (—4,0))~"

Iy, v=n
Journal fiir Mathematik. Bd. 232 1



P) Schwarz, Schwache asymptotische Eigenschaften von Parlitionen
fiir alle 0 > 0. Wegen (1. 3) ist somit fir ¢ >0
(1.7) logg(o) = — Z'log (1 — exp (— 4,0))
= ——fwlog (1 —e *)dN(u) = alwa(u) - (e* — 1)"du,
und wegen (1.6) ist " I
(1. 8) g(o) = fe‘“"dP(u) =g0- ofwP(u) e “du,

mit fiir o > 0 konvergenten Integralen.

1958 zeigte Kohlbecker [9], womit er bekannte Ergebnisse von Hardy und Rama-
nujan [7] verallgemeinerte, dal aus der asymptotischen Beziehung

1.9 N(u) ~ u*L(u), (u— o0),
wobei « > 0 und L von langsamem Wachstum?) ist, die asymptotische Beziehung
(1. 10) log P(u) ~ u’L*(u), (1> oo),

folgt, wobei B = o - (x + 1)~ ist und L* eine Funktion von langsamem Wachstum ist,
die durch L asymptotisch eindeutig bestimmt ist?).

Parameswaran [13] behandelte 1961 mit etwas abgewandelten Methoden den Fall
o = 0, der sich den Methoden Kohlbeckers entzogen hatte.

In der vorliegenden Arbeit soll aus moglichst wenigen Voraussetzungen iiber NV (u)
eine asymptotische Formel fiir log P(u) (sogar mit Restglied) hergeleitet werden?) (vgl.
Satz 2 in § 4); das erzielte Ergebnis umfafit und verbessert Ergebnisse von Hardy und
Ramanujan [7], Brigham [2], Kohlbecker [9] und Parameswaran [13]. Damit konnen alle
diese Ergebnisse mit einer einheitlichen Methode ohne allzu grofen Rechenaufwand
hergeleitet werden.

Das wichtigste Beweishilfsmittel ist ein reeller Taubersatz (Satz 1 aus § 3), der als
bekannt gelten kann {vgl. [7], [1], [11], [9], [13] und [18], [19] und [20]}. Die fiir unsere
Zwecke giinstigste Fassung (Satz 1) findet sich jedoch in keiner dieser Arbeiten.

In §5 und § 6 werden einige Anwendungen von Satz 2 gegeben; insbesondere wird
gezeigt, wie man die Ergebnisse von Kohlbecker aus dem Hauptsatz (Satz 2) gewinnen
kann.

2. Beispiele

Durch Angabe der Folge {4,} beschreiben wir nun einige 6fters untersuchte Parti-
tionenfunktionen. Es wird sich zeigen, dafl der Hauptsatz (Satz 2) auf alle diese Beispiele
anwendbar ist®).

%) D. h. es ist L(u) > 0, L stetig und lim L(cu)- (L(u))~! =1 fiir alle ¢ mit 0 <C ¢ <C oo.
U-—>o

3) Kohlbecker hat auch bewiesen, daB umgekehrt aus (1. 10) die Beziehung (1. 9) gefolgert werden kann.
Mit dieser Fragestellung beschéftigen wir uns hier nicht.

4) In einer weiteren Arbeit soll aus schirferen Voraussetzungen iiber N(u) auf das asymptotische Ver-
halten von P(u) geschlossen werden.

%) Fiir viele dieser Partitionenfunktionen sind bessere Ergebnisse bekannt (mindestens asymptotische
Formeln fiir P(u)), namlich fiir 2. 1a (vgl. Ostmann [12], § 7), 2. 1b ([16]), 2. 2a ([8]), 2. 2b ([16]; vgl. auch die
Examensarbeit von K. H. Indlekofer, Freiburg 1967), 2.3a ([10], [3], [13], [17¢]) und fiir 2.3¢ (W. Pohl,
Examensarbeit Freiburg 1967). 2. 2a, 2. 3a, 2. 3b und 2. 3¢ werden auch in der in FuBinote 4) genannten Arbeit
enthalten sein.
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2. 1a. Uneingeschrankte Partitionen: 4, = »; es ist N(u) = u 4+ O(1).

2. 1b. Partitionen in Primzahlen: 1, = p,, wobei p, die »-te Primzahl bezeichnet;
hier ist N (z) ~ u (log u)~™.
1
2. 2a. Partitionen in k-te Potenzen: 1, = +*; N(u) = u* + 0(1).

2.2b. A, = f(v), wobei f ein ganzwertiges Polynom vom Grade k mit hiochstem
Koeffizienten 1 ist; hier ist N(z) — oF + O(1). | |

2. 3a. Mahlers Partitionenproblem: 4, = 2"~!; N(u) = c - log u + O(1).

2.3b. 4, =", oder 4, = I'(v + 1); beide Male ist N (u) ~ log u - (loglog u)~

2.3¢c. A, =2%""; N(u) ~ cloglog u.

2. 4a. A, = log( H p), wobei p, die »-te Primzahl bezeichnet und p prim ist. Hier

ist N(u) ~ u (log u)“1 In diesem Falle ist P(u) die Anzahl der natiirlichen Zahlen ¢ < u
der Gestalt

qg=2"2-3%-5%-.-p* mit oy = 03 = x5 =

Dieses Partitionenproblem stammt von Hardy und Ramanujan [7] und ist deshalb von
Interesse, weil jede highly composite number (vgl. [15]) von der angegebenen Gestalt
ist; allerdings ist nicht jede Zahl der angegebenen Gestalt eine highly composite number.

AuBerdem haben Erdés und Mirsky [5] gezeigt, daB — wenn D(u) die Anzahl der
verschiedenen Werte von d(n) = ‘%‘1 fiir 1 < n < u bezeichnet — fiir u > oo

1

log D(u) ~ 2% (loglog ) % log P (u)
ist; P(u) ist hierbei die in (2. 4a) behandelte Partitionenfunktion.
2. 4b. A, =log(I'(v + 1)), N(u) ~ u(logu)™
2. 4e. A, = log (+"), N(u) ~ u(logu)™.

3. Ein reeller Taubersatz

Hardy und Ramanujan [7] zeigten 1917:
Wenn A (u) monoton mit u wdchst, das Integral

3.1) flo)=0¢ fA(u) exp (—uo)du
0

fiir ¢ > 0 konvergiert und fiir o -0
a B
3.2) log f(0) ~ A(%) -(log—(i;) & >0,

ist, dann ist fiir u— oo mit einer explizit angebbaren Konstanten y = y(x, B, A)

L L4
(3.3) log A(u) ~ - u*tt - (log u)***.

Kohlbecker [9] verallgemeinerte diesen Satz 1958, indem er die Voraussetzung
(3. 2) durch
1

3.2 log (o) ~ (—f;) -L(—;), x>0, g0,

mit einer Funktion L von langsamem Wachstum ersetzte.

1*
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Den ausgeschlossenen Fall « = 0 behandelte Parameswaran [13] im Jahre 1961
mit einer passenden Variante der Hardy-Ramanujanschen Beweismethode.

Diese Methode ist auch geeignet, in (3. 3) ein besseres Ergebnis zu erzielen, wenn
man die Voraussetzung (3. 2) verschirft. Den ersten Satz dieser Art bewiesen Avakumovié
und Karamata [1] im Jahre 1936:

Aus
(3.2 logf(o) = A-o~' + O(1)
folgt
1 1
(3.3") log A(u) = 2(Au)? + O(ulog u)*.

Einen wesentlich allgemeineren Satz dieser Art folgerten Martin und Wiener [11]
aus dem allgemeinen Wienerschen Taubersatz (vgl. etwa [21], chap. V). Vor kurzem
zeigte E. Wagner [18], dal aus

(3.27) log f(e) = ¢(0) + O(1),

wobei die Funktion ¢ gewisse weitere Bedingungen erfiillt, eine asymptotische Formel
fir log A (u) mit Restglied folgt (vgl. [18], Satz1 und Satz 2). Die Bedingungen des
Satzes von Wagner sind etwas zu allgemein und daher fiir unsere Zwecke ungeeignet;
wir geben daher einen spezielleren Satz, dessen Voraussetzungen in § 4 besser nachzu-
pritfen sind; die gemachten Voraussetzungen dhneln den Voraussetzungen eines Ingham-
schen Taubersatzes ([8], Satz 1). Eine Skizze des Beweises (wiederum mit Hilfe der
Hardy-Ramanujanschen Methode) geben wir der Vollstindigkeit halber. Wir zeigen
folgenden

Satz 1. Sei A (u) eine mit u monoton wachsende reellwertige Funktion mit A (0) = 0;
das Integral

3.1 flo) = o [ A(u) exp (—uo)du
0
sei fir o > 0 konvergent, und es gelte fiir >0
(3.4) log () = ¢(0) + O(1),
wobet die zweimal stetig differenzierbare Funktion ¢ folgende Bedingungen erfiillt:
(3. 5a) 9"(0) >0, ¢ (o) / fiir o\ 0;
(3. 5b) —o¢'(0) / oo fiir o\ 0;
es existieren Konstanten o = 0 und C,, so daB die Ungleichung
0'((])”(0’))'”1 <
(3' 6) I(pl(o,) llg+2 = Cl

besteht. Dann ist fir T — oo

’” ’ 2\1
(3.7) log A(T) = g(og) + Top + 0{ Toy - (T z,((::))lz - log l.z———,,(z’:;)l )z}
wobel o, durch
3. 8) —¢'(og) =T

fiir groPes T eindeutig bestimmt ist®).

) Wegen (3. bb). ¢’/ (0) /* bedeutet, daB ¢’ (schwach) monoton wiichst; entsprechend -ist ™\ zu verstehen.
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Bemerkungen. Aus (3. 5b) folgt

(3.8 op\ 0 fir T — oc;
weiter folgt aus (3. 5b), wenn man ¢"" mit Hilfe von (3. 6) abschitzt,
(3.5¢) @ (0) | ¢'(0) | "> 0 fiir ¢ 0.

Das Fehlerglied ist somit von kleinerer Ordnung als das Hauptglied.
SchlieBlich folgt aus (3. 5b) durch Differentiation

(3.5d) 0@’ (0) = —9¢'(0),
also gilt (mit (3. 5b))

a9’ (o) - oo;

die im Fehlergliede stehende Funktion ist somit nicht beschrankt fiir o 0.

Bewets von Satz 1:

a) Wegen (3. 1) und der Monotonie von A (u) ist
f(o) > o [ A(u) exp (—uc)du = A(T) exp (— To),
7
also folgt mit (3. 4) bei giinstigster Wahl von o:
(3. 7a) A(T) <y, exp {Toy + g(op)} fir T = T,
mit einer Konstanten y, > 0.

b) Zur Abschitzung nach unten zerlegt man das Integral in (3.1) in

Ty (1—)T R ©
6{0f+Tf + f+Rf}=Io+Il+12+13,

(1—8)T

wobei R= (1 4+ ¢)- T ist und ¢ <—2 noch passend bestimmt wird, so daB I, und I,

gegen I, vernachldssigbar klein werden. Offenbar ist I, = O(1). Mit der Abkiirzung

3.9 y(u) = —uoy + uo, + @(o,)
ist wegen (3. 7a)

(1—)T
L= yior [ exp (y()de;
entwickelt man den Exponenten des Integranden an der Stelle 7', wobei man

»(T) = ¢log),
(3. 91) 'P,(u) = —0p + Ou

" d " N
v () = 7-(0) = — (9" (@)
beachtet, so erhédlt man
1 "
p(@) = plor) + 5 (T —u)* 9" (@¥)
mit einer Zwischenstelle u* zwischen u und 7. Aus (3. 8'), (3. 5a) und (3. 9) folgt

p' (@) S ¢"(1) =—(¢"(e2)) 7},
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also wird (mit v = T — u)
3 1
I, < y10 exp {p(on)} f exp {"5 vz(qa"(m)*l} o,
T

und, nach kurzer Zwischenrechnung, wenn man nochmals (3. 5a) und (3. 8') beachtet,

. 1 1 ol 9(0n)
(3.10a) I, = y,0p eXP{‘P(%)—gm € T} oT

1 1 20" (¢
= V107 * €Xp {q)(UT) A T(O'—R)_. 82R2}-'¢8—‘§2Rl.

¢) Vor der Behandlung von I, soll die Differenz o, — op abgeschitzt werden.
Wegen (3. 5d) ist

3. 11 0 <=2 4.
3. 11) e (o) =
Auws eT=R—T = —¢'(0g) + ¢'(0g5) = (6p — 0g) "' (6*) mit einer Zwischenstelle o*,

g < o* < oy, erhilt man unter Beachtung von (3. 5a) und (3. 11)

el e|¢'(or) |
9" (or)  or¢”(or)

GT——GRé .GT§8.0T7

also
(3. 12) 0 op—op<Sce0p; 0= 0p—o0y < 260y,

und, in der anderen Richtung,

T 1 eR
3.13 o> > )
-1 TR E ) =2 (o)

d) Beniitzt man den Mittelwertsatz, (3. 9') und (3. 8'), so erhilt man fiir u = R
v(@) = v(R)— (u— R) |y'(R) |
1 ,
< (oD — g R— 17 19" (B) )= — B) | (R |

Beachtet man (3.9'), so folgt hieraus

o ' Y101 | L oo, 1
(3. 10b) IsgylaTJ exp {p(u)} - du §W'1_(1% exp{tp(aT)—gs T qJ"(GR)}'

Aus (3. 10a), (3. 10b) mit (3. 9') und (3. 13) sowie (3. 12) erhidlt man nun
(3. 14) Iy + Iy < 29, exp {p(op)} - €7
mit dem Exponenten
U= —%szﬁz {¢" (o)} + log —2—%25)— + log 205.

1
Wir setzen nun mit der Konstanten K = 2(4¢ + 1)* >0

o 9"(m) . e en) B
3-15) S‘G‘R"K{W'(aﬁ; F Lo o }
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Wegen (3. 5¢) und (3. 8’) strebt ¢ gegen 0 fiir R - co. Also ist offenbar mit einer geeigneten
Konstanten K*
1

£ é K* {(p”(O’R) : l 97’ (O'R) ]—2}{
also wird wegen (3. 6)

org" (or)
| @' (o) |
somit ist (mit | ¢’ (o) | = R)

. gle é C1 . K*“’,

4 n . -
(3. 16) 1og—"’—(8"§)—”—’i <logh + (ho + 1) log% + log (C, K**%)

1
=00) + (4 +1) - log—.
Wegen der Wahl von K mit (3. 15), (3. 16) und wegen der Abschitzung

(fiir geniigend kleines o) folgt

U<— 11r<21og"”' +O() + (4o + 1 )_10g| 7L _ow—Lik 1og|"’,',("R) *
4 (or)

Wegen (3. 5¢) folgt
U+ — oo fiir R— oo,
und es wird, wenn ¢ nach (3. 15) gewéhlt ist,
(3.17) I, + I, = o{exp ¢(op)} fiir T'> oo.

Aus der Monotonie von A (u), aus (3. 4) und (3. 17) folgt nun mit einer Konstanten
y, > 0 fur geniigend groles T

A(R)exp {—o,(1 —¢&)T} =0y fRA(u) exp (—uogp)du = I,

(1—e)T
1
= 7sexp @(og) — (Lo + I, + 1) >§72 * exp ¢(oq),
also wird wegen T'o, < Roy (vgl. (3. 5D))
(3.18) log A(R) ZO0(1) + ¢(op) + Top—eRoy.

e) Nun miissen noch ¢(o;) und T'o, durch ¢(oz) und Ro, ausgedriickt werden.
Zunéchst ist

O0<Rop—Top,<R-|og—op|+¢eTop, <3cRoy
nach (3. 12); aus dem Mittelwertsatz erhélt man
0= plog) —¢log) = log—oqgl - |9 (0p) | S R |opg—o0p| = 26 Rop;
dies zusammen mit (3. 18) gibt die bendtigte Abschatzung nach unten:
(3. 7b) log A(R) = O(1) + ¢(og) + Rozg—6¢- Rop.

Aus (3. 7a) und (3. 7b) folgt die Behauptung (3. 7).
Mit derselben Methode kann man, wenn man (3. 4) durch

(3. 4%) log f(6) ~ ¢(0) fiir 0> 0
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ersetzt und die Voraussetzung

T @ _ s
3. 6* 0 e el )
©-59 ST =50 () =

hinzunimmt, zeigen, daB fir 7 - oo
(3.7%) log A(T) ~ ¢(o1) + Tor

gilt. Herr E. Wagner hat mir mitgeteilt, daB er (sogar unter schwicheren Voraussetzungen)
einen derartigen Satz bewiesen hat. Seine Arbeit ([20]) wird in den Mathematischen
Nachrichten erscheinen.

Es wire sehr zu wiinschen, einen solchen Satz ohne die linke Halfte der Ungleichung
. zu beweisen (die etwa ¢(c) = |log o |* ausschliel3t).
(3. 6* bewei di o(0) |1 2 hlie

4. Das Hauptergebnis

Wir verwenden die Bezeichnungen aus § 1. Der Taubersatz (Satz 1) aus § 3 soll
angewandt werden, um aus schwachen Voraussetzungen iiber die Anzahlfunktion N (u)
der 4, eine asymptotische Formel fiir log P(u) (mit Restglied) herzuleiten, ndmlich das
folgende Ergebnis?):

Satz 2. Es strebe
(4. 1) N(u):lé 1 > oo fiir u— oo,

und es gelte mit einer Konstanten C, > 0 fiir u > A, die Abschdtzung
(4. 2) N(2u) < C,N (u).

Dann gilt fiir u - oo die asymptotische Formel

17 ’ 2 l
(6:3) log Pa) = glow) + uou -+ Oluos (L) tog LRI,

wobel
(4. 4) (o) = — 1zu,o'log (1 — exp (—4,0))

ist und o, durch — ¢’(0,) = u fiir grofe u eindeutig bestimmt ist.

Bemerkung 1. Satz 2 bleibt richtig, wenn die Voraussetzung (4.2) durch (4.7)
ersetzt wird.

Bemerkung 2. Das Fehlerglied ist von geringerer Ordnung als das Hauptglied
(vgl. (3. 5¢)).
Bemerkung 3. Fiir simtliche in § 2 genannten Beispiele sind die Voraussetzungen

von Satz 2 erfiillt, also gilt fiir alle diese Beispiele eine asymptotische Formel der
Gestalt (4. 3).

Beweis. Wir wenden den Taubersatz aus § 3 an; da iiber IV(u) zu wenig bekannt
ist, konnen wir keine asymptotische Beziehung der Gestalt (3. 4) fiir log g(o)®) herleiten.
.Wir erzwingen diese Beziehung (3. 4), indem wir

(4.4) @(o) =logg(o) = —Zlog(1 —e™»°) = — fwlog (1 — e *)dN (u)
v A

7) Satz 2 macht eine Aussage iiber das asymptotische Verhalten des Logarithmus der Partitionenfunktion
P(u), also eine ,,schwache asymptotische Aussage* iiber P (u).
8) g(o) ist durch (1. 3) erklért.
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(vgl. (1. 7)) setzen; unsere einzige Aufgabe ist, die in Satz 1 von ¢ verlangten Eigenschaften
nachzuweisen.

Offenbar ist ¢ (o) mindestens dreimal stetig differenzierbar (fiir ¢ > 0), und es ist
4.5 () =— [ =t L L
@5) o) f g WV = [ N ()

1 N

¢

4.5 ¢(0) = f e N @)

(6.57) ¢"(0) = — f Lot av,
A

somit ist ¢’ < 0, ¢” >0, ¢’ < 0, also ¢"'(a)  fiir 6\, 0, und (3. 5a) ist erfiillt. Weiter
ist
, " ue .
(4. 6) —o¢'(0) = f?‘;__—ldN(u) / fir o\ 0,
X

weil k(v) = v - (e”—1)"! 7 fiir v\\ 0, wie eine einfache Uberlegung zeigt®).

Da N (u) fiir u— oo gegen Unendlich strebt, existiert zu jedem beliebig groBen K
ein M = M(K) so, daB N(u) = K fiir u = M gilt; somit ist, wenn man

—% (u(e*—1)"H<0

[k [ )

beachtet,

— g/ =—fN()du(,., ) e

= KM - (™ —1)! g—%—Ka'l

IlV

fiir gentigend kleines ¢, und (3. 5b) ist erfiillt.

Bisher wurde die Voraussetzung (4. 2) noch nicht benétigt, und es steht nur noch
der Beweis von (3. 6) aus. Zum Beweise von (3. 6) scheint man aber ohne (4. 2) oder andere
Bedingungen nicht auszukommen. Aus (4. 5’) erhdlt man mit der Substitution u = 2v
unter Beachtung von (4. 2)

— (o) = —-fN(u)du(w )du— 2fN(2v)d (em )dvmzf

1
20,1920 + 0(¢) S 3G, 19'20)|

fiir geniigend kleines ¢ (unter Benutzung von (3. 5b)).
Wir beniitzen jetzt nur noch die eben hergeleitete Beziehung
(4.7) | ¢'(0) | £3C,| ¢ (20) | (fiir geniigend kleines o).

%) Esist b'(v) < 0 fiirv = 0.
Journal fir Mathematik. Bd. 232 2
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Die in Re s > 0 erklirte Funktion

#'(s) =—2 2, (exp (4,5) — 1)
ist holomorph fir Re s > 0; wegen

| exp (4,5) —1 7" < | exp (A,0) — 1 |7*

ist
(4. 8) l9'(s) | = | ¢'(Res) |.
Die Cauchysche Integralformel gibt
(4.9) #'(0) =g [ 90—
)

wobei iiber den Kreis § = {z; |z—0o| = %a} integriert wird. Somit ist wegen (4. 8),

der Monotonie von ¢’(¢) und wegen (4. 7)

n : ’ 1 I '( )!
0< o) < .su ! < gl <6C, - ¢ \0
—~_‘F ()—_—o, ZSGP|‘F(Z)|._—U“F <2 ) = 2 o ?

also gilt

og” (o)
(4. 10) () | =6C,,

und (3. 6) ist mit ¢ = v und C,; = 6C, nachgewiesen. Satz 1 gibt nun (unter Beachtung
von (1. 8) und (1. 5)) die Behauptung.

5. Ein Taubersatz fiir Partitionen

Aus Satz 2 kann folgender Satz abgeleitet werden, der fiir Anwendungen unter
Umsténden giinstiger ist.

Satz 3. Sei
(5.1) g(o) = I? (1 —exp (—4,0)) ! = ame(u) e du
0

fiir ¢ > 0 konvergent; die Funktion @ (o) sei fiir ¢ > 0 stetig differenzierbar, und es gelte
(5. 2) — @' (o) /" oo fiir o\ 0.
Sei weiter eine der folgenden drei Bedingungen erfiillt:
(6.I) a) —ga—(log g(o)) = gg'(%) ~ @' (o) fiir o 0.
b) |9'(0) | = C5- | D' (20) |.
(5. II) a) logg(o) ~ D(o).
b) Mit der Bezeichnung (1. 1) set N(2u) < C,N (u) fiir u > 2,, und es gelte
¢') 0| D'(0) |- (P(0))! = y, fiir alle geniigend kleinen o, oder
¢”) o | D' (0) |- (Do) = o(1) fiir o 0.
(5. ITI) a) log g(o) ~ D(o) und

N(cu)

b) fiir jedes reelle ¢, 0 < ¢ < oo, ist lim = 1.

> IV (1)
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Dann gilt die asymptotische Beziehung
(5.3) log P(u) ~ (1) + ut,, (2> o),
wobei t, durch — @' (t,) = u bestimmt ist. Gilt (5. I1¢") oder (5. I11b), so erhdlt man schérfer
(5. 3) log P(u) ~ @(t,).
Bemerkung 1. Fiir u > oo geht ¢, monoton gegen Null.

Bemerkung 2. Satz 3 (5. II) verallgemeinert den alten Taubersatz von Hardy und
Ramanujan [7] (vgl. § 3) im Spezialfall, daBl f(s) (vgl. (3. 1)) erzeugende Funktion fiir
eine gewisse Partitionenfunktion ist und dehnt ihn insbesondere auf den Fall x = 0 aus.
Man vergleiche hierzu auch das Ergebnis von Wagner [20].

Bemerkung 3. Ist k(o) > 0, stetig differenzierbar fiir 0 > 0, —h'(¢) /7 oo fiir 6\ 0
so gilt

—hW(0)-0 ..
—'—hr‘)——— 0('1) fir o>0
genau dann, wenn £ (o) von langsamem Wachstum (fiir ¢ 0) ist, d. h. wenn lim hT((%T)l =1
>0+

fiir alle ¢ mit 0 < ¢ < oo ist.

Der ganz einfache Beweis darf unterdriickt werden. Wegen dieser Bemerkung ist
Satz 3 unter den Bedingungen (5. II) mit ¢’ ein Spezialfall eines Ergebnisses von Para-
meswaran ([13], Theorem III).

Bemerkung 4. Satz 3 (5. I) kommt mit den wenigsten Voraussetzungen aus. Bei
zahlentheoretischen Anwendungen ist es im allgemeinen nicht schwieriger, -g;(log g(0))

zu approximieren, als log g(o) zu approximieren (vgl. (4. 4) und (4.5’)). AuBerdem laBt
sich (5. Ia) mit Hilfe von Lemma 1 folgern, wenn man @ (o) ~ log g(o),

o | D'(0) |- (D) =74

fiir alle geniigend kleinen ¢ und @' (0) < ;067 | @'(0) | (und natiirlich die zweimalige
stetige Differenzierbarkeit von @) voraussetzt.

Beweis von Satz 3. Wir zeigen zundchst, da (5. 3) aus den Voraussetzungen (5. I)
gefolgert werden kann. Wir setzen ¢ (o) = log g(s). Wegen (5. Ia) und (5. Ib) ist (4. 7)
erfiillt, also gibt Satz 2

log P(u) ~ ¢(0,) + uo,,

wobei o, durch —¢’(¢,) = u bestimmt ist. Um (5. 3) herzuleiten, muB ein Zusammen-
hang zwischen o, und £, hergestellt werden. Hierzu wird die Bedingung (5. Ib) nicht mehr
benétigt.
Aus —@'(t,) = u folgt wegen ¢'(¢) ~ @'(0): Zu jedem & > 0 existiert ein u,(e),
so dafl fir u = u,
—@'(t,)=u(l +0) mit [0 <e

ist. Somit ist ¢, = 0, 4. Dieselbe Rechnung, die in §3 zu (3.12) fithrte'), gibt das
Ergebnis

I tu—— Oy l = I au(1+0) — Oy l § 28 * MlIl (aui tu)‘

10) Die dort verwendete Monotonie von —o ¢’ (o) ist nach § 4 erfiillt.
2‘
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Somit ist filr u > oo
(5. 4) t, ~ 0,

Mit einer Zwischenstelle o* zwischen ¢, und o, folgt hieraus

lo(t) —eo) | =1¢ (c*) |- |t,—o0,|
Wegen der Monotonie von ¢’ unter Beachtung von | ¢’ (0,) | =wund |¢'(¢,) | ~ |D'(t,) | = u
und (5. 4) folgt nun fir u > oo
(p(tu) — (p(au) = O(uau)v
woraus man leicht
(5‘ 5) I ¢(6u) + uog, — ¢(tu) - utu l = 0(11«0'“ + ‘P(O'u))
erhilt. Also gilt fiir u—» oo
log P(u) ~ ®(t,) + ut,.
Um aus (5. II) die Behauptung herzuleiten, benétigen wir die Hardy-Littlewood-

sche Technik'') der Differentiation asymptotischer Formeln, die wir als Hilfssatz for-
mulieren:

Lemma 1. Seien h bzw. H positive, zweimal bzw. einmal stetig differenzierbare Funk-
tionen mit

(5. 6) h(o) ~ H(o) fiir >0,
(5. 6") —Ph'(0) / o0, —H'(0) / oo fiir e\ 0,
(6.7) 0 <h"(o)Sys-07' (o).

Dann gilt fir ¢ >0
H'(0) = k' (0) + 0(a7k(0)) + o (k' ().
Zusatz. Gilt zusétzlich die Voraussetzung

—ak'(0) {h(0)} ' = ys >0,
so ist fiir >0
k' (o) ~ H'(0).

Beweis. Sei ¢ > 0 gegeben; wihle § = 2¢ - 3. Wegen der Monotonie von — H’ ist

o460

—80H'(0) = [ (—H'(0))do = H (o) — H (o + d0)
> h(0) — (o + 80) — 268 - k(o)

falls 0 < oy(e, 6), wegen (5. 6') und der nach (5. 6”) fiir geniigend kleines o bestehenden
Monotonie von k. Die Taylorsche Formel gibt mit einer Stelle o* zwischen o und ¢ + do

— S0 H' (o) = (—6ah’(a) —%azazh"(a*))—- 2e8k (o)
2 b0 {—H(0) =5 by | K (o) | — 265 h(o)
wegen (5. 7) und der Monotonie von &’. Somit folgt

—H'(0) = —h'(6) —¢e- | k(o) | —2&- 071" k(o).

Da eine entsprechende Abschétzung in der anderen Richtung gilt, ist Lemma 1 bewiesen.
Der Beweis des Zusatzes ist offensichtlich.

1) (6], § 7. 12 oder [21], Ch. V, Theorem 4. 4.
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Wir zeigen noch
Lemma 2. Sei ¢(o) = log g(0). Aus
—o9'(0)  {p(a)} ' =o(1) fir o0
folgt
uo, = o(p(c,)).

Der Beweis ist wegen u = —¢’(g,) trivial.
Seien nun die Voraussetzungen (5. I1), a), b) erfiillt. Nach Satz 2 ist mit @ (o) =logg(o)
log P(u) ~ ¢(0,) + uo,.

Wir wissen aus §4, daB —¢’ 7 und daB 0 < ¢"'(0) < y307 1 | @' (0)|(vgl. (4. 10)) gilt.
Somit ist Lemma 1 auf ¢ und @ anwendbar und liefert fiir ¢ >0

(5. 8) D' (0) = ¢'(0) + 0(07'p(0)) + o(¢'(0)).
Gilt nun noch (5. II¢’), so ist fiir o -0

—og'(s) _ —o® (o)
7 (o) (o)

also gibt der Zusatz zu Lemma 1 die asymptotische Beziehung ¢’ (o) ~ @'(c), und aus
(5. b) folgt die Behauptung.

Gilt (5. II¢"), so ist nach (5. 8)
—a¢'(0) (p(0))™! ~ —a®'(0) (P(0))" ' + o(1) = o(1),
und nach Lemma 2 ist fiir u - oo

ug, = o(p(c.)), ut, = o(P()).

Um (5. 3') zu zeigen, braucht nur noch ¢(s,) ~ @(t,) nachgewiesen zu werden.

+ o(1) = ¥F >0,

Ist nun ¢, < ¢, so ist

| p(0) —o(t) | = | [ (—¢'(0)do | < (t,—0,) | ¢'(0,) | < ut, + uo,,
also ist ‘

(5.9 |elo) — @) | =9l —@t) | + [ ¢(t) — D) |
=< ut, + uo, + O(Q(tu)) = 0(‘p(6u) + Q(tu))
Ist o, >t,, so geht man von @(o,) — P(¢,) aus, schlieBt genau wie eben und er-
héalt ebenfalls (5. 9). Somit ist
‘P(Gu) ~ ¢(tu)1
und (5. 3') ist gezeigt.
(5. I1I) ist ein Spezialfall von (5. II). Aus der Darstellung

1.7 p(0) =0 [ N(u)- (e —1)"'du
4
folgt nimlich mit (5. IIIb) durch eine einfache Rechnung, daB ¢ von langsamem Wachs-

tum ist, also gilt nach Bemerkung 3 zu Satz 3 die Beziehung (5. IIc”); (5. IID) ist wegen
(5. IIIDb) offensichtlich erfiillt.
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6. Herleitung eines Ergebnisses von Kohlbecker
Kohlbecker [9] ging von der Voraussetzung
6.1) N(u) ~u*-L(u), « >0,

aus, wobei L eine Funktion von langsamem Wachstum ist. Nach Satz 2, dessen Voraus-
setzungen erfiillt sind, ist dann

(6. 2) log P(u) ~ ¢(o,) + uo,;

der rechtsstehende Ausdruck soll jetzt auf die in (6. 1) gegebenen ,,Daten* (x und L)
umgerechnet werden'?).

Nach [9], Theorem 1 (S. 350) ist fiir 60— 0
(6. 3) @(0) ~ Ao™*L(c7 1)
mit der Konstanten A = I'(« + 1) - {(x + 1).
Lemma 3. Aus (6. 1) folgt die Beziehung
(6. 4) @' (0) ~ —Ax -tV . L(¢7") tiir - 0.

Beweis. (6. 4) konnte mit Hilfe von (4. 5’) dhnlich dem Beweise von Theorem 1
aus [9] gezeigt werden. Einfacher ist es, (6. 4) aus (6. 3) durch ,,Differentiation‘‘ abzu-
leiten.

Sei ¢ > 0 gegeben. Wihle 6 < ¢+ (3C,)" (vgl. (4 2)) so, daB

(6. 5) 14+0)*—1=—adé(1l +¢
ist. Wegen (6. 3) und wegen des langsamen Wachstums von L ist fiir geniigend kleines
o < ayle, 9)

(0 +60) = A1 + 6) %0 L(o7* (1 + )" ") —edo™*-2L(07Y)

= Al + 80 * L(e")—3edo*L(c7 )
und
—@(0) = —Ao™*L(0™") — edo™*L(c7?).

Aufgrund der Taylorschen Formel ist mit einer Stelle o* zwischen ¢ und ¢ + do

#(0) = 5= (p(0 + 80) —p(0)) — 5 dog” (a¥),

4

woraus wegen der Monotonie von ¢/, wegen (4. 10), obigen Abschitzungen und (6. 5)

?(0) Z AT HOL(g™Y) (1 + 0 — 1} 87 — heo VL) — 5.8 6C, " | ¢/(0) |,

also
P'0) (1 —e)=—Aac V(67 —e- (4 + Aa) - 0tV L(c7Y)

folgt. Da eine entsprechende Ungleichung in der anderen Richtung gilt, ist (6. 4) be-
wiesen.

Nun ist nach de Bruijn (vgl. [9], S. 349) fir u—> oo

(6. 6) L(w) ~ J(u):= K exp {f"n(t)t—ldt},

12) Satz 3 kann hierzu nicht beniitzt werden, weil iiber L keine Differenzierbarkeitsvoraussetzungen ge-
macht sind.
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wobei 7 stetig ist und }1_)12 n(t) = 0 gilt. J(u) ist differenzierbar, und
(6.7) Ax -t JtY)y = u
ist eindeutig 16sbar fiir groBe u mit der Losung ¢,.
Lemma 4. Wenn —¢'(0,) = u ist und t, durch (6. 7) erkldrt ist, so gult fiir u— oo
(6. 8) G, ~

Bewets. Man vgl. die Herleitung von (5. 4).
Aus (6. 2), (6. 3) und (6. 8) folgt nun

(6.9) log P(u) ~ %Lt - A - (x + 1).

u

Beniitzt man noch [9], Lemma 3 (S. 356), welches fiir geniigend groBe u die Existenz
eines asymptotisch eindeutig bestimmten w, > 0 aussagt, das

(6. 10) u= Axw, ™ L(w;")
und
~t

u u

erfiillt, so erhélt man schlieBlich aus (6. 8) ein Ergebnis von Kohlbecker [9]:

Satz 4. Wenn fir u—> oo
N(u) ~ u*L(u), o >0,
gilt, dann gilt mit der Konstanten A = I'(x + 1) - {(x 4+ 1) fiir u—> oo
log P(w) ~ op* L) - 4 - (x + 1),

wobei w, eine Lisung von (6. 10) ist.
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Relativnullen in additiven abelschen Gruppen’)

Von Dieter Szimienings in Mainz

Herrn Professor Dr. H. Rohrbach zum 65. Geburtstag

§ 1. Einleitung

Existiert zu einer nicht leeren Teilmenge A der Menge Z der nicht negativen ganzen
Zahlen eine Menge N(A) = Z mit mindestens einem von Null verschiedenen Element
derart, dal A 4 N (4) = A ist, so wird N(4) nach H.-H. Ostmann ([2], [3]) eine Relativ-
null beziiglich A genannt. Es liegt nahe, diesen Begriff auf Mengen rationaler Zahlen
zu iibertragen und analoge Ergebnisse zu denen, die im Ostmannschen Bericht [2],
S. 22—24 dargestellt sind, abzuleiten.

Dabei hat man es in der Hand, entweder von der Menge aller rationalen Zahlen
R(—o0, 4 00) als Obermenge bzw. von solchen der Art R(r, oo), r reell, auszugehen
oder sich auf Teilmengen der Menge der rationalen Zahlen zwischen 0 (einschlieBlich)
und 1 (ausschlieBlich), R[0, 1), bzw. allgemeiner R[a, a + r), a reell, r ganz, zu be-
schrinken. Die erstgenannte Menge ist beziiglich der Addition abgeschlossen; um dies
auch fiir die zweite Menge R[0, 1) zu erreichen, wird als Verknipfung die Addition
modulo 1 zugrunde gelegt.

Im Falle der Menge R[0, 1) kann man die meisten Betrachtungen iiber Relativ-
nullen gleich auf eine umfassende Klasse von Obermengen verallgemeinern. Denn be-
kanntlich ist die Menge R[O0, 1) beziiglich der Addition modulo 1 eine abelsche Gruppe;
jedes der abzdhlbar vielen Elemente dieser Gruppe hat eine endliche Ordnung, d. h.
R[0, 1) ist im Sinne von M. Hall [1] eine periodische Gruppe. Da in der Hauptsache die
eben genannten Eigenschaften von R[0, 1) ausgenutzt werden, konnen die Definitionen
und Sitze gleich auf beliebige periodische abelsche Gruppen G, iibertragen werden.

Die Menge R(—oo, 4 o) ist ebenfalls eine abelsche Gruppe, wobei aber hier jedes
der abzihlbar vielen Elemente eine unendliche Ordnung hat; es handelt sich also um
eine aperiodische Gruppe (vgl. M. Hall [1]). Statt dieser Obermenge konnen weiter be-
liebige aperiodische abelsche Gruppen G, betrachtet und schlieBlich sogar die Unter-
scheidung zwischen periodischen und aperiodischen Gruppen fallen gelassen werden. Im
folgenden werden daher in § 2 und § 3 die Begriffe ,,Summenmenge‘* und ,,Relativnull*
fiir die Teilmengen beliebiger abelscher Gruppen G definiert?) und dann hierfiir die Er-
gebnisse iiber Mengen mit Relativnullen von H.-H. Ostmann soweit wie moglich auf
Teilmengen von G iibertragen.

1) D 65, Teil I.
2) Bezeichnet man mit G, die Menge aller Elemente aus G mit endlicher Ordnung, so ist G, selbst eine
periodische abelsche Gruppe, d. h. vom Typ G,.

Journal fiir Mathematik. Bd. 232 3
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Vorbereitend auf die eigentliche Problemstellung werden im § 2 Summenmengen in
G untersucht, um dann anschlieBend Mengen mit Relativnullen in G zu betrachten.
Besondere Beachtung verdient dabei die Frage: ,,Wie mufl eine Menge A = G beschaffen
sein, damit fir sie Relativnullen V(A) existieren ?*“ Die Antwort darauf gibt der Satz 2
in §3. In den Sitzen 3 und 4 sind einige bemerkenswerte Aussagen iiber Relativnullen
zusammengestellt. Der § 4 handelt im ersten Teil von endlichen Mengen mit Relativ-
nullen; der Satz 5b) ist in diesem Zusammenhang die bedeutendste Aussage. Im zweiten
Teil des § 4 wird die Moglichkeit zur Gewinnung von Relativnullen mit Hilfe von Pro-
duktmengen (s. Definition 3) erortert. AnschlieBend kommt das Problem zur Sprache:
,Gibt es zu jeder gegebenen Menge A = G mit Relativnullen eine maximale Relativnull
Nt(A)? Mit dieser Fragestellung befafit sich der § 5, wo auch die Struktur der maxi-
malen Relativnull (vgl. Satz 7) angegeben wird. Der § 6 bringt eine Ausdehnung der
zuvor erhaltenen Ergebnisse auf abelsche Halbgruppen. Die §§ 7 und 8 zeigen, wie sich
die erhaltenen Ergebnisse in den Spezialfdllen G, und G_ erweitern und z. T. ver-
schirfen lassen.

In den Paragraphen 2 bis 5 sei mit G eine beliebige abelsche Gruppe mit additiver
Verkniipfung bezeichnet.

§ 2. Summenmengen in G

Definition 1. Sind A und B zwei nicht leere Teilmengen (Komplexe) von G, dann
heifle die Menge

C=A+B={a+0b|a€A,bERB}

die Summenmenge von A und B (vgl. [2], S.1). A und B heillen Summanden von C.
Als Summenmenge einer Menge A = G und der leeren Menge @ wird die leere Menge ¢
definiert: A 4+ 9§ = 0.

Offenbar ist die Summenmenge A -+ B wieder eine Teilmenge der Gruppe G.

Satz 1. Seien A, B, C und A, Teilmengen von G, i € I, I eine endliche oder unend-
liche Indexmenge, dann gilt:

a) A + B = B + A (Kommulativgesetz).
b) A + (B + C) = (A + B) + C (Assoziativgeseiz).
c) Aus As B folgt A+ C<= B+ C fiiralle C =G.

d) IstOE‘EIlAi, sogit Ay,sA,+ A, +---+ A, firalet€{l,... n}
& Ud,+B=U(4+B).
f) il;lIA, + B s '_?I(Ai + B).

g) Sind A und B Unter(halb)gruppen in G, dann ist auch A + B Unter(halb)gruppe
in G.
Beweis. a) und b) sind trivial, da G eine abelsche Gruppe ist.

c) Sei d€ A 4+ C, dann ist d darstellbar in der Form d =a 4+ ¢, a€ 4, c€C. Da
nach Voraussetzung a € B ist, folgtd = a + c€ B + C.

d) Durch mehrfache Anwendung von c¢) folgt die Behauptung, da {0} = 4, fir
t=1,...,n git.
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ey re€ U Ai + B, dann existiert (nach Definition der Summenmenge) mindestens

eine Darstellung r=a-+b mit b€B und a€ UIA Daraus folgt: Es gibt ein ¢ €7
i€

so, daB a € A, ist, und hieraus r = (a 4 b) € (4, + B). Somit ist r € UI (A4, + B). Ist
i i€
andererseits s € U (A; 4+ B), dann gibt es ein t€  so, daB s€ A, + B ist. Daher 148t

sich s in der Form s=a,+ b mit a,€ A, und b € B darstellen. Es folgt a, € U A, und
damit s = a, —|—b€UAi+B

f) Sei r€ ﬂ Ai + B beliebig. Dann muB r von der Gestalt r = a + b sein mit
a€N A, undbEB und es gilt a € A, fiir alle ¢ € I. Somit folgt r = a + b€ A, + B fiir

i€l

alle 1€ 1. Also ist r € ﬂI(Ai + B).
i€

g) Mit a,, a, € A und b, b, € B folgt (wegen der Assoziativitdt und Kommutativi-
tiat in G):

(@ + by) + (@ + by) = (a; + ay) + (b, + by) €A + B,

also ist A + B Unterhalbgruppe. Falls A und B Untergruppen sind, ist 0€ 4 ~ B, so
da 0€ A 4+ B erfiilllt ist. Da mit a€ A und b€ B auch —a € A, —b € B gilt, folgt
—(@+b) =(—a)+ (—b) €A+ B.

Bemerkung 1. Die Umkehrung zu ¢) gilt im allgemeinen nicht, wie das Beispiel
A={}, B={0}, C ={0,1,2,...} zeigt. Ebenso ist in der Eigenschaft f) das Gleich-
heitszeichen i. a. falsch; man wiéhle etwa 4, = {0}, 4, = {1} und B = {0, 1} und beachte
Definition 1.

Bemerkung 2. Fir Summenmengen aus n gleichen Summanden A wird nAd ge-
schrieben.

§ 3. Relativnullen in G

Defineition 2. Existiert zu einer nicht leeren Menge A = G eine Menge N(4) = G
mit mind)stens einem von Null verschiedenen Element derart, da die Beziehung
A+ N(A = A erfiillt ist, dann wird N(A) eine Relativnull beziiglich der Menge A
genannt. A selbst heifit eine Menge mit Relativnullen.

Aufgrund dieser Definition mufl eine Menge mit Relativnullen mindestens ein von
Null verschiedenes Element enthalten. Als Beispiele fiir Mengen mit Relativnullen seien
genannt:

Beispiel 1. Jede Unterhalbgruppe U = G mit 0 € U ist zu sich selbst Relativnull:
N(U) = U. Denn fiir Unterhalbgruppen gilt allgemein U + U = U und hier aulerdem
(mit Satz 1¢)) U + U= U + 0 = U. Also ist tatsdchlich U + U = U.

Beispiel 2. Die dyadischen Briiche aus R(—oo, -+ co) bilden beziiglich der Addition
eine abelsche Gruppe

G= {O 57 |1 = +1, +£2, £3,.. r=1,2,3,...}.
Die Teilmenge der positiven dyadischen Briiche
A ={-2'i n=1,2,3... r=1,2,3,...}

3+
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besitzt u. a. die Relativnullen

Ny4) = {o, 5

n=1,3,5...; 1§r_<__j}, i=1,23,...
und

n

Nyd) = o,

n=12, ... 1§r§k}, k=1,23,....

Satz 2. a) Eine Menge A = G besiizt dann und nur dann Relativnullen, wenn es eine
eigentliche Unterhalbgruppe U (d. h. U = {0}) von G mit 0 € U gibt, derart, daf

(&) {a} + U s A gilt fiir alle a € A.

b) Notwendig und hinreichend dafiir, daf eine Menge A = G Relativnullen besitzt, ist
die Existenz einer eigentlichen Unterhalbgruppe U mit 0 € U, so daB A eine Zerlegung

(2) A=U+K, KA
mit U als Summand zuldft. Diese Unterhalbgruppe U ist selbst Relativnull beziiglich A.

Beweis. a) N(A) sei eine Relativnull beziiglich A; dann gibt es ein n € N(A4) mit
n = 0. Fir jedes a € A miissen auch die Elemente a + rn, r€ Z, Z=1{0,1,2,...} zu
A gehoren, d. h. es gilt {a} 4+ (n X Z) = A. Die Menge n x Z = {0, n, 2n, .. .} ist also
eine Unterhalbgruppe U von G mit 0 € U, die (1) erfiillt. Es existiere nun eine solche
Unterhalbgruppe U = G, derart, da {a} + U= A4, 0€ U == {0} fiir alle a € A gilt. Aus
0 € U folgert man A + U =2 A + {0} = A. Zum andern gilt mit Satz 1e) und (1)

A+ UzagA{a}+ U Za‘g'A({“H U) = A.

Also ist U + A = A, d. h. die Menge A besitzt die Relativnull U = {0}.

b) Zum Beweis braucht man nur zu zeigen, daB die Eigenschaft (2) dquivalent ist
mit der Eigenschaft (1). Mit (2) und Beispiel 1 folgt

U4+ A=U+U+K=U+ K=A4,

womit (1) nachgewiesen ist.

Wie im Beweis von Teil a) gezeigt wurde, folgt A + U = A aus der Eigenschaft (1),
d. h. (2) ist mit K = A erfiillt.

Bemerkung 3. Wird in Satz 2b) die Menge K ,,minimal*“ in dem Sinne gewahlt,
daB (K —{r}) + U £ A?) fiir alle r € K folgt, dann heiBit die Menge K = K(U, A) ein
U-Kern von A (vgl. [2], S. 22, wo die entsprechenden Mengen als o,-Kern bezeichnet
werden). K(U, A) ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt; in R[0, 1) kann der
U-Kern von A in eindeutiger Weise festgelegt werden (s. Satz 9).

Satz 3. Sei A = G eine Menge mit Relativnullen N,(A), i€ I, I eine Indexmenge
und sei B eine weitere Menge mit Relativnullen, dann gilt:

a) Die Summenmenge von endlich vielen Relativnullen N,(A), i = 1,2, ..., r beziig-
lich A ist wieder eine Relativnull beziiglich A.

b) Die Vereinigung von Relativnullen beziiglich A ist auch eine Relativnull beziiglich A.
¢) N(A) ~ N(B) ist Relativnull beziiglich A v B, falls {0} < N(A) ~ N(B) ist.

d) N(A) v N(B) ist Relativnull beziiglich A ~ B, falls {0} < N(A) v N(B) ist.

e) Mit A besitzt auch die Menge A~ = {—a | a € A} Relativnullen.

3) Ist B = C, dann werde die ,,Restmenge* erklért als C — B= {d|d € C, d ¢ B}.
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Bewets. a) Das Assoziativgesetz (Satz 1b)) ergibt unmittelbar:
N(A)+ -+ N(A)+ A=N(A)+ - -+ N,_,(A)+ A=---=N,(A) + A= 4
b) Mit Satz 1e) findet man: %JINi(A) +A=U(N(A)+A)=A4
i €l

¢) Durch Anwendung der Sétze 1e) und 1f) und Ausnutzung der Voraussetzung
iiber die Relativnullen N (4) und N (B) findet man:

(A v B) + (N(4) ~ N(B)) = (4 + (N(4) ~n N(B))) v (B + (N(B) ~ N(A)))
s(An(A+ NB))v (B (B+ NA)sAduB

?
beziehungsweise

(Av B) + (N(A) ~ N(B))=(A v B) + {0} = 4 v B.

d) Ebenso wie im Teil ¢) schlieBt man hier:

(4 ~ B) 4 (N(4) © N(B)) = ((4 ~ B) + N(4)) v (4 ~ B) + N(B))
s(A~(B+NA))) v (B~(A+NB))sAv B,

beziehungsweise
(A~B)+ (N(A)v N(B))=2(A~B)+ {0} =4 ~B.

e) Da G eine Gruppe ist, ist z. B. die Menge N = {—n | n € N(A)} eine Relativnull
beziiglich A=, wenn N(A) Relativnull beziiglich A4 ist.

Folgerung 1. Die kleinste Unterhalbgruppe M, die alle gegebenen N,(A), i € I, ent-
hdlt, st auch Relativnull beziiglich A.

Beweis. Sei (iy, . . ., 1,), r = 1, ein r-tupel mit ; € I; dann ist N, (A) + -+ N, (A)
nach Satz 3a) eine Relativnull bezughch A. Bildet man fur alle endhchen r- tupel (1 vy lp)s
i; €I, die zugehdrigen N, (4) + --- + N, (4), so ist

M= (Ny(A) + Nyy(A) + - + N, (4))
r=;l" 1';161
nach Satz 3b) Relativnull beziiglich A und nach Satz 3a) Halbgruppe, die nach Kon-
struktion die verlangte Minimaleigenschaft hat.

Satz 4. Set A = G eine Menge mit Relativnullen. Dann gilt:

a) Diejenigen Elemente n € G, fiir die {n} + A = A erfiillt ist, bilden eine Untergruppe
V(4) von G mit V(A) + A = A.

b) Diejenigen Elemente m € G, fiir die {m} + A S A ist, bilden eine Unterhalbgruppe
W (4) von G, und fir alle m € W(A) ist {m} + V(A) s W(A), d. h. W(A) besteht aus
vollen Restklassen von G modulo V (A).

c) Set N(A) eine Relativnull beziiglich A und sei B = {0} eine Teilmenge von N (A).
Existiert dann ein Element b€ B ~ V(A), so ist B eine Relativnull beziiglich A.

Beweis. a) Seien n,n' € V(A), d. h. esist {n} + A = A und {n'} + A = A. Daraus
folgert man: {n + n} + A={n}+{n} + A ={n}+ A = A. Also ist n + n’' € V(A).
Sodann gilt {0} + A = A. Also ist 0 € V(A). Zum Beweis von {—n} + A = A iiberlegt
man: Seia € A, dannista + n =d€ A. Damit gilta = (—n) + d € Aund a € {—n} 4 A.
Sei umgekehrt b € {—n} + A; daraus ergibt sich (mit Satz 1a) und b)):

b+n€{—n}+ A+ {n}=A4=A4+ {n},
somit b € A. Also ist —n € V(4).
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b) Aus {m;}+ AS 4, i =1,2, folgt
{my+my}+ A ={m}+{m}+ AT {m}+ A% A

Geht man von der Beziehung {m} 4+ V(4) + A = {m} + A $ A aus, dann findet man
weiter {m} + V(4) = W(A). Ferner ist V(4) ~ W(4) = @, also ist {m} 4+ V(A) Rest-
klasse von G modulo V(A4).

c) Wegen b€ V(A)ist{b} + A = A,also A ={b}+ A=sB+ A=sN(A)+ A=A
Damit ist ¢) und folglich Satz 4 vollstindig bewiesen.

Als Ergénzung zu Satz 4 a) und b) seien zwei Beispiele genannt.

Beispiel 3. Zur Menge A, = {r + % +s Vi r ganz; s=1, ganz} gehoren
V(A,) = {r|rganz} und W(4,) ={rn + sl/il n€V(A,); s =1, ganz}.

Beispiel 4. Fir 4, = {r —l——%——l— sV2|r=0, ganz; s = 1, ganz} gilt V(4,) = {0}
und W(4,) ={r + sl/§| r=0,ganz; s = 0, ganz; s + r = 1}.

Folgerung 2. Fiir jede Teilmenge T = N(A) mit mindestens einem von Null ver-
schiedenen Element n gilt: T « {0} ist ebenfalls eine Relativnull beziiglich A. Fir T = {n}
ergibt sich insbesondere {0,n} + A = A.

Beweis. Da nach Satz 4a) 0 € V(A) ist, folgt aus (T w {0}) ~ V(4) = {0} mit Satz 4¢)
die Behauptung.

Folgerung 3. Enthdlt der Durchschnitt (&= {0}) von Relativnullen N,(A), i €1,
I Indexmenge, mindestens ein Element aus V (A) (oder spezieller die Null und mindestens
ein von Null verschiedenes Element), dann ist auch dieser Durchschnitt eine Relativnull
beziiglich A.

Beweis. Aus der fiir alle j€ I giiltigen Beziehung ﬂINi(A) s N;(4) ergibt sich
i€
mit Satz 4¢) (bzw. mit der Folgerung 2) die behauptete Eigenschaft.

§ 4. Endliche Mengen und Produktmengen mit Relativnullen

Satz 5. a) Fiir endliche Mengen A = G mit Relativnullen N(A) gilt: Aus n€ N(4)
folgt A + {n} = A (Ergdnzung zu Folgerung 2).
b) Eine r-elementige Menge A = G besitzt genau dann Relativnullen, wenn in G ein

. .. . .
Element n 3= 0 mit |n| ‘r existiert und wenn A in —— Teilmengen der Gestalt

In|
A,={a,a,+n,....,0,+(|n|—1)n} mit a,€A
zerlegt werden kann. Dabet sei | n| die Ordnung von n.

Beweis. a) Selbstverstidndlich wird von den Elementen der Menge A = {a,, a,,...,a,}
vorausgesetzt, daB a, & a; fir i j, i,j€{1,2,...,r} gilt. Waren nicht sdmtliche r
Elemente a, + n, a, + n, ..., a + n voneinander verschieden, so wiirde daraus die
Gleichheit zweier a;, a; mit ¢ = j folgen. Da A nur r Elemente enthilt, stellt die Gesamt-
heit der a, + n, i = 1,2, .. ., r schon die Menge A dar. Ubrigens erkennt man unmittel-
bar |n | Z 1.
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b) Nach Teil a) kann man sich darauf beschrinken, Elemente n € G mit n = 0
und A + {n} = A zu betrachten. Durch die Bildung der Summen a, + n entstehen alle
Elemente aus 4, und es ist nicht moglich, daB a, + n = q, fiir irgendein i €{1, .. ., r}
wird, da sofort n = 0 folgen wiirde. Daher mu8 ein j, mit 1 < j, < r so existieren, daB

ay+n=ay, G+ n=ay...,a; + n=a, gt (evtl. erst durch Umnumerieren der «,
erreichbar!). Daraus ergeben sich fiir die Menge A; = {a,, a,, ..., a;} = A folgende
Eigenschaften:

@ lnl=5=2
(%) @y —a,| = j, fir i=1,2,...,(,—1) und | a,—a; | = j,
®)a;,=a;,4+ (@C—1n fir t=1,...,];; also
Ay ={ay,a,+n,..,a,+ (In|—1)n},
(6) A, hat die maximale Relativnull
Nt(A)={0,n,...,(|n|—1)n}.
Ist j, <r, dann gibt es ein j, mit 1 < j, < r—j,, derart, daB

@j 1+ 0= Qjygar oo Qi yje T N = a;

erfiillt ist, und wieder gelten die Eigenschaften (3) bis (6) fiir j, statt j,. (Dabei denke
man sich a, durch a; ,, und 4, durch 4, ersetzt.) Es ist N*(4,) = N*(4,); also ent-
halten 4, und 4, gleich viele Elemente.

Ist auch noch j, + j, <r, dann existiert ein j, mit 1 <j, <r—(j, +j,) und
genauso wie fiir j, und j, gelten die obigen Eigenschaften (3) bis (6) jetzt fiir j,, . .. usw.
Das Verfahren bricht (spétestens nach r Schritten) ab. Da jedes a, € A bei diesem Proze8
erfalt werden muf}, wird allein durch die Annahme eines Elementes n € N(4), n =0
die Menge A in |n|/r Teilmengen von A der Gestalt

r
|n|

A, ={a,a,+n..,a,+(n|—On}, t=1,2,...,
zerlegt, und jede dieser Teilmengen besitzt (unabhéngig von t) die Menge
N+(A) = N+(Az) - {O, n...,(ln| _1)n}

als maximale Relativnull. Selbstverstindlich ist eine Zerlegung dieser Art nur moglich,
wenn in G ein Element n 4 0 mit |n |i r existiert.

Da A nichts anderes als die Vereinigung der # Teilmengen 4, < A ist, ergibt
sich mit Teil a) sofort: N*(A) ist beziglich 4 = U , A, maximale Relativnull.
t=1,e0

Beispiel 5. Enthilt die Obermenge G Elemente endlicher Ordnung, dann existieren
stets endliche Teilmengen A = G, die Relativnullen besitzen. Seien a, n € G mit | n | < oo
und |a| < oo, wobei | a| die Ordnung des Elementes a bezeichnen soll. Dann hat
A ={a,a+ n,...,a+ (|n|—1)n} Relativnullen, z. B. N(4) = {0, n,2n,...,(|n|—1)n}.
Speziell sei A die abelsche Gruppe der reellen Zahlen aus [0, 5) mit der Addition modulo 5
als Verkniipfung. Dann gilt |V§| =o0, |1| =5, und N(4) =1{0,1, 2,3, 4} ist eine
Relativnull beziiglich 4 = {/2,V2 +1,...,V/2 + 4.
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Beispiel 6. Sei G die additive Gruppe der ganzen Zahlen 0, 1, . . ., 7 (mod 8). Dann
hat die Menge 4 = {0, 4; 1, 5; 2, 6} = G die maximale Relativnull N*(4) = {0, 4} = G.
(Vgl. Satz 5b).)

Folgerung 4. a) Eine zweielementige Menge A = {a,, a,} = G besitat genau dann
Relativnullen, wenn ein n € G mit | n | = 2 existiert und | a, — a, | = 2 ist.

b) Eine dreielementige Menge A = {a,, a,, a;} = G besitzt genau dann Relativnullen,
wenn ein n € G mit | n | = 3 existiert und | a; — a; | = 3 fiir i = j, i, j €{1, 2, 3} ist.

Beweis. a) Fir r = 2 muB (nach den Eigenschaften (3) und (4) des Beweises von
Satz Bb)) |n|=2und | a,— a,| = 2 sein. Also gilt: A = {a, a 4+ n} und N*(4)={0, n}.

b) Fir r = 3 folgt (aus || |r und den Eigenschaften (3) und (4)) |n] =3 und
la;—a;| =3 fir i<4j, 1,j€{1,2,3}, und es ist A ={a,a+4 n,a+ 2n} und
N*(A) = {0, n, 2n}.

Bisher wurde der Begriff Relativnull allein im Zusammenhang mit Summenmengen

verwendet. Eine andere Moglichkeit zur Gewinnung von Relativnullen liefert der Begriff
der ,,Produktmenge‘. Dazu definiert man:

Definition 3. Gegeben sei eine Menge S = {s, ¢, ...}, deren Elemente mit denen
der Menge G derart verkniipfbar seien, daBl firr alle ¢, b € G und fir alle s €S das Pro-
dukt sa existiert und in G liegt und auflerdem sa 4 sb = s(a + b) gilt. Dann wird §
Operatorenbereich fir G genannt und fiir jede Teilmenge A = G die Menge

s X A=1{sala€A, s€S}
als Produktmenge bezeichnet.

Zum Beispiel ist die Menge Z der nicht negativen ganzen Zahlen ein Operator-
bereich fiir jede Teilmenge einer abelschen Gruppe G.

Satz 6. a) Ist S Operatorenbereich fiir G, so gilt: Fiir alle s € S und fiir alle A, B < G
ist (s X A)+ (s x By=s x (A + B).

b) Mit N(A) ist auch d x N(A), d natiirliche Zahl, Relationull beziiglich A, falls
N(A) A V(A) &0 ist.

¢) Mit A =G ist auch t X A, t Element eines Operatorenbereiches, eine Menge mit
Relativnullen, falls t x N(A) fiir mindestens eine Relativnull N(A) ein von Null ver-
schiedenes Element enthilt.

Beweis. a) Aus s X A = {sa|a€ A}, s X B = {sb|b€ B} folgt mit Definition 3:
(s xA)+ (s x By=1{sa+ sb|a€A,bEB}={s(a+b)|a+b€A+ B}=s x (4 + B).

b) Man beachte, daB d x N(4) =dN(A) ist (vgl. Bemerkung 2) und wende zuerst
Satz 3a) und dann Satz 4¢) an.

¢) Mit Teil a) ist (¢ X A) + (¢ x N(A))=1t x (A + N(4A)) =1 x A.

§ 6. Maximale Relativnullen in G

Definition 4. a) Eine Relativnull N*(A4) beziiglich A = G heit mazimal, wenn
keine Relativnull beziiglich A existiert, die N*(A4) als echte Teilmenge enthilt.

b) Eine Unterhalbgruppe Ut (4) = G, die beziiglich A die Eigenschaft (1) (vgl.
Satz 2a)) besitzt, werde maximal genannt, wenn keine weitere Unterhalbgruppe von
G mit der Eigenschaft (1) existiert, die U*(A4) als echte Teilmenge enthilt.
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Satz 7. a) Fiir jede Teilmenge A = G gilt: Entweder es gibt keine Relativnull besiig-
lich A oder aber es existiert genau eine maximale Relativnull N*(A).

b) Fiir jede Relativnull N(A) beziiglich A, A = G, gilt: N(A) s N*(A) und, falls
0€A ist, sogar N(A) = N*t(A) = A*). Die Null ist stets ein Element der maximalen
Relationull.

¢) Falls A = G Relativnullen besitzt, existiert genau etne maximale Unterhalbgruppe
Ut(A) = G mit 0 € U*(A), die beziiglich A die Eigenschaft (1) besitzt.

d) Die maximale Relativnull N*(A) stimmt mit der mazximalen Unterhalbgruppe
U*(A) = G (mit 0 € U*(A)) iiberein, die beziiglich A die Eigenschaft (1) besitat.

Beweis. a) Angenommen man hétte zwel verschiedene maximale Relativnullen
Nt (A) und Nj(A) gefunden. Wegen Satz 3b) ist auch N;f(A)v Nj(4) Relativnull
beziiglich A. Mit N (4) v Ni(A4) 2 N (A) folgt ein Widerspruch dazu, daB N (A)
maximale Relativnull beziiglich A ist.

b) Angenommen es existiert ein n € N(A) mit n ¢ N*(A), dann ist (nach Satz 1e))
wegen

(V* () v )+ A = (N (4) + A) o ({0} + 4) = A © ({n} + 4) = A

auch N*(A) v {n} eine Relativnull beziiglich 4. Mit N*(A4) v {n} 2 N*(A) ergibt sich
somit ein Widerspruch zur Maximaleigenschaft von N*t(A4). Falls 0 € A ist, folgt aus
der Beziehung fiir Relativnullen (mit Satz 1¢)) noch:

A=A+ N+(4) 2{0} + N*+(4) = N*(A).

Die letzte Bemerkung ist klar, da stets A + {0} = A gilt.

¢) Seien U (A) und Uf(A) zwei maximale Unterhalbgruppen (im folgenden
mit U;" bzw. US abgekiirzt), so daB (1) erfiillt ist. Zuerst sieht man, daB wegen 0 € U},
i=1,2, auch 0€ U] + Uy ist. Weiter ist mit Satz 1g) auch U + UF Unterhalb-
gruppe von G. SchlieBlich folgert man aus A + U; = A und aus der Tatsache, daB
{a} + Ui = A fiir alle a € A erfiillt ist,

{a} + Uf + Uf s A+ Uf = A fir alle a€ A.

Die drei Aussagen zusammen bedeuten: Auch U} + Uy ist eine Unterhalbgruppe von
G mit 0€ U + Uy, die beziglich A die Eigenschaft (1) besitzt. Da nun aber
Uf + U 2U;F + {0} = Uf, i =1, 2, ist, folgt aus der Maximaleigenschaft der U,
i =1,2 sofort: U = U 4+ Uf = Uj.

d) Die maximale Unterhalbgruppe U*(A) mit der Eigenschaft (1) ist nach Defini-
tion 4b) und Satz 2b) eine Relativnull beziiglich 4, und mit Satz 7b) gilt: U (4) s Nt (4).
Fiir jedes von Null verschiedene Element n € N*(A) folgt die Existenz einer Unterhalb-
gruppe U = {0, n, 2n, ...} = n X Z mit den Eigenschaften {a} 4- U = A fiir alle a € A
und U + A = A (vgl. den Beweis von Satz 2a)). Aufgrund der Bedeutung von U*(4)
ist U = U*(A) (beachte die SchluBweise fiir die Menge N*(4) im Beweis von Teil b));
daher folgt mit n € U auch n € U*(4). Somit ist U*(4) 2 N*(4).

Folgerung 5. Dann und nur dann gilt N*(A) = A, wenn A = G Unterhalbgruppe
mit 0 € A ist. Insbesondere ist genau dann N*(A) = G, wenn A = G 1ist.

Beweis. Sei N*(A) = A. Nach Satz 7d) ist N*(4) Unterhalbgruppe mit 0 € N*(4),
womit die eine Richtung schon bewiesen ist. Umgekehrt folgt fiir eine Unterhalbgruppe

4) Die letzte Ungleichung bleibt auch richtig, wenn man an Stelle von 0 € A die schwiichere Bedingung
A~ V(N+(A)) % @ setzt.
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A mit 0 € A nach Beispiel 1) aus §3 stets A + A = A und daraus mit Satz 7b) die
Behauptung.

Folgerung 6. Die maximale Relativnull N*(A) einer Menge A = G ist eine Menge
mit Relationullen und zugleich thre eigene maximale Relationull. In Erginzung zu Saiz &
gilt ferner die Beziehung N*(A) = V(4) v W (4).

Beweis. Da die maximale Relativnull N* (4) Unterhalbgruppe von G mit 0 € N*(4)
ist, stellt die obige Aussage nur einen Spezialfall der Folgerung 5 dar.

Folgerung 7. Fiir beliebige Mengen A, B = G mit Relativnullen gilt:
(7) N*(A) + N*(B) s N*(4 + B).
Sind A und B Unterhalbgruppen von G mit 0 € A ~ B, dann folgt sogar:
N*(4) + N*(B) = N*(A + B).
Bewets. Wegen Satz 1a) und b) gilt:
(A + B) + (N*(4) + N*(B) = (A + N*(4)) + (B + N*(B) = 4 + B,

d. h. Nt(4) + N*(B) ist Relativnull beziiglich A 4+ B. Daraus folgt mit Satz 7b) die
Behauptung fiir beliebige Mengen A, B = G. Im Spezialfall ist wegen Satz 1g) auch
A + B Unterhalbgruppe mit 0 € A + B, so dal sich mit Folgerung 5 ergibt:

N*(A+ B)=A + B=N*(A) + N*(B).
Bemerkung 4. Sind in Folgerung 7 die Mengen 4, B = G nicht Unterhalbgruppen,
dann ist das Gleichheitszeichen in der Ungleichung (7) im allgemeinen falsch. So be-

sitzen etwa die Mengen A = B = RJ[0, 1)———{0, —;—} als maximale Relativnullen die

Unterhalbgruppen N*t(4) = N*(B) = {O, %},
Da A + B = RJ[0,1) ist, gilt N*(4 + B) = R[0, 1). Also in der Tat
N*(A) + N*(B)S N*(A + B).

Die Mengen A = {3,5,6;8,9,10,...} und B ={0,2,6,7;9,10,11,...} sind zwei
Unterhalbgruppen mit 0 ¢ A + B in der (additiven) Gruppe der ganzen Zahlen. Aus
N*(4) ={0,3;5,6,7,...} bzw. N*(B) = {0, 7; 9, 10, 11, . . .} ergibt sich

N*(4) + N*(B)=1{0,3;5,6,7,...}.
Andererseits folgt aus A + B ={3;5,6,7,...} sofort N*(4 4+ B) ={0;2,3,4,...}.
Auch in diesem Beispiel ist N*(4) + N*(B)S N*(4 + B).

Folgerung 8. Ist N(A) eine beliebige Relativnull beziiglich A, dann gilt: Fir alle
n€N(4), n =0, ist

so daB N*t(4) + N*(B) = {0, %} folgt.

U,={0,n,2n,...} =Nt ().
Beweis. Man beachte, daBl mit a € A auch alle Elemente ¢ + n,a + 2n,a + 3n,...
in A enthalten sind.

Folgerung 9. Fiir jede echte Unterhalbgruppe U von N*(A), 0 € U, gibt es Mengen
C<s A, D= N*(A) mit den Eigenschaften A = U + C und N*(A) = U + D.

Beweis. Man wihle fiir die erste Aussage C = A und beachte den Satz 2b). Zur
zweiten Aussage: Wegen Folgerung 6 ist N*(A4) Relativnull beziiglich N*(4), so dal
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nach Folgerung 2 die Menge N*(A) auch die Unterhalbgruppe U = N*(A) als Relativ-
null besitzt. Also gilt: N*(4) + U = N*(A) und damit ist die Richtigkeit der zweiten
Behauptung mit D = N*(A) gezeigt.

Bemerkung 5. Die in den Beispielen 1) und 5) genannten Relativnullen sind

maximal, wéhrend im Beispiel 2) die maximale Relativnull beziiglich A durch
Nt (A) = %im N,(A) gegeben ist.

§ 6. Ausdehnung auf abelsche Halbgruppen

Die Sdtze und Beweise der §§ 2—D5 legen es nahe, anstatt von abelschen Gruppen G
von abelschen Halbgruppen H als Obermengen auszugehen. Bei den meisten Beweisen
wird nur die Halbgruppeneigenschaft der Gruppe G ausgenutzt, die Null wird dagegen
fast iiberall bendtigt. Bei einer solchen Erweiterung miifite der Satz 3e) gestrichen
werden. Die in Satz 4a) fiir jedes A < G definierte Gruppe V(4) miiBte durch die Menge
V(A4) der Elemente n € G mit {n} + A = A ersetzt werden. V(A) ist dann nur Unter-
halbgruppe mit 0 € V(4), so dal die Bemerkung in Satz 4b) ,,/W (A4) besteht aus vollen
Restklassen von G modulo V(A4)* wegzulassen ist. Mit dieser Abschwéchung bleiben alle
bisher bewiesenen Sitze mit Ausnahme des Satzes 3e) richtig, wenn man statt einer be-
liebigen abelschen Gruppe G eine beliebige abelsche Halbgruppe H mit 0 € H zugrunde
legen wiirde. Die Beispiele 1), 4) und 5) der §§ 3 und 4 sind von Anfang an auf Halb-
gruppen als Obermengen zugeschnitten. Als Ergénzung das

Beispiel 7. Die Halbgruppe H = {r + s Vi(mod 5) | r, s € Z} sei Obermenge. Dann
ist auch hier V(H) = {r (mod 5) | r € Z} eine Untergruppe von H, und es gilt

W(H)z{r—l—sl/i(modB)lr,sEZ,sgi}.

§ 7. Relativnullen in G_ und G,

1. G, sei eine aperiodische abelsche Gruppe mit additiver Verkniipfung. Speziell
bildet die Menge der ganzen Zahlen beziiglich der Addition eine solche Gruppe. Hier ist
V(4) = {0} fir alle A = G,. Die von H.-H. Ostmann [2] betrachteten Teilmengen der
Menge Z der nicht negativen ganzen Zahlen sind auch Teilmengen dieser Gruppe G, .
Somit sind, wie bereits in der Einleitung erwéhnt, die nachstehend bewiesenen Sitze
Verallgemeinerungen der Betrachtungen von H.-H. Ostmann.

Alle Sitze der §§ 2—6 haben fiir die Teilmengen von G, Giiltigkeit. Doch sind die
Aussagen der Sitze 5a) und b) und der Folgerung 4 leer. Da auch die additive (abelsche)
Gruppe der reellen Zahlen aperiodisch ist,’gilt dies insbesonderelfﬁr die Teilmengen der
Menge der reellen Zahlen.

Beispiel 8. Die Menge 4 = {1 +V2,1+ 32,1 4+ 4V2,1 +5V/2,...} hat als
maximale Relativnull die Unterhalbgruppe

N*(4) ={0,2-V2,3-V2,4-V2,.. ).
Die Menge N(A) = {0, 2, 4, 6, . . .} ist Relativnull beziiglich
A=[0,1)v[2,3) v[4d)vu v 2n2n+1)v....
Charakteristisch fiir aperiodische abelsche Gruppen ist der nachstehende Satz.

Satz 8. Keine endliche Menge A = G, besitzt Relativnullen.
4‘
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Beweis. Es sei A = G, eine Menge mit Relativnullen und N*(A4) ihre maximale
Relativnull. Dann folgt fiir ein n € N*(A4), n 3 0, und ein a € A, daB die unendlich vielen
verschiedenen (man beachte | n | = ool) Elemente a,a + n,a + 2n,... zu A gehoren.
Also kann A nicht endlich sein.

Bemerkung 6. Die Aussage von Satz 8 gilt, wie man unmittelbar erkennt, im Sinne
von § 6 auch fiir aperiodische abelsche Halbgruppen H .

2. G, sei eine beliebige periodische abelsche Gruppe mit additiver Verkniipfung.
Das Beispiel 5) aus § 4 zeigt, dal hier, im Gegensatz zu Satz 8, endliche Teilmengen
Relativnullen besitzen konnen. Die Aussagen der §§2—6 bleiben auch fir G, richtig,
lassen sich aber hinsichtlich der Voraussetzungen abschwichen bzw. hinsichtlich der
Ergebnisse etwas verschirfen.

Ist U s G, eine Unterhalbgruppe, so gilt fir jedes n€ U, n == 0, hier 2n€ U,
3n€lU,...,(|ln|—1n€lU, |n|-n€U; somit ist —n € U und 0€ U. Also ist in G,
jede Unterhalbgruppe Untergruppe. Zugleich ergibt sich, daB in G, die Voraussetzung
0 € U von selbst erfiillt ist. Die Sétze 2a), b), 7¢), d) und die Folgerungen 5 und 7 sind
daher fiir die Obermenge G, so abzudndern, da8 statt ,,Unterhalbgruppe U mit 0 € U*
einfach ,,Untergruppe U‘* und fiir die Eigenschaft (1) etwa ,,A besteht aus vollen Rest-
klassen nach der Untergruppe U‘* geschrieben wird. Die Folgerung 2 148t sich wie folgt
verschérfen:

Folgerung 10. Jede Teilmenge T mit T + {0}, T == @, einer Relativnull N(A) ist
wieder eine Relativnull beziiglich A. Speziell gilt {n} + A = A fiir alle n € N(A).

Beweis. Fiir jedes a € A gilt
a+n€AdA,..,a+(|n|—1)n=a—n€A.
Daraus folgt: a = (a—n) + n€ A 4 {n}. Also gilt A 4 {n} = 4, so daB
T+ A ="l€JT{n} + A =”l€JT({n} + A=A
ist. Mit T+ A = Nt (4) + A = A folgt die Behauptung.
Die Sétze 4a), b) und 7b) kann man in G, ebenfalls erginzen.
Folgerung 11. Fiir alle Mengen A = G, mit Relativnullen gilt:
(8) V(4) = N*(A) und W(A) = 0.
(9) Ist 0 ¢ 4, so folgt N*(4) ~ A = 0.

Beweis. Der erste Teil ist klar aufgrund der Folgerung 10. Zum zweiten Teil: An-
genommen es gibt ein a € A mit a € N*(4) = V(A). Dann ist auch —a € N*(A4) (wegen
der Gruppeneigenschaft von V(4)). Also ist 0 =a—a €A + N*(A) = A4, im Wider-
spruch zur Voraussetzung.

Bemerkung 7. In beliebigen abelschen Gruppen G ist die Aussage (9) im allgemeinen
falsch, wie etwa das nachstehende Beispiel zeigt:

In der Gruppe G der ganzen Zahlen hat die Menge
A={ny+rir=0,1,2,...; ng€Z, ny =1, fest}
die maximale Relativnull N*(4) = Z, so daB N*(A) ~ 4 = A =+ ¢ gilt.
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§ 8. Relativnullen in R[0, 1)

Die Obermenge R[0, 1) der rationalen Zahlen z mit 0 < z < 1 ist gegeniiber der
Addition modulo 1 eine periodische abelsche Gruppe, also vom Typus G,. Schon in G,
waren erhebliche Unterschiede gegeniiber dem allgemeinen Fall festgestellt worden.
Insbesondere weichen die Relativnullen N (A4) und die dazugehorigen Mengen A in der
Obermenge Z der nicht negativen ganzen Zahlen (vgl. [2]) recht deutlich in ihrer Struktur
von den entsprechenden Mengen in R[0, 1) (bzw. G,) ab. In G, (also auch in R[O0, 1))
kann eine Menge aus endlich vielen Elementen Relativnullen besitzen (vgl. etwa das
Beispiel 5) aus § 4 oder den Satz 5b), was nach Ostmann [2], S. 22, fiir Z nicht zutrifft.
Ebenso muB in G, eine Relativnull nicht die Null enthalten (vgl. die Folgerung 10),
was aber fiir Z (s. [2]) gefordert werden muBl. Fiir den Spezialfall R[0, 1) von G, laB3t
sich leicht ein Beispiel angeben, das sogar beide Abweichungen zeigt:

1 3 1

Beispiel 9. 4 = {—[:, —[;} mit N(4) = {7}

Im folgenden soll nun die Menge R[O0, 1) in bezug auf Mengen mit Relativnullen
niher untersucht werden. Dabei zeigt sich, dafl ein U-Kern einer Teilmenge A von
R[0, 1) (vgl. Bemerkung 3) und zwar als eindeutig bestimmte Menge explizit angebbar ist.

Zunichst seien einige fir das folgende bendtigte Mengen definiert. Es sei (vgl.
1

Definition 3) fiir n ganz, n > 2, F,={0,1,...,n—1}, E, = — X F,.
Dann ist E, eine zyklische Untergruppe endlicher Ordnung von R[0, 1), erzeugt
etwa vom Element o Sei ferner A eine Menge mit Relativnullen und %EN+ (4),

(i, n) = 1. Dann sei bei festem r und fiir beliebiges ganzes ¢ = 1
t; . s
. |-—-€ A, (t;,nq) = 1, t, minimal mod
(10) K(nq,A):%,...,—;q— nq (t;, nq) . q°) ,
7 1 firi=1,...,¢;t, =t (modq) fir i &
ferner K (0, A) = {0} ~ A und

(11) K(E,,A)= U  K(ng, A).
7=0,1,2,...

s Ly Gy

Dann gilt E, = N*(A4). Denn es ist F,, = {ji (mod n) | j € F,} und daher mit —nL—G N*t(A)

auch —1—€N+(A) und % x F,=N*(A). Ferner ist K(ng, A) s A, also auch K(E,, 4)s A.
n
AuBerdem gilt fiir ¢, = g, stets

Denn ist eine der Mengen K (ngq,;, A), ¢ = 1, 2, leer, so ist nichts zu zeigen. Angenommen
K(ng;, A), i = 1, 2, enthielten ein Element gemeinsam, etwa

21 ry _ b Ty
qln+n_q2n+n’
dann miillte

(@281 — q1t2) = 4192(r; — ry) (mod ¢,¢,n)

k; -
5) ,,;; minimal mod ¢* bedeutet, daB fiir alle 7,,‘;‘6 A mit 0 < k; < ng, (k;,ng) =1, ky=1; (mod q)
stets 0 < t; < k; gilt.
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gelten, woraus sich ¢,/(¢,t, — ¢,t,), ¢ = 1, 2, ergidbe. Also wire ¢,/g, und ¢,/q,, im Wider-
spruch zu g, = ¢,.

SchlieBlich 148t sich zeigen, daBl ¢’ < @(¢) sein muBl. Da diese Aussage hier keine
Rolle spielt, wird der Beweis im Anhang dieses Abschnittes gebracht.

Satz 9. Unter den gemachten Voraussetzungen gilt:

a) K(E,,A)+ E,= A.

b) Fiir alle t€ K(E,, A) ist (K(E,, A) —{t}) + E, < A.

Bemerkung 8. Die Eigenschaft a) liefert eine Zerlegung (2), wie in Satz 2b) gefor-

dert wird. Die Eigenschaft b) bedeutet, da K(E,, A) der (eindeutig bestimmte) E,-
Kern von 4 im Sinne von Bemerkung 3 ist.

Mit Riicksicht auf die in R[0, 1) zugrunde gelegte Verkniipfung ist Gleichheit
zwischen rationalen Zahlen stets als Kongruenz modulo 1 zu verstehen.

Beweis von Satz 9. a) Wegen K(E,, A) = A gilt mit Satz 1c¢):
KE, A+ E,csA+E, A+ Nt 4) = A.

Ist 7’;— mit (i, @) = 1 ein beliebiges Element von A und etwa %E N*(A), dann gilt:

Fiir alle r=1,...,n ist

i +r a
i r_ (an (a, n)
(12) A> " + = a .
(a,m)
Da die Kongruenz EaT)r = ((a—an)_’ n) (mod n) fiir mindestens ein r mit 0 <r <n

losbar ist, folgt fiir dieses r

. n a a . n a
(e @ ™) = (g + ) =t
Also existiert ein r mit (s. (12)):

i,r_J e
(13) z"l'n—anA’ Q—(a’n), (]’nQ)_l

Fiir jeden anderen Bruch %E A mit k = j (mod ¢) folgt

k _j+k—j_Jj  k—j 1 _
g = e = €A+ E,= 4.

Also muB} wegen (13) in K(ng, A) einer der Briiche ;]!7 €A mit (j', ng) =1, j'=j (mod q)

vorkommen. Es ist daher fiir alle s € F,

' +sq_j | s
g — g + o € K(E,, A) + E,.

Dies liefert fiir s = —]——q-—]————r (mod n) wegen (13):
Joi=r_r_J_r_
e = L ek(E, ) 1 B,

Also ist A= K(E,, A) + E,,.
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b) Das aus K(E,, A) gestrichene ¢t kann in der Form ¢ = ?5!— mit passendem ¢

und (i, ng) =1, n_LqG A angesetzt werden. Fiir dieses ¢ enthilt K(ng, A) — {f} kein

Element der Gestalt 7;'?, (t',ng) =1, i = i(mod ¢), da hiochstens ein Element dieser
Art in K(ng, A) vorhanden ist. Wiirde nun in der Aussage von Satz 9b) das Gleichheits-

zeichen gelten, so gibe es ein ?kr—EA mit (k, nr) =1 derart, daB gleichzeitig

—r—&k?E K(E,, A) — {t} ist. Daraus folgt die Existenz eines Elementes —']"—E E, mit

i—{—l—ztz—L— oder ko1 _i—ig oder _k_: L
nr ' n n

nr ng n ng r q

Aus (i,ng) =1 und (k,nr) =1 folgt (i—jq,¢) = (i,q) =1 bzw. (k,r) = 1. Daher
ergibt sich r=¢ und k=1i¢—jg =1 (mod ¢g). Also wire 77% € K(ng, A) —{} mit
(k,ng) =1 und k =i (mod ¢), im Widerspruch zu dem zuvor Bewiesenen.

Bemerkung 9. Fiir das bei vorgegebenem N*(A4) kleinstmogliche n = 2 wird (nach
Bemerkung 3) der E,-Kern von A (aus Satz 9b)) zum Kern von A schlechthin, und
E, heifit dann eine erzeugende Relativnull (vgl. [2], S. 24).

Beispiel 10. Sei
A_{1,1+6',1+2-6’,...,1+5-6’

61’+ 1

r=1,2,3,...}.

Dann ist

1 1 1 2 5
+ — - - - 2
N(A)_{O7673121316}'

Zuerst sei n = 6 gewdihlt. Die einzigen nicht leeren K(6¢, A), ¢ € Z, sind die Mengen

K@®6-6",A)= {6’1“} fir r > 1.
Der E;-Kern von A ist also die Menge
K(Eg, A) ={—é7 r=2,3,...}.

Geht man statt von E, von der erzeugenden Relativnull E, (vgl. Bemerkung 9) aus, d. h.
ist n = 2, dann haben die nicht leeren K(2¢, 4), ¢ € Z die Gestalt

K(2-3-6, 4) ={1’1 +66;+11+2'6 } fir r > 1,
und der E,-Kern von A ist durch
T 1 2 .6"
K(EzyA)={1,1+66:-+1+ Y‘=1,2,3,...}

gegeben; K (E,, A) ist der Kern von A schlechthin.

Der Satz 9 sei noch fiir N*(A4) statt fiir A formuliert, denn nach Folgerung 6 ist
N*(A) eine Menge mit Relativnullen, genauer N*(A) ist zu sich selbst maximale
Relativnull.
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Folgerung 12. Unter den Voraussetzungen und in den Bezeichnungen von Satz 9 gilt:

a) K(E,, N*(A))+ E, = N*(A).

b) Fiir alle t€ K(E,, N*(A)) ist

(K(E,, N*(A) —{8) + E, T N*(4).

AbschlieBend werde an zwei einfachen Féllen gezeigt, wie einschriankend sich die
Vorgabe einer bestimmten Menge N, die Relativnull beziiglich A £ R[0, 1) werden soll,
auf die Menge A auswirkt.

Satz 10. a) Ist in einer Menge N als Tetlmenge von R[0, 1) jede natiirliche Zahl

als echter Nenner mindestens einmal vertreten, dann kann N nur noch Relativnull beziiglich
der ganzen Menge R[0, 1) sein.

1 1 1 1
b) Wenn N = {’2—,—3",?,.. . —’;,
beziiglich solcher Mengen A = R[0, 1) Relativnull sein, fiir die ein Element b € A existiert
mit b &= 0 und
i
e

{%E(i,a):i, 0<—<1, pl@)= 0}%1‘1!‘&’0“‘

P Primzahl} ist, dann kann N hichstens

(i, a) =1, 0<%<1, pla) = il}sA fiir 0€ 4,

Beweis. a) Mit der Menge NV besitzt eine Menge A, die IV zur Relativnull hat, nach
Folgerung 8 auch N*(A4) = R[0, 1) als maximale Relativnull.

b) Nach Folgerung 8 gehort mit —;—EN (A) gleich die ganze Untergruppe

E,= 1 x {0,1,...,p—1} zur maximalen Relativnull N*(A4). Weiterhin folgt aus
p
}‘)Le N*(A), (i;,p) =1, p;Primzahl, j="1,...r

J

mit p, &= p, fir s ==t und P = '—1H p, sofort

_i_l_ ﬁ.:i(i_lz._l_o--_l__i_—p_)gN’FA

P + + P, p ! P ’ P, B ( )
Y . P .
mit (i, — + -+ + L,?, P) =1, so daBl die von N erzeugte Untergruppe

1 r
vy = lo 2l py =
N*(A) —{0, B (i, P) 1}

als kleinste maximale Relativnull in Frage kommt. Ist 0 € A, dann folgt mit Satz 7b)
(N*(4) = A!) die Behauptung. Ist dagegen 0 ¢ A, dann wende man die Aussage (9)
der Folgerung 11 an.

§ 9. Anhang. Beweis fiir die Aussage ¢’ < ¢(q)

1. Jede Restklasse {;tq—} + E,, (t,nq) =1, enthilt genau (’:pf_?q%)“ gekiirzte Briiche

mit dem Nenner ng.
Alle Elemente einer solchen Restklasse haben die Gestalt t—_—%{ﬂ, r€F,. Daher

braucht man zum Beweis der Zwischenbehauptung nur zu untersuchen, wie viele Zahlen
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r € F, mit der Eigenschaft (t + rg, ng) = 1 existieren. Sei n = IT p*- K und ¢ = Ip' L
mit (p, K) = (p, L) = (K, L) = 1. Da (t,9) = 1 und (t + rq, IT p*) = 1 ist, gilt es, die
Anzahl derjenigen r€ F, mit (¢ + rq, K) =1 zu finden. Durchliuft r die Werte

0,1,...,n—1 dann ergeben die Zahlen t + rq genau % vollstindige Restsysteme
modulo K. Jedes dieser Restsysteme modulo K enthdlt ¢(K) zu K und wegen

(¢+rq, IT p’) =1 auch zu n teilerfremde Zahlen. Also sind unter den FElementen

t+rq, r=0,1,.. —1, genau T{_ @(K) zu n teilerfremde Zahlen enthalten.

Da einerseits % @(K) =II p*. ¢(K) und andererseits auch

i+ _i . .
png) M7 (1 p) A

el Hpi(l_%).(p(L)

=1II p*- p(K)

gilt, sind in jeder Restklasse { }—l— E,, (t,nq) =1 genau (;v(( g) gekiirzte Briiche mit

Nenner ng enthalten.

2. Fir alle Elemente einer Restklasse {%} + E, gilt wegen

Jo_t o _ttrg
nq_nq+n_ ng

stets j =t mod ¢). Also ist in K(ng, A) hochstens ein Element einer festen Restklasse
t
{-n?} -+ E, enthalten.

3. In RJ[0, 1) existieren genau ¢(ngq) verschiedene Briiche _ns_ mit (s, ng) = 1, und

nach 1. enthélt jede Restklasse { }—l— E, genau (p(( g) solcher Briiche —,;q— Also gibt

es ¢(q) voneinander verschiedene Restklassen der Gestalt {n—tq} + E,, (t,rq) =1. Mit

2. folgt, daB K(ng, A) hochstens ¢(g) Elemente %q— mit (¢, nq) =1, t, £ t; (mod q)
fir ¢ == enthalt.

Bemerkung 10. Die Betrachtungen iiber Mengen mit Relativnullen bilden nur
einen Bruchteil der gesamten gewdhnlichen additiven Zahlentheorie (beziiglich der
Menge Z der nicht negativen ganzen Zahlen). Daher wire es wiinschenswert, auch die
anderen Grundbegriffe der additiven Zahlentheorie (vgl. z. B. [4] oder [2]) (etwa finite,
asymptotische und natiirliche Dichte; Basis, Ordnung, wesentliche Komponente) auf
geeignete abelsche Gruppen, insbesondere auf die Sonderfille der Mengen rationaler
Zahlen R[0,1) und R(—oo, + o0), zu iibertragen. H.B. Mann (An addition theorem
for sets of elements of abelian groups, Proc. Amer. Math. Soc. 4 (1953), S. 423) hat fiir
endliche abelsche Gruppen G eine Abschitzung der Elementeanzahl einer Menge
C = AB = {ab|a€A,b€ B} durch die Elementeanzahlen der Ausgangsmengen 4 < G,
B = G angegeben.

Journal fiir Mathematik. Bd. 232 b
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Ein Kuzminscher Satz iiber den Jacobischen Algorithmus

Von Fritz Schweiger in Wien
Herrn Professor Dr. Hans Rohrbach gum 65. Geburtstag

In einigen vorangegangenen Arbeiten ([2], [3] und [4]), die sich mit den ergodischen
Eigenschaften der Transformation 6 des Einheitswiirfels in sich

z, [xz] 1 [ 1 ]
2 —|Z22|,...,——|—]| sonst
6($1, e Zy) =1 T Ty Ty Ty
0 fur (z4,...,2,) =(0,0,...,0)

beschiftigt haben, wurde unter anderem bewiesen: Es gibt ein beziiglich 6 invariantes
und beziiglich des Lebesgueschen Malles L dquivalentes Mal} u, welches, da é unzerlegbar
in bezug auf L ist, 1-deutig bestimmt ist. — Leider ist es mir bis jetzt nicht gelungen,
eine ,,explizite’* Gestalt dieses MaBles u anzugeben. Es ist daher bemerkenswert, dal sich
unter einer Zusatzvoraussetzung, deren Richtigkeit hochstwahrscheinlich ist, ein

Analogon zu dem bekannten Satze von GauB-Kuzmin beweisen 146t. Die Voraussetzung,
die ich Kuzminsche Bedingung nennen will, lautet:

Die Dichte o = o(z,, . . ., ,) des invarianten MaBles u besitzt beschrinkte partielle
Ableitungen 1. Ordnung. d. h. es gilt:

do
1) £ < A.

Aus dem Satz von Radon-Nikodym wissen wir nur, daB ¢ € L, ist. — Der Einfachheit
halber beschrdnken wir uns nun auf den Fall n = 2. Es ist dann

2 ) = (ﬁ_ [ﬁ} e [AD fiir (2,,2,) + (0, 0)
Z, Ty
und wenn wir
_[# NES
a0 = lx1] » o) = l%]
und induktiv
o) (@) = a,(8"12), 4P (z) = a,(6" 'z
setzen, so sei wie immer
BO = {(z,,7,)]0 <z, <1,0 <z, <1}

BOHEY, .. k) = {z € BO | a(x) = kP, u=1,.. .9}
5*
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Es ist dann
6~': B pW
gegeben durch

-1 _ 1 k1+x1)
) (xl’xz)_(kz‘F%, ky+ 2z, )"

Wir teilen nun das Einheitsquadrat B in zwei Gebiete:
I ={(z, 7)) |0 <, <1, 2, S 2, <1}
I, = {(x4,2,) |0 <2, <1, 0 <z, <3},

Man sieht nun, daB wenn (z,, z,) € I, in 6~ '(z,, z,) alle zuldssigen Werte fiir &k, und k,
auftreten konnen, nédmlich

O0=ki=ky,, 1=ky<oo.
Ist hingegen (z,z,) € I,, so treten in 6 !(x,, z,) nur folgende Werte auf:
0=Fki<ky,, 1=k, <oo

d. h. k, = k, kann nicht vorkommen. Denn da stets (&, + z,)/(k, + x,) <1 sein muf,
ist fiir k, = k, doch z, < x, erforderlich. Fiir den Fall n > 2 mufl man den Einheits-
wiirfel B in mehr solche Gebiete zerlegen.

Ist nun E < I,, t = 1 oder 2, ein meBbarer Bereich, so gilt:
u(E) = f Ef o(zy, xz)dxldxzﬁf E'[ 0 (zq, ;) dz,dz, =6_£ JQ(xlvxz)dxldxz-

Ist nun E < I,, so ist dies weiter gleich

1 k, + xl) dr,dz,
k.g,ogfsk, .[Ef ¢ (kz +z, kyt+xy) (ks + )

ist E < I,, so ist dies weiter gleich:

1 ky + xl) dz,dz,
k,zgll ogk‘,s;k, ff Q<k2 + 3y " kg xy) (k4 @y)®

Demnach gilt fiir die Dichte ¢ die Funktionalgleichung

1 k, + x1> 1 )
= f €
(23) Q(xlv xz) kél og%gk, Q(kz _l_ xz bl k2 + xz (kZ + xz)s H ur (xlv 332) 117
B 1 k, + xl) 1 )
D) elmnr) = 2 3 elpae R gy T @ua €l

Es sei nun o (z) eine monotone Funktion mit
(3) 1. o(x) >0 filr z—> oo
2. diam B®(z) < o ().

Da der Jacobische Algorithmus fiir alle z € B konvergent ist, geht der Durchmesser
diam B®, fiir jedes x € B nach Null, weswegen eine solche Funktion existiert. Es gilt
nun folgender Satz:
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Satz. Wenn o(z,, x,) auf B die Kuzminsche Bedingung erfiillt und f,, f,, f,, -
eine Folge reeller Funktionen auf B ist, wobei die f, den Rekursionsgleichungen

1 ki+x 1
( a) fn+1(x17 xz) kél og%gk, f”<k2 + xz 1 k2 + x2> (.’132 + k2)3 (xu xz) E Il
1 ky +z 1
41) = 1 2
( ) fn+1(x17 xz) k,z_Z_:I ng;k, fn( k2 + (132 ’ k2 + xz) (kz __|_ xz)g (xlv xz) E 12
geniigen, ferner die Bedingungen
of of
<t < 0| Lo 0
O0<m<Zfo<Mauf B | 3z, <N”ax.~,‘ <N
erfillt sind, so gilt
(5) | fal@s 20) — a(@y, 25) | < b(e™™ + (V)

mit Konstanten a, b und 4 > 0.

Beweis. Der Beweis verlduft wie in [1]. Daher werden nur diejenigen Schritte aus-

gefithrt, wo eine leichte Abweichung auftritt. Zunéchst gelten die folgenden Behaup-
tungen:

PR (SR VTN O B 1
(@)  fal@y,3) = & fo( (n—l-l) (n) - ::) 2)- (n+1) (n) (n)

+ 05 Ty + g Z, (@5 4+ oYz, + off2,)°
Die Summation lduft dabei iiber die jeweils zuldssigen £, . . ., k™ je nachdem ob (z,, z,)
aus I, oder I, ist. Die o sind rekursiv definierte GroBen, deren Bedeutung in fritheren

Arbeiten ausemandergesetzt wurde. (a) wird durch vollstindige Induktion bewiesen.
Man beachte:
1 ki +z
(n+1) () (m) 11T *1
wRT o k2+x2+w72 k + z,
1

By e (03 0k, + o302, + off) + 0Pk, + of ;)
2 T Ty

(w(n+2) _[__ w;jll+1)x1 _|__ w;g-l—l)xz)

- 1

N

fu |

(b) 3,
ol 4+ oMz,
o@D L zw(m

< e¢;Na(n) + ¢, M

Sei u, =

, dann ist nach (a):

(n)
f = 2 fo(un u2)An1
wo 4, = (o™ + 2 0Pz i

Da gliedweise Differentiation nach dem folgenden erlaubt ist, schreiben wir

(n) (n)
a’l"=2{af°-a—”—1+aai Buz}A + 2o

ox; du, ox; u, ax
™
Ba_ofp— el oy (2 )
o, otV + oz, + wgé)xz oy + o1, + offz, \ of
; da| = L(B™) ist, denn es ist ja
7

n, f”
ff A, dz,dz, — L(B' »”I%’&c,‘

&" p(n)

< 2¢;Na(n) + ¢y M, daZ L(B™) =1 ist.
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(c) Aus to(zy2,) <f, < To(zy,m,) folgt to(xy, Zy) < fnpy < Te(z;,z,). Ist aus
(2a), (2b) und (4a), (4b) klar!

(d) ff fu(®1, %) dz dTy = ff fo(Z1, %,) dz,dz,
B(0) B0)

Folgt aus (a). —

Aus der Voraussetzung 0 < m < fo < M und der Tatsache K, < o(z,, z,) < K,
(w ist zu L dquivalentl) folgt: go(x,, x,) < fo(z,, x,) < Go(z,, ,) fiir konstante g, G. Wir
bilden nun die Hilfsfunktionen

(63) (pnzfn_—g@(xl,a&)
(6b) Yu = GQ(xli xz) —fn'
Es ist

) )
@, (21, 2;) = 2 o(uy, u))4 > ¢y & @o(uy, uy) - L(BY),
denn es ist ¢,L(B”) < 4, mit 0 < ¢, < 1 (vgl. [4]).

Nach dem Zwischenwertsatz ist

)
[ otes, 2)dssdz, = 3 g0l 5 L(BY),
wo B* ein passender Teilbereich von B sei, und demnach

@,— €y ff Podz,dz, > ¢y & {Po(21, 25) — Po (21, 2)} L(BY).
Nun ist

| @0(215 35) — @o(21, 2) | < e5(V 4 gA)a(v) fiir (z,, 25), (21, 25) € B®

nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung. An dieser Stelle und nur hier wird die
Kuzminsche Voraussetzung verwendet. Man sieht, daBl die Lipschitzbedingung

le(z1,25) —e(21, %) | < B[ z2—2"||

dasselbe leisten wiirde! Im ganzen ist daher
@, > ¢, [[ @odz dz, — ceo (v).
Setzt man ¢, [ [ g,dz,dz, = 1 > 0, so ist
(74) @, > 1—cgo(v).

Analog erhilt man mit

¢y [ [ wodzdz, =1
die Abschatzung

(7b) p, > —c,0(v).
Daraus folgern wir:
fa—ge >1—¢40(n),

J— cs“(n) ._L__EG_
g(xl, .’172) Q(xl’ xz)) > Q(xlv xz) (g + Kz Kl G(n)) .

Fiir n = n, ist daher g, = g + IK;' — ca K7 0(n) > g

f,.>ge+l—cea(n)=e(g+
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Ebenso gilt

, U c U c
Go—f,>1—c —f > , (_ 4+ ) ( —_ 4
o—f 20(n) —f, >0(zy, 2,) (—G o 0 o(n)|f, <elG K, + K, a(n)
und fiir n = n,

G,=G—UK;'+ ¢;K{lo(n) < G.
Es ist

Gi—8.=G—g— (4 U)K3* + (cg + ¢;) Kilo(n).
Da

L+VU=c¢, ff (po + o) dz,dz, = ¢, ff (G —8)o(2y, 25)dz,d2, = ¢,(G —g)

B0 B0
ist, so folgt
G,— 8. =(G—g) (1 —K3'c,) + csa(n);
da0<e, <1, K,=>1gilt,s0ist0 <g=1—K;'¢c, <1.

Demnach ist

(8.1) Gi— 81 = (G—8)q + cso(n).
Es war go <f, < Gp, wobei %i"— < N vorausgesetzt war. Fiur n>=n, gilt
i

gafc" < ¢;No(n) + ;M < P etwa. Durch Iteration des Vor-

gangs sieht man (man beachte, da P von n unabhingig ist!).

g0 < f, < G0, wobei

820 < fan < Gyo
mit
81 <8 <G, <G,
und
(8.2) Gy, — g2 = (G —£1)q + ¢y0(n),

wobei ¢, sich aus ¢, und P etc. analog zu vorher, nun aber fiir die weiteren Iterations-
schritte fest, ergibt.

Durch Iteration gelangt man zu Folgen G, und g,, die strikt monoton fallen bzw.
wachsen und fiir die gilt:

B8.1) G, —g < (G,_y—8_1)q+ co(n) < ¢ (G—g)+coo(n) (¢ +¢7%4 - - +1)
< (6 —8) + g o),

das heifit
G, — g = ¢ + ¢yy0(n),
woraus lim G, = lim g, = a folgt.
Letztlich folgt daraus fiir r = n:
9) | fu— a@ | < Ky(cyoe™ + cyy0(n)).
Daher ist

a=1lm [ [ fu(z,2,)dz,,dz,.
n—>ow B(o)
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Fir n? < N < (n + 1)® folgt aus (9) mit Hilfe von (c):
lfy—ael < b(e—lvi”i‘ U(Vjv—)) mit b = max (K,Ki" ¢y, K, K7 ¢yy).

Bemerkung. Da fir n =1, d.h. fir den Fall der gewthnlichen Kettenbriiche
o(z) = exp (—(z — 1) log 2) brauchbar ist, kann der Term 0(1/7{) in den Exponentialterm
gezogen werden weswegen im Fall n» = 1 die Aufspaltung in die zwei Terme (exponen-
tieller Anteil und Anteil, der sich aus der Konvergenzgeschwindigkeit des Algorithmus
ergibt) nicht zu bemerken ist. Welche Funktionen ¢(z) fiir n = 2 brauchbar sind, ist
unbekannt.
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Einleitung

Der Korper R der reellen Zahlen besitzt drei kommutative Ringerweiterungen vom
Rang 2, bei denen die reelle Zahl 1 Ringeins ist: Den Korper C der komplexen Zahlen,
den Ring D der dualen Zahlen, den Ring A der anormal-komplexen Zahlen. Zu C gehort
die ebene Mobius-Geometrie M(R), zu D die ebene Laguerre-Geometrie L(R) und zu A
die zweidimensionale pseudo-euklidische Kreisgeometrie A(R). Die Geometrien M(R),
L(R), A(R) konnen nacheinander interpretiert werden als Geometrie der ebenen Schnitte
einer Kugel, eines Kegels, eines einschaligen Hyperboloids (s. U. Graf [10]). Dabei werden
nur solche ebenen Schnitte zugelassen, die mehr als einen Punkt enthalten und die dar-
iiber hinaus im Falle des Kegels keine Gerade tragen und deren Trégerebenen im Falle
des einschaligen Hyperboloids nicht selbstkonjugiert sind. Wahrend polymorphe Typen
zu den Geometrien M, L mehrfach untersucht und gekennzeichnet wurden (s. die zu-
sammenfassenden Berichte Benz [4], Benz-Méurer [8]), ist dies fiir den Fall der Geo-
metrie A bisher unterblieben. Die vorliegende Arbeit beginnt damit, diese Liicke zu
schlieflen.

In §1 geben wir eine (auch fiir den klassischen Fall neue) Definition der ebenen
pseudo-euklidischen Kreisgeometrie A (&) iiber einem beliebigen kommutativen Korper
® von Charakteristik 4 2. Die unserer Definition zugrunde liegende homogene Beschrei-

Journal fiir Mathematik. Bd. 282 6
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bung der pseudo-euklidischen Geometrie mit Hilfe der projektiven Geraden iiber dem
Ring & der anormal-komplexen Zahlen iiber & ist ein Hauptresultat der vorliegenden
Arbeit. Eine inhomogene Beschreibung der klassischen pseudo-euklidischen Geometrie
mit Hilfe des Ringes A hat schon U. Graf [10] gegeben; natiirlich erfaBt er hierbei un-
endlich viele Punkte des einschaligen Hyperboloids nicht. Wihrend der Begriff der
projektiven Geraden uiber einem lokalen Ring (wie er in der Laguerre-Geometrie gebraucht
wird) nahe lag nach ringgeometrischen Untersuchungen von Hjelmslev [11] und Klingen-
berg [13], ergab sich der von uns bendtigte Begriff der projektiven Geraden iiber einem
(nicht notwendig lokalen) Ring aus ringgeometrischen Untersuchungen von D. Bar-
bilian [1], [2]: Geordnete Paare (z,,x,) tiber dem kommutativen Ring & mit Eins-
element werden als Punkte angesprochen, bei denen das durch z,, x, erzeugte Ideal der
Ring Q ist.

In §1 werden neben dem bereits Geschilderten noch Transitivitits- und Ver-
kniipfungseigenschaften der Geometrie A (&) bewiesen. Man hat hier zwei Parallelitiits-
relationen auf der Menge der Punkte zu betrachten: Wir sprechen von Plus-Parallelitit
und Minus-Parallelitdt. H. Beck hat in [3] ein sehr schones Modell der Geometrie der
Kreise in der Minkowskischen Ebene angegeben; es handelt sich um die Geometrie der
orientierten Geraden (Pfeile) und der Zykel (orientierte Kreise, Abstandskurven, Grenz-
kurven) der hyperbolischen nichteuklidischen Geometrie. Er spricht dabei von «-Paralleli-
tat und w-Parallelitit.

Da die in § 1 gegebene Definition der pseudo-euklidischen Geometrie, spezialisiert
auf den Fall & = R, nicht die klassische Definition ist, zeigen wir in § 2 die Isomorphie
von A(®) zum — geeignet abgeschlossenen — verallgemeinerten klassischen Modell.
Interesse beansprucht der hier vorgeschlagene uneigentliche AbschluB8 der pseudo-eukli-
dischen Ebene. Einen uneigentlichen AbschluB8 der klassischen pseudo-euklidischen
Ebene gibt schon L. Tamassy [20] an. :

In § 3 betrachten wir ein weiteres Modell der pseudo-euklidischen Geometrie iiber
einem beliebigen Korper von Char & = 2, das der Punkte und ebenen Schnitte eines
einschaligen Hyperboloids im dreidimensionalen projektiven Raum iiber dem Korper K.

In §4 studieren wir zwei (8;, 6,)-Konfigurationen, die Biischelsatz-Konfiguration
und die Miquel-Konfiguration. Der Satz von Miquel ist eine spezielle Aussage iiber
pseudo-euklidische Winkel. Diese werden allgemein in §5 eingefithrt und untersucht.

In § 6 geben wir die Automorphismengruppen der Geometrien A (®) an. Es handelt
sich also hier insbesondere um den Nachweis des von Staudtschen Theorems der pseudo-
euklidischen Geometrie.

Der § 7 ist einer Axiomatik der ebenen pseudo-euklidischen Geometrie A(f) vor-
behalten. Mit dem axiomatisch gefalten Begriff der pseudo-euklidischen Ebene wird
gezeigt, daB die Klasse der Geometrien A(R) identisch ist mit der Klasse der pseudo-
euklidischen Ebenen. Merkwiirdigerweise wird unter den einfachen geometrischen Eigen-
schaften, die die Algebraisierung erzwingen, nicht der Beriihrsatz (Eigenschaft (4) in
Satz 1. 3) benétigt. Er kann also erschlossen werden. Damit ist ein Studium von Nicht-
Beriihrsatz-Geometrien (pseudo-euklidischer Natur) nur unter Verzicht auf natiirliche
geometrische Eigenschaften der pseudo-euklidischen Geometrie méglich. Insofern nimmt
die pseudo-euklidische Geometrie eine Sonderstellung neben den Geometrien von Mobius
und Laguerre ein (3. Benz [4], Benz-Méurer [8]). Natiirlich liegt der tiefere Grund fiir
diese Sonderstellung darin, daB die beiden Parallelitédtsrelationen der pseudo-euklidischen
Geometrie den Rang 2-Charakter der Geometrie bedingen.
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§ 1. Die Geometrie A(%)
Sei & ein beliebiger kommutativer Korper, sei § der Ring der anormal-komplexen

Zahlen iiber &, d.h. die Menge der Matrizen (Z Z), a,b € ®, unter Zugrundelegung

von Matrizenaddition und -multiplikation. & ist in der Form

{(’5 Z)'ke.@}l) in ¢

isomorph eingebettet. Identifizieren wir das Element % € ® mit (lg 2)6 Q und benutzen
wir fir das Element ((1) (1))6 £ die Abkiirzung j, so haben die anormal-komplexen

Zahlen iiber & die Gestalt a + bj, a, b € ®, wo j die anormal-komplexe Einheit mit jZ = 1
ist. Der Idealverband von & hat das folgende Aussehen

L
o
7N
+ Q oI
O
0

im Falle, dall die Charakteristik von ® von 2 verschieden ist. Dabei ist
I, =80+ )=l +) ke

und I_ = ®(1 —j) gesetzt. Ist Char & = 2, so ist € ein lokaler Ring und isomorph zum
Ring der Clifford-Zahlen tiber ®. Die nachfolgend gegebene Definition der Geometrie
A(8) reduziert sich in diesem Fall auf die der Laguerre-Geometrie itber dem Korper &.
Wir schlieBen deshalb ein fiir allemal fiir die vorliegenden Untersuchungen den Fall
Char & = 2 aus. Ist R die Einheitengruppe von &, so hat man also die Zerlegung

I

L=RoI vl mitR~(I vl )=0¢und I, ~I_={0}
Ferner stellt 1, - I_ das Nullideal dar.

Wir nennen jedes geordnete Paar (u,v), u,v € & einen pseudo-euklidischen Punkt,
wenn nicht beide Elemente u, v im selben Ideal I, oder I_ liegen. Die Punkte (u, v),
(u’, v') heiBen genau dann gleich, wenn es eine Einheit r € ® mit u’ = ru, v’ = rv gibt.
Die Punkte (u,v), (u’,v") heiBen zueinander p-parallel (,,plus-parallel’), in Zeichen
(2, ) I, (@, v'), wenn

€1, s,
und sie heiBen m-parallel (,,minus-parallel*), in Zeichen (u, v) ||_ (u’, v'), wenn

| € I_ gilt.

Diese Parallelititsdefinitionen hingen, da I, I_ Ideale sind, nicht von dem gewéihlten
Reprisentanten (ru,rv), r € R, des Punktes (u,v) und dem gewihlten Reprdsentanten
(r'u’,r'v'), r' € R, des Punktes (u’, v') ab.

1) Die Menge der Elemente g einer Grundmenge & mit der Eigenschaft € schreiben wir in der Gestalt {g| €}.
6!



44 Benz, Geomelrie der Kreise in der pseudo-euklidischen Geometrie
Hilfssatz 1. 1. Die Relationen ||, ||_ sind Aquivalenzrelationen auf der Menge P
der pseudo-euklidischen Punkte.

Beweis. Dies zeigen wir fiir den Fall der p-Parallelitdt: Reflexivitdt und Symmetrie
liegen auf der Hand. Zur Transitivitit:

Sei (1, 9) ||, (@, v'), (@, ) ||, (u”,v"). Sei D = : Z . Dann gilt jedenfalls
R § 2 ) Llu v u v
(1) u D =u un "’ - u/ v + u uu ’U” e I+
und
i |8 alu v u v
(2) v D =77 r ’U” - ur T)I + v uu 1)” E I+'

1. Fall: u’ reguldr oder v' reguldr. Aus (1) resp. (2) folgt dann D € I,. 2. Fall: u’
irregulér und o’ irregulér. Da (u’, v') ein Punkt ist, liegen die Elemente u’, v’ nicht im
gleichen Ideal I, oder /_ und wegen & = R v I o I_ liegt also genau eines der
Elemente u’,v" in I, und genau eines in I_. Sei das in /_ liegende Element mit a be-
zeichnet. Wegen a ¢ I, ist @ &= 0. Aus a € I_ folgt aD € I_. Mit (1) resp. (2) hat man
also aD =0, wenn man I ~ I_ = {0} beachtet. Aus aD =0, a =0, a€I_ folgt
1—j)D=0,d.h DEI,.

Wir betrachten die Substitutionen

L
e’ = anyx + ag,y

(3) ,
QY = 6% + a3y

(STRCST

von ‘B, wobei g, a;; Elemente von £ sein sollen und g, als Einheiten voraus-

gesetzt werden.

Hilfssatz 1. 2. Die Substitutionen (3) sind 1,1-deutige Abbildungen von B auf sich,
die die Relationen ||, ||_ in beiden Richtungen erhalten. Hintereinanderschaltung als Ver-
kniipfung genommen, bildet die Gesamtheit der Abbildungen (3) eine Gruppe, die wir im
folgendern mit T bezeichnen.

21 %22

Beweis. Wir konnen uns auf die Angabe weniger Hinweise beschrianken: Gegeben
sei eine Substitution (3). Gehoren x, y nicht beide demselben Ideal I, oder I_ an, so
gilt dies auch fiir das Paar ', ': Da némlich || a;; || regulér ist, kann man z und y linear
und homogen in z’, y’' ausdriicken; dies wiirde aber bedeuten, daf zx und y ebenfalls
dem gleichen Ideal I, oder I_ angehéren miiten, wenn dies fiir das Paar z’, y' der
Fall wire. Verschiedene Reprisentanten desselben Punktes fithren zum gleichen Bild-
punkt. — Zur Invarianz der Relationen ||, [|_ in beiden Richtungen: Da die Um-
kehrabbildung von (3) ebenfalls von der Gestalt (3) ist, geniigt es zu zeigen, dall aus

(%1, Y1) 114 (%2, ¥9) die Aussage (z7, ¥;) I (2, Ys)
folgt. (Das Analoge gilt fiir ||_.)
Es ist aber
Ty Ty 0171 Q2%y Ty T
YiYs| |e1¥1 0¥ Y1 Y2
was sofort in beiden Fillen ||,, ||_ die Behauptung ergibt. Der Punkt P heile nicht-
parallel zum Punkt Q, in Zeichen P 4 @, wenn weder P ||, Q noch P [|_ Q gilt. Um-

gekehrt sollen die Punkte P, Q parallel heilen, wenn sie p-parallel oder m-parallel sind.
Dann gilt:

a a
— __ | %11 %12
€102 = =

1)

Qg1 Qg
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Satz 1. 1. Sind A, B, C paarweise nicht parallele Punkte und ebenso A’, B’, C’, so
gibt es genau ein €T mit A" = A’, B*= B’, C* = C".

‘ Beweis. Seien A, A, . .. sukzessive gegeben durch (a,, a,), (a], a3), . . .. Kiirzen wir
a, a,

by by

durch [a, b] ab usf., so gilt also

[a’ b]’ [b, C]? [ci a]’ [a,7 b’]'] [b'7 cl]? {c,, a,] ¢ I+ - I—'

Sei 7, die Transformation

r_ — (" ' z (%11 Q12
t i e (xz)’ t (xé)’ ¥ (“21 azz)’

mit
» o (L0 €] 0
A =(Z¥ zl> [, c] [¢/, '] <b2 “bl),
2 O 0 — fc, ] Ay —a,
die wegen

L5 €0e, @)

A Z[a’b]—mja] [a,b] € R
zu T gehort. Es gilt A™ = A’, B® = B’, (™ = (’. Wir kommen zur Eindeutigkeit der
Abbildung: Seien 7, 0 Elemente aus T mit A* = A’ = A°, B"= B’ = B°, C* = (' = C".
Sei « € T eine — aufgrund des schon bewiesenen Teiles des Satzes 1.1 vorhandene —
Abbildung mit (1, 0)* = 4, (0,1)* = B, (1,1)* = C. Dann sind (1, 0), (0, 1), (1, 1) Fix-
punkte der Abbildung y = «ro™'a~" Ist y gegeben durch

0Z = ¢y + ¢13Y,
oY’ = ¢ + ¢y,

so hat man also ¢y, = ¢;5, = 0, ¢;; = ¢y. Es ist demnach yp die Identitdt, was v = ¢
ergibt.

Die Menge p der Punkte der projektiven Geraden iiber dem Korper ® ist in
enthalten.

Die Bilder von p unter Abbildungen aus T nennen wir pseudo-euklidische Kreise,
kurz Kreise.

Unter einer Kreisverwandtschaft wird eine 1, 1-deutige Abbildung von R auf sich
verstanden, die in beiden Richtungen Kreise in Kreise iiberfiihrt.

Satz 1. 2. Die Abbildungen aus T sind Kreisverwandtschaften. Stie erhalten dariiber
hinaus in beiden Richtungen die Relationen ||, und ||_.

Beweis. Wegen Hilfssatz 1. 2 haben wir nur noch zu zeigen, daB die v aus T in
beiden Richtungen Kreise in Kreise iiberfithren. Da T natiirlich gegen Inversenbildung
abgeschlossen ist, haben wir nur zu zeigen, daB die v aus T Kreise in Kreise iiberfiihren:
Dies liegt aber auf der Hand, da aus p°, o € T, unter v der Kreis p entsteht.

Ist P ein Punkt, ist k ein Kreis mit P € k, so verwenden wir die iiblichen Rede-
weisen: k geht durch P, P liegt auf k usf. Die Punktmenge {P, Q, ...} heiBt konzyklisch,
wenn es einen pseudo-euklidischen Kreis gibt, der alle Punkte der Menge enthélt.
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Es gilt der

Satz 1. 3. (1) Durch drei paarweise nicht parallele Punkte geht genau ein Kreis?).

(2) Zwet verschiedene Punkte eines Kreises sind nicht parallel.

(2') Sind S, T nicht parallele Punkte, so gibt es wenigstens einen Kreis durch S, T.

(3) Jeder Kreis enthdlt wenigstens 4 verschiedene Punkte. Nicht alle Punkte liegen
auf einem einzigen Kreis. Es gibt wenigstens einen Kreis.

(4) Ist k ein Kreis, sind P, Q nicht parallele Punkte mit P € k, Q ¢ k, so gibt es genau
einen Kreis k' durch P, Q, der mit k nur den Punkt P gemeinsam hat.

(5) Istk ein Krets, ist P ein Punkt, so gibt es genau einen Punkt P’ auf k mit P' ||, P
und genau einen Punkt P’ auf k mit P" ||_ P.

Beweis. Zu (1): Seien A, B, C paarweise nicht parallele Punkte. Sei 7 € T die Ab-
bildung (s. Satz1.1.) mit (1,0)* = A4, (0,1)" = B, (1,1)" = C. Dann geht offenbar
durch A, B, C der Kreis p°.

Sei p°, o € T, ein weiterer Kreis durch 4, B, C. Die Punkte A°", B, C°" auf p
sind nach Hilfssatz 1. 2 paarweise nicht parallel.

Sei « € T die Abbildung mit (1,0)* = A", (0,1)* = B°", ({,1)* = C°". Dies
leistet aber schon eine Abbildung «’ aus PGL (2, &), die natiirlich — fortgesetzt — zu
T gehort und also nach Satz 1. 1. mit « iibereinstimmen muB. Fiir o gilt dann p* = p.
Weiterhin folgt a0 = 7. Also ist p* = p** = (p*)* = p°.

Zu (2): Die Behauptung folgt unmittelbar aus Hilfssatz 1. 2, wenn man beachtet,
daB natiirlich je zwei verschiedene Punkte von p nicht parallel sind.

Zu (2'): Sind S = (s, 8,), T = (t,, t,) nicht parallel, so stellt
. ry = 8,2, + 1,7,
D= $3%1 + Lyy
eine Abbildung aus T dar. Damit geht durch S, T z. B. der Kreis p°.

Zu (3): Wegen Char & = 2 enthédlt p wenigstens die verschiedenen Punkte (1, 0),
0, 1), (1,1), (1 4+ 1,1). Also enthdlt auch jedes p°, v € T, wenigstens vier verschiedene
Punkte. Wiirde der Kreis p°, v € T, alle Punkte enthalten, also insbesondere die Punkte
(1, 0), (0, 1), (1, 1), so wire nach (1) p* = p. Der Kreis p enthélt aber nicht den Punkt (j, 1).

Zu (4): Wegen des schon bewiesenen Teils (1), (2), (3) und der Satze 1.1., 1. 2.
konnen wir folgende spezielle Situation annehmen: P besitzt die Koordinaten (1, 0),
k ist der Kreis p. Es habe Q die Koordinaten (g,, ¢,). Wegen Q +_ P, Q #_ P gilt g, € R.

Dann betrachten wir fiir Q die Koordinaten (g, 1), ¢ = % Wegen Q ¢p ist g ¢ ®; sei

2
g =0+ B, x, f € & mit also B & 0. Wir betrachten den nach (1) 1-deutig bestimmten
Kreis k; durch die paarweise nicht parallelen Punkte (1, 0), (¢, 1), (¢ + 1, 1). Da fiir das
folgende = aus T

ersichtlich (1, 0)* = (1, 0), (0, 1)* = (g, 1), (1, 1)* = (g + 1, 1) gilt, so ist
Ky = p* = {(A + qAg, A) | Ay, A, € 8, nicht beide O}.

2) Sind 4, B, C paarweise nicht parallele Punkte, so bezeichnen wir den eindeutig bestimmten Kreis durch
A, B, C mit (ABC).
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Damit ist kg —{P} = {(A 4- ¢, 1) | A€ ®}. Es gilt k} — {P} ~k = 0: Wegen ¢ ¢ &, 1€ ®
ist namlich stets 4 + ¢¢ ® — Angenommen, es giibe einen weiteren Kreis ky kg
durch P, Q, der mit % nur den Punkt P gemeinsam hat. Sei A ein nach (3) vorhandener
Punkt = P, Q auf k;. Nach (2) sind dann die Punkte P, Q, A paarweise nicht parallel.
Wir betrachten die Abbildung ¢ € T mit (1, 0)* = (1, 0), (0, 1)° = (¢, 1), (1, 1)° = (a, 1).
Es seien hierbei (a, 1) die Koordinaten von A: Wegen A + + P, A #_ P ist nimlich
die 2. Komponente von A regulir. Da A nicht parallel zu Q ist, folgt noch a — ¢ € .
Offenbar ist p° = k;. Es hat o die Form:

z = (a—q)z, + gz,
xy = Z,.
Damit ist k; — {P} = {((a —q)A+q, 1) | A€ @}

Wegen k; — {P} nk =0 muB (¢ —¢)1 + ¢ ¢ ® sein fiir alle 1 aus ®. Setzen wir
noch a =y + dj, v, 6 € &, so haben wir also

(0 —pP)A + B == 0 fiir alle A aus &,
was auf 6 = f, d. h. a — ¢ € &, fithrt und wegen a — ¢ € R dann 0 4 a — ¢ € § ergibt.
Jetzt ist aber ( , 1) = (1 4+ ¢,1). Alsoist (1 + ¢, 1) €k;, was doch k; = k; ergibe.

o

a—yq
Zu (5): Wir konnen die spezielle Situation & = p annehmen. Im Falle P €k ist
nach (2) nichts zu zeigen. Sei P ¢ k. Sei P = (p,, p,). Ist p, = o, + B;], a;, B, € R, 1 =1, 2,

so folgt aus P ¢k jedenfalls y = zl §1~ =+ 0. Die Punkte Py = (x, — By, %, — B3)
2 M2

(wegen v =+ 0 kann nicht gleichzeitig «; — #; = 0 und «, — f, = 0 sein),

Py = (ay + By g + B2)

auf & haben die Eigenschaft Pg ||, P, Py’ |[|_ P. Gdbe es noch einen Punkt P; auf & mit
P ||, P, so wiirde Hilfssatz 1. 1. auf Pg||, P; fithren, was wegen (2) Py = P ergibe.
Mit Hilfe von Satz 1. 3 erhalten wir den

Satz 1. 4. Eine Kreisverwandischaft x iiberfiihrt in beiden Richtungen parallele
Punkte in parallele Punkte.

Beweis. Sind A, B verschiedene und parallele Punkte, so miissen A*, B* ebenfalls
parallel sein: Im anderen Falle ginge nach Satz 1. 3. (2') durch A*, B* ein Kreis k. Dann
wiirde k" die Punkte A, B enthalten, was Satz 1. 3. (2) widerspricht. DaB ebenfalls
A", B parallel sein miissen, folgt aus dem gerade Bewiesenen und der Tatsache, dafl
auch »~! eine Kreisverwandtschaft ist.

§ 2. Das Hyperbel-Modell

Sei ® ein kommutativer Kérper (Char & = 2). Jedes geordnete Paar (k,, k,) von
Elementen k,, k, aus & heile ein eigentlicher pseudo-euklidischer Punkt (oder auch nur
kurz ein eigentlicher Punkt). Verschiedene Paare (a,, a,), (b, b;) sollen verschiedene
eigentliche Punkte sein. Wir kommen zur Definition der uneigentlichen pseudo-euklidischen
Punkte: Das Symbol oo heille ein uneigentlicher Punkt. Die weiteren (von oo und unter-
einander verschiedenen) uneigentlichen pseudo-euklidischen Punkte sollen die Geraden
{(z,y) |y = = + u}, {(z,y) |y = —x + u} fir alle u aus ® sein. Sind q, b, ¢, d Elemente
aus ® mit b*— c* + 4ad, so heille

(%) {(,9) | a(a®—y*) + bz + cy + d = 0}
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ein pseudo-euklidischer Kreis. Dabei soll (%) im Falle @ = 0 noch den uneigentlichen
c—b
2a ’

Punkt oo enthalten und im Falle a = 0 die beiden uneigentlichen Punkte y 4 z =
c+ b
2a

Es werden also alle Geraden (als Punktmengen aufgefafit) pseudo-euklidische
Kreise genannt, sofern sie nicht zur Geraden y = x oder zur Geraden y = —xz parallel
sind; dabei ist stets noch der uneigentliche Punkt oo hinzuzufiigen. Weiterhin sind alle
Hyperbeln (als Punktmengen aufgefaBt) der Gleichung (z + «)>—(y +B)* =y +0
pseudo-euklidische Kreise; dabei sind noch die beiden Asymptoten als uneigentliche
Punkte hinzuzufiigen.

y—x= , die im klassischen Fall die Asymptoten an (%) darstellen®).

Um den Anschluf} an § 1 zu bekommen, ordnen wir den pseudo-euklidischen Punkten
homogene Koordinaten zu?): Dem eigentlichen Punkt (a, b), a, b € &, werden die Paare
(e(a + b)), 0), 0 € ®, zugeordnet und dem uneigentlichen Punkt oo die Paare (p, 0), ¢ € R.
Der uneigentliche Punkt, représentiert durch die Gerade y + « = u, erhélt die homogenen
Koordinaten o ((z + 1) 4+ (u —1)j, 1 + ), 0 € R, und der uneigentliche Punkty —z = u
die Koordinaten o((1 —u) + (1 + u)j, 1 —7), 0 €R. Die beiden letzten Zuordnungen
lassen sich in der folgenden (geringfiigic abgednderten) Form zusammenfassen: Der
uneigentliche Punkt z +y = v erhilt die Koordinaten o((v + 1) 4 (v —1)j,1 %),
wobei iiberall, wo -+ steht, dasselbe Zeichen zu nehmen ist.

Damit gilt

Hilfssatz 2. 1. Die angegebene Zuordnung o stellt eine 1,1-deutige Abbildung der
Menge € der pseudo-euklidischen Punkte auf die Menge B des § 1 dar.

Bewets. Da fiir die aufgeschriebenen Paare (a + bj,1), (1,0), (u + 1 + (u—1)j,1 + ),
(1—u+ (u+ 1)j,1 —) die Komponenten nicht im selben Ideal 7, oder I_ liegen,
stellt o eine 1-deutige Abbildung von € in P dar. Jedes Element aus $ tritt als Bild
genau eines Elementes aus € auf: Sei (s,, s,) € B.

1. Fall: s, € ®. Hier hat man als einziges Urbild den Punkt (Re—zl, Angl)f').

2 2

2. Fall: s, = 0. Hier ist s; € ®. Als Urbild hat man den Punkt co.

3. Fall: s, €I, — {0}. Fiir (s,, s,) konnen wir dann zu Koordinaten (a 4 bj, 1 + j),
a-+b

5 haben wir ein Urbild: Denn es ist

a,b€R, a +b, ibergehen. In z 4+ y =
. . 1 —b 1 —b\.
@tot+n=((g+ )+ [z 7))

() + (S 1) it +1),

1 a—Db 1 a—>b)\.
)+ a5
a-+b

2
eigentlicher Punkt und auch oo kein Urbild sein. Ist z + y = u, u € &, ein Urbild, so muf}

e(@+D+@—Dj1+)=(+bj,1+)),0€R,

3) Auch im allgemeinen Fall wollen wir diese beiden uneigentlichen Punkte die Asymptoten von (%) nennen.

4) Unter & wird hier wieder der Ring der anormal-komplexen Zahlen iiber & verstanden. Wir iibernehmen
auch die anderen Bezeichnungen wie i, B, I, usf.

5) Ist a, b€ R, so schreiben wir Re(a + bj) = a und An(a + bj) = b.

wobei wir beachten, dafl

regulédr ist wegen a =b. z + y = ist das einzige Urbild: Jedenfalls konnen ein
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gelten. Also ist ¢ von der Form « + (1 —«)j mit x € ® und « =l=—§—. Dies ergibt

(e +U—a))) - ((w+1)+ (@—1)j)=a+ bj, was =—a—-l2i und « :iz—%wegen
a =+ b zur Folge hat. Wire y —x = u ein Urbild, so miiBite
sein, was wegen ¢(1 —7)€J_ —{0} und 1 + j € I nicht geht.

4. Fall: s,€I_—{0}. Fiir (s,,s,) konnen wir zu Koordinaten (d + bj,1—),

a,b€Q, a +—b, ibergehen. In y —z = b_z_ ? haben wir das einzige Urbild: Es ist

(@+bj,1—))
e R N )

Bemerkung. Die Zuordnung ¢ kann auch in der folgenden Form (unter Benutzung
von Normalformen) wiedergegeben werden:

(a,0)~>(a + bj, 1)
oco—> (1, 0)
x4+ ey =0->(1—ej,1+e¢j)
z+ey=u=+0->2ul+¢j), ec{+1,—1}

Mit z - z bezeichnen wir den involutorischen Automorphismus ¢ + bj—>a—bj, a, b € {,
von &. Ist A = (a,,) eine Matrix iiber &, so bezeichnet AT die zu U transponierte Matrix
und 9 die Matrix (a,,).

Der folgende Satz 2.1 gibt eine Darstellung der pseudo-euklidischen Kreise, der
auch die uneigentlichen Punkte des betreffenden Kreises geniigen.

2_ .2
Satz 2. 1. Sind a, b, ¢, d Elemente aus & mit ad — b A ¢ =+ 0, so ist die Menge
der Punkte (z,, z,) °), die der Gleichung
b+ cj
2 - z
T -0 (%
5 b—e¢j d 5 ' 8 (z2)’
2

geniigen, genau die Menge der Punkte (mit Einschluf3 der uneigentlichen) des Kreises
a@®—y*) +bx+cy+d=0.
Beweis. Wir betrachten das Losungsgebilde A von

_ b | — b—ej — _
(%) az;z; + _; o 2425 + 5 i 2,2, + dzgz, = 0.

An eigentlichen Punkten (z + yj, 1) gehoren dem Losungsgebilde genau an die, fiir die
gilt a(z*—y? + bx + cy + d = 0. Wir fragen nach den uneigentlichen Punkten, die

6) Hier sind homogene Koordinaten gemeint.

Journal fiir Mathematik. Bd. 232 1
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dem Losungsgebilde A angehoren. oo gehort hierzu genau dann, wenn a = 0 ist. Im
Falle a = 0 gehort kein weiterer uneigentlicher Punkt zum Losungsgebilde A: Sei
P = (z,2,) eine Losung mit z, € I« I_. Wegen 2,2, € I_ - I_ = {0} reduziert sich (%) zu

(% %) bzc’ 2,2 + b_”2;£]_z—122:0,

Setzt man é——z—c]?lzz = w = (« + BJ), so nimmt (¥%) die Gestalt w + w = 2a = 0

an, woraus w = 0 folgt, wenn wir noch w€ I I_ beachten. Wegen

2_ L2 i
—ad+b 4c:(b—l~c)4(b c):‘:o
ist b _2- °l € % und wir erhalten 2,2, = 0. Die Bemerkung zu Hilfssatz 2. 1 zeigt, daB oo

der einzige uneigentliche Punkt ist, fiir den z,z, = 0 ist.

Sei a 4 0. Also kommen hier nur uneigentliche Punkte der Form (2u, 1 + ¢j),
(1—ej, 1 +¢j), e€{+1,—1}, u =0, als zu A gehorig in Frage. Da wegen (%)

az,7, + 2Re (b_;—c]zlz;) —0

gelten muB, hat man genau die uneigentlichen Punkte

_c—b _c+b
PRY=Tg o TTY= Ty

d. h. die Asymptoten als Losungen.

Aufgrund von Satz 2.1 hat also jeder pseudo-euklidische Kreis eine Darstellung
37M3 = 0, wo M eine nichtsingulire Matrix vom Typ (2, 2) iiber & ist mit M = M”.
Umgekehrt gilt

Satz 2. 2. Sei M eine nichtsingulire Mairiz vom Typ (2,2) iber & mit M = M.
Dann stellt das Losungsgebilde von 3* M3 = O einen pseudo-euklidischen Kreis dar.

Beweis. Sei M = (mu mm)- Aus M = M7 folgt my, = my,, My = My, d.h.
Mgy Moy i
a=m; €8, d=m,,<€R. Setzen wir m,, = b —; ] mit b, c € &, so ist also
— b—y¢j
Moy = Myy = g
b —¢?

% 0. Damit hat man aber tatsichlich

Wegen | M| + 0 folgt weiterhin ad — A

einen pseudo-euklidischen Kreis vor sich.
Damit kommen wir zu

Satz 2. 3. Bei der (aufgrund von Hilfssatz 2. 1) 1,1-deutigen Abbildung o von € auf

B sind — bei Identifikation — die pseudo-euklidischen Kreise genau die pseudo-euklidischen
Kreise des § 1.

Bewets. Die Kreise des §i wollen wir fiir diesen Beweis i-Kreise nennen. Durch
Abbildungen von T werden 2-Kreise in 2-Kreise iiberfithrt: Ist 3793 = 0 ein 2-Kreis,
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ist 3’ = Ay eine Abbilduilg aus T, die wir in der Form 3 = B3’ schreiben wollen, so hat
man als Bild §7B7IMB3 = 0; dies ist wieder ein 2-Kreis nach Satz 2. 2 wegen

(BTMB)” = BTM™B = BTIMB und | BTMB | = | B || B || M| +0. Der 1-Kreis p

1
0o L
L . . 2 |-
ist ein 2-Kreis, da er in der Form 3 i 3 = 0 geschrieben werden kann. Also
— 0
2

sind nach dem vorhin Bewiesenen alle 1-Kreise p”, v € T, 2-Kreise. Umgekehrt ist jeder
2-Kreis auch ein 1-Kreis:

Ist namlich

hervor, wenn | B | € R und

SBTE)R% == Qmo, &D’to == y @ E m’

gilt.
1.Fall: a = 0. Seien (¢,,7,), (£,,7,) verschiedene Punkte der Geraden bz + cy +d =0.
Dann gilt (&,— &) + (p,—n,)] € R, da sonst (&, — &)> = (n,—ny)° wéirez, was mit

2

b(&,— &) + c(py—mn,) =0 auf b*—c*=0 fiihrte, was wegen ad— b 7 ‘40
nicht geht.

Wir betrachten die Matrix B = <(§2_§1) ‘%](’72—‘771) &1 -{; ’711)’ die das
Gewiinschte leistet.

2. Fall: a =+ 0. Die T-Abbildung ¢: § > 9 mit

c—b c—b . .
S L T L PR S L
1+ 1 ] ’

iiberfithrt den 2-Kreis &: a(x?—y?*) + bz + cy + d = 0 in einen 2-Kreis

n:a(@—y)+ bz +cy+d =0

2a
Aufgrund des Falles 1 geht # durch eine T-Abbildung ¢ aus p hervor. Also ist
? =y, n=p* was £ = p**" ! mit pp ' €T ergibt.
Also auch im Falle 2 ist & ein 1-Kreis.

mit ¢’ =0, da ((c_b +1)+(C;;b—1)j, 1 —1—j)€§ in (1, 0) iibergeht.

7*
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Zum AbschluB dieses Paragraphen gehen wir noch auf die Deutung des Paralleli-
téatsbegriffes im Hyperbelmodell ein. Wir nennen dabei die uneigentlichen Punkte der
Formy = z 4 k, k € &, p-Punkte, und die uneigentlichen Punkte der Form y = —z + k,
k € &, m-Punkte. Dann gilt:

Satz 2. 4. a) Der Punkt oo ist zu keinem eigentlichen Punkt parallel. Er ist p-parallel
genau zu den m-Punkten und zu oo und m-parallel genau zu den p-Punkten und zu co.

b) Seien P, Q zwet untereinander und von oo verschiedene Punkte. Sind P, Q eigent-
lich, so sind sie p-parallel (bzw. m-parallel) genau dann, wenn thre Verbindungsgerade ein
p-Punkt (bzw. ein m-Punkt) ist. Sind P, Q uneigentlich, so sind sie p-parallel (bzw. m-
parallel) genau dann, wenn sie beide m-Punkte (bzw. beide p- Punkte) sind. Ist P eigentlich
und ist Q uneigentlich, so ist P ||, Q (bzw. P ||_ Q) genau dann, wenn Q ein p- Punkt (bzw.
ein m-Punkt) ist, der als Gerade betrachtet mit P inzidiert.

1 0
a+bj 1
parallel ist. Ein p-Punkt ist allgemein von der Form (hier liegt ¥y = x 4+ u zugrunde)

und ein m-Punkt allgemein von der Form (hier liegt ¥ = —x + u zugrunde)

Hieraus folgt der verbleibende Teil der Behauptung a).

Zu b). Seien die eigentlichen Punkte P = (a + bj, 1), Q = (¢ + dj, 1) p-parallel:

|a +bj 1

le+dj 1
gerade ein p-Punkt ist. Entsprechendes gilt fiir m-Parallelitdt. Der Fall P, Q uneigentlich
erledigt sich sofort mit (p) und (m). Sei nun noch P = (a + bj, 1) ein eigentlicher Punkt
und Q ein uneigentlicher Punkt & co. Ist Q ein p-Punkt, so ist nach (p) gewill P nicht
m-parallel zu Q, und es ist P p-parallel zu Q genau dann, wenn b — a == u ist, wenn
Q= ((1—u)+ (1 + u)j,1—7]) gesetzt war. Dies zeigt die Behauptung. Entsprechen-
des gilt fiir den verbleibenden Teil, daBl ndmlich Q ein m-Punkt ist.

Beweis. Zu a). i ‘: 1 €R zeigt, daB oo zu keinem eigentlichen Punkt

€ I, . Dies ist offenbar genau dann der Fall, wenn die Verbindungs-

§ 3. Die ebenen Schnitte eines Hyperboloids

Im dreidimensionalen projektiven Raum iiber &, Char & = 2, betrachten wir —
bezogen auf ein projektives Koordinatensystem (x,v,zt) — das ,,Hyperboloid*
O ={@y 22—y + 2" =17

Hilfssatz 3. 1. Genau dann ist die Ebene E: ax + by + cz + dt = 0 Tangential-
ebene an & (d. h. Polare eines Quadrikpunktes), wenn a® — b* + ¢* = d?® ist.

Beweis. Sei a® — b® 4 ¢* = d® Dann ist (a, —b, ¢, —d) € & ~ E. Die Tangential-
ebene im Punkt (a, —b, ¢, —d) an £ ist aber gerade die Ebene E. — Sei umgekehrt
E eine Tangentialebene an £; sei E die Polare von (p, ¢, r, s). Dann hat E die Darstellung:
px—qy + rz = st. Es gilt (p, —¢q, r, —s) = A(a, b, ¢, d) mit einem 1 == 0 aus ®. Wegen
(p,q,r,5) €D, d. h. wegen p?— ¢* + r? = s% folgt dann aber a®— b® 4 ¢® = d>

Es sei nun p der Punkt (0, 0, 1, 1) und TT die Polare von p. Wegen 1T: z = tist T ~ £,
die Menge aller Punkte (z, y, z, t) mit 22— y* = 0 und z = ¢. Es besteht alsoax =TT ~ &
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aus den beiden Geraden
oc+={(x,y,z,t):|:01x= y,Zzt},
*_ :{(xa1,z1t) =I=0|96=——y,z:t}.

Wir fithren eine stereographische Projektion o durch: Dem Punkt g € O — « ordnen wir
den Schnittpunkt der Geraden durch p, ¢ mit der Ebene I': z = 0 zu. Bezeichnet o die
uneigentliche Gerade von I, so gilt der

Hilfssatz 3. 2. Es ist o eine 1,1-deutige Abbildung von O, — x auf I — w.

Beweis. Wegen p ¢ [ ist o eine eindeutige Abbildung von £ —« in I'. Wegen
1€0,2¢MTund T~ I = o ist o eine eindeutige Abbildung von  — « in I — w. Jeder
Punkt aus ' — w tritt genau einmal als Bild auf: Sei dieser Punkt durch (&, %, 0, 1)
gegeben. Fiir ein eventuell vorhandenes Urbild (x,y,2, ¢ in & —a« muB gelten:
(@, y,2,t) = A(&,7,0,1) + u(0,0,1,1), L, u€ 8, 20 und z* —y® + z* = %

. v  E—nt—1 .
Dies fiithrt auf: A*(£2 — 9% + u® = (A + )% d. h. auf T = R Es gibt
2_ 2
also hochstens ein Urbild, ndmlich (&, n, 0, 1) + 5.____3__1 (0,0,1, 1); dieser Punkt ist

aber offenbar auch ein Urbild aus O — «.

Wir wollen jetzt die Abbildung ¢ fortsetzen zu einer 1, 1-deutigen Abbildung o
von £ auf die Menge der pseudo-euklidischen Punkte (hier mit Einschlufl der uneigent-
lichen): Der Punkt p soll dem uneigentlichen Punkt oo entsprechen. Abgesehen von p
gehoren zu « noch die Punkte (1,1, k, k), k € &, und (1, —1, k, k), k € & Wir ordnen zu

o: (1, 1,k k)>&—n=EFk,
o: (1, —1L, kk)y~&E+n=EF
Man verifiziert in der Tat leicht den

Hilissatz 3. 3. Es ist o eine 1, 1-deutige Abbildung von O, auf die Menge der pseudo-
euklidischen Punkte (mit Einschluf3 der uneigentlichen).

Wir nennen die Punktmenge E ~ £, einen zuldssigen ebenen Schnitt, wenn die sonst
beliebige Ebene E keine Tangentialebene an & ist. Dann gilt

Hilfssatz 3. 4. Das o-Bild eines jeden zuldssigen ebenen Schnittes ist ein pseudo-
euklidischer Kreis. Umgekehrt ist das Urbild eines pseudo-euklidischen Kreises ein zu-
ldssiger ebener Schnitt.

Beweis. Sei E ~ {, ein zuléssiger ebener Schnitt. Ist E durch ax 4 by 4+ cz 4 dt =0
gegeben, so gilt nach Hilfssatz 3. 1: a® — b* + ¢* =+ d*

Es ist (En~ (0 —a)f = (E~(Q—a«)) gegeben genau durch die Menge der
Punkte (&, %, 0, 1) mit

(%) (¢ + d) (6" —n®) + 2a& + 2by + (—c + d) =0,

wenn man beachtet

Q-TZS,
Y = 1,
2 2
—-—
g—n'4+1

ot = ——g—— mit einem ¢ + 0 aus {.
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Wegen a® — b® + ¢* = d? d. h. wegen

(e +d) (—e 4+ ) — 2D g

hat man in (E ~ (8 —«)) den eigentlichen Teil eines pseudo-euklidischen Kreises.

Wir bestimmen noch (E ~ «)°; es wird sich herausstellen, dal es sich gerade um
den uneigentlichen Teil des pseudo-euklidischen Kreises (%) handelt: Sei ¢ + d = 0.
Dann ist E ~« = p. (Lidge noch ein Punkt (1,1, %, k) oder ein Punkt (1, —1, &, k)
auf E, so erhielte man in Verbindung mit ¢ 4+ d = 0 die Gleichung a + b = 0 bzw.
a—b =0, woraus 0 = a®— b* = a®* — b* + ¢* — d? folgen wiirde.) Im Falle ¢ + d =0
besitzt also (%) den einzigen uneigentlichen Punkt oo, der gleich p° = (E ~ «)° ist.

Seic¢ 4 d # 0. Dann ist p § E ~ « und

Ena+=(1,1, a+b a-I-b),

T e+d c+d
a—b a—b
Er\oc_=(1,—1,— c—l—d’——c—l-d)'

Es gilt (Ema+)&={n-—§= ZiZ}, (Ema_)az{n+§=lz—£—%}; dies sind aber

nach Beginn von § 2 die beiden uneigentlichen Punkte von ().

Ist umgekehrt der pseudo-euklidische Kreis

2,2
(%)« —n)+ B+t o=0, ao—L " 1o,

gegeben, so ist mit dem Vorstehenden sofort zu sehen, dal das Urbild durch den zuléssigen
ebenen Schnitt

EnQ, E:fz+yy+ (@ —8z + (@ + 8t =0,
gegeben ist.

Wir fassen zusammen:

Satz 3. 1. Zugrunde gelegt sei ein beliebiger kommutativer Korper & von Char = 2.
Dann bildet die Gesamtheit der Punkte und der zuldssigen ebenen Schnitte von Q., die pro-
jektive Inzidenzrelation iibernommen, ein Modell der pseudo-euklidischen Geometrie iiber 8.

Mit Hilfe dieses Satzes 148t sich der Satz 1.3 geometrisch beweisen. Allerdings
miissen dann Hilfshetrachtungen vorausgeschickt werden, insbesondere Reichhaltigkeits-
aussagen und weitergehende Betrachtungen, die den Parallelitdtsbegriff betreffen. Eine
Deutung des Parallelitidtsbegriffes im Hyperboloid-Modell wird in § 4 gegeben (s. Hilfs-
satz 4. 2).

§ 4. Zwei (8;, 6,)-Konfigurationen

Wir beginnen mit der Biischelsatz- Konfiguration. Zugrunde gelegt sei die pseudo-
euklidische Geometrie iiber dem kommutativen Kérper &, Char & = 2.

Satz 4.1 (Biischelsatz). Seien A, A’, B, B’,C,C’, D, D’ paarweise nicht parallele
pseudo-euklidische Punkte derart, dap die Quadrupel A, A’, B, B'; A, A’,C,C'; A, A,
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D,D'; B,B',C,C'; B, B', D, D" je konzyklisch liegen auf wenigstens vier verschiedenen
Kreisen. Dann liegt auch das Quadrupel C,C', D, D' konzyklisch.

Figur 1. Biischelsatz

Wir fithren den Beweis im Modell des § 3. Zunichst drei Hilfssdtze.

Hilfssatz 4. 1. Sei S ein Punkt auf Q, sei X die Polare von S. Ist dann g eine Gerade
auf Z ~ Q, so gilt S € g. Weiterhin sind je zwet Punkte von g zueinander konjugiert.

Beweits. Seien U, V verschiedene Punkte auf g. Seien

uy U
u
u=|"| p=|"
Us Vs
Uy Uy
Koordinatenmatrizen von U, V. Ist
1 0
—1
A= 1 ,
0 —1

so gilt also (xu + Bv)” A(xu + Bv) = 0 fir alle «, p € & Hieraus folgt, daB U zu V
konjugiert sein mufB. Die Polare ® von V enthilt also U; sie enthdlt weiterhin ¥ wegen
VeEQ und S, da V zu S konjugiert ist wegen V € 2. Wéren nun U, V, S nicht kollinear,
so miiBte ® = U 4+ V + § = Z sein, was nicht geht, da zu verschiedenen Punkten
(hier V, S) auch verschiedene Polaren gehoren.

Hilfssatz 4. 2. Es seien P, Q verschiedene Punkte auf Q. Dann sind die folgenden
Aussagen gleichwertig:

(a) P ist zu Q parallel.
(b) Die Punkte P, Q sind zueinander konjugiert.
() P+ Q=8.

Beweis. Aus (a) folgt (b): Da die Punkte P, Q zueinander parallel sind, gibt es
nach Satz 1. 3 (2) keinen Kreis durch P, Q. Damit ist fiir jede Ebene E durch P, Q der
Schnitt E ~ £ nicht zuldssig. Nach Hilfssatz 3. 1 gilt also fiir jede Ebene

E:ax +by+cz+dt=0
durch P, Q die Relation

(%) a?—b* 4 ¢ =d%
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Setzen wir

a
a— —b
= e |

—d

so haben E bzw. (x) die Form a”%x = 0 bzw. a”WAa = 0 mit der Matrix % von Hilfs-
satz 4. 1. Wir konnen also sagen: Ist A ein beliebiger Punkt des Raumes, der zu P und
zu Q konjugiert ist, so ist A € .. Bezeichnet g die Schnittgerade der Polaren von P und
Q, so gilt also g = . Hilfssatz 4. 1 ergibt g3 P, Q und weiterhin, dall P, Q zueinander
konjugiert sind.

Aus (b) folgt (c): Da P, Q verschiedene und zueinander konjugierte Punkte auf £
sind, so gilt fiir jedes R € P 4 Q offenbar (es bezeichne hier 7™ die Polare des Punktes T)
R">P,Q wegen REP + Q<=P"~ Q" Also ist R"=P 4 Q3 R.

Aus (c) folgt (a): Angenommen, die Punkte P, Q wiren nicht parallel. Dann gibt
es wegen Satz 1. 3, (2') eine Ebene

Erax +by+cz+di=0
durch P, Q derart, daB E ~ Q zuldssig ist. Setzen wir wieder

a

—b
a= c |

—d

so haben wir also a”%Ap =0, a”Aq = 0, a”Aa =+ 0, wenn p, q Koordinatenmatrizen
von resp. P, Q sind. Ist A der Punkt mit der Koordinatenmatrix a, so gilt also
AEPTA Q" A¢Q. Damit ist P+ Q<= A™. Aus P+ Q= £, d. h. aus

(@p + Ba)"Aap + pg) =0

fiir alle o, B € R folgt PEQM. Also ist D =2P 4+ Q= P"~ Q"> 4, was 4 ¢ wider-
spricht.

Hilfssatz 4. 3. Ist g eine Gerade, so gilt entweder g = oder aber | g~ Q| = 2.

Beweis. Sind namlich P, Q, R drei verschiedene Punkte auf g, die auch zu Q ge-
hoéren, so seien p, q,  + q Koordinatenmatrizen von resp. P, Q, R. Aus

0=(p—+ q)"%Ap + q) = 2p"Aq

folgt dann (xp + Bq)TWA(xp + Bq) = 2aBpTAq = O fiir alle «, B aus K.

Nun zum Beweis von Satz 4. 1:

Das Quadrupel 4, A’, B, B’ ist koplanar. Die Geraden A 4+ A’, B + B’ sind ver-
schieden. Im anderen Falle miiite nach Hilfssatz 4.3 die Gerade A + A’= B + B’
ganz zu { gehoren. Dann wiéren aber nach Hilfssatz 4. 2, (c) - (a), die Punkte A4, 4’,
B, B’ paarweise parallel. Sei T = (4 + A') ~ (B + B’). Wir zeigen, dall T auf C 4 C’
liegt (mutatis mutandis ergibt sich 7' € D 4 D’): Wie oben ergibt sich die Existenz von
Punkten U,V mit U=(A+ A)~n(C+C'), V=(B+ B')~(C+ C’). Im Falle
U=VistU=V=T.ImFalleU = VwireC+ C' =U+V=s(4d+ A')+(B+ B');
hier stimmen also die Kreise durch A4, 4', B, B’; A, A’, C,C’; B, B', C, C' iiberein, was
nicht geht, da sonst die Quadrupel 4, 4’, B, B'; A, A’,C,C'; A, A’, D, D’; B, B’, C, C’;
B, B’, D, D’ schon auf drei Kreise verteilt wiren.
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Aus T€C + C', D + D' folgt, daB C, C’, D, D’ koplanar liegen. Kollinear kénnen
keine drei dieser Punkte liegen, da sonst nach Hilfssatz 4. 3 die betreffende Gerade ganz
zu £, gehorte und also unter den Punkten C, C’, D, D’ wenigstens zwei zueinander parallel
wiren nach Hilfssatz 4. 2 Die Ebene E durch C,C’, D, D’ hat die Eigenschaft, daB
E ~ £ zuléssig ist: Denn es gilt schon £ = C + €’ + D und durch die drei paarweise
nicht parallelen Punkte C, C’, D geht nach Satz 1. 3, (1) ein Kreis.

Wir arbeiten jetzt im Modell des § 1.
Sind P = (py, py), Q = (91, ¢2)y R = (ry, 13), S = (s4, ;) verschiedene Punkte so,

daB P nicht zu S und Q nicht zu R parallel ist, so erkliren wir das dem geordneten
Punktequadrupel P, Q, R, S zugeordnete Doppelverhilints

D1 P2 91 42
[P Q} o Sy S,
S R |py pa] |01 0|

S1 Se ry Iy

Wir beachten dabei, dafl aufgrund der gemachten Voraussetzung die Nenner regulir
sind. Dieser Wert aus & hingt offenbar nicht von den gewéhlten Reprédsentanten
(p1s P2)y - - - der Punkte P,... ab.

Hilfssatz 4. 4. Sind P, Q, R, S verschiedene Punkte mit P + S und Q + R und
ist T eine Abbildung aus T, so gilt

P Q| _|P Q
S* R |S R|’

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dal P*, Q%, T%, S* paarweise verschiedene Punkte

sind und daB, aufgrund vonH ilfssatz 1.2, P* # §%, Q° + R* gilt. Hat v die Gestalt

AN T _ [C1u1 Gy
eo(if) = (2) w= (o 22).

so0 ist also (wenn (p;, p;) ein Représentant von P* ist usf.),
(Qpp{ eri> — 91<p1 rl)
Qppé eré pz 7‘2 ’

17 ’
P11 Pr
!

Pz T Py Ty
fithrt. Entsprechendes fiir die anderen benétigten Determinanten aufgeschrieben, fithrt
sofort auf die Behauptung.

was auf

00, = | U]

Hilfssatz 4. 5. Sind P, Q, R, S paarweise nicht parallele Punkte, so gilt

{*IS') g] € ® — {0} genau dann, wenn die Punkte P, Q, R, S konzyklisch liegen.

Beweis. Sei « die nach Satz 1. 1 eindeutig existierende Abbildung aus T mit
P*=(1,0), 0*=(0,1), B*= (1,1). Wegen S* # P* = (1,0) ist — wenn S* = (u, v)

gesetzt wird — lf g €R. Da also v reguldr ist, konnen wir S* durch (k, 1) wieder-
geben; hier muB & 4 0 sein wegen S* == Q* Nach Hilfssatz 4. 4 gilt
k . P& Qex _ P Q
“|S$* R*|S R}’

Journal fiir Mathematik, Bd. 232 8
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Liegen nun P, @, R, S konzyklisch, so also auch P* Q% R* S% was k € & ergibt, da p
der Kreis durch (1, 0), (0, 1), (1, 1) ist. Gilt umgekehrt k& € &, so ist S*€p und P* @
R, §* liegen damit konzyklisch, was sich auf das Quadrupel P, Q, R, S iibertragt.

Hilfssatz 4. 6. Sind A, B, C paarweise nicht parallele Punkte, ist Q =+ A ein Punkt
mit Q + B,C und [g g} €R, so liegt das Quadrupel A, B, C, Q konzyklisch und
insbesondere gilt Q + A.

Beweis. Das Doppelverhiltnis [A Q] ist erklirt wegen Q #+ C und A + B.

B C
Sei & die Abbildung aus T mit A* = (1, 0), B* = (1, 1), C* = (0, 1). Dann ist
A Q] _ A" @ _ 9s
Ra[B C]_’[B"‘ c* g,
wenn Q die Form (g,, ¢,) hat; wir beachten dabei
¢, = gl qf €R wegen Q* 4 C.

Also ist —316 R, d. h. der Punkt Q — in der Form (1, -Zi) aufgeschrieben — gehort zu

p. Damit 1is’o das Quadrupel A% B* C* Q* konzyklisch 1und also auch das Quadrupel
A, B, C, Q. Da es sich bei A, B, C, Q um paarweise verschiedene Punkte handelt, so
gilt @ + A nach Satz 1. 3, (2).

Wir sagen, daBl der Kreis a den Kreis b im Punkt P beriihrt, wenn entweder
a = b3 P gilt oder aber a ~ b = {P} ist. Es gilt

Satz 4. 2. Es seien a, b Kreise durch den Punkt P mit a ~ b = {P}. Weiterhin seien
A,, A, verschiedene Punkte auf a — b und B,, B, verschiedene Punkte auf b — a. Dann
gilt
P A] [P Ay cen
[32 AJ o [Bl A, €87,
Bewets. Wir konnen die spezielle Situation P = (1,0), 4,=(0,1), 4,=(1,1)
annehmen. Ist B, = (b;, b,,), 1 = 1, 2, so ist b,, regulidr wegen B, P (es sind ja doch
B,, P verschiedene Punkte auf einem Kreis). Wir konnen damit B, in der Form (b,, 1)
angeben.
Der Kreis b hat mit ¢ nur den Punkt P gemeinsam. Der Kreis 4’ durch P, B,
(b, + 1, 1) hat aber mit a auch nur den Punkt P gemeinsam. Wegen Satz 1. 3, (4) — das
dortige Q ersetze man durch B, — ist b = b’. Es gilt b, — b, € &: Dies liegt auf der
Hand fiir B, = (b, + 1, 1). Ist B, % (b, + 1, 1), so sind also P, B,, (b, + 1, 1), B, paar-
weise verschieden und damit paarweise nicht parallel. Mit Hilfssatz 4.5 folgt nun

p B, =b-b=PA‘——P A,

B, (b,+1,1)] 7 By Ay By Ay
Satz 4. 3. Es seien W, A,, A,, A,, P,, P,, P, verschiedene Punkte mit
1) W*A17A27A31P11 P21 P:n

2) A,, A,, A, sind paarweise nicht parallel,

f3

3) P,, P,, P, sind paarweise nicht parallel,
4) A, + P, fiuri +jundi,j€{l,2,3}
) ®2 bezeichnet die multiplikative Gruppe des Koérpers &.
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Es seien a,, a,, a,, py, Py, p; pseudo-euklidische Kreise mit
P €a;=(WA;,,4,,,)
pi=(A4; Py, Pyy),

wobet die Indizes — modulo 3 genommen — iiber 1, 2, 3 laufen. Besitzen dann die pseudo-
euklidischen Kreise p, und p, den Durchschnitt {P,, Q}, so folgt Q € p,®).

Figur 2. Satz von Miquel

Beweis. 1. Fall: Q 4 P,. Wegen P,, Q € p, folgt nach Satz 1.3, (2) P, + Q. Die
pseudo-euklidischen Kreise a,, a,, a; sind paarweise verschieden, da p, ~ p; = {P, @}
ist: Im Falle a, = a, wére {W, P, P,, A,, A,, A,} konzyklisch, was auf ¢, = a, = a, = p,
fithrte und mit P, € a, dann p, = p, ergébe. Mutatis mutandis ergeben die Fille a, = a,,
a3 = a; Widerspriiche. Der Satz 4.3 liegt auf der Hand fir Q€{4,, P,, P;}, da
py=(A,P,P,) ist. Sei Q¢{A,, P,, P,}. Wegen Q, P,€p, und Q, P,€p, ist dann
Q+ P,, P,. Es ist Q + A4, und Q + A,; im Falle Q = A, bzw. Q = A, hitte man
(A3 Py Py) = py = (A3 P, A,) = a; baw. (4,PyP)) = p, = (4,4, P)) = a;, was P,€aq,
bzw. P, € a, ergibe, wo aber a, ~ a, = {W, A,} bzw. a; ~ a, = {W, A,} ist. — Wegen
Q, A, € p, folgt Q + A,, und wegen Q, A, € p, hat man Q #+ A,. Nun ist

B 2=l Al oIl A R &)

Da jedes der Quadrupel P,P,A,Q, P,P,0A,, WP, A,A,, WP,A;A,, WP;A A, aus
vier paarweise nicht parallelen Punkten besteht (s. die Voraussetzungen und das er-
ginzend Gezeigte) und da auBlerdem jedes dieser Quadrupel konzyklisch ist, so ergibt

die aufgeschriebene Identitit zusammen mit Hilfssatz 4.5 offenbar ;1,1 g €R. Da
3 2

A,, P,, P, paarweise nicht parallel sind und auBerdem auch Q, P,, P,, so folgt jetzt
mit Hilfssatz 4.6 — wenn wir aus Q ¢{4,, P,, P,} noch Q = A, entnehmen —, daBl
A,P,P,Q konzyklisch ist, d. h. daB Q € p, gilt.

2. Fall: Q = P,. Es gilt also p, ~ py = {P,}. Da P;, A, verschiedene Punkte auf
P,—{P} = p,— p, sind, und P,, A; verschiedene Punkte auf p;— {P;} = p,— p,

8) Hier ist notiirlich der Fall P, = @ zugelassen. Er stellt einen wichtigen Entartungsfall dar.
g*
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sind, so ergibt Satz 4. 2

Py Pyl Py Py

P L
Die Identitat

A, P _ ([P, P [P, P\[W P|[W P)[W P,
P3 P2 o A3 A2 ‘p2 AZ A3 AZ Al ‘A3 A2 Ai

filhrt damit und mit Hilfssatz 4. 5 auf

4, P,
lPa PJ €$.

Hilfssatz 4. 6 ergibt dann Q¢ = P, € p,, wenn wir noch P, == A, beachten.

§ 5. Kongruente, iquiforme Abbildungen, Distanzen, Offnungen.
Pseudo-euklidische Winkel. Orthogonalitiit

Im ersten Teil dieses Paragraphen betrachten wir nur eigentliche pseudo-euklidische
Punkte und pseudo-euklidische Geraden; eine pseudo-euklidische Gerade ist dabei ein
pseudo-euklidischer Kreis durch den uneigentlichen pseudo-euklidischen Punkt oo, wobei
wir allerdings bei unseren Betrachtungen jetzt den Punkt oo nicht mit zu den pseudo-
euklidischen Geraden rechnen wollen.

Wir stellen erweiternd zusammen: Sei & ein kommutativer Koérper von Char = 2,
sei & der Ring der anormal-komplexen Zahlen iiber ®. Genau die Elemente von £ nennen
wir Punkte. Der Punkt P heit genau dann parallel zum Punkt Q, in Zeichen P || Q,
wenn Q — P kein Inverses im Ring & besitzt. Die Parallelitétsrelation ist reflexiv und
symmetrisch. Sind P, Q nicht parallele Punkte, so heifle die Punktmenge

(PQ)={P+ 2(Q—P)| 1€ &}

eine Gerade. Die Gerade (PQ) heifle parallel zur Geraden (RS) genau dann, wenn
§ — R = k(Q — P) ist mit k£ € &. Sind P, Q Punkte, so werde unter der Distanz d (P, Q)
der Punkte P, Q das folgende Element aus & verstanden

d(P, Q) =(Q— P)(Q—P) = (¢, —p)* — (¢:— Po)"
dabei sei P = p, + p,j, @ = ¢, + ¢, mit p;, ps, 44, 4, € &.
Hilfssatz 5. 1. Genau dann gilt d(P, Q) = 0, wenn P || Q ist.

Beweis. Aus (Q— P)(Q— P) =0 folgt Q— P¢R, d.h. P|| Q. Vice versa

bedeutet d(P, Q) == 0 wegen d(P, Q) € & offenbar (Q— P)(Q— P)€®",d.h. Q— P€ER,
d.h. P+ Q.

Unter einer kongruenten Abbildung unserer iiber & definierten Geometrie verstehen
wir eine eindeutige Abbildung « der Menge der Punkte in die Menge der Punkte mit
d(P Q*) = d(P, Q) fur alle Paare P, Q.

Satz b. 1. Genau die Abbildungen

w=az+b
w=az+b
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mit a,b € Q, aa = 1, sind die kongruenten Abbildungen. Kongruente Abbildungen sind also

bijektiv, geradentreu und paralleltreu (sowohl auf der Menge der Punkte als auch auf der
Menge der Geraden).

Beweis. a) Gewil sind die Abbildungen w = az +b, w =az + b mit a,b€ g,
aa = 1, kongruente Abbildungen, die iiberdies bijektiv sind.

b) Sei « eine beliebige kongruente Abbildung. Aus d(0% 1% = d(0, 1) = 1 folgt
aa =1, wenn a = 1* — 0* gesetzt wird. Die bijektive kongruente Abbildung w=az-0*
werde § genannt. Damit ist auch y = «f~" eine kongruente Abbildung. Es gilt 0” = 0,
17 = 1.

¢) Aus d(0, z) = d(0, z*) folgt 2z = 2’2" und aus d(1,z) = d(1, 27) folgt
(z—1) z—1) = (& — 1) (& —1).

Also hat man auch z 4 z =z’ + 2 ; dies bedeutet z = u, wenn wir z =z + jy,
w=u-+jv mit z,y, u,v€QR setzen. Mit 2> —y® = u®*—v® gilt also auch y* = v%
Damit ist z” € {z, z}. Insbesondere gilt j* € {j, j}.

1. Fall: j” =j. Wir zeigen, daB in diesem Falle stets z¥ = z gilt fiir alle z € Q:
Aus d(j, 2) = d(j, 2*) folgt (z—]) (z + j) = (¥ —J) (& + J), d. h. (z—2)] = (& — 2)],
d.h. z—2 = z¥ —z". Also gilt y = v und damit z" = z.

Im ersten Fall hat somit x die Gestalt
w = (1*— 0%z + 0~

2. Fall: j* = —j. In diesem Falle ist stets z7 = z. Aus d(j, 2) = d(—j, ) folgt
nidmlich y = —w, d. h. z¥ = z. Im zweiten Fall hat damit « die Gestalt

w = (1* — 0%z + 0%

d) Also sind genau die Abbildungen w = az + b und w =az + b mit a, b€ g,
aa = 1, die kongruenten Abbildungen. Die weiteren Aussagen von Satz 5.1 sind leicht

zu bestitigen. Teile hiervon liegen iibrigens schon aufgrund friiherer Uberlegungen auf
der Hand.

Gegeben sei ein geordnetes Punktetripel S, 4, B. Ein solches geordnetes Punkte-
tripel S, A, B nennen wir eine Ecke. Die Ecke S, A, B heile reguldr, wenn § + A, B ist.
Unter der Offnung o(S, A, B) der Ecke S, A, B verstehen wir die Elementklasse

(B—38) (4 —38)8”"
Eine eindeutige Abbildung « der Menge der Punkte in sich heie eine dguiforme

Abbildung 1. Art, wenn sie dffnungstreu ist, und sie heife eine dguiforme Abbildung
2. Art, wenn sie Offnungen konjugiert.

Satz 5. 2. Genau die Abbildungen
w=az+ b

mit a, b € Q, a € R, sind die dquiformen Abbildungen 1. Art. Genau die Abbildungen

w=az+b
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mit a,b €L, a €R, sind die dquiformen Abbildungen 2. Art. Aquiforme Abbildungen sind
also bijektiv, geradentreu und paralleltrew (sowohl auf der Menge der Punkte als auch auf
der Menge der Geraden).

Beweis. a) GewiB sind die Abbildungen w = az + b mit a, b € &, a € R, dquiforme
Abbildungen 1. Art, und gewill sind die Abbildungen w = az + b mit a,b€ &, a € R,
dquiforme Abbildungen 2. Art. Die genannten Abbildungen sind dariiber hinaus alle
bijektiv.

b) Sei & eine beliebige dquiforme Abbildung 1. Art (bzw. 2. Art). Aus

0(0a7 10‘? ja) = O(Oa 17 ]) = ]@z

(bzw. 0(0% 1%, ) = 0(0, 1, j) = j & = +] &) folgt 1* — 0* € R. Die bijektive dquiforme
Abbildung w = (1* — 0z 4 0* werde p genannt. Damit ist auch y = «f~' eine dqui-
forme Abbildung 1. Art (bzw. 2. Art). Es gilt 0 = 0, 17 = 1.

¢) Aus 0(0,1,2) =0(0,1, 2%) (bzw. 0(0, 1, 2) =0(0, 1, 2%)) folgt 2" = k(z2) - z mit k(z) € R”
(bzw. 27 = k' (2) - z mit &' (2) € 87). Aus o(1, 0, 2) = 0(1, 0, 2*) (bzw. 0(1, 0, z) = 0(1, 0, 2))
folgt 27— 1 = k,(z) (z—1) mit k,(z) € % (bzw. 22— 1 = k{(z) (z —1). Zusammen-
gefaBt hat man [k(z) — k,(2)1z = 1 — k,(2) (bzw. [k’ (z) — k{(2)]z2 = 1 — k{(2)). Sei nun
z¢ ®. Dann folgt hieraus k(z) = k,(z) = 1 (bzw. k'(z) = k{(z) = 1). Also gilt 2" =z
(bzw. 2z¥ = z) fiir alle z€ 8 — &.

Wir zeigen nun, daB auch z¥ = z (bzw. z¥ = z) fiir alle z € & gilt. Wir haben also
z? = z fiir alle 2 € & — {0, 1} zu zeigen. Wegen j € & — & gilt j* = (bzw j* = —7J). Aus
o(j, 0,z) = 0(j, 0, ) (bzw 0(j,0,z2) = o(—], 0,2%)) folgt z¥—j = k(z) (z—j) mit
k(z) € &° (bzw. 2" + j = % (2) (z + j) mit &' (2) € ®2). Mit 2% = k(z) - z (bzw. 2" =k'(z) - 2)
zusammengefaf3t hat man

[k(s) — k(@)]z = j(1 —k(2) (bzw. [K'(2) — k' (2)]z = j(—1 + k' (2).

Mit z € 8%, j ¢ ® folgt hieraus 1 = k(z) = k(z) (bzw. +1 = E'(2) = k'(2)). Damit gilt
auch fiir z € & offenbar z¥ = z (bzw. 2” = 3).

d) Also sind genau die Abbildungen w = az + b (bzw. w = az + b) mit a, b € ,
a € R, die dquiformen Abbildungen 1. Art (bzw. 2. Art). Die weiteren Aussagen von Satz
5.2 sind leicht zu bestétigen.

Fiir die Zwecke der pseudo-euklidischen Kreisgeometrie werden wir jetzt einen
Winkelbegriff einfithren, der an die Seite zu stellen ist dem Begriff des orientierten Kreis-
winkels in der Mobius-Geometrie. Dort versieht man im klassischen Falle die Kugel mit
einer Indikatrix und mift die Winkel mod = ldngs der durch die Indikatrix gegebenen
Orientierung; als zugehorige Gruppe im Sinne des Erlanger Programms hat man die
Gruppe der orientierungstreuen dquiformen Abbildungen. An die Stelle dieser Gruppe
hat bei unserem allgemeinen Aufbau die Gruppe der dquiformen Abbildungen 1. Art
zu treten.

Unter einem Winkel verstehen wir ein geordnetes Geradenpaar g, h zweier sich
schneidender pseudo-euklidischer Geraden, mitsamt einem Schnittpunkt S dieser Geraden,
in Zeichen (g k; S). Die Gruppe I' sei die Gruppe der dquiformen Abbildungen 1. Art.
Die Winkel (g 2; S), (g’h'; ') heiBen genau dann gleich, wenn es ein y € I' mit g* = g/,
h=h, 5= S' gibt.
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Satz 5. 8. I ist eine Siif’sche Gruppe, die iiberdies maximal und damit involutorisch
ist"). Dabei sei | ® | > 3.

Bewets. Aufgrund der Sétze 2.1 und 3. 14 in Benz [5] und des Satzes 5.2 der
vorliegenden Arbeit verbleibt noch der Nachweis der Maximalitit von I'. Angenommen,
es gibe eine Automorphismengruppe A unserer Geometrie iiber ®, die I' echt umfaBt
und die Siil’sche Gruppe ist. Sei 6 €A — T und sei 0° = A, 1° = B. Wegen 0 + 1 ist
A 4 B. Sei y €' die eindeutig bestimmte Abbildung aus I' mit A” = 0, B” = 1. Dann
ist 0’ =0y € A—T eine Abbildung, die 0,1 als Fixpunkte besitzt. Wenn wir zeigen
kénnen, daB} ¢’ die Identitdt sein muB, so haben wir einen Widerspruch. Sei z ein Punkt
(z. B. 2 =2j) mit

7
z¢.@u[+u1_u(1—l—l+)u(1—|—1_). j //“
/ 1+],
Also ist O # z und 1 + z. Damit existieren die Geraden AN Ve //+ *
g =(0z) und k = (1z). Es gilt g ~ b = {z}. Da &’ die Punkte < X s

0,1 festlaBt und als Ganzes auch die Gerade (01), so gilt "\ |~ NS
g¥ =g und h* = h, da A3 SiiB’sche Gruppe ist. Also gilt, 4|~ N

da A nur aus Automorphismen unserer Geometrie besteht, e \>/ AN
. . . . N\ N
@)= "KW =gnh=1{ dh =z S /7 \\ hYa
Die Betrachtung, fortgefiihrt unter Benutzung weiterer Fix- \7
punkte, fithrt zum Ziel fiir | & | > 3. Im Falle | & | = 3 liegt Figur 3 -

keine Maximalitdt vor, wie Herr W. Leifiner feststellt.

Bemerkung zu Satz 5. 2. Nach in Benz [5] durchgefithrten Betrachtungen ist also
die grofte Automorphismengruppe der Geometrie iiber | & | > 3, die die eingefiihrte
Winkelvergleichung invariant 148t, genau die Gruppe T.

Die vorliegende Geometrie ist eine affine Parallelstruktur mit Nachbarelementen
besonderer Art: In ihr gibt es nur triviale Schmieggeradenpaare'®), d. h. die Geraden g, k
sind dann und nur dann Schmieggeraden, wenn g = h ist. Zwei sich schneidende Geraden
sind also identisch oder aber Kreuzgeraden.

Da T Sii’sche Gruppe ist, geht durch Spezialisierung aus Benz [5] hervor

Satz 5. 4. (1) Die iiber T definierte Gleichheitsrelation auf der Menge der Winkel ist
eine Aquivalenzrelation. (Maximale Klassen gleicher Winkel nennen wir freie Winkel.)

(2) Gegeben seien ein Winkel (a, b; P), ein Punkt Q, eine Gerade g durch Q, Dann
gibt es eine und nur eine Gerade h durch Q mit (ab; P) = (gh; Q).

(3) Sei g eine Gerade, seien P, Q Punkte auf g, seien p eine Gerade durch P und g
eine Gerade durch Q. Dann folgt (gp; P) = (gq; Q) genau dann, wenn p zu q parallel, in
Zeichen p || q, ist.

(4) Die Menge B der freien Winkel bildet beziiglich der (natiirlichen) Addition")
von Winkeln eine Gruppe, die isomorph zu /R ist.

%) Fiir die Begriffe Siif’sche Gruppe, maximale Siif’sche Gruppe, involutorische Gruppe s. Benz [5].
Uberhaupt liegt in unserer Punkt-Geraden-Geometrie eine affine Parallelstruktur mit Nachbarelementen (Nach-
barrelation = Parallelititsrelation auf der Menge der Punkte) vor, s. Benz [5], Satz 2. 1. Die zwei Postulate an
eine SiiB’sche Gruppe sind (abgeschwichte) Abwandlungen auf den affinen Fall mit Nachbarelementen von
Forderungen, die W. SiiB [19] in mébiusgeometrischem Zusammenhang erhebt.

10) Die Begriffe Schmieggeraden, Kreuzgeraden gehen aut Hjelmslev [11d], S. b, zuriick.

1) 8. Benz [5].
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(5) In einem Dreieck ABC; abc'?) seien «, B, y die freien Winkel mit «d (bc; A),
B3 (ca; B), y3 (ab; C). Dann gilt x + B + y = 0%).

Ist (ab; P) ein Winkel, so gibt es, da eine affine Parallelstruktur m. N. zugrunde
liegt, eine reguldre Ecke P, A, B mit A € a, B € b. Wir wollen o(P, A, B) die GroBe des
Winkels (ab; P) nennen. Man iiberzeugt sich leicht davon, daB o(P, 4, B) = o(P, A’, B’)
ist, wenn A’, B’ beliebige Punkte sind mit A’ €a, B’ €b, P, A’, B’ ist regulire Ecke.

Hilfssatz 5. 2. Die Winkel (ab; P), (gh;S) sind genau dann gleich, wenn sie von
gleicher Gréfe sind.

Beweis. Sind (ab; P), (gh; S) gleiche Winkel, so sind sie auch von gleicher GroBe,
da die Abbildungen aus ' 6ffnungstreu sind. Seien umgekehrt (ab; P), (gh; S) Winkel
gleicher GroBe, o(P, A, B) =0(S, G, H), P,A,B und S, G, H regulire Ecken mit
A€a, BEb, GE€g, HEh. Sei y €T die Abbildung mit P = S, A” = G, d. h. die Ab-
bildung

w=(S—G (P—A)(z—P)+S.

Jedenfalls gilt dann (ab; P) = (g(SB?);S). Wir haben also noch i = (SB") nachzu-
weisen. Aus o(P, A, B) = o(S, G, H) und o(P, A, B) = o(S, G, B") folgt aber
BY— S = AMH—S) mit A€ ®°, d.h. B"€h.

Ein Winkel heifit ein rechter Winkel, wenn der zugehorige freie Winkel ¢ eine
Involution in W ist, d. h. wenn ¢ == 0 und ¢ + ¢ = 0 ist. Wieviel Involutionen ¢ besitzt
W >~ R/Q°? Offenbar genau eine, ndmlich j ®°. Damit gibt es genau einen freien rechten
Winkel, in Zeichen R. Indem wir den Begriff des Lotes und den Begriff des Senkrecht-
stehens einfithren, haben wir

Satz 5. 5. (1) Ist g eine Gerade, ist P ein Punkt, so gibt es genau ein Lot durch P
auf g, d. k. genau eine Gerade h durch P, die h in einem einzigen Punkt, wir nennen thn S,
schnetdet mit (gh; S) € R.

(2) Ist (gh; S) ein rechter Winkel, wir schreiben dann auch g Lh, so ist der zugehirige
,,Nebenwinkel* (hg; S) ebenfalls ein rechter Winkel. Aus g 1 h folgt also h 1 g.

3) Istg L h, k||, soistauchg L k'

Bewets zu (1). Da die dquiformen Abbildungen 1. Art winkeltreu sind, so kénnen
wir die spezielle Situation g = (0 1) annehmen. Sei P = a + bj, a, b € & Dann gilt fiir
die Gerade h durch § = a und a + j offenbar (gh; S) € R wegen o(a, a + 1, a + j) = j&".
Ist nun A’ ein weiteres Lot durch P auf g, so sei S’ der Schnittpunkt von g und #'. Es
ist also S’ € R und o(S", S + 1, H') = j/® mit einem H'€h, H + §’. Demnach gilt
H' — 8’ = Aj mit einem A€ {°. Wegen P €1’ und &' = (S’ H’) ist also

P=3S8" 4+ uH —S8) =S8+ ulj;
S’ € ® bedeutet also S’ = a = §, was zusammen mit
ot+j= a+_/11_.,1j-_~ s +%—(H’—S’)Eh'
auf A’ = h fithrt. Auf die Angabe der einfachen Beweise zu (2) und (3) verzichten wir.
wrﬂ);h; seien 4, B, C paarweise nicht parallele Punkte und a, b, ¢ Tesp. die Verbindungsgeraden (BC),

(C4), (4B).
18) () bezeichne das neutrale Element von R%/®".
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Im Hinblick auf die &quiformen Abbildungen 2. Art geben wir noch an

Satz 5. 6. Die dquiformen Abbildungen 2. Art sind ebenfalls rechtwinkeltreu, d. h. sie
iiberfithren rechte Winkel in rechte Winkel. Weiterhin gilt fiir jede solche Abbildung « und
jeden Winkel (ab; P) die Aussage (a*b*; P*) = (ba; P), d. h. die Orientierung der Winkel
wird gedndert.

Der Beweis liegt auf der Hand, wenn man bedenkt, daB dquiforme Abbildungen
2. Art Offnungen konjugieren. ,
Bevor wir auch Winkel im Bereiche der pseudo-euklidischen Kreise betrachten,

wollen wir den Fall & = R nédher ansehen. Dazu sei
hh={+yjlz,y€R und 2°—y*=1 und z > 0},
ho={z+yjlz,y€R und y*—2*=1 und y > 0},
h =Dh v b,

Ist nun ¢ die Gerade (0 1) und ist g eine pseudo-euklidische Gerade durch 0, so ist die

GroBe des Winkels (tg; 0) durch PR? gegeben; dabei wollen wir unter P den eindeutig
bestimmten Schnittpunkt von g und Y verstehen.

Figur 4

Sei P =z 4+ yj, x,y € R. Wir bestimmen jetzt die eindeutige Ldsung & von (a)
im Falle (b); dabei sei

(@) z =Cof &, £ =0 fir (b) PE€Y,, y =0,
(a) z — Gof & £ < O fiir (b) PE€Y,, y <O,
(a) y = Gof & &= 0 fir (b) PEBy, 2= 0,
(2) y = Gof & & < 0 fir (b) P€Y,,  <O.

Im Falle P €5, haben wir P = Gof & + j &in & = e’*; im Falle P €1, gilt
P=g+yj=jly+a=j)=je’

Damit ist im Falle P €Y, die GroBe des Winkels (tg; 0) offenbar e R”; entsprechend ist
im Falle P €Y, die GroBle von (tg; 0) durch je’* R* gegeben. Bis auf Isomorphie ist also
nach Satz 5. 4, (2) die Winkelgruppe 8 gegeben durch

T ~ (R | § € R} u {je R* | § €R} =~ {¢/* | £ €R} v {je* | E€ R} = R* © &,,

wobei R* die additive Gruppe des Korpers der reellen Zahlen ist, und wo &, die sym-
metrische Gruppe iiber 2 Gegenstéinden bezeichnet. — Eine anschauliche Deutung von
& entnehmen wir der elementaren Theorie (s. auch Figur 4).

Journal fiir Mathematik. Bd. 232 9
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Gegeniiber der Multiplikation bildet also die Punktmenge §) = §, v §, eine Gruppe,
die isomorph zur Winkelgruppe ¥ ist. f); ist eine Untergruppe, die zur homogenen
Lorentzgruppe ) der zweidimensionalen Raum-Zeit-Welt isomorph ist: Ist ¢ die Licht-
geschwindigkeit, so konnen wir das offene Intervall (—e¢, ¢) eineindeutig auf R beziehen
vermoge

& € R entspreche’®) —c Ig & € (—c, +o).

Ist nun v eine konstante Geschwindigkeit aus (—c, +¢), so 148t sich die homogene
Lorentztransformation (geschrieben in sonst iiblichen Bezeichnungen)

v
t—‘—z—x
, x— vt , c
x :-————;—2-, t:——”‘tz
v v
1—— Vl_'-z‘
>0 ¢ >0 ¢

vermoge z =« + ctj, w = &’ + ct'j schreiben in der Gestalt

w = e‘lz

Die Gruppe der homogenen Lorentztransformationen ist also auBerdem noch eine
Untergruppe der Gruppe der kongruenten Abbildungen. Unter Benutzung des Begriffs
der Drehung liegt also eine Gruppe von Drehungen — nicht aller Drehungen — um den
Punkt O vor.

Wir kommen jetzt zum Winkelbegriff im Bereich der pseudo-euklidischen Kreise.
Die uneigentlichen Punkte sind bei den folgenden Betrachtungen wieder zugelassen.
Seien a, b pseudo-euklidische Kreise, die wenigstens 2 verschiedene Punkte gemeinsam
haben. Ist P€a ~ b, so heie das geordnete Tripel (ab; P) ein Winkel. Wir ordnen
dem Winkel (ab; P) eine GroBe zu:

1. Fall: P eigentlich.

a’ bzw. b’ seien die Tangenten in P an a bzw. b. Wir haben dabei den hier gebrauch-
ten Begriff der Tangente zu erkldren, etwa im Falle a’: Geht a durch den Punkt oo,
so sei a’ = a; ist oo ¢ a, so gilt co 4 P nach Satz 2. 4, a), was nach Satz 1. 3, (4) auf einen
eindeutig bestimmten Kreis a’> P, co mit a’ ~ a = {P} fithrt. — Nun sei als die Grofle
von (ab; P) die GroBe von (a’b’; P) verstanden ).

2. Fall: P uneigentlich.

In den Fillen P = oo, P = (k,1 + ) mit k € & sei « die Abbildung (z,, z,) > (z,, z,)
aus T. In den verbleibenden Fillen P=(1 4+ j,1—j), P=(1—j,1 +j) sei « die
Abbildung (z,, z,) > (z,, z; + %,) aus T. In jedem dieser Fille ist dann P* ein eigentlicher
Punkt; unter der GroBle von (ab; P) sei nun die schon definierte Groe von (a*b*; P%)
verstanden.

Zwei Winkel sollen gleich heillen, wenn sie von gleicher Gréle sind. Es gilt

14y §. z. B. Strubecker [15].
1) S. Strubecker [15].

18) Tst k ein pseudo-euklidischer Kreis durch oo, so bezeichnen wir die pseudo-euklidische Gerade k& — {oo}
auch durch £.
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Satz 5. 7. (1) Die Winkel (ab; P), (cd; Q) sind genau dann gleich, wenn es eine
Abbildung v € T gibt mit a* = ¢, b* = d, P* = Q.

(2) Set (ab; P) ein Winkel. Da |a ~b| =2 gilt, hat man die Fille a = b und
lanb|=2. Im Falle a =0 ist " die Grépe von (ab; P). Im Falle |a~b| =2 ist

Q P|ee
lB A R
die Grofe von (ab; P), wenn {P,Q} =anb ist und A, B irgendwelche Punkte mit

A€a—b, BEb—a sind.

(3) Sei (ab; P) ein Winkel, a = b, beriihre der pseudo-euklidische Kreis r den Kreis b
im Punkte P. Dann ist auch (ar; P) ein Winkel und es gilt (ab; P) = (ar; P). Ist um-
gekehrt (ar; P) ein Winkel mit (ab; P) = (ar; P), so gilt b ~r = {P} oder b =r.

Wir fassen weitere Winkeleigenschaften ”) zusammen:

Satz 5. 8. (1) (Etvgenschaft der Abtragbarkeit). Es seien vorgegeben ein Winkel (zy; S),
ein Kreis x', verschiedene Punkte S', T' auf x'. Dann gibt es genau einen Kreis y'3 S', T'
mit (xy; S) = (x'y’; ).

(2) Sind z,y Kreisemit |z ~ny | =2,z ~y=1{S, T}, sogilt
(zy; S) = (yx; 1)

(3) (Gegenstiick zum Saiz iiber den Sehnentangentenwinkel der Mdbius-Geometrie).
Sind A, B, C, D paarweise nicht parallele Punkte, so gilt

((ABC) (ABD); B) = ((DCB) (DCA); C).

(4) (Gegenstiick zum Peripheriewinkelsatz der Mobius-Geometrie). Es seien A, B, P, Q
verschiedene Punkte auf einem Kreis z. Es sei W € z etn Punkt, der zu keinem der Punkte
A, B, P, Q parallel ist. Dann gilt

((WPA) (WPB); P) = ((WQA) (WQB); Q).

(5) (Gegenstiick zum Satz iiber die Winkelsumme im Kreisdreieck). Es seten W, A, B, C
paarweise nicht parallele Punkte, nicht gemeinsam auf einem Kreis. Dann gilt« + g +y = 0,
wenn «, B,y die freien Winkel sind mit

x3 (WAB) (WAC); 4), B> ((WBC) (WBA); B), y> ((WCA) (WCB);C).

(6) (Verallgemeinerung des Satzes von Miquel®®)). Es seien A, B, C, D, E, F, G, H
paarweise nicht parallele Punkte derart, daf die Quadrupel AEHD, FBCG, AFCH, EBGD
konzyklisch sind. Dann gilt

((ABC) (ABD); B) = ((EFH) (EFG); F).

Ins Einzelne gehende Angaben von Orthogonalitdtseigenschaften iibergehen wir.
Wir merken aber an den

17) Die Beweise sind mutatis mutandis die der Laguerre-Geometrie (s. Benz [6], [7]).
18) Satz 4. 3 im Falle acht verschiedener Punkte.
9*
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Satz 5. 9. Es seien a, b Kreise mit | a ~ b | = 2. Dann sind die folgenden Aussagen
gleichwertig:
(a) a L b.
p Q]*
® |5 e,
wo a ~nb={P,Q} ist und A, B Punkte sind mit A €a—2b, B€b—a.

(c¢) Die zu a, b gehorenden Ebenen tm Modell des § 3 sind beziiglich des Hyperboloids
£, konjugtert.

Unter Benutzung des Distanzbegriffes kann man den eigentlichen Teil der pseudo-
euklidischen Kreise, die nicht durch co gehen, mit Hilfe eines Mittelpunktbegriffes in
der Form

{Xd(X, M) =y 0}
schreiben.

Man erhilt leicht Eigenschaften (natiirlich nicht zur vollen Automorphismengruppe
gehorend), in die der Mittelpunktsbegriff eingeht.

§ 6. Die Automorphismengruppen der Geometrie A(®)

Gegeben sei eine Geometrie A(R). Es bezeichne § die Menge der Punkte, f die
Menge der Kreise, ||, ||_ die beiden Parallelitdtsrelationen auf ¥ und T wiederum die
Gruppe PGL (2, Q).

Wir stellen die drei Fragen:

1. Wie lautet die Automorphismengruppe der Struktur (B, %), d. h. die Gruppe der
Kreisverwandtschaften ?

2. Wie lautet die Automorphismengruppe der Struktur (B, ||, ||_;¥), d. h. die Gruppe
derjenigen Kreisverwandtschaften, die in beiden Richtungen die Relationen ||, ||_
je in sich iiberfiihren ?

3. Wie lautet die Gruppe der winkeltreuen Kreisverwandtschaften ?

Hilfssatz 6. 1. Sind A, B, C verschiedene, aber paarweise parallele Punkte, so gilt
entweder

a) A|l, B||, C oder b) A||_B||_C.

Beweis. Angenommen, falsch. O. B. d. A. konnen wir dann annehmen, es gilt
A ||, B || C. Weiterhin haben wir noch C ||, A oder C ||_ AY). Aus A ||, B||_C ||, A
folgt C||, 41|, B, d.h. C||, B, d.h. C = B zusammen mit C ||_ B. Wdspr. Aus
All,BJ||l_C]||_ A folgt A||_B,d.h. A= B mit A||, B. Wdspr.

Satz 6. 1. Ist « eine Kreisverwandtschaft, so ist sie von der Gestalt
b
0%y = 41,2} + @4,28
0%y = A9 XY + gy xF

19) Ubrigens bedeutet P ||.Q und gleichzeitig P ||_Q natiirlich P= @ wegen I, ~I_ = {0}. Allerdings
Pi Pa ‘ = 0 im Ringfall durchdiskutiert werden. Siehe aber Satz 2. 4.

4 92

muf
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wobel a;;, 0 Elemente aus & sind mit || ay; ||, o € R und wo ¢ ein Automorphismus von &
ist, der ® als Ganzes festlifit. Umgekehrt stellen diese Abbildungen Kreisverwandtschaften dar.

Beweis. Wir gehen von einer beliebigen Kreisverwandtschaft « aus. Sei co* = 4,
0 = B, 1* = C. Die Punkte oo, 0, 1 sind paarweise verschieden, also gilt dies auch fiir
A, B, C. Durch oo, 0, 1 geht ein Kreis; damit geht auch, da « ein Automorphismus von
(B; f) ist, durch A4, B, C ein Kreis. Nach Satz 1. 3. (2) sind also A, B, C paarweise nicht
parallel. Sei v €T die Abbildung mit A" = co, B* = 0, C* = 1. Damit sind ov, 0, 1
Fixpunkte von «z. Wir arbeiten nun im Hyperbelmodell. Die Beschrinkung von pu == a7
auf die Menge & der eigentlichen Punkte ist eine Bijektivitdt von &, da u doch oo fest-
148t und p doch parallele Punkte in parallele Punkte iiberfithrt*). u ist eine Affinitit
der affinen Ebene iiber &: Da u eine Kreisverwandtschaft ist, werden jedenfalls wegen
oot = oo pseudo-euklidische Geraden in pseudo-euklidische Geraden tberfithrt; affine
Geraden der Gleichung y = 4z + u gehen in ebensolche iiber nach Hilfssatz 6. 1. Wir
interessieren uns also jetzt fiir diejenigen Affinitédten der affinen Ebene E iiber R, die
Geraden der Steigung 41 in Geraden der Steigung 41 iiberfithren und die die Punkte
0 und 1 festlassen. Das Koordinatensystem von E sei so gewdhlt, dall 0 die affinen
Koordinaten (0, 0) besitzt, 1 die Koordinaten (1,0), j die Koordinaten (0, 1). Die in
Frage stehenden Affinitdten haben dann das Aussehen

' =x"+4+ (a—1)y° =1z + (a—1)y°

, , bzw. .

y = ay y = —ay
mit a € 87, o ein Automorphismus von . Es gehort also /& zu diesen Abbildungen. Da
u als Kreisverwandtschaft den pseudo-euklidischen Kreis 2*— y* = 1 in einen pseudo-

euklidischen Kreis iiberfiihrt, so folgt a = 1. Also ist u4/© von der Gestalt

(%) 2" = a” (¥%) 2=
’ g Oder ’ g
y =y y =y

Da es nur jeweils eine Fortsetzung dieser Abbildungen zu einer Kreisverwandtschaft gibt,
folgt, daB u von der Gestalt (jetzt liegen homogene Koordinaten zugrunde)

(@4, ) > (aF, 23)

ist, wo @ ein Automorphismus von £ der Form a 4 bj— a° + b°j oder a + bj > a” —b°j
darstellt, also ein Automorphismus von &, der & als Ganzes festlafBit.

Ist umgekehrt ¢ ein Automorphismus von &, der & als Ganzes festhilt, = ®,
so nennen wir die Restriktion ¢/® = 0. Aus j2 =1, j € ®, folgt iiber (j%)* = 1 offenbar
j® €{j, —J}- Damit setzt sich die Abbildung

0%y = ay, 2] + 152§
0%y = 0y 2% + @552, |l ayll, 0€8,
zusammen aus Abbildungen der Gestalt (%) oder (% %) und einer T-Abbildung, ist also

Kreisverwandtschaft.
Korollare zu Satz 6. 1.:

2) P || @ und P # Q ist gleichwertig damit, daf es keinen Kreis gibt, der sowohl P als auch @ enthilt
(Satz 1.3, (2), (2)).
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Satz 6. 2. Ist « ein Automorphismus der Struktur (B;t), so gilt entweder
a) o ist ein Automorphismus von (B, ||, ||_; f) oder

b) fiir jedes Punktepaar P, Q mit P ||, Q gilt P*||_ Q% und fiir jedes Punktepaar
P, Q mit P||_Qgilt P*||, Q.

Satz 6. 3. Die Automorphismen der Struktur (B, ||, ||_;¥) sind genau die Ab-
bildungen

0% = a1, %7 + 41,73
0% = gy + ap75, ay, 0 €8 mit |[ay|l, 0 €R,
wo @ ein Automorphismus von & ist, der & als Ganzes festlift, und der | festhdlt.

Zusammen mit fritheren Uberlegungen (insbesondere Satz 5. 2) folgt noch

Satz 6. 4. Die winkeltreuen Automorphismen von (B; f) sind genau die Elemente von T.

§ 7. Eine axiomatische Kennzeichnung der Geometrie A(&®)

Wir gehen aus von einer abstrakten Menge ‘B, deren Elemente P, Q, . .. wir pseudo-
euklidische Punkte, kurz Punkte, nennen. Auf R seien zwei Aquivalenzrelationen ||, ||_
gegeben. Gilt fiir das Punktepaar P, Q eine der Relationen P ||, Q, P ||_ Q, so nennen
wir das Paar P, Q parallel, im anderen Falle nicht parallel. Es heilen P, Q p-parallel
(plus-parallel) bzw. m-parallel (minus-parallel), wenn P || Q bzw. P ||_ Q gilt. Weiterhin
sollen Teilmengen a,b,... von P gegeben sein, die pseudo-euklidische Kreise, kurz
Kreise, genannt werden. Mit f werde die Menge der Kreise bezeichnet. Fiir P € a bzw.
P ¢ q iibernehmen wir iibliche Redewendungen wie ,, P liegt auf a‘‘ bzw. ,, P liegt nicht
auf a‘ usf. SchlieBlich sei noch eine Gruppe T von Automorphismen der Struktur
(%B, Il,, ll_; %) gegeben. Wir nennen = = (B, ||, ||_; ¥; T) eine pseudo-euklidische Ebene,
wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(A 1) Durch dret paarweise nicht parallele Punkte geht genau ein Kreis.

(A 2) Ist k ein Kreis, ist P ein Punkt, so gibt es eindeutig bestimmte Punkte P', P"
auf k mit P'||, P, P" ||_ P, die im Falle P ¢ k verschieden sind.

(A 3) Es gibt vier paarweise nicht parallele Punkte, die nicht gemeinsam einem Kreis
angehoren.

(T 1) Es seien A,, A,, A, paarweise nicht parallele Punkte und ebenso Aj, Ay, Aj.
Dann gibt es genau ein v €T mit A, = A}, 1 = 1,2,3. Ist dariiber hinaus
A lly Af (bzw. A ||_ A)) fur i =1,2,3, so gilt P||, P* (bzw. P ||_ P7) fiir
alle P € B.

(T 2) Sind A, B, C, D paarweise nicht parallele Punkte auf einem Kreis, so gilt fiir
die Abbildung €T mit A= B, B*= A, C* = D auch D* = C. — Es gibt
paarweise nicht parallele Punkte P, Q, R, S, die gemeinsam auf einem Kreis
liegen, so, daf fir die Abbildung €T mit P*= P, Q"= Q, R* =S auch
S*= R gilt.

Die iiber dem kommutativen Korper & mit Char & == 2 erklarte pseudo-euklidische
Geometrie bezeichnen wir mit A (&), wie schon in der Einleitung fixiert.
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Dann wurde schon in § 1 (bis auf eine geringfiigige Ergéinzung) gezeigt der
Satz 7.1. A(R) ist eine pseudo-euklidische Ebene.
Der vorliegende § 7 ist dem Nachweis des folgenden Satzes gewidmet:

Satz 7. 2. Ist = (B, |l,, ||_;¥; T) eine pseudo-euklidische Ebene, so ist sie iso-
morph zu einer pseudo-euklidischen Ebene A(R) = (B, ||', ||; ¥; T').

Der léingere Beweis dieses kennzeichnenden Satzes der Geometrien A () erfolgt in
mehreren Schritten. Allen folgenden Erorterungen liege eine feste pseudo-euklidische
Ebene X zugrunde.

1. Je zwei verschiedene Punkte P, Q eines Kreises k sind nicht parallel.

Beweis. Sei etwa P ||, Q. Da auch P ||, P gilt, so folgt aus (A 2) wegen P, Q €k
offenbar Q = P.

2. Sind P, Q Punkte mit P ||, Q und P||_ Q, so gilt P = Q.

Beweis. Angenommen, P = Q. Nach 1 geht dann jedenfalls durch P, Q kein
Kreis. Wir zeigen, da8 durch Q ein Kreis geht, der also nach dem Vorhergehenden nicht
den Punkt P enthélt. Seien A, B, C, D vier paarweise nicht parallele Punkte; solche
existieren nach (A 3). Zu wenigstens zweien dieser Punkte kann Q nicht parallel sein, da
die Relationen ||, ||_ Aquivalenzrelationen sind. Damit gibt es drei paarweise nicht
parallele Punkte, zu denen Q gehort. Also haben wir nach (A 1) einen Kreis & durch Q.
Wegen P ¢k und (A2) gilt P’ & P, was der Annahme P ||, Q, P ||_ Q, Q € k wider-
spricht.

3. Jeder Krets enthdlt wenigstens vier verschiedene Punlkte.

Beweis. Nach (A 3) gibt es paarweise nicht parallele Punkte A, B, C, D. Sei k ein
Kreis und seien A’, B’, C', D’ die gemaB (A 2) bestimmten Punkte beziiglich k. Diese
Punkte auf % sind verschieden, da ||, eine Aquivalenzrelation ist.

Sei p ein fester Kreis, auf dem Punkte P, Q, R, S der Art (T 2) liegen. oo, 0, 1 seien
drei verschiedene feste Punkte auf p. Sie sind nach 1 paarweise nicht parallel. Die Stand-
untergruppe

sz{rETlpth}

von p in T betrachten wir nun zunéchst nur in ihrer Wirkung auf p. Wir beachten dabei,
daB im Falle der Gleichheit der Restriktionen 7, |y, 7,|p, 7,,7,€ T, auch 7, = 7, ist:
Dies folgt aus der einfachen Transitivitdt (s. (T 1)) von T auf der Menge der geordneten
Tripel paarweise nicht paralleler Punkte in Verbindung mit 1 und 3.

4. T, | p ist isomorph zu einer Gruppe PGL(2, &) mit etnem kommutativen Korper &,
der als Menge mit p — {oo} identifiziert werden kann. Es ist Char & =+ 2.

Beweis. T = T, | p ist minimal dreifach transitiv auf p nach (T 1). Da noch (T 2)
gilt, folgt 4 aus bekannten Resultaten *). Ist P ein Punkt, so ordnen wir ihm das geordnete
Paar (P’, P") zu, wobei P’, P’ die Punkte geméaB (A 2) in bezug auf den Kreis p sind.

21) Solche Resultate legte B. Petkantschin [14] vor. Sie haben ihre Wurzel in der v. Staudt’schen Wuri-
rechnung.



72 Benz, Geometrie der Kreise in der pseudo-euklidischen Geometrie

Es gilt

5. Die Abbildung A: P— (P, P") ist eine eineindeutige Abbildung von B auf das
Mengenprodukt p X p.

Beweis. Gemal (A 2) liegt eine eindeutige Abbildung von P in p X p vor. Gegeben
sel nun ein geordnetes Punktepaar (4, B) €p X p. Wir wollen zeigen, daBl ein Urbild
existiert und dafl dieses in eindeutiger Weise bestimmt ist. Im Falle A = B gibt es nur
das Urbild A. Sei A # B. Fiir den Punkt U ¢ p bestimmen wir U’, U". Seien A, B, C
verschiedene Punkte auf p und ebenso U’, U”, V. Sei t die nach (T 1) existierende Ab-
bildung aus T mit U"* = A, U= B, V"= C.Sei P = U*. Dann gilt P = U" ||, U"=A
und P = U"||_ U"" = B. Also ist P ein Urbild von (4, B). Sei Q ein weiteres Urbild.
Dann gilt Q ||, A ||, Pund Q||_ B||_ P, was Q = P bedeutet nach 2.

Mit Hilfe der Abbildung A wollen wir jetzt die Abbildungen aus PGL(2, &) als
Abbildungen aus T, schreiben. Dazu fithren wir homogene Koordinaten fiir die Punkte
P von P ein. Sei & der Ring der anormal-komplexen Zahlen iiber {.

1. Fall: P ist nicht parallel zu co. Dann ist also co 3= P’, P"". Wir setzen

P>

P’I+P’ PII_P'.
g —t——3 I

Homogene Koordinaten von P seien

P'I Pl P/’___Pf.
e| =+ o).

0 € R, R die Einheitengruppe von L.
2. Fall: P = oco. Homogene Koordinaten seien (g, 0), ¢ € R.

3.Fall: P||, oo, P 4 co. Homogene Koordinaten ¢(1 —j,1 +j), o €R, fir
P" =0 und o(2P",1 4+ j) fir P’ % 0.

4. Fall: P||_oo, P ==oco. Homogene Koordinaten o(1 + j,1—7j), o€ R, fir
P’ =0 und o(+2P',1—) fir P' == 0.

Zunéchst hat man

6. Es gilt P||_ Q (bzw. P||_ Q) genau dann, wenn 51 ];2 €1, (bzw. €1_) ist,
1 2

wobel P = (py, py), Q = (41, ¢5) sei und I, = (1 +j), I_ = {1 —)).
Beweis®). P ||, Q (bzw. P||_ Q) ist gleichwertig mit P’ = Q' (bzw. P" = Q").
I. Fall: P ist nicht parallel zu oo.
I.1: Q ist nicht zu oo parallel. Mit

PII + PI P/I —_ Pl .
P1= D) + p) Iy P3= 1,

0 = ¢ '2{"_9__{___0__'2:__0__], g, =1,

liegt 6 fiir 1.1 auf der Hand.

D1 P2

23) Tm Verlauf des Beweises kiirzen wir p
1 2

durch D ab.
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[.2: Q = oo.

Hier gilt weder D € I (bzw. € [_), noch P’ = Q' (bzw. P = Q").

[.3: Q 00, Q|| co.

Also ist hier Q" = oo, Q"' 3 oco.

a) Q" =0. Hier ist ¢, =1—/, g, =1+ j. Offenbar ist P’ + Q' und D¢ I_.
Weiterhin gilt offenbar P = Q"' genau dann, wenn D € I_ ist.

b) Q" = 0. Hier ist ¢, =2Q", ¢, =1+ j. Offenbar ist P’ Q' und D¢ I,.
Weiterhin ist P’ = Q" mit D € I_ gleichwertig.

L4: Q &= o0, Q||_ co.

Also ist hier Q' = oo, Q"' = oo.

a) O'=0.Esist ¢, =1+47j,¢,=1—j. Esist P' = Q' mit D € I gleichwertig.
Weiterhin gilt P’ 4= Q" und D ¢ I_.

b) Q" *0. Es ist ¢, = 2Q’, g, =1—j. Es ist P’ = Q' mit D € I gleichwertig.
Offenbar gilt weiterhin P”" = Q" und D ¢ I_.

Da die Aussage 6 symmetrisch in P, Q ist, reduziert sich die weitere Fallunter-
suchung erheblich. Es verbleiben die nachstehenden weiteren Fille:

II. P = oo.
IL1. Q = oo.
I1.2. Q 4 o0, Q ||, oo.
IL3. Q = oo, Q || oo.

ITI. P o0, P||, oo.
III.1. Q == o0, Q |, co.
I11.2. Q 4 o0, Q ||_ oo.

IV. P =00, P||_oco.
IV.1. Q =00, Q||_ oo.

Die Diskussion dieser Fille, die immer wieder darauf hinauslduft, die Gleichwertig-
keit von P’ = Q' (bzw. P = Q") mit D € I, (bzw. € I_) nachzuweisen, vereinfachen
wir nochmals, indem wir die ldstigen Fille a), b) vermeiden. Man kann die folgende
Zusammenfassung benutzen fiir die homogenen Koordinaten:

fir P ||, co, P % oo die Koordinaten ((P” + 1) + (P —1)j, 1 + j);

fir P ||_oo, P # oo die Koordinaten ((P' + 1) — (P" —1)j,1 —).

Im Falle I1.1 ist nichts zu zeigen.

Zu I1.2.: Hier ist Q' = oo, Q"' = oo.

Es ist ¢;=(Q" + 1)+ (Q"—1)j, gg=1+4j. Nun ist P"= Q" und D€,
Weiterhin ist P’* & Q" und D ¢ I_.

Zu I1.3.: Hier ist Q' =% oo, Q" = oo.

Esist ¢, = (Q' + 1) — (Q'—1)j, ¢ = 1—]. Es gilt P’ & Q' und D ¢ I. Weiter-
hin ist P” = Q" und D€ I_.

Fiir den Fall II1. haben wir p, = (P”" 4+ 1) + (P — 1)}, p, =1+ .

Im Falle II1.1. ist ¢, = (Q"” + 1) + (Q”" —1)j, ¢, =1+ j. Es gilt P’ = co = Q'
und D € I, . Weiterhin ist P"" = Q" gleichwertig mit D € /_.

Journal fiir Mathematik. Bd. 232 10
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Im Falle I11.2. ist ¢, = (Q' + 1) —(Q'—1)j, go=1—j. Es gilt P' = oo £ @’
und D ¢ I,. Weiterhin ist P’ 0o = Q" und D¢ I_.

Es verbleibt der Fall IV1.: Wegen P = oo, P||_oo ist P’ &= 00, P"” = oo und
pi= (P +1)—(P"—1)j, p,=1—j. Wegen Q + oo, ¢ |_ooist Q" & o0, Q" = oo
und ¢, = (Q' +1)—(Q"—1)j, g, =1—j. Offenbar ist P’ = Q' gleichwertig mit
D€ I,. Weiterhin gilt P” = Q" und D€ 1_.

Damit ist 6 vollstindig bewiesen.

7. Die Fortsetzung nach T, der Abbildung

() 0T = A%y + AT,
0Ty = Ay Ty + ATy, 0 € R, || @y || € 87,

a; €&, aus PGL(2, 8), ist die Abbildung gleicher Gestalt mit ¢ € R.

Beweis®®). Mit Hilfe einer Restriktion 7 | p ist also jetzt auf v zu schlieBen. Sei
P € B — p. Wir unterscheiden die Punkte P* und P*, wo P* das formal nach (%) er-
rechnete Bild von P sei. Jedenfalls ist die Abb. (%) wegen Hilfssatz 1. 2 eine eineindeutige
Abbildung von ‘B auf sich, die wegen 6 nach Hilfssatz 1. 2 p-parallele Punkte in p-parallele
Punkte tiberfithrt und m-parallele in m-parallele. Da 7 auf p mit (%) auf p ibereinstimmt,
gilt P7||,  P™* ||, P* und P"||_ P"*||_ P* was auf P’ ||, P* und P*||_ P* fithrt und
wegen 2 somit P* = P* ergibt.

An dieser Stelle fassen wir zusammen, wie weit wir beim Beweis von Satz 7. 2
schon gekommen sind! Mit dem in 4 erhaltenen Kérper & und der hieriiber konstruierten
pseudo-euklidischen Ebene A(R) = (%', ||, ||; ¥'; T') haben wir die Ubereinstimmung:
Eine tiber die Abbildung A konstruierte bijektive Abbildung von ‘B auf %B’, bei der nach
6 die Relationen ||,, ||, und ||_, [|” je ineinander iibergehen. Weiterhin haben wir nach
7 die Ubereinstimmung der Gruppen T, und T,. Wir zeigen jetzt:

8. Unter Zugrundelegung der Identifikation B — B’ konnen die Gruppen T, T’ als
Substitutionsgruppen auf derselben Menge B’ betrachtet werden. Gegeniiber dieser Inter-
pretation ist jede Substitution aus T auch eine Substitution aus T’ und umgekehrt.

Vorweg zeigen wir
9. Sind P, Q Punkte, so gibt es genau einen Punkt R mit R ||, P und R ||_ Q.

Den Beweis von 9 miissen wir in der axiomatischen Ebene erbringen. Wir konnen
dabei nicht die Gruppe T’ benutzen, um eine einfachere Situation herbeizufiithren. Zu-
néichst nehmen wir die Existenz eines solchen Punktes an; dabei werden wir sehen,
daB R eindeutig bestimmt ist, und wir werden ein Konstruktionsverfahren erhalten, um
einen gesuchten Punkt R zu finden. Fiir die nach (A 2) in bezug auf p bestimmten Punkte
P, P’ Q,Q", R, R gilt R" = P’, R"” = Q". Die Bijektivitat der frither konstruierten
Abbildung 2 fithrt auf genau ein Urbild von (P’, Q"). Der gesuchte Punkt R ergibt sich
als A-Urbild von (P’, Q).

Nun zum Beweis von 8: Sei 7 € T.

Sei oof = A,0" = B, 1" = C. Mit den nach (A 2) in bezug auf p bestimmten Punkten
A', B, C', A", B”, C" seien «, B € T die Abbildungen mit

(A')* =4, (B)» =B, (') =C, (4"V =4, (B"Y =B, (C") =C.

28) Meinen urspriinglich etwas lingeren Beweis von 7 ersetzte W. Leiner durch den vorliegenden.
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Wir beachten dabei, da8 A, B, C paarweise nicht parallel sind und daB deshalb A’, B’, C"
und A", B”, C" je drei verschiedene Punkte von p sind.

Offenbar gilt 7™, 771 € T, = T, mit 7. Wegen A ||, A’, B||, B, C||, C’ gilt
nach (T 1) P ||, P* fiir alle P € . Genauso hat man P ||_ P* fiir alle P € B. Damit ist
P ||, P™=%, PT||_ P"®% Aufgrund von 9 ist hiermit P eindeutig bestimmt. Wir kénnen
also P" konstruieren iiber die bekannten Abbildungen ra™, 77'€ T, und iiber die
Relationen ||, ||_. Sei ¢ = 7a™", 9 = 787" Wegen @, 9 €T, sind @,y auch die Ab-
bildungen aus T’ mit co? = A’, 07 = B’, 1° = (", 0¥ — A", 0¥ = B”, 1* = C"". Sind
7, & f die Abbildungen aus T’ mit odf = 4, 0F = B, 1° = C; (A’Y¥ — A, (B') = B,
(C')? = C; (A" = A, (B")} = B, (C")} = C, so gilt also ¢ =Ta", p = 761 Da nun
auch P’A eindeutig bestimmt ist als der Punkt X mit X ||, P%-! X ||_ P# so gilt
P — P d. ht—7%

Ist nun umgekehrt y € T’, s0 sei co” = A, 0” = B, 17 = C. Sei 7 € T die Abbildung
mit oo = A, 0" = B, 17 = C. Also ist nach dem Vorhergehenden 7 = 7 = y.

10. Bei der Abbildung B < B’ entsprechen die axiomatischen Kreise den A(R)-
Kreisen.

Bewers. Folgt aus T = T’ (vgl. 8) in Verbindung mit der Tatsache, daB T transitiv
auf ¥ ist, also jeder Kreis als Bild von p gewonnen werden kann, und das Gleiche fiir
T, P’ gilt.

Damit ist Satz 7. 2 vollends bewiesen.

Wir bemerken, dall bei einer pseudo-euklidischen Ebene die Giiltigkeit des Beriihr-
satzes (Eigenschaft (4) in Satz 1.3) nicht gefordert wurde, daB sie aber erschlossen
werden kann, da ja nach Satz 7.2 jede pseudo-euklidische Ebene eine Ebene A (&) ist.

Zusatz bei der Korrektur

In der Einleitung wiesen wir auf die Arbeit von U. Graf [10] hin, in der eine in-
homogene Beschreibung der klassischen pseudo-euklidischen Geometrie gegeben wird. In
dem mir jetzt zugénglich gewordenen Buch I. M. Yaglom, Complex Numbers in Geometry,
New York-London 1968 (englische Ubersetzung der 1963 in Moskau erschienenen Original-
ausgabe) wird ein Kalkiil unendlich groBer Zahlen fiir die pseudo-euklidische Geometrie
(und iibrigens auch fiir die Laguerre-Geometrie) entwickelt, mit dessen Hilfe die bei der
inhomogenen Beschreibung auftretenden Ausnahmepunkte beseitigt werden konnen.
Einen Kalkiil unendlich groBer Zahlen fiir den Fall der Laguerre-Geometrie hat schon
Griinwald angegeben. Die Arbeiten von Griinwald und Graf und anderen werden aller-
dings bei I. M. Yaglom loc. cit. nicht zitiert — moglicherweise, weil es sich um ein ein-
fithrendes Werk handelt.
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§ 1. Bezeichnungen und Vorbemerkungen

Kleine lateinische und griechische Buchstaben bezeichnen — wenn nicht aus-
driicklich anders gesagt — nichtnegative ganze Zahlen.

Ist z reell, so bezeichnet [z] die groBte ganze Zahl < z, {(z) die kleinste ganze Zahl
= z; ferner setzen wir {z} = [2] fiir x — [] <%und {a} = (x) fir z — [z] = 5

[a, b] ist die Menge aller reellen z mit a < z < b.

0. B. d. A. = ohne Beschridnkung der Allgemeinheit.

Ist A = {a,, a,, a,} eine gegebene Zahlenmenge mit a, = 1 < a, < a,, dann heiflit
der Ausdruck

(1) Aty + Ayay + A0y
eine Darstellung von m beziiglich 9, wenn

(2) m = Ayay + A,a, + 4,0,
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gilt. Wo keine Mifiverstéindnisse zu befiirchten sind, wird auch (2) als Darstellung von m
beziiglich % bezeichnet. Ist 2 = 1 gegeben und gilt

@) Ayt A+ 24 =h
so heifit (1) bzw. (2) eine zulédssige Darstellung von m beziiglich o und A.

Gelten in (1) die Ungleichungen
(4) Mo, = ay—1 und A0, + 40, < ay—1,

80 heifit (1) bzw. (2) die Euklidische Darstellung von m beziglich A ([2]). Setzt man fir
jedes s

(5) Sa:i:‘)IaaZ—ﬁs mit 0 éﬁs é a2"_17
80 sagen wir, m hat eine s-Stelle, falls (4) gilt und zu gegebenem . > 1

(6) m = (A —s)as + (4, + y5)a; + (4, — By a,
eine zuldssige Darstellung von m beziiglich 9 und 4 ist.

Ist A = {a,, a,, a;} eine Zahlenmenge mit ¢, =1 < a, < a, und ist A =1, so
werden drei Reichweiten betrachtet.

1. Bezeichnet n,(%) die groBte Zahl n, so daBl jedes m in [1, n] beziiglich % und A
eine zuldssige Darstellung besitzt, so bezeichnet n,(3) die grofite Zahl n, (), zu der ein
A existiert; ein solches A heilt auch Extremalbasis zu r,(3) (Rohrbach [3]).

2. Bezeichnet man genau die Mengen U als A-Mengen, fiir die & die kleinste Zahl
mit n,(A) = a, ist, so bezeichnet [,(3) die groBte Zahl n,(YA), zu der eine h-Menge A
existiert; ein solches U heifit auch Extremalbasis zu [,(3) (Salié [4]).

3. Bezeichnet man genau die Mengen U als regulire Mengen, fir die jede Zahl m
in [1, n,(N)] eine 0-Stelle hat, so bezeichnet g,(3) die groBte Zahl n,(A), zu der eine
regulire Menge 9 existiert; ein solches ? heift auch Extremalbasis zu g,(3) ([1]).

Allgemeiner lassen sich diese Reichweiten fiir k-elementige Zahlenmengen definieren.

Nach Rohrbachs Arbeit [3] ist insbesondere n,(k) zum Gegenstand zahlreicher
Betrachtungen geworden; [, (k) und g,(k) dienen dabei als Hilfsfunktionen zur Abschétzung
von n,(k) nach unten oder iiberhaupt als etwas durchsichtigere, wohl auch in sich inter-
essante Ausgangsbetrachtungen, von denen man in irgendeiner Hinsicht wenigstens eine
gewisse Ahnlichkeit beziiglich n,(k) erhofft.

Abgesehen von einigen tabulierten Werten (vgl. Stéhr [5]) und abgesehen von den
Fallen n,(k) = k, n,(1) = h sowie
h:+6h+1

(Stohr [5])

klaffen zwischen den unteren und oberen Abschéitzungen fiir n, (k) betréchtliche Liicken.
In dem uns beschiftigenden Fall & = 3 ist in Salié [4]

8) L) > 43 e g p>a3
( h( 27 36 u =
gezeigt, und dies war bislang fiir diese & auch zugleich die beste untere Abschidtzung von
ny, (3).
Nach oben ist anscheinend nicht mehr als

©) m(@ < ("3 °) =5+ w0
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gezeigt (Rohrbach [3]). Beziiglich g, (3) ist in [1]
(10) 68 =1+ 21 + o)
M =TT

bewiesen.

Im folgenden wird gezeigt:

4

(11) mn(3) = g B+ 2+ O(h),

(12) L,(3) = %—g’- K —5—_*122—1/3 k* + O(h) fiir gerade h,
(13) 1,(3) = lé—giﬁ 4 2—2@ h* 4 O(k) firr ungerade .

Dariiber hinaus werden die Extremalbasen zu allen drei Reichweiten im Fall & > h,
angegeben. Bei den Abschidtzungen nach oben werden jedoch keine Aussagen iiber A,
gemacht. Der Vergleich von (11), (12) und (13) mit (10) zeigt iibrigens, daB n,(3) und
1,(3) betrachtlich groBer als g, (3) werden. Andererseits erweist sich, daBl die Extremalbasen
zu n,(3) und [,(3) fir £ > Ay in [1, n,(A)] stets 0- oder 1-Stellen haben.

In den folgenden Betrachtungen spielt der Begriff der Euklidischen Darstellung
von m beziiglich U eine erhebliche Rolle. Offenbar besitzt jede Zahl m = 1 genau eine
Euklidische Darstellung beziiglich % (abgesehen von der Reihenfolge der Summanden).
Um sie zu erhalten, hat man das groBte Element a, so oft als méglich zu verwenden, dann
mit a, beziiglich des verbleibenden Restes ebenso zu verfahren, entsprechend mit a, = 1.
Klar ist noch die folgende Eigenschaft Euklidischer Darstellungen: Sind

Y = Y383 + Y28y + Y104
und

Z = %3045 + 290y + 2,0,

die Euklidischen Darstellungen von y und z beziiglich U, so gilt ¥ < z dann und nur
dann, wenn fiir den groBten Index j mit y; 4 z; auch y; < z; gilt. Ferner ist zu beachten,
daB die Euklidische Darstellung einer Zahl m beziiglich 9 nicht notwendig minimale
Summandenzahl aufweist, wie das einfachste Gegenbeispiel % = {1, 3,4} und m =6
zeigt: die Euklidische Darstellung benétigt drei Summanden, 6 = 4 + 1 4 1, obwohl
sich 6 bereits mit zwei Summanden aus U darstellen 148t. (Vergleiche auch [2].)

Wo keine MiBverstindnisse zu befiirchten sind, werden im folgenden bei Darstel-
lungen die Zusétze ,,beziiglich A*‘ oder ,,beziiglich U und A* weggelassen.

§ 2. Abschiitzung von 7,(3) nach unten

Wie iiblich geschieht die Abschitzung von n,(3) nach unten durch Angabe einer
geeigneten Zahlenmenge. Eine Motivation der Voraussetzungen des folgenden Hilfs-
satzes 1 kann erst nach den Abschitzungen von n,(3) nach oben gegeben werden, fiir
die ihrerseits einigermaBen gute Abschitzungen nach unten bendtigt werden.

Hilfssatz 1. Es sei h = 2. Ferner seien  und y beliebig mit

(1) 2=y=fund 26=h+2
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gegeben. Setzt man dann

(2) a,=1,a,=28—y + 1 und a; =ya,—§p,
so folgt
3) () = (h+4—B—y)as+ (y —2)a, + (B —2)a,.

Beweis. Wir bezeichnen die rechte Seite von (3) mit n und bemerken, daB diese
Darstellung die Euklidische von n ist; denn die Koeffizienten der a, sind nichtnegativ,
weiter ist

—2)a, <a,—1
und

(y—2ay,+ (B—2)a,=ya,—pf—2—2(a,—p) <ya,—f—2=a;,—2.

Es sei nun m beliebig aus [1, n] mit der Euklidischen Darstellung

m = e3a; + €,a, + €,a,

gegeben.
Dann folgt unmittelbar
(4) es=h+4—p—y,
®) s |8t —y—1,
ay
e, a,—1
sowie
(6) e,y + 6,0, < a;— 1.

a) Fir 1 < m < a, ist die Euklidische Darstellung m = e,a, bereits eine zulassige,
denn esgilt e, < a,—1=2—y < 28—2< h.

b) Fir a, < m < a, ist die Euklidische Darstellung m = e,a, + e,a, bereits eine

zulédssige, denn der Fall e, =y — 1 und e, = a,— 1 fithrt wegen
€y + €0y = (y —1)a, + (g, —1)a; = ya,—1 > a4
auf einen Widerspruch zu (6). Es ist also
e,t+e,<y+a—3=2—2=Zh

c) Sei daher a;, < m < n, also e; = 1. Ist e, + e, + ¢, < &, so ist die Euklidische
Darstellung bereits eine zulédssige. Daher setzen wir im folgenden

(7) es+e,+e,=h+1

voraus. Nach (4) und (5) folgt e, +e;, <h+3—p. Der Fall e +e,=h+3—§
fibhrt auf e,=h +4-—pB-—9y und ¢, =y —1, also auf m > n, im Widerspruch zur
Wahl von m. Desgleichen fithrt der Fall ¢,=% 4+ 4—f—y und e, =y — 2 wegen
(7) auf e, = f—1, also auf m >n. Dader Fal =%+ 3 —f—9y und ¢, =y —1

wegen (7) auf e, = g — 1 fiihrt, also wegen
ey, + e, = (y—1a,+ (B—1a,=ypa,—p+28—a,—1
=pa,—Pf+y—2=2ypx,—p=uay
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auf einen Widerspruch zu (6), kénnen wir im folgenden

este=h+1—8
voraussetzen und daher wegen (7) noch
e = p.
Dann sind aber in der folgenden neuen Darstellung von m,
m = (eg—1)ay + (e; + y)a; + (e, — B)ay,
die Koeffizienten der a, nichtnegativ, und fiir die Koeffizientensumme folgt
eec—1l+et+y+eg—f<h+1—pf—1+y4a—1—8
=h+a,—284+y—1=h

Also besitzt jedes m in [1, n] mindestens eine zuldssige Darstellung, iiberdies sogar eine
0- oder 1-Stelle.

Um eine untere Schranke von n,(3) fiir alle & > 2 zu erhalten, betrachten wir
Wahnl 1.
5 h
#=[gh]=[g] +1

2
Dann gilt (1) fiir alle 2 = 2. Zieht man sodann beziiglich 4 eine Aufspaltung nach
Restklassen mod 9 heran, so folgt mit (2) nach (3)

& . 2., 47 .
Folgerung 1. n,(3) >—8Th —{——3—h +Wh-_2 fir h = 2.

und

Fiir o = 18 benutzt man vorteilhafter

Wahl 2. g = [%h] ——[% + 2 und y = [%—h] + 2. Dann ist (1) jedenfalls fiir
alle & = 18 erfiillt. Eine Aufspaltung nach Restklassen mod 9 beziiglich % zeigt, daB8 fiir
h = 27 die rechte Seite von (3) fir 2 = 0 (mod 9) minimal ist. Wir erhalten daher

4 22

Folgerung 2. n,(3) = Wha + —ghz + Th fir b =21,

Es sei hier vorweggenommen, daf} in Folgerung 2 fiir alle 2 > &y mit 2 = 0 (mod 9)
das Gleichheitszeichen gilt (siehe weiter unten).

Zur Abschidtzung von n,(3) nach oben benétigen wir einige Hilfsbetrachtungen.

§ 3. Zwischenbemerkungen

Es sei 2> 2 und U = {a,, a,, ag} mit a; =1 < a, < a; gegeben. Weiter sei n
eine Zahl aus [1, n,(%)]. Dann besitzt n eine zuldssige Darstellung, etwa

n= 303 + T8, + 2,04,

wo x,=>0, %3+ 2, + 2, < h und z,; < a,— 1 vorausgesetzt werden kann. (Im Fall

z, = a, liefert
= ot (s [ 32 ot ([ )

eine Darstellung vom verlangten Typ.)

Journal fiir Mathematik. Bd. 232 11
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Bezeichne ferner
n = eya; + e,a, + e;a,
die Euklidische Darstellung von r. Ist nun e, + e, + ¢; = & + 1, so folgt unmittelbar

e;— 3 == 0. Weiter ist e, — 1z, < 0; denn die Annahme e,—z, > 1 fiihrt auf den
Widerspruch

(65— z3)as + (e,— Zy)ay + (6, — )0y = @y — (@, — 1) = 1.
Die Annahme e, — z; < 0 fithrt auf
(63— Z3) a3 = (x,— €5) ay + (2, — €)@y,
wo die Koeffizienten der a, nichtnegativ sind, also auf
€3 — Ty S Zy— e+ T — €
oder
est+et+e=z,+ 2, + 2, = h
im Widerspruch zur Voraussetzung.

Insgesamt folgt: Ist n = e;a, 4 e,a, + e,a, die Euklidische Darstellung von =, so
besitzt n dann und nur dann zulédssige Darstellungen, wenn es zuldssige Darstellungen
der Form

n=(eg—s)as+ (e + v,)a, + (e, — ) ay
gibt, wo s, y, und S, alle nichtnegativ sind und iiberdies g, < a, — 1 ist. Es gilt also

Folgerung 3. Eine Zahl hat genau dann mindestens eine zuldssige Darstellung, wenn
ste eine s-Stelle mit einem s = 0 hat.

Aufgrund dieser Folgerung geniigt es, in [1, n, ()] statt zuldssiger Darstellungen
schlechthin die spezielleren s-Stellen zu betrachten.

Folgerung 4. Es set h > 2 und A = {a,, a,, a,} eine Zahlenmenge mit a, =1 < a, < a,
3

und n,(A) g%—. Dann besitzt jede Zahl n aus [1, n,(N)] mindestens eine s-Stelle mit

einem s < 21.

Beweis. Annahme: Es gibt ein m in [1, n,()], so dal m nur s-Stellen mit s = 22
besitzt. Dann sei r die kleinste dieser s-Stellen.

Es folgt raz=1y,a,—f,a, mit 22 <r <y, —1<h—1 und 056, < a,— 1
sowie r + B, = y, + 1 (andernfalls hétte m bereits eine 0-Stelle).

Es folgt r + y,a,—ra; = y, + 1, also

r(ag—1) <y (a;—1) —1 < h(a,—1)
oder
a,—1

r<ha3—1'

2
Nun ist offenbar a, < & + 1 und a; = g—l Wegen & = 23 folgt daher

21 h?
r <m < 22,

im Widerspruch zur Annahme.
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Zur Verschirfung von Folgerung 4 fiir & > h, bendtigen wir einige Hilfssitze.
Hilfssatz 2 (Stokr [5]). Es sei h =1 und B = {a,, a,} eine Zahlenmenge mit
a;,=1<a,<h—+ 1. Dann gilt
n,(B) = (h + 3)a,— a2 — 2.
Beweis. Jede Zahl z mit 1 < z < (b — a, + 3)a, — 2 ist als Summe von hiochstens

h Summanden aus B darstellbar (man wihle [ai} Summanden gleich .a,, die iibrigen

2

gleich al) , die Zahl (h — a, + 3)a, — 1 dagegen nicht; denn da sie = —1 (mod a,) ist,

miiften mindestens a, —1 Summanden gleich @, sein, also hochstens & —a, + 1 der
Summanden gleich a,; es ist aber

(h—ay+ 1)a, + (@, —1)a; < (h—a, + 3)a,— L.
Hilfssatz 3. Es sei h = 2 und U = {a,, a,, a,} eine Zahlenmenge mit a, = 1 < a, < a;.
Weiter seien n und n' Zahlen aus [1, n,(N)] mit den Euklidischen Darstellungen
n = eya; 1 €,a; + €,a,,
n' = ea, + eya, + e a,.

Ist ferner s die kleinste Zahl, so daf} n eine s-Stelle hat und gelten die Aussagen
e+ e, < e; + €5, e, = ey und ey = s, so hat auch n’ keine s'-Stellen mit s’ < s.

Beweis. Annahme: n’ hat eine s'-Stelle mit s’ << s. Ist e, <s'—1,s0ist e;—s < 0,
und n hat keine s-Stelle. Sei daher e; = s’. Dann sind in

n=(e;—s)a;+ (eg + yy)ay + (6,—By) a4

die Koeffizienten der a, nichtnegativ (speziell ist e, — f,, = e; — f,, = 0, da n’ eine
s’-Stelle hat). Weiter gilt nach Voraussetzung

es_s’ + e2+ys’ + el—ﬁs'éeé_s’ +€é+7’s' +e1'—'ﬁa'§k

(letzteres da n’ eine s’-Stelle hat). Also hiitte n eine s’-Stelle, wo s’ < s ist, im Wider-
spruch zur Wahl von s.

Hilfssatz 4. Es sei
n n
f=1@,. . n2,) = (0‘_ P 0‘1“’1) Iz,
=1 =1
eine Funktion reeller Variabler x,, . . ., x,, wo &« und «q, . . ., &, positive reelle Zahlen sind.
Dann hat f in dem durch z, >0 (i =1, ..., n) definierten Gebiet G ihr Maximum bei

[+

xi=m (i=1,...,n)

und hat dort den Wert

o x _ o \ntl o= —1_
f((n_“i)(xl,...’(n+1)0‘n)——(n+1) I
Beweis. Aufgrund der Substitution

&

BT ¢

Ty
geniigt es, die Funktion
n n
§=28Wy -+ Yn =(n+ l—2= y4) 1Ty,
11*
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zu betrachten, wobei wir uns auf das Innere des durch
y,=0@@=1,...,n) und‘él‘ y,=n+1

eingeschlossenen Gebietes beschrianken konnen. Es folgt mit

) n n n L.
—g—=—IIyi—|—<n—I—1—2yi> IHy,=0firj=1,..,n
ay:l i=1 i=1 .:;

wegen y, + 0 und 5,‘ Y, =n+ 1, dab
1=1

Y; =y, fur alle j und £ gilt,
also y; = 1 fiir alle j.
Die Maximaleigenschaft an dieser Stelle folgt formal leicht wegen

g d’g -
-2 =—2 und = —1 fir j +k;
oy} Y ; 0y ! ’
es gilt also fiir die Funktionaldeterminanten an dieser Stelle
2 1---1!
0(gyys - - .
=g b) gy — (1 0+ 1)
Yir o= Yy 1 1..-9

(¥, v)
firv» =1, ..., n. Es folgt die Behauptung.
Bemerkung. Fir n = 2 diente dieser Hilfssatz implizit zur Auffindung geeigneter
p und y in § 2; in diesem § 3 bendtigen wir ihn lediglich fiir n = 1; in § 4 wird er jedoch
explizit fiir n = 2 gebraucht.
Satz 1'). Es gibt ein hy so, da fiir h > hyund jedem A = {a,, a,, azy mita, =1 < a, < a,
3

und n,(A) = Ehl—jede Zahl n aus [1, n,(N)] eine s-Stelle mit einem s < 3 hat.

Beweis. Nach Folgerung 4 existiert eine kleinste Zahl s (< 21), so daB jede Zahl n
aus [1, n,(A)] eine hiochstens s-Stelle hat. Annahme: s = 4.

Es folgt sa, = y,a,— B, mit 5 < 9y, < h und 0 < B, < a,— 1. AuBerdem kann
noch s + B, = y, + 1 vorausgesetzt werden (andernfalls hitte kein n eine s-Stelle).
Weiter gibt es nach Konstruktion von g, und y, eine Zahl I mit 0 <1 < s—1, so daB
B, =s8p,—la, und y, = sy, —1 ist.

Es sei nun
3

h
() = e3a5 + €30, + £10, = o1
die Euklidische Darstellung von 7, ().
Nach Hilfssatz 3 existieren dann Zahlen e;, e, und e; mit
€3 — 1 é eé é €3,y
n—2se=yn—I,
Bi=e1=a,—1,
1) Zusatz bes der Korrektur. Satz 1 und Folgerung b der vorliegenden Arbeit finden sich auch bei W. Klotz,
Dissertation, Techn. Univ. Braunschweig (1968).

Herrn Dr. Hértter verdanke ich den Hinweis auf J. Riddell, Master’s Thesis, University of Alberta (1960),
in der sich weitere numerische Werte fiir ny(k) befinden.
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so daB n' = ega; + e;a, + eja; < n,(A) eine s-Stelle hat. {Die Voraussetzung e; = s
in Hilfssatz 3 folgt z. B. leicht so: Fiir 2 > hy folgt ay < hay, + 1 < h(h + 1) + 1 < 2A?

3
und (g5 + 1)a, > n, (W) = -+, also e = e, — 1 >—il——-2 >21 = s.)

h
20 42
Es folgt fiir die Koeffizientensumme der Darstellung
n' = (es—s)a; + (e; + y,)a, + (e — By ay
die Abschitzung

ez—S+et+y,+eg—pf=h
oder schwécher

83—1_'8+y1_'2+73§ha

also wegen y, = sy, — | die Abschétzung

g3 <h+3+s+1—(s+ 1),

Da weiter
€a0y + 810y = a3 — 1 S hay = h(h + 1)
und
Ay =18, — B1 = 710,
ist, folgt

(W) (R +3+s+1—(+Dy)ria. + O (R?).
Nach Folgerung 4 folgt I < s — 1 < 20, also

n(A) = (h + 44 — (s + 1)?’1)7’1‘12 + O(hz)
und nach Hilfssatz 4

(h + 44)° 2
1) n,(U) = _4—(3——1*——5_ a, + O(R°).
Nun gilt fiir 2 > k, nach Voraussetzung
h3
M%) = 5
und daher
hz
(2) @y = 51 -
Nach Hilfssatz 2 folgt daher
2
n({ay, a)) = (R + 3)a,—ai —2= a,— 1= -;‘T—— 1,
also
h2
ai—(h+3)a, +5r+1=0
oder
h 17
st (14+]/5)+ 0w,
also
19
(3) a, X =~h+ 0(1).
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Die Ungleichungen (1) und (3) geben fiir s = 4
19 399 &d
n, (W) = -@*hs + O(r?) = %o o1+ O (h?),

also fiir gentigend groBe % einen Widerspruch zur Voraussetzung.

Bemerkung. Auch wenn man die Voraussetzungen von Satz 1 zu n,(¥) gsilh"

verschéirft und iiberdies statt (2) die schérfere Ungleichung
4
E3a3 g —8—1'h3 -_ O(hz)
benutzt, so erhidlt man doch erst fiir s = 4 einen Widerspruch zur Voraussetzung.

§ 4. Abschitzungen von #2,(3) nach oben

Zur asymptotischen Abschitzung von n,(3) nach oben geniigt es nach Satz 1 aus
3
§ 3, sich auf solche Zahlenmengen U = {a,, a,, a;} mit a;, = 1 < a, < a, und r,(A) = —;LT

zu beschrinken, fiir die jedes n aus [1, n, ()] eine 0-, 1-, 2- oder 3-Stelle hat. Fiir solche
A bezeichnen wir mit
(%) = g3a5 + &,0, + £,0,

die Euklidische Darstellung von 7n,(%) und betrachten die vier Zahlen

ny = (es—1)as + (y1—2)a, + (a,—1)a,,

ny=(es—1)as + (y1—2)a; + (B, —1ay,

ny=(e5—1)as+ (y1—2)a, + (B, —1)ay,

ny=(es—1)as + (y;—2)a, + (B;— 1) a,.

Die Fille p, =0 fir 1 < i < 3, also die Falle 8, = 0, % , % oder :3; a, werden ge-

sondert betrachtet und zundchst ausgeschlossen. Es sind dann offenbar die obigen Aus-
driicke fiir ng, ..., n, bereits die Euklidischen Darstellungen von n,, ..., n,, und jede
dieser vier Zahlen liegt in [1, n,(A)]. Daher hat jede dieser vier Zahlen eine s-Stelle mit
0 < s < 3, sofern nur & geniigend groB ist. Dieser Sachverhalt wird im folgenden zu
Abschédtzungen von &, benutzt. Fiir die Summen mit a, und a, gilt, daf} sie < a;— 1
sind, also durch O(h®) abgeschitzt werden kionnen. Wegen a, = y,a, — f,a, kann a,
durch a; < y,a, abgeschitzt werden. Um zu gegebenen g, und y, Aussagen iiber 8,, f,,
y, und p, zu erhalten, unterscheiden wir zunédchst vier Hauptfalle.

1. 0 < B, <i‘3i
Es folgt 0 <2, <3 ay, also f, = 2, und 7, = 27,
0 <38, <a,, also B, =38, und y, = 3y,
mit §, < f; < fs.

] ]
I1. 3 <p < D)

Es folgt 2 0, < 26, < gy, also f, = 26, und y, = 2,

3
a, <38, <5 also f; =38,— a, und y; =3y,—1
mit g, < By < B,.
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m.%qﬁ1 <-§—a2

4
Es folgt a, < 28, < 7 G2, also f, =2f,—a, und y, = 2y,—1

3
7 02 < 38, < 2a,, also f, =3f,—a, und y, = 3y, —1

mit B, < f; < B,.

IV.—g—a2 < B, <a,

4
Es folgt§a2 < 2p, <2a,, also f,=28,—a, und y, =2y, —1
2a, < 38, < 3a,, also B, =38,—2a, und y, = 3y, —2

mit B, < B, < f;.

Die weitere SchluBweise werde nur am kompliziertesten, nimlich dem Fall IV
erldutert.

Da n, eine 0-, 1-, 2- oder 3-Stelle hat, unterscheiden wir weiter
IV A. n, hat eine 0-Stelle.
Dann folgt ¢—1 + y;,—2 4+ a,— 1 < £k, also
g X h+4b—y,—a,.
Nach den vorangehenden Betrachtungen wird daher
() < (b + & —y,— a))y,a, + O(RY),
also nach Hilfssatz 4 aus § 3
m(®) <2+ O,
IV B. n, hat eine 1-Stelle.
Dann folgt ¢, — 2 + 29, — 2 4- a,— 1 — f, < h, also
1) g3 =h+5—2y,—a, + B
Nun beachten wir, daB r, eine 0-, 2- oder 3-Stelle hat und unterscheiden daher weiter
IV B 1. r, bat eine 0-Stelle.
Dann folgt e¢,—1 4+ y;—2 + ;,—1 = h, also
(2) ey < h+b—y,— by
Die Addition von (1) und (2) liefert

eg=h +%—%y1-—%—2—,
also
(@) = (b + 5 — 57— ) ris + O
also

4 3 2
na() < g B + O(8Y).
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IV B 2. n, hat eine 2-Stelle.
Dann folgt ¢g—3 4+ 3y, —3 +a,— 1 — B, < A, also
(3) g=h+7—3y,—a;+ B;.

Nun beachten wir, daB n, wegen 8, < f, < B, eine 0- oder 3-Stelle hat und unterscheiden
abermals weiter

IV B 2a. n, hat eine 0-Stelle.

Dann folgt ¢g—1 4+ y;,—2 4+ 28, —a,— 1 < h, also

(4) gg=h 44—y +a,—28,.
Die Addition des Doppelten von (3) zu (4) liefert

S h 46—y, — 2,
also

m(¥) = -+ O (A,
IV B 2b. n, hat eine 3-Stelle.
Dann folgt ¢;— 4 + 4y, — 4 + a,— 1 — f, < h, also
(5) &=h+9—4y,—a,+ B;.
Nun beachten wir, da n, wegen £, < f, < f, eine 0-Stelle hat, also
ea— 14y, —24+3—2a,—1 <R

oder
(6) egg=h+4—y, + 2a,—3p,.
Die Addition des Dreifachen von (5) zu (6) liefert
eg=h +%*%71“% ’
also
16 &®

n, (A) §'1—3" o7 + O(R?).

IV B 3. n, hat eine 3-Stelle.

Dann folgt

M gg = h+9—4y,—2a, + 28,.
Dann beachten wir wieder, daB n, eine 0-Stelle hat, also (6) gilt. Eine geeignete Kom-
bination von (7) und (6) gibt

14 2

33§h+7—_5—7’1““‘5‘

(2]

also

2% A )
n, (A) §§8‘ W_l_ 0(h%).

IV C. r, hat eine 2-Stelle.
Es folgt

(8) g < h+7—3p,—2a, + 2B,
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Da auch (6) gilt, folgt aus (8) und (6)

29 11 2

&= h+ 5 5 Y1 g G

also

25 h3

IV D. r, hat eine 3-Stelle.
Es folgt
9) egg=h+9—4y,—3a, + 38,.
Zusammen mit (6) folgt
3 = 2 2 71 2 ,
also

4 R

Zu den Féllen I, IT und IIT merken wir hier nur an, daB auch bei ihnen danach
unterschieden wird, ob n, eine 0-, 1-, 2- oder 3-Stelle hat. Im Fall I zieht man daneben
noch g; < —%iheran oder beachtet, dafl n, eine 0-, 1- oder 2-Stelle hat; es gilt stets

16 h® 2 2
m(Y) = 4z 57 + OR) < +0(h)

<22 heran und beachtet, daB n, eine 0-, 1- oder

Im Fall II zieht man noch g, 5

3-Stelle hat; es gilt stets
m(U) = < + O(h?).

Im Fall IIT zieht man noch 8, < 2 5 heran und beachtet, daB n, eine 0- oder 2-
Stelle hat; hat n, eine 1-Stelle und n, eine 0-Stelle, so folgen
(10) &g =h+5—2y;—a,+ By,

(11) g=h+4t—y,—B,
also (vgl. IVB 1)

n,(A) = —h3 + O(h?).
Ansonsten folgt im Fall ITI

3
m@® =224 opy <24 om.
72T
SchlieBlich sind noch die Fille §, = 0, == 3 , 2 oder g a, zu betrachten. Ist f§, = %az,
so folgt B, = %2— und B, = 0, also jedenfalls 8, = 1 und B, = 1. Wir schlieBen dann weiter
wie in Fall IV, nur daB8 wir statt n, nun sogleich 8, = % a, heranziehen. Entsprechend
werden die Fille 8, = 0, 3 oder > 2 in die Betrachtungen der Falle I, II oder III ein-
geordnet. Zusammen mit Folgerung 1 aus § 2 ergibt sich daher unmittelbar
Folgerung b. n,(3) = —h3 + O(h?.

Journal fiir Mathematik. Band 232 12
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§ 6. Die Extremalbasen zu 7,(3) fiir 2 > 4,

Es sei im folgenden ¢ eine beliebige reelle Konstante mit 211 <c= 841 ; ferner sei
h, eine hinreichend groBe Zahl und % > ky; schlieBlich werde fiir alle auftretenden
A = {a,, a,, a;} im folgenden stets n,(A) = ch® vorausgesetzt. Die Existenz solcher A
ergibt sich aus Folgerung 1 aus § 2. Definiert man weiter ¢; als Koeffizienten der Eukli-

dischen Darstellung von n, (), also
n,(A) = &30, + 205 + £10y,

ferner B, und y, durch a, = y,a,— B, mit 0 < B, < a,— 1, so folgt nach den Fall-
unterscheidungen von §4

(1) Bzt
(2) e =h+h—y,— B
(3) gg=h+5—2y,—a,+p;

3
(da ja andernfalls stets 7, (%) < %4- O(h* folgte). Weiter gibt es offenbar zwei

positive, reelle Konstanten ¢; und ¢, mit
(4) clh < min {837 3y V15 ﬂl} < max {83) Q35 Y15 ﬁl} < czh'

Zunéchst beweist man jedoch analog zu Hilfssatz 4 aus § 3
Hilfssatz b. Es sei

[ =ty = b+ —go—Y) (s— 25

eine Funktion reeller Variabler x und y. Dann nimmt [ in dem durch x =1, y > 1
definierten Gebiet ithr Maximum an der Stelle

)

f_——h3+ 28+ O(R).

2,43 +0(

| =

-9

> =

2 7
=§h+5+0(

an und hat dort den Wert

Ist nun U eine Zahlenmenge vom zuvor beschriebenen Typ, so zeigen wir
Hilfssatz 6. Aus a, + y,— 28, =1 folgt

2
©) m%§QW+@—%M+mm

Beweis. a) Ist a, + y;,— 28, =1—n mit n = 1, so beachten wir, daB nach (2)

9— 3
g=h+ 4—71_ﬂ1=h+—n""_‘71“‘&
2 2 2
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folgt; ferner gilt

‘ls:?’laz—az—l—)ﬁ;i—[_n

sowie stets

ey + 10, < ay < Y,4,.
Es folgt

9 3 —1\
nh(%) é <h +§‘—§71—"2—2“‘%) (ylaZ— 71 _2|_ a2 - " 2 1) +y1a2,

unter Beriicksichtigung von (4) also

() = {71, @) —5 720, + O(B).
Nach Hilfssatz 5 und (4) folgt (9).

b) Ist a, + y;—2p, =1+ m mit m = 1, so beachten wir, daB nach (3) noch

9 3
83§h+5”‘271_az+ﬁ1=h+—2“—§}’1~%2-—%

folgt und &dhnlich zu a) daher

9 3
nh(%) §<h+'§"—‘7y1'—'%_’%‘) <'}’1a2—‘_‘ yl—;az + mg_l)+71a2

< (1, @) — 57205+ O(mh).

Nach Hilfssatz 5 und (4) folgt ebenfalls (9).
Ein Vergleich mit Folgerung 1 aus § 2 gibt daher unmittelbar

Folgerung 6. Fiir Extremalbasen zu n,(3) gilt (sofern nur b > h, ist)
(10) ay =2p;—y, + 1.
Bemerkung. Diese Folgerung motiviert iibrigens auch (2) in Hilfssatz 1 aus § 2.

Fiir den Rest dieses Paragraphen werde daher fiir alle auftretenden 9 noch iiber-
dies (10) vorausgesetzt. Fiir derartige 9 zeigen wir, dafl die Zahl

(11) z=Mh+4—y,—Bag+ (y1—2)a, + (i —1a,

groBer als n, (%) ist. Dazu geniigt es nach Satz 1 aus § 3 zu zeigen, daB z keine 0-, 1-, 2°
oder 3-Stelle hat. Wir bemerken zunéchst, dafl (11) bereits die Euklidische Darstellung
von z ist. Fir die Koeffizientensumme gilt

ht+b—y,—Bf+yi—2+p—1=h+1,

also besitzt z keine 0-Stelle. Da der Koeffizient von a, kleiner als f§, ist, besitzt z keine
1-Stelle. Hitte z eine 2-Stelle, so auch wegen (2) die Zahl

ny = (gg—1)as + (y;—2)ay, + (B, — Day;

im Fall %2— =< % a, wiirde unmittelbar

B ,
1, () §§7‘ + O(k%)
12+
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folgen; im Fall 8, = 2 5 wiirde stets

R 9
n,, (A) §ﬁ + O (%)

folgen (vgl. § 4, Fall IV B 2a und IV B 2b). Hitte z eine 3-Stelle, so wiirde 8, = 2 a,

3
folgen (denn fﬁr%’- =h< %az gilt g, = ﬂl) ; ferner hitte auch n, eine 3-Stelle; es

wiirde
25 ha

)
folgen (vgl. § 4, Fall IV B 3).

Fiir alle hier betrachteten 9, insbesondere also auch fiir die Extremalbasen zu
n,(3) fir & > hy, gilt daher

(12) ) = (h+4—PF1—y)as+ (11— 2)ay + (6, —2)a,
mit

(13) a; =1, a,=2p—y,;+ 1 und a3 = y,a,—B,.
Daher folgt, wenn man die rechte Seite von (12) mit F = F(8,, y,) bezeichnet,
F=((h+4—8,—v) (71(251_‘71 + 1)"‘ng) + 1—2) 2B —yi+ 1)+ B,—2,
worin Hilfssatz 5 mit y, = « und 26, = =z + y — 1 die Substitutionen

2 3
&€ = yl——gh—*—z—
(14) y

6=p—gh—2

nahelegt. Die reellen Zahlen ¢ und ¢ sind dabei so zu wihlen, daB g, und y, ganzzahlig
ausfallen. Der weitere Gedankengang besteht nun darin, die optimalen & und é zu finden
und fiir die zugehorigen #, und y, die Eigenschaften (1) aus § 2, Hilfssatz 1 nachzupriifen.
Fiar & > h, gilt fir Extremalbasen zu n,(3) nach (14) und (4) offenbar ¢ = O(h) und

é = O(h). Mittels der Substitutionen z, = 9

%und Ty =5 — 2 7 —--macht man sich noch
leicht ¢ = o(k) und 8 = o(k) klar (z und y reell). Denn es wird

F = ——-—h“((i %, —3z,) (1 + 32;) (1 + 3z,) + o(1))

= —h3(1 — 923 (&% + En + 1) + o (1)),
wo & durch z, = £z, und % durch 1 4 3z, = # bestimmt sind (§ und 7 reell). Wegen

ah<ay=28—y,+1 =—§—k+%+2hx2§h+1
.. ¢y 1 1 3 3
folgt fiir & > h, daher—z———é——o(l) <% =g, also 0 <7c1—o(1) <n = jund
damit &5 + &y +1 = g , s0 daB fiir Extremalbasen zu n,(3) nach §2 noch z, = o(1)

folgt und wegen z, = O(1) und

F = e (1 —32) (1 + 32) + o(1)

auch z, = o(1), also ¢ = o(k) und & = o(h).
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Da nun
bk oy 2., 9 h D
F=gth +3h+ggh—gE—g
gilt mit
E = E(,0) = Te* + 2¢6 + 46*
und
D = D(e, 0) = —8¢&® 4 86?6 + 1668% + 28¢® + 8¢ + 166 — 14e + 186 + 1,
geniigt es fiir die Extremalbasen zu n,(3) fiir o > h,, lediglich die in oder wenigstens auf
der Ellipse
(15) E (e, 8) = ¢, (c, eine geeignete reelle Zahl)

gelegenen Gitterpunkte der Form

2 3 2 3

(16)
4 A
5 ={§h—|— ) }——g—h——2—|— .
zu betrachten, wo u und v iber alle ganzen Zahlen laufen. Wahlt man in (15) ¢, =%,

so liegt fiir jedes h == 0 (mod 9) genau ein Gitterpunkt im Innern von (15), nédmlich
wenn u = v = 0 ist. Fir # = 0 (mod 9) liegen keine Gitterpunkte der Form (16) im
Innern von (15), jedoch zwei auf derem Rande, ndmlich wenn u = v = 0 und wenn
u = —1, v =0 ist; fiir den letzteren Gitterpunkt ist jedoch D gréBer als fiir den mit
u = v = 0. Daher erhélt man fiir die optimalen ¢ und ¢ folgende Tabelle.

Firh(mod9) st (e9) optimalmit 12E(e,8) und X De,5)
0 (% 0) 21 0
1 (T%_g) 13 62
2 (Tis‘ %) 1 26
3 (-%,—-é-) 9 0
4 (——17§, %) 13 154
5 (—gg ——-g—) 13 46
6 (% %) 9 81

5 4
8 <—— 5) 13 170
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Es folgt fiir die optimalen £, und y,:
4 5 3
t= g 2f =[] ] +2
7 2 3 2
n={gh+g)=|sh|+2
(vgl. Wahl 2 aus § 2). Nach § 2 sind fiir 2 > 18 mit (17) die Voraussetzungen von Hilfs-
satz 1 aus § 2 erfilllt; zusammen mit (12) folgt daher

Satz 2. Ist b > hy, so erhdlt man die Extremalbasen zu n,(3) wie folgt:

Man wdihle
5 h
=gt lg] +2
2
y = {—g—k] + 2

und setze a;, =1, ay, =2 —y + 1 und a; = ya,— 8.
Es gilt dann

m(3) = m(A) = (h+4—B—p)ag+ (y —2)a, + (B —2)a,.

Aus dem Beweis von Hilfssatz 1 aus § 2 folgt noch der

Zusatz 1. Fiir h > hy haben die Extremalbasen zu n,(3) in [1, n,(A)] stets 0- oder
1-Stellen.

Weiter entnimmt man dem vorangehenden noch

Zusatz 2. Fiir h > h, gilt

4

& 66 4
81

2
3 2
h +—3h —|————27 h<n,@3) = 3l

2 71 1

3 2

(18) Wrgh +5rh—3

und in (18) gilt links das Gleichheitszeichen fiir b = 0 (mod 9) und rechts das Gleichheits-
zeichen fiir h = 7 (mod 9).

§ 6. Numerische Resultate fiir 2 < 34%)

Bei der nachfolgenden Tabelle ist zu beachten, daB in den mit *) bezeichneten
Fillen nicht alle A = {a,, a,, a,} mit n,(A) = a, betrachtet wurden, sondern nur solche
A, die iiberdies der einschridnkenden Bedingung 72— 10 < a, < h 4 1 geniigen. Mit
dieser Einschrinkung gibt die Tabelle fiir jedes 2 < 34 alle optimalen Mengen 2 mit
zugehorigen n, ().

2) Die nachfolgenden numerischen Resultate wurden von Herrn E. Andersen an Rechenanlagen an Nor-
wegens Technischer Hochschule in Trondheim erhalten. Fiir seinen betriachtlichen Einsatz und sein unermiidliches
Eingehen auf die Wiinsche des Verfassers sowie fiir seine Erlaubnis, die nachfolgende Tabelle hier zu versffent-
lichen, sei ihm an dieser Stelle herzlich gedankt.
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Tabelle (E. Andersen)

h optimale ay, ay, ag ny(N)
1 1, 2, 3 3
2 1, 3, 4 8
3 1, 4, b 16
4 1, 5, 8 26
b 1, 6, 7 3b
6 1, 1, 12 52
1 1, 8, 13 69
8 1, 9, 14 89
9 1, 9, 20 112
10 1, 10, 26 146
1 1,9,30und 1, 10, 26 172
12 1, 11, 37 212
13 1, 13, 34 259
14 1, 12, 52 302
15 1, 12, 52 354
16 1, 15, B4 418
17 1, 14, 61 476
18 1, 15, 80 548
19 1, 18, 65 633
20 1, 17, 91 714
21+) 1, 17, 91 805
22+) 1, 20, 92 902
23%) 1, 18, 114 1012
24%) 1, 20, 127 1127
25 1, 20, 127 12564
26+) 1, 22, 140 1382
27+) 1, 21, 164 1524
28+) 1, 21, 164 1678
20+) 1, 23, 169 1841
30+) 1, 23, 169 2010
31+) 1, 25, 184 2188
32%) 1, 24, 200 2382
33+) 1, 26, 217 2584
34+) 1, 26, 217 2801

Die Angaben fiir & = 1, 2, 3 und 4 befinden sich bereits bei Stchr [6].

Bemerkung. Man erhélt die in der Tabelle angegebenen optimalen % mit zugehdrigen
n,(N) fir 2 = 2, 11, 15 und 17 auch, indem man in § 2 die Wahl 1 heranzieht, wo man
im Fall h = 11 die Menge {1, 9, 30} erhilt.

Fiir h = 12, 14, 18, 20, 21, 23, 24, . . ., 34 erhélt man die entsprechenden Angaben
auch aus § 5,Satz 2 oder § 2, Wahl 2, wo man fiir 2 = 12 und & = 14 dieV oraussetzungen
von Hilfssatz 1 aus § 2 nachpriift.

In den verbleibenden Fillen der Tabelle, also fiir 2 = 3, 4, ..., 10, 13, 16, 19, 22
sowie fiir # = 11 im Fall der Menge {1, 10, 26} hat man es mit anderen als den in §5
(speziell Folgerung 6) betrachteten Mengen zu tun.
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§ 7. Vorbemerkungen zu /#-Mengen
Wir setzen wieder
1) 0y = ya,—f mit 0 < f < ay— 1.
Bemerkung. Fir h-Mengen % = {a,, a,, a;} gilt bekanntlich (Salié [4])

1—8
) h+3—a2—y=< - >

Denn setzt man B = {a,, a,}, so folgt nach Definition der A-Mengen
n(B) = a;—1 > ny_(B),
also nach (1) und § 3, Hilfssatz 2
(h+3)ag—as—2=ya,—p—1>(h+ 2)a,—al—2
und daher

1—8\

ht3—ay—y={ Sht2—ay,—.

+ 2 Y = N e / + 27V

Der Fall § = 0 ist im Hinblick auf die Bestimmung von [,(3) von geringem Interesse.
Denn nach (2) folgt @, = & + 2 — y, also nach [1],Satz1 und 2 (vgl. auch Salié [4], Satz 2)

sowie § 3, Hilfssatz 4

h+2)2 .
n,,(al)=2ya2—2=2(h+2—y)y—2§2( ! )—2=O(h).

Beim Studium von [,(3) kann daher o. B. d. A. § = 1 vorausgesetzt werden und

3) ay=h+3—y.

§ 8. Abschitzungen von 7,(3) fiir gerade £

Ist 2 gerade, so wihlen wir in §2, Hilfssatz 1

(1) R L LN
und erhalten aus § 2, (2) sowie § 7, (3)
a,=2—y+1=h+3—y,
also f=2 41,
Es sind dann fiir alle geraden & = 2 die Voraussetzungen aus § 2, Hilfssatz 1 er-

fiillt, und wir erhalten

Folgerung 7. Fiir gerade h = 2 gill

s 133 —18)/3
W(E) > 55 b + 3 + .

216

Bemerkung. Dieses Resultat folgt auch, wenn man bei Salié [4], Hilfssatz 2 oder
Satz 4 in der dortigen Schreibweise

h —

120 + 193
72

rea—p=p—y 1=t 22 Gy )
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und

f=y—1={2 V3w+m+ 3]

setzt.

Wegen 1,(3) = ch® mit einem reellen ¢ >—211— konnen die Uberlegungen der §§ 3

bis 5 teils direkt teils analog angewandt werden, wobei man gemi (3) aus § 7 noch
zusétzlich a, eliminieren kann, so daB nur y als geeignet zu wihlende GréBe zuriickbleibt.
Wie in §5 erhélt man fiisr Extremalbasen zu [,(3) fiir o > h, die Bedingungen

a
@ g =22,
(3) S h+b—f—y,
(®) &S h+5—2y —a+f=F—p+2

3
(da ja andernfalls n, (A) < % + O(hY) gilt). Analog zu § 5, Folgerung 6 erhilt man weiter

fiir Extremalbasen zu [, (3) fiir 2 > h, die Bedingung a, = 28—y + 1 oder 28 = h + 2,
und fiir die hier interessierenden U gilt in § 2, (3) das Gleichheitszeichen.

Setzt man mit diesen Beziehungen
Fy)=(h+4—p—yay+ (y —2)a, + (8 —2)a,
—(5+ =) (B +ay—r—5—3)+2,

und

3—Y3, 1—V3
6 3

E=y—

wo die reelle Zahl ¢ so zu wihlen ist, daB y ganz ausfillt, so gilt fiir Extremalbasen zu
1,(3) fir gerade h > h, offenbar ¢ = O(h). Mittels der Substitution ¢ = hx (x reell) folgt

wegen
F(y) = g—giﬁ (1 —12V3 x2(VT3~x) + 0(1))

und y = 3’—61/3 h—+zh+ O01) < h, also xéi%[i_{_o(%), also _V_23____x>

fir 2 > hy, daB z = o(1) oder ¢ = o(h) ist.
Die Gleichung

V3 5+ 2)/3 30 4+ 713 11—9Y3 V3 .,
() Fl) =-ggh'+ g+ ——g—h———gy——"5-he— D,

1
15

wo D = D(e) = —¢° -{—[/5 &? —{——;—gesetzt ist, lehrt daher, daB fiir Extremalbasen zu

1,(3) fir gerade h > h, der AusdruckTBhe2 minimal zu werden hat.

Ahnlich zu § 5, Satz 2 folgt daher
Satz 3. Fiir gerade h > hy erhdlt man die Extremalbasen zu 1,,(3) wie folgt:

Journal fir Mathematik. Band 232 13
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Man wihle

h
.3=§+1’

7/2{3—1/§h+7—1/?7}

6 3

und setze a, =1, a, =28—y + 1 und a; = ya,—B. Es gilt dann
LEB)=nmA) = (h+4—pF—y)ag+ (y —2)a, + (8 —2)a,.

Zusatz 3. Fiir gerade h > h, haben die Exiremalbasen zu 1,(3) tn [1, n,(N)] stets
0- oder 1-Stellen.

Zusatz 4. Fiir gerade h > h, gilt
%g_h3+ 5+ 23 h2+(30+7l/3v~l/§—)h—(“_9l/3 n 1+61/3)

12 18 8 27 24
V38 .., 54+2Y3 ., 30+ 7)3 11 —9)3 1
<h@) <ggh+——gg M+ bty

§ 9. Abschitzungen von Z,(3) fiir ungerade %
Es werde weiterhin o. B. d. A.

(1) ay=h+4+3—y

sowie § > 1 vorausgesetzt. Wir bemerken, daf fiir ungerade h die bisher benutzte Be-
ziehung a, = 2 —» + 1 wegen (1) nicht mit der Ganzzahligkeit von g vertraglich ist;
in (3) und (4) aus § 8 kann nun nicht gleichzeitig das Gleichheitszeichen stehen.

Dann zeigt man analog dem Beweis von Hilfssatz 1 aus § 2
Hilfssatz 7. Fiir ungerade h = 3 set 28 = h + 1 und vy beliebig mit

() 2=y=p+1
gegeben. Setzt man dann
3) a, =1, a,=2—y + 2 und a; = ya,— p,
so folgt
(4) A= h+3—pF—y)a, + (y —2)a, + (a,— 2)a,.

Beim Beweis hat man — einfacher als bei Hilfssatz 1 aus § 2 — im wesentlichen
nur die beiden Félle

Ne+e=hr+2—8
2) e+ e,=h+1—pfund ¢, =0a,—1
auf einen Widerspruch zu fiithren.

Ist & ungerade, so wihlen wir in Hilfssatz 7

(5) y={3'é‘/§(h+2)+%}.
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Es sind dann fiir alle ungeraden h > 3 die Voraussetzungen aus Hilfssatz 7 erfiillt, und
wir erhalten

Folgerung 8. Fiir ungerade h =3 gilt

+ 24+7V3 h_34—91/§ ‘

Fir Extremalbasen zu lh(3) fiir ungerade & > h, folgt wie in §5 Hilfssatz 6, daB3
die Fille

ay+y—2f=—nmit n>1
oder

a,+y—2=2+m mit m>1

nicht in Betracht kommen. Bezeichnet man durch @, +y—28 =0, also durch
26 = h + 3 gekennzeichnete A-Mengen mit A’, so folgt analog der Herleitung von (12)
aus § 5 (vgl. auch Salié [4], Satz 4)

mA)=(h+4—F—y)ag+ (y —2)a, + (B—2)a,

h+17 h+3
— (A=) s =)~ 14+ 2 —b—s
Andererseits folgt fiir h--Mengen 9 aus Hilfssatz 7
h+17 h+3
m® = (AT —y) (pth+ 8 =0 —22)—,

also n,(A) — n, (W) = h + &— 29 > 1 fir alle y, die (2) erfiillen, und fiir die hier inter-
essierenden U zeigt man dhnlich den Betrachtungen von §5, daBl in (4) von Hilfssatz 7
das Gleichheitszeichen steht. Weiter zeigt man mittels der Substitution

V3
M LRV S A

wo die reelle Zahl & so zu wihlen ist, daB y ganz ausfillt, daf die Funktion

h+7 h+3
Fo) = (25 —7) [pr 83— =252 ) =1
V3., 2418 ,, 96 +37)3 64—63)Y3 V3, ,
=3 " +_“fi““h S R 1 he*— D,
wo D = D(g) = —e —l—VB & —|— ¢ gesetzt ist, unter der genannten Einschridnkung

fiir ¢ ihr Maximum an der Stelle
3—)3 7
y =1 (k4 2) +-6-}

hat, und derartige y erfiillen fiir alle ungeraden & > h, die Voraussetzung (2) aus Hilfs-
satz 7. Es folgt

Satz 4. Fiir ungerade h > hq erhdlt man die Extremalbasen zu 1, (3) wie folgt:
Man wdhle

13*
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und setze a, = 1, a, = 2 — v + 2 und a, = ya, — f. Es gilt dann
LB =m@)=*r+3—BF—y)a;+ (y —2)a, + (a,— 2)a,.

Zusatz b. Fiir ungerade h > hy haben die Extremalbasen zu 1,(3) in [1, n,(N)] stets
0- oder 1-Stellen.

Zusatz 6. Fiir ungerade h > h, gilt

L/ih3+2+61/3 h2+<96+37]/3 __l/g_>h_(64~—63[/3 N 5+31/3>

36 72 108 2
V3 .o 24+V3 ., 96+37)3 64 —63)3 1
<h@) <ggh+—F% Pr+t— h——g T

§ 10. Die Extremalbasen zu g,(3) fiir 2 > h,

Der Vollstdndigkeit halber geben wir das Analogon der Sdtze 2, 3 und 4 fiir regulére
Mengen an. Die hier benttigten Ergebnisse aus [1] werden vorausgesetzt. Aufgrund von
[1], Folgerung 1 gilt fiir die Extremalbasen zu g,(3) in unserer Bezeichnung

a, =ya,— 1.
Weiter folgt nach [1], Satz 1 und 3 fiir solche Zahlenmengen A
(W) =(h+4—y—aja;+ (y —2)a, + (a;,— 2)a,
=((h+5—y—a)ya,+y—h—06

(k453 h+5 h+5

=(*F) 2ttt e,

wo E = E(¢,0) = e* + &0 + 6> und D = D(e, 8) = £*0 + £6* — 8 gesetzt sind und wo
die reellen Zahlen ¢ und d so eingeschriankt sind, daB in

h+5
Y =——3—“+6,
h+5
az—_—-“B—"—“FE

y und a, ganz ausfallen. Dann betrachten wir die Ellipse

1) 82+86+62=—é—

und die in oder auf (1) gelegenen Gitterpunkte der Form

ez{h—g—S}_h—é—B_i_u’
@ s_|ht5) _h+5
Sl e e

wo u und v ganzzahlig sind. Fir 2 = 1 (mod 3) liegt genau ein Gitterpunkt im Innern
von (1). Fir & == 1 (mod 3) liegen keine Gitterpunkte der Form (2) im Innern von (1),
jedoch genau drei auf dem Rande von (1). Es geniigt daher, folgende Fille zu betrachten:
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Fiir & (mod 3) liefert (e, 6) fir 3E (e, 9) und 27 D (e, 0)

1 (0, 0) 0 0
o T .
o EHTI :
0 (%-—%) 1 20
2 <~% %) 1 —20
z By v
2 (—%—%) 1 7

Wir erhalten daher
Satz 5. Fiir h > h, erhdlt man Extremalbasen zu g,(3) wie folgt:

Man wdhle
2 h
- ol [e] 2
h
Ay, = [g] + 2
und setze a; = 1 und a, = ya,— 1. Es gilt dann
gn(3) =m(A) = (b + & —y—aj))a; + (y — 2)a, + (2, — 2)a,.
Zusatz 7. Im Fall h =0 (mod 3) kann unter sonst gleichen Bedingungen auch
3
a2 == § + 1

gewdhlt werden (vgl. [3], FuBinote 7), und dies sind dann alle Extremalbasen zu g, (3).
Zusatz 8. Fir h > h, gilt

h 4+ 5)\3 h+5 h+5 7 h+ 5\3 h+5
@ (ARt A L g = (F) —a e,

und in (3) gilt links das Gleichheitszeichen fiir h = 0 (mod 3), rechts fiir h =1 (mod 3).
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Injective hulls in the category of distributive lattices

By B. Banaschewski and G. Bruns at Hamilton/Ont.

To H. Rohrbach on his 65th Birthday

Introduction

This paper deals primarily with the relationship between the notions of injectivity
and essential extension in the category D of all distributive lattices and their lattice
homomorphisms, the main point being that in D the situation regarding these notions
is fully analogous to what holds in the category of all left modules over a ring [4] or,
for that matter, in the category of all partially ordered sets and order preserving mappings
[2] (Propositions 2 and 3).

An interesting aspect of the results presented here seems to us the manner in which
Boolean lattices make their appearance. Thus, it is proved that every distributive lattice
has an essential extension which is Boolean (Proposition 1), and the injective hulls in
D are shown to be the MacNeille completions of such Boolean essential extensions (Pro-
position 3).

The paper concludes with a discussion of injective hulls and essential extension
of some particular types of distributive lattices and a result, already announced without
proof in [2], which shows that essential extensions behave very badly in the category
of all lattices and lattice homomorphisms?).

1. Preliminaries

In the following, D will be the category of all distributive lattices and their lattice
homomorphisms. General categorical notions will be used as in [6] and lattice theoretic
concepts as in [3]. The complete atomic Boolean lattices will be called power set lattices.

One readily sees that the monomorphisms of D are precisely the one-to-one homo-
morphisms, and that any monomorphism f: L M in D is actually an embedding, i. e., f
decomposes into an isomorphism from L to the (set theoretically, not categorically defined)
sublattice Im (f) of M followed by the natural homomorphism Im (f) > M given by the
set theoretic natural injection. A monomorphism f: L-> M is called essential if any g:
M - N for which g - f is a monomorphism is itself a monomorphism.

1) The main results of this paper were presented at the meeting on universal algebra held at Oberwolfach,
Germany, in July 1966. Financial support from the National Research Council of Canada on this occasion is
gratefully acknowledged.
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A lattice E is, as usual, called an extension of a lattice L iff the elements of L are
elements of E, and the meet and join operations of L are the restrictions of the corre-
sponding operations of E. E is called an essential extension of L iff the natural embedding
L — E is essential. More explicitly, this means that any homomorphism f: E - M whose
restriction to L is one-to-one is itself one-to-one. For two extensions E and F of a lattice
L a homomorphism f: £~ F oger L is a homomorphism mapping L identically.

The following result concerning the existence of certain kinds of essential extensions
will be of importance later on. '

Proposition 1. Every distributive lattice has an essential extension which is Boolean.

Proof. 1f the distributive lattice L has only one element it is actually a (degenerate)
Boolean lattice, and nothing has to be proved. Assume, therefore, that L has more than
one element. Now, let B be any Boolean lattice containing L as a sublattice such that
the zero and unit of B are the infimum and supremum, respectively, of L, and L generates
B as a Boolean lattice. Such B do exist, for if E is any complete Boolean lattice con-
taining L as a sublattice then the interval J in E from A L to V L is again a Boolean
lattice with L as sublattice, and the Boolean sublattice generated by L in J is of the
required type. Note that for any such extension B of L, if L itself has a zero or a unit
this will be the zero 0 or the unit e, respectively, of B, and in general 0 = e since L has
more than one element. We now show that B is an essential extension of L.

Let f: B— L’ be a lattice homomorphism, L’ a distributive lattice, such that f | L
is one-to-one. Then, the sublattice f(B) of L’, image under f, of B, is Boolean with f(0)
as its zero and f(e) as its unit, and —f(x) = f(—=z). Now, each element of B is of the
form b =V z, A (—y,) with finitely many z,,y, from L* = L o {0, e}, and if f(b) = O then
f(z,) < f(y,) and thus f(z;,) = f(x; A y,;) for each i. From this one obtains x; = z,A y,,
and thus z, < y,, if z,,y,€L, and the same clearly holds if z; =0 or y, = e. On the
other hand, if z, € L and y, = O, for some i, then f(x;,) = f(x; A ) and hence x; =< z for
all z € L which shows that also z;, = 0, and therefore again z; < y,. Analogously, if
z, = e and y, € L, it follows that also y, = e and hence x; < y,. Finally, the case z;, = e
and y, = 0 is excluded because it would imply f(z) = f(0) for all z € L violating that
f | L is one-to-one. This shows that x; < y, in all cases, and thus one obtains z;A (—y,;) =0
for all i, hence b = 0. It follows that f is one-to-one.

A Boolean extension B of a distributive lattice L of the type considered in the

above proof will be called a Boolean lattice generated by L. It will be shown later that
any two such extensions of L are isomorphic over L.

2. Injective distributive lattices

The aim of this section is to characterize the injective objects in the category D.
We begin by establishing the existence of non-trivial injectives in D.

Lemma 1. The two-element chains are injective in D.

Proof. Let C be such a chain, 0 its zero and e its unit, and consider any lattice
homomorphism f: L - C where L is a sublattice of a distributive lattice E. If f is constant
then clearly it has an extension to E. Otherwise, 4 = f~1(0) is an ideal of L and F=f"1(e)
a filter in L such that A ~ F = ¢. Now, let B be the ideal of E generated by A, and
G the filter in E generated by F; evidently, B = {z |2 € E, v < a for some a € A} and
G = (z|x€E, = a for some a€F}, and therefore ¢ € B ~ G implies that ¢ < a for
some a € A as well as b < ¢ for some b € F from which one derives that b€ A ~ F, a



104 Banaschewsks and Bruns, Injective hulls in the category of distributive lattices

contradiction. It follows that, also, B ~ G = §, and by a well-known theorem [7] there
then exists a prime ideal P of E such that P 2 Band P ~ G = 0. Now, defineg: E > C by

This is a lattice homomorphism [3], and since P ~ L = A one has that g extends f.

Even one non-trivial injective, together with the fact that D has products, provides
a large supply of injectives since products of families of injectives are injective; in fact,
the power set lattices are exactly the products of families of two-element chains, and
therefore one has:

Corollary 1. The power set lattices are injective in D.

Moreover, since every distributive lattice has a representation by sets, i.e., is
isomorphic to a sublattice of a power set lattice, one obtains:

Corollary 2. Every object in D can be embedded in an injective one.
Next one has:
Corollary 3. Every complete Boolean lattice is injective in D.

Proof. If B is such a lattice and E a power set lattice containing B as a sublattice
then by [5] there exists a Boolean homomorphism f: E > B mapping B identically.
Now, E is injective in D by Corollary 1, and f clearly belongs to D; this makes B a
retract in D of an injective in D, and hence B is itself injective.

Finally, we obtain the following uniqueness result in relation to Lemma 1:

Corollary 4. Any two Boolean lattices generated by a distributive lattice L are iso-
morphic over L.

Proof. Let A and B be the Boolean lattices in question and let C and D be MacNeille
completions of A and B respectively. By Corollary 3 there exist lattice homomorphisms
f:C—>D and g: D> C, each mapping L identically. Then f and g preserve zero and
unit and, hence, are Boolean homomorphism. Now consider the set S of all those elements
z € A which satisfy f(z) € B and g(f(x)) = . Since S is a Boolean sublattice of A con-
taining L it is identical with A. It follows that f maps 4 into B and g - f maps A identi-
cally. By symmetry g maps B into A and fo.g maps B identically. This proves that
/| A is an isomorphism of 4 onto B.

We now turn to the characterization of injectivity in D.
Proposition 2. The following are equivalent for L € D:

(1) L ts complete and Boolean.

(2) L is injective.

(3) L is a retract of every extension.

(4) L has no proper essential extensions.

Proof. (1) = (2) is given by the above Corollary 3, and (2) = (3) and (3) = (4) are
simple consequences of the definitions. The only step requiring more detailed consideration
is (4) = (1). For this, let B be a Boolean lattice generated by L and C a MacNeille com-
pletion of B. Then L < C iff L is not itself complete and Boolean. We show that C is an
essential extension of L. Let f: C—> M be any lattice homomorphism into an M € D
whose restriction to L is one-to-one. Then, f| B is one-to-one since B is an essential
extension of L by Lemma 1. Moreover, the sublattice V of M given by the image of C
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under f is Boolean, and f determines a Boolean homomorphism € — N. Now, C is an
essential extension of B in the category of Boolean lattices and Boolean homomorphisms
[2] and hence f is one-to-one on all of C.

Remark. The equivalence of (1) and (2) was also announced in [1].

3. Injective hulls of distributive lattices

We now go into a closer study of those particular injective extensions for any L € D
which were used in the proof of Proposition 1. These turn out to have in several respects,

exactly the same properties as the injective hulls in the category of all left modules
over a given ring.

Proposition 3. The following are equivalent for an extension E of a distributive
lattice L:

(1) E is a MacNeille completion of a Boolean lattice generated by L.
(2) E ts an injective essential extension of L.

(3) E is an injective extension of L not containing any properly smaller such ex-
tension of L.

(4) E is an essential extension of L not contained in any properly larger such exten-
sion of L.

Proof. (1) = (2). That E is an essential extension of L is contained in the proof of
Proposition 1, and its injectivity is given by Proposition 2.

(2) = (3). If E’' is an injective extension of L contained in an essential injective
extension E of L then there exists a lattice homomorphism f: E— E’ which maps E’
identically and which, since E' = L, maps E one-to-one. This implies that £’ = E.

(3) = (4). An essential extension E’ of L which contains an extension E of L is
also an essential extension of E. Hence if E is injective then E’ = E by Proposition 2.
It thus remains to be shown that E is an essential extension of L if it contains no properly
smaller injective extensions of L. For this, let C be a MacNeille completion of a Boolean
lattice B generated by L. Then, by the injectivity of E there exists a lattice homomor-
phism f: C — E which maps L identically, and by the essentialness of C over L f must
map C one-to-one. Hence f(C) is isomorphic to C, thus injective, and therefore £ = f(C).
If follows that E is an essential extension of L.

(4) = (1). Consider a MacNeille completion C of a Boolean lattice generated by E.
By the transitivity of essential extensions, C is then an essential extension of L and hence
C=ELE.

In view of Proposition 3, it is appropriate to call the MacNeille completions of the
Boolean lattices generated by a distributive lattice L the injective hulls of L.

For these one now has:

Corollary 1. The injective hulls of a distributive lattice L are unigue up to a unique
isomorphism over L.

Proof. Let B be a Boolean lattice generated by L and E a MacNeille completion
of B. Then, consider any lattice automorphism f: £ - E mapping L identically. Clearly,
f is a Boolean homomorphism, and therefore it maps B identically since B consists of
the elements of the type V (z; A (—y,)) with finitely many =,,y, from L v {0, }. Now,
since every element ¢ € E is the join of all b € B with b < ¢ and since b < ¢ holds iff
b = f(b) < f(c) it follows that f(c) = c for every c € E, i. e. f is the identity map.
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Now consider two injective hulls, E and F, of L. The proof that (3) = (4) then shows
there exists an isomorphism f: E—> L over L, and for any other such isomorphism
g:E—>L, g7'of is the identity mapping on E, as was just proved; therefore f = g.

It might be observed that the counterpart of this corollary usually does not hold
in categories of modules: For instance, for a cyclic group of prime order p, the injective
hulls in the category of abelian groups are the groups of type p®, and their endomorphism
rings are isomorphic to the ring of p-adic integers in such a way that every p-adic integer
congruent one modulo p determines an automorphism which maps the original cyclic
group identically.

A further property of injective hulls in D is given in:

Corollary 2. An injective hull E of a distributive lattice L can be embedded over L
into any injective extension of L, and any essential extension of L can be embedded over L
into E.

Proof. If F = L is injective then the natural injection L — F extends to a homo-
morphism E - F which must be one-to-one since E is an essential extension of L.
Similarly, if F is any essential extension of L then the natural injection L — E extends
to a homomorphism F — E which is one-to-one since F is an essential extension of E.

4. Particular classes of distributive lattices

In the following we discuss a few special types of distributive lattices in terms of
essential extensions and injective hulls in the category D.

Let L be a distributive lattice, let B be a Boolean lattice generated by L and let
a and b be elements of L such that a < b. Then it is easy to see that the element b A (—a)
is an atom of B iff the interval [a, b] is a jump in L, i. e., if there are no elements z € L
such that a <z < b. Two jumps [a, b], [c, d] determine the same atom iff ba (—a) = d A (—<¢)
which can be expressed in terms of L by the equations

(1) avd=bvcandaand=>bac

Furthermore, for every atom p in B there exists a jump [a, b]in L such that p = b A (—a).
To prove this let us note first that there exist elements u, v€ L with p £ u and p < .
This follows from the fact that p < u for all ¥ € L would imply p = 0 and that p £ v,
i.e., vAp =0 for all v€L would imply » < —p, that is —p = e and, again, p = 0.
Since p is an atom its general form p = V (z,A (—y,)) reduces to p = z A (—y) with
z,y €L ~{0, e}. Clearly z == 0 and y = e. It follows

p=rz)A((—y) A (—u)=(wr2)a(—(uvy)
where vax and u vy belong to L. Put a=uvy, b = (uvy) v(vaz). Then ¢ < b and
b A (—a) = p; hence [a, b] is a jump which determines the atom p.

It follows from these considerations that the atoms in B are in a one-one correspon-
dence with equivalence classes of jumps in L defined by the equivalence relation (1).
It is now easy to prove the following:

Proposition 4. The injective hull of a distributive lattice L is a power set lattice iff
every proper interval in L contains a jump.

Proof. Let E be an injective hull of L. Then E is a MacNeille completion of a
Boolean lattice B generated by L. Since every element of £ is a join of elements of B
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the atoms of E coincide with the atoms of B. It follows that E is atomic and hence a
power set lattice iff B is atomic.

Assume now first that B is atomic and consider a proper interval [a, 5] in L. Then
there exists an atom p € B with p £ ¢ and p < b and by the above considerations there
exists a jump [u, v] in L with p = v A (—u). The interval [a v (b A u), a v (b A v)] is then
contained in [a, b]. But a simple calculation shows (a v (va b))a (— (a v (ua b)) = p,
which proves that the interval is a jump.

Assume next that every proper interval in L contains a jump and consider an
element b 0 in B. Then z A (—y) < b for suitable z,y € L U {0, ¢} with y <. By
assumption there exists a jump [u, v] in [y, ]. It follows that p = v A (—u) is an atom
contained in b, which proves the proposition.

Any two different jumps in a chain are not equivalent under the equivalence
relation (1). Since there are well ordered sets with an arbitrary number of jumps and

since a power set lattice is completely determined by the number of its atoms, one has
the following:

Corollary. The power set lattices are exactly the injective hulls of well ordered sets.

The distributive lattices which are, in a sense, most unlike Boolean lattices are the
chains; nonetheless, essential extension bridges the gap between the two, and in particular
the above corollary exhibits a significant class of Boolean lattices as injective hulls of
chains. The wider question whether every Boolean lattice, or more generally every
distributive lattice, is an essential extension of a chain has a negative answer. As was
pointed out to us by R. Sikorski, every chain in a free Boolean lattice is at most countable.
This then implies that a free Boolean lattice generated by more than 2% elements is
not an essential extension of a chain. We do not know, however, whether every complete
Boolean lattice is an essential extension of a chain. Another class of essential extensions
of chains is given by the following:

Proposition 5. Every at most countable distributive lattice L is an essential exten-
ston of a chain.

Proof. Assume first that L is finite. Let C be a maximal chain in L and let B be
a Boolean lattice generated by L. We show that B is also generated by C. Clearly, the
zero 0 and unit e of L belong to C and are, therefore, the meet and join respectively of
C in B. For any c€C, ¢ = ¢, let ¢’ be the successor of ¢ in C. Clearly

e=V{cv(—c)|c€C, ¢ Fe}

It follows for any a€ B:a=anre= V{anrc a(—c)|c€C, ¢ = e}. But since ¢’ A (—c)
is an atom of B, the meet a A ¢’ A (—c) is either zero or ¢’ A (—c). Consequently, a is
the join of all ¢’ A (—c¢) for which a A ¢’ A (—c) is different from zero and, hence, is con-
tained in the Boolean sublattice of B generated by C. This shows that C generates B. It
now follows directly from Proposition 1 and the uniqueness statement given by Corollary 4
of Proposition 2 that B is an essential extension of C. This implies that L is an essential
extension of C, for if f: L > M is a homomorphism in D which is one-to-one on C, then
for any extension g: B—> N of f where V =2 M is an injective hull of M, g | C, therefore
g itself, and hence also / = g | L, are all one-to-one.

Now let L be countable. Then L = U L, where L,, L,, L,,... is an increasing
sequence of finite sublattices of L, and a sequence C,, Cy, Cy, ... of chains in L can
be defined by taking C, to be any maximal chain of L, and, for each k£ > 1, C; a maximal
chain of L, containing C,_;. C = U C} is then a chain in L and any homomorphism

14*



108 Banaschewsks and Bruns, Injective hulls in the category of distributive lattices

f:L—> M in D which is one-to-one on C is one-to-one on C}, hence one-to-one on L
by the first part of this proof, and therefore one-to-one on all of L.

To provide an example which is not covered by the preceeding discussions we now
prove:

Proposition 6. The complete, atomless Boolean lattice R of all regular open subsets
of the closed real unit interval I is an injective hull and hence an essential extension of a
chain isomorphic to 1.

Proof. For the chain C = R consisting of ¢, the intervals [0, for 0 <« <1,
and I one readily sees that 7 and C are isomorphic lattices. On the other hand, every
finite union of intervals oper in I can be obtained by means of the Boolean operations
in R from members of C since the complement in R of [0, & is Jx, 1] and finite meets
are intersections, and this means that the Boolean lattice generated by C is just the
sublattice R, of R consisting of the finite unions of intervals open in /. Finally, every
U € R is the union, and hence also the supremum in R, of the V = U in R, which shows
that R is a MacNeille completion of R,.

Restriction, of the above argument, to intervals with rational endpoints only
proves that R is also an essential extension of the closed rational unit interval, and since
the presence of absence of endpoints makes no difference here, this can also be formulated
as follows:

Corollary. The injective hulls of any countable chain which is dense in itself are iso-
morphic to the Boolean lattice of all regular open subsets of the closed real unit interoal.

We now consider another class of distributive lattices, the free ones with finite
basis.

Proposition 7. The injective hulls of a free distributive lattice with n free generators
are power set lattices with 2® — 2 atoms.

Proof. Let B be a Boolean lattice with n free generators z,,...,z, and L the
sublattice of B generated by X = {z,,...,,}. Then L is freely generated by X as a
distributive lattice, since any mapping f,: X > M, M € D, may first be extended to a
Boolean homomorphism g: B—> B’, B’ a Boolean lattice generated by M, and the restric-
tion g | L then provides the homomorphism f: L > M extending f,.

Now, let a = 2,A- - Az, and b = (—x,) A+ - A (—z,); then a and —b are also
the infimum and supremum, respectively, of L in B. To see that the interval [a, —b]
of B, considered as a Boolean lattice, is generated by L and hence an injective hull of
L one observes in addition that the mapping defined by ¢(z) = (a v z) A (—b),z € B,
which maps [a, —b] one-to-one and thus B onto [a, —b], is a Boolean lattice homo-
morphism and therefore carries the generating set X of B to a generating set
¢(X) = X of [a, —b]. Moreover, the kernel of the Boolean epimorphism ¢ : B - [a, —b]
is the ideal [0, a v b] which has four elements since both a and b are atoms in B. This
shows that [a, —b] has 22" - 272 elements and therefore 2" — 2 atoms.

A combination of the result just obtained with the arguments used in the proof
of Proposition 5 leads to:

Corollary. The maximal chains in a free distributive lattice with n free generators
have 2" — 1 elements.

Proof. Since an injective hull E of such a lattice L is also an injective hull of any
maximal chain C of L, C must have as many jumps as £ has atoms.



Banaschewsks and Bruns, Injective hulls in the category of distributive latiices 109

5. Essential extensions in the category of all lattices

In order to contrast our results concerning distributive lattices with a very different
situation we now consider the category L of all lattices and lattice homomorphisms.

Proposition 8. Every lattice with at least two elements has arbitrarily large essential
extensions.

Proof. Let L be such a lattice and consider first a minimal extension L* of L such

that L* has a least element 0 and a greatest element e. Then, L* is an essential exten-
sion of L:

Nothing has to be shown if L = L*. Suppose, then, that 0 ¢ L, and let f: L* - M
be a lattice homomorphism such that f| L is one-to-one. If f(0) = f(a) for some non-
zero a € L* then a = e implies that f(z) = f(0) for all z € L, contradicting the fact that
f | L is one-to-one, and a == e implies a € L, and then

flavz) = f(a) v f(2) = {(0) v{(z) = [(0) = f(a)

shows that z > a for all z € L, contradicting the fact that 0 ¢ L. The case e ¢ L is
analogous.

Now, let A be an arbitrary set disjoint from L*, and define a lattice extension E
of L as follows: E consists of the elements of L* together with those of A, and its partial
order is defined by setting 0 < a < e for all a € A and each a € A incomparable with
every element distinct from a, 0, and e. One readily sees that E is a lattice containing
L* as a sub-lattice; in particular, zAa =0 and xva = e for any a € A and z #= 0, q, ¢
in E. E is an essential extension of L*: If f: E— M is a lattice homomorphism, f | L* one-
to-one, and for some a € A f(a) = f(z), z &+ ain E, then f(0) = f(x A a) = f{x) A f(a) = f(a)
and f(e) = f(x va) = f(x) vf(a) = f(a), hence f(0) = f(e), a contradiction.

Since E is an essential extension of L* and L* an essential extension of L one has
that E is an essential extension of L, and clearly, £ can be made arbitrarily large since
A was arbitrary.
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Die Bildriume abgeschlossener Operatoren

Von Gottfried Kithe in Frankfurt

Hans Rohrbach zum fiinfundsechyigsten Geburtstag

Kato bewies in [5] den folgenden fiir die Storungstheorie wichtigen Satz: E und F
seien Banachrdume, A ein abgeschlossener linearer Operator mit Definitionsbereich
D[A] in E und mit einem Bildraum R[A] endlicher Codimension in F. Dann ist R[A]
abgeschlossen in F.

Goldberg gab in [3], S. 100, einen einfacheren Beweis, der gleichzeitig ein weiter-
gehendes Resultat ergab.

Wir geben hier einen Beweis des Satzes von Kato unter wesentlich allgemeineren
Voraussetzungen iiber £ und F (Satz 1) und leiten unter Benutzung von Ergebnissen
von Amemiya und Komura [1] ein scharferes Resultat ab, das auch fiir Banachridume
neu zu sein scheint (Satz 2).

Fiir den Beweis von Satz 1 stiitzen wir uns auf die folgenden Tatsachen:

(1) Jeder lineare Teilraum endlicher Codimension eines tonnelierten Raumes ist
tonneliert (Dieudonné [2]).

(2) Ist E tonneliert und F ein Ptakraum, so ist jede abgeschlossene lineare Ab-
bildung von E in F stetig (Graphensatz von A. und W. Robertson [6], vgl. auch Horvath
[4], S. 301).

Satz 1. E sei ein Ptdkraum, F sei tonneliert, A sei eine abgeschlossene lineare Ab-
bildung von D[A] < E in F. Hat der Bildraum R[A] endliche Codimension in F, so ist A
offen und R[A] abgeschlossen in F.

Bemerkung. Wir setzen nicht voraus, daf} der Definitionsbereich D[A] dicht in E ist.

Beweis. Ist N[A] der Kern von A, so induziert A eine eineindeutige Abbildung A
von D[A] = D[A]/N[A] < E/[N[A] in F. Bekanntlich ist A ebenfalls abgeschlossen und

es ist R[AA] = R[A]. Da E|/N[A] als Quotientenraum eines Ptdkraumes wieder ein
Ptakraum ist und da R[A] nach (1) tonneliert ist, ist die auf R[A] definierte lineare

Abbildung A1 abgeschlossen und nach [2] stetig. Dann ist aber A und damit auch A4
offen als Abbildung auf R[A4], also auch als Abbildung in F.

SchlieBlich ist R[A] abgeschlossen in F': Sei f'l\ia, z,€ D[;f], ein gegen y € F kon-
vergierendes Cauchysystem in R[A]. Da A~! stetig ist, ist z, ein Cauchysystem in
E|N[A], das wegen der Vollstindigkeit des Ptakraumes E/N[A] einen Limes Z, besitzt.

Aus der Abgeschlossenheit von A-? folgt y € D[A™'] = R[A], also die Abgeschlossenheit
von R[A]. —



Kithe, Die Bildrgume abgeschlossener Operatoren 111

Amemiya und Komura bewiesen in [1] die beiden Sitze:

(3) Ein tonnelierter metrisierbarer Raum ist nicht die Vereinigung von abzihlbar
vielen absolutkonvexen abgeschlossenen und nirgends dichten Teilmengen.

(4) Ein linearer Teilraum abzéhlbarer Codimension eines tonnelierten metrisier-
baren Raumes ist tonneliert.

H hat abzéhlbare Codimension in E, wenn es abzihlbar viele, modulo H linear
unabhéngige Elemente z,, i =1,2,..., in E gibt, so daB jedes Element von E die
Summe eines Elementes aus H und einer Linearkombination endlich vieler z; ist.

Satz 2. E sei ein Ptdkraum, F set tonneliert und metrisierbar, A sei eine abgeschlossene
lineare Abbildung von D[A)l < E in F. Hat der Bildraum R[A] héchstens abzihlbare Co-
dimension in F, so ist A offen und R[A] abgeschlossen in F und von endlicher Codimension.

Beweis. Der Fall, daBl R[A] endliche Codimension besitzt, ist in Satz 1 behandelt
worden. Es bleibt zu zeigen, da R[A] niemals abzdhlbare Codimension besitzen kann.

Nehmen wir an, dafl R[A] abzdhlbare Codimension hat. Dann ist R[A] nach (4)
tonneliert und der Beweis von Satz 1 ergibt genau so, da R[A] abgeschlossen ist. Dann
ist aber F/R[A] von abzihlbarer Dimension, tonneliert und metrisierbar, da sich diese
beiden Eigenschaften auf Quotientenrdume iibertragen.

Ein tonnelierter metrisierbarer Raum ist aber nach (3) niemals von abzahlbarer
Dimension, denn er wére sonst die Vereinigung der abzédhlbar vielen absolutkonvexen,

abgeschlossenen und nirgendsdichten Mengen M,, M, die Menge aller %’ 0L
2 |« | < n, wobei die z,, z,, . . ., eine abzdhlbare Basis des Raumes bilden.
1
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Differenzen von Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen

Von Erich Hdrtter in Mainz

Herrn Prof. Dr. H. Rohrbach 3um 65. Geburtstag gewidmet

1. Neben der Addition von Mengen wurden in der additiven Zahlentheorie auch
andere Kompositionen von Mengen wie z. B. Produkte von Zahlenmengen (Niven [8]),
erweiterte Basen (Rohrbach [11]) untersucht (sieche auch Stohr [12], Hértter [4]). Wir
wollen hier Differenzen von Mengen ganzer bzw. nichtnegativer ganzer Zahlen betrachten.

Rédei-Rényi [10] nennen eine Menge U ganzer Zahlen (Abschnitts-) Differenzbasis
fir n, wenn jedes z €[1, n]") als z = a,— a; (a;, a; € A) darstellbar ist. A. Brauer [1],
Erdos-Gal [2], Leech [7], Haselgrove-Leech [6] und Wichmann [14] untersuchen ein-
geschriankte (Abschnitts-) Differenzbasen; dabei heilt eine Menge A eingeschridnkte
(Abschnitts-) Differenzbasis fiir n, wenn U < [0, n] und jedes z€[1, n] als z = a;,— a;
(a;, a; € A) darstellbar ist. (Vgl. auch Ostmann [9], S. 177.) Diese Betrachtungen bezogen
sich alle auf das Abschnittsproblem.

Stohr [12] nennt eine Menge 2 nichtnegativer ganzer Zahlen (universelle) Differenz-
basis fiilr ® = {1, 2, 3, ...}, wenn jedes z € N als z = a, — a; (a,, a; € A) darstellbar ist?).

2. Wir treffen fiir die Differenzbildung zweier Mengen U, % = 8°) folgende

Definition 1. Unter der Differenz % — B von % und B verstehen wir die Menge
D={a—b|a€U; bEB; b= a} = 3.

Es drangt sich die Frage auf, ob fiir die Subtraktion zweier Mengen ein Analogon
zum Mannschen Satz gilt. DaBl dies nicht der Fall ist, zeigt folgendes Beispiel: Sei die
Menge A = {0} v {z = 1 (mod m)}*) (m > 2), und die Menge B sei gleich A. Dann ist,
wie man sofort siecht, ® = A — B = {x = 0 (mod m)} v {x = 1 (mod m)}, und die zu-

gehorigen finiten (Schnirelmannschen) Dichten®) sind D () =71n—= D(B) sowie
D(®) =

.Wegen m > 2 wird 2m — 2 > m, also

2 1
D) + D(B) = — >——— = D(D).
1) Die Menge der ganzen Zahlen aus dem Intervall a < & < b bezeichnen wir mit [a, b]; entsprechend
bedeutet (a, b) die Menge der ganzen Zahlen aus dem Intervall a < & < b.
2) Offenbar ist 0 immer darstellbar. — Entsprechend wird man (universelle) Differenzbasen fiir eine Menge
M= N definieren.
3) Die Menge der natiirlichen Zahlen wird mit R bezeichnet, die der nichtnegativen ganzen Zahlen mit 8.
4) Fiir die Zahlenmenge, die aus den nichtnegativen Vertretern der Restklasse z = a (mod m) besteht,
schreiben wir kurz {& = a (mod m)}. A(2)
5) Ist A(z) = 2 1 die Anzahlfunktion der Menge %, dann ist D () = fin
ol sex

m—1

die finite Dichte von 2.
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Da A =D = A— B ist fiir 0 € B, gilt dann natiirlich trivialerweise D(A) < D (D).
Die folgende Aussage iiber die Subtraktion zweier Mengen benutzt einen modifizierten
Dichtebegriff (vgl. Hartter [5]):

Satz 1. Seien A, B = J; 0€ B; sei ferner fin AQo—Al) _ D) = &

z=1,2,... Z ’
B(z)
x

= D(B) = p und x + B > 1. Dann gilt A — B =N.

fin
z=1,2,...

Zum Beweis schicken wir zunichst einen Hilfssatz voraus:

Hilfssatz 1. Seien A, B<F; 0€B; A—B 2N, d.h es gibt 0 <z€A—B.
Dann gilt fir alle 0 Sy <z

r—y=AQ2z—y)— A@@) + Bz —y).

Beweis. Aus 0 <y <zx—1folgtx—y =1 Essei Bn[l,z—yl=1{b,..., 5},
also B(x —y) = r(r = 0). Nun betrachten wir die Zahlen z,z + b,,...,x + b,; diese
sind ¢ %, da sonst

(1) (x+0b)—b,=2z€A—B

wire, aber nach Voraussetzung ist z ¢ A — 8. Wegen 1 < b, < z—y haben wir
z <z +b, < 2zx—y, woraus
AQz—y)— Al —1)=r+1
und weiter
Qz—y)—AQzr—y)—(—1) +A—1)=r+1
folgt. Daraus wird
(2) t—y=AQz—y)—A@@—1) +r
> AQa—y)— Al —1) + Blz—y).
Wegen z ¢ A — B ist auch 2 ¢ A, d. h. A(x — 1) = A(z), was in (2) eingesetzt die Be-
hauptung liefert.
Beweis von Satz 1. Wire A — B £ N, dann gibe es 0 < z € A — B. Wir benutzen
Hilfssatz 1 mit ¥ = 0 und erhalten dann
z= A(22) — A(2) + B(2) Z 6z + pz = (& + Bz > =,
einen Widerspruch.

Eine Aussage iiber die Dichte der Differenzmenge ® zweier Mengen A und B
gibt der

Satz 2. Seien A, B<=3; 0€A~ B; D = A— B; wir seizen D(A) =&, D(B) =B
und D(D) = 0. Ist A= {a, < a, <@y, <+ <@ <---} sogibt es zu jedem z €N ein
N, so daP ay< < ay,, wird. Dann mige ay = Rux gelten mit einer Konstanten R fir alle
z €N,

Fiir die Dichte der Differenzmenge gilt dann
8= a{l — f} + BR.

Journal fiir Mathematik. Band 232 16
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Beweis. Wir setzen dy = a,, ,—a,—1 (k=0,1,2,...). Dann enthilt die Diffe-
renzmenge D = A — B im Intervall (a;, a;,,) mindestens B(d,) Differenzen a,,, — b,
(b; € B), die nicht schon in U liegen. Also wird

N-1 N—-1 N1

D@z A@+ 2 B ZA@ + 6 2 dy=A@ + B 2 (01— —1)
= A(2) + pay — fA(z) = A(x) {1 — B} + B Rx;
Division durch z und Ubergang zum fin fiir z = 1, 2, . . . liefert die Behauptung.

3. Wie Stohr [12], S. 127, bemerkt hat, gibt es Differenzbasen %, fiir die die Anzahl-
funktion A (x) beliebig langsam gegen oo geht. Wenn man von einer Differenzbasis nun
verlangt, dafl ihre Anzahlfunktion in irgendeinem Sinn klein bleiben soll, so wird man
geeignete Zusatzforderungen an die Differenzbasis stellen. Wir wollen definieren:

Definition 2. Seien A, B = J; unter der eingeschrinkten Differenz A & B von
A und B verstehen wir die Menge ® = {a— bla€A; bEB; b §%} = 3.

Fir 0 € B haben wir % = ®. — Mit Definition 2 ist gleichwertig

D=AoB={a—b|a€WU; bEB; b <a—b}.

Wir wollen bemerken, daB Satz 1 auch fiir die eingeschrénkten Differenzen % & B
gilt, denn Hilfssatz 1 gilt auch fir A © B, dain (1) b, <z —y < z ist. —

Das folgende einfache Beispiel zeigt, daB man aus D(N) + D(B) =a + § > 1
nicht A 6 B = N folgern kann: Sei A = [0, ] v {2¢ + 3, c0) mit ¢ >0 und B = J.
Dann wird D() = &« = und D(B) = f = 1. Obwohla + f > 1 ist, ist

t+14¢%oB.

Definition 3. Eine Zahlenmenge A = 8 heifit eingeschriankte Differenzbasis fiir eine
Menge M = 3, wenn A © A =2 IN ist.

Das bedeutet, daB jedes z € I darstellbar ist als z = a;, — a; (a;, ¢; € A) mit a; < %,
was sofort ¢; < z und a; < 2z nach sich zieht.

Offenbar enthilt jede eingeschréankte Differenzbasis fiir 3 die Elemente 0 und 1,
weil fir O nur die Darstellung 0 = 0 — 0 und fiir 1 nur die Darstellungen 1 =1 —20
bzw. 1 = 2 — 1 moglich sind. Wir geben einige Beispiele fiir eingeschrinkte Differenz-
basen fiir 3:

1) % = B;
2.) A, = {0} v {x =1 (mod 2)};
3.) Ay = {1} v { = 0 (mod 2)};

4) %, =1{0,1,2,5,6,7,8,17,18,...,32,65,.. } = {0, 1} v U [2% 4 1,241,

In den ersten drei Beispielen ist die Basiseigenschaft trivial, im letzten Beispiel sieht man
sie 5o ein: Ist z ¢ A,, so ist z € (22**1) 22**?] mit einem geeigneten n. Dann 148t sich aber
z darstellen als z = a — 2?**! mit a €[22 4- 1, 2***%], und es ist 2*"*! < z.

Als Folgerung aus den Beispielen 2 oder 3 ergibt sich

Satz 3. Die Klasse der eingeschrinkten Differenzbasen fiir 8 hat die Mdchtigkeit des
Kontinuums.

Bewets. Jedes A mit A, = A = J (oder A, = A = B) ist eingeschriankte Differenz-
basis fiir 8. Die Klasse dieser Mengen U = 3 ist kontinuummaéchtig.

t
2t+4 2
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Eine weitere einfache Aussage iiber eingeschrinkte Differenzbasen macht

Satz 4. Jede eingeschrinkte Differenzbasis U fiir M = [0, n] enthilt fiir alle natiir-
lichen Zahlen x < n aus jedem Intervall [z, 2x] mindestens ein Element.

Beweis. Angenommen, fiir ein z < n wire % ~ [z, 22] = ¢. Dann kénnte aber z
nicht dargestellt werden als z = a, — a; mit a, < z; a,, a, € U.

Die oben genannten Beispiele von eingeschrinkten Differenzbasen hatten positive
Dichte. In dem folgenden Satz wollen wir eine eingeschrinkte Differenzbasis mit der
Dichte 0 konstruieren und genauer zeigen

A (x)
Vx

Begweis. Sei %, die Menge aller nichtnegativen ganzen Zahlen, die in der 4-adischen
Zifferndarstellung ®) nur die Ziffern 1 oder 3 haben, also

Satz 5. Es gibt eingeschrinkte Differenzbasen U fiir 3 mit < 4 fir alle z € N.

%:{fmu%m%=1wa3
v=0
—{1,3,5,7,13,15, .. );

sei ferner U, die Menge aller nichtnegativen ganzen Zahlen, die in der 4-adischen Ziffern-
darstellung nur die Ziffern 0 oder 1 haben, also

%:{ﬁmﬂmum=omﬂ1
y=0
—{0,1,4,5,...).

Dann bilden wir % = U, v U, und zeigen, daB U eingeschrinkte Differenzbasis fiir 8 ist.

I. Ist z€ 3, dann stellen wir z > 0 im 4-adischen Ziffernsystem dar als

n
z= X ¢4,
v=0

wobei 0 < ¢, < 3 und ¢, # 0 ist und n von z abhingt. Nun schreiben wir die Ziffern
als Differenzen und zware, =0=1—1,¢,=1=1—0,¢,=2=3—1,¢,=3=3—0,
so daB also allgemein ¢, = &, — B, wird mit «, = 1 oder 3 und , = 0 oder 1. Somit folgt

Zz =
v

EN

n n
@ — B4 = To b+ I,
und dabei ist die erste Summe € 9, und die zweite Summe € %,, also z Differenz a, — a;
zweier Elemente € 9L
z = 0 hat die triviale Darstellung z = 0 — 0.

II. Wir zeigen nun, daB in den so konstruierten Darstellungen z = a; — a; gilt
a; < z. Fiir ¢, = 3 haben wir

1 1
2234 und g S 04" + 14 -+ L =3 (4" —1) < 347

1 4
fiir ¢, = 2 haben wirz > 2.4"und a; S 1.4" 4+ 14" + - - - 41 = 4"—{——3—(4"—~1) < —3—4";

1 .
fiir ¢, = 1 haben wir z > 4" und a; < 0.4" + 1.4 4 .- - 41 = §4”. Also in jedem
Fall ist a; < z.

8) Zifferndarstellungen zur Konstruktion von Basen wurden schon von Stohr [13] benutzt.
16*
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III. Es sei 4 ' <2 <4~ Da ¥, ~n A, = { 2” 1.4"} ist, folgt

v=0
A@) S AR —1) = A, (4 — 1) + A,(4°—1) —s=2° 1 2° s =2+ _
und weiter
A(x) AL —1) 2% —5 s
< == —_ ————
Vo =y o oo

4. Minimalbasen kann man nun ganz analog wie bei der Addition von Mengen
definieren (vgl. Stohr [12]). Wir wollen hier folgende Definition betrachten:

< 4.

Definition 4. Eine eingeschriankte Differenzbasis U fiir I heit Minimalbasis,
wenn keine echte Teilmenge A* von A eingeschrankte Differenzbasis fur M ist.

Uber die Michtigkeit der Klasse der Minimalbasen fiir 3 gilt folgender
Satz 6. Die Klasse K der Minimalbasen fiir 3 ist von der Mdchtigkeit des Kontinuums.

Beweis. Wir werden eine Klasse K’ = K von Minimalbasen fiir 8 konstruieren und
zeigen, dall auch die Klasse K’ schon von der Machtigkeit des Kontinuums ist. Die
Konstruktion geht induktiv vor”): Wir setzen die Menge %, = {0, 1}, und fiir U, lassen
wir die beiden Moglichkeiten A, = {0, 1, 2} und A, = {0, 1, 3} zu.

Sei nun A, = {ay =0, a, =1, a,, ..., 4} (a, < a,,,) als Minimalbasis fiir [0, n]
(n = 2) schon konstruiert. Wenn nun auch n 4 1 darstellbar ist als n + 1 =a;,—q;
mit a;, a;€ A, und a; < n + 1, dann setzen wir A, , = A,. Andernfalls bestimmen wir
den Index r so, daB a, <n 41 <a,,, ist, und fir a, <n 4 1 nehmen wir r = k;
dann setzen wir A¥, , = A, v {a;,,}, wobei entweder

(I gy =n4+1+4a,
oder

(Im e, =n+1+4a,_,

ist. Dabei soll Konstruktionsmoglichkeit (II) nur erlaubt sein, wenn n + 1 > 10 (n’ + 1)
ist, wobei beim Induktionsschritt n’ + 1 zum letztenmal beide Konstruktionsmoglich-
keiten bestanden.

Dann ist n 4 1 eindeutig darstellbaralsn +1=a,, ,—a, bzw.n +1=0a; ,—a,_,,
d. h. @, , wird zur Darstellung von n 4 1 benétigt, und es ist a, < n 4 1 nach Kon-
struktion.

Nun bilden wir — indem wir etwaige iiberfliissige Elemente streichen — aus ¥, ;
eine darin enthaltene Minimalbasis %, , fiir [0, » + 1]. Im Fall (I) wird %, , = %},
denn weil fiir % <r

Gpy—a,=n+1+a—a >n+1+a—a=n+1

ist, kann @, , die Darstellung von Zahlen < n 4 1 nicht mehr beeinflussen. Im Fall (II)
bleibt sicher a;_ , €%, , und {ay, a,, ..., ap } <A, ,, wobei a;, das Element ist, das
beim Induktionsschritt »’ + 1 durch A% ., = A, v {a;,,} eingefithrt wurde. DaB
ay,, €U, , bleibt, ist trivial, denn sonst wéire n 4 1 nicht darstellbar. Dal
{ag, ay, ..., @y o} <N, , bleibt, siecht man folgendermaBen: Nach Satz 4 enthilt jede
so konstruierte eingeschrinkte Differenzbasis Ay,, fir [0,n 4 1] im Intervall

7) Diese verlauft dhnlich wie die induktive Konstruktion in [3].
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[2(n" 4 1),10(n" + 1)] mindestens 2 Elemente. Also ist a, > a,_,>n"+ 1. Es ist

Wy = 2(n" +1);
da fir ¢, <2 (n' + 1)

Gppr—a, =2n+14a_;—a, >n+14+n +1—2(n +1)
=n4+1—®+1)>nt+1
wird, kann @, die Darstellung von Zahlen < n’ 4 1 nicht mehr beeinflussen.

Seinun A; sW,=--- =, = eine Folge von auf diese Weise konstruierten und
auseinander hervorgehenden Mengen. Dann bilden wir o = G A,; aufgrund der
n=1

Konstruktion ist U Differenzbasis und Minimalbasis fiir 3.

Da bei der induktiven Konstruktion unendlich oft die Moglichkeit zwischen zwei
Arten der Konstruktion besteht, gibt es also kontinuierlich viele Folgen von solchen
auseinander hervorgehenden Mengen und damit auch kontinuierlich viele Minimalbasen.
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Uber arithmetische Progressionen der Linge p
Von Harald Scheid in Mainz

Herrn Professor Dr. H. Rohrbach zum 65. Geburtstag

1. Mit o, B, €, M werden Teilmengen der Menge N = {0, 1,2, 3, ...} der nicht-
negativen ganzen Zahlen bezeichnet. Die Anzahlfunktion von It heile M (x), die natiir-
liche Dichte () (sofern diese existiert) und die obere asymptotische Dichte d ().
M (x)

xa

Man nennt 4, (M) = lim fiir 0 < o < 1 die 2*-Dichte von IR, sofern dieser Grenz-
>

wert existiert. Eine Folge IM,, M,, M,, . . . von Mengen konvergiert gegen die Menge I,
wenn fiir alle £ € N ein N (k) € N derart existiert, daBl fiir alle n = N (k) die Abschnitte
M, ~ [0, k] und M ~ [0, k] gleich sind (vgl. [2] und [3]). ,,Pr (k) steht zur Abkiirzung fir
,,arithmetische Progression der Ldnge h‘‘, wobei k eine natiirliche Zahl > 3 ist und die
Linge einer arithmetischen Progression die Anzahl ihrer Glieder bedeutet. Die Menge
aller Teilmengen von N, welche keine Pr (k) enthalten, werde mit I', bezeichnet. Ferner
sei I, die Menge aller I = N mit der Eigenschaft, daB fiir jedes z ¢ M die Menge M v {z}
eine Pr (h) enthilt.

Es wird vermutet (vgl. [1]), daB fiir jedes h alle Mengen aus I', die natiirliche
Dichte Null besitzen. Dies ist fiir 2 = 3 von Roth [4] bewiesen worden. Wire die Ver-
mutung fiir beliebig groBe A (z. B. fiir beliebig grole Primzahlen) bewiesen, so wére
damit gezeigt, daB jede Menge M = N mit 8(MM) > 0 beliebig lange arithmetische Pro-
gressionen enthélt.

In der vorliegenden Arbeit wird eine spezielle Menge % € I', (p ungerade Primzahl)

mit 8(A) =0 und 4, (A) = oo fir alle « mit 0 < « <l_0g_l_((%;—__1_)_ konstruiert, welche

die Eigenschaft hat, daB jede A echt umfassende Menge eine Pr (p) besitzt, also nicht
in I', liegt. FaBt man I, beziiglich der mengentheoretischen Inklusion als teilweise
geordnete Menge auf, so ist also % ein maximales Element von I',. Ferner wird gezeigt,
daB jedes maximale Element € von I', Grenzwert einer Folge von Elementen €, von I,
ist, fiir welche 4(€,) = 0 gilt.

2. Fir eine ungerade Primzahl p und n =1,2,3,... sei
B,= U U [rp'—p*" rp),
i=1r=1
wobei

[a,) ={x€N:a <z < b}

ist. Die Mengen B, bilden eine konvergente Folge; ihr Grenzwert heifle B. Ist %, die
Komplementidrmenge von B, in R, so existiert auch A = lim A, und A ist die Kom-
n-»>w
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plementdrmenge von B in %R. Die Menge % besteht aus allen a € €, in deren p-adischer
Darstellung

(1) a=a;p'+a_p + 4+ ap+a
die Ziffer p — 1 nicht vorkommt. Denn %, besteht aus genau denjenigen natiirlichen
Zahlen a, in deren p-adischer Darstellung (1) eine der Ziffern a,, a,, .. ., a,_; den Wert
p—1 hat.

Satz 1. Die Menge U enthdlt keine Pr (p).

Beweis. Es geniigt der Nachweis, dal A, keine Pr (p) zu einem Modul k < p"
enthidlt; fiir n— oo ergibt sich daraus die Behauptung des Satzes. Man gehe induktiv
vor. Die Menge U, enthilt keine Pr (p) zu einem Modul £ < p, denn die Kongruenz

a+ zk =—1 (mod p)

ist fiir jedes a € N (eindeutig (mod p)) losbar, es gibt also ein z,€RN, z, < p mit
a + xok € B,. Jetzt folgt der InduktionsschluB. Wegen U, < %, ;, und der Induktions-
voraussetzung enthilt A, keine Pr (p) zu einem Modul £ < p™~ ™ Sei also p" ' < k < p*
und

k=cp™'+d
mit 1 <c<pund 0 <d < p" L Ist d >0, dann gilt mit
(2) at+zk=a+ zcp™ ' +xd €Y,
auch
a-+zd€A, .,

denn A, <A, , und A, , besteht aus lauter vollstindigen Restklassen (mod p"~ 7).
Daher kann nach Induktionsvoraussetzung z in (2) hochstens p — 1 aufeinanderfolgende
Zahlen aus M durchlaufen. Ist d = 0 und setzt man
a=—a + epn—l
mit 0 < a’ < p™!, dann ist also
a+ xk=—a + (e + zc)p"

Die Kongruenz

e + z¢ =0 (mod p)

ist (eindeutig (mod p)) losbar, es gibt also ein 2, €N z, < p, und ein s €N, s == 0, so
daB a + z,k = —a' + sp® im Intervall [sp”— p" ', sp") liegt. Es ist dann also
a + z,k € B,, womit Satz 1 bewiesen ist.

Satz 2. Ist u € B, dann enthdlt A © {u} eine Pr (p).

Beweis. Sei n > lo_gl, also u < p”, und sei
log p

u = an—lpn_l + an_zp"-2 + -+ ap+a
mit
0<a,<p (:=0,1,2,...,n—1)

die p-adische Darstellung von u. Man setze

A far a;=p—1 . ) »
£1r_{Ofi.irai<p_1("——0,1, N )
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und definiere
k= 8n—1pn_l + gn—zp"—z + e+ &1p + &-
Wegen u ¢ Aist k > 0. Firr =0,1,2,...,p—1ist

©® U—rk =0, 1p" "+ 0uoP" P+ + P+ 0
mit
_ % fiir a, < p — B
4= {P—1——r fir e, = p_1("—012 ce,n—1).

Die p Zahlen in (3) sind alle nichtnegativ, bilden also eine Pr (p) in R. Da alle p-adischen
Ziffern o, (1 =0,1,2,...,n—1) von u—rk (r=1,2,...,p—1) von p—1 ver-
schieden sind, ist also
u—rke r=142,..,p—1.
Damit ist Satz 2 bewiesen.
Satz 8. Es gilt §(N) = 0 und 6,(N) = oo firallea mit 0 < < lﬁg—(l):ﬂ

logp
Beweis. Zunidchst gilt

A" = (p—1)"

denn A(p) = p—1und A(p") = (p —1) A(p""). Fiir
m=a,p"+ a,_,p" '+ +a;p+a

mit 0 < ¢, < p und a, = 1 gilt also

Am) _ AP _ p—1yr
M2 (2

und

A(m) _ A(p") 1L (p—1\"
m = e S\ )
Daraus folgen unmittelbar die Behauptungen von Satz 3.
Satz 4. Jedes maximale Element € von I', ist Grenzwert einer Folge von Elementen
&, von I, deren natiirliche Dichten Null sind.
Beweis. Fiir ein festes 1€ N sei y¥ das kleinste y¢ € mit y < p* und
€ v HMh) ~ [0, p1€T,, y® das kleinste y § € mit ¥V < y® < p* und
@ v B, ) ~ [0, p1 €T,
4 das kleinste y § € mit 30" < 4 < pf und (€ © oo, .., yi")}) ~ [0, p*1 € I',, wobei
die Zahl r, groBtmoglich sein soll. Die Menge 9), = {, »®, . . ., 4"} kann auch leer sein.

Man setze & = (€ v 9,) ~ [0, p'], bilde die Schnirelmann-Summen & = & 4 {jp’}
(j=0,1,2,...) und setze €, = fU &Y, wobei A die oben definierte spezielle Menge aus

I', ist. Wegen C,(p**") = (p — 1)"S®(p®) < (p — 1)"p* erkennt man sofort §(€,) =
Ist 9, = 0 fir alle i = i, so ist
@$0) =€~ [03 Pi] = @t ~ [Oa Pi]

fur alle ¢ = iy, also €; ———> €. Gibt es aber eine unendliche Folge i, i,, ... mit 9, + 0
(s=1,2,...), so enthdlt € v {y{’} eine Pr (p) durch y{?, denn € soll maximal sein. Das
letzte Glied dieser Pr (p) sei < p” Ist i, > N, dann folgt ¥ >y, so daB man mit
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m, =y eine monoton wachsende Folge m, < m, < --- erhalt, wobei stets m, < P
ist. Wegen

€, ~[0,m) = & ~[0,m) =C€ [0, m,)
folgt aus i > i, die Beziehung
€, ~[0,m,) =€ ~[0,m,),
also wieder €, 552> €. Es fehlt noch der Nachweis, daB €, € fp gilt. Ist

z4€, 2 €[jp’, (j + 1) p’]

und j €9, dann ist €, v {x} ¢ I',, denn dann existiert eine Pr(p) in [jp’, (j + 1) p‘l.
Sei also z ¢€,, z€(jp (j + 1) p"] mit j¢ A und zundchst u =z —jp'€ &P. Da in
A v {j} eine Pr(p): jy, s, ... J, durch j existiert, ist u + j,p*, u + 7,p% ..., u + j,p’
eine Pr (p) in €, v {z}. Sei nun u =z —jp' ¢ SP. In & U {u} existiert eine Pr (p):
Uy, Uy, - .., U, durch u (es sei u, = u), in A v {j} existiert eine Pr(p): j,, j,, .
durch j (es sei j, = j). Dann ist

vl

u,+ j,p €€, v {z} (u,v=1,2,...,p).

Nimmt man o. B. d. A. nun m < r an, dann liegt in €, v (z) die Pr (p)

un—m-&-l + .jlpz un—m+2 + j2p11 MRS ] un—m+p + jppi'
Damit ist Satz 4 bewiesen.

3. Bemerkungen Nur in Satz 1 wurde benutzt, daBl p eine Primzahl ist. Die Aus-
sage ,,0(A) = 0 aus Satz 2 148t sich als die bekannte Tatsache interpretieren, daB fast
alle (d. h. alle bis auf eine Ausnahmemenge der natiirlichen Dichte Null) natiirlichen
Zahlen in ihrer p-adischen Darstellung die Ziffer p — 1 enthalten. Dies gilt selbstver-
standlich auch fiir jede andere p-adische Ziffer, so daf man allgemeiner sagen kann, dal
fast alle natiirlichen Zahlen in ihrer p-adischen Darstellung alle p-adischen Ziffern
enthalten.
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Zur Berechnung der Mahlerschen Funktionen w,

Von Rainer Giiting in Kampala (Uganda)

Herrn Professor Dr. H. Rohrbach 3um 65. Geburtstag gewidmet

1. Einleitung

Es sei P(r) = a,a” 4 -+ 4 a,(a, = 0) ein Polynom mit beliebigen komplexen
Koeffizienten vom Grad p, der Hohe k(P) = max | a, |, und der GroBle s(P) =2 | a,|.
Es sei B(n, k) die Menge aller Polynome mit ganzrationalen Koeffizienten vom Grad
< n und der Hohe < h. Mahler [4] (siehe auch [6]) hat die folgenden Funktionen ein-
gefiithrt. Ist y eine beliebige reelle oder komplexe Zahl, so sei

wn(h’ 7) = min | P(?’) !1

PeB(n, b)
P(»)+0
S TS log w,(k, y)
waly) = 1}2?3 logh '

Gibt es einen Index n, fiir den w, = oo ist, dann sei u(y) der kleinste solche Index;
andernfalls sei u(y) = oco. Mahler nennt eine Zahl y

eine A-Zahl, falls w=_0, u=o0,
eine S-Zahl, falls 0 < w < oo, u = oo,
eine 7-Zahl, falls W = 00, § = 00,
eine U-Zahl, falls w = oo, u < oo ist.

Ein Hauptproblem dieser Einteilung der Zahlen in vier Klassen besteht darin, fiir ein
gegebenes reelles oder nicht reelles y den Wert der Funktion w, zu bestimmen. Fiir reelles
y und n = 1 wurde diese Aufgabe in einer fritheren Arbeit des Verfassers [1] mit Hilfe
der Kettenbruchentwicklung von y gelost: Ist [a,; a,, a,, . ..] die regelméBige Ketten-
bruchentwicklung der Zahl y und p,/q, der n-te Ndherungsbruch von y, so ist

— 1
wy(y) = 1 + lim F‘;gq“"l ,

wenn der Grenzwert auf der rechten Seite endlich ist. Andernfalls ist w,(y) = oo.
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Die vorliegende Arbeit behandelt nun fiir reelles y den Fall n > 2. Ist

y” = g‘z_pi

i=1

die dyadische Entwicklung von y", so gilt stets die Abschétzung

w,(y) = lim Lix1 g,
1> pi

Existiert ferner der Gremzwert lim Pi*1 yund ist er geniigend grofl, so wird auch

1>

eine obere Schranke fir w,(y) angegebeil [s. Satz 4]. Ahnliche Ergebnisse folgen, falls
die regelméafBige Kettenbruchentwicklung der Zahl 9" bekannt ist (vgl. Sdtze 7 und 8).
Auch Aussagen iiber gewisse Klassen nicht-reeller Zahlen sind moglich. Als Beispiel dazu
dient Satz 6. Ein zweites Problem betrifft die Beziehung zwischen w,(y) und w,,(y)
fir n < m. AuBler der trivialen Beziehung w,(y) < w,(y) ist auch bekannt, daB es zu
jedem natiirlichen n Zahlen y gibt, fiir die w,(y) < oo, aber w,,(y) = oo ist. Daher ist
auch folgender Satz von Interesse: Zu beliebigen natiirlichen Zahlen n und m (n < m)
und zu geniigend groBem c gibt es stets Zahlen y, fiir die w,(y) =w, ,(y) = - -=w,(y)=c
ist (Satz 5). Aus dem vorangehenden Resultat ergibt sich, dal jede geniigend
groBe reelle Zahl ¢ (¢ > n® 4+ 3n—2) unter den Werten der Funktion w, vor-
kommt. Grundlegend ist ein allgemeiner Satz iiber Approximationen mit Hilfe
von Polynomen des Grades < p, der fiir reelles und nicht reelles y gilt. Séatze
iiber Polynome mit mehrfachen Nullstellen (siehe [2]) werden angewandt, um ohne die
einschrinkende Bedingung auszukommen, daBl die Approximationspolynome irreduzibel
sind. Als weitere Anwendung wird noch eine hinreichende Bedingung dafiir angegeben,
daB eine Zahl 7-Zahl ist. Schlieflich werden noch fiir gewisse U-Zahlen von LeVeque
[3] obere Schranken fiir w, (r < l) gegeben.

2. Hilfsbetrachtungen

Hilfssatz 1. Es seien P und R beliebige Polynome von den Graden p und r. Ferner
set o etne Nullstelle der Ordnung k von P. Dann gilt

| Res (P, R) |*/* max (1, |« |)"
2wprlks (P)wrlks (R)—1+wp/k

(1) | R(x) | =

mit o = 1. Die Ungleichung (1) gilt auch mit o = 1/2, wenn P und R reelle Koeffizienten
haben und « nicht reell ist.

Beweis. Siehe [2], Theorem 1'.

Aus Hilfssatz 1 folgt sogleich

Hilfssatz 2. Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 1 gilt fiir Polynome P und R
mit ganzzahligen Koeffizienten und okne gemeinsame Nullstellen die Abschdtzung

) | R(x) | = ¢,h(P)"*h(R)*—P®

mit einer von den Hohen h(P) und h(R) unabhdngigen Konstanten c,.

Beweis. Da P und R keine gemeinsamen Nullstellen haben, verschwindet die
Resultante der beiden Polynome nicht. Sie ist ganzzahlig, da P und R ganzzahlige
Koeffizienten haben, also mindestens vom Betrage 1.

16*
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Hilfssatz 3. Es sei y eine beliebige komplexe Zahl. Ferner sei P ein Polynom mit
ganzzahligen Koeffizienten. Ist dann « eine Nullstelle von P mit minimaler Entfernung
von y und k die Vielfachheit von «, so gilt

@) ly—alfZcy(p, k) | Ime |72 max (1, [ |)7+Fs(P)P—H2 | P(y) |,
wenn « nicht reell ist; und fiir beliebiges « gilt
(4) |y — o | = es(p, k) max (1, | o |)77+ s (P)200F | P(y) |

mit nur von p und k abhdingigen Konstanten c, und c,.

Beweis. Siehe [2], Korollar zu Theorem 4’.

Hilfssatz 4. Die Voraussetzungen seien die gleichen wie in Hilfssatz 3, jedoch sei P
ein Polynom mit geniigend grofer Hohe, das die Ungleichung

(%) | P(y) | = h(P)™*
(¢ > p —2) erfiillt. Dann gilt mit einer nur von y und p abhdingigen Konstanten c,(y, p)
die Ungleichung

(6) |y —a| < eu(y, p) h(P)ermot—elt
mit w = 1, falls y reell, und mit w = 1/2, falls v nicht reell ist.

Bewers. Wir wenden Hilfssatz 3 an. Aus (4) und (5) erhalten wir zunichst die
Ungleichung
ly —o " = eqlp, k) max (1, | o |) 7P *s(P)P*s(P)*h(P) ™"

Wegen p = k und 2(P) < s(P) < (p + 1)k (P) folgt daraus

[y —o F< cs(p, k) max (1, |« N [(p + 1) R(P)P*R(P)~ >
< cy(p, k) (p + 1) max (1, |« |} R(P)P~*",

Es ergibt sich also mit einer nur von p abhingigen Konstanten ¢, (man benutze notigen-
falls die Beziehung 1 < k& < p)

(7) |y —a | < e5(p) max (1, |« |) h(P)P20E,
Wegen a > p — 2 konnen wir £ (P) als so groB voraussetzen, daB cy(p)h(P)P297 < 1/2
ist. Dann gilt auch cz(p) h(P)P2—9* < 1/2.

Dann folgt aus (7) die Abschitzung |« | < max (% +lyL2]y |>. Es gilt also

mit einer nur von y und p abhingigen Konstanten ¢, die Ungleichung
8) ly —o| < cgh(P)P2-00E,

Ist y reell, so ist damit die Behauptung bewiesen. Ist y nicht reell, so ist fiir geniigend

groBes h(P) wegen (8) sicher |y —a | < urg_zl

, woraus folgt, daB auch « nicht reell
ist. Wir konnen also auch die Abschétzung (3) von Hilfssatz 3 anwenden. Die Behaup-

tung folgt dann ohne weiteres unter Benutzung der Ungleichungen | Im « | > l-—I—n;—Z—l,
lol =2y, 1 =2k < p und (5).
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Hilfssatz 5. Es seien Q und R Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten und ohne
gemeinsame Nullstellen, und es sei Q(x) = R(B) = 0. Dann gilt

~ | Res (0, R) |“max (1, |« |) max (4, | B])
= min (¢, r) s(Q)*"s (R)*

- 1

— min (g, 7) [(g + DRI [(r + 1)A(B)]* "
Beweis. Siehe [2], Theorem 6.

Hilfssatz 6. Ist PQ = R, so gilt fiir die Héhen

lo—B|

h(P)h(Q) = ¢, (r)h(R),

wobei die Konstante c,(r) nur vom Grad r des Polynoms R abhdingt.

Beweis. Die verlangte Ungleichung ist eine direkte Konsequenz von [5], (7).

3. Hauptteil

Wir betrachten eine beliebige komplexe Zahl y. Ist y reell, so setzen wir o = 1;
ist aber o nicht reell, so setzen wir w = 1/2. Es sei p eine beliebige natiirliche Zahl.
Ferner seien a und & positive Zahlen mit

9) b>a>3wp—1—o.

Wir sagen, daB y eine T',-Folge hat, wenn es eine Folge {P;} von Polynomen vom Grade
=< p und mit den Hohen h; gibt, die die Ungleichungen

(10) Rt | Pyly) | < By
(11) hi_y < h; < B4

befriedigen. Wir zeigen folgenden

a-+1

Satz 1. Haty eine T ,-Folge, so gilt fiir jedes natiirlichen mit p =< n < — —2p+1
die Abschdtzung
2
(12 N T L

a+14+ow0—owp—on
Beweis. Nach (10) gilt fiir unendlich viele j

| Pi(y) | < B
Demnach ist fiir unendlich viele &

Wy (ky y) = B7%

und daraus folgt w,(y) = a fiir jedes n = p. Um die rechte Seite von (12) zu beweisen,
benutzen wir die Tatsache, daB fiir jede Zahl ¥ und fiir jedes n die Gleichung w,,(y) = w,(y)
gilt, wobei w, wie w, definiert ist, jedoch unter Beschrinkung auf irreduzible Polynome
([7], Remark 2. Man beachte, daB der Beweis auch fiir algebraische Zahlen giltig ist).
Es geniigt also, w,(y) abzuschitzen. Es sei nun P ein beliebiges irreduzibles Polynom
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des Grades =< n und von geniigend grofer Hohe h. Es sei j festgelegt durch die Un-
gleichung

(13) hiis=h <h,
Ist nun P ein Teiler von P;_,, so gilt
(14) [POYQW) =P =k =k

fir ein gewisses Polynom Q mit ganzrationalen Koeffizienten. Bezeichnen wir die Héhe
von @ mit g, so gilt nach Hilfssatz 6 unter Benutzung von (13)

hg = e2(P)hy_y = ¢1(P)h-
Also ist g < ¢,(p). Daraus folgt die Abschatzung
QW) | = gqmax (4, |y [)? = ¢;(p) pmax (1, |y ),
und wegen (14) gilt dann mit einer von - unabhéngigen Konstanten cg
(15) | P(y) | = esh™

Ist aber P kein Teiler von P, ,, so bezeichnen wir mit «; , eine Nullstelle von P;_,
mit minimalem Abstand von y, und es sei k die Ordnung von «; , als Nullstelle von
P, ,. Wegen

(16) a>20p+on—1—w>p—2
sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 4 erfillt. Demnach ist
A7 ly —oyy | = e,
Wir kénnen also schreiben
Y=oy + thEeT R mit 1] < e,

Da P irreduzibel und kein Teiler von P,_, ist, so haben P und P;_; keine gemeinsamen
Nullstellen. Daher folgt aus Hilfssatz 2 die Abschétzung

(18) | Ploy_y) | = eyhyopleni—ertt

mit einer von k; , und h unabhéngigen Konstanten c;. Es gilt somit

| P() | = | Ploy_y) | — eoh b1kt

= c bR meplE — oo R{eg ek,
(19) | P) | = B h(egh?l* — cqhiepron—o-i=oik)
mit von Ak, , und k unabhingigen Konstanten ¢, und c,. Ist jetzt
B < (cy/2¢) h;};i-11+w-—wz1~mn’
so folgt aus (13) und (19)

(20) I P(‘y) I ; %l—hj—__“in/kkl_mplk _2_ _221_ hl—(am+wp)/k g _02_1 hl-—wn—wp.
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Ist aber

21 wp > 5 a+1+w—wp—on
@ Wz

so betrachten wir das Polynom P;. Ist dann P ein Teiler von P;, so gilt fiir ein gewisses
Polynom R mit ganzrationalen Koeffizienten die Abschitzung

bl

PO TR | =1 Piy) | = B
Nach Hilfssatz 6 gilt fiir die Héhen

h-h(R) = c;(p)h;.
Es gilt also

¢ h;
(R 1= p B s may 1, 1.
Demnach finden wir

| P(y) | = b7 heyg,

wobei die Konstante ¢,, nur von p und y abhéngt. Aus den Ungleichungen (11) und (21)
bekommt man dann

(22) | P(y) | 2 cllhl—(b+ 1)’wpl(a+l+w—wp-—wn).

Ist aber P kein Teiler von P;, so bezeichnen wir mit «; wieder eine Nullstelle von
P; mit minimalem Abstand von y und mit &' die Ordnung von «,;. Es gelten dann die
(17) und (18) entsprechenden Ungleichungen (man ersetze j — 1 durch j und k durch £'),
und so erhilt man statt (19) die Ungleichung

[ Py) | = k7o (e hopl¥ — cqhfor+an—o-1-alk)
Unter Beriicksichtigung von (13) und (16) finden wir jetzt
[ Py) | = h;‘w"/"'h(clh‘“’f’/"' _ csh(wPJ-wn—w——l_a)/k').

Ebenfalls wegen (16) ist wp + on—w—1—a < —wp. Wir konnen also 2 als so
grol} voraussetzen, dafl

4 —aonfk' —wplk'
| P(y) | = S e prori
ist. Benutzen wir nun die Ungleichungen (11) und (21), so haben wir

| Py) | = 5 o ¥ O proni
> ¢ pL—(@p[k)—*pn(d+1)/K (a-+1+ 0 —wp—on)
(23) 2 C1a hl—wp—w’zm(b+1)/(a+1 +w—wp——am)'
Die Konstante c¢,, ist dabei unabhéingig von den Hohen %;_,, 2; und k. FaBt man nun
(15), (20), (22) und (23) zusammen, so sieht man: Fir jedes irreduzible Polynom P von

einem Grad < n und von geniigend groBer Hohe £ gilt mit einer von A unabhingigen
Konstanten c,,:

(24) [ P(y) | = Clsh_A

(b+1)*wp
a+1+w—owp—own

w*pn(b+1)

mit A =max |b, on+ op—1,—1+ a+1+o—wp—on|

1wp_1+
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Nun ist jedoch
(25) on+op—1 <a<b

wegen (16). Ferner ist auch leicht zu sehen, daB & kleiner ist als das dritte Glied in der
eckigen Klammer. Aber auch das vierte Glied in der eckigen Klammer 148t sich durch
das dritte Glied abschétzen; denn es gilt wegen p > —21~ + 21—0), (9) und (16) die Ungleichung
on < a <b und daraus folgt

at+14+o0o—owp—ont+ond+1) <@B+1)1+ on) < b+ 1)>%
Also ist

_ (b + 1)*wp .
e+ 14+ wo—wp—on )

Somit gilt fiir geniigend grofes h stets
’J)n(ka ?’) g clsh_A’

und daraus folgt wegen w,(y) = w,(y) die rechte Ungleichung von (12), was zu be-
weisen war.

Satz 2. Hat y eine T,-Folge von irreduziblen Polynomen, deren Koeffizienten keinen

gemeinsamen Faktor haben, so besteht fiir jedes natiirliche n mit p < n < i—j;—i-— 2p 4+ 1

die Ungleichung

o’pnb +1)

a S w,() S max b, wp—1 4 o= EEE T,

Der Beweis verlduft dhnlich wie der Beweis des Satzes 1 (mit &k = k' = 1), jedoch
188t sich die Abschitzung (22) vermeiden: Ist P ein Teiler des Polynoms P;, so folgt,
da jetzt beide Polynome irreduzibel und ihre Koeffizienten ganzzahlig sind, daB P; ein
rationales Vielfaches von P ist. Weil ferner nach Voraussetzung die Koeffizienten von
P; keinen gemeinsamen Faktor haben, so muB} sogar P ein ganzes Vielfaches von P,
sein, was aber wegen der Bedingung h < k; unméglich ist. Man findet also die Un-
gleichung (24) mit

. . o’pn( + 1)
A =max |b,on + op—1,0p 1+a+1—|—w—wp——wn ,
und unter Benutzung von (25) folgt daraus die Behauptung.

Korollar. Es seien die Voraussetzungen von Satz 2 erfiillt. Ferner sei
a2 o'pP+4+3wp—1—o.
Dann gilt fiir jedesnmitp < n < (@ + 1 + o — 2wp)/(w?p + w) die Abschitzung
a =S wy(y) = 0.
Bewets. Wir konnen wie folgt abschétzen:

w?pn(b + 1) - o’*pn(d + 1)
a+1+w~—wp——-wn£wp 1+ w’pn + wp
o’pn + op—1 4+ onb

= on + 1 <b

op—1+
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wobei die letzte Ungleichung aus w*pn 4+ wp—1 < w’pn+ 20p + on—1—w<a <b
folgt. Also ist das Maximum in Satz 2 gleich b.

Satz 3. Es sei p eine natiirliche Zahl und y eine reelle Zahl im Einheitsintervall.
Ferner sei

p:

27

e

Il
-

Y

1

die dyadische Entwicklung von y®. Dann gilt fiir n > p die Abschitzung

wy(y) = Tim Pix1 o,
i->0© pi

Beweis. Wir setzen E p—;)ilz d. Dann gibt es zu jedem & > 0 unendlich viele
1—>00 i
i, fiir die p;,, > p,(d — &) ist. Fiir diese ¢ betrachten wir dann die Polynome

(26) P,(z) = 2Pia? — 2% 3 oW,
j=1

P, hat die Hohe 2, = 27 und es ist

log 2 )
log hg

0 . 1 R .
| Py) | =208 X 2771 < 2MHPiPin1 < 217,(1 +1’i+ ) — h'(l +et
j=1+1 - = —

Es gibt also zu jedem ¢ > 0 unendlich viele Polynome des Grades p derart, da
| Ply) | < hro-ieesznenn, — j(P),

ist, und daraus folgt w,(y) = w,(y) = d — 1, wie behauptet.

Satz 4. Die Voraussetzungen seien dieselben wie in Satz 3. Existiert ferner der
Grenzwert d = liml’ffl— und ist d >3p—1, so gilt fir jedes natiirliche n mit
t—>00 i

p=n<d—2p+ 1 die Beziechung

d*p

Beweis. Es sei ¢ so gewdhlt, da 0 < ¢ <%(d + 1—3p) ist. Aus dem Beweis

des Satzes 3 ergibt sich, dal die Polynome P, in (26) fiir alle geniigend grofien i die
Ungleichung

| Py(y) | < hemi=20
erfiillen. Weiter ist p, , < p,(d + ¢) fiir alle geniigend groBen i. Also ist

| P,(y) | = 2PiPiv1 > 2P0 — pa-1+a),

SchlieBlich gilt &, , = 2Pi+1 < 279 — pi*e, Also hat die Zahl y fiir jedes & >0
eine T,-Folge mit a =d—1—2¢ und b =d—1 + & Das Ergebnis folgt nun aus
Satz 1.

Journal fiir Mathematik. Band 232 17
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Wir konnen nun folgenden Existenzsatz beweisen:

Satz 6. Es seien p und q (p < q) beliebige natiirliche Zahlen. Ferner sei c eine ge-
niigend grofe reelle Zahl. Dann gibt es reelle Zahlen y, fiir die
wp(y) = wp+1(y) == ’wq(V) =c

ist. Insbesondere nimmt die Funktion w, bei gegebenem p alle Werte ¢ > p* + 3p — 2 an.

Beweis. Es sei ¢ > pq -+ q + 2p—2. Man wihle zunéchst p, beliebig, aber relativ
prim zu p. Ist weiter p, fiir ¢ = 1 schon gefunden, so sei p,, , irgendeine zu p teilerfremde

© 1/
natiirliche Zahl im Intervall [(¢ 4 1)p,, (¢ + 1)p, + p]. Dann hat die Zahl y = (2 2‘7") ’

i=1
die verlangte Eigenschaft. Um das zu zeigen, wollen wir das Korollar zu Satz 2 an-
wenden. Wir benutzen dazu fir ¢ = 1, 2, ... die Polynome (26). Aus der Konstruktion

der Zahlen p, ergibt sich zunédchst die Beziehung

d = lim 251 — ¢ 4 .
i=wo Py

Wahlt man ¢ so,daB 0 <& < —;—(c — pg—2p — ¢ + 2) ist, so sieht man wie im Beweis

von Satz 4, daB die Polynome (26) fiir i > i,(¢) eine T -Folge fiir y bilden, und zwar
mit ¢ = ¢— 2¢ und b = ¢ + &. Ferner folgt aus der Verallgemeinerung des Eisenstein-
schen Irreduzibilitdtskriteriums von G. Dumas unter Verwendung der Voraussetzung
(p, p,) = 1 die Irreduzibilitit der Polynome (26). Offensichtlich haben die Koeffizienten
der P, auch keine gemeinsamen Faktoren, und schlieBlich ist

a=c—2¢e>pg+q+2p—2=p*+3p—2.

Das Korollar zu Satz 2 ergibt dann fir jedes n mit p < n < ct2—2p die Gleichung

p+1
w,(y) = ¢, und da auf Grund der Wahl von ¢ und von ¢ die Ungleichung p < n <g¢

gilt, so ist damit die erste Behauptung bewiesen. Die zweite Behauptung folgt ein-
fach daraus, daB im Fall ¢ = p die Bedingung fiir ¢ sich zu ¢ > p® 4 3p — 2 spezia-
lisiert.

Als Anwendung der Siatze 1 und 2 auf nicht reelle Zahlen 148t sich mit denselben
Methoden leicht zeigen der

o

1/2m
Satz 6. Ist m eine natiirliche Zahl und y = (— > 2“”1) , existiert der Grenzwert
j=1

d= 1im£‘—il und ist d >3m—~—;—, so gilt fir alle n mit 2m < n <2d—4m 4+ 1
1> i
die Abschditzung

2md?
—_ < -
d 1=’wn(7)§2d+1__.2m—-—n 1.

Ist iiberdies d > m* + 3m——1— und ist (p, p;) =1 fiir alle i, so gilt fir alle n mait
’

2
2d —4m + 1

< . .
2m < n < m 1 die Gleichung

W, (y) = d—1.
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Satz 7. Es set p eine natiirliche Zakl. Es sei [0; a,, a,, . . .] die regelmdfige Ketten-

bruchentwicklung der Zahl y*(y < 1) und q, der i-te Ndherungsnenner von y*; dann ist
fir n=p

T log a
> i+1
w,,(y) =1 + glm “——l . .

. . +— 1
Beweis. Es sei D = lim ({—;gga;i. Dann gibt es zu jedem & >0 unendlich
1->00 i

viele i, fur die die Ungleichung a,, , > ¢/~ gilt. Nach der Theorie der Kettenbriiche
gilt dann fiir unendlich viele Néherungsbriiche r,/g; die Abschitzung
1 1

< .
2 5
Q195 P

p__ T

q:

Also ist | g;»" —r;| < ¢7”7'** fiir solche i. Wegen y < 1 ist ¢, < r,. Es gibt also un-
endlich viele Polynome P des Grades p, fiir die

4

| P(y) | < h(P)=P7*e
ist, und daraus folgt w,(y) = D + 1.
Satz 8. Es seien die Voraussetzungen von Satz T erfiillt. Existiert ferner der Grenzwert
D = lim —lc;ﬁli*—‘ und ist D >3p—3, so gilt fir alle n mit p<n<D—2p+3

> g9,

die Abschdtzung

p(D + 2)°

Sind ferner die Polynome q,x® —r, irreduzibel, ist D > p* + 3p + 3 und st

_[D—2p—3 . .
Q0= {T] , So besteht die Gleichung

Wy () = Wy (p) =+ = 'wQ(’}’) =D 4 1.

Beweis. Wir betrachten wieder die Ndherungsbriiche r,/g, von »* und bilden die
Polynome P,(z) = q,2” — r, mit den Hohen h, = h(P,) = ¢q,. Entsprechend der Defini-
tion von D gibt es zu jedem ¢ > 0 eine Zahl I > 0, so daB fiir alle { > I die Ungleichung
@1 < g7t befriedigt ist. Aus der Kettenbruchtheorie folgt dann fiir jedes i > I die

Beziehung

1 1
= = P12,
9+ 91— (@ +2)g; =

Wie im Beweis von Satz 7 ergibt sich ferner unter Benutzung der Existenz des Grenz-

wertes lim log a4,
i»wo log g,

| Pi(y) | =

die Abschitzung
| Pyy) | < BP7H*e
fiir alle geniigend groBen i. Ferner gilt fiir die Hohen
hy= a;hy_y + hy_y < RPTETR

Es gibt also zu jedem & > 0 eine T',-Folge mit a = D + 1 —e¢ und b = D + 1 + 2e.
Und schlieBlich ist (p;, q,) = 1 fiir alle i = 1. Aus Satz 1 und dem Korollar zu Satz 2
folgt jetzt die Behauptung. Man beachte, daB die Voraussetzung der Irreduzibilitit der
Polynome ¢,z” —r, im Fall p = 1 trivialerweise erfiillt ist.

17+
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4. Anwendungen auf T- und U-Zahlen

Wir wollen uns nun dem Fall zuwenden, daB y fiir verschiedene Zahlen p T ,-Folgen
hat. Dann gibt es zu jeder solchen Zahl p Zahlen a und b, wie sie in (9) bis (11) auftreten.
Wir bezeichnen sie mit a, und b,. Wir sagen, daB y eine T-Folge hat, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind: 1. Es gebe unendlich viele p, fiir die die Zahl y T -Folgen hat.
2. Fiir die Zahlen a,, die dabei auftreten, gelte die Beziehung lim % = oo.

P>

Satz 9. Hat y eine T-Folge, so ist y eine T-Zahl.
Beweis. Auf Grund von Satz 1 gilt fiir unendlich viele p die Abschétzung: w, > a,.

Ferner gilt w(y) = lim Ep’l = lim %’— = oo. Also ist y weder A- noch S-Zahl. Anderer-
p->00 P>

seits konnen wir auch zeigen, da8 fir jedes r die Funktion w,(y) < oo ist. Denn da die
Zahl y fir unendlich viele p eine T, -Folge hat, gibt es ein p > r, zu dem es eine T,-
Folge fiir  gibt. Es seien a, und b, die entsprechenden in den Voraussetzungen von
Satz 1 auftretenden Konstanten. Dann gilt, wiederum nach Satz 1 (mit n = p), daB w,
endlich ist. Wegen w, < w, ist aber auch w, endlich. Also ist y auch keine U-Zahl.

In einer Arbeit von LeVeque ([3], Theorem 4) werden Zahlen y betrachtet, zu denen
es eine Folge P,(x) von Polynomen des Grades m, und der Hohe &, gibt mit den folgen-
den Eigenschaften:

L <h<...

2. | Py(y) | = k"%, lim g, = oo.

3. Alle P, sind irreduzibel.

4. Es gibt ein m, so daBl m, < m fir alle ¢ ist.

5. Es gibt ein 6 > 0, so daB h,,, < AZi® fiir alle i ist.

Es folgt dann (s. [3]) fiir I = lim m,, daB w,(y) = oo und w,(y) < oo fir n < I ist?).
Wir wollen diese Aussage verschirfen, indem wir fiir n <l obere Schranken fiir die
Zahlen w, (y) explizit angeben:

Satz 10. Gibt es zu der Zahl y eine Folge P, mit den Eigenschaften 1. bis 5., so gilt
fir n <1l =lim m, die Abschdtzung

w,(y) < om—1+ w*mn/d

mit w = 1, falls y reell, und mit w = 1/2, falls y nicht reell ist.
Wir zeigen zunédchst den

Hilfssatz 7. Fiir jede Folge, die die Bedingungen 1. bis 5. erfiillt, gilt die Ungleichung?)
6 om.

Beweis. Nehmen wir an, { P} sei eine solche Folge. Wir bezeichnen mit «, eine Null-
stelle von P, mit minimalem Abstand von y.

1) Als Beispiel fiir solche Zahlen gibt LeVeque die Zahlen {1/ an (1 =1,2,...), wo { von der Form

-]

=2 2%

k=1
ist. Hier sind die Zahlen #; Primzahlen und so gewéhlt, da die Folge log #;, ,/log ¢ iiber alle Schranken monoton
wichst. Fiir die Zahlen {1/ zeigt dann iibrigens auch Satz 8, daB w; = oo ist.

%) Fiir die Zahlen {1/ yon LeVeque findet man die Bedingung b nur erfiillt, wenn 6 < 1 gewiihlt wird. Da
{1/ reell ist, ergibt sich also Ubereinstimmung mit dem obigen Hilfssatz.
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Auf Grund von Hilfssatz 4 gilt

|y —e | = eqly, m) hym—o—isi.
Daraus folgt:

Lot —tyn | S 1y — |+ [y — s | < egly, m) (Rt 4 pmo—i—sin),

Ferner, da o, mit i gegen unendlich strebt, so ist bei geniigend groBem i
(27) Loy —oypq | < 2¢4(y, m) g™ 1707,
Andererseits gilt aber nach Hilfssatz 5 mit einer nur von m abhingigen Konstanten

Cc1a(m)

oty —opy | = caq(m) BT™ BT
Benutzen wir nun Eigenschaft 5, so finden wir
l oy __0‘,”1 | g '314 (m) h;-wm—wmu;/do

Da die &, auch gegen unendlich streben (es gibt nur endlich viele Polynome des Grades
m und der Héhe = h), so liefert die letzte Ungleichung in Verbindung mit (27) die
Beziehung

—om—omeld =< om—1—ow—oa,

wmo,
g,—2om+1+4+ o0’

Da auch o, gegen unendlich strebt, kann diese Ungleichung nur bestehen, falls
0 < wm ist.

das heifit § <

Beweis des Satzes 10. Es sei 1 < n <[, und Q(z) sei ein beliebiges irreduzibles
Polynom vom Grade < n und der Hohe g, die als geniigend groB vorausgesetzt wird.
Dann li8t sich wegen Eigenschaft 1 der Folge {P;} eine Zahl i so bestimmen, daB

(28) hi =g <hy,

ist. Fiir jedes ¢ sei ferner «, eine Nullstelle von P, mit minimalem Abstand von y. Wir
konnen annehmen, daB Q(«,) = 0 ist. Es sind némlich nur endlich viele Polynome P,
vom Grade n <l =lim m,. Ist also A geniigend gro8, so sind alle P, mit A, > & vom
Grade = I, und weil Q und P, irreduzibel sind, aber von verschiedenen Graden, ist
Q(x,) =+ 0. Nach Hilfssatz 2 ist

(29) | Qos) | Z eyh™"g ™™ = e b g ™™,

wobei ¢, von g und k, unabhéngig ist. Da lim o, = oo ist, so folgt bei geniigend groBem g

(was dann auch ein geniigend groBes i nach sich zieht), daBl ¢, >m —2 = m,— 2 ist.
Nach Hilfssatz 4 ist also (kK = 1)

—o; | < eyly, m)) REmi—e—175%,
Y 4 a\Y, M) Iy

Schétzt man jetzt m, durch m ab, so erhdlt man mit einer neuen Konstanten c;(y, m)
die Ungleichung
[y —oy | = ey, m)be™ o775,
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die fiir jedes geniigend groBe i giiltig ist. Wir schlieBen jetzt genau wie vorher

1QM) | = | Qlov + thy™=717o4) |, [ ] < ey, m),
| Q) | = | Qoxg) | — c1g(y, m)ghP™o7170%,

Das heilt, unter Benutzung von (29) erhalten wir mit von y und den Hohen %, unab-
héngigen Konstanten ¢, und ¢,; die Abschitzung

(B0) 1 Q) | Z exhiy™ g™ — 01gg hy™ =% — hiomg(e,g™ " — cyg ™o 1)

Gilt nun pPmHen—e—1-0% < ——c~1—g"'"”, so folgt
2¢48

(61 1Q0) | = L hyomgi-om = & gioom-om
Gilt jedoch

(32) h:g.vm+wn——w—1—a,- > 61 g—mm

= ,

C16

so benutzen wir die Tatsache, dal Q(x,,,) = 0 ist. Man erhilt statt (30) die Abschétzung

| Q(V) I = h i41 g(clg — Cyg k;”rl+wn—-a)—1——oi+1).

Wendet man jetzt (28) auf das zweite Glied in der Klammer an, so folgt

[ Q) | = hiTg(e,g™™ — cpgmHonoi7oin),

Ist g geniigend groB, so gilt wegen lim o, = oo die weitere Abschitzung
1>

1 —om
QW) | = 5 ehiyye ™"
2

Jetzt schlieBlich ziehen wir die Eigenschaft 5 heran. Es folgt dann unter Verwendung
von (32)

wnoild

1 ¢ o;+1+w—om—on 1 M e
| Q(}’) I > i ¢ h—wna‘/égl-—wm > ¢ ( 2Cl ) g g —o! o5 +1+o—wm—on
16

wzmno"-/d

Es sei nun & > 0 beliebig. Wir konnen dann i so gro wéihlen, da8

oy

1< o+14+wo—om—on

<1+e

ist. Dann ist
(33) [Q(») | = cngl—wm_[mzm”(l“)/"]

mit einer von g unabhingigen Konstanten ¢,, (¢;, hidngt von y, w, m, n, & und & ab).
Nimmt man nun (31) und (33) zusammen, so sieht man: Es gilt fiir jedes irreduzible
Polynom Q von geniigend groBer Hohe die Abschitzung

I Q(?’) l g cmgl—cml—-mnx (on, wzm”(1+,)/‘,)
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mit einer von g unabhéngigen Konstanten c,. Fiir geniigend groBes % ist daher

~ 2
w”(h, '}’) g cls hl—wm—max (on, o mn(1 +s)/6),

woraus nun 0,(y) < om— 1 + wn max (1, om(1 + ¢)/8) folgt. Das gilt aber fiir jedes
e > 0. AuBerdem gilt w,(y) = w,(y). Also haben wir

w,(y) < wm—1 + wr max (1, om/d).

SchlieBlich ergibt sich noch aus Hilfssatz 7, daB das Maximum auf der rechten Seite
gleich wm/é ist. Damit ist Satz 10 vollstindig bewiesen.
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Uber die alternierenden Verfahren
von H. A. Schwarz und C. Neumann
Von Stefan Hildebrandt in Mainz

Herrn Prof. Dr. H. Rokrbach 3um 65. Geburistag gewidmet

1. In letzter Zeit sind fiir das alternierende Verfahren von H. A. Schwarz und eine
Reihe von dhnlichen iterativen Prozessen Konvergenzbeweise mit Hilfe von Variations-
methoden oder mit den verwandten Projektionsmethoden im Hilbertraum gegeben
worden ). Mit diesen Iterationsverfahren kann man die Losung von Randwertaufgaben
bei elliptischen Gleichungen fiir ein Gebiet G konstruieren, falls sich die entsprechenden
Randwertaufgaben fiir G tberdeckende Teilgebiete G,, G,, ... losen lassen. Bei der
analogen Aufgabe, ein Randwertproblem fiir den Durchschnitt G von Gebieten G,, G,, .
zu losen, fiir die die Losung bekannt ist, hat erstmals Carl Neumann [12] ein Iterations-
verfahren angegeben. Von A. Pfluger [16] stammt ein Konvergenzbeweis im Falle der
Potentialgleichung auf Grund eines Variationsprinzips. Einen anderen Beweis — fiir ein
Randwertproblem der Elastizitdtstheorie — hat S. L. Sobolew [18] angedeutet ?).

In dieser Arbeit wollen wir mit den frither entwickelten Projektionsmethoden die
Konvergenz einer Klasse von Verfahren begriinden, die als Verallgemeinerung des Neu-
mannschen Verfahrens fiir ,,positiv definite’ Differentialoperatoren aufgefafit werden
konnen. Diese Konvergenzbeweise haben gegeniiber den auf das Maximumprinzip ge-
grindeten den Vorteil, daB sie auch auf elliptische Gleichungen héherer Ordnung und
auf Systeme anwendbar sind. Ferner sei bemerkt, dafl sich das Neumannsche Verfahren
mit dem Trefftzschen kombinieren 1é8t. Das ist ein Gegenstiick zu der in [7] angegebenen
Kombination des alternierenden Verfahrens mit dem Ritz-Proze8 (vgl. [7], Nr. 6 und 9).
Ferner weisen wir auf unsere Resultate in Nr. 3 iiber die ,,minimale Offnung‘ von N
Unterrdumen hin, die mit der gleichméBigen Konvergenz des Neumannschen Verfahrens
zusammenhdngen. Weiterhin studieren wir in Nr. 6, wie das Verfahren fiir semidefinite,
stark elliptische Differentialoperatoren, z. B. fiir den polyharmonischen Operator 47,
modifiziert werden muf}, um Konvergenz zu erzielen. AbschlieBend zeigen wir im Ab-
schnitt 7, daB das alternierende Verfahren von Schwarz im Falle von N Gebieten
G,, G,, ..., Gy im allgemeinen ,,gleichméfig* konvergiert; insbesondere haben wir
eine Fehlerabschitzung.

Herrn Dipl.-Math. Bernd Schmidt danke ich fiir Diskussionen iiber die Offnung
von Unterrdumen, die insbesondere zu Satz 5 fiihrten.

1) Vgl. [7], [8] und die dort angegebenen Literaturhinweise.
2) Wir zeigen spiter, da8 das von Sobolew angegebene Verfahren mit dem Neumannschen iibereinstimmt.
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2. Das Neumannsche Verfahren fiir Orthogonalprojektoren

Bezeichne H einen reellen oder komplexen Hilbertraum mit den Elementen

Z,Y,%, ..., dem Skalarprodukt (z,y) und der Norm || z || = (z, x)%. Weiter seien
M,, i€ J, endlich oder abzihlbar unendlich viele Unterriume von H, M,= f?’ M,,
i€

und M = EIJ M, sei der von den M, aufgespannte Unterraum von H. Bezeichnen wir
1

mit U= H © U das orthogonale Komplement eines Unterraumes U, so gilt (vgl.
[13], S. 56)

(2. 1) My =V M} und M*= N M
1€J )
Die orthogonalen Projektoren von H auf die Unterrdume M,, M,, M bzw. M}, Mi, M*
nennen wir Q,, Q,, Q bzw. P,, P,, P, also

(2.2) I=P+ Q=P+ Q=P+ Q, i€,
und

(2. 3) PSP, <P, Q<Q=<Q i€lJ.
Wir definieren mit F. E. Browder [2]: Eine Folge {i,} von Indizes i, € J heiBlt zuldssige
Indexfolge, wenn es zu jedem Index i € J und zu jeder natiirlichen Zahl n zwei natiirliche
Zahlenr = r(n, i) und k = k(i) gibt, so daB i,,, = tund r(n, i) < k(i) firallen = 1,2,...
ist®). Dann sind die folgenden Resultate bekannt:

Satz 1. Mit R, bezeichnen wir die Kontraktionen R, = Q, Q; " Q.

(i) Fiir jede zuldssige Indexfolge {i,} konvergieren die R, schwach gegen Qy: R,— Q,

fir n— oo (Browder [2]).

(i) Wenn J = {1,2,..., N} eine endliche Indexmenge ist, so gilt R,— Q, fiir jede
Indexfolge {i,}, i, € J, in der jeder Index aus J unendlich oft auftritt (Amemiya-Ando [1]).

(iii) Wenn J = {1, 2, . . ., N}unddiezuldssigen Indexfolgent, 2, ..., N,1,2,..., N,...
bzw. 1,2,..,N,..,2,1,1,2,..,N,...,2,1,... gewdhlt werden, so haben wir sogar
starke Konvergenz: R,— Q, (von Neumann [13], Hildebrandt [7], Halperin [6]).

(iv) Wenn J ={1,2,...,00} und {i,} die zuldssige Indexfolge 1,2,1,3,1,2,1, 4,
1,2,1,3,1,2,1,5,... bezeichnet, so gilt ebenfalls R,— Q, (Stummel [19]).

(v) Falls J={1,2,...,N}, so ist die folgende Bedingung fiir die gleichmdpige
Konvergenz || R,— Q, || >0 fiir eine zuldssige Indexfolge notwendig und hinreichend:

N
(2. &) Jedes Element z € M} Gt sich in der Form z = %; zymitz, € M} (i=1,...,N)
darstellen, d. h. M§ = M+ + M} + --- + M.
(Hildebrandt und Schmidt [8], vgl. ferner [7], [15], [17] und [19].)

(Die gleichméBige Konvergenz || R, — Q, || > 0 bezeichnen wir auch durch R,= Q).
Beachten wir nun die Relationen (2. 2), so folgt

(2. 5) I—R,— Py, I —R,~> Py, bzw. I — R,=> P,
je nachdem, welche der Voraussetzungen von (i) bis (v) wir wéhlen. Wegen
R,=0Q,0,,  Q,=U—P)R, , erhalten wir dann

2.6) I—R, =P, I—R,=(I—R, )+ P {I—(I—R, )}firn =2

3) Die in [7] betrachteten reguliren Klasseneinteilungen von Indizes enthalten die zuldssigen Indexfolgen
als Spezialfall (vgl. [17]).

Journal fiir Mathematik. Band 232 18
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Somit ergibt sich der
Satz 2. Definiert man fiir einen beliebigen Vektor g € H die Folge {x,} durch
2.7 Zy=0, z,=2, ,+ Pin{g_xn-—l} fir n =1,

oder, was dazu dquivalent ist,

k—1

(2‘ 7') z, =k£zk’ %y = P'zlg’ 2y = Pik (g '——].___21" Z,), fiir ]g 2

und setzen wir u = P,g, so gilt
T, U, T, u oder ||z, —ul|l = || Q— R, |l 1lg1l->0,
je nachdem, welche der Voraussetzungen (i) bis (v) von Satz 1 wir machen.

Den durch (2. 7) bzw. (2. 7') definierten Algorithmus wollen wir Neumannsches
Verfahren nennen.

Als eine erste Anwendung des Satzes 2 erwihnen wir das prediction problem fiir
einen g-variaten stationdren stochastischen Prozef. Mit Hilfe des alternierenden Ver-
fahrens konnen wir die erzeugende Funktion des stochastischen Prozesses konstruieren.
Fiir ¢ = 2 haben dies bereits Wiener und Masani ausgefiihrt (vgl. [21], Teil II, S.104—111).

3. GleichmiBige Konvergenz. Offnung von Unterriumen
In [8] wurde folgendes Resultat bewiesen:
Satz 3. || QwOy_ " Q1 — Qoll <1 &My = M3+ M5+ - + M.

Bei den Anwendungen, die wir im Auge haben, ist an Stelle von (2. 4) die duale
Voraussetzung

3.1 M=M,+M,+---+ My,
erfiillt, die nach Satz 3 zu
3.1 | PyPyy---Py— Pl <1

dquivalent ist. Wir fragen nun, ob die Bedingungen (2. 4) und (3. 1) &dquivalent sind.
Dies ist in der Tat fiir V = 2 der Fall, sogar im Banachraum, was seit langem wohl-
bekannt ist. (Beziiglich der Literatur und Anwendungen auf Stabilitdtsaussagen fiir
Semi-Fredholmoperatoren verweisen wir auf Kato [9]). Wir geben zunéchst einen neuen
kurzen Beweis dieses Resultates, der als Nebenresultat einige interessante Formeln fiir
den orthogonalen Projektor P, auf den ,,Span* M§ = M% v M} von zwei Unterrdumen
M3} und M} liefert, falls M} + M} abgeschlossen und somit gleich M3 ist. Danach zeigen
wir anhand eines Beispiels, daB die Bedingungen (2. 4) und (3. 1) fir V = 3 nicht mehr
dquivalent sind, und schlieBlich geben wir einige Bedingungen an, unter denen wenigstens
(2. 4) aus (3. 1) folgt.

Satz 4. M, + M, ist dann und nur dann abgeschlossen, wenn M1 + M} abgeschlos-
sen ist.

Beweis. Sei M = M,+ M, und somit || P,P,— P|] <1. Setzen wir nun
bP;=P,— P, (i=0,1,2), so gilt

(3.2) Il PePi]l <1,
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und wegen I — (Q,0,)" > P, mit n—oco und I = P + Q folgt
(3.3) Q—[Q— Py (Q — P)I"—> P, fiir n— oco.
Aus den Relationen P; = QP; = P;Q, (i = 1, 2), ergibt sich dann leicht mittels Induktion
[(Q— P3) (@ — PYT"
={Q— P; + (P{P;) — Py(P{ P}) + (P{ Py)*— - - - — Py(P{ P))* "} (Q — P)).
Damit erhalten wir '

3.4 Q—NQ—Py)(Q—P)I"
= P+ Py 3 (22| (0 — P — P B3| 2 (i Pyr| (@ .
Aus (3. 2) bis (3. 4) folgt dann
Py = Py(I— P,P)™*- (Q— P}) — P, Py(I— P; Py~ (Q— P} + P;.
Mittels der Operatoren
8y=—Py(I— PPy~ (Q—P) + I, Sy=(I—P;Py*(Q—P)
bekommen wir dann wegen P, = P, + P die Darstellung
(3. 5) by= P+ PSS, + P,S,,

aus der sich unmittelbar M§ = M1t + M3} ergibt. Damit ist die eine Hélfte des Satzes
bewiesen. Die Umkehrung erfolgt durch Dualisierung.
Bemerkung. Aus (3. 2) bis (3. 4) lassen sich noch die folgenden Formeln ableiten:
Wenn P; = P,— P und Q; = I — P; gesetzt und M = M, + M, angenommen
werden, so gilt
(8.6) Py=1I—Qy(I— PP Qy=1—0Q,(I—PP)7"Q,
=P+ {I—Qi(I — P, P)™} + {I — Q;(I — P{ P}

Satz 5. Fiir N > 2 sind die Bedingungen

WM+ My+ -+ -+ My ist abgeschlossen'
und
WMt + M§+ - - - + ML ist abgeschlossen'
nicht dquivalent, falls dim H = oo ist.
Beweis. Wir wihlen drei Unterraume M,, M, und M, von H mit den folgenden
Eigenschaften:
(i) dim M, < oo.
(i) My< M,, d. h. 0,0, = 0,0, = ;.

(iii) M, + M, ist nicht abgeschlossen und M, ~ My = {0}*). Dabei bezeichne
Q, den Orthogonalprojektor von H auf M, und P, den von H auf M}.

4) Bekanntlich existieren in jedem unendlichdimensionalen Hilbertraum solche Unterrdume.
18*
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Nun gilt
3.7 I Q1020511 =11 0,05 1] < 1.
Anderenfalls gibe es eine Folge z, mit ||z, || = 1 und || Q,Q;2, || > 1. Ohne Beschrén-

kung der Allgemeinheit konnten wir z,— xz, annehmen. Wegen der Vollstetigkeit von
Q,0, und der schwachen Unterhalbstetigkeit der Norm folgte

1=110Qs% I = Izl = lim ||z, || =1

und daher z, = Q,z, = Q,2,, d. h. z,€ M, ~ M, = {0}, oder z, =0, was ein Wider-
spruch zu || z, || = 1 ist.

Aus (3. 7) und Satz 3 folgt, dal M+ + M3} + Mi abgeschlossen ist, wiahrend wegen
(i) und (i) M, + M, + M,= M, + M, nicht abgeschlossen ist. Damit ist Satz 5
bewiesen.

Satz 6. Mt -+ ML+ ---+ ML ist abgeschlossen, wenn die folgenden zwei Bedin-
gungen erfiillt sind:

(a) M+ M, + -+ + My ist abgeschlossen.

(b) Ausz, + 2+ - +2y=0firz, €M, =12,...,N) folgtx,GM,,:ﬁlM,,
f=12,..,N).

Beweis®). Wir bezeichnen mit Q) den orthogonalen Projektor von H auf

M;=M,6 M,, d.h. Q;= Q,— Q,. Wire nun M} 4+ M} + --- 4+ M% nicht abge-
schlossen, so folgte aus Satz 3

3.8) Il QxQy—1 -~ Q1 1l = 1.

Setzen wir P; = I — Q;, so gilt fiir die Funktion
(3.-9) A@):= |l Pax [I>+ || PyQsz [I* + -+ + || PyQy— - - Qe |?

die Relation

A@) + || QyQy—s - Quz |I* = ||z ||?
und daher
A (x)

’ ’ e ’ 2
(3.10) [1Q4Qy - Qi1 = sup 1O AT _ g e £
zEM] Iz || semy || 7 ||

Dann folgt aus (3. 8) und (3. 10)

(3.11) inf A(z) =0.

e My, ||all =1

Wir fithren nun die minimale Offnung der Unterrdume M;, M, ..., My ein durch

N
= “"’4!
(3' 12) E(M;, Mé, .oy M,") = inf __lii=1 i -
. HEM; y 3
(i=1,2,...,N) ( P ” T, ”2)
i=1

%) Vgl. [7], Beweis von Lemma 0. 1, [16] und [4], Lemma 1.
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Dann erhalten wir fiir beliebiges z € M; die Abschitzung

G(M:'l M/)<||x+0+0+"'+(—Q.;VQEV—1"Q]I.w)”
yoe oy dy) = 1
(Il 11+ 1| Q¥Q—1 - - - Qiz ||

Nz — @z + @iz — Q502 + Q3038 —- - — QnQ s - - - Qi ||
- kAl

< WPz || + || PsQaz || + - - - + || PyQh—1-- - Q2 ||

= IEA]

Yy =1 VA@

IEAL
oder
(3.13) 0= e(M, My, M) VN —1| it A(x)}%.
z€M3, ||z]| =1
Aus (3. 11) und (3. 13) erhalten wir schlieBlich
(3. 14) e(M, M, ..., My) =0.

Wir bilden jetzt den Produktraum % = M; X My X -+- X M}y mit den Elementen
X ={z,,2y, ..., 2y}, 2, €M, (=12 ..., N), der mit dem Skalarprodukt

1

N 1 N =
(X,Y) = gi (;,y,) und der Norm || X || = (X, X)2= (‘f?l || z, H2)2 zu einem Hilbert-

raum wird. Dann definieren wir durch
N
(3. 15) TX = ‘%‘xi, X ={x),%y,..., 25 €A

eine Abbildung von % auf den linearen Raum U = M; 4+ M, + --- 4+ M}. Wegen
Voraussetzung (b) ist U die direkte Summe der Unterrdume M;, M,, ..., M} und somit
TX =0 <« X = 0. Daher ist T eine eineindeutige und wegen

N __/ N 3 _
17X 1 < Z el <V ( 2w f =VF 1 X

auch stetige Abbildung von % auf U. Nach einem bekannten Satz von Banach ist also
U genau dann abgeschlossen, wenn 7T~ ! stetig ist, was genau dann der Fall ist, wenn

e I TX ]
L ol |
O<XTE
gilt. Also ergibt sich schlieBlich aus (3. 14), daB M; 4 ---+ M}y und somit auch
M, + M, + - -+ + My nicht abgeschlossen wire, womit wir einen Widerspruch zu (a)
gefunden hétten.

Bemerkung. Da fiir N = 2 bereits aus M; + M, = {0} folgt, daB M; + M eine
direkte Summe ist, ohne daB wir (b) voraussetzen miissen, so ergibt sich aus Satz 6 ein
weiterer Beweis fir Satz 4.

e(My, My, . . ., My)

Satz 7. Wenn einer der Rdiume M;= M, M, endlichdimensional ist, so ist
Mr 4+ ML+ - - + MY abgeschlossen.

Beweis. Wir konnen o. B. d. A. annehmen, dal dim M, < oo ist. Dann zerlegen
wir die lineare Mannigfaltigkeit U = M$ 4 - - - 4+ M%} in der Form

U=U,+U,, U <M, U,<M,.
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Dann ist M+ ---+ M% = M} + U,, wobei M} abgeschlossen und U, endlich-
dimensional und orthogonal zu M4{ ist. Hieraus ergibt sich leicht die Abgeschlossenheit
von M} + U, und damit von M} + -+ M%.

Mit den Satzen 4, 6, 7 haben wir Bedingungen fiir die Riume M,, M,,..., M,
gefunden, die (vgl. Satz 3) die gleichméaBige Konvergenz der Operatoren R, gegen Q,
sichern und damit eine Fehlerabschiitzung fiir das in Satz 2 definierte Neumannsche Ver-
fahren liefern, wihrend die Bedingung von Satz 3 an die M} gestellt wird.

4. Das Neumannsche Verfahren fiir das Diriechletproblem
bei positiv definiten linearen Differentialgleichungen

Wir betrachten im d-dimensionalen Raum E; der Punkte ¢t = (¢}, ¢ .. ., 1) eine
endlich oder abzihlbar unendliche Familie {G},., von beschrinkten Gebieten G, < E,
und die Mengen

(4. 1) G=NG, G=UG,

ieJ
die wir ebenfalls als beschriankte Gebiete des E; annehmen. Es ist also
(4. 2) GysG,=G.

Dann fithren wir in bekannter Weise die Hilbertrdume H (2) und I;VS(Q) als Vervoll-
stindigung der Klassen C°(2) und C}(&) in der Norm

k=1 |a|=s

r 1
(6.9 uqan,,g=[f Z 3 IDW’“IZth, (6=0,1,2,..)
2

ein. Dabei bezeichnet C*(Q) die Klasse der auf Q s-mal stetig differenzierbaren reell-
wertigen Vektoren ¢(t) = (¢'(?), 9*(), . . ., ¢'(t)), und C3(2) besteht aus den Vektoren

€ce (Q_), die einen kompakten, in der beschrinkten, offenen Menge {2 gelegenen Trager
haben.

Wir wollen nun die Ergebnisse von Nr.2 und Nr.3 auf den Raum H = H,(G)
und seine Unterrdume
(4. %) M,= H,(G,)

anwenden ®).
Aus (4. 1) und (4. 2) folgt dann

(4. 5) My = H,(Gy) = N M, und M= H,(G) = Y,

(Der Beweis von I;V,,(G) = 'Xrﬁp(G‘) folgt wie in [7] mit einer geeigneten Zerlegung
der Eins auf G.)

Wir betrachten nun auf G einen (stark elliptischen) Differentialoperator L der
Ordnung 2p, dessen Koeffizienten af(z) ,hinreichend oft* stetig differenzierbar auf

G sind:
(4. 6) Lz= X (—1)# Dﬁ[a"‘"Dax].

lal,|8l<P

) DaB wir ﬁp(G‘) in natiirlicher Weise als Unterraum von H,(() deuten konnen, ist evident.
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Dabei bezeichne « einen Multi-Index o = (x;,ay,...,0), &, =0 (j=1,2,...,4d),

|| = Zocj, D, = DDz - - D3, D1=£T, ete. ...; = (2'(1), 2%(1), . . ., (%) ), und

a*? smd r X r-Matrizen (a"‘ﬂ) Wir setzen nun voraus, daB die L zugeordnete Bilinearform

(4.7) Boy = [ 2 = afDa Dyt

Jik=1 |al,|Bl=p

auf H,(G) symmetrisch und positiv definit ist. Da B(z, y) offensichtlich auch stetig auf
H ,(G) ist (Anwendung der Schwarzschen Ungleichung), haben wir

(4. 8) B(z,y) = B(y, z) fur z,y € H,(G)
und
(4.9) oz ||,, < Bx,2)< ¢ |z Hf,’g fir x € H,(G) mit 0 <c = ¢'.

Damit definiert (z,y):= B(z,y) ein Skalarprodukt auf H,(G), dessen zugeordnete

Norm ||z || = VB(::; z) zur Norm || z ||, 4 dquivalent ist. Somit bildet H = H,(G) auch
beziiglich (z,y) einen Hilbertraum, und die Mannigfaltigkeiten M, M,, M blelben in
der neuen Norm || z || abgeschlossen. Wir denken uns daher im folgenden H und seine
Unterrdume mit dem neuen Skalarprodukt (z,y) und der zugeordneten Norm ||z ||
versehen.

Wir wollen nun untersuchen, was die Anwendung eines Projektors P, = I — Q,
auf ein Element f € H bedeutet, wenn Q, wie bisher die Orthogonalprojektion von H
auf M, bezeichnet. Wir zerlegen

f=Pf+ Qf=u+v, uw €M, v, €M,
Dann ist u; = f — v, eindeutig charakterisiert als Losung der Gleichung
B(f — v;,v) = 0 fiir alle v€ M, = H,(G); v,€ M,.
Somit ist

_|f in G—G,
“=\uin G,

wobei u die Losung der Randwertaufgabe
Lu=0 in G,
D,u = D,f auf G, fiir |« | < p — 1 im verallgemeinerten Sinne

bezeichnet, wenn wir den Regularitdtssatz fiur die Losungen elliptischer Differential-
gleichungen (,,Weylsches Lemma‘, vgl. z. B. [14]) beachten. Die Randbedingung ist

als u —f Gﬁp(Gi) zu verstehen und kann auch im klassischen Sinne gelesen werden,
falls f und 3G, ,,hinreichend glatt* sind.

Wenden wir jetzt Satz 2 auf unser Beispiel an, so ergibt sich folgendes Resultat:

Satz 8. Definieren wir fiir einen beliebigen Vektor g € H = H,(G) und eine zuldssige
Folge von Indizes i, € J die Folge {x,} durch

(4. 10) xo - O, x, = xn—l + 2y
wobet
g—%Tyin G—G,
(4.11) Z, = {Cn in G
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und £, die Losung der Randwertaufgabe

L, =0 in G,

(4. 12) .
D, = D,[g—x,_,] auf 3G, i.0.S. fir || <p—1

ist, so gilt in H: z,—u, x,~>u oder ||z,—u||<||R,— Qoll-llgll=>0 fiir n— oo,
je nachdem, welche der Bedingungen (i) bis (v) von Satz 1 erfiillt ist. Das Grenzelement
u = P,g ist die Losung der Randwertaufgabe

Lu=0in Gy= N G,
(4. 13) ieJ
u=g auf G, i. 0. S.

Auf Grund des Rellichschen Satzes haben wir in jedem Fall

(4. 14) lim ||z, —u lo ¢ = 0.

Ferner existieren nach bekannten Ergebnissen aus der Theorie der elliptischen Differen-
tialgleichungen a priori Schranken der Form

1 2 llep 4o, 0 = cOnst - {|| Z [lo, g, + | / Il 0.}

fir die schwachen Losungen z von
Lz =fin G,

fiir jedes Teilgebiet G’ < G < G, (wofiir wir G’ <= G, schreiben). Damit folgt
(4. 15) | 2, — 8 llgpts ¢ = const - || x,—u ||y, g, 0 mit n—> oo

fir alle s < sy, wobei s, von der Differenzierbarkeit der Koeffizienten ajf abhingt und
= oo gewihlt werden kann, wenn a;f € C*(G) ist. Aus der Sobolewschen Ungleichung

| v | < const || v || o, 2" = 2,

SHEE
folgt dann’)

[
(4.16) lim sup | D*z,(t) — D*u(t) | = 0 fir |a| < 2p + sp— l%] —1

1
. 1
und G’ « G,, wobei |z | = (kZ; | z* Iz)z fir z = (2, 2% . . ., ") gesetzt ist.
Mit anderen Worten:

Wir erhalten nicht nur Konvergenzim Mittel, sondern auch punktweisegleichmdfige Kon-
vergenz von z,(t) und allen Ableitungen bis zu einer gewissen Ordnung gegen die Losung u
der Randwertaufgabe (4. 13) und deren entsprechende Ableitungen in jedem echten Teilgebiet
von G,. Falls die Voraussetzung (2. 4) aus Satz 1 erfiillt ist, erhalten wir sogar eine Fehler-
abschdtzung.

Wir betrachten jetzt noch den Spezialfall von zwei Gebieten G, und G,, G, = G, ~ G,,
G = G, v G, und wihlen
. __ |1 fir n ungerade
L {2 fiir n gerade.

N lvlgai= sup |Dyv(2)].
2€Q, |a| s
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Satz 9. Dann kénnen wir die durch (2.7) bzw. (4.10) bis (4. 12) definierte Folge
{x,} auch auf folgende Weise erzeugen:

n

— ___4y-—1
417y = ZEDT,
Wy = Pig, wy = Py(—g + wy), w, = P, w,_y fir n > 2.
Beweis. Esist x; = {I — (I — P))}g = P,g = w,
@y ={I—(I— Py (I —P)}g
={I—(I—P)jg—{—P,+ P,Pjg

= W; — W,.
Angenommen, wir héitten bereits
Ty ={I —[(I —P) (I —P)[}g = w0, — wy 4 wg—*+ + wyy,_, — Wy,
bewiesen. Dann folgt aus Pyw,,_; = w,,_, und P w,, = w,, ,, v =1,
Lopy1 = {I_“(I—‘ Pl) [(I_‘ Pz) (I_ Pl)]k}g
= Ty — Py{wy—wy + wy— - —wy} + Pig

= Lo — Wy + Wy — Wy + =+ + Wy — Wop_q + Wopyq + Wy
:xzk—l— Wok 415

und aus P,w,, = w,, und Pyw,, ; = w,,, , fiir » =1 ergibt sich

x2k+2={I—(I—“Pz)(I_Pl)[(l“‘Pz)(I—"Pl)]k}g

=x2lc+1_P2{wl_w2+ Wg— "+ *— Wy, + w2k+1}+ Py
= Tgpry + (Pog — Powy) + wy— wy + wy—** * — Wy + Wop — Wy, »
= Topr1 Wakyas q.e. d.

Bei Anwendung auf das Randwertproblem liefert der durch (4. 17) definierte Algorith-
mus gerade das von Sobolew®) angegebene Verfahren, das also mit dem Neumannschen
Verfahren zusammenfallt.

Als eine Anwendung von Satz 4 skizzieren wir noch das folgende Beispiel: Sei auf
einer kompakten Riemannschen Mannigfaltigkeit I ein ,,Ringgebiet* R als Durchschnitt
R = G, ~ G, von zwei Gebieten G,, G, < I dargestellt. Auf I denken wir uns einen
Differentialoperator L der Ordnung 2p mit positiv definiter symmetrischer Bilinear-

form gegeben. Fiir die geeignet zu definierenden Réume H = H,(M) und M, = H 2(G),
(t =1, 2), folgt mittels einer Zerlegung der Eins auf M: H = M, + M,. (Vgl. [7].)

Dann ist nach Satz 4 auch (M, ~ M,)* = M} + M3. Andererseits ist
My~ M, = ﬁp(R)7
womit gezeigt ist:
Satz 10. H,(R)* = H,(G)* + H,(Gyp*, d. h. jede Lisung von Lu =0 in R lipt

sich in R als Summe u = u, + u, einer Losung u, von Lu; = 0 in G, und einer Léosung
u, von Lu, = 0 in G, darstellen.

(Vgl. auch Pfluger [16], S. 135—137.)

8) Vgl. [18], S. 246, Formeln (19) bis (23).
Journal fiir Mathematik. Band 232 19
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5. Kombination des Neumannschen mit dem Trefftzschen Verfahren

Wir beweisen zunichst eine einfache Verallgemeinerung von Satz 1, (i), die wir in
etwas anderer Form bereits in einer fritheren Arbeit angegeben haben (vgl. [7], Satz 6. 1).
In der Beweismethode folgen wir Stummel [19].

Satz 11. Sei {Q};c; eine Menge von endlich oder abzihlbar unendlich vielen ortho-
gonalen Projektoren vm Hilbertraum H, ferner seien {i,} eine zuldssige Indexfolge (i, € J)
und {A,} eine Folge von Orthogonalprojektoren mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Firn<mund i,=1,=1€Jgilt A,= A, = 0,

(b) A,—> Q, fir i, =1 und n— oc.
Dann konvergieren die Operatoren R, = A A, -+ A, fir k— oo schwach gegen den
Orthogonalprojektor Q, von H auf M, =k§1 U, =if€1J M,, wobei U, = A, Hund M, = Q, H
geselzl ist.

Beweis. Setzen wir D, = R,— Qy, Po=1—Qy, D, = R, Py= A, R, ,P,= A,D,_,
und B, = I — A,, so folgt fir r = r(n, i)

n+r n+-k(3)

6.1) 1B Dualls 2 1D, ye—Dall< Z ||D,_c—Dgall

Wir geben uns nun irgendeinen Index i € J vor und betrachten diejenigen natiirlichen
Zahlen I, fur die i, = i ist. Fixieren wir nun ein solches [ und betrachten die natiirlichen
Zahlen n > I. Zu n und i wéhlen wir r(n, 1) < k(i),sodaB i, =i, ,=iundl <n+r,
also auch 4, = A4,,, oder B, < B, , ist. Wegen (5. 1) folgt dann

ntr
\ _ mek() ) )
(5.2) || BD,zx|I"= k(L)mil || D,_j&x— D,z |*=k (@) {|| Dyz ||*— || Dpisey 117

Da || D,z || < || D,x || ist, existiert lim || D,z ||, und wir erhalten aus (5. 2)

(5. 3) lim || B;D,z || = O fir alle [ und fir x € H.

Die Relation M, ==kﬁ1 U, = nJ M, ist offensichtlich richtig. Aus M} =IV1 U} folgt,
= i€ =

m
dafl die Elemente u =l.§.,; u;, u; € U}, in M} dicht liegen. Somit gilt fiir 2 € H wegen

Bu, = u,

2 2

= z~21 (uh Bl'an)

| (u, D,x) |* = l(z§ u, D,,x)

m 2 m m
<(Zlw-18De1) < 2wt 21 Bz I

Wegen (5. 3) bekommen wir hieraus lim (u, D,x) = 0 fir alle u € M}. Da D, x € M}
und || D,z || < || || ist, so ergibt sich schlieflich D,x— 0 oder R,x— Q,z fiir alle x € H.

Wir wollen nun Satz 11 auf das im ersten Teil von Nr. 4 betrachtete Beispiel an-
wenden.

Der Operator B, = I — A, ist der orthogonale Projektor von H auf U} < M},
wenn i, = j ist. Die Projektoren B, mit i, = j konvergieren monoton wachsend gegen
P,. Um das Verfahren zu realisieren, konnten wir eine orthonormale Basis {y{’},_, , .
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von M}, d. h. ein H-orthonormales System von Vektoren y € H, die in G; Losungen von
Ly = 0 sind, wéhlen und

q
(5. 4) Ut = V4

setzen, wenn &k, <k, <:-- <k, <--- die Teilfolge der natiirlichen Zahlen mit i,,q =j
bezeichnet. Dann definieren wir fiir einen beliebigen Vektor g € H die Folge {r,} durch

q .
(5. 5) Ly = 07 X, =Ty y+ Bn{g"—'xn- 1} =Zy.1+ ”5; B(g'—' Tp_1s Wy)) ) 1/"9)7

wenn n = k,und i, == jist und B(z, y) die dem Differentialoperator zugeordnete Bilinear-
form bezeichnet. Bekanntlich liefert B,{g — x, ,} gerade eine Trefftzsche Niherungs-

losung der Aufgabe (4.11), (4.12), vgl. [11] und [20]. Fir diese Folge bekommen wir
dann wegen Satz 11

z,—u = Pyg in H fiir n— oo,

wobei u die Losung von (4. 13) ist. Die an Satz 8 anschliefenden Bemerkungen iiber
punktweise Konvergenz im Inneren von G, gelten wortwortlich auch fiir unsere Folge (5.5).

Dieses Resultat diirfte besonders fiir numerische Zwecke wichtig sein.

6. Semidefinite stark elliptische Operatoren

In vielen wichtigen Fillen, z. B. bei der Potentialgleichung Au = 0 und bei der
biharmonischen Gleichung 4%u = 0, ist der Differentialoperator L zwar stark elliptisch,
aber die assoziierte Bilinearform ist nur semidefinit. Im folgenden wollen wir unter-
suchen, wie das Neumannsche Verfahren zu modifizieren ist, um auch in diesen Féllen
Konvergenz zu erhalten. Dazu betrachten wir die folgende Situation, die bei unseren
Anwendungen erfilllt ist:

Sei § ein reeller linearer Raum?®), auf dem zwei symmetrische Bilinearformen
(z, ¥)o und (z, y), mit den Eigenschaften

6.1) Jlz|t:i= (2,2) >0, |[z|}i:=(z,2),=0 fir z€9H, z +0
definiert sind. Dann bildet

(6. 2) (@, y):= (@ ¥) + (@ y)

ein Skalarprodukt auf § mit der zugeordneten Norm

1 1
(6.3) Nzl = (@22 ={llz|+ Il = [
Wir setzen jetzt folgendes voraus:

(i) § ist beziiglich der Norm || z || vollstiandig und bildet daher einen Hilbertraum
mit dem Skalarprodukt (z, ¥).

(i1) ||  ||3 ist eine vollstetige quadratische Form auf dem Hilbertraum § mit der
Norm || z ||

(iii) Wir betrachten eine Familie {l1;};., von endlich oder abzéhlbar unendlich
vielen Unterrdumen 1, von § und bilden U, =iI;'IJ11,, u =i2/J11,, also

U=, s

%) Hier wie auch in Nr. 4 und 5 gelten analoge Ergebnisse auch im komplexen Fall.
19*
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Dann gelte
(6. 4) E-llull<|lul|? fir alle u €U, k > 0.

Weiterhin denken wir uns auf 9 eine beschriankte, symmetrische, nichtnegative und
elliptische Bilinearform B(z, y) definiert, d. h. es gilt auf §:

(a) B(z,y) = B(y, x) (Symmetrie)
®) | Bz, y) | =K-[lzll-llyll (Beschrénktheit)
(c) 0 < B(x):= B(z, x) (Semidefinitheit)

(d) B@y=c-|lz||*—¢co- ||z ]z  (Elliptizitit).
Offensichtlich folgen (b), (¢), (d) aus der schirferen Voraussetzung
) e |z F < B@) S ey [zl eney >0,
Um die folgenden Betrachtungen zu vereinfachen, denken wir uns sogar (a), (b’) vor-

ausgesetzt, obwohl alles auch funktionierte, wenn wir nur (a) bis (d) annédhmen und
dafiir (ili) geeignet modifizierten.

Der Nullraum % von B(z,y) 148t sich folgendermaBen charakterisieren:
(6. 5) N:={r: Bx) =0} ={r: B(z,y) =0 fir alle y € 9}

Aus dem Spektralsatz folgt, daB sich § eindeutig in der Form
(6. 6) H$=NeD

zerlegen ldBt, wobei die Unterrdume R und D nicht nur beziiglich (z, y), sondern auch
beziiglich B(z, y) orthogonal sind:

6.7 (z,y) =0, B(z,y) =0 fir x€N, y€D.
Ferner gilt

(6. 8) B(z) >0 fir €%, z 0.
Hieraus folgt wegen (ii), (c) und (d) in bekannter Weise

(6.9) B@)=y-||z]|®fir z€9D, y >0,
und

(6. 10) dim R = p < oo.

Bezeichne y,, y,, . . ., p, eine (,)-normierte Basis von . Dann definieren wir den Unter-
raum

(6. 11) M:={x=u—1Iu, ucll},
wobei

(6. 12) M= 2(v)-v,

die Orthogonalprojektion von u auf R ist.

Offensichtlich ist M eine lineare Mannigfaltigkeit, so daB wir noch die Abgeschlossen-
heit von M zu beweisen haben ™). Aus (6. 3) und (6. 4) folgt zunéchst

1
6.13) Jlull,<g-llu| fir €U mit 0 <g=(1+ k)2 <1

10) Tm allgemeinen braucht namlich die Orthogonalprojektion eines Unterraumes auf einen anderen Unter-
raum nicht abgeschlossen zu sein.
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Andererseits haben wir analog zu (6. 5)

(6. 14) Ny={z:lz|l, =0} ={z:(z,y), =0 fiir alle y € H},
und wegen (b’) ist N = N,, somit gilt

(6. 15) (u, ), = 0 fir x €N.
Aus (6. 2), (6. 13) und (6. 15) erhalten wir dann
[(@2)| ()] el Nzl . ,
Tall ol Tall- el = Tall-llal, =9 <! freel, e,
also
(6. 16) [(@,2) | =g -|lull-||z]|| fir alle w €U, z€N.

Setzen wir nun x = ITu fiir ein beliebiges u € 11, so folgt aus (6. 16)

W Tw||* = (u, Tu) < q-|lu]l | Hu||
oder

(6. 17) N Hu|| <q-|lu|l fir u€ll

und daher

6.18) 1—g)-llull=lle—Hul| =1 +g) - llull fir u€ll, 0 <g <1
Also ist M das normisomorphe Bild des Unterraumes 11 von § und somit abgeschlossen.

Definieren wir analog

6.19) M,={x=u—1IHu, u€WU}, My={&=u—1ITu, u€lly)

so sind wegen 1, = I, =l auch M; und M, Unterrdume mit

(6. 20) MysM, =sM<s9D, M0=i2rMi, M:i;/JMi.
Wegen (b) und (6. 9) sind || z || und l/B(x) auf ® dquivalente Normen. Wir verstehen
unter H{ den Hilbertraum ® mit dem Skalarprodukt B(z,y). Dann kénnen wir auf
M,, M,, M, H unsere Resultate von Nr. 2 und 3 anwenden. Bezeichnen wir die identische
Abbildung auf H mit 4, die B-orthogonale Projektion von H auf M,, M,, M mit
Qo, 04, Q und mit Py=4—Q,, P,=4—Q,, P=4—(Q die B-orthogonale Pro-
jektion von H auf die B-Orthogonalkomplemente H © My=H © M,=2H o M, so folgt
fir eine zuldssige Indexfolge {z,} mit i, € J und R, = Q, @, -~ Oy

R, Qos R, — Q, oder R, — Q-
Wegen der Aquivalenz von I/B (z) und || z || erhalten wir daher
6.21) A—A4—P)Ad—P, ) - (4— Ph)_s»" = oder = P,.

Wir definieren nun auf § die Operatoren T,, i € J, indem wir fiir ein beliebiges y € §

(6. 22) Ty=y—u,
setzen, wobei u, € 11, als Losung der Aufgabe
(6. 23) B(y —u;, ¢) =0 fiir alle p €U,

gewahlt wird. Da B(p) = K - || ¢ || K >0, fiir alle ¢ € I ist wegen (b’) und (6. 4), so
gibt es nach dem Satz von Fréchet-Riesz genau eine Losung u, von (6. 23). Daher ist
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T, wohldefiniert. Analog definieren wir 7', und 7, indem wir oben u; durch u, bzw. u
und U,; durch U; bzw. 1 ersetzen.

Wir bezeichnen jetzt mit 4 = I — I die Orthogonalprojektion von $ auf ®. Da
die Restriktion von 4 auf ® gerade die Identitét ist, erhalten wir keinen Widerspruch zu
unserer fritheren Definition von 4.

Andererseits ist fiir ein beliebiges Element y € ® die Projektion P,y = y — m, mit
m, € M, eindeutig charakterisiert durch die Gleichung

(6. 24) B(y—m,, ¢) = 0 fiir alle p € M.
Da B(p,y) = B(p + z, ) = B, p + z) fir z € N ist, folgt aus (6. 24)
(6. 25) By —m,, ) = 0 fir alle p €U,,

da M, und U, eineindeutig aufeinander bezogen sind. Vergleichen wir (6. 23) und (6. 25),
so folgt aus der eindeutigen Losbarkeit dieser Gleichungen m, = u,— Ifu, = Au, und
daher wegen Ay = y fiir y € D:

Py=y—m,=4dy—Au, =4y —u,) = AT,y fir y€D.

Wenn wir noch

(6. 26) Pix=Pr= Pyur=0 fir z€N
setzen, so folgt P, = AT,4, und entsprechendes gilt fir P, und P, also:

(6. 27) P,=A4TyA4, P,=A4T,A, P = ATA.
Somit ergibt sich aus (6. 21)

(6.28) 4—(A4—AT, ) (A—AT, _A)---(d— AT, 4)—, — oder —AT,4,
oder

(6.29) {I—(I—AT,)(I—A4T, )+ (I—AT )} 4—, e oder e AT, A.

Konstruieren wir also fiir ein beliebiges Element g € § die Folge {z,} durch die Vorschrift

(6. 30) é = Ag, .’)31=AT11§, Xy = Zp_1+ ATi”{é_xn—l}»
so folgt Ta g oder = w=AT,Ag = AT,g = P,g. Es ist leicht zu sehen, daB sich
die gesuchte Losung w = Tg = g —u,, u,€ U, der ,,Randwertaufgabe‘

(6. 31) B(g — u,y, @) = 0 fiir alle p € U,
von dem Grenzelement w nur um ein Element 7 € f unterscheidet:

(6. 32) w=w+n w=limz, neER

n
Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen:

Satz 12, Sei  ein Hilbertraum und {U;};, eine hichstens abzihlbar unendliche
Familie von Teilrdumen von 9, die (i) bis (iii) geniigen. Auf  sei eine Bilinearform B (z, y)
mit den Eigenschaften (), (b’) defintert. Ferner sei eine zuldssige Folge von Indizes i, € J
gegeben.

Ist dann g fiir ein beliebiges Element g €  die Orthogonalprojektion Ag von g auf
das Komplement ® = H © N des Nullraumes N von B(z,y) in $ und definieren wir eine
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Folge {x,} durch
=0, z, =2, ,+ ATin{é_xn—l}7
wobet T i”{é—x,,_l} die eindeutig bestimmte Losung §—x, ,—u, , u, €W, , der ,ab-
strakten Randwertaufgabe‘ . ”
(6. 33) B(g—ux, ,— U, ¢) =0 fiir alle p €U,
bezeichnet, so gilt

Ty oder g

wobet sich w nur um ein Element n € % von der Lisung w = g — g, uy € Uy, der ,,Rand-
wertaufgabe‘

(6. 31) B(g —uy, ) = 0 fiir alle p € U,
unterscheidet:
(6. 32) w=w-4+n, né€N.
Da dim R = ¢ < co und somit n = 2 n* -y, ist, fiihrt die Bestimmung von n
y=1
auf ein Problem mit endlich vielen Parametern n’, die sich im allgemeinen leicht aus
den ,,Randbedingungen‘‘ ermitteln lassen, falls man eine Basis y,, y,, . . ., v, von % kennt,.

Greifen wir auf das erste Beispiel von Nr. 4 zuriick, erlauben jetzt aber, daB die
dem Differentialoperator L zugeordnete Bilinearform anstelle der Definitheit auf H,(G)
den schwiécheren Bedingungen (a), (b’) geniigt. Dabei haben wir $ mit H (G), 1, mit

H »(Gy), Uy mit H »(Go) und U mit f}p(G) zu identifizieren. Dann sind (6. 31) und (6. 33)
in der Tat Randwertaufgaben fir den Differentialoperator L.

Wir identifizieren (z,y), mit f z - ydt und (z,y), mit f [27 D,z - D,ydt. Dann
=P

ist (i) leicht zu sehen, (ii) folgt aus dem Satz von Rellich, und (111) ist eine wohlbekannte
Ungleichung.

Die Bedingungen (a), (b’) sind fiir viele Probleme, z. B. fiir Au = 0, 4’z =0, . . .,
A%y = 0 unter Dirichletschen Randbedingungen und fiir die Gleichungen der linearen
Elastizitatstheorie erfiillt ).

7. Das alternierende Verfahren von H. A. Schwarz

Wie schon eingangs bemerkt, ist die Anwendung von Variations- bzw. Projektions-
methoden auf das Schwarzsche alternierende Verfahren in einer Reihe von Arbeiten
eingehend untersucht worden. In [7] ergab sich als wesentlich neues Resultat, daB es im
Falle von endlich vielen Gebieten G,, G,, . . ., Gy moglich ist, zu einer Fehlerabschéatzung
fiir das alternierende Verfahren zu gelangen. Allerdings war diese Abschitzung an die

N
Moglichkeit gekniipft, auf G = U G, eine Zerlegung der Eins: “.;ni(t) =1 auf G,
7,(t) € C°°(G), 7,=01in G— Gy, konstruleren zu konnen, fir die

| Dy (t)| < const, i=1,..,N, |a|<p, t€G

1) A bezeichnet hier den d-dimensionalen Laplace-Operator.



152 Hildebrandt, Uber dic alternierenden Verfahren von H. A. Schwarz und C. Neumann

gilt. Dies bedeutet, grob gesprochen, daB zwei Gebiete G, und G; mit nichtleerem Durch-
schnitt in den Teilen ihres Randes, der zu G gehort, glatt oder ,,giirtelformig*‘ verschmol-
zen sein miissen. Daraus ergab sich eine wesentliche Einschrankung fiir die Mdglichkeit,
Fehlerschranken aufstellen zu konnen, da sich nichtkonvexe Gebiete G mit ,,Ecken‘‘ im
Rand im allgemeinen nicht in der gewiinschten Weise aus konvexen Elementargebieten
G, aufbauen lassen. Beispielsweise konnen wir ein L- oder T-férmiges Gebiet nicht durch
giirtelformige Verschmelzung von Rechtecken herstellen.

In diesem Abschnitt wollen wir nun zeigen, daf sich die entscheidende Voraus-
setzung (2. 4) von Satz 1, (v) der vorliegenden Arbeit beim alternierenden Verfahren
schon unter ganz geringen Annahmen iiber die G, nachweisen 148t, ohne daB es néotig
wire, die obige Zerlegung der Eins konstruieren zu konnen. Auf diese Weise erhalten
wir in allen fiir die Anwendung interessanten Fillen Fehlerabschédtzungen fiir das Schwarz-
sche Verfahren und damit gleichméBige Konvergenz.

Wir benutzen jetzt die Bezeichnungen von Abschnitt 4. Wie dort seien G,, G,,..., Gy
und G = U G, Gebiete im E,;, L ein stark elliptischer Differentialoperator auf G von

der Form (4 6) und B(x, y) die zu L gehorige Bilinearform, die auf H,(G) stetig und
symmetrisch sowie auf H »(G) positiv definit ist:

(7.1) B(z,y) = B(y,2) und | B(z,y) | = ¢ - [| 2 |l,,¢ " || ¥ |l,, ¢ fir alle z, y € H,(G),
(7.2) B(z)= B(z,2) = ¢ ||z |2 fir alle z € H,(G), ¢ > 0.
Dann schreiben wir die erste Randwertaufgabe

Lz=g¢g in G

(7. 3)
Dzx=D.,f, |a|<p—1, auf 3G

in der (unter geeigneten Voraussetzungen an L, f, g und G dquivalenten) Form:
Bestimme zu gegebenen f € H,(G), g € Hy(G) ein u € ﬁp(G), so daB z = f + u der
Relation
(7. 4) B(z, ¢) = l(g) fiir alle @ € H,(G) geniigt,

wobei l(p) das auf H,(G) stetige lineare Funktional (g, ¢), ¢ bezeichnet.

Bekanntlich hat die Aufgabe (7.4) unter den Voraussetzungen (7.1) und (7. 2)
genau eine Losung z = f 4 u. Das alternierende Verfahren ist nun folgendermafen
definiert:

Wir betrachten eine zulidssige Folge {i,} von Indizes i,€J ={1,2,..., N} und
setzen x, = f. Darauf definieren wir z, mittels x,_, durch

_ |#pyin G— G,
(7.5) Ty == {Z,, in Gi,, } € H,(G),

wobei z, € H,(G, ) die Losung der Randwertaufgabe

Lz, =g in G,

(7. 6)
Dazn = ‘Daxn—-h le I é p— 1, auf aG,"

bezeichnet. Mit anderen Worten:
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Wir bestimmen z, = z,_, + u, mit u, € H »(G;) als Losung von

(7.7) B(z,, ¢) = () firr alle ¢ € H,(G,).
Setzen wir
(7' 8) yn = Zp— X,

so ergeben sich die Relationen

B(y,,¢) =0 tir alle ¢ €H,(G,)

(7. 9) .
yn = yn-—l + un un E Hp(Gi”)°

Wir nehmen nun H = H »(G) als zugrundeliegenden Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
(z,y) := B(x,y), dessen zugehorige Norm ||z || = VB(x) wegen (7.1) und (7.2) zu

[l % ||, ¢ quivalent ist. Ferner setzen wir M} = I:olp(Gi), M,= H,(G,* Dann gilt, wie
in [7] gezeigt wurde,

N ‘N o o
(7. 10) Mt = iZI M= i\=/1 H,(G)=H,(G)=H
und daher
(7. 11) My, = {0} und Q,=0.

Aus (7.9) folgt y, = Q; y,_, und daher mit f—z = —u wegen Satz 1:
(7. 12) T, — 2 =Y, = R,(—u)— Qy(—u) =0 fir n—>oo.

Insbesondere folgt nach (v) von Satz 1: || R, || = 0 fiir n— oo, falls anstelle von (7. 10)
sogar gilt

(7. 13) H,(G) = H,(Gy) 4+ H,(Gy) + - + H,(Gy).
Aus (7. 1), (7. 2) und (7. 4) folgt

cllull, ¢ =B@ = 1@ |+ 1B(hu) | ={llglloa+ ¢ Ifle!lull,e

und daher

cl
Nulle < K:=c"llglloe+ 511l
Damit bekommen wir die Fehlerabschitzung
(7.14) llz—2,llpe= K-l Ry ll, K=K(f,g,¢,¢), lm| R,|| =0

Fiir die zuldssige Indexfolge 1,2,...,N,1,2,...,N,... folgt insbesondere

(7. 15) IR < K-qd¥, 0<q<t,

fiir eine geeignete Zahl ¢, die von ¢, ¢’, n, p und der geometrischen Gestalt der Gebiete
G, G,, ..., Gy abhingt.

Journal filr Mathematik, Band 232 20
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Wir skizzieren nun den Beweis von (7.13) und betrachten als erstes den Fall
N=2:G=G,v G, Sei G; = G— G, und § = 3G, — {0G ~ 3G,}. Ferner bezeichne

nEC""(G_{) eine Funktion, die auf S gleich Eins ist und auBerhalb eines §-Streifens
Ss;um S in G; verschwindet, 6 > 0 hinreichend klein.

Wir nehmen nun eine Funktion u € »(G) und bilden die Funktion
v(t) = n () - u() € H,(Gy),

die auBerhalb S, in G] verschwindet. Wenn nun S hinreichend glatt und § > 0 geniigend
klein ist, so kann man v () mittels Aufbiegen von § zu einer Hyperebene und mit einer be-
kannten Fortsetzungsformel von Lions zu einer Funktion w(t) auf G, fortsetzen, die in

H,(G,) liegt. Darauf bilden wir

u(t) 1€ G,
u(2) = Jw(2) fir t€ G, — G,
0 t€G— G,.

Nach Konstruktion liegt u,(¢) in ﬁp(Gl) und u,:= u — u, liegt in H »(G,). Damit haben
wir gezeigt, daB sich jedes u € H,(G) in der Form

u = u, + u, mit u, € H,(G), (i=1,2)

schreiben 148t, womit (7. 13) fiir IV = 2 bewiesen ist. Der allgemeine Fall 148t sich auf
den eben behandelten durch Induktion zuriickfithren. Ferner wollen wir ohne Beweis
bemerken, da die Konstante ¢ in (7. 13) leicht abgeschéitzt werden kann, sobald § > 0,
n(t), die Lionssche Fortsetzungsformel und die CP-Norm fiir die Aufbiegetransformation
von § bekannt sind.

e Insbesondere konnen wir firr d = 2 ein L-formiges
Gebiet G aus zwei Rechtecken G, und G, so zusammen-
setzen, daBl die Voraussetzungen unserer Konstruktion
erfilllt sind und somit

H,(6) = H,(G) + H,(G)

folgt. Damit erhalten wir also beispielsweise Fehler-
abschidtzungen fiir die Konvergenz des alternierenden
Verfahrens fiir die polyharmonische Gleichung

. APz =g in ¢
== O 0 y=0,1,...,p—1, auf 3G
6 anv 9 9 LA | b b

wobei n die Normale auf G bezeichnet, mit den beiden Rechtecken G, und G, als Itera-
tionsgebieten.

Wir bemerken ferner, daBl sich das alternierende Verfahren in naheliegender Weise
auch auf andere Randwertprobleme anwenden 1d8t, sobald diese auf definite quadratische
Variationsprobleme fiihren.

Eine weitere Anwendung ist die Konstruktion harmonischer Differentialformen
mit vorgeschriebenen Perioden auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten, worauf wir an
anderer Stelle eingehen werden.
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Periodische Losungen von nichtlinearen elliptischen

Differentialgleichungen

Von Ulrich Staude in Mainz

Herrn Professor Dr. H. Rohrbach 3um 65. Geburtstag gewidmet

In einer fritheren Arbeit [4] habe ich periodische Losungen in der Nachbarschaft
von u(z,t) = 0 einer nichtlinearen elliptischen Differentialgleichung mit der Methode
der unendlich vielen Verdnderlichen untersucht. Dabei wurden die Losungen aus der
Randwertaufgabe eines nichtlinearen Systems von abzéhlbar unendlich vielen gewthn-
lichen Differentialgleichungen bestimmt. Schwierigkeiten ergaben sich dabei bei den
Abschéitzungen der Greenschen Funktionen, was eine Ubertragung auf kompliziertere
Gleichungen oder Systeme als kaum durchfiithrbar erscheinen lieB.

Es lag daher nahe, die modernen Methoden der Behandlung von elliptischen
Differentialgleichungen (siehe etwa S. Agmon [1], S. Hildebrandt [2]) zur Losung des
Problems heranzuziehen. In dieser Untersuchung ist dies nun firr einen etwas allge-

meineren linearen Teil als in [4] durchgefiihrt. Es war moglich, kompliziertere Nicht-
2 2

’u o‘u
m und 'Tt2— auftl‘eten, zu be-
handeln, was mit der Methode in [4] nicht méglich war. Genauso 148t sich der Fall unter-

dtu

suchen, daB bei den nichtlinearen Termen Uy auftritt, dazu wére es aber notwendig

gewesen, diese Glieder zeitweise gesondert zu betrachten. Jedoch gelang es nicht, mit
2 2
dieser Methode Ausdriicke der Gestalt %D‘u oder

linearitdten, bei denen auch die zweiten Ableitungen

o‘u
oz?
eine erste Ableitung, D*u eine zweite Ableitung von u bedeutet.

D%y zu behandeln, wobei D'u

Die Forderung, dal die Koeffizienten des linearen Teils nicht von ¢ abhingen und
in z analytisch sein sollen sowie die Analytizitit der Koeffizienten des nichtlinearen
Teils, wurde nur gestellt, um die Darstellung zu vereinfachen. Dies geschah ebenso bei
der Beschrinkung darauf, daB die Nichtlinearitdten in z und seinen Ableitungen homogen
von 2. Ordnung vorausgesetzt sind.

Die Ubertragung auf stark elliptische Systeme, wobei dann z ein Vektor in einem
n-dimensionalen Gebiet ist, soll einer spéateren Arbeit vorbehalten bleiben.
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1. Problemstellung
Wir suchen Losungen u(z, t) der partiellen Differentialgleichung
N 0 ou *u d
(A1) fantes ) G| + anlesn S+ aalosm) 2 + o@; m
2 du\r/ou\'/ 82 m (32 \n
=nfol@, t;n) + X ammAwJ;nﬂﬂ(Jl>( u)( u) ( u),

i k1, My n=0 or | \'at )\ ozat ot2
jt+k+l+m+n=2

die die Bedingungen

(1.2) (0, ) = u(l, ) = 0,
(1.3) w@ ) =@ i+ 1), T=27 140
erfiillen.

Dabei soll die Periode 7' entweder durch die in ¢ mit derselben Periode T perio-
dischen Funktionen auf der rechten Seite erzwungen werden oder aber sich frei ein-
stellen, falls die rechte Seite nicht explizit von t abhidngt. Im folgenden werden wir
beide Fille zusammen behandeln.

Zur Vereinfachung reduzieren wir die Periode durch die Transformation

(1. 4) T= At
f die Periode 27 i Mit o _ A 9 nd 3—2 = A% 8—2 erhalten wir, wenn wir dann
auf die Periode 2z in 7. Mit - =15 u = A A \

wieder ¢ statt = schreiben:
0 L 5 . %%u ., ou .
(1 1) L(II), t;j" 7])“325 au(xﬂl)% +A dzz(x, 77)52—4"“1(90, ﬂ)a—x“l— a(x, 7))“

2 u\k(du\l( 3%u \™[ d*u\"

- . l+m+2n . LN Bt TN Bl i)

- "Ifo(% t) 7]) + j,k,l,%:n=0 }' ajklmn(xv t7 7]) u ( ax) ( 3t ) <3x8t) ( atz )
j+k+l+m+n=2

= "}fo(x7 t; ’7) + f(x7 t, u7 Dlu’ ‘Dzu; 17 7’) = g(x’ t’ u’ Dlu’ Dzu; A’ n)'

Je nachdem wie wir es bendtigen werden, werden wir die Argumente in den Funktionen
angeben.

Wir bezeichnen mit

~ [z €[0, 1] [z €10,1]
G‘{-—oo<t<+oo}’ G’{t6[0,2n]}°

7 sei ein kleiner Parameter. Alle Funktionen seien beziiglich z, ¢, fiir (z,t) € G und
(1.5) Inl= K,

analytisch. Funktionen, die explizit von ¢ abhéngen, sollen in ¢ mit der Periode 27
periodisch sein.

Der Operator L soll fiir alle %, die (1. 5) erfiillen, fiir alle (z, t) € Gund 2 >0 ellip-
tisch sein. Dafiir konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB

(1.6) ap(@;m) = ayy >0, agy(@;n) = a > 0

fir z€[0,1] und |7 | < K,.
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Nach (1.2), (1. 3’) und (1. 4) suchen wir somit Losungen u(z,t) der Differential-
gleichung (1. 1), die die Bedingungen

(1.2) u(0,t) =u(1,t) =0,
(1. 3) u(z,t) = u(z,t 4+ 2x)

erfiilllen. Wir wollen solche Losungen in der Nachbarschaft von u(z, ) = 0 in Abhéngig-
keit von dem Parameter % bestimmen. Ist (1. 1) von ¢ unabhéngig, so wird sich 4, also
damit die Periode I der urspriinglichen Gleichung (1. 1) nach (1. 3’) in Abhéngigkeit
von 7 ergeben.

Fiir spiatere Rechnungen fithren wir noch folgende Bezeichnungen ein:

d ou *u
A7) L% = g o) g} + Panin G

(1.8) L':=L—L°'= al(x;n)—g%Jr a(z;n)u,

d u s *u
(1. 9) LO: = L(AO, n = 0) = %{au(x; O) —a;-} + AO azz(x; 0)8—t2

0
+ a,(z; 0) 5+ a(z; O)u,
(1' 10) Ll = L1(2'07 O; &, 77) = L(}'O _l— & 7]) - LO(on 0)'

Hieraus ergibt sich, was unter L) und Lj zu verstehen ist. L° ist der elliptische
Hauptteil von L. L, ist das konstante Glied der Entwicklung von L nach ¢ und # an
der Stelle 2% n = 0; L, ist der Rest, in dem somit alle Glieder ¢ oder 7 als Faktor haben.

2. Die lineare Aufgabe
Die Funktionen u(z, t), die die Bedingungen (1. 2) und (1. 3)
(2.1) u(0,t) =u(1,t) =0
(2.2) u(z,t) = (z,t + 2x)

erfiilllen und nach beiden Verdnderlichen in G beliebig oft differenzierbar sind, bilden den
linearen Raum Cg,,. In diesem Raum fiihren wir die beiden Skalarprodukte

2r 1

2.3) (a, v), =0f ofu(x, t) v(z, t)dxdt
und
2.4 (1,00 = (o, 0o + (5 g0, + (5 a1
ein. Beziiglich der sich aus diesen Skalarprodukten ergebenden Normen
(2.5) 1w ll5 = (, w)
und
(2.6) Il ulf = (u, w),

vervollstindigen wir Cg’,, zu den Hilbertrdumen H, und HY.
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Mit dem in (1.1) definierten Operator L mit A > 0, der auf einem in H, dichten
Teilraum definiert ist, bilden wir die Bilinearform

2.7 B(u, 7) = (Lu, 2),
fiir alle y € Cg’s,.
Explizit ergibt sich

ou 0 ou 0
(2.8) B(u,y) = (Lu, x)y = — (au(x; M 5 %)0—— }»2<(122(x; et —a%—)o

du
+ (al(x; m 3y x)o + (a(z; 1w, xo-
Somit ist B(u, x) eine beziiglich der Norm || ||; beschrinkte Bilinearform:

(2.9 LB(u, 2) | = [ (Lu, x)o | = K[ ully | £ [l

Dann 148t sich B(u, x) zu einer beschrinkten Bilinearform mit derselben Schranke K
auf alle u € HY, y € HY fortsetzen. Da sie beschriinkt ist, 148t sie sich als ein Skalarprodukt
auf HY darstellen:

B(u, 1) = (¥ %)
Dabei gehort zu jedem u € H? genau ein v € HY.
Durch die Relation

(2. 10) (Lu, z)o = B(u, ) = (v, 1), = (Tu, ),

haben wir dann zu L einen auf HY definierten linearen, beschrinkten Operator T er-
kldrt, denn nach (2. 9) gilt

[ (Tu, ), 1= 1B, x) | = Kllull |l 2l
also

(2.11) W Tully= Kl[ully

Trennen wir nun von dem Operator L den elliptischen Hauptteil ab und bezeichnen
ihn wie in (1. 7) mit

u

P ou
L% = '@{au(x; n) _3?} + Aay,(z; ) 2

so ergibt sich fiir alle 4 >0 fiir die L°(4,75) nach obiger Methode entsprechenden
Operatoren T°(4, %), wenn man in (2. 8) nur die beiden ersten Glieder auf der rechten
Seite beriicksichtigt:

L (T%, 1 | = Kllully 1l 21l

somit
(2. 12) 1Tl < K Il
und
tou |2 |i oull®
(2.13) (1ot =z 2| 5|+ 5] )

mit 20 < min (a,,, A2ay).
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Wegen der Rand- und Periodizitdtsbedingungen fiir die Funktionen u(z, ) erhilt
man die Abschédtzung

(2. 14) Nullg < 1'

02_2_

2

Ju

ox o’

denn
1

2 = x.@& )2 x x Ou \* EUAL
u(x,t)——(u(O,t)—}-faxdx §fdxf(_a;> dxéx_[(?:v_) dz,
0 0 0 0
2n 1 1 2n 1 .
2 = o
[ [wwnaa=g [ [(52)
o0 0 0

Aus (2. 13) und (2. 14) ergibt sich dann wegen (2. 4) und (2. 6)

somit

(2. 15) [(T°u,u), | = |l ulf.

Der dem Rest L' = L — L° entsprechende Operator 7" ist dann nach dem Rellich-
schen Auswahlsatz ein auf H? vollstetiger Operator.

Somit gilt fiir den auf HY erklarten Operator 7' = T° 4 T* fiir alle reellen 4 > 0
und | | £ K,, daB T° ein beschrinkter, definiter Operator ist und 7 ein vollstetiger
Operator ist. Damit sind die Voraussetzungen von S. Hildebrandt-E. Wienholtz [3],
Theorem 3 (siehe auch S. Hildebrandt [2], S. 139) erfiillt, und wir haben

Satz 2. 1 (Fredholmalternative). Unter den obigen Voraussetzungen iiber T° und
T? gilt:
a) Die Gleichung Tu = h ist genau dann lésbar, wenn h€ H}© N(T*) ist. Die
Losung u ist modulo N(T) eindeutig bestimmid.

by dim N(T) = dim N(T*) < oo.
Aus dem Beweis dieses Satzes bei S. Hildebrandt-E. Wienholtz [3] folgt noch
(2. 16) [ (Tu, Tu), | = k|lull}

fiir alle u € HY © N(T).

2° heift Eigenwert zu 7 = n° der zu (1. 1), (1.2), (1. 3) gehdrenden homogenen
Aufgabe, wenn es nichttriviale Losungen der Aufgabe

(2. 17) L, n)p =0
(2.18) ?(0,1) = o(1,8) =0
(2.19) @(r,t) = @z, t + 27)

gibt zu 1 = 1% 5 = 7° Wir interessieren uns fiir die Eigenwerte 1° > 0.

Auf Grund der Analytizitit von L sind die Eigenlosungen von (2.17), (2. 18),
(2. 19) mit denen von

T 7% =0
in HY identisch, denn
0= (LA, 7, 2)o = (T (2% 1°) @, 1)

fiir alle y € H?. Dann folgt aus Satz 2. 1, daB zu festem #° die reellen Eigenwerte 1° > 0
dieser Aufgabe (2. 17), (2. 18), (2. 19) nur endliche Vielfachheit haben.
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Es sei M die Vielfachheit, und ¢', . . ., ™ eine Basis des linearen Raums der Eigen-
lésungen von %°% A% dann hat nach Satz 2. 1

genau dann eine Losung, wenn

(hr(pm)1=01 m=1,"°7M
gilt. Das bedeutet, daBl

(2. 20) Lu=g
genau dann eine Ldsung hat, wenn
(2. 21) (8,9™e=0, m=1,..., M,
ist.
3. Hilfssiitze und Abschitzungen

Neben den in (2. 5) und (2. 6) erkliarten Normen || z ||, und || u ||, fiihren wir noch
folgende Normen bzw. Halbnormen ein:

Gta)  ul = 3| it |
' i=o 81;"—73#' o
—~— a”u
2
A N = +| T at" vz
(3. 1¢) Ilull? =2{)Ilull?,
=
%u
*2 _ 2
@A) lalE= el + | |
(3. 1e) Ilu||£2=||u1|§+%llul|§2, v = 3.
7=

Diese Normen und Halbnormen brauchen wir im folgenden bis zur Ordnung » = 5.
Zwischen den einzelnen Normen und Halbnormen bestehen folgende Beziehungen:

(3. 2a) lald Slul?,
(3. 2b) < lull,
(3. 2¢0) Nl =Ilulls
(3. 24d) Nl < lwllis-

Fiir spatere Rechnungen wollen wir noch einige Abschitzungen zusammenstellen
in den speziellen Formen, die wir dann benotigen. Wir wollen also nicht die jeweils schérf-
sten Abschitzungen angeben. Um nicht zuviel Konstanten bei den Rechnungen verwen-
den zu miissen, werden wir fiir fast alle auftretenden Konstanten die Bezeichnung C
wihlen. Aus dem Zusammenhang wird dann hervorgehen, wovon die Konstante nicht
abhiingt, beziiglich welcher Variablen C konstant sein soll.

A. Sobolewsches Lemma. Dieses lautet speziell fiir ein Rechteckgebiet — unter
Verwendung der Bezeichnung (3. 1d)

2
3.3) ute, gt (it + | 2 ) = cuiane

Journal fiir Mathematik. Band 232 21
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2
Es gehen hierbei also auf der rechten Seite nicht noch die beiden 2. Ableitungen ou und

——21 ein, sondern als einzige 2. Ableitun _8_2@_ -
ae o ge & & arat -

Der Vollstdndigkeit halber sei hier der Beweis fiir ein Rechteckgebiet aufgefiihrt:

u(r,t) sei eine Funktion, die in einem Rechteck R der Kantenlinge 2a und 2b
definiert sei und dort zweimal stetig differenzierbar sei. Ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit sei ¢ < b. Jedem Punkt (z,, t,) des Rechtecks R konnen wir dann als Eck-
punkt eines kleinen Quadrates ¢ mit der Seitenlinge a ansehen, dessen Kanten parallel
zu den Seiten des Rechtecks R laufen und das ganz in R liegt. Wir nehmen nun an, daf
(%o, tp) der linke untere Eckpunkt eines solchen Quadrates Q ist. Wir verschieben das
Achsenkreuz noch so, daBl (z,,¢,) in (0, 0) tibergeht, und zwei Quadratseiten mit den
Koordinatenachsen iibereinstimmen.

Wir betrachten eine Abschneidefunktion &(r) fir 0 < r < a mit den folgenden
Eigenschaften:

1 fﬁr0§r§%

£(r): 06N <1 firg=r=a
Ofire=r,
&(r) € C'[0, a). Fiir die Ableitungen von &(r) gilt
‘M
dr

e, ‘<a,

wobei C; nur von der Wahl von &(r) abhingt. Mit v(z, §) = u(x, t)&(x)&(¢) gilt dann,
da v(a, @) = v(0, a) = v(a, 0) = 0:

u (0, 0) = v(0, 0) — v(a, 0) — v(0, a) + v(a, a) = ffa 3 dzdt

[ [ e nsnsioa = [ [[7450 scnee

du(z, t) dé(t) | odu(z,t) dé(z) dé (z) dE(t)
T @O gt g fW e ) g }dd‘
somit
2 ou z
|u(0,0) > < C4{ff(l Fren —-— | + ¥ )dxdt}
<c{laal ﬂ=cnmm

Analoge Rechnungen ergeben sich, wenn (z,,?,) ein anderer Eckpunkt eines ganz in
R liegenden Quadrates ist.

Fiir den beziiglich der Norm || u ||¥ vervollstindigten Raum der in R definierten,
zweimal stetig differenzierbaren Funktionen gilt dann dieselbe Ungleichung (siehe etwa
S. Hildebrandt [2], S. 58), also fiir alle u(z, ¢), fiir die die rechte Seite existiert.
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™u(0,8)  8*u(l, )

B. Da T e 0 ist, und alle auftretenden Funktionen mit der
Periode 2x periodisch sind in ¢, gilt
P*u  u |
.4
(3. 4) (8x2’ 3t2) ‘ ot
Beweis.
2n 1 1 1 '
(?f_u_ 32u) —fdt *u o*u au 82 du Pu P
a2 o8 )y o % oo
0 0 0 0
1
- _fd du o*u *u
o o axat axat oxdt o
0 0 J
C. Mit
(3.9) 0<ap=anu@ =4y, 0<a, = —I dau(x) = An
gilt
0 aull® day(z) ou |?
6.0 | 2o [ = |onw S5 [ +] L2 EEL
*u  da,(z) ou . || 9%u du | &*u || | 9u
) > ! —
—|—2<an( 2) ax?’  dx 83:)0: 1 ox? ,o+au or —24u4n kza 0‘ oz |lo”

D. Durch mehrmalige partielle Integration analog dem Beweis von (3. 4) ergibt sich

S Y T A )

Beriicksichtigen wir (3. 5) und

0 < ayy = ay(@), da;ﬁ,;(:z:) = Ay,
X
so erhalten wir
d u d*u du |2 , I 9%u du
(3.7 (3.'1; {au(x) ax} Ag9(T) 3t2> = 04,05 FrF 0—A11A22 3zt |lo|| 3 |lo

E. Fiir L° das in (1. 7) definiert ist, gilt mit endlichem, reellem 4 >0, |7 | < K,

(3.8) L ulg = Collullz—Callulla Il u s

Beweis.

2

d
2l = | o) S} + o) S

- [ ]l

Dies ist nach (3. 6) und (3. 7)

2

( 4 {au(x) i } @90 (Z) a;tz) + 24 azz(x)%;?—

%u *u d%u |2
Erl + 2800180 || 5oy e

, || *u ou 2 || ou *u ou
— 2445 | r | |||+ 9t o |, erravwy [ i

21*
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Somit nach der Definition (3. 1a) von ||’?f||§

82uj
0 2 >
1z e 28 0+| = N—Cattu(| s )
ZCyllullz— 2I|uH1||u|l2
”
F. Die analogen Rechnungen wie in C. bis E. lassen sich fiir v = 3" statt u

durchfithren. Da gt;L I aa “ _ L% ist, erhalten wir
o , *u
(3.9) (R T ATEY N s Py

wobei ||  ||/2., in (3. 1b) definiert ist.

G. Abschétzung der nichtlinearen Terme und ihrer Ableitungen nach t. Neben den
in (3. 1) eingefiithrten Normen und Halbnormen benétigen wir fiir diesen und den néchsten
Abschnitt noch folgende Bezeichnungen:

Du=|ul,
—_— 2
(3. 10) DM:%
ou = |2k
—_— 4

+

%%, D1u=D°u+m,

%;;i, D2u=Dlu+ﬁ?{z,
—I—%;:i, D3u=D2u+55-L;,
+%ft41, D4u=D3u—|—lst;.

Mit Hilfe dieser Bezeichnungen ergibt sich, da nach (1. 1)

2
2
gy kylym,n=0
j+k+l+m+n=2

f(uw) =

und die @, (7, t; 1) stetig sind

Al+m+2»

. du du \m(3%u\»
ajklmn (x, ’ 77) u ax ) axat 8t2

| f(u) | < C(D*u)?,

af ()
at

9*f (u)

(3. 11)

3*f(u)

ot

ot

< CD*uD?u,
< C((D*u)* + D*uD*u),

< C(D*uD*u + D*uD*u).

Wegen des Sobolewschen Lemmas (3. 3) und der in (3. 1) eingefithrten Bezeichnungen
fiir die Halbnormen und Normen gilt:

Du< Cllull,

D*u < Clulls,

(3.12) | D*ully < Cllully, [|D%ully=Cllull,
| D'ull,<Cllully, [|Dul]ly=Cllull.

Da

(3.13) fglle = Max [f11gllo
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ist, folgt aus (3. 11) und (3. 12)

pag T CluI |22 ) < e,
° 32 3
w = cawui e, |28 <,
also wegen (3. 2¢) und (3. 2d)
(3. 15) [P ey v=o01,23

H. Abschétzung der Differenzen der nichtlinearen Terme. Da
1
ayay—byb, = '2‘{(‘11— by (ay + by) + (az—by) (a; + b))}

ist und hier nur Differenzen von Gliedern zweiter Ordnung auftreten, erhalten wir mit
den Bezeichnungen (3. 10)

| f(wy) — f(uy) | < CD*(uy — uy) (D*uy + D*uy),
of (uy) _ of (uy)

= C{D*(u;—uy) (D*uy + D*uy) + D*(u;—uy) (D*uy + DPuy)},

ot ot
2 2
El 2 | < cpr iy — w) (0%, + D) + Doy — ) (D7, + D)

+ Dd(ul — u,) (D*u, + Dzuz)}y

3 3
PT) _ OTE) | < (D2 (uy — ) (D%, + Douy) + Dy — ug) (D', + Duy)
+ D*(uy,—u,) (D*u, + Duy) + D*(uy,— u,) (D*u, + D*u,)}.
Somit gilt wegen (3. 12), (3. 13), (3. 2¢) und (3. 2d)

Of(uy)  3f(uy)
o o

(3. 16)

|0§ C Nl g — g 115 (1] i 11y + 11 2 119

fiir » = 0, 1, 2, 3.

4. Die nichtlineare Aufgabe

Wir nehmen fiir das Folgende an, daB A = 1° ein reeller, positiver Eigenwert der
homogenen Aufgabe (2. 17), (2. 18), (2. 19) zu # = 0 ist. Dann hat nach Satz 2.1 die
homogene Aufgabe zu 1% 5 = 0 nur endlich viele Eigenfunktionen ¢, . . ., o™, die wir als
orthonormiert annehmen konnen:

(4. 1) (™, @™o =0"", mn=1,..., M.
GemaB (1. 9), (1. 10) zerlegen wir
L(3, ) = Ly(2% 0) + Ly(°, 0; ¢, )
und erhalten somit aus (1. 1) folgende Gleichung
(4. 2) Lou = —L,u + g(u).

Die zu L,(A° 0) adjungierte Aufgabe habe die orthonormierten Eigenfunktionen
y'.m=1,..., M,

(4.3) (V" 9" =™, mn=1,..., M.
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Da L, ein elliptischer Operator ist mit analytischen Koeffizienten und auch der
Rand von G analytisch ist, sind die Eigenfunktionen ¢™, ™ € C®(G), somit gilt

av ¢m av ,‘pm
oz ot ox*—1 ot

(4. 4) i <c.

0

’
0

Die Nullrdume von Ly(1° 0) bzw. L¥(1° 0) bezeichnen wir mit N (L) bzw. N (L¥)
M M
Ny =V " NLH= V"
Wir definieren Projektionsoperatoren
(4. 5) P:H,~>H,6 N(L¥) = N(L}*,
Jedes Element u € H konnen wir zerlegen in
(4. 6) u=uv+4+w, vEN(Ly), w€N(Ly.

Wir suchen nun Losungen der nichtlinearen Aufgabe (4. 2) in der Umgebung von
u(z,t) =0.
Da L, nicht invertierbar ist, gehen wir zur ,,modifizierten‘‘ Aufgabe

(4. 7a) Lyv = P{—L,u + g(u)},
M M
@70 T (" uly" = I Luy" + Qf—Lyu+ g(u)
iiber, wobei (4. 7b) mit
M
W= 2_"1 W @™y W, = (W, ¢™)g
dquivalent ist zu

(4.7b") Wy, =y + ('_Llu +&),p")e m=1,..., M.

Dabei sind die ¢,,, m = 1, ..., M, unbestimmte Parameter.

Diese modifizierte Aufgabe ist eindeutig losbar in dem Sinne, da8 fiir jedes u, fiir das
die rechte Seite erklért ist, und jedes M-Tupel {{,}, die wir auf der rechten Seite einsetzen,
wir genau ein v € N(Ly)* und ein w € N(L,) erhalten, denn da P{—L,u + g(u)} € N(L§)*
liegt, gibt es genau ein v € N(Ly)*, so daB Lyv = P{—L,u + g(u)} ist. Die Eindeutig-
keit der Losung von (4. 7b) bzw. (4.7b’) ist klar. Es braucht aber natiirlich nicht
u=9v-+ w zu sein.

Notwendig und hinreichend dafiir, daB eine so gewonnene Losung

(@, 858y, .. ) =v+w

der modifizierten Aufgabe (4. 7a), (4. 7b) auch eine Losung der urspriinglichen Aufgabe
(4. 2) ist, ist wegen der Giiltigkeit der Fredholmalternative

—Lyu + g(w) € N(LH*
Das bedeutet dann nach (4. 5), daf3
P{—Lju+g@)}=—Lyu+g@), Q{—Lu+gu}=0
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sind. Daraus folgt wegen (4. 6) und (4. 7b) als notwendige und hinreichende Bedingungen
dafiir, daB eine Losung der modifizierten Aufgabe (4. 7a), (4. 7b) auch Lésung der ur-
spriinglichen Aufgabe (4. 2) ist:

(4 8) (u7 <pm)0 = (w, ‘Pm)o = Cm? m=1,.. o M.
Diese Gleichungen sind die Verzweigungsgleichungen.

Wir wollen nun das Gleichungssystem (4. 7a), (4. 7b) durch sukzessive Approxi-
mation Iosen.

Wir beginnen mit

(4. 9) u® — 0.
Bestimmen dann v+ € N(Ly)! durch
(4. 10) Lyo™"*™) = P{—L,u™ + g(u™)}
und w™*Y € N(L,) durch
(4. 11) Wt = ¢,y 4+ (—Lyu® + g (™), p™),,
(4.12) w D = mzi,‘ll wn D g™,

Die M 4 1 Gleichungen (4.10), (4.11) sind bei jedem Schritt eindeutig lésbar,
denn da u® = 0 analytisch ist, liefert jeder Schritt wieder eine analytische Funktion,
also sind die rechten Seiten bei jedem Schritt erklirt.

Um zu sichern, dal die sukzessive Approximation ein eindeutig bestimmtes Element
liefert, wenden wir den Banachschen Fixpunktsatz an auf den durch (4.10), (4.11),
(4. 12) definierten Operator

(4. 13) A (V™ ™) s (pn+D) gyn+1))
oder
(4. 14) U= Au
mit,
(4. 15) U=V +W, u=v+ w,
(4. 16) v, VEN(Ly:, w, WEN(Ly).

Dazu miissen wir zeigen, dal

1. jedes Element einer abgeschlossenen Teilmenge It des vollstdndigen Raumes I
durch den Operator A wieder in ein Element von I tiberfithrt wird:

(4. 17) u=0v+we€M, U=Au=V4+WeM
mit

(4. 18a) L,V = —PL,u + Pg(u),

M

(4.18b) W, =1, 4+ (—Lyu+g), 9", W= = Wae™;

2. der Operator A in 9% kontrahierend ist, d. h. es gibt ein ¢ mit 0 < g < 1 derart,
daB fur alle u,, u, € M gilt

(4.19) || Uy, — U, |l = | Auy—Au, [| S (| Vi— Vol + I Wi — W, || S gl uy—u, ]
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3. der Ausgangspunkt der sukzessiven Approximation in It liegt:
(4. 20) u® € M.

Den Raum U bestimmen wir folgendermaBen:

Wir nehmen die Funktionen u(z, t), die folgende Bedingungen erfiillen:

a) u(z, t) und alle Ableitungen bis zur zweiten Ordnung sowie die Ableitungen
®u ®u Fu Fu du Ffu Fu Fu Fu
020t ' oxol?’ Ot ' 0x2dt?’ oxd® ' Ot ’ 0x20t® ’ oxatt’ otd

sind in G = {x €[0,1]

o <t<+ Oo} stetig,
b) u(0,t) =u(1,t) =0,
c) u(z, t) = u(z, t + 2=).

Diese lineare Menge schlieen wir beziiglich der in (3. 1e) eingefithrten Norm || u {|; ab.
Nach (2. 10) und L, = L(A°, 0) gilt

LoV, 2)o = (TsV, 01,
also mit y = T,V nach (2. 16), da V € N (L),
ENVIES1(TV, ToV)i | = [ (LeV, ToV), |,
wegen (4. 18a) ist dies
(4. 21) = | (PLyu, TyV)o | + | (Pg(u), ToV)o|
SHLmlloll ToV il + 1 g@) o1l ToV s

da P ein Projektionsoperator ist und || u ||, = || u ||,-

Fir
(4.22) lel+Inl= K=K,
gilt wegen (1. 10)
(4.23) 1 Lyullo = CK || u ],
Hiermit und da 7 nach (2. 12) ein auf H? beschriankter Operator ist, folgt aus (4. 21)
(4. 24) ENVIESC(Eull,+ 8@ 1)1 V Iy

Somit wegen der Definition von g(u) in (1. 1) und wegen (3. 15)

(4.25) | VIhsC(Kllull,+ 11g@ ) < CK[ulls+ llulls® + Kl follo)-

Setzen wir nun entsprechend (1.7) und (1.8) L, = L + L}, so erhalten wir aus
(4. 18a)

(4. 26) LYV = —L}V — PL,u + Pg(u).
Bilden wir nun bei dieser Gleichung das Skalarprodukt ( , L} V),, so erhalten wir
LSV |ls = (—L§V, Lg V) + (— PLyu, LY V), + (Pg(u), Ly V),
SHLGV o 1 LoV Hlo + 1l Ly llo 1 LoV llo + 11 8() 1l 1l LoV Il
SCUIVILNV I+ Ellull IV I+ 11g@) oIl V la),
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denn aus (1. 8) und (1. 9) folgt
HLyV o= C IV |I;-
Wegen (3. 8) erhalten wir dann

ITVV||§ SCUIVIL+Kllull+ g o)1l V1,
und nach (1. 1) und (3. 15)

@20) (VIEZCUVIL+ENull+ Kl follo+ 11wl 1V s

Differenzieren wir (4. 26) nach ¢, so erhalten wir

av v 0
(4. 28) L35 = — Ly + - [P{—Lyu + g(w}.
Nach (4. 5) ist P = I — (Q, somit gilt
M
P{—Lu + g(u)} = —Lyu + g(u) —”fl (”—Llu + g(u), ’Pm)o'l’m-

Dann ist

6.20) o PLutgw)=— Lo+

L+ 8@

— 3 (—Lyu + g, ¥
Wegen (4. 4), (4. 23), (1. 1) und (3. 15) ergibt sich
(4.30) | (—Lyu + g(w), v | < [l —Lyu + g(@) llo | 9" llo
<C(K|lully+ Kl follo+ lullf
Aus (4. 28), (4. 29), (4. 30), (1. 1) und (3. 15) folgt
] ).

Dann liefert die zu (4. 26) bis (4.27) analoge Rechnung bei Bildung des Skalar-
produktes von (4. 28) mit ( , LY BV) weil nach (1. 7), (1. 9) und (3. 1e)

d
@3 (70 c(1V i+ Kl + u

o

\<0@Vm+Kum+K

aV ,
ni | scuvg

ist,

+nmwnwu

Die weiteren Differentiationen von (4. 26) nach ¢ liefern analog

N:z ’ ’ aZfo
@3 (Vi c(1vis+Kilul +| 5

v,

as ! ’
w33 (7= (v i+ Kiulh+ K|S+ ey
Wir setzen
E 8, 2, || o |
T TN e e I = e RS R P

Journal fiir Mathematik. Band 232 22
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Aus (4. 25) und (4. 34) folgt dann
(4. 35) NVIE=SCEKlully + Kl folls, + llulls)™
Nach (3. 1a) und (3. 1¢) ist
IVIE=1VIE+TVIE,
also haben wir mit (4. 27), (4. 34) und (4. 35)
NVIE=CKIlully + Kllfolls, + Il ullg)>

Unter weiterer Beriicksichtigung von (4. 31), (4. 32) und (4. 33) schétzen wir dann
nacheinander || V |5, [| V ||; und || V ||; ab und erhalten schlieBlich

(4. 36) WV =CENully + Kl folls, + 11wl

Als nichstes wollen wir W, den Anteil von U in N(L,) abschéitzen. Aus (4. 18b)
ergibt sich

[ Wl S 18 L+ (1 Lau [lg + 11g @) 1) 11 9™ o
Sl +CK ulls + Kl follse + 1w lls?

nach (4. 4), (4. 23), (1. 1) und (3. 15).
Somit wegen (4. 18b) und (4. 4) und wenn

M
(4.37) 2 =2
(4.38) I Wl IWIL W IWIL=C(Z + Klully + Kl folls,+ [l w1l
mit » = 3, 4, 5.
Aus (4. 38) fiir » = 5, (4. 36), (4. 15) und (4. 16) erhalten wir dann
(4. 39) WU £ CZ + Kllully + Kl folls, + 1w ll5).

Nun wollen wir gemal (4. 19) abschétzen
(4-40) I|U1_U2”§” Vl_‘V2||+”W1“‘W2|I-

Diese Abschitzung geschieht wieder beziiglich der Norm || |5.
Aus (4. 18a) ergibt sich

Lo(Vy— V) = — PLy(u,— ) + P{g(uy) — g(uy)}
Die Abschitzungen verlaufen dann genauso wie in (4. 21) bis (4. 36), nur haben wir statt
V:V,—V, jetzt u:u,—u,
zu setzen und bei den nichtlinearen Termen statt
g) =nfo + f(u) jetzt f(u,) — f(u,),

da sich bei der Differenzbildung 7f, weghebt.

Dann erhalten wir analog zu (4. 36) wegen (3. 16)
(. 41) [ Vi—V,lls = C(K + |l uglls + 1l ugll5) || #g — uy |l

Fiir die Abschitzung von || W, — W, ||; erhalten wir nach (4. 18b)
Wyp,1 = Wiy2 = (—Lyuy + Lyug + f(uy) — f (1), ¥™)os
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da sich die ,, wegheben. Damit analog zu (4. 38) mit (3. 16)
(4.42)  NIWy—W,ll; < C(K + |l uglls + 1 ug 119) 1| uy — uy |13
Somit erhalten wir aus (4. 40), (4. 41) und (4. 42)
(4.43) U, —U,lls = C(K + [l ug ll5 + 1l ug l15) 11 uy — uy |l5.

Die Ungleichungen (4. 39) und (4. 43) sind dann die beiden Uhgleichungen, aus
denen wir schlieBen konnen, daf die beiden ersten Bedingungen des Banachschen Fix-
punktsatzes (4. 17) und (4. 19) erfillt sind. Denn wéhlen wir

1 . 1 1
. < L
(4. 44) Z=6402’ K§M1n<4c, 16Hfo||3,z)’
K <K,
so sind fiir
, 1
(4 45) i {u] w1l = 55
die beiden Bedingungen
, 1
WOl =3g¢
und
’ ! 1
CE A lulls + 1w lls) =5 =¢ <1
erfiillt.
Die dritte Bedingung (4. 20) u® € It ist auch erfiillt, denn
O — <t
” u ||5 - O = 'ga'

Wir erhalten somit fiir jedes hinreichend kleine M + 2-Tupel (¢, %, ¢,), m = 1,..., M,
von Parametern, das nach (4. 22), (4. 37) und (4. 44) die Bedingungen

M
(4. 46) lel+lnl=K=Ky, Z101=2
m=
erfiillt, eine Losung der modifizierten Aufgabe (4. 7a), (4. 7b), die nach (4. 45)
, 1
(4° 47) H u(x,t;s,n, 5m)“5 é%

erfillt.

Nun ist nicht jede Losung der modifizierten Aufgabe eine Losung der urspriinglichen
Aufgabe, sondern nur wenn noch die Verzweigungsgleichungen (4. 8)

((pm? u(x,t, &1, Cm))o':‘ Cm’ m = 1,..., M,

erfiillt sind. In allen M Gleichungen treten nur Glieder auf, die die Parameter von 1.
oder hoherer Ordnung enthalten. Es treten also keine freien Glieder auf. Somit ist

(& uB Cm) = (0, 0’ O)

eine Losung der Verzweigungsgleichungen. Wir suchen nun Losungen dieser Verzweigungs-
gleichungen in der Umgebung des Punktes (0, 0, 0), die die Bedingungen (4. 46) erfiillen.

22+
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Die in ¢, linearen Glieder von u lauten
M
2 CLng
Das bedeutet fiir die Verzweigungsgleichungen, da nach (4. 1)
(@7, ¢%)o = 0™
ist, daB sich die Glieder, die nur ,, und diese nur von erster Ordnung enthalten, auf

beiden Seiten wegheben.

Jedes M + 2-Tupel (e, 9, {,,), das die Verzweigungsgleichungen erfiillt und fiir das
die sukzessive Approximation eine Losung liefert, ergibt eine schwache Losung der
urspriinglichen Aufgabenstellung (1. 1).

Beriicksichtigen wir (4. 47), so liefert die Anwendung des Sobolewschen Lemmas in

der Gestalt (3. 3) wegen der Definition (3. 1¢) von || u ||;, daB
4 du du du Fu Fu Fu
ox’ ot dxot’' o2’ oxo?’ o

€C°(G)

sind, also wegen der Periodizitét in Co(g). Dann sind alle Glieder auf der linken Seite

der Gleichung (1. 1) bis auf das Glied —%—{au(x; 7) g—:} und alle Glieder auf der rechten

Seite in C°(5), dann mufB aber auch dieses Glied in C°(G~) sein. Somit sind alle sich nach
diesem Verfahren ergebenden schwachen Losungen auch Lisungen im klassischen Sinne.
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Dominant dimension of semi-primary rings

By Bruno J. Miiller') at Hamilton, Ontario

Herrn Professor Dr. H. Rohrbach 3um 65. Geburtstag gewidmet

The notion of dominant dimension, as introduced for finite-dimensional algebras
over fields by Nakayama [15] and Tachikawa [17], generalizes immediately to arbitrary
rings: right-dominant-dimension of R (r.dom.dim. R) > n if there exists an exact
sequence 0> R—> X, —>---—> X, of R-right-modules and -homomorphisms where the
X, are projective and injective (left-dominant-dimension accordingly). Our main result
is the equality of these two dimensions, if both are positive and if R is semi-primary
(or two-sided perfect). The observation leading to this result is the fact that the endo-
morphism-ring of the injective hull of such a ring R is an artinian ring possessing a
Morita-duality. A classification of semi-primary rings of positive dimension, analogous
to the results in [12], [13] for algebras, is then obtained.

1. Lemmata

For any ring R we fix the following notation: H is the injective hull of the R-
right-module R; A is the endomorphism-ring of H; Q is the endomorphism-ring of ,H,
the complete right-quotient-ring of R (Lambek [9]). The direct sum of the injective hulls
of the simple A-left-modules is denoted by U; B is the endomorphism-ring of ,U; so
U is an A — B-bimodule?). For an A-left- (B-right-) module X, X* means the U-dual
Hom (X, U), a B-right (A-left-) module. X - X* is a contravariant equivalence between
the categories of U-reflexive modules; and if Uy is an injective cogenerator and
Endo (Uj) = A, then these categories are closed under sub-, factor-modules and contain
the modules 4A, By; in this case we say that A is a ring with (Morita-) duality.

Rings R satisfying any of the following conditions have been called (right-) QF-3
([3], 6], [18]):
(1) There exists a minimal faithful right-module (a module which is a direct
summand in every faithful module);

(2) there exists an injective projective faithful right-ideal;
(3) there exists an injective projective faithful right-module;

(4) H is torsionless.

1y This work was supported in part by the National Research Council of Canada, Grant A-4033.
2) The corresponding quantities obtained from the E-left-module E will be denoted by H', 4, @', U', B'.
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The implications (1) - (2) = (3) = (4) hold for any ring; and if R is left-perfect all are
equivalent. A left-perfect ring has r.dom.dim. R > 0 if and only if it is QF-3 and its
right-socle is finite.

Lemma 1. If r.dom.dim. R > n, then there exists an exact sequence
0>R->X,»--->X,

of finitely generated projective injective right modules.

Proof. Proposition 2. 4 by Faith and Walker [5] shows that the injective hull of a
finitely generated module is finitely generated if it is projective. It follows by induction
that the first » terms of the minimal injective resolution of Ry, being projective if
r.dom.dim. R = n, are finitely generated.

Lemma 2. If r.dom.dim. R >0 and R = Q, then r.dom.dim. R = 2 + n if and
only if there exists an exact sequence P, ,— -+ — P,— H >0 of finitely generated pro-
jective A-left-modules P,, and Ext: (H, H) =0 for all 0 < k < n.

Proof. r.dom.dim. R = 2 + n yields an exact sequence 0> R—>H > X,—» -+ - > X,
of finitely generated projective injective R-right-modules, and the functor Hom (_, H})
produces ,Homg (X, ,, H)—»---— ;Homy (H, H)= A~ ,H -0 where ;Homy (X,, H)
is direct in @, ,Homy (H, H) = ®, 4A hence finitely generated projective, since
X, < ®; R < @, H implies that X, is direct in @, H. Applying Hom, (_, H) to compute
Ext* (H, H) for 1 < k < n, and observing

Hom, (Homy (X;, H), H) ~ X, ®, Hom, (H, H), = X, ®p Ry >~ X, ¢,

we get Exty (H,H) =0 for 1 <k < n.
Conversely the conditions imply that the sequence

0-Hom, (H, H)g—~> Hom, (P,, H)g—>* -+~ Hom, (P, ,, H)p

is exact, and since the P, are finitely generated projective and H is projective injective,
Hom, (P,, H)y is projective injective and r.dom.dim. R = 2 + n.

Lemma 3. If r.dom.dim. R > 0, then H is the injective hull of Q4 and

r.dom.dim. Q > 0.
Proof. cf. Lambek [9]; the projectivity of Hj implies the projectivity of H, since
every R-map H— R is a Q-map (dual-basis-lemma).

Lemma 4. If r.dom.dim. R >0, then H @z H* ~ U as A — B-bimodule and
End (zH*) =~ B as ring. If furthermore ,H is U-reflexive, then End (H%) ~ Q as ring.

Proof. H ®p H* ~ Hom, (Hom (H, H), U) = Hom, (4, U) =~ U since Hj is
finitely generated projective.
End (zgH*) = Hom, (H*, Hom, (H, U)) =~ Hom, (H ® H*, U) =~ Hom, (U, U) = B;
and
End (H}) = Homy (H*, Hom (H, U)) =~ Hom, (H, Hom z (H*, U))
= Hom, (H, H**) ~ Hom, (H, H) = Q.
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Lemma 5. If X, Y are similar modules (each is a direct summand in a finite direct
sum of copies of the other), then there exists a category-equivalence between End X- and
End Y-modules that carries X into Y. The second commutators of X, Y are isomorphic.

Proof. Since X, Y are both similar to X @ Y, we may confine ourselves to the
situation X ® X' =Y, Y ® Y' >~ &, X. Let ¢ € End Y be the projection of ¥ onto X
with kernel X', then End X —=eEnd Ye and X =eY. The End Y-isomorphisms
Hom (Y @ Y', Y) =~ @, Hom (X, Y) = @, Hom (¢Y, ¥) >~ @, Hom (Y, Y) e — @, End Ye
and Hom (Y ® Y', Y) =~ End Y & Hom (Y’, Y) show that End Ye is an End Y-
progenerator, with endomorphism-ring e End Y ¢ ~ End X. Therefore End Y e ®p,4x —
is a category-equivalence, and its inverse

Homy,gy (End Y e, End Y) ®pqy — >~ e End ¥V ®ppay —

maps Y onto e End ¥ ®pqpy ¥ >~ eY = X.

2. L.dom.dim. R = r.dom.dim. R

Theorem 6. Let R be two-sided perfect, and r.dom.dim. R > 0. Then l.dom.dim. R > 0
if and only if A is a left-artinian ring with duality.

Proof. Suppose first 1.dom.dim. R > 0 so we have a left-right-symmetric situation.
We observe that H, finitely generated projective implies A = End (Hj) ~ ¢ R, e where
R, is the n x n-matrix-ring over R and e is an idempotent in R,; hence A4 is two-sided
perfect and B = End (,U) is certainly semi-perfect. The number of isomorphism-types
of indecomposable direct summands of ,H* coincides with the number of isomorphism-
types of primitive idempotents of End (,H*) ~ B; similarly for 4’ and A’. Further-
more this number for A equals the number of simple A-left-modules, hence the number
of (non-isomorphic) indecomposable direct summands of ,U and the number of non-
isomorphic primitive idempotents of End (,U) = B.

The module pH* is faithful since ,U is an injective congenerator. Hence R is
contained in a direct product of copies of pH* which is injective and therefore contains
zH'. The indecomposable direct summands of H’ are injective hulls of simple R-left-
ideals; therefore each of them is mapped monomorphically by some projection of the
above product, and H* contains a copy of each isomorphism-type of such injective hulls.
Their (finite) sum in H* is direct since they have non-isomorphic socles; hence it is
injective and direct in H*. We have obtained that the number of isomorphism-types
of indecomposable direct summands of H’ is not greater than that of H*, which means
that A’ doesn’t have more isomorphism-types of primitive idempotents than A. Symmetry
implies equality, and therefore pH’ and pH* are similar.

We will show that U, is a finitely generated cogenerator; this implies that A has
duality (cf. [14]) and hence is left-artinian since it is perfect (Osofsky [16]). The isomor-
phism ,U ~ ,H ®y H* and the projectivity of pH* yield that the injective cogenerator
4U is direct in a direct sum of copies of ,H, which is therefore itself a cogenerator;
similarly H’,. is a cogenerator and so is H%, since the similarity of pH' and ,H* leads
to category-equivalence (Lemma 5). The exact functor — ®, Hj and Ry < H, give
H% < H ®y H% ~ Uy, so Uyis a cogenerator. Hom (—, H*) produces from xR < @, pH*
a B-epimorphism @, B ~ @, End (H*) > Homy (R, H*) ~ H%, hence H% is finitely
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generated. Then Uy is finitely generated because of Uy ~ H ®, H% and Hj finitely
generated projective.

Conversely we assume now that A is left-artinian with duality. As before we have
#H* injective, and it is also flat hence projective: ,H is cyclic (R < Hp and Homy (—, H)
yield an epimorphism ,A4 - ,H) hence U-reflexive, and the exactness of

Homy (—, H) = Homy (—, H**) = Hom (—, Homy (H*, U)) >~ Homy (— ®3 H*, U)
implies the exactness of — @5 H* since Uy is a cogenerator. Since ,H is artinian,

n
f} Ker & = 0 reduces to a finite intersection nl Ker ;= 0, which implies R < @, H*;
aCH* i=

hence l.dom.dim. R > 0.

Corollary 7. In the situation of theorem 6, R is semi-primary.

Proof. A left-artinian implies finite length for ,H, hence ascending and descending
chain conditions for U, (H, R) (in the terminology of Faith [4]), hence the same for
A, (H, R) which is equal to A, (R, R), the set of right-annulets of R, since R, < Hy < IIR,.
The proposition on p. 185 of [4] yields the result.

Remark. Harada [6], Corollary 1 has shown that for a two-sided artinian ring R,
r.dom.dim. R > 0 implies l.dom.dim. R > 0; therefore in this case 4 always has duality.

Lemma 8. If r.dom.dim. R > 0 and A is left-artinian with duality, then the complete
left-, right-quotient-rings Q', Q of R are the same.

Proof. Q = End (,H) is semi-primary since ,H is of finite length (Jacobson [7],
Chap. 4), H, is the injective hull of @, and projective (Lemma 3), and End (H,) = 4,
hence l.dom.dim. @ >0 and  H* similar to the injective hull of ,Q, by Theorem 6.
We get R < Q < @, H* and pH’ is direct in the injective module &, zH*:

RH’ @ RM% ®I RH*'

Therefore M is injective and an epimorphism & R—> M extends to & H'— M, con-
sequently M is the sum of epimorphic images of H’. Bourbaki ([2], §1) says that
H ® M ~ @, H* is actually a Q-decomposition (observe that the second commutator
of ®, pH* is the same as that of ;//* which is ¢, Lemma 4) and that we get an embedding
of Q into the second commutator Q' of pH’'. Then ,H* finitely generated projective
yields H* < ®, Q< ®, Q" < &, H’, and  H* is direct in @, oH’ since it is injective;
altogether H* is similar to H' as (-, hence as R-module. Therefore their second com-
mutators Q, Q' agree.

Lemma 9. Consider the conditions:

(1) R is the endomorphism-ring of a left-generator-cogenerator of finite length;

(2) r.dom.dim. R = 2;

(3) R= Q.
Then (1) = (2) = (3) for any ring; and if R is semi-primary and r.dom.dim. R, 1.dom.dim.
R > 0, then they are equivalent and equivalent to their left-right-analoga.

Proof. If R = End (;X) where ;X is a generator-cogenerator of finite length, then

C is left-artinian and possesses a left-injective cogenerator of finite length, hence it has
duality (Morita [10], Th. 6. 3). (We see that (3) is left-right-symmetric:

R = End (,X) o End (X*)
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and X* is a right-cogenerator-generator of finite length). An exact sequence
Py~ P~ ;X0 with finitely generated projective P, yields

0~ zR— Hom, (P,, X) - Hom, (P,, X),

and Homg (P;, X)p is projective since X is a generator, and injective (Morita [10],
Th. 16. 2). Hence r.dom.dim. R > 2. .

If r.dom.dim. R = 2, then H/R, is torsionless, and for every A€ H, h ¢ R there
exists «: Hp—~ Rp < Hp (hence « € A) with ak 4 0, xR = 0. Then Q ={h€H|axh=0
for all x € A. xR = O (Lambek [9]) = R.

If R = (Q = End (,H), and if the other assumptions are satisfied, then A is left-
artinian with duality and Hy, pH* are both finitely generated projective; but then

4H, HY are generators, ,H is of finite length hence reflexive, and ~ H** hence a co-
generator, by the duality.

Theorem 10. If R is semi-primary and l.dom.dim. R, r.dom.dim. R > 0, then
l.dom.dim. R = r.dom.dim. R.

Proof. By the preceeding lemma, either r.dom.dim. R = l.dom.dim. R = 1, or
both dimensions are = 2, and R = Q = Q'. Then they are characterized by Extt (H, H),
Ext¥. (H', H') (Lemma 2, observe A, A’ artinian with duality). Actually gH' is similar
to RH* and this implies (Lemma 5) Ext% (H’, H') ~ Ext% (H*, H*) which is
~ Ext% (H, H), by the duality.

3. Classification

If R is a semi-primary ring with dom.dim. R = 2, then R = End (,X) where X
is a generator-cogenerator and C is left-artinian with duality. From Morita [11] we know
that this representation is essentially unique: if C is self-basic (which we may always
assume) then C is determined up to isomorphism, and X up to semilinear isomorphism.
X is the direct sum of the isomorphism-types of indecomposable projective or injective
C-modules, and an arbitrary module Y of finite length. Hence the isomorphism-types
of these rings R are classified by the pairs (C, Y) where C is an isomorphism-type of
self-basic left-artinian rings with duality, and Y is a semilinear-isomorphism-type of
C-left-modules of finite length.

To describe rings of dominant dimension one, we introduce as in [13], for any
semi-primary ring § with dom.dim. § = 2, the class C(S) of the proper subrings R of §
which contain the identity 1 of § and appropriate injective projective faithful ideals eS,
Sf. The same argument as in [13] shows that Cy(S) consists, up to inner isomorphisms
of S, precisely of the rings Sy < R < S, where S, = Z + eS + Sf + SfeS with “properly
chosen” idempotents e, f; Z is the subring generated by 1 € S.

Theorem 11. C,(S) consists of the rings R satisfying r.dom.dim. R = l.dom.dim. R =1
and having S as their right- and|or left-quotient-ring.

Proof. If R€Cy(S) we see as in [13] (cf. Morita [10], Th. 17. 3), that R has the
stated properties. Conversely if both dimensions are one, and if § = Q is only the right-
quotient-ring of R, then A = End (Hy) = End (H,) which is left-artinian with duality,
and Lemma8 yields that the two quotient-rings are equal: §= Q= Q. In
H < &, R < @, Q which is obtained from H finitely generated projective, H is actually
a Q-submodule of &, Q: If x,, J, are dual bases for Hp, then the embedding is explicitely

Journal fiir Mathematik. Band 232 23
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H>h—(6,(h)), € ® R < & Q; and since for all z € H we have 25, € A, we get for ¢ € Q
26y (hq) = (x6,(h))g = z6,(h)q, hence 0,(hq) = &,(h)q since H, is faithful. Every iso-
morphism-type of indecomposable direct summands of H,, being the injective hull of
a simple module, is mapped monomorphically onto some X,< R < @, by some pro-
jection & Q - Q. The sum of the X, is direct hence Q-injective and of the form eQ with
an idempotent e of Q. We have eQ < R, and eQ is obviously similar to H, hence an
injective projective faithful Q-ideal.

Remark. A ring R € Cy(S) need not be semi-primary. Actually a ring R lies in
siome Cy(S) if and only if r.dom.dim. R = l.dom.dim. R = 1, and A is left-artinian
with duality. This suggests to consider in general, among the rings R with r.dom.dim. R,
L.dom.dim. R > 0, the larger class for which A is left-artinian with duality (instead of the
semi-primary R). But this class is properly larger only if r.dom.dim. R =1.dom.dim. R =1:
If one dimension is = 2, then R is equal to its quotient-ring on that side, but then on
both sides (Lemmata 9, 8) and the right-quotient-ring End (,H) is semi-primary since A
is left-artinian.

4. Examples

K K K
(1) R = Z K
K

where Z is the ring of integers and K is the field of rationals, is a ring in Cy(K,) which
is not semi-primary (cf. the preceding remark).

o[

with Z, K as before, is an example of a ring with r.dom.dim. R > 0, A = K artinian
with duality, but l.dom.dim. R = 0 (R not semi-primary) (cf. Theorem 6, Lemma 8).

(3) Let B be a semi-primary ring, Uj its minimal injective cogenerator and
A = End (Uyg); then A and hence
B 0
A=y 4l

are semi-primary. R is right-QF-3; r.dom.dim. R > 0 holds if and only if the right-
socle of B is finite; R is left-QF-3 and then l.dom.dim. R > 0 if and only if B has
duality (with A). All these cases are possible (cf. Theorem 6).

(4) The algebra R over the field of rationals generated by 1 (identity),
e, Ty k=1,2,... with €2 = ¢, e,2, = z,€,_, = &, all other products zero (Osofsky
[16]) has torsionless H, but no injective projective faithful right-module (cf. introductory
remarks on QF-3 rings).
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Structure theory for operators. I
By R. G. Douglas) at Ann Arbor, Michigan

1. We begin in this paper the study of a structure theory for bounded operators
on Hilbert space which is based on the notion of a canonical model. A canonical model
for an operator is a ““natural” representation of the operator in terms of simpler operators
in a context in which more structure is present. We do not ask of such a representation
that it make the answer to all questions transparent or even that all questions be answer-
able in terms of it. Indeed one aspect of such a study is the determination of the class
of problems which can be successfully studied in its context. Thus it should not surprise
us to find that we may need to study more than one such representation.

In the last several years a wealth of results have been obtained in operator theory
that were explicitly or implicitly based on the notion of a canonical model. We are thinking
particularly of the work of a number of Russian authors including M. S. Livsie, M. S.
Brodskii and many others (cf. [4]) showing the existence of enough invariant subspaces
for various non-self adjoint operators to establish integral representations for such
operators, of the study of B. Sz.-Nagy and C. Foias of contractions ([14], [15], [171—[24]),
and the work of L. de Branges on Hilbert spaces of entire functions and of analytic
functions (cf. [1]). (The preceding list is certainly not exhaustive and is included only
to give some idea of the kind of operator theory in which we are interested.)

We have chosen to begin which an exposition of the Sz.-Nagy-Foiag structure
theory for contractions. This is perhaps the most elegant of the model theories to date.
It is becoming clear, however, that while this theory provides a canonical model for
every operator, this representation is not adequate to answer many questions in which
we are interested. In particular, it seems to be the case that the structure of operators
which are ‘‘almost unitary’ is simpler or at least easier to discuss than that of an arbitrary
operator. The Sz.-Nagy-Foiag theory allows us, however, to study only such operators
which in addition to being ‘“‘almost unitary” are also contractions. (The technique of
multiplying an operator by a constant less than one fails spectaculary in this instance
because the resultant operator is no longer ‘“‘almost unitary”.) We plan to consider more
general models in a subsequent paper.

Our exposition of the structure theory of Sz.-Nagy and Foias is somewhat different
from that which they gave. While the difference can be thought of as mainly one of
emphasis and organization, we have been strongly influenced by several unpublished
manuscripts of de Branges and Rovnyak. Also due to personal preference we prefer to

1) This research was performed while the author was a National Academy of Sciences Fellow supported by
the Air Force Office of Scientific Research.
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adopt a more geometrical point of view toward this theory than have either Sz.-Nagy
and Foiag or de Branges and Rovnyak. We feel that a certain economy of thought is
gained in doing this and that certain aspects of the model are made more intuitive.

We do not complete our exposition of the Sz.-Nagy-Foias theory in this paper.
This will be done in a second paper, an outline of which will be found at the end of this
section. We now describe the contents of the present paper.

In § 2 we set forth certain notational conventions and describe various facts about
bilateral and unilateral shifts which we shall need. The treatment of such things actually
forms the first chapter in our study but we postpone the writing of such to a later date.
A geometrical version of the Sz.-Nagy-Foias model is defined in § 3. The universality of
this model for contractions is established in § 4, while in § 5 its relation to the strong
unitary dilation is examined. We offer for completeness a full treatment of the latter
notion based on our earlier results on canonical models. Thus we reverse the roles which
the concepts of canonical model and strong unitary dilation played in the Sz.-Nagy-Foias
derivation.

Finally, we introduce the characteristic operator function in § 6 and show how it
can be used to define a canonical model. The explicit formula for the characteristic operator
function in terms of the operator established in [22] is not mentioned. This along with
the connection of the model with analytic functions will be considered in the second
paper. A brief indication of what we plan to include in the second paper is: § 7 shift
operators and vector-valued functions, § 8 the canonical model revisited, § 9 the spectrum,
§ 10 invariant subspaces and § 11 the de Branges-Rovnyak model and its cobnection
with the Sz.-Nagy-Foias model.

We wish to express our appreciation to a number of friends who read and criticized
an earlier draft of this paper.

2. Preliminaries and shift operators. We will consider only complex Hilbert spaces
and operator will mean bounded linear operator. A subspace is a closed linear manifold
and for M a subspace of the Hilbert space §, we let Py, denote the (orthogonal) pro-
jection of § onto M. If IM is a linear submanifold of H, then we denote by [IM]™ the
closure of .

If T is an operator on § and M is a subspace of H, then M is said to be an invariant
subspace for T if T < M. If we also have TIM* < M4, then M is said to be a reducing
subspace for T. Lastly, a subspace It is said to be a full subspace for T if the minimal
reducing subspace for T containing M is O; or equivalently, M if a full subspace for
T if and only if ' contains no nontrivial reducing subspace for 7.

Let & be a Hilbert space and Ly denote the set of functions f from the integers
Z to € having the property that

3 < .

n == —

Then Lg is a Hilbert space relative to pointwise addition and scalar multiplication, and
the inner product

(he)=_ = _(f(n),glm)

The space L can also be viewed as the direct sum of countably many copies of €. Our
reasons for considering it as a space of functions will become apparent.
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There is a natural operator U acting on Ly called the bilateral shift that is defined
as follows: (Uf) (r) = f(n—1) for f in Ly and n in Z. It is easy to verify that U is a
unitary operator and that its adjoint U* merely “shifts’’ the values of a function in L
in the other direction. There is a natural identification of € as a subspace of L so that
an element x of € is mapped onto the function f, where f(0) = z and f(n) = 0 for n == 0.
We shall use P to denote the projection defined Pyf = f(0) for f in L.

Let Hy denote the subspace of L consisting of those functions which vanish at
the negative integers; more precisely, Hy = {f € Lg | f(r) = 0 for n < 0}. It is clear
that H is an invariant subspace for U and that the operator U, = U|/H is an isometry.
The operator U, is called the unilateral shift. We use H} to denote Ly © H.

If ® is a subspace of €, then there is a natural way to identify Ly and Hy as sub-
spaces of Ly and Hj, respectively. Further, it is obvious that Ly is a reducing subspace
for U while Hy is a reducing subspace for U . Moreover, it turns out that every reducing
subspace for U is of the form Hg for some subspace D contained in €. This is, of course,
not the case for U since it is unitary.

A good reference concerning the basic facts about shift operators is [8].

3. Canonical models. We give in this section a geometrical definition of the Sz.-
Nagy-Foias canonical model. This notion will be further refined in § 6 when we introduce
the characteristic operator function. Along with giving the definition we now prove a
technical lemma and then use it to establish the uniqueness of the canonical model.

Let & be a Hilbert space and U, be the unilateral shift on H. Further, let I be
a Hilbert space and F be a unitary operator on . We consider the operator U* & F
on H, @ J recalling that this is defined for f ® g in H, @ J so that

(Ut o F)(fog = Ulfe Fg

We note that the action of powers of this operator eventually decreases the norm of
the first component while preserving the norm of the second. Also from the result of
von Neumann [26] on the decomposition of isometries, it follows that (U¥@® F)* is the
most general isometry.

1f § is a full invariant subspace for U% @ F, then the operator T = (U* @ F)/&}
is said to be a canonical model. (We use the circumflex because we will want to consider

both an abstract operator 7 on § and its canonical model T on 35 in later sections and
this notation seems convenient.) The requirement that .{3 be a full subspace is imposed
to make the representation unique. It is obvious that the operator T is a contraction
and we show in § 4 that every contraction is unitarily equivalent to a canonical model.

The preceding is a geometrical form of the Sz.-Nagy-Foias canonical model which
was first suggested to us by an unpublished manuscript of de Branges and Rovnyak

(cf. [2]).

We will establish the uniqueness of the model after proving the following lemma.

Lemma 1. If 6 is an invariant subspace for U% & F on Hy & , then [PHSQ]’

and [Ps.ﬁ]“ are invariant subspaces for U% and F, respectively. More meortantly, @ isa
full invariant subspace for U* @& F if and only if each of [Pﬂsﬁ] and [Pa.@] is a full
invariant subspace for the operators U* and F, respectively.
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Proof. 1t is obvious that [P Hg 5]- and [Py :‘i)]‘ are invariant subspaces and that
if at least one is not a full subspace then neither is § since these statements do not depend
upon the special nature of U% and F but are valid for a direct sum of arbitrary operators.

Assume that & is a reducing subspace for U* & F containing .i) Then for f @ g
in @ we have

0@ ¢=lim (U, & F*" (UL @ F)" (f@g) is in ®

so thal [ Pg®]~ is contained in @&. This implies [Py, ®] is contained in @. But [Py, &]
reduces U% and contains [PHSQ)]‘, while [Pg®]™ reduces F and contains [Py S:)]‘.
Since [Py ﬁ)]‘ and [Pag)]' are full subspaces, it follows that [Py, ®]” = Hy and
[Py@®]” = J so that $ is a full subspace for U* @ F.

We now consider the uniqueness of canonical models. Suppose T = (Uf,. ®F) /@‘,

where @1 is contained in Hy @ J,, and 7', = (UJ, @ F,) /i)z, where &)2 is contained in
H, & J,, are canonical models so that T is umtarlly equivalent to T,. Let y be an

1somorphism from :@1 onto 52 for which y T, = T,y. We will show that y can be extended

to an isomorphism I' from Hy ® J; onto Hy @ J, so that ]161 52, I'Hy, = Hg,,
roy, =Uvy, INrg, =3, and FF = F,I. Canonlcal models related in this way are
said to be isomorphic.

The extension I" of y is defined for {f,})_, in §)1, so that

N N
F( gr;(UJA+ 52 F’f)”]‘n) = 150 (U2+ @ Fg)”an'

An easy computation

‘3 ((Us, ® FY)"ph, (Us, ® F5™1,)

n,m=0

Ir( = w.orm)

= 27 (me (UL, ® F)™ '”fm)+ 2? (7’ Uy ® F)" " fus 1)

an n<m

V 2
S (U, © F)'fs

N
n=0

using the fact that both U,, @ F} and U,, & Fj are isometries, shows that I' can be
extended to an isomorphism between the minimal reducing subspaces for Uf, & F|,
and U¥, & F, containing ,&51 and ,62, respectively. Thus, since both 51 and 52 are full
subspaces, I' is an isomorphism from H, & J, onto Hy @ J, which extends y so that
U, e F,)= (U5, ® F,)I.

Hfogisin Hy@J,and I'(f® g) =h®kis in Hy & J,, then

Iroeg = F[llm(U1+®F*) (U, o F)"(f® 8]
=lim (U,, ® F)* (U, @ F))" (h® k) =00k

Thus the remaining properties of I" are easily established and we have proved:

Lemma 2. Two canonical models are unitarily equivalent if and only if they are
isomorphic.
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We state this as a lemma since it will be incorporated into the statement of Theorem 1
in the next section.

4. The representation theorem. Let $ be a Hilbert space and T be a contraction
on 9, that is, T is an operator on § so that || 7 || < 1. We show in this section that T
is unitarily equivalent to a canonical model. Toward this end we need to define several
auxiliary operators and spaces.

Let D denote the positive square root of / — 7*T and D denote the closure of the
range of D. Let @ be a Hilbert space isomorphic to ® and let 4 be an isomorphism from
® onto & Further, let U be the unilateral shift on Hg. This will be the unilateral shift
in the canonical model. Consider the mapping ¢ from 9 to Hg defined so that for f in
9 and n in Z we have (¢f) (n) = ADT"f. We must show of course that ¢f is in H,,
but we postpone this till later.

We next obtain the unitary operator F in the canonical model we are constructing.
From the operator inequality 7*"(/ — T*T) T" = 0 which holds for each positive integer
n, it follows that {7*"T™}°_, is a monotone decreasing sequence of positive operators.
Thus there exists a positive contraction 4 on $ so that A? is the limit of the sequence
{T*" T2 , in the strong operator topology. This operator is seen to satisfy the identity
T*"A2T" = A% Let A denote the closure of the range of A4, let & be a Hilbert space
isomorphic to %, and let u be an isomorphism of A onto J*.

Consider the mapping F, defined on the image in J* of the range of A so that
for f in § we have F _(uAf) = uATf. The following computatlon shows that F_ is
not only well defined but is isometric: for f in § we have

N F (AN = || ATf||* = (T*A*Tf, f) = || Af |I* = | wAS II"

Thus F, can be uniquely extended to an isometry on {*. Now every isometry has a
unique minimal extension to a unitary operator. Let F on 3 be such for F, on S* that
is, J* is a subspace of  and F is a unitary operator on J so that F, = F/ , and let
4 now denote the isomorphism from % into .

Define a mapping ¢ from $ to & so that for f in $ we have yf = uAf. The following
computation shows that not only are the mappings ¢ and ¢ well defined but that the
mapping ¢ = ¢ ® y from $ to Hy, @ J is an isomorphism. For f in § we have

&7 1= 1t 1+ 11 pf 11
N
— lim | 21 DT 1+ 11411

N-o>ow
— lim { 3 (T — T*T) T, f)}+ | Af |2
N—>o n=0

= 12— Jim (PYHTY ) 4 (A%, f) = ]

Thus £ is an isomorphism from 9 into H,3 ® J and another simple computatlon shows
that £ T = (U% & F)é&. Hence, if we let ,E) denote the range of &, then .i) is an invariant
subspace for U* & F and T = (U* & F)/9 is unitarily equivalent to T. It remains

only to show that f) is a full subspace for U* & F in order to conclude that T is unitarily
equivalent to a canonical model.
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Consider the linear manifold PHLA@ and let Hg where & is contained in &, be
minimal reducing subspace for U* containing P 6 Then & contains the image under
4 of the range of D. Since the latter is dense in &, [Py 8@]‘ is a full invariant subspace

for U* . Similarly, the linear manifold Psg) contains the image under u of the range
of A so that [Py9]™ contains J*. Since F is the minimal extension of F, we have that

[P%&T)]” is a full invariant subspace for F. Thus we have shown that T = (U* & F)/SS
is a canonical model. Combining this result with Lemma 2 we have:

Theorem 1. Every contraction is unitarily equivalent to a unique canonical model.

We now make several remarks after which we will conclude the section with a result
concerning the connection between an operator and its canonical model.

The above theorem is due to Sz.-Nagy and Foiag [22]. Our construction, however,
is based in part on a construction of de Branges and Rovnyak [2]. This theorem and its
proof also generalizes results due to Rota [10] and Foias [5].

Before continuing let us comment on our use of the auxiliary spaces & and J7.
The reason for doing this is that from the natural identification of $ with § we obtain
an identification of ® and U with subspaces D and A of H, & J. These subspaces do

not, however, coincide with € and J* so we distinguished at the start between ® and
¢ and between % and §* to avoid a possible source of confusion.

We conclude this section with the following corollary. It is this case which appears
in [2].

Corollary. Let T = (U* & F)/&A), where &3 is contained in Hy & § be the canonical
model for the contraction T on §. The subspace § = {0} if and only if the sequence {T"}_,
converges strongly to 0, while the subspace & = {0} tf and only if T is an isometry.

Proof. The proof is immediate after we notice that A = 0 if and only if the sequence
{T™>_, converges strongly to 0 and this follows from the identity || Af || = lim || T"f ||
which holds for f in 9. nre

In particular, if T is a strict contraction (|| T' || < 1) on 9, then the Corollary applies.

5. Strong unitary dilations. In this section we introduce the notion of a strong
unitary dilation, establish its existence (using the existence of the canonical model) and
uniqueness, and lastly, examine certain aspects of its relation to the operator itself.
The latter analysis will be used in § 6.

Let W be a unitary operator on the Hilbert space &, $ be a subspace of &, and
T be the compression of W to , that is, T = P W/[9. Then W is said to be a strong
unitary dilation of T if T™ = P W™|§ for all integers n, where we define S™ for an
operator § so that

{S” ifn=0
S™ = .
S* " if n <0

The notion of strong unitary dilation is due to Sz.-Nagy [14] where he establishes
the existence and uniqueness of such for all contractions. This notion specializes the
concept of weak unitary dilation introduced by Halmos [7] for which only 7' = P, W9
is assumed.

Journal fiir Mathematik. Band 232 24
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If W on & is a strong unitary dilation of 7 on § and &, is the minimal reducing
subspace for W containing $, then W/, is also a strong unitary dilation of 7. If & = &,
then W is said to be minimal. We first establish that if a contraction has a minimal strong
unitary dilation, then it is unique. The argument is very similar to that given for Lemma 2
and will be only sketched.

If W, on & and W, on ®, are each minimal strong unitary dilations of 7 on 9,
then define a mapping I" from &, to &, so that for each subset {f,}2__, of § we set

N N
r( z Wit)= X Wil

n=—N n=—1

An easy calculation shows that I"is well defined and isometric, and hence can be extended
to an isomorphism from &, onto &, for which I'W, = W,I" and I'/9 is the identity.
Two such unitary dilations of T are said to be isomorphic. Consequently, we can speak
of the minimal strong unitary dilation of a contraction after we have established that
one exists. What we actually show is that each canonical model has a minimal strong
unitary dilation.

Let 7 = (U @ F)/f) be a canonical model with .5 contained in Hy, @ J. The
minimal strong unitary dilation of 7 is W =U*@® F on & = Ly, & 3. To see this let
f ® g bein §; then for n = 0 we have

[Pg(U*® F)"— T (f @ g) = P[(U*" — U f@ 0] = Py(PuiU*"f @ 0) =0

since H} is orthogonal to 6 Thus 7" = Py W”/.§ for all positive n and taking adjoints

~

we have T*" — Py W*”/,§ so that W is a strong unitary dilation of T.

Now suppose ﬁo is a reducing subspace for 14 containing é Iffedgisin §>, then
(U* ® F)" (f ® g) is in D so that

0@ ¢ = lim (U@ F*" (UY @ F)" (| ® )] is in R,

Thus [Py o ‘6]‘ and [Psg)]‘ are contained in S?'t“o and because the latter is a full invariant
subspace for F' we have  contained in ﬁo. Further, since SA?O ~ Lg contains pH2§ and
reduces U, and U, = U/H,, we have \_/0 Uﬁ_[Pﬂgé] contained in ﬁo. The latter is a
subspace of Hy, which both reduces U* and contains Pﬂg‘é; thus it mus be Hg. Since

A~

Hg is contained in ﬁo, the subspace L, is also. Hence & = f%o so that W is minimal
and we have proved the following theorem.

Theorem 2. Every contraction has a unique minimal strong unitary dilation. More-
over, the minimal strong unitary dilation of the canonical model T = (U% & F)|9 is
W=U*®F on L, ® 3.

We begin our analysis of the relation between T and W with the following lemma.

_Lemma 3. The subspace % ® ﬁg is the minimal invariant subspace for W contain-
ing 9.
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Proof. Let & denote the minimal invariant subspace for W which contains @
If fogis 1n.§)w1thf1n H, and g in §, then

W(®g = Utf e Fg = (U*f® Fg) + (P af U*f & 0)

so that W(f ®g)isin é ® Hf. Thus 6 ® Hi is an invariant subspace for W and there-
fore contains .

Further, since T (feg) =(U¥fo Fg) is in @, then
(P U*f@0) =W(og—T( oy

isin @ for f ® g in @ If we let  denote the closure of the manifold {f(0) | f ® g in {)},

then @ is easily seen to be contained in Hy & § However, s;, is a full subspace for
U* @ F while Hy @ J is a reducing subspace for U% @ F so that § = Q. The identity
]‘(O) = UPyLU*f which holds for f in Hy shows that 3 contains U*E and since @ is

an invariant subspace for U* we can conclude that ® contains H}. Thus & = @ ® Hl
and the proof is complete.

Before continuing we wish to compare the preceding lemma to a result of Sarason.
If B is an operator defined on a Hilbert space ®, 9 is a subspace of & and P is the
projection onto §, then § is said to be a semi-invariant subspace for B if PB"P = (PBP)"
for n a positive integer, that is, if B is a strong dilation of the operator PBP defined on
9. In [11] Sarason showed that § is a semi-invariant subspace for B if and only if there
exist invariant subspaces It and N for B so that N < M and § = M © N. The preceding
lemma establishes one half of this result for the special case of minimal strong unitary
dilations. We point out that it would be possible to use Sarason’s result along with the
existence of a strong unitary dilation for a contraction and the structure theorem for
isometries to reach this stage of our progress toward the Sz.-Nagy-Foiag model.

We next obtain a further decomposition of the space . Observe that the adjoint
T* is also a contraction on $ and so has a canonical model and minimal strong unitary
dilation based on it. If we let I7V on ﬁ* denote this minimal strong unitary dilation of
T*, then W* 1s also a minimal strong umtary dilation of T and so must be isomorphic
to W on & by Theorem 2. Now we can write W* = U¥@® F, acting on 5@* Ly, @ Jx-
If we identify & and R* using the isomorphism of Theorem 2 we have L¢; contained in
® and the bilateral shift Uy on Lg, is the restriction of W to Lg .

Since the bilateral shift U is the restriction of W* to Ly, U and U, act on & in
“opposite directions’’. The concept of characteristic operator function is made more
intuitive, however, if the two bilateral shifts involved act in the ‘“same direction”. In
particular, it can be thought of as an analytic operator valued function in this case.
Therefore, we proceed to “‘turn Lg; around”. This involves two things; firstly, we con-
sider the mapping n—>-—n on the domain and secondly, we shift the coordinates by
one. The use of the notation Lg; for the original function space and L, for the altered
one is strictly speaking not quite accurate. We observe, however, that in view of the
convention adopted in § 2 identifying €, and &, as subspaces of Ly and Ly, , respectively,
¢, and &, are not the same.

Being more pre(nse we imbed L, in ® so that the function f in Lg, is mapped
onto the function f in Lg; defined f r) = f(— n—1) for each integer n. The bilateral
24*
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shift Uy on L, is equal to W | Ly, and under this transformation Hy, is mapped
onto Hy,.

We add that the relation between Ly and L, is complex and it is this relation we
study in the next section with the aid of the characteristic operator function. The following
lemma establishes the promised decomposition of K.

Lemma 4. § = H, @ § & Hj.

Proof. This identity is verified by showing that H,, & é = Hy & J. Observe first
that a subspace of Hy, @ J is invariant for W* = U @ F* if and only if it is invariant
for U, & F*. Therefore, the minimal invariant subspace for W containing ,6 must
reduce U% @& F and hence must equal H, & 3 since 5 is full. On the other hand from
Lemma 3 it follows that Hy @ (= Hf, @ @ is the minimal invariant subspace for
W*(— W*) containing .ﬁ) Thus the result follows.

Note that each of the subspaces & and &, is a wandering subspace [8] of W. The

preceding decomposition of ® appears in [9] and [19], and is the geometrical key to
the Schaffer matrix construction of the minimal strong unitary dilation of a contraction
[12], and especially to the modification of that due to Sz.-Nagy [16]. We again point out
that an alternate approach to this theory could be based on the Sz.-Nagy construction
in [16].

We conclude this section with a final lemma after we introduce the following
terminology. A contraction T on the Hilbert space O is said to be completely nonunitary
if for no nontrivial reducing subspace I for T is T/ a unitary operator. It is easy
to show that the subspace (f/Af = A f = f} of § is the largest reducing subspace for
T on which the restriction of 7 is a unitary operator and that 7' is completely nonunitary
on its orthogonal complement. The existence of such a decomposition is due to Sz.-Nagy
and Foiag [18] and Langer [27] and reduces the study of contractions relative to many
questions to the study of completely nonunitary contractions. We identify the completely
nonunitary part of a canonical model in the following lemma.

Lemma 5. If T is a canonical model on fg, then Ly ~ L}, = EIR is the largest reducing
subspace for T for which T/E)R is a unitary operator. In partwular, Tisa completely non-
unitary contraction if and only if Ly 4 Ly is dense in R.

Proof. The subspace M is a reducing subspace for W which is contained in ;{3 by
Lemma 4. Thus T/ is a unitary operator. Moreover, if N is a reducing subspace for T'

for which f/?)l is a unitary operator, then it follows that ! < J and similarly % < J,.
Therefore, N is contained in M and the lemma follows.

Essentially this result appears in [19].

6. Characteristic operator functions. We consider in this section the characteristic
operator function of an operator and its relation to the canonical model. We introduce
this function in terms of the model and leave the derivation of the explicit form for it
in terms of the operator to a later paper. Also we continue to stress the geometry of the
situation and we will not at this stage consider any analytical aspects.

We first define the abstract notion of a characteristic operator function and show
how we can use it to define a canonical model. Secondly, we show how to obtain from
a canonical model a characteristic operator function so that if we repeat the first step
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we will obtain an isomorphic model. We state these results as Theorem 3 and then derive
several corollaries.

Let € and €, be Hilbert spaces and ® be an operator from Lg, to L satisfying:
M llell=1, @2 6U,="U06, (3) OH;, = Hg, and (4) for 0 =z in G, we have
| PeOzx || < || z ||. Such a triple (G, €,, @) satisfying (1), (2), (3), and (4) is said to be
a characteristic operator function. Condition (4) corresponds to the “purity” hypothesis
of Sz.-Nagy and Foiag [22] and is imposed to obtain uniqueness.

We now proceed to obtain the canonical model defined by (€, ,, 0).

If A denotes the positive square root of 7 — O*6, then A4 is a positive contraction
on Lg, which commutes with U}. Moreover, if we let A denote the projection of L,
onto the closure of the range of 4, then A commutes with Uy, a Lg, is a reducing sub-
space for Uy, and V = U:/A_L@' is a unitary operator. Consider the operator U* @ V
on H; @ AL, and the subspace

9 = (Hy ® ALg) © {0f ® 4f/f in Hy).

Further, define the mapping ¢ from Lg to L; @ ZL@‘ so that for f in Ly we have
{f =0f ® Af. Then { is an isomorphism for which (U, = (U & V*){ so that (Hy, is
an invariant subspace for U, & V*. But 9= (Hg @ZL@‘) © (H, so that 9 is an
invariant subspace for U% @ V and it remains only to show that i) is a full subspace
for U* & V to conclude that U* @ V/;% is a canonical model.

The subspace $ is a full subspace for (U% @ V) if and only if {Oh & Ah/h in Hg}
contains no nontrivial reducing subspace for U% @ V. If the vector Of @ Af is in a
reducing subspace for U% & V contained in {9k & Ak/h in Hg}, then so is

0@ Af :il’?o (U, ® V" (U* & V)" (Of ® 4/)].

If Af = 0, then there exists g in Hg, so that ®g = 0 and 4dg = g = Af. Therefore, the
subspace {g/g in Hg, and Ag = g} contains a nontrivial reducing subspace for Uy since
its image under { does for 0 @ V. This is impossible since Hy  contains no nontrivial
reducing subspace for Uy so that we must have Af = 0.

If Af = 0, then O*@f = f so that subspace {0f @ 0/f in H, and @*@f = f} contains
a nontrivial reducing subspace for U% & 0. Thus there exists x in € and g in Hy, so that
Og = x and O*@g = g which implies || PcOg || = || g ||. If we set g =y + U,h, where
yisin €, and hisin Hg., then PgOg = POy + P;OU,.h = P;Oy 4+ P;UOh = POy,
since UOh is in UOHg < UHj and the latter subspace is orthogonal to €. Moreover,
the resulting 1nequahty Nyll = || PeOy |l = || PsOgll = 1lgll 1mphes §=1Y. This
contradicts (4) so that .i) is a full subspace for U* & V and T = Uu* & V/@ is a
canonical model.

We remark before continuing that the canonical model just constructed is a com-
pletely nonunitary contraction. To see this observe that it follows from Lemma 4 and
the uniqueness of canonical models that for T we have Ly, = Lg and Ly, = (L, so
that [Lg + L 1™ = [Lg 4 (Lg,]” = Lg ® 4L, and T is completely nonunitary by
Lemma 5.

We have thus shown how to define a canonical model in terms of a characteristic
operator function. We now go the other way. Starting with a canonical model we define
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a characteristic operator function for which the previous construction recovers an iso-
morphic canonical model. This will establish a one-to-one and onto correspondence
between canonical models of completely nonunitary contractions and characteristic
operator functions.

Let T be a completely nonunitary contraction on $, D be the positive square root
of I — T*T, and D, be the positive square root of I — T'T*. Further, let ® and D,
denote the closures of the ranges of D and D,, respectively, and let 4 and 1} denote the
isomorphisms from ® and D, on to & and  defined in § 4. (To recall the definition
of {, and its relation to &, see the discussion preceding Lemma 4 in § 5.) The mapping
Ay = Uy 2y is an isomorphism of D, onto L,.

Let A and 4, be the unique extensions of 1 and 1, to mappings from Ly and Ly,

into ® so that each is an isomorphism for which AU = W*A and AU, = W*A*. The
ranges of 4 and A, are L, and Ly . Let @ denote the operator from Lg_ to Ly defined
O = A*A,. Then (D, D, O) is the desired characteristic operator function.

We first establish that it satisfies (1) — (4). It is easily seen that (1) || @ || < 1 and
(2) ©®U, = UGO. Further, the relation (3) ©Hy < Hy holds because

OH, = A*H, < A*(H, ® 3) = Hy,

where the inclusion follows from Lemma 4. Lastly, if z is in D, so that || PyOz || = || z ||,
then || Padyx|| = ||z || = || Ayx||. Thus, A,x is in Hy_ and also in £ so that Hg,
where & is the subspace of & spanned by 4,x, is orthogonal to % by Lemma 4. Then
Hy is a reducing subspace for U* & F orthogonal to .§) and hence must be trivial since

.% is fulll Thus z=0 and we have established (4) if 0 &=z is in D,, then
|| Pa@z || < ||z ||. Therefore, (D, Dy, O) is a characteristic operator function and we
next show that the canonical model it defines is unitarily equivalent to 7.

Consider the mapping @ from ALy to & defined so that for f in Ly, we set
o(df) = (A, — AO)f = (I — P,_g)/l* f- We show that w is well-defined by proving that
it is isometric as follows: for f in Ly, we have

N II*= 11 (T — Pr)Axf II* = | Auf |IP— || Pryduf |V
= [ f1I*— (P Auf, Af) = [ 12— 11 @1 I = [ 4] |I*.

Thus o can be extended to an isomorphism from A Ly, into J = (I — Pp) ®. Let Q
be the isomorphism A & o from Ly & 4Lg into . Note that Q(U* @ V) = (U* & F)Q
and it remains only to show that Q is onto and to identify the ‘‘subspaces :@” in each
model.

If fis in Lg,, then A}f is in Ly and Q(0A}f & AAff) = f so that Lg is in the
range of Q. Since T is completely nonunitary it follows from Lemma 5 that £ is onto.
Moreover, it is clear that 2 takes the subspace {Of ® Af/f in Hg } of Ly @ ZILQ. onto

H, and Hj onto H} so that “Q9 — §”. Thus the canonical model defined by
(D, Dy, ©) is isomorphic to the one we started with which was unitarily equivalent to 7'
We can summarize what we have established in the following theorem.

Theorem 3. If T is a completely nonunitary contraction on the Hilbert space 9,
D= [I/I —T*T 9]°, and D, = []/I — TT* §)~, then there exists a characteristic
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operator function (D, Dy, O) so that T is un_itarily equivalent to the canonical model defined
by (D, Dy, 0). Thatis, 1f 4 = VI — O*0 , A is the projection onto [ALy 17, V = U:/ZLSD.,
and = (Hy @ ALy,) © {Of ® Af|f in Hy }, then T is unitarily equivalent to (U* & V)/:{j).

Moreover, two completely nonunitary contractions are unitarily equivalent if and only if
their characteristic operator functions are isomorphic.

Proof. We have proved everything except the last statement which will follow
from our earlier uniqueness criterion in Theorem 1 after we have defined what we mean
by isomorphic characteristic operator functions. Two such (D, ®D,, 0) and (€, €, , D)
are said to be isomorphic if there exist isomorphisms & and &, between ® and € and
between ®, and €,, respectively, so that the isomorphisms & and £, which & and &,
establish between Ly, and L and between Ly and L, are such that Z0 = @5,

It is easy to see that isomorphic characteristic operator functions yield unitarily
equivalent models and only a little harder to show that unitarily equivalent models
yield isomorphic characteristic operator functions. We leave the details to the reader.

It goes almost without saying that the preceding theorem is due to Sz.-Nagy and
Foias [22].

Before continuing we want to say something about the relation which exists between
the characteristic operator functions for 7" and T*. If (D, D,, O) is the characteristic
operator function for 7, then (D, D, @) is the characteristic operator function for T*,
where @ is defined from Ly to Ly as follows: for f in Ly we have

@7f) (n) = (@*) (—n—1)

where fNis defined as in the paragraph preceding Lemma 4. In other words, we are
“turning around” both Lj and Ly . We will have more to say about this in our next
paper.

We next establish several corollaries to our theorem. Before stating the first we need
to give a definition. A unitary operator is said to be absolutely continuous if it is unitarily
equivalent to the restriction of a bilateral shift to a reducing subspace. The usual defini-
tion is that the spectral measure of the unitary operator is absolutely continuous with
respect to Lebesgue measure on the unit circle. That this is the case for a part of a bi-
lateral shift is obvious and it is a theorem that an absolutely continuous unitary operator
can be extended to a bilateral shift.

Corollary 1. The minimal strong unitary dilation of a completely nonunitary con-
traction is absolutely continuous.

Proof. Tt follows from the Theorem that the minimal strong unitary dilation of
a completely nonunitary contraction T is unitarily equivalent to (U* & U})/Ly & ALg, .

This result is due to Sz.-Nagy and Foias [18], [19]. See [11] for a proof based on
the notion of semi-invariant subspace.

Corollary 2. Let T be a completely nonunitary contraction on 9. If either of the
sequences {T™}=_, or {T*"}>_, converges strongly to O or if one of the spaces ® and D is
infinite dimensional, then the minimal strong unitary dilation of T is a bilateral shift.

Proof. 1f the sequence {T™}>_, converges strongly to 0, then J = {0} by the Corollary
to Theorem 1 so that 4 = 0. Thus the minimal strong unitary dilation of T is U* on
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Lg. Similarly, if the sequence {7T*"}°_, converges strongly to 0, then the minimal unitary
dilation of T is U, on L.

Assume now that ® is infinite dimensional and its dimension is greater than or
equal to that of ®,. Then the multiplicity function [6] of (U* @ Uy)/Ly & ALy, is
easy to describe: it takes the value O at sets of Lebesgue measure 0 and the cardinality
of D at sets of positive measure. It is not too difficult to show that any unitary operator
with a multiplicity function of this form is a bilateral shift. We will not carry out the
details of this, however, for it would take us too far afield.

This result is also due to Sz.-Nagy and Foias and generalizes as Corollary 1 does
also, a result of Schreiber [13] which states that the minimal strong unitary dilation of
a strict contraction is a bilateral shift having multiplicity equal to the dimension of the
space on which the contraction is defined.

We add that it is possible for the minimal strong unitary dilation of a contraction
to be a bilateral shift with none of the hypotheses of Corollary 2 holding. Consider, for
example, the canonical model defined by the characteristic operator function (D, D, )
with each of ® and ®, one-dimensional and @ equal to one half times the natural iso-

morphism of Lg. onto Lg. In this case 4 = I.

Corollary 3. Let T be a completely nonunitary contraction on 9 and (D, Dy, O) be
its characteristic operator function. Then (1) O is an isomorphism (co-isomorphism) if and
only if the sequence {T™}>_ o ({T*"}_,) converges strongly to 0 and (2) © is an isomorphism
from Lg, onto Ly if and only if both of the sequences {T"};"_, and {T*"}_, converge
strongly to 0.

DProof. From the Corollary to Theorem 1 it follows that & = {0} which is equivalent
to 4 = 0 if and only if the sequence {T"},;>_, converges strongly to 0. From this and the
fact that 4> = I — @*0@ = 0 if and only if O is an isomorphism the result follows.

Corollary 4. If T is a contraction on 9 for which the sequence {T™}7_, converges
strongly to 0, then T is unitarily equivalent to a model of the form U% |[Hy © OH,, .

Added in proof: Since this paper was submitted a detailed exposition of this theory
has been given in the book of Sz.-Nagy and Foias entitled Analyse Harmonique des
Operateurs de IEspace de Hilbert, Budapest-Paris.
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Means over countable semigroups and almost-periodicity in [’

By Hans Giinzler in Gottingen

The space I = I*(V) of all sequences with absolutely convergent sum has among
general Banach spaces many special properties; see for example Day [6], p. 31, (12),
p- 33, corollary 2 and 3, Lindenstrau8 [15]'). Another one has been added recently by
Amerio [2], [4] Ricci and Rizzonelli [19]: If f is a function defined on the reals R with
values in ', then f is norm almost periodic if and only if it is almost periodic in the weak
topology. In the following we will generalize this to arbitrary semigroups S instead of
R and somewhat more general locally convex range spaces instead of 1"

We want to proceed similarly as in the case S = R. First it is enough in the situation
considered to show that weakly a. p. functions f have totally bounded range f(S) (theorem
3 below). This in turn will follow with the approximation theorem for a. p. functions on
semigroups, if the weak spectrum of f is at most countable. For § = R the latter has
been shown by Amerio [2] using the fact that the mean M (g) of an arbitrary continuous
a. p. function g is determined by a sequence M, of operators independent of g,

n
M, g:= % f g dt. Here the analogy breaks down, even for groups no such sequences

A
M, are known and probably do not exist in general?). Fortunately, by a contradiction

argument it is enough to treat countable semigroups, and here the existence of such
M, can be demonstrated; for groups this would be a purely combinatorial matter, in
the semigroup case one has to work with unitary representations (§ 1). Thus, for countable
semigroups a theory of a. p. functions with values in a locally convex space E is possible
if E is only sequentially complete, topological completeness is not necessary.

Simultaneously we treat the connection between weak and strong continuity for
functions in E generalizing I' and which are connected with quasi-Montel spaces (§ 2).

The results of Jacobs [10] about equivalence of weak and strong almost-periodicity
(see also DeLeeuw and Glicksberg [7]) are of course not applicable in our situation: I' is
typically non-reflexive, S need not have a unit, the functions considered are in general
not of the form f(s) = sz,, s (bounded) operator in E. There exist even weakly a. p. f
defined on the integers with values in the Hilbert space /> and with a. p. norm || f ||,
but which are not norm a. p.; see also the counterexamples after theorem 4 below.

1) Compare however with Bessaga and Pelezynski [22].
2) In the meantime the non-discrete case has been treated by Davis [23]; see also the references cited there
and Emerson and Greenleaf [24].
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Our terminology is that of Day [6], Kelley [11], Kothe [13]. Some of the lemmas
following are probably known, since we could not find them in the literature we have
indicated their proofs for the interested reader.

§ 1. Means on countable semigroups

A semigroup S here means a set of elements a,b,...,s,... for which a binary
operation § X §— S is defined which is associative. For any such S which is also a
topological space, and for any uniform space U, A(S, U) denotes the set of all almost
periodic (a. p.) functions f: § - U in the sense of [8]: f is a. p. iff f is continuous and for
every neighborhood V of the uniformity there exists a partition P,,..., P, of S,

S = U Pm, such that whenever for some ¢’, d’, z,y € §,, ¢’xd’ and ¢’'yd’ are in the same

p,, then (f(czd), f(cyd)) € V for all ¢,d €S, for which czd and cyd€S. S,:= S if S
has a unit u (us = su = s for all s€ ), elsewise §, denotes the semigroup obtained
from S by formally adjoining a unit. If §= Su in the discrete topology and
U = C = complex numbers, the above definition coincides with the one introduced by
Maak [17], for groups it is equivalent to the usual one.

If U= FE is a locally convex and topologically complete complex linear space,
then one has on A(S, E) a unique mean M: A(S, E)—> E which is linear, invariant,
normalized and continuous with respect to uniform convergence on S.

A sequence A, A,, ... will be called mean-determining for S iff each A,, is a finite
sequence consisting of elements from S such that for each E as above and each f € A(S, E)
one has

(1) M(f) = lim M(f, 4,),
where

2) M(f, A): lA P Zf(a), | A | := number of elements in 4.

Multiplicities are allowed, i.e. 4,, may contain an a say k& times, this a is then to be
counted k times in | A | and the sum.

We will first prove
Theorem 1. Any at most countable semigroup has a mean-determining sequence.

The essential point here is that a countable number of A4,’s suffice, independent
of E. A similar statement with nets (4,);.; and arbitrary semigroups is quite trivial.
For special S, for example free countable (semi)groups, one can exhibit such (4,,) ex-
plicitly, with even a stronger property and without multiplicities (see the remarks after
lemma 3 below). For the proof we need some lemmas:

Lemma 1. Let M be a set of k complex unitary n x n matrices Uy, ..., U, which
. . 1
is irreducibel, i. e. admits no invariant subspace =+ (0), =+ C"; define V:——--k—f‘_,' U,

denote with || A || the operator-norm sup | Ax| of a linear operator A:C"->C"
|z]=1

|:1:|2:=.£J|:c,|2 for z€cC" If then ||V™||=1 for all m natural, n=1 and
1

U,=U,="="U,.
26*
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Proof. There are z,€C" |V"2,|=1=]z,]|, m=1,2,...; choose Lo, > Yoo
|yol =1. Since || V"] < < 1 for each m, | V" y0|—>1 and therefore | V'”yol =1,
m=201,.... Now if z;,...,2,€C" z, &= 0, and %72,; 1Zl'lzll,zi—,utzlwlthreal

k k
pi=0,i=1,..., k Hence ‘ ? Ui(V'yo) | =k = %: [U(V™y,) | gives U (V"y,) =V""y,
I
for all m,t, or Ul'y,= V™y, for m =0,1,..., i=1,... k, where y, &= 0. Define
={yeC": Uly="V"y for i=1,...,k m=0,1,...}, a linear subspace of C" of
dimension = 1. One easily sees that U,L=L, t=1,...,k and thus L = C",
U, = -+ = U,. Again using the irreducibility of (U,, ..., U,), n has to be 1. —
Lemma 2. If M = {U,, U,,...} is a countable irreducibel set of complex unitary

n X n matrices, then there exists a natural ny such that Uy, ..., U, is irreducibel.
This follows by a simple contradiction argument, using that C” is locally compact.

With S, we denote the free semigroup with a countable number of generators
$13 8z, -+ .. S, consists of all words s =s; -5, with m,1i,,..., i, natural =1, and
the obvious definition of multiplication, it is equipped with the discrete topology. S, has

no unit, s = s* iff m = m*, i; =¥, j=1,..., m; m is the length of s.
Lemma 3. S, has a mean-determining sequence.

Proof. Let Ay ;:= {s;s, - - s;5: s word of length %*, with generators s,, . . ., s, only},
and put

3) A,:=U U 4,,

The A, ,; appearing in the A, are mutually disjoint, so 4,, < §,, one has multiplicities 1
only, 4, <A, , for all m (but i}Am =+ Sw). Because of the approximation theorem for
A(S, E) it is sufficient to show 7rl;l—)n<lx> M(B, A,) = M(B) = 0 for each coefficient g = g,;
of a unitary irreducibel finite-dimensional representation U = (8,;) of S, which is +1
(compare with [8]). Now | 4,, |, the number of elements in 4, is given by 2 1
80 !Akal /| 4,, | =0, ,:l__J:A mi|/| Ay|—>1 as m—>oo, it is therefore enough to show

M(,B, .UoAk,i)‘>O as k— oo.

k
With U,:= Ul(sy), Vy: =% 2 U,, assume first that || V7 || = 1 for all natural %
1
and m. Then with lemmas 1,2 U is a representation of degree 1 and Uk = ¢'? with real

@ independent of k, @ =0 mod 2z So M(ﬂ, U4, i) = k-1 2 o eiolt49) which
obviously tends to 0 as k— oo. ¢ i=

Otherwise there are natural k,, m, with || V,,0 || =:v <1 (even for n = 2, m, is
generally > 1). If k > k,, though the V, , U, do not commute,
k 1
my || — ||{ 20 3
el =[G +5,2.9)"| 2

<5 2 (-

3) Here we use: If A4, B are bounded linear operators in a normed linear space, then

[[(A+ By —A™ || < (| A||+ || BI[)"—]| 4|
for m=1,2,....
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For k = m, therefore

Il s (= () a =) = (e (%) —0) "sz0

% )
So
k—1 /1 k—1 1 | 1 k—1 k
H M(U’iBoAk’i) léfz‘:o | et (s) ‘ :76—%' H U, U, (V)" 1]
<|| v¥||>0 as k> oo.
But if for a sequence B) = (b,;,) of complex n x n matrices || B, ||— 0 in the
operator norm, then obviously &,,, >0 for each i,j =1,..., n. —

Remarks. 1. For the free semigroup S, with a finite number g of generators, the sets

m—1

(3g) Api= U {si - s: length of s = m}

form a mean-determining sequence with U A, =S,
m=1

2. For the free groups G, respectively G, the same sets (3g) resp. (3) form a mean-
determining sequence. This implies M(f) = M(f|S,) resp. = M(f|S,) for any
f€ A(G,, E) resp. A(G,, E), E as above.

In this case however one can find “better” sequences: There exist finite subsets
B,, B,, ... of G, such that for any fixed s € G,

(4) [ (sB,) A By, |[l B, | >0 a8 m—oo;
similarly for G,. A A B:= (A — A ~ B) v (B — B ~ A), the B,, also satisfy B,, < B
UB, = G.
1

m+19

Here we use the following, a result of Struble [21] generalizing

Lemma 4. Let S be a semigroup, u a left-invariant measure on a o-ring & of subsets
from S; it is assumed that s A € & implies A € &. Let B,, B,, . . . be a sequence with B,, € &,
0 < u(B,) < oo such that

(5) u(sB, A B,)u(B,)~>0 as m— oo

for any s €S. If furthermore E is locally convex and topologically complete such that any
f€A(S, E) is over each B,, u-Bochner-integrable, then for any f € A(S, E)
. 1 /‘ .
lim ——— du exists = M(f).
dm B fdp (f)
Bm
This does not help much, since even in the case of locally compact groups it is not

clear?) when such B,, exist, so we omit the proof. Natural examples are open convex
cones S < R™

3. Free semigroups §,, S, probably are not “w-exhaustibel” in the sense of lemma 4.
However, for free abelian semigroups S which are at most countable there exist again
finite sets B,, with (4) and B, < B, .,, U B, = §.

4. Lemma 3 holds for arbitrary countable semigroups § = {s,, s,, . . .} with formally
the same A,, as in (3). Only the 4,, are no longer subsets of S, the elements have to be
counted according to their importance, their multiplicity in 4,, given by the number
of representations of the form admitted in 4.
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In somewhat different words, on has

Lemma 5. If S is a countable discrete semigroup, then there exisis a homomorphism
h:S,—~> S which is onto.

This is trivial, h(s):=a,, - a,, for s=s, - s, €S8, §=/{a;,a,, ...} does
everything.

DProof of theorem 1. With the h of lemma 5, for f € A(S, E) one has foh € A(S,, E).
M*(f):= M(foh) is linear, invariant, normalized and continuous on A (S, E), so it
coincides with M (f) (compare with Maak [16], p. 40). Lemma 3 gives

M(f) = lim M(foh, A,) = lim M(f, A7),

where A}, is the finite sequence (%(s)),c,, (compare with remark 4 above). —

Corollary. Let S be a semigroup which is at most countable®), E a locally convex complex
linear space which is sequentially complete. Then the space A(S, E) of almost-periodic
functions f: S — E has a mean M : A(S, E)— E which is linear, invariant, normalized and
continuous, all theorems for a. p. functions with values in topologically complete spaces
(see [8]) are valid also for these A (S, E).

This can be helpful for the study of weakly a. p. functions in non-reflexive spaces,
where the usual theory as outlined in [8] not applies. For example, L'(X, &, u, R) is
weakly sequentially complete, (X, %, ) being any measure space (Day [6], p.108);
though these spaces are in general not weakly quasicomplete, for countable or finite §
all theorems on vector-valued a. p. functions still hold.

In a similar way one can show for arbitrary semigroups § and arbitrary cardinal
numbers g: If S is f-exhaustibel by a directed set (B,);., with card I < f as in (5) above,
if furthermore E is f-topologically complete, i. e. each totally bounded Cauchynet (z,);c,
with card I < B converges in E, then for f€ A (S, E), M(f) exists € E.

§ 2. Continuity in /*-spaces

We will say that a system (E, ;) is a locally convex space with projections if E is a
locally convex real or complex linear space and if the =, are linear transformations:
E - E, t € some index set I. In the applications below the &, are continuous projections
but in general we do not assume this. A locally convex space with projections (E, ;) is
said to satisfy (wws) if for each subset A < E the following holds: If A4 is a subset of a
weakly sequentially compact set of E and if all #;(A) are subsets of sequentially compact
sets, 1 € I, then A is totally bounded. E satisfies (wws) if (E, 0) does, Oz := 0 for z € E.

If (E, n,) satisfies (wws), then for each sequence (z,), from E,
(6) z,—~0 weakly and m;(x,) >0 for each i€ imply®) z,—>0 as n-> oo

(use lemma 7 below). The converse is true if either all #, are w-s-sequentially closed,
i.e. y,—~y, weakly and =,(y,) »> z imply z = #,(y,), (¥,) sequence from E, or if for each
z € E at most a countable number of z,(z) differ from 0. The connection with quasi-
Montel spaces is discussed in § 3, especially®).

4) More generally, the corollary to theorem 1 holds for separable topological®) semigroups (see [9], p. 272
below).
%) Or equivalently: (z,) has a (strong) Cauchy-subnet.
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A topological linear space satisfies von Neumann’s countability axiom (A,) means

there exists a countable number V, V,, ... of neighborhoods of 0 in E with S U, =(0)
1
(see von Neumann [18]).

Theorem 2. Let X be a topological space, (E, m;) a locally convex space with projections
which satisfies (wws), f a function X — E. Assume further that either X satisfies the first
axiom of countability (A,) or X is locally countably compact and E satisfies (A,). Then f
is continuous if f ts weakly continuous and all n, o f are continuous.

The assumptions made on E, X and f are essential: If an (E, n;) does not satisfy
(6), then there exists a compact X with (4,) and a weakly continuous f: X - E with
continuous 7; o f which is not continuous. Furthermore there exist X (even locally convex
linear spaces) and (linear) f: X — I'(/V) which are weakly continuous but not continuous,
whereas ' has (wws). Usually the ; are continuous, then the continuity of the m, o f is
also necessary.

Ezamples. 1. No infinite-dimensional reflexive Banach space has (6), so for I7([),
LP(X, %, u), 1 < p < oo, theorem 2 becomes false. Here I is an arbitrary infinite set,
u a o-finite measure on the o-ring &% from X, the functions are real or complex-valued.
For X open < R" and u = Lebesgue-measure also L' has not (6), the same holds for
1= ().

2. Every Montel-space or nuclear space has (wws), then theorem 2 is even without
lemma 7 rather obvious, (4,) is not necessary. The spaces 2'(2) respectively 5 (2) of
complex-valued distributions resp. holomorphic functions on the open set £ < R” resp.
C" are Montelspaces (see Schwartz [20], p. 74 and Kothe [13], p. 378); 2'(Q) also has
(4,), # (Q) is even metrisable. See also?), ®).

3. For Banach spaces the classical examples are the real or complex I*(I), I arbitrary
set (see Day [6], p. 33 and Kothe [13], p. 283/4). More generally, one has the

Corollary. If X has (A,) or is locally compact, f: X~ 1'(I, N,) is weakly continuous
and the coordinate functions f;: X - N, are all norm-continuous (for example, all N, have (6)),
then f is norm-continuous.

With I*(I, N,) we denote the substitution space Py NV,;, where I is an arbitrary
index set and the IV, are real respectively complex normed spaces (Day [6], p. 31); if
the N, are complete, E:= I'(I, N,) is too. This £ becomes a locally convex space with
projections (E, ;) using the natural projections =,: E > N, onto the coordinate spaces
N,. The corollary then follows with

Lemma 6. ['(I, N,) with its natural system of projections has (wws) or equivalently
(6). So I*(I, N,) alone satisfies (6) if and only if each N, does.

The proof of lemma 6 is similar to the one when all NV, = C (see Kothe [13], p. 284
for countable I), in addition one only has to use the Hahn-Banach theorem for the IV,;
we omit the details.

In the same way one can also show: If X has (4,), f: X>U(I, N,) is weakly
uniformly continuous and all m,of are uniformly norm-continuous, then f is uniformly
norm-continuous; for N, = C, i € I, the {, are automatically uniformly continuous.

8) The perfect sequence-spaces of Kothe also satisfy (wws), they are therefore weakly sequentially com-
plete and even Quasi-Montel-spaces (Kothe [13], p. 416—419).
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Proof of theorem 2. We will show a little more than stated, namely that (6) alone
implies the continuity of f. The (4,)-case is trivial. Let now E satisfy (4,) and X be
locally countably compact, i. e. each x € X has a countably compact neighborhood U,.
Given z,€ X, let U, be such a countably compact neighborhood of z,; then f(U,) is
weakly countably compact. Because of (4,), the theorem of Smulian-Dieudonné-Schwartz’)
(Kothe [13], p. 314) can be applied, so f(U,) is weakly sequentially compact. With
lemma 7 below it is enough to show that f(U,) is totally bounded. Assume therefore
that (z,) is a sequence of points from U, with f(z,) — f(z,,) ¢ V,, for some neighborhood
Voof 0in E, n == m. One can assume that f(z,) = f(y,) weakly with some y, € U,. Then
7o f(x,) > 7,0 f(y,) for each i € I: Else for some ¢, some neighborhood W, of 0 in E
and a subsequence n, one has =m;0[(z,)—m;°[(y,) ¢W,, k=1,2,.... U, being
countably compact there is a subnet (y;); of (@ )e with y; -2, € Uy, 80 7, o f(y;) = 7; © [ (2)
and f(y;) —~f(z) weakly. Since f(z,)—7(y,) weakly, f(yo) = f(z,) and therefore
7g 0 f(y;) > 7, 0 f(y,), a contradiction with the assumed existence of the W,. The sequence
(f(z,) — f(y,)), satisfies therefore (6), which shows that a V, as above cannot exist. —

Lemma 7. Let A be a totally bounded subset of a locally convex real or complex linear
space E. Then for A the induced uniformity coincides with the induced weak uniformity.

Proof (no completeness assumptions are needed). First it is enough to show that for
totally bounded A weak and strong topologies coincide; for the equivalence of these
topologies in A — A, which is again totally bounded, implies that the weak and strong
uniformities are the same in A. So let 4 be totally bounded and (z,);c; be a net in A which
converges weakly to z,€ A; we have to show that z,—> z, strongly. If not, there exists
a strong neighborhood U, of 0 and a subnet (y;) of (z;,) with y,—~ =z, weakly, no
y; €xy + U,. Since y;€ A which is totally bounded, there exists a (strong) Cauchy-
subnet (z;) of (y,) with z, ¢ z, + U,, z,—~ z, weakly.

Now generally, if u,—~ u, weakly and (u), is a strong Cauchy-net in a locally-
convex space, then u, — u, strongly: Let V be a convex strong neighborhood of 0 which
is closed and < U given, and choose k, such that for k, &’ = k, one has u, —u, €V.
Since in locally convex spaces such V are also weakly closed (Kothe [13], p. 245/6),
u, — u, €V, i. e. u,—> u, strongly. —

§ 3. Almost-periodicity in /'-spaces
In the following we will have to use

Theorem 3. Let S be a semigroup and a topological space, E a locally convex real or
complex linear space, f: S — E weakly almost periodic. Then f is almost periodic if and
only if f(c,Sd,) is totally bounded for some c,, d,€S,.

Weakly a. p. means of course ¢ o f is continuous and a. p. € A(S, C) for each con-
tinuous linear functional ¢ on E, i. e. a. p. in the weak topology of E. For § = additive
group of the reals R, E = Banach space, theorem 3 has been shown independently by
Kopec [14] and Amerio [2]. In the general case, the strong continuity and strong almost-
periodicity of weakly a.p. f follows at once from lemma 7 resp. corollary I.d of [9].

Our main result is now contained in

7) This theorem is also an easy consequence of lemma 8 and 11 below.
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Theorem 4. Let S be a semigroup and a topological space, (E,n;) a locally convex
space with projections which satisfies (wws), f: S~ E. Assume further that E has (A,)
and is sequentially complete. Then f is a. p. if f is weakly a. p. and all 7, o f are a. p.

The definitions of (E, n;), (wws) and (4,) can be found at the beginning of § 2.
With the I'(1, N,) defined in § 2 and lemma 6, applied to I*(I, B,), one gets

Corollary 1. If the N, are real or complex normed spaces, S is as above, I an arbitrary
set and f: S—1'(I, N,), then | is norm-a. p. if and only if it is weakly a. p. and all its
projections f,: 8 — N; are norm-a. p., i € I. So if all N, satisfy (6), f is a. p. if and only if
it is weakly a. p.

Corollary II. Let S be a convex semigroup of the additive group of the reals in the
usual topology, I any set, B, real or complex Banach spaces, f: S - 1*(I, B;) be a. p., t,€ S,
t

F(t):= [fdt (Bochner-integral) be bounded on S. If for each i€ I and a.p. g: S B,
to
4
the function t— [ gdt is a. p. whenever it is bounded, F is a. p.
o

Corollary I is a generalization of a result of Ricci and Rizzonelli [19]: They considered
the special case § = additive group of the reals, I countable, all N, = C, i. e. E = [*(N).

Corollary II slightly generalizes a result of Amerio [4], case p = 1; the weak almost-
periodicity of F follows from [9] and simple properties of the Bochner-Lebesgue integral.
Similar statements hold also for convex semigroups < R", they can be extended to arbitrary
semigroups and [P-substitution spaces, p < oo (see [9], corollary 4*. a, 4*. b; f need
only be Stepanoff-a. p.).

Condition (wws) is of course essential, also when all z, = 0: There exist even
functions f,: R—~ N [P(N) and g,: R~ L*([0,1]) such that f,, g, are weakly a. p.

l=pso©

as functions with values in [” resp. L? for each p, 1 << p < oo, but forno p, 1 < p < oo,
are they norm-a. p. in [? resp. L? (Lebesgue measure is used). These [’ and L” are also
weakly sequentially complete. Using constructions of Amerio [1], p.325 and [3],
p- 377—382, one can also find functions & defined on R with values in I’(N), 1 < p <oo,
resp. L*([0, 1]) resp. I[* (V) resp. C([0, 1]) which are weakly a. p. but not norm-a. p., in
the cases I”, 1 < p < oo, and L* they have even a.p. || & |

The weak almost-periodicity of f cannot be weakened much further: Again using
Amerio [1], p. 325, one can construct f: R — I'(V) which are not norm-a. p., though || f ||
and all components f, of f are a. p.

The sequential completeness of E is necessary insofar as there exist locally convex
E with (A4,) whose (sequential) completion has not (A4,); only if E is metrisable the

sequential completeness is superfluous, E has then (6) too.

The non-complete case ist the only really interesting one: For weakly quasi-complete
E, for example Montel-spaces where (4,) is superfluous too, theorem 4 is an almost
immediate consequence of theorem 3, lemma 8 and 11. This applies to 2(2), 2'(2),
H(L2) (see §2).

In this direction, the quasi-Montel spaces of Kera [12] are also subsumed®), ®) if one
has (4,) and weak sequential completeness. More generally, if (E, ) is a real or complex
space with projections, let us say that it satisfies (cwws) if for each A < E which is
contained in a weakly sequentially compact and absolutely convex set, and for which all
7,(A) are subsets of sequentially compact and absolutely convex sets, one can conclude

Journal fir Mathematik. Band 232 26
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that A is totally bounded; I'(I, N,) with its 7, have (cwws)®). Then theorem 4 holds true
too with (wws) weakened to (cwws), if the sequential completeness of E is strengthened to
wealk sequential completeness. We omit the proof, since for nice =, conditions (cwws)
and (wws) are directly seen to be equivalent®).

Proof of theorem 4 (for complex E it could be somewhat simplified). By theorem 3
it is enough to show that f(S) is totally bounded. Let us assume that this is not the case;
then there exists a neighborhood U, of 0 in E and a sequence (s,),_; o, - - -, S, €S, such
that f(s,) — f(s,.) ¢ U, for n &+ m. Denote by S, the countable semigroup generated
by the s, in §, in the discrete topology.

gi=m,of ]S, 18 a.p. €A(S,, E) and has its range in E,:= closed linear hull of
f:(S,), where E, in the induced topology is separable, sequentially complete and has
(A,). Because of lemma 8, E, in its weak topology also has (4,). If now M, (- -) denotes
the finite mean M (- -+, A;) on S, of theorem 1, for any ¢ € E; and g € A(S,, R),

p(M(g-f))= My(g-@of)>M(g-gof) as k—> oo,

so (M,(g - f,)) is a weak Cauchy sequence in E,. Since g - f,is a. p., (g - f,) (S,) is totally
bounded ; therefore (see Kothe [13], p. 243) the convex hull H, of (g - f,) (S,) is also totally
bounded, one has a,,:= M (g - f,) € H,. Because of lemma 7, (g, ;), is a strong Cauchy
sequence in H, < E,. E, being sequentially complete, a,, - some a, € E,.

One can therefore apply the second statement in lemma 9, the weak spectrum of
fi: Sy~ E, is countable. Lemma 10 shows that f,(S,) is sequentially precompact and
therefore relatively sequentially compact. Lemma 11 yields then the sequential compact-

ness of f,(S,).

With an analogous reasoning one shows that (a),, @,:= M,(g"f,), is a weak
Cauchy sequence in E,:= closed linear hull of f,(S,), fo:=11S,, g€ A(Sy, R). Since
n;(a,) = a,,~ a,, condition (wws) via (6) implies that (a), is a strong Cauchy sequence,
a,—>a € E;as k- oco. So again with theorem 1, lemma 8 and lemma 9, the weak spectrum
of f, is countable. With lemma 10, applied to E, in its weak topology, f,(S,) is weakly
sequentially precompact since the two o, appearing here coincide.

Consider now the s, generating S,: There is a subsequence (t,),, of (s,), such that
(fo(t,)m is a weak Cauchy sequence, furthermore f,(t,) € K, sequentially compact for
all m. So there exists a sequence (¢,),, ¢w = fo(tw) — fo(t,), such that c,—~ 0 weakly,
¢, ¢ U,, but for each i € I, =,(c,) € K,— K,, which is again sequentially compact in E.

8) If (E, ) is a locally convex real or complex space with projections, if E satisfies (4,), if further either
each m; is w-s-sequentially closed (see the beginning of §2) or if for each fixed z€ E at most countably many
ny(x) are = 0, then the following implications hold for (E, n;):

(6)%) &= (wws) <> (ws) = (cuws) <> (quwws) ¢ (cws) <> (cwws).

If in addition E is weakly sequentially complete, all seven conditions are equivalent. Because of lemma 7 and 11,
the “totally bounded” in the conclusion is always equivalent with relative compactness and relative sequential
compactness. If the s; are w-w-sequentially continuous (for example 7; = 0; no assumptions on E), then (6) or
(wws) are equivalent with: If 4 is weakly sequentially precompact and all 77;(4) are totally bounded, then 4 is
totally bounded.

Here (ws) is obtained from (wws) by deleting the ‘“‘sequentially” wherever it appears, similarly for (cws),
(cows); the cy-conditions are obtained from the c-conditions by deleting twice the “absolutely”. (cows) is Kera's
condition for zz; = 0.

The proof may be obtained by combining lemma 7, 8, 11 with: If in a locally convex space x,, > 0, then the
absolutely convex hull of the «;, «,, . . . is sequentially precompact.
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Since the ¢, together with 0 obviously constitute a weakly sequentially compact set,
by condition (wws) this set is totally bounded. With lemma 7 one deduces c,, - 0 strongly,
the contradiction sought.

Lemma 8. If E is a real or complex locally convex separable space with (A,), then
the weak topology for E also satisfies (4,).

The proof is standard: If U, are absolutely convex neighborhoods of 0 with

ﬂ U, = (0), p, the corresponding seminorms, if further {x,: m = 1,2,...} is dense in
E and Pm,n € E' are such that ¢, ,(z,) = p,(*,) and | ¢, . (z) | < p,() on E, then
V= { | P | < ;} have only 0 in their intersection. —

Lemma 9. Let S be a topological semigroup®), E a locally convex real or complex
linear space with (A,), f: S—E a.p. € A(S, E). Then the following two statements hold:

If E is complex, if all Fourter components P,f € A(S, E), w € Q(S), then the spectrum
a(f) of f is at most countable.

If E, is a real or complex locally convex linear space, E = E, in its weak topology,
and if for each w€Q(S), U= (B;) €w, B = By, €U there exist'®) b,, b, € E, such that
for arbitrary ¢ € E{, M((Re p) - ¢ o f) = @(b,), similarly for Im B, then the weak spectrum
of f, considered as a function S~ E,, ts at most countable.

Here 2(S) denotes the set of all equivalence classes @ of continuous unitary irre-
ducibel finite-dimensional representations U of §; P,f:=s, - trace (M(f- U*)-U),
independent of U € w, s, = number of rows in U € w. P,f is for f€ A(S, E) well defined
and € A(S, E) if E is complex and topologically complete [8]. For arbitrary complex
locally convex E we define P,f:= P,f, where { is the a. p. function f: S E = com-
pletion of E, which is again locally convex.

The spectrum of f is defined by o(f) := {w € 2(S): P,f +0}. If f: S E is weakly
a. p., E real or complex, then the weak spectrum of f is o, (f) := EEIU((’) of). f f€A(S, E)
14

with complex E, then o(f) = o,(f).

There exist a. p. functions defined on the integers with values in a locally convex
complex separable linear space with (A4,) which have a uncountable spectrum, so
P_{(S) = E and of course (A4,) are essential.

Proof (Generally E will not have (4,), so the theorems of Bochner and von Neumann
[5] are not applicable even if S is a group). The first statement can be shown with the
summation theorem of [8], § 4; since we do not use this in the proof of theorem 4, we
omit the details. For complex E, the second statement follows with the first. In the
real case this argument is not possible, P,f is not defined, but then Amerio’s proof in
[2], p- 292 applies with some modifications: Since E, (real or complex) in its weak
topology satisfies by assumption (4,), there are countably many ¢,, @,,...€ E] such

that ¢, (z) = 0 for all » implies x = 0. If 0y := U1 o (@, o f), then there exists a summation
n=
method which sums the Fourier series of all g € A(S, C) with o(g) < o,. (see Bochner

9) It is enough if S is a semigroup and a topological space such that for each fixed a€ S, the maps s> a- s
and s— 8- a are continuous on S.

10) For complex E,, the assumptions about the existence of b, b, are equivalent with P,fe A(S, E).
26*
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and von Neumann [5]; the semigroup case is treated in [8]). Therefore
wz'yw,mpw((pn"f)':) (pn"f

as m - oo, n arbitrary natural. Applying P, with o’ ¢ g, one gets P,.(p,of) = 0 for
all n. If E, is real, @, o f is real-valued and so M((ReB) - ¢of)=0= M((ImB)-gof)
for any € U € 0w, ¢ = ¢, ¢;,.... Since these expressions are = @(b,,), ,(b;) =0
for all n, b; , = 0 and therefore P, (¢ of) =0 fir all ¢ € E{, o’ ¢ ¢,. If E, is complex,
a similar reasoning can be applied to ¢ = Re ¢, Im ¢,, one gets ¢,(f) <o, 5. —

Corollary. Let E be a complex locally convex sequentially complete space with (4,),
S as in lemma 9 and either countable or a convex open subsemigroup of the additive group
R" in the usual topology. Then an a.p. f€A(S, E) has a spectrum which is at most
countable.

This follows from theorem 1 respectively the end of remark 2 in § 1. For § = R,
E = complex Banach space E, in its weak topology, the above corollary can be found in
Amerio [2], p. 292 (use lemma 8, ¢ = o, and E’' = E)).

Lemma 10. If S is a topological semigroup®), E a real or complex locally convex
linear space, f: S — E a. p. with at most countable weak spectrum o, (f), then f(S) is sequen-
tially precompact).

Proof (The ‘“weak part” is due to Amerio [2]). Let (s,), be a sequence from
S, w,, w,, . .. be the weak spectrum of f. Choose a diagonal subsequence (t¢,), from
(s,), such that for any U € w, and any natural k, U(t,) converges as m - co. Then for
any w €2(S) and ¢ € E', (P, (g o f) (¢,))n converges, P,(---) being a finite linear com-
bination of components of U € w. The summation theorem for A4 (S, C) from [8], § 4,
shows that (g o f(t,)), converges, f(S) is weakly sequentially precompact. But since f is
a. p., f(S) is totally bounded in E. Lemma 7 gives then the desired result. —

Similarly, for example (f(st,,)),, is even a Cauchy sequence with respect to uniform
convergence in s €S. One can further show that the absolutely-convex hull of f(§) is
sequentially precompact, under some additional assumptions this is equivalent with a
countable spectrum.

Lemma 11. Let U be a uniform space whose uniformity satisfies (A,), M a subset
of U which is relatively countably compact. Then the uniformity induced in the closure M
of M satisfies the first axiom of countability and M is compact.

From this one deduces at once: If U is a uniform space with (4,) for its uniformity,
M a subset of U, then the three statements “M is compact”, “M is countably compact”,
“M is sequentially compact” are equivalent.

No completeness assumptions for U are necessary, but the condition on M in
lemma 11 cannot be weakened to M is totally bounded”, also lemma 11 becomes false
if only the induced uniformity for M satisfies (4,). A uniformity has (4,) means the

existence of a countable number of members U, of the uniformity with nl U, = diagonal,
n=

or equivalently the existence of a coarser metrisable uniformity for U. The set M is

1) If f is only weakly a. p., f(S) is weakly sequentially precompact by lemma 7 of [9]; if { is a. p., then
by this lemma the induced uniformity in the totally bounded f(S) is even metrisable.
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relatively countably compact iff each sequence from M has a subnet which converges
to some point of U.

Proof of lemma 11. Let U, be € % = uniformity for U with ﬁ U, = diagonal.
Choose V,€% such that Vi<U,, V, ,<V,=V;* for n=1,2, n=1 We will show
first: If z, € M, (24, 2,,) € V,, for all natural n = m, m = 1,2, ..., then there exists a
2z € M such that z,~> 2¢. To do this, choose y, € M with (z,,y,) € V,. Then there exists
a subnet (y,q); of (¥,), and a z,€ M with Yniiy > %05 50 (29, 20) € Vi for i = i,,. With
(2, 2,) € V,, one deduces (z,, z,) € V3, for each n = 1, 2, . ... If (z,) would not converge
to z, there would exist a U, € % and a subsequence (z,,) With (z,, , zo) ¢ Ufork =1,2,....
Choose z, € M with (z,,, x;) € Uy ~ V,; for a suitable subnet (z;;) of (x;), 24— %, € M.
Using the interpolation z, Zuggyr Tiyr To ONE gets (zg, 2) € Vi< U, for n=1,2,...

and s0 x;, > Ty = z,. But then for suitable j, (z zo) € Ug, the desired contradiction.

x(j)’

Next we show that % ~ (M x M) has {V,,:m =1,2,...} as a base: If not, there

exists a V,€% and z,,,y, € M with (z,,,y,)€V,,¢V;. Choose now V, = V. 1€

and z,,9,, €M with V2 < Vs (@0, x,,) and (y,,,Y,) € Vo~ V,. There exists a sub-

sequence (x,,) and a u, € M with (z,,, up) € Vi for L =k, k=1,2,.. ., so
(xmk7 xml) € VI::Z < Vlc

if I = k. Our result above shows then that &Ly, = - Similarly, (y,,) has a subsequence
(ymkn)nﬂyzw which converges to some y, € M. With suitable interpolations one deduces
(Yo, %,) € each V3, and so z, = y,. But then (x;,,kn, y,’nkn) € V3 for n sufficiently large, which
is again a contradiction.

With these two results one easily shows that M is complete. Since M is totally
bounded, M is too and so M is compact and also sequentially compact. —
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Arithmetische Funktionen iiber Halbordnungen. II
Von Harald Scheid in Mainz

Einleitung

Die vorliegende Arbeit ist die Fortsetzung einer in dieser Zeitschrift erschienenen
Arbeit [22] und schlieBt sich in den Bezeichnungen und der Terminologie an diese an.
Sie hat das Ziel, mit den in [22] entwickelten Methoden die von E. Cohen [4], [5], [6],
[9], [21]") gelieferten Aussagen iiber die Klassen der gleichmifBigen und der unitéiren
Funktionen (modr) in einen umfassenden Zusammenhang zu stellen. Durch Speziali-
sierung der gewonnenen Ergebnisse werden dann einige Aussagen iiber unitire Funk-
tionen (mod r) auf zahlentheoretische Funktionen von mehreren Verdnderlichen iiber-
tragen. Im letzten Paragraphen wird eine Moglichkeit aufgezeigt, eine Multiplikativitit
fir Funktionen iiber einer Quotientenhalbordnung zu erkléiren.

§ 1. Definitionen und Vorbetrachtungen

Es sei € eine Hierarchie, welche genau aus den Elementen einer Menge
M = {a, b,¢,...,2,9, ...} besteht. Die Ordnungsrelation von €& werde mit ,,<*, die-
jenige der Quotientenhierarchie Q(€) mit ,,<‘‘ bezeichnet. Ferner sei & eine lokal end-
liche Halbordnung, aber nicht notwendig eine Hierarchie, welche ebenfalls genau aus
den Elementen der Menge It besteht. Die Ordnungsrelation von & werde mit ,,<*,
diejenige der Quotientenhalbordnung Q(®) mit ,,<<** bezeichnet. Es soll stets voraus-
gesetzt werden, daBl € inf-vollstdndig ist, d. h. jede nichtleere Teilmenge (insbesondere
also jede unendliche Teilmenge) soll in € ein Infimum besitzen. Daher ist € nach unten
beschriankt; das Schrankenelement von € heifle o.

Definition 1. Die Hierarchie € heit Erweiterungshierarchie der lokal endlichen
Halbordnung &, wenn fiir a, b € I aus a < b stets a < b folgt.

Beispiel 1. I sei die Menge der natiirlichen Zahlen. Die Relation a < b bedeute
,,@ ist ein Teiler von b und a < b bedeute ,,a ist ein unitéirer?®) Teiler von ‘.

Beispiel 2. I sei die Menge aller endlichen Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen,
welche die Null enthalten; die Elemente von It mogen %, 8B, €, . . . heilen. Die Relation
A < B bedeute ,,A ist Teilmenge von B* und A < B bedeute ,,es gibt ein A’ € M derart,
daB fiir die Schnirelmann-Summe A + A = B gilt.

1) Die Zahlen [1] bis [20] beziehen sich auf das Literaturverzeichnis in [22].

b
2) Ein Teiler a von b heiBt unitirer Teiler von b, wenn a l b und (a, ;) = 1ist.
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Im folgenden sei € stets eine Erweiterungshierarchie der lokal endlichen Halb-
ordnung &. Quotienten aus Q(€) werden mit a /b und solche aus Q(®) mit a // b be-
zeichnet. Es sei auch ®& nach unten beschrinkt; das Schrankenelement von @ ist dann
ebenfalls gleich o. Die Abbildung

C=c||d€Q(®)~C=c|d€EQ(C)

ist eine eineindeutige Abbildung von Q(®) in Q(€). Der Bildbereich von Q(®) werde
mit Q(®) bezeichnet. Q(®) und Q(®) sind ordnungsisomorph. Die Urbilder von

Elementen A4, B,...€ Q(®) werden mit A~, li’: ... bezeichnet. Fiir a, b € It definiere
man

inf* (a, b) =s(1€1p{x: r <a, z<b}
und

sup* (a, b) = igf{x: a<z b<az}
Die Existenz von inf* (a, b) folgt daraus, dal die Menge {z: 2z < a, < b} nicht leer
und in dem Quotienten igf (a, b) [ 0 enthalten ist. Die Existenz von sup* (a, b) ist auf-

grund der geforderten inf-Vollstindigkeit von € gewdhrleistet, falls die Menge
{x:a <z, b < x} nicht leer ist. Man fiige nun zu € das uneigentliche Element u = igf 0

hinzu und treffe die Festsetzungen ¢ < u und a [ u = ¢ fir alle a € €®). Ist dann die
Menge {z: a < z, b < x} leer, so setze man sup* (a, b)) = u. Fir q, b € M gilt

1) 0 < inf*(a, b) < igf (a,b) < sup (a, b) < sup* (a, b) < u.
Fir N=m/n€Q(€) und A = a// b€ Q(®) sei nun

inf* (N, A) = sup {X € Q(®): X < N, X < 4}.
Q(6)
Dann gilt

(2) inf* (N, A) < inf* (m, a) | sup* (n, b) <i1éf (m, a) /S(Iilp (n, b) = 221(1(; (N, Z).

Im allgemeinen liegt inf* (/V, A) nicht in Q(®). Ist dies jedoch der Fall, so sei zur Ab-
kiirzung

~ N —
inf (V, 4) = inf* (V, 4).
Aus der Definition von inf* (V, A) und aus (2) folgt, daB

3) genau dann X < inf (V, A), wenn X < A und X < N.

Es sei ¢, eine Abbildung von M in sich, die sowohl beziiglich der Ordnung in €
als auch beziiglich der Ordnung in & ein Ordnungsisomorphismus ist. Dann ist ¥, ein
Verbandsisomorphismus von €, und wir wollen fordern, daff ¢,(€) ein Teilverband von
€ ist. Durch 9(a/b) = ¥y(a) | 9 (b) bzw. durch ¥(a /] b) = Fy(a) || F4(b) wird in Q(E)
bzw. in Q(®) ein Ordnungsisomorphismus auf eine Teilmenge der jeweiligen Quotienten-
halbordnung erklart. Obwohl es sich um zwei Abbildungen in verschiedenen Bereichen
handelt, bezeichnen wir sie mit dem gleichen Symbol &, da durch das Argument A von
#(A) bestimmt ist, welche der beiden Abbildungen gemeint ist. Insbesondere ist fiir

X €Q(®)
(4) 9(X) = #(X).
3) Ist z. B. M die Menge der natiirlichen Zahlen, so wahlt man u = 0.
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Es sei nun
A*¥(N, A) = sup {X € Q(€) : #(X) < inf* (N, 9(4))}
AE)

und
x* (N, A) = 3A*(N, A).

Offenbar gilt die Beziehung

(5) »*(N, A) <inf* (N, 4(4)).
Fiir A, B€Q(®) und M, N € Q(G) folgt aus A << B und M < N die Relation
(6) x*(M, A) < »*(N, B).

Ist A*(V, A) ein Element von Q(®), dann auch »* (IV, A4). In diesem Fall sei zur Abkiirzung

e

~ S — ~ ——
A(N, A) = 2*(N, 4) und %(IV, A) = »*(N, 4).
Es folgt dann aus (3), daB fiir X € Q(®)

(7 genau dann X <<7.(N, A), wenn X < A und 9(X) < N.
Fiir inf* (N, 9(4)) € Q(®) und 2*(NV, A) € Q(®) folgt aus (5)
®) %(N, A) < inf (N, 9(A)).

Lemma 1. Wenn A* (N, A) € Q(®) ist fiir ein festes A € Q(®) und fiir alle N € Q (),
dann ist fiir dieses feste A die Abbildung (N, A)— A*(N, A) eine Abbildung von Q(€) auf
fT/ @ und daher (N, A)—>E(N, A) eine Abbildung von Q(€) auf A [/ 9.

Bewets. Aus (3) und (8) folgt E(N, A) < A. Aus C < A folgt &(C) < 9(A); daher
ist inf* (8(C), #(4)) = 9(C), also A*(#(C), A) = C und A(3(C), A) = C.

Bemerkung. Die Voraussetzung A*(NV, A) € Q_(@—) ist nicht berfliissig, denn
(N, A) > A*(N, A) ist bei festem A i. a. keine Abbildung von Q(C€) auf A | 9, weil aus
C € A | 9 nicht C € Q(®) folgt.

Lemma 2. Es seien A, B€ Q(®) und A < B. Dann ist

#*(x* (N, B), A) = »*(N, A).
Ist auBerdem A*(N, A) € Q(®), dann gilt
%(x*(N, B), A) = %(N, A).
Beweis. Aus (2), (5) und (6) folgt

x*(N, A) < »*(N, By< N
und hieraus nach (6)

x*(a* (N, A), A) < x* (2* (N, B), A) < »*(N, A).
Nun ist nach (2) und (5) inf* (x*(IV, A), A) = x*(N, A), also auch
x* (0* (N, A), A) = »*(N, A),

woraus der erste Teil der Behauptung folgt. Mit x* (IV, A) ist also auch »*(x*(N, B), A)
ein Element von Q(®), woraus die zweite Behauptung folgt.

Journal fiir Mathematik. Band 232 27
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Definition 2. Eine Funktion f(V, A) iiber Q(€) X Q(®) heilt &-%-gleichmdpig in
N (mod A), wenn fiir alle N€Q (€) die Gleichung

f(V,4) = f(x*(NV,4), 4)

erfiillt ist. Die Klasse der 9-%-gleichméBigen Funktionen heie EF.

Im Fall @ = € ist eine ¥-%-gleichmifige Funktion (mod 4) auch 9-gleichmifig
(mod A), da dann »(N, A) = »*(IV, A) ist (vgl. [22], § 4). In diesem Fall miissen die
Satze der folgenden Paragraphen mit den entsprechenden in [22] hergeleiteten Sétzen
iibereinstimmen. Da man im Fall @ = € auf die inf-Vollstdndigkeit von € verzichten
kann (sup* (a, b) = sup (@, b) existiert stets), sind die Sétze und Definitionen dieser
Arbeit Verallgemeinerungen derjenigen aus [22].

§ 2. Verallgemeinerte Ramanujan-Summen

Das Produkt von Quotienten aus Q(€) und die Konvolution von Funktionen iiber
Q(€) werden mit einem Stern und die entsprechenden Bildungen fiir Quotienten aus
Q(®) und Funktionen iiber Q(®) mit zwei Sternen geschrieben. Die Mobiusfunktion
iiber Q(€) heille u, die Mobiusfunktion iiber Q(®) heile u*. Die Funktion, deren Wert
stets gleich 1 ist, heifle in beiden Fillen »; das Einselement der Konvolution heile in
beiden Fillen e.

Die Quotientenhalbordnung Q(®) sei nun normiert, und die Norm werde mit N
bezeichnet. Durch

© @0 % %)) = {NOFO» v HD <N
und
A0 GO0 % % ey, 1) () = (NG e HA <N
oder gleichwertig damit durch
(11) W, A) = 2 N@HX)ur(Y)
HX)<N
und
(12) AW, A) = T ur(X) N(#(D))
HY)<N

werden verallgemeinerte Ramanujan-Summen ¢} und ¢} definiert. Diese Ramanujan-
Summen geniigen wieder Orthogonalitéitsrelationen, welche zu denjenigen fiir ¢; und cp
([22], § 3) vollig analog sind und in diese fiir = € iibergehen. Es gilt namlich

Satz 1. Es sei A € Q(@®), B ein oberer und C ein unterer Faktor von A. Dann gelten
die Beziehungen

13 (@EE, D % x 400, D)4 = {NOFO» venn Bxx € =4
und
N(®(A)), wenn Bx ¥ C = A

(14) (cE(B(B), X) % % c&(3(Y), C)) (A)={ 0 sonsi.
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Beweis. Es seilen A =a [/b, B=a[[c und C=d [/ b mit ¢,d € A. In der linken
Seite von (13) ersetze man cj durch (11) und wende dann (10) an:

xeﬁ/bczm’ z[/0) yeaz/;c N (a/ly))u*(y |/ c)

a/ly) <Ha/lz)

= X N(&a/ly)u*@y /) €meﬁ(ﬁ(d//b),ﬂv//b)
zey

y€allc
=N@4) = w@ylle).
y€alle
Ny /b)) <dd]]b)

Ist ¢ < d, so ist diese Summe leer. Ist aber ¢ < d, so hat sie den Wert N(9(A))e(d /] ),
woraus (13) folgt. Formel (14) wird ebenso bewiesen.

§ 3. Eine Beziehung zwischen den Klassen E, und E}

Jeder Funktion f(IV, A) iiber Q(€) x Q(®) kann man wegen der Ordnungsiso-
morphie von Q(®) und Q(®) eineindeutig eine Funktion g(N, 4) itber Q(€) x O(®)
durch die Festsetzung

(15) g(N, A) = [(N, 4)
zuordnen. Es gilt

Satz 2. Die Fimktion f(N, A) sei 9-%-gleichmdpig (mod A). Dann ist g(N, A)
9-gleichmdfig (mod A).

Beweis. Wegen »(N, Z) < N ist nach (6)
(16) w*(x(N, A), A) < »* (N, A).

Nach (2) und (5) ist #*(N, A4)<inf (#(4), N) ,also »*(N, 4) < %(N, 4), woraus
w*(u* (N, A), A) < w*(x(N, 4), A) folgt. Wegen x*(x*(N, 4), A) = »*(N, A) gilt also
auch
(17 #* (N, A) < 2*(x(N, A), 4).
Aus (16) und (17) folgt
#*(x(N, 4), A) = »*(N, A).
Daher gilt

g(#(N,A),A) = f(x(N,A),A) = f(x*(x(N, A),A), A) = f (x*(N, A), A) = { (N, A) = g (N, 4),
womit die Behauptung bewiesen ist.

Nach diesem Satz muf} also die einer 9-%-gleichméBigen Funktion f(V, A) gemal

obiger Festsetzung (15) zugeordnete Funktion g(NV, A) eine arithmetische Darstellung
und, falls Q(€) normiert ist, eine Ramanujan-Darstellung besitzen ([22], § 5). Die Norm

von Q(@®) kann man durch die Festsetzung N(X) = N(X) auf Q(®) iibertragen; diese
Norm sei auf ganz Q(G) fortgesetzt und werde ebenfalls mit N bezeichnet. Da nun ¢}
und c% wegen (7) 9-%-gleichméBig (mod A) sind, kann man die diesen Funktionen gemaf
(15) zugeordneten Funktionen c¢; und cp durch die Ramanujan-Summen c¢; und cp
ausdriicken. Unter gewissen einschrénkenden Voraussetzungen erhidlt man dabei be-
sonders einfache Formeln.

21
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Satz 3. Ist inf* (Y, A) € Q(®) fiir alle unteren Faktoren Y von A, dann gilt
(18) CL(N7 A) = X*%‘ i cL(N7 X)

inf* (V,4)=1

Ist inf* (X, A) € Q(@) fiir alle oberen Faktoren X von A, dann gilt

(18") cr(NV, A) = x*é;i cr(N, Y).
inf* (X,4)=1I
Bewets. Mit
__[1, wenn X, Y €Q(®)
B(X, ¥) = {O sonst,
- 1, wenn X oberer Faktor von A ist
x(X, 4) = {0 sonst,
— o [u*(Y), wenn Y € Q(®)
w(¥) _{ 0  sonst
und
-4 A -
&a(X, 4) = N || 8 (X, F]) mx D
ist

G, 4) = 2 N@EEX)EDAX, ¥) = (g(X, 4) % »(1)) (A(N, 4)

HX)<N

Ist A(V, A) ein oberer Faktor von A4, dann ist nach Satz 3 aus [22]
c5 (N, 4) = (ez (W, X) % ax(Y, 4))(4),
wobei nach Satz 4 aus [22]

317y 2, sl o

wr-[3)

ist. Setzt man hier den obigen Ausdruck fiir g;, ein, dann erhélt man

8-z smal).r)

rer-[3)

] =c/[b(c€ A) lautet die rechte Seite der letzten Gleichung

A
B

Mit A = a [/ b, [
xeﬁbﬁ(x/b)ﬁ(alw, z [ b) = zg‘i/:u*(x//b)-

Aufgrund der Voraussetzung des Satzes ist inf* (¢, a) € ¢ [/ b. Daher ist die Summations-
bedingung der letzten Summe gleichbedeutend mit ,,z € inf* (¢, a) // b, woraus

an({%] , Z) — e(inf* (¢, a) // b)

folgt Da nun genau dann inf* (¢, a) = b gilt, wenn inf* (¢ / b, @ [/ b) = b | b ist, hat man
damit Formel (18) bewiesen. Formel (18’) folgt ebenso.
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§ 4. Die Darstellungen der Klasse E}

Unter der Voraussetzung, daB A*(N, A) € Q(®) fiir alle V€ Q(®) gilt, erhalt man
in Analogie zu den Sédtzen 2 und 3 aus [22] die folgenden Sétze:

Satz 4. Sei f(N, A) € EJ und & % % n = e. Dann hat f(N, A) eine Darstellung der
Form

(19) F(V, 4) = (g5(X, 4) % % £(Y)) (AW, 4))
mit

(20) gX(D, A) = (F(¥(X), 4) % % n(Y)) (D)
fiir alle D <« A, und eine Darstellung der Form

(21) FV, A) = (£(X) % * g5(Y, 4)) (AW, 4))
mit

(22) gh(D, 4) = (n(X) % % {(B(Y), 4)) (D)

fiir alle D << A.
Satz 5. Sei f(N, A) € Ef. Ist A*(N, A) ein oberer Faktor von A, dann ist
(23) f(V, 4) = (cZ(N, X) % % o}(Y, A)) (4),

wobet fiir alle unteren Faktoren C von A

@8 aH(C A) = gy (00D, 4) % 5O, 1)) (4)

gilt. Ist 2*(N, A) ein unterer Faktor von Z, dann ist

(25) f(V, 4) = («}(X, 4) % % ck(N, Y))(4),
wobet fiir alle oberen Faktoren B von A
1 —_— [
(26) af(B, A) = W(T}(A—))(CEW(B), X) % % f((Y), 4)) (A)

gilt.

§ 5. Teilklassen der Klasse E;

Entsprechend den Teilklassen der Klasse E, ([22], § 6) kann man Teilklassen von
E} definieren.

Definition 3. Eine Funktion f(V, A) iiber Q(€) x Q(®) heiBlt vollstindig &-%-
gleichmdpig in N (mod A), wenn eine Funktion F(X) iiber Q(€) derart existiert, daB
fir alle V€ Q(€) die Gleichung

f(N, A) = F(«*(N, A))

erfiillt ist. Die Klasse dieser Funktionen heie VE}.

Wegen »*(* (N, 4), A) = »*(N, A) ist die Klasse VEj in Ej enthalten. In den
Darstellungen der Funktionen aus VE} kann man in den Ausdriicken fiir g%, g%, of, 3
jeweils 7(9(X), A) durch F(#(X)) ersetzen, denn fiir X <« 4 ist »*(#(X), 4) = #(X).
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Nun sei y, eine Abbildung von It in sich, die sowohl in & als auch in € ein Ord-
nungsendomorphismus mit den in [22], §6 geforderten Eigenschaften (a), (b), (c) ist.
Man definiere y(a/b) = py(a) [ po(b) fir a/b€ Q(€) und y(a//b) = yy(a) [| yo(b) fir
allb€Q(B).

Definition 4. Eine Funktion f(XV, A) tiber Q(€) x Q(®) heillt &-%-primitiv in
N (mod A), wenn fiir alle V€ Q(€) die Gleichung

f(Nv A) = f("* (N1 V(A))7 A)
erfiillt ist. Die Klasse dieser Funktionen heiBe Pj.
Definition 5. Eine Funktion f(NV, A) iber Q(€) x Q(®) heiBt vollstindig I-%-

primitiv in N (mod A), wenn eine Funktion G(X) tiber Q(€) derart existiert, daf fiir
alle IV € Q(€) die Gleichung

f(V, A) = G(x*(N, y(4)))
erfiillt ist. Die Klasse dieser Funktionen heie V Pj.

Unter der Voraussetzung, daB A*(N, y(4))€ Q(®) fir alle N € Q(€) gilt, erhalt
man in Analogie zu den Sitzen 6 und 7 aus [22] die folgenden Sitze, wobei der Kiirze
wegen nur jeweils eine der beiden moglichen Darstellungen angegeben wird:

Satz 6. Sei f(N, A) € Py und & % ¥n =-¢. Dann hat f(N, A) eine Darstellung
der Form

(27) fV, A) = (g3(X, 4) % % £(1)) (AN, 7(4)))
mit
(28) g3(D, 4) = (f(¥(X), 4) % % n(Y))(D)
fir alle D << y(A).
Satz 7. Sei f(N, A) € Py. Ist 2*(N,y(A)) ein oberer Faktor von y(A), dann ist

wobet fiir alle unteren Faktoren C von y(A)

(30)  a%(C, A) = (B(X), 4) % % c5(3(C), 1)) (v(4))

1
, N@G@y
ist.

§ 6. Unitéire Funktionen iiber freien Halbgruppen

Ordnet man eine freie abelsche Halbgruppe § mit abzdhlbar unendlich vielen
Erzeugenden durch die Teilbarkeit, dann entsteht eine inf-vollstindige Hierarchie &°.
Ordnet man dagegen  durch die unitdre Teilbarkeit, so entsteht lediglich eine lokal
endliche Halbordnung $%. Sowohl §° als auch ¥ besitzen ein kleinstes Element e,
nédmlich das Einselement der freien Halbgruppe. Es ist inf* (a, b) = (a, b), der grofite
Teiler von a, der unitérer Teiler von b ist. Im allgemeinen sind (a, b), und (b, a), ver-
schieden. Es gilt

inf* (n/e,a//e) = inf* (n, a) [ e = (n, a)y | €.

Die Enden von $° bzw. §% sind die Quotienten der Form a [ e bzw. a //e. Ein Ende von
&0 ist also stets ein Element aus Q(F*). Ist N ein Ende von {° und A ein Ende von



Scheid, Arithmetische Funktionen iiber Halbordnungen. 11 215

&%, dann sind auch inf* (N, 9(A4)), 2*(NV, A) und »*(N, A) Enden von §° und daher
Elemente von Q(F). Man definiere x¥ (n, @) durch

#o(n,a)[e=ux*(nle,alle).
Dann ist g (n, a) der groBte Teiler von (n, 9,(a))y, der ein 9,-Bild ist.

Als Beispiel werde nun die freie Halbgruppe der n-Tupel a = (a,, ay, ..., a,)
natiirlicher Zahlen betrachtet. Das Rechnen mit diesen n-Tupeln ist komponentenweise
erklirt; ebenso kann man die Teilbarkeit bzw. die unitére Teilbarkeit von n-Tupeln
durch die entsprechenden Relationen fiir ihre » Komponenten definieren. Man erhilt
so eine inf-vollstindige Hierarchie i und eine lokal endliche Halbordnung 0*, wobei N
eine Erweiterungshierarchie von %* ist. Die Abbildung &, und y, und die Norm N, seien
in N und in N* durch

Bo(a) = a, (f festes Element aus %),

yo(a) = quadratfreier Kern von a
und

No(a) = ‘1_11- a;, (a = (an Aoy oo oy an))7
erklirt. Dann ist?)
%o (1, @) = (1, @)y

Die Mobiusfunktion tiber Q(N) wurde in [22], §9 berechnet. Fiir die Mobius-
funktion p* tber Q(9*) findet man

wra)B) = (—1)°E),

wobei w(x) die Anzahl der verschiedenen Erzeugenden von p angibt. Es ist also

n
a & (wg(a)—wg(dy)
wr(a i) = uf () = (1 ,
wobei w,(a) die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren der Zahl a ist.

Definition 6. Eine Funktion f,(n, a) iber % x N* heibt f-unitdr in n (mod a),
wenn fiir alle n €9 die Gleichung

foln, @) = fo(a*', @)
erfiillt ist, wobei zur Abkiirzung

q* = (1, @)
gesetzt ist.

Ein Beispiel fiir eine f-unitire Funktion (mod a) ist die unitdre Ramanujan-Summe

afma) = = No(&)ug(b).
rX¥p=a
din
Dabei ist ¥ % 1) = a eine abkiirzende Schreibweise fiir tf) = a mit (¢, ) = ¢, und ©ln
bedeutet, daB ¢ ein Teiler von n ist. Es gilt

e, ) = ehin e, a ] o) = of([n, o) /2 alle)

4) (@, b), g ist die groBte k-te Potenz, welche (a, b), teilt.
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Funktionen &, 7,... iiber Q(N*) seien nun in der Form

a

S/t =& (), n@i® = (f),- -

durch Funktionen &,, %,, . . . iber B* definiert. Ist ferner f,(n, a) eine f-unitire Funktion
(mod a), dann ist die durch

fnfe alle) = fo(n, a)

iiber dem kartesischen Produkt der Menge der Enden von R mit der Menge der Enden
von RN* erklarte Funktion &-%-gleichmaBig in n /e (mod a/e) (vgl. Definition 2). Aus
den Sdtzen 4 und 5 erhidlt man nun folgende Darstellungen fiir f-unitire Funktionen,
wobei die Verkniipfung ,,% % das unitdre Dirichlet-Produkt bedeutet:

Satz 8. Sei f,(n, a) eine Y-unitire Funktion (mod a) und &, ¥ % 5y = &,. Dann hat
fo(n, a) eine Darstellung der Form

(31) fo(m, @) = (go(x, @) * * £4(9)) (a*)
mit

(32) 8o(d, a) = (fo(z', a) % % no(y)) (D)
fir alle unitiren Teiler b von a.

Satz 9. Sei f,(n, a) eine t-unitire Funktion (mod a). Dann hat f,(n, a) eine Darstellung
der Form

(33) fo(n, @) = (e (n, x) % % 5 (v, ) (a),

wober fiir alle unitdren Teiler d von a

(34) 36, 0) =g (185 @) % % (8% 9) @
0
ist.
Jede Yf-unitdre Funktion iiber M x N* ist, als Funktion iber N x N betrachtet,
auch f-gleichméBig. Insbesondere folgt aus Satz 3 die Formel

(35) C?(n, a) - 2 ct (nr E),
=a
(n,a)=e

wobei die zweite Summationsbedingung gleichbedeutend mit y,(t) = y,(a) ist. Formel (35)
ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von Cohen [21].

§ 7. Einige Identititen fiir Funktionen iiber freien Halbgruppen

Mit zwei multiplikativen Funktionen g und % iiber § und mit
g* = kgV{z €F°: () | (n, 'ﬂo(a))*}
setze man®)
a a
(36) fma) = = h@g () (%)
und
(37) F(a) = f(#o(a), a) = ui @) g)u* ).

5) a || b bedeutet, daB a unitirer Teiler von b ist. Die Summationsbedingung x % y = a ist gleichbedeutend
nmit zy =a, (z,y)=-c.
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Ist g(p") =+ k(p") fiir alle Erzeugendenpotenzen p’, dann ist F(a) = O fiir alle a € §. Es
gilt dann in Analogie zu Satz 16 aus [22] folgender Satz:

Satz 10. Fiir die durch (36) und (37) definierten Funktionen gelten folgende Identitditen:

g(x) _ h(a)F(g*) .
) e T@ ROF@
F(a)g (= | u* (=
(39) o @) = (42 e :
#(3)
h(x) a
(40) Fl(a) £ @ u* (;) — u*(@)f(n, a).

Der Beweis dieses Satzes verlduft analog zu demjenigen des Satzes 16 aus [22].
Die Identitidten (38) bis (40) kann man der Reihe nach verallgemeinerte unitire Landau-
Identitdt, verallgemeinerte unitdre Holder-Identitdt und verallgemeinerte unitire Brauer-
Rademacher- Identitit nennen. Sie wurden fiir den Spezialfall, daB & die Menge der natiir-
lichen Zahlen und ¢, die identische Abbildung ist, zuerst von P.J. Mc Carthy [17]
bewiesen.

§ 8. Multiplikativitiit von Funktionen iiber einer Quotientenhalbordnung

Das Rechnen mit zahlentheoretischen Funktionen, vor allem die Bestimmung ihrer
Funktionswerte, ist besonders einfach, wenn die betreffenden Funktionen multiplikativ
sind. Es soll nun versucht werden, den Begriff der Multiplikativitdt auch fiir Funktionen
iber der Quotientenhalbordnung Q(9) einer lokal endlichen Halbordnung £ zu er-
klaren. Zu diesem Zweck wird zunéchst die Teilerfremdheit zweier Quotienten definiert
und die Zerlegbarkeit eines Quotienten in ein Produkt von nicht weiter zerlegbaren paar-
weise teilerfremden Quotienten bewiesen. Eine Funktion f iiber Q(9) soll dann multi-
plikativ heiBen, wenn fiir a [ b, b | ¢ € Q(9) die Beziehung

(41) fla]b)f(b]c)=f(a]c)f(b]b)
gilt, sobald a /| b und b [ ¢ teilerfremd sind.

Bemerkung. Man kann die Multiplikativitdt einer zahlentheoretischen Funktion f
durch das Bestehen der Gleichung

f(a)f(b) = f(kgV (a, ))f(ggT (a, b))

fiir alle natiirlichen Zahlen a, b definieren. Ist § eine Hierarchie, so liegt es daher schein-
bar nahe, die Multiplikativitit einer Funktion f iiber Q(9) durch das Bestehen der
Gleichung

f(4){(B) = f(sup (4, B))f(inf (4, B))

fiir alle A, B € Q(9) zu erkliren. Aus dieser Beziehung wiirde aber schon ohne eine Vor-
aussetzung iiber @ /b und b | ¢ die Gleichung (41) folgen. Man hétte also ein Analogon
zur vollstindigen Multiplikativitdt zahlentheoretischer Funktionen.

Journal fiir Mathematik. Band 232 28
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. Es sei nun' § eine lokal endliche Halbordnung mit einem kleinsten Element o.
Jedem Element k € § sei eine ordnungsisomorphe Abbildung 7, der Menge {¢ € : k < a}
auf eine Teillmenge von $ mit folgenden Eigenschaften zugeordnet:

(a) r,(a) = o fiirallea€ H;
(b) 7,(a) = a fir alle a € §;
(¢) aus ¢ < b < a folgt 7,(a) < 7,(a).

Die Menge dieser Abbildungen heile T. Fiir a /b€ Q(9) und k¥ < b < a definiere man

w(a [ b) = 7 (a) [ 7 (D).
Dies ist eine Abbildung von Q(9) in sich mit folgenden Eigenschaften:

(d) fir k < c folgt aus a /b <c/d die Relation v,(a /b)) < 7;(c/d), d. h. die Ab-
bildung 7, ist ordnungstreu;
(e) aus a [ b <c /[ dfolgt 7,(a | D) < 74(c/d);
N (fy ist b€a[cund k < ¢, dann gilt

7@/ ©) = w(a ) % (b ¢).

> Definition 7. Zwei Quotienten A = a/a’ und B = b | b’ heiBen teilerfremd (beziig-
lich. T), wenn die-Quotienten 7, (a / a’) und 7, (b / b’) nur das Element o0 gemeinsam haben,
wenn also inf (7, (a), 7, (b)) existiert und gleich o ist.

Definition 8. Ein Quotient P, der nicht als Produkt P = P, ¥ P, von zwei teiler-
fremden Quotienten P, und P,, von denen keiner ein Einheitsquotient ist, geschrieben
werden kann, heiBt Primguotient (beziiglich T).

. De_fiﬂitibn 9. Zwei Quotienten A = a/a’ und B = b | b’ heiBen dquivalent (beziig-
lich' T), wenn 7, (a) = 7, (b) ist.

Lemma 3. Jeder Quotient A € Q(9) kann als Produkt von paarweise teilerfremden
Primquotienten geschrieben werden.

Beweis. Ist. A nicht Primquotient, dann gibt es eine Zerlegung A = 4, ¥ 4, in
zwei zueinander teilerfremde Quotienten A, und 4,. Sind dies keine Primquotienten, so
kann man sie weiter in zueinander teilerfremde Quotienten zerlegen. Da A eine endliche
Menge ist, bricht dieser ProzeB einmal ab. Die Primquotienten der so entstehenden Zer-
legung sind paarweise teilerfremd; denn fir B, < A, und B, < 4, sind mit 4, und 4,
nach (e) auch B, und B, teilerfremd.

. Auf die oben beschriebene Art wird man im allgemeinen zu wesentlich verschiedenen
Zerlegungen eihés Quotienten in paarweise teilerfremde Primquotienten kommen. Es
seien '

alb="=2] T % T[Ty %" *T_,]7,
mit z, = @ und,x, = b und
' alb=yo Y1 % Y1/Ya % " *Yp1lY,

mit y, = a und y, = b zwei solche Zerlegungen, wobei keine Einheitsquotienten auftreten
sollen. Diese beiden Zerlegungen sollen nicht wesentlich verschieden (beziiglich T) heilen,
wenn' r.=s ist und die Quotienten 7, (2;;/w,) eine Permutation der Quotienten
7,,(¥;21/y;) sind. Nicht wesentlich verschiedene Zerlegungen haben also &quivalente
Primquotienten. Sind. fiir alle ‘A €Q($) je zweiiZerlegungen in ein Produkt von paar-
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weise teilerfremden Primquotienten nicht wesentlich verschieden, so sage man, in Q(9)

gelte die eindeutige Primzerlegung (beziiglich T). Wann dies der Fall ist, hingt von § und
von T ab.

Es werde nun vorausgesetzt, daBl in Q(9) die eindeutige Primzerlegung (beziig-
lich T) gilt.

Definition 10. Eine Funktion f iber Q(9) heiBt multiplikativ (beziiglich T), wenn
(i) f(I) == O fur alle Einheitsquotienten I, ‘
(@) £(P) = f(z,(P))f(q | q) fiir alle Primquotienten P = p | g,

(iii) f(a/b)f(b[c) = f(a ] c)f(b D) gilt, sobald a /| b und b | ¢ zueinander teilerfremd
sind.

Definition 11. Eine Funktion f iiber Q(9) heiBt endenmultiplikativ (beziiglich T),
wenn (a) und (b) aus Definition 10 gelten und (iii) aus Definition 10 nur fiir ¢ = o gilt.

Satz 11. Es set A = P, % P, % -+ % P, die Zerlegung von A in zueinander teiler-
fremde Primquotienten, wobei A =a |b=1z,[x, und P, =2z, ,[z, ist. Wenn | multi-
plikatio (beziiglich T) ist, dann gilt

(42) F(4) = £ 10) IT f(e (PO).

Ist f nur endenmultiplikativ, dann gilt (42) nur fir b = o. Ist f endenmultiplikativ und
ist auPerdem A teilerfremd zu B = b [o und f(B) &0, dann gilt ebenfalls Formel (42).

Beweis. Nach (iii) von Definition 10 gilt
r r—1
J__Il f(Py) = f(4) 1_1_]1 f(z] z).

Andererseits ist nach (ii)

i1=i1 f(P) = ,-Ii f(t@i(Pi))‘Ijl f(x, [ x),

woraus nach (i) die Behauptung folgt. Ebenso erkennt man, daB fiir eine endenmulti-
plikative Funktion f Formel (42) gilt, falls A = a | o, also A ein Ende ist. Zum Beweis
des letzten Teiles des Satzes sei B = Q, ¥ Q, % - - - ¥ Q, die Zerlegung von B in zu-
einander teilerfremde Primquotienten. Dann gelten die Beziehungen

(4 % B) = flo] ) IT {(re, (P)) I 1(r2y(Q))
und
(B) = f(o ] o) TT {(x4,(Q))
‘woraus
14 % B) = [(B) IT (v (P0)
folgt. Andererseits gilt nach Definition 11

1(4)f(B)
A % B) = —(--5—,
HA* B =675
so daB wegen f(B) = 0 auch die letzte Behauptung des Satzes bewiesen ist.
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Beispiel 1. In §° definiere man die Abbildungsmenge T durch

7,(a) = % fiir alle Teiler k£ von a.

Es sei f, eine Funktion iiber §° welche im iiblichen Sinn multiplikativ ist, d. h. es ist
fole) = 1 und f,(ad) = fy(a)fo() fiir (@, b) = e. Die durch f(a /bd) = f, (%) itber Q(g?)
definierte Funktion f ist dann multiplikativ (beziiglich T), denn es gilt f(I) = f,(e) =+ 0,
fla]d)=f (% / e) und ferner, da fiir (beziiglich T) teilerfremde Quotienten a /b und

b [ ¢ auch (-g—, —-bc—) = e und somit f, (%) fo (%) = f, (%) fo (—bb—) gilt,

fa|b)f([ec)=f(a]c)f(b]b),
falls a /| b zu b | ¢ teilerfremd (beziiglich T) ist.

In Q(F°) gilt natiirlich die eindeutige Primzerlegung. Dabei sind die 7, (%, ,) der
Zerlegung von a | b in paarweise teilerfremde Primquotienten die maximalen Erzeugen-
denpotenzen von%.

Beispiel 2. Im Gegensatz zu Beispiel 1 sei jetzt eine Funktion f iiber Q(F°) durch
f(a | b) = %’_ fo(z) definiert. Ferner sei IZ' fo(x) = 0 fiir alle a € §. Dann ist fir a € §

fla]a) = mﬁ;a fol@) = zﬁ fo(z) = 0.
Weiter gilt fiir ein beliebiges a € § und eine Erzeugendenpotenz p*
flap'la)= &  fol2) = 2 foyp") = fo(p")f(a ] a)
= f(zalap' | a))f(a] ).

Ist A=a|b, B=0b/eund A zu B teilerfremd, d. h. <—Z—, b) = e, dann gilt
HAB = 2 o) 2 folt) = 1) 2 fola)

WO Z_ o) = 1o 21 (7)

[2.0]=3b

a
1o () = folt) = fol@) = fot)
= 2 o) Zfoly) = (A4 % Bi(b]b)

[z,e]=a ly,b1=b

Damit ist gezeigt, daB f eine endenmultiplikative Funktion iiber Q(F°) ist.

Literatur

[21] E. Cohen, Unitary functions (mod 7). I, Duke Math. J. 28 (1961), 476—485.
[22] H. Scheid, Arithmetische Funktionen iiber Halbordnungen. I, J. Reine Angew. Math. 231 (1968), 192—214.

Mathematisches Institut der Universitét, 656 Mainz, Saarstrafe 21

Eingegangen 16. Miirz 1967



	
	Title page
	Tabelle, Liste
	Schwache asymptotische Eigenschaften von Partitionen.  
	Relativnullen in additiven abelschen Gruppen.  
	Ein Kuzminscher Satz über den Jacobischen Algorithmus.  
	Über die Grundlagen der Geometrie der Kreise in der pseudo-euklidischen (Minkowskischen) Geometrie.  
	Asymptotische Abschätzungen für dreielementige Extremalbasen in natürlichen Zahlen.  
	Injective hulls in the category of distributive lattices.  
	Die Bildräume abgeschlossener Operatoren.  
	Differenzen von Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen.  
	Über arithmetische Progressionen der Länge p.  
	Zur Berechnung der Mahlerschen Funktionen wn.  
	Über die alternierenden Verfahren von H.A. Schwarz und C.  Neumann.  
	Periodische Lösungen von nichtlinearen elliptischen Differentialgleichungen.  
	Dominant dimension of semi-primary rings.  
	Structure theory for operators. I.  
	Means over countable semigroups and almost-periodicity in l1.  
	Arithmetische Funktionen über Halbordnungen. II.  


