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DarstellungsmaBe von Spinorgeschlechtern
terndrer quadratischer Formen

Von Rainer Schulze-Pillot in Berlin (West)

Einleitung

Ist g eine positiv definite quadratische Form iiber Q, so kann man nach Siegel [16]
ein gewichtetes Mittel der Anzahlen der ganzzahligen Darstellungen von a durch die For-
men im Geschlecht von ¢ als Produkt lokaler Darstellungsdichten o, (p Primzahl) be-
rechnen. Ebenfalls nach Siegel [16] gilt eine analoge Formel fiir die DarstellungsmaBe
von beliebigen nichtausgearteten quadratischen Formen mit Koeffizienten in einem alge-
braischen Zahlkorper F und Variablen im Ring o der ganzen Zahlen von F. Mit
funktionentheoretischen Methoden zeigte Siegel in [17], daB man fiir eine indefinite
quadratische Form in wenigstens vier Verdnderlichen schon das Darstellungsmall von a
durch die Form ¢ selbst auf die gleiche Weise berechnen kann. Eichler [3] (in einem
Spezialfall), Kneser [8] und Weil [18] erreichten das gleiche Ergebnis mit arithmetischen
Methoden. Dabei zeigte Kneser zusitzlich, daB (auBer fiir a in endlich vielen genau be-
stimmbaren Quadratklassen) auch fiir eine indefinite Form in drei Variablen das Dar-
stellungsmaBl von a durch alle Formen im Geschlecht von g den gleichen Wert hat.
DabB fiir Zahlen a, die in keiner dieser Ausnahmequadratklassen liegen, das Darstellungs-
maB von a durch ¢ nur dann gleich Null sein kann, wenn es fiir alle Formen im Ge-
schlecht gleich Null ist (wenn also die Kongruenz ¢(x)=a mod m nicht fiir alle ganzen m
ganzzahlig 16sbar ist), war schon von Jones und Watson [6] mit elementaren Methoden
gezeigt worden. Fir jede Ausnahmequadratklasse zerféllt nach [8] das Geschlecht der
Form in zwei Halbgeschlechter H, und H,, die gleich viele Klassen enthalten, so daB fiir
Formen im gleichen Halbgeschlecht das DarstellungsmalBl von a den gleichen Wert (das
DarstellungsmaBl von a durch das Halbgeschlecht) hat. Der Beweis von Kneser tibertrigt
sich auf definite Formen, wenn man die Klasse der Form durch ihr Spinorgeschlecht
ersetzt [4] (im indefiniten Fall fallen Klasse und Spinorgeschlecht zusammen).

In dieser Arbeit wird jetzt die Differenz r(a, H,) —r(a, H,) der Darstellungsmale
von a durch die beiden Halbgeschlechter berechnet. Wir erhalten in Abschnitt 2 eine Art
Siegelsche MaBformel mit Charakter, die diese Differenz als Produkt lokaler Faktoren
oy —o, (mit ay +a, =a,) iber die endlichen Primstellen p von F darstellt. Wéhrend
die o, durch die Bestimmung der Losungsanzahl der Kongruenz g(x)=a modp* fiir
grofle k berechnet werden, wird die Berechnung der lokalen Faktoren oc;' —o, dadurch

erschwert, daB man in ihnen einen Teil der Losungen dieser Kongruenz mit negativem
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Vorzeichen zihlen muB. In Abschnitt 3 und 4 wird gezeigt, daB a; —a in einem groBen
Teil der Falle entweder gleich Null ist oder durch Zuriickfiihrung auf einige Standardfélle
berechnet werden kann. Ist die Absolutdiskriminante des Zahlkdrpers F ungerade, so
erhilt man damit alle Fille, in denen o, +0 ist (siche Hilfssatz 6). Mit Hilfe der in Ab-
schnitt 5 durchgefiihrten Berechnung von o —a in den Standardfillen gewinnt man so
eine weitgehende (fiir ungerade Absolutdiskriminante von F sogar vollstindige) Kenntnis
von r(a, H,) —r(a, H,) und damit auch der DarstellungsmaBle von a durch die Spinor-
geschlechter. Die wichtigsten Folgerungen werden in Satz 2 und fiir F=Q in den darauf-
folgenden Korollaren gezogen.

Unter anderem ergibt sich, daB das Darstellungsmall von a fiir alle Spinorge-
schlechter im Geschlecht den gleichen Wert hat, wenn a durch gewisse Primteiler der

Stufe der Form wenigstens zum gleichen Exponenten wie die Stufe teilbar ist. Ferner
findet man, daB

r(am?, Hy) —r(am?, Hy) = | Ny, (m)| ¥, (m)

ist mit einer Funktion y,(m), die nur vom Wert von m modulo einem gewissen Zykel b
abhéngt. Fiir positiv definite Formen stellen die gefundenen Ergebnisse eine Verschiarfung

der Ergebnisse dar, die in [15], Korollar 2 mit analytischen Methoden bewiesen worden
sind.

1. Bezeichnungen und Grundlagen

Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen: F ist ein algebraischer Zahlkorper,
X die Menge seiner Primstellen, oo die Menge seiner archimedischen Primstellen, o der
Ring der ganzen Zahlen in F, I(F) die Gruppe der F-Idele, F, und o, sind Komplettie-
rungen beziiglich der Primstelle p. Ebenfalls mit p bezeichnen wir das Primideal in o,
m ist ein Primelement in o,, (,), das Hilbert-Symbol beziiglich der Stelle p, Np die
Anzahl der Elemente des Restklassenkorpers o,/p. V ist ein Vektorraum der Dimension 3
iiber F, g eine nicht ausgeartete quadratische Form auf V' mit zugehoriger Bilinearform

B(x, y»)=q(x+y)—q(x)—q(p),

detV ein beliebiges Element der Quadratklasse det (B(e;, ej)) (F*)* ({e;} eine Basis von V),
O(V) die orthogonale Gruppe von V beziglich ¢, O"(V)={ue O(V)|detu=1},
0: 0" (V)— F*/(F*)? die Spinornorm. L bezeichnet ein o-Gitter auf ¥ (d.h. einen in V
enthaltenen endlich erzeugten o-Modul vom Rang 3),

L* ={yeV|B(y, L)< o}
das zu L duale Gitter,

O(L)y={ueOW¥V)|luL=L}
die Gruppe der Einheiten von L und t=R(L)= [] p"» =(q(L*)o)"" die Stufe von L.

Fiir x+0 aus V ist péo

oW, x)y={ueolV)|ux=x},
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entsprechend sind O* (V, x), O(L, x) etc. definiert. Mit ¥,, L, etc. werden Komplettierun-
gen bezeichnet (fiir p € 00 ist L,=V,), O,(V) ist die Adelisierung von O(V),

- 0,(N)=TI 0%).

pe®

Eine Darstellung (x, L) der Zahl a durch das Gitter L wird gegeben durch einen Vektor
x € L mit g(x)=a. Zwei Darstellungen (x, L) und (y, K) heiBen eigentlich dquivalent
oder zur gleichen eigentlichen Darstellungsklasse gehdrig ((x, L)=(y, K)), wenn es ein
ue O* (V) gibt mit ux=y und uL=K. Analog sind lokale eigentliche Darstellungs-
klassen definiert. Ist xe€V und (y, K) eine Darstellung von ¢q(x), so folgt aus dem
Wittschen Satz, daB es eine Darstellung (x, K') gibt, die zu (y, K) eigentlich dquivalent
ist. Interessieren wir uns nur fiir eigentliche Klassen von Darstellungen einer Zahl a, so
konnen wir uns daher auf Darstellungen mit einem fest vorgegebenen darstellenden
Vektor beschrinken. (x, L) und (y, K) gehoren zum gleichen eigentlichen Darstellungs-
geschlecht ((x, L) ~(y, K)), wenn (x, L,) und (y, K,) fiir jedes p € Z (lokal) eigentlich
dquivalente Darstellungen sind. Fir eine (lokale) Darstellung (x, L,) entsprechen die
(lokalen) eigentlichen Klassen von Darstellungen von ¢(x) durch Gitter, die zu L,
isomorph sind, den Doppelklassen O* (¥, x) uO™ (L,) mit ue O* (¥,), x euL,. Ebenso
entsprechen fiir eine Darstellung (x, L) die eigentlichen Klassen von Darstellungen von
q(x) durch Gitter im Geschlecht von L den Doppelklassen O* (V, x) uO} (L) mit
ue Of(V), xeuL. Wir betrachten ein Haarsches MaB u auf O} (V, x) und eines A auf
O (V). Um die Endlichkeit aller auftretenden MaBzahlen zu gewihrleisten, setzen wir
im folgenden stets voraus, daB das orthogonale Komplement von x in V anisotrop ist.
u und A zerlegen sich in Produkte lokaler MaBe u, bzw. 4., die Faktoren fiir p € c©
fassen wir zusammen zu u, bzw. i,. Das MaB r(x, L) der Darstellung (x, L) ist
definiert als

r(x, )=p,(0s (V, x)/0* (M, x)).

Die Normierung der Haarschen MaBe (und damit von r(x, L)) ist hier gleichgiiltig, da
wir nur Maf/zahlen verschiedener Mengen miteinander vergleichen wollen. Wir benédtigen
nur, daB sie so vorgenommen werden kann, daB unter u € O* (V) das MaB auf O (V, x)
in das auf O} (V, ux) iibergeht. Das MaB stimmt dann fiir eigentlich 4quivalente Dar-
stellungen iiberein und wird auch als DarstellungsmaB3 der eigentlichen Darstellungs-
klasse bezeichnet. Summiert man die MaBe r(x, M) aller eigentlichen Darstellungsklassen
(x, M) im eigentlichen Geschlecht der Darstellung (x, L), so erhdlt man das MaB
r(gen(x, L)) des eigentlichen Darstellungsgeschlechts von (x, L). Der Beweis des Satzes
von Siegel mit Hilfe des Haarschen MabBes liefert ([8], [9], [11], [18]):

+ + ! .
() rleents D)=p(03 0/, 9/0° 0 9) T s

und

+ + — + . + 1
@ T 3.,(0500/0"M0)=2(0;()/0" ) T e
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Das DarstellungsmaB r(a, L) von a durch L ist definiert durch
r@a, L)= (X r(x, L)) 1, (05 (")/0O* (D)),

wobei die Summation iiber ein Vertretersystem der eigentlichen Klassen von Darstellun-
gen (x, L) von a durch L lauft. Ist F total reell und g total definit, so ist r(a, L) pro-
portional zur (dann endlichen) Anzahl der Darstellungen von a durch L. Das Dar-
stellungsmaB r(a, spn L) von a durch das Spinorgeschlecht von L und das Darstellungs-
maB r(a, gen L) von a durch das Geschlecht von L sind analog definiert durch

r@spnl)=( X r(x,K)( X 1,(05(7)/0"(K))™*

KespnL KespnL
und

r@@genl)=( X r(xK)( X A (0f(M)/0*(K)) .

KegenL KegenL

Dabei lauft die Summation iiber ein Vertretersystem der eigentlichen Klassen von Dar-
stellungen (x, K) mit K im Spinorgeschlecht bzw. im Geschlecht von L. Der Nenner
(X 2,(05(V)/O*(K))) (das Gewicht des Spinorgeschlechts) hat fiir alle Spinor-

KespnL
geschlechter in einem Geschlecht den gleichen Wert.

SchlieBlich muBl noch die Normierung der lokalen MaBe u, bzw. 4, vorgenommen
werden. Sei hierfiir g(L,)o,=0,, {e;} eine Basis von L, p"q(L‘;)gp, X primitiv in L,

o1 1
Ji=ord, (2g(x)+ 3 ord, (det (B(e;, €)))),
B(x, L) =#{ye L/p*L} |(y, L,) = (x, L,)}
(7 die Reduktion von y modulo p*L¥).

lp (0+ (Lp))

. . fii )=
Dann sollen x4, und 4, so normiert sein, daB fir «,(x, L,) PRI

gilt:

o, (x, Ly)=(Np)~2* " B, (x, L)

(dabei ist die rechte Seite wegen [11], 14.3, von k unabhéngig). Den Beweis, daB eine
solche Normierung moglich ist, findet man fiir F=Q etwa in §33 von [11], im allge-
meinen Fall geht er genauso.

Mit dieser Normierung erhilt man fiir fast alle p
E |F _
y(x, L) =1 - (T/> (Npy!
E
<E,c =F(/-2q(x) det¥V), (—"/—F> das Artin-Symbol) ,

so daB die bedingte Konvergenz des Produkts der a, gesichert ist.

61 Journal fiir Mathematik. Band 352
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2. Berechnung der Differenz der Darstellungsmafie der Halbgeschlechter als ein Produkt
lokaler Faktoren

Wir wollen in diesem Abschnitt die DarstellungsmaBe einer Zahl a durch die Spinor-
geschlechter im Geschlecht des Gitters L untersuchen. Hierfiir erinnern wir zunichst noch
einmal an das bereits in der Einleitung erwidhnte Ergebnis von Kneser ([8], Satz 2, fiir
den Fall eines nicht total indefiniten g siche [4]):

Ist a+0 und —2adetV ¢ (F*)?, so ist entweder r(a, spn L) =r(a, spn K) fiir jedes
K aus dem Geschlecht von L, oder das Geschlecht von L zerfillt in zwei Halbgeschlechter
aus gleich vielen Spinorgeschlechtern, so daB3 zwei Spinorgeschlechter aus dem gleichen
Halbgeschlecht das gleiche DarstellungsmaB liefern. Der zweite Fall kann nur eintreten,

wenn mit E, = F(]/—2adet}V) gilt:
4 0(04 (D))  Ngr (I(E,)).

Bedingung (4) ist nur fiir @ in endlich vielen Quadratklassen erfiillt. Zwei Gitter K und M
liegen genau dann im gleichen Halbgeschlecht beziiglich eines solchen a, wenn K=uM
gilt fiir ein v € O} (V) mit

0w e 0(0* (V) 0(04 (V, x))=0(0" (V) Ng,r(I(E,))
(x eV mit g(x)=a beliebig).

Der zitierte Satz macht keine Aussage dariiber, wie sich im zweiten Fall (dem Aus-
nahmefall) die DarstellungsmaBle von a durch Spinorgeschlechter in verschiedenen Halb-
geschlechtern zueinander verhalten. Diese Frage soll jetzt untersucht werden. Der folgende
Satz — eine Art Siegelsche MaBformel mit Charakter — reduziert das Problem auf lokale
Berechnungen.

Satz 1. Sei a0, —2adetV ¢ (F*)?, E,=F(/—2adetV),

Np (Ea) = N(Ea)g;/Fp ((Ea)g )

fiir eine Primstelle B|p von E,, 0(0 (L)) S Ng r(I(E,)), x € L mit q(x)=a. Fiir me F*
sei

ay (am*, x, L)= ¥  a,(mx,ulL,),
0(u)e Ny (Eq)

a, (am*, x, L)= ¥  a,(mx,ulL,),
8(u) ¢ Np(Eq)

wo die Summation iiber ein Vertretersystem der Doppelklassen O* (V,, x) uO* (L,) mit
ue 0" (V,), mxeuL, und 0(u) mit der jeweils angegebenen Eigenschaft liuft. Sei K ein
Gitter aus dem Geschlecht von L, das nicht im gleichen Halbgeschlecht beziiglich a liegt
wie L. Dann gilt mit einer nur von der Normierung der Haarschen Mafe abhdngigen Kon-
Stanten A:

r(am?,spnL)—r(am*, spnK)=A 1 ( ¥ (—2adetV, 0(w), a,(mx, uL,))
péoo ueO* (Vp)
mxeuLp
=A I (o (@m?, x, L,)—o, (am?, x, L,)).

pé o
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Beweis. Seien H, und H, die beiden Halbgeschlechter beziiglich a, L € H; und
K € H,. Definiert man das DarstellungsmaBl von a durch H; als

r@H)=(X r(x, M) ( X A, (05(V)/0" M)~
MeH; MeH; '
(wo (x, M) ein Vertretersystem der eigentlichen Klassen von Darstellungen von a durch
Gitter in H; durchlauft), so gilt r(a, H,)=r(a, spnL) und r(a, H,)=r(a, spn K) nach
Satz 2 von [8]. Wir konnen uns daher im folgenden auf die Betrachtung der r(a, H;)
beschrinken. Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir E, = E. Wir stellen zunéchst
fest, daB 0(u) € 0(O™ (V) Ny (I(E)) fiir u € O3 (V) dquivalent ist zu 0(u) € F* Ny (I(E)).
Denn b e F* ist in (O™ (V)) genau dann, wenn b positiv ist fiir alle p mit F,~R und ¥,
definit ([12], 101:8). Fiir alle solchen p ist —2a detV negativ und daher

Np(E):z NEm/Fp(Eq;()=P+,

also ist b e (O™ (V)) genau dann, wenn (b, —2a det L), =1 fiir alle p € co gilt. Da nach
Voraussetzung 0(0* (V,)) s N, (E) fiir alle p e oo gilt, folgt aus

O(u)=bi(be F*, i€ Ny (I(E)))

wie behauptet be 0(0* (V)). Ist M=uL (ue O (V)) ein Gitter im Geschlecht von L,
so ist also nach dem Hilbertschen Reziprozititsgesetz M genau dann im gleichen Halb-
geschlecht wie L, wenn

IT (6(u,), —2adetL),= TT (0(u,), —2adetL),=1

pel pé oo

gilt. Man hat also
(r(@m?, Hy)—r(am?, H,)) ( T 2,(05(V)/0* (M)))

MeH,
=3 TT (0(u,), —2adet L), r(mx, uL),
pégao
wo die Summation iiber ein Vertretersystem der Doppelklassen O* (V, x) uO; (L) mit

ue O} (V), mx € uL geht. FaBt man die Summanden zusammen, die zur gleichen Doppel-
klasse O} (V, x) uO; (L) gehoren, so liefern (1) und (2) die Behauptung des Satzes.

Wihrend man zum Beweis der Siegelschen MaBformel die MaBe der Darstellungs-
klassen aufsummiert, wird hier das MaB der Darstellungsklasse (mx,uL) mit einem
Faktor y (6(u)) gewichtet (wo x der zur Erweiterung E,/F gehdrige quadratische Charakter
auf der Idelgruppe von F ist) und ausgenutzt, daB dieser Charakter in ein Produkt lokaler
Charaktere zerfillt.

3. Zuriickfiihrung auf Untergitter

Zur Berechnung der lokalen Darstellungsdichten a,(a, L,) in der Siegelschen MaB-
formel fiir r(a, gen L) geniigt es bekanntlich, die Anzahl der primitiven Losungen der
Kongruenzen ¢(y)=n"?'amodp* (2i<ord,a) in L,/p*L} fiir hinreichend groBes k zu
bestimmen, wobei fiir fast alle Primstellen k=1 gewéhlt werden kann. Die Berechnung
der oy (am?, x, L,)—o, (am?, x, L,) gestaltet sich dagegen wegen des Auftretens der
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Spinornormen in der Definition dieser Faktoren etwas schwieriger. Wir beweisen dafiir in
den folgenden Abschnitten einige Hilfssdtze. Dabei ist stets a+0, —2adetV ¢ (F*)?,

E=E,=F(/-2adetV), 0(0;(L)SNgp(I(E)), N,(E):=Nggr,(Ey), xe€L mit
q(x)=a, LY={ye L,|q(y) ep'}.

Hilfssatz 1. Sei peX— o0 und teZ so, daf L‘;’ ein Untergitter von L, mit
0(0* (L)€ N,(E) ist. Dann gilt fiir alle me F* mit am® € p':

ay (am?, x, L)) =0, (am?, x, L,).

Beweis. Zu einer Darstellung (mx, uL,) (ue O" (V,)) betrachten wir diejenigen
Doppelklassen O (¥,, x) vO™* (L,) mit v e uO™* (LY) (offensichtlich gilt O(L,) < O(LY)).
Wir setzen

0 (LY)={we 0" (LY)|6(w) € N,(E)},
wihlen w, € O™ (LY) mit 6(w,) ¢ N,(E) und erhalten
0* (¥,, x) u0* (LY)=0* (¥V,, x) u0* (L) v 0* (¥, x) u0* (L) w,
sowie
0* (¥, x) u0* (LY)= f)l 0*(¥,, x) v;0* (L,)
0* (¥, x) u0* (LY)wy= U 0*(¥,, x) v,0% (L,)

i=s+1
mit 0(v;) € N,(E) fiir i=1,...,s und 0(v;) ¢ N,(E) fiir i=s+1,...,s". Das biinvariante
Haarsche MaB A, auf OF (V) 1nduzlert ein rechtsmvanantes MaB ,1 auf dem homogenen
Raum O* (¥, x)\O+ (V,) mit der Eigenschaft:
1,(0" (Fy, 0\O* (¥, %) 1,0+ (L)) =2, (0 (¥, \O* (%, x) O* (v,L,))
_ A,(0* (v, L,))
4y (07 @i L,y, )

Wegen der Rechtsinvarianz von )._,, gilt
2,(0% (V,, )\O* (¥, x) u0* (L)) =1,(0* (¥, X)\O* (¥, x) uO* (L) w,)
und wegen der Biinvarianz von A, ist 4,(0* (v;L,))=4,(0" (L,)). Man hat daher
: (0+ (LO)) — l '11’ (0+ (Lv))
i=1 My (0+ (v;L,, )) i=s+1 ﬂp(0+ (v; Ly, x))

Die eine Seite dieser Gleichung ist der Beitrag der in 0* (¥,, x) uO* (LY) enthaltenen
Doppelklassen O™ (¥,, x) vO* (L,) zu «; (am?, x, L,), die andere Seite ist der Beitrag
dieser Doppelklassen zu « (am?, x, L,). Summiert man iber alle Doppelklassen
0" (V,, x)u 0* (LY) mit mx € uL,, so erhilt man die Behauptung des Hilfssatzes.

Hilfssatz 2. Sei peZ—o und teZ so, dap LY ein Untergitter von L, mit
6(0* (LY)) N,(E) ist. Dann gilt fiir me F* mit am® € p':

of (am?, x, L)) =aF (am?, x, LY).
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Beweis. Zu einer Darstellung (mx, uL,) (u e O* (V,)) betrachten wir wieder die Zer-
legung der Doppelklasse O* (¥, x)u 0" (LY) in Doppelklassen O* (¥, x)v,0* (L,)
(i=1,...,5). Da 0(v;) € 0(u) N,(E) gilt, tragen diese Doppelklassen alle nur zu einer
der Zahlen a (am?, x, L,) und o (am?, x, L,) bei, und ihr Beitrag ist

i j’v(0+(l’p)) '
i=1 4,07 (v, L, X))

Mit dem gleichen Argument wie beim Beweis von Hilfssatz 1 erhilt man

5 AOL) _ 40"
i=1 ”p (0+ (vi Lpa x)) l'tp (0+ (uL(;), x))

und das ist der Beitrag der Doppelklasse O* (V,, x)u O* (L) zu o (am?, x, LY) bzw.
a, (@m?, x, [¥). Summiert man iber alle Doppelklassen O* (¥, x)u O* (LY) mit
mx € uL,, so erhilt man die Behauptung des Hilfssatzes.

4. Konstruktion geeigneter Untergitter

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, daB man fiir geniigend groBes ord, (am?)
entweder mit Hilfssatz 1 zeigen kann, daB o (am?, x, L,)—ay (am?, x, L,)=0 gilt oder
mit Hilfssatz 2 die Berechnung dieser Differenz auf einen Standardfall reduzieren kann.

Wie friiher ist p"*® die Stufe von L,. Unter einer p/-maximalen hyperbolischen
Ebene verstehen wir im folgenden stets ein p’-maximales Gitter auf einem zweidimen-
sionalen isotropen Raum.

Proposition. Sei p € X — co. Dann gibt es ein j<n(L,), so daf LY ein Untergitter
von L, mit q(LY)o, =y’ ist und

i) (0" (ILY)EN,(E)
gilt oder

ii) LY spaltet eine p’-maximale hyperbolische Ebene ab.
Das kleinste solche j bezeichnen wir mit t(L,, a).

Beweis. Ist 2 Einheit oder Primelement in o,, so liBt sich ¢(L,, a) mit Hilfe der
Ergebnisse von [7] fiir 2 ¢ p, von [1] und [5] fiir p=20, durch Diskussion der mdg-
lichen Jordanzerlegungen fiir L, berechnen. Diese Berechnung liegt den Sitzen 3 und 4 in
[14] zugrunde. Aus Platzgriinden verzichten wir darauf, die Ergebnisse und ihre Beweise
hier aufzufithren und bemerken nur, daB sich in jedem Fall ¢(L,, a) <n(L,) ergibt (wo-
bei die Ungleichung in vielen Fillen streng ist). Im Fall, daB F, eine verzweigte Er-
weiterung von Q, ist, gibt es zu viele Ahnlichkeitsklassen zweidimensionaler modularer
Gitter, um diese Einzelfalldiskussion durchzufiihren. Um zu einem Beweis der Ab-
schitzung t(L,, a) <n(L,) zu kommen, der auch in diesem Fall giiltig ist, bendtigen wir
einige Hilfssdtze. Auch die Beweise dieser Hilfssdtze vereinfachen sich fiir 2 ¢ p oder
p=20,, doch geben wir die moglichen Vereinfachungen nicht im einzelnen an, da man
in diesen Fillen durch die Einzelfalldiskussion ohnehin ein besseres Ergebnis erhilt.
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Hilfssatz 3. Sei pe X —oo. Ist LY fiir alle te Z ein Untergitter von L,, so ist V,
anisotrop. Ist te Z so, dafp L) ein Untergitter von L, ist und L™V kein Gitter ist, so ist

LY=H 1 o,z mit einer p'-maximalen hyperbolischen Ebene H.

Beweis. Ist LY fir alle teZ ein Gitter, so ist auch L{™= ) LY ein Gitter.
teZ
L™ besteht aus allen y e L, mit g(y)=0, und falls L{™ + {0} ist, gibt es y,, y, € L}
mit B(y;, y,) +0, da ¥, nicht-ausgeartet ist. Dann ist aber q(y; +,)*0, also L{* kein
Untergitter. Das zeigt den ersten Teil der Behauptung. Sei jetzt t € Z so, daB LY ein
Untergitter von L, ist und LV kein Gitter ist. Wir konnen o.E. annehmen, daBl :=0
und L,=LY gilt. Dann gibt es also y,, y, € L, mit g(y;) € p und

g1 +3)=9()+q9() + By, ¥2) €9,

also B(y,,y,) ¢ p. Ohne Einschrinkung sei B(y,, y,)=1. Dann ist
—det (B(yy, y,)) e 1 +4p S (F))%.

Das von y, und y, aufgespannte Gitter ist also eine unimodulare hyperbolische Ebene
und spaltet daher orthogonal ab.

Ist p?®® die reduzierte Determinante von L, (siche [2], §9), so kann man leicht
zeigen, daB entweder LY fiir ein j < d kein Gitter ist oder LY ein p®-maximales Gitter ist.
Der folgende Hilfssatz, dessen Beweis recht technisch ist, liefert eine Verschirfung dieser
Schranke. ‘

Hilfssatz 4. Sei pe X — co. Dann gilt:

i) Es gibt ein j<n(L,) mit LY=K L o,z, K ein zweidimensionales modulares
pl-maximales Gitter.

ii) Ist V, isotrop, so kann K als hyperbolische Ebene gewdhlt werden.

iii) Ist V, anisotrop, so gibt es fiir ein j<n(L,) eine Zerlegung von LY wie in i)
mit g(z)0, 29’ "', LY ist dann p-maximal.

Beweis. Wir zeigen Behauptung i) zunichst in dem Spezialfall, daB L,=K L o,z
mit einem zweidimensionalen p"-modularen Gitter K und ord, g(z)=s gilt. Wir schreiben
dann r=r(L,) und definieren #(L,) durch g(L,)o,=p""» "™ Mit k(L,) bezeichnen
wir die kleinste Zahl k, so daB es eine Zerlegung L,=K 1 0,z mit ¢(K) 0,=p " und
K zweidimensional p’-modular- gibt. Dann gilt r(L,) +k(L,) =n(L,), und wir zeigen:

Behauptung i) ist sogar richtig fiir ein t<r(L,)+k(L,). Wir fiihren den Beweis
durch Induktion nach k(L,)+7(L,). Fir k(L,)+7(L,)=0 folgt die Behauptung aus
Satz 9.3. von [2]. Sei jetzt also L, gegeben mit 7(L,)>0. O.E. sei q(L,) o,,=oz, also
r(L,)=7(L,). L,=K 1o,z sei eine Zerlegung von L, mit g(K)o,=p"®» 7 ) Ist
k(L,)<r(L,), also q(K)o,+0,, so ist g(z) e o, und LY=K 1 o,(nz;). Es gilt also
k(LY)+F(LP) < k(L,)+r(L,)—1, und aus der Induktionsannahme folgt die Behauptung
i) fir L, wegen k(L) +r(LY) = k(L,)+r(L,).
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Wir konnen also k(L,)=r(L,) annchmen und bemerken noch, daB8 daraus
B(K, K)=B(L,, L,) folgt und daher jedes p"-modulare Gitter in L, orthogonal abspaltet
(siehe etwa [12], 82:15). Ist LP + K 1 (0,2)?, so gibt es ye K mit g(y) ¢ p*> und
q(y+2z)ep? Wir setzen z, =y+z und wihlen z, € K mit B(z,, z,)=B(z,, y)=n""».
Das von z; und z, aufgespannte Gitter K’ ist dann p"“®-modular und spaltet daher
orthogonal ab, L,=K Ll o,z’. Wire LP+K® L (0,z')?, so gibe es y'e K’ mit
q(¥')¢p?, q(y'+2z)ep® Ist y =byz; +b,z,(b €0,), so ist

q(y)=b1q(z,) +b3q(z;) + b byn" ™),
und wegen r(L,) >0 und q(y’) ¢ p* folgt b, € 0. Also ist
ord, B(y'+2, z;)=ord,B(y’, z,)=r(L,),

d.h. y'+z' und z, spannen ein p"*-modulares Untergitter K” von L, auf mit ¢(K") < p,
und das ist ein Widerspruch zu k(L,)=r(L,). Also ist LP=K'® 1 (0,z')®, und indem
wir notigenfalls K durch K’ und z durch z’ ersetzen, konnen wir L =K® 1 (0,2)® an-
nehmen. Ist K ein o -maximales Gitter, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls ist
K2 K® 2nK, es gibt also eine Basis {y,, y,} von K, so daB {y,, ny,} eine Basis von
K® ist. Es folgt, daB K® ein p"*»*!-modulares Gitter ist. Also ist k(L) <k(L,)—1,
F(L?)=7(L,)—1. Nach der Induktionsannahme gilt also die Behauptung i) fiir L{?. Da
r(LP)+k(LP)<r(L,) +k(L,) gilt, folgt i) fur L,. Der Beweis zeigt, daB man fir die
Zerlegung von LY zusitzlich zu i) fordern kann:

F(LP)=0 oder LY*»=KU*? | (0,2)0*?.

Hat L, keine 2-dimensionale modulare Komponente, so ist also L,=0,z, L 0,2, L 0,z;,
q(z;) e n’io, (s;<s5,<s3) und n(L,)=ord,4+s;. Fiir ein s<s; hat L‘,,j) eine zwei-
dimensionale, p**°*%2-modulare Komponente. Da r(LY) + k(L)< s, +ord, 4 gilt, folgt
die Behauptung i) fiir L, aus der soeben bewiesenen Behauptung i) fiir L‘:’.

Zu ii) und iii). Sei LY =K 1 o,z eine Zerlegung wie in i) gefordert, s=ord, q(2).
Ist F,K isotrop, so ist K eine hyperbolische Ebene, und es ist nichts zu zeigen. Ist F, K
anisotrop und ord, q(z)=s=j+2, so hat auch L, eine eindimensionale 2p*-modulare
Komponente.

Setzt man

. s s=jmod2,
= s—1 s%jmod2,

s=j
so ist also j'<n(L,) und L‘pj')=n[ 2 ]K L o,z Ist ¥, anisotrop, so zeigt dies iii). Ist ¥,
isotrop, so gibt es nach der Bemerkung am Ende des Beweises von i) ein

J'srP) +kLP)sn(Ly),

so daB LY” entweder eine hyperbolische Ebene abspaltet oder eine Zerlegung
LV"=K 1o,z mit q(z')o,2p"*" und LY *P=KU"*? | (0,2)V"*P=nK 1 o,(nz’)
(K’ zweidimensional modular maximal) hat. Im zweiten Fall wire aber LY fiir alle i ein
Gitter, was nach Hilfssatz 3 ein Widerspruch zur Annahme ist, da3 ¥ isotrop ist. Damit
ist auch ii) gezeigt.
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Hilfssatz S. Sei V, anisotrop, sei L,=K 1 o,z mit einem zweidimensionalen o-

maximalen modularen Gitter K und q(z)o,2p. Dann ist 0(0* (L,))=F,.

Beweis. Da q(K)o,=o, gilt und 6(0*(L,)) durch Dehnung (scaling) nicht geén-
dert wird, konnen wir ohne Einschrinkung 1 € ¢(K) annehmen. (0™ (K)) ist dann die
Normengruppe einer quadratischen Erweiterung E’ =1~';,([/1;) (ueo;) von F,. Ist die Er-
weiterung unverzweigt, so gilt (0 * (K)) 2o, Fiir ungerades ord, ¢(z) folgt (0" (L,))=F,,
und ord,q(z) gerade wiirde implizieren, daB V, isotrop ist. Ist E'/F, verzweigt, so ist
B(L,, L,)<p und es gibt y,, y, € K mit ord, q(y,)=0, ord, q(y,)=1. Ist ord, q(z)=0,
so ist 0,z L o,y,S L, ein o -maximales Gitter K’ und 0(0* (K'))<6(0"(L,)) ist die
Normengruppe einer quadratischen Erweiterung F,(l/ﬁ) (ueo))von F,. 6(0*(L,)) ent-
hilt also zwei verschiedene Untergruppen vom Index 2 in F,*, ist also gleich F,*. Ebenso
argumentiert man fiir ord,¢(z)=1 mit K"=o0,z L o, y,.

Die Proposition folgt jetzt sofort aus Hilfssatz 4 und Hilfssatz 5.

5. Berechnung der lokalen Faktoren

Hilfssatz 6. Sei p e X — o0, 2 sei Einheit oder Primelement in o,. Dann gilt fiir alle
me E) mit am? ¢ p't»9:

«, (am*, x, L,)=0.

Beweis. Wie frither (§3) sei E=E,=F(]/—2adetV). Ist p zerlegt in E/F, so ist die
Behauptung trivial. Sei also p tridge oder verzweigt in E/F, sei s=ord, (am?)< t(L,, a).
LY ist dann ein Untergitter von L, mit 6(0* (LY))< N, (E), und nach Hilfssatz 2 folgt
o, (am?, x, L)) =a, (am?, x, L'Y). Ohne Einschrinkung (scaling um n~*) konnen wir also
q(L,)o,=0,, s=0 annehmen.

Ist 2 Einheit in o,, so lassen sich je zwei Vektoren y,, y, € L, mit ¢(y,) =q(y,) = am?
durch eine Einheit von L, ineinander iiberfithren, und nach Lemma 2 von [15] folgt die
Behauptung. Ist 2 Primelement in o, und gibt es einen primitiven Vektor y, € L, mit
B(y,, L,)=o,, so spaltet L, ein o,-modulares 2-dimensionales Gitter K ab. Gibt es
¥y, € L, mit g( y,)=am? und B(y,, L,)=20,, so spaltet y, orthogonal ab. Gibt es in L,
sowohl y, wie auch y, wie oben, so ist ¥, isotrop, da K alle Einheiten darstellt, und
L, ist maximal, spaltet also im Widerspruch zu s <t(L,, a) eine hyperbolische Ebene ab
([2], Satz 9. 5). Daher gilt: Entweder ist B(y, L,) =0, fiir alle y € L, mit g(y)= am? oder
es ist B(y, L,)=2o, fiir alle solchen y. In beiden Fillen erhélt man mit dem Wittschen
Satz fiir Gitter, daB y,, y, € L, mit q(y;)=q( y,)=am? durch eine Einheit von L, in-
einander iiberfiihrt werden konnen (siehe z.B. Satz 1 von [10] fiir den ersten Fall, Satz 2
von [10] fiir den zweiten Fall). Die Behauptung folgt dann wie oben.

Der Beweis von Hilfssatz 6 schligt offensichtlich fehl, wenn ord,2>1 ist. Ob die
Aussage des Hilfssatzes auch in diesem Fall wahr ist, ist mir unbekannt. Fiir diesen Fall
wird hier keine Aussage iiber a;, (am?, x, L) fiir am® ¢ p'“»* gemacht.

Ist am? e p"™ 9, 5o ist die Berechnung von « (am?, x, L,) — o, (am?, x, L,) durch
die Ergebnisse der vorigen Abschnitte auf den Fall zuriickgefiihrt, daB L, eine hyper-
bolische Ebene abspaltet. Wir wollen jetzt o} (am?, x, L)—oa, (am?, x, L,) in diesem Fall
berechnen.
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Hilfssatz 7. Sei L,=K L o,z, K eine hyperbollsche Ebene mit q(K)o,=o,. Dann

gilt: Ist ord q(z) gerade so ist 0(0* (L,))=o; (F,)?, ist ord,q(z) ungerade so ist
0(0* (L,)=F,

Beweis. Der zweite Teil der Behauptung ist klar. Ist x=y + &z (¥ € K) ein primitiver
Vektor aus L, mit ord, (¢(x))=r>0, so daB die Spiegelung 7, in O(L,) liegt (wie iiblich
B(x, w)

q(x)
heit sein und g (az) € n" o} erfiillen. Das ist fiir gerades ord, (¢(z)) unméglich. Da die Uber-
legungen aus §6 von [13] fiir das hier betrachtete L, richtig bleiben, auch wenn man
zuldBt, daB F, verzweigt iiber Q, ist, wird 8(0* (L,)) von den ¢(x) mit 7, € O(L,) er-
zeugt, und die Behauptung folgt.

T (W)y=w—

x), so muB B(x, L,) S p" gelten, also y € n"K. « muB also eine Ein-

a [ e
Hat das Gitter L, beziiglich einer Basis die Matrix | f b d |, so schreiben wir
e c

. d
im folgenden L,=(a, b, ¢, d, ¢, f).

Hilfssatz 8. Sei p € 2 — oo trdge in E/F, ord,a=0. Ist L,~(0, 0, n*", 0,0, 1) (r=0)
und B(x, L,)=0,, so gilt fiir s=0:

ay (an?®, x, L)) — o (an®, x, L)) =(—1)° (Np)* "' (Np—1).
Ist p=20, und L,=(1,0,0, 4,0, 0), so gilt fir s=0:
ay (an®s, x, L)) — o, (an?s, x, L,)=(—1)* (Np)* " (Np—1).

Beweis. Sei zunidchst L, (0,0, n*",0,0,1); wir schreiben hierfiir im folgenden
L,=L,(r). Sei e=ord,2. Fir 0§1§s+e sel

ag)(nSx, LP) = Z ap(nsx’ uLp) = Z ap(y, Lp)’
B(nsx,uLp)=p’ q(y)=an2s
B(y,Lp)=vp'

wo die Summation iiber ein Vertretersystem der (lokalen) eigentlichen Darstellungs-
klassen (n°x,uL,) (ue O*(V,)) bzw. (y, L,) mit der jeweils angegebenen Eigenschaft
lauft. Ist s<r, so ist o (an®s, L,)=0 fiir i<s.

Ferner setzen wir

7o_ ) WeLIBO Ly=p}  isr,
’ pLy™Y r<i.

Trigt die Darstellung (y, L,) zu o (an?’, L,) bei, so ist B(y, LO)=p* fiir i<s,
B(y, LY)=p**" fiir s<i<s+e. Tragen (y,, L,) und (y,, Ly beide zu o (an?*, L,) bei,
SO folgt daher aus dem Wittschen Satz fiir Gltter daB y, in y, durch eine E1nhe1t von
L“’ fir i<s bzw. von L‘s’ fir i>s iberfithrt werden kann (siche z.B. [10], Satz 1 fiir
z<s [10], Satz 3 fiir z>s) Wegen 9(0+(L")))CN (E) folgt daraus, daBl die Dar-
stellungen, die zu o (an®%, L,) beitragen, entweder alle zu oy (an?*, x, L,) oder alle zu
a, (an, x, L)) beitragen, wobei fir i=s das +-Zeichen zu wéhlen ist. Sei {21, 2,5, 23}
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eine Basis von L,, beziiglich der L, die angegebene Matrix hat, und fiir die x=az; +z,
gilt, sei ;€ O* (V) gegeben durch u,(z,)=7n'""z,, u,(z,) =n"""z,, u(z;)=z, fiir i<s,
durch

Ui =T, Tani—a+1)nr~ iz +(1 —m)nrza— 23
fiir s<i<s+e und durch
U e =T, Ta+1)27 121~ 272223

(falls e>0). Dann rechnet man nach, daB 6(u;) € n°*~ "o} (F,)* gilt und daB (n°x, u,L,)
zu ol (an®%, L,) beitrigt. Also gilt:

ar (@n®, x, L)y= Y of(an®, L,),
i=smod2

o (an®s, x, L)= Y  oP@an?, L)

» s Ay Loy P s Lp).
i=s+1mod2

Zur Berechnung der af (an%, L,) stellen wir noch fest, daB man ganz @hnlich wie Hilfs-
satz 2 beweist :

o (an? ", L,(r—1i)) iZr,

oa®(an?, L,)={o® (an?*~2i, L (0)) r<iss,
af=9(a, L,(0)) \ r<ssiss+e.

Hieraus folgt fiir r=1:
af (an?s, x, L) =(—1) o (an?*, LY) + o (an®*72, x, L, (r—1)).
Wir setzen jetzt k(r)=2e+r+1 und erhalten nach (3):
o (an®, L, (1) =(Np)~2¢7"**72. 4 {je L,/p*L} | B(y, L,)=¥', q(y) = an** mod p*}
(7 die Reduktion von y modulo p*L¥).
Man rechnet nach:

a9 (a, L,(0)=(Np) 2™ (Vp—1) (Vo) ~*** +(Vp) ™) (0=i<o),
a:;e) (a5 Lp(o)) = (Np)—l I (Np - 1)3

2Np=1) (Np) 17+ 50, r>0,
o (an®, L, (0)=1 (Np) = 1) (Vp) 2™ s3>0, r=0,
(Np—1) (Np)™*~" s=0.
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Zunichst folgt fiir r=0:
@ (an®, x, L, (0)) — o (an®, x, L,(0))=(Np)™*** (Np—1)
und fiir s=0 und beliebiges r
oy (a, x, L,(r)—o (a, x, L,(n)=({Np)~' " (Np—1).

Rekursiv zeigt man dann:

oy (@n?’, x, L, (r))— o, (an®®, x, L,(r))=2(—=1)* (Np)* " (1 —(Np)~})
+(=1)TH R T (1 -(Vp) 7Y
=(=1° (Npy " (1=(Np)™').
Ist p=20p,, so gilt mit L, =(1,0,0, 4,0, 0):
aP(a, L,(0))=aP(a, L),
also
o (a, L,)—o, (a, L))=(Np) 2 (Np—1).

Mit ol (an®s, L)) =al? (an?**"2, L,(0)) fiir i=2 folgt die Behauptung auch fiir diesen
Fall.

Hilfssatz 9. Sei p € X — oo zerlegt in E[F, ord,ja=r. Ist L,=(0,0, n",0,0,1) (r=0)
und s=0, so gilt

of (an®’, x, L,) = o, (an’s, x, L,)=(Np)y ' (r+1)Np—(r—1)).
Ist pc20,, L,=(1,0,0,7,0,0) und ord,a=1, so gilt a,(an**, L,)=2(Np)*~'.

Ist p=2o,, L,=(1,0,0,4,0,0) und ord,a=0, so gilt ap(anzs, L)=©Np+1) (Np)y* 2.

Ist p=20,, L,=(1,0,0,8,0,0) oder L,=(1,4,0,4,0,0) und ord,a=1, so gilt
a,(an?®, L) =2(Np)* 2.

Beweis. Definiert man ol(an®**", L)) wie oben, so erhdlt man mit
L,(=(0,0,7",0,0,1):

o (a, L, (0)=(Np) 2" (Np—1) (Np+1)  (0Si<e),

)

o (a, L, (0))=(Np)~' "¢ (Np+1),

P

o (an?®, L, (0))=(Np)’ (Np—1) (Np+1),

oaf (@, L,(1))=2(Np)"' " (Np—1) O<i<e),
a5tV (a, L,(1))=2(Np)~' 7,
o (an®, L, (r))=2(Np)*"! (Np—1) (rz1, s20).

Auf die gleiche Weise wie beim Beweis des vorigen Hilfssatzes rechnet man nach, daf3
hieraus die Behauptung fiir L (r) folgt. Die iibrigen Félle werden wie im vorigen Hilfs-
satz auf diesen Fall zuriickgefiihrt.



128 Schulze-Pillot, Darstellungsmape von Spinorgeschlechtern

Satz2. Sei aeq(l), a+0, —2adetV¢(F*)?, E,=F(/—2adet?),
0(0; (L) N s(I(E,)). f,=T1p’* sei der Fiihrer der Erweiterung E,/F und

E F pez
("—/ € {+ 1} bezeichne das Artin-Symbol. K sei ein Gitter aus dem Geschlecht von L,

das nicht im gleichen a-Halbgeschlecht wie L liegt, und fiir m € F* sei y,(m) definiert durch
r(am?, spn L) —r(am?, spn K) = [Ny, (m)| Y, (m).
Dann gilt mit den weiter unten definierten Zahlen h(L,, a) und h(L,,, a):
i) Ist ord,m=h(L,, a) fiir ein in E,[F verzweigtes p € X — 00, so ist y,(m)=0.

ii) Ist m" e F* prim zu §, und h(L,, a) <min(ord, m, ord,mm’) fiir alle p e X — oo
mit ord,m’ 0, so ist

E,|F
(m')

Ya(mm’) = ( ) Y, (m).

i) Y,(m) hingt nur von m modulo dem Zykel H(L,, a)= [1 p"e gb das heift,

m pel _
ist m—l positiv fir alle peoo mit h(L,,a)=1 und m;—m,e [T p"™9, so ist
2 pé o
l/’a(ml)—_—llla(mZ)’

Dabei sind h(L,, a) und h'(Lv, a) wie folgt definiert: Ist pe X — oo zerlegt in E,[F,
S0 ist

[n(L‘,) —2ord,2—ord,a

2
h(L,, a)=
(@ [n(Lv)—ordpa-i-l:I

] Jalls ord,2<1,

5 sonst,

ist p e X — oo trdge oder verzweigt in E,[F, so ist

min([t(L,,a)——ord,a+1], [n(L,,)—2ord,2——ordPa]> falls ord, 251,

2 2
h(L,, a)=
[t(Lp,a)——ord,a+1] somst,
2 -~
b(L,, a)=T1 p"»o= ] p'eeoj, [I p*
pel peZ— o pef—o
plfa
Ferner gilt:

I p"e92@ 'R I1 (o)t TI1 ¢
pé© P¢© péo
ordp 251 ordp2>1
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Ist speziell die Absolutdiskriminante von F ungerade, so gilt

IT p?*e2da)™ 9.

péoo

Beweis. Zunichst zum letzten Teil der Aussage des Satzes. Ist pe Z— oo mit
ord,2>1, so folgt die Behauptung iiber A(L,, a) aus der Definition von h(L,, @) und
t(L,,a)=n(L,).

Ebenfalls direkt aus der Definition von h(L,, a) folgt die Behauptung fiir in E,/F
unverzweigtes p € X —o0o. Fiir in E,/F verzweigtes p € X — 00 mit ord,2<1 erhélt man
die Behauptung, wenn man fiir die moglichen Jordan-Zerlegungen von L, den genauen
Wert von ¢(L,, a) berechnet (siche die Bemerkungen nach der Proposition in Abschnitt 4).
Zu i): Ist ord,(am*)=1t(L,, a) fiir ein in E,/F verzweigtes p € X — oo, so folgt nach
Hilfssatz 1

af (am?, x, L) —a, (am?, x, L,)=0,
denn nach der Proposition und Hilfssatz 7 gilt
0(0* (LY "> & N, (E,).

Nach Satz 1 gilt dann y,(m)=0. DaB ord,a+2h(L,, a)=t(L,, a) gilt, folgt aus der
Definition von h(L,, a).

Zu ii). Ist p e 2 — o0 unverzweigt in E,/F und ord, 2 >1, so gilt wieder
ord,a+2h(L,, a)2t(L,, a).
Ist (0" (L™ ))& N, (E), so folgt wieder y,(m)=y,(mm’)=0, andernfalls lassen sich
o (am?, x, L,) —a, (am?, x, L)) und o (am*m'?, x, L,) —a, (@am*m’?, x, L,) nach der
Proposition und Hilfssatz 2 mit Hilfssatz 8 bestimmen. Die Behauptung fiir y,(m) und
y,(mm’) folgt dann aus Satz 1. Ist ord,2<1, so ist ord,a+2h(L,, a)=t(L,, a) nicht

mehr notwendig richtig. Hier iiberzeugt man sich wieder durch Diskussion der moglichen
Jordan-Zerlegungen von L, davon, daB§ L& 2*2*%%-9) jn den Fillen mit

ord,a+2h(L,, a)<t(L,, a)

bis auf Dehnung (scaling) isomorph zu einem der in Hilfssatz 8 und Hilfssatz 9 disku-
tierten Gitter ist, und erhilt dann die Behauptung genau wie im anderen Fall.

Zu iii). Seien m;, m, € F, —’hi positiv fiir alle unendlichen Primstellen, die in f, vor-
2

kommen, p € £ — 0. Ist ord,m, + ord, m,, so ist

h(L,, a) £ h(L,, a) < min (ord, m,, ord, m,).
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Ist p verzweigt in E,/F, so ist daher nach ii) Y, (m,)=y,(m,)=0; wir konnen also an-
nehmen, daB ord,m,=ord,m,<h(L,, a) fir alle in E,/F verzweigten pe 2 — oo gilt.

Nach Definition von k(L,, a) folgt daraus '—m"ls1 mod* f,. Nach ii) ist
2

l/z.,(ml)=< Ed/F

—(ngl_)) Ya(m,),

also y,(m,) =y,(m,) wie behauptet.

Da das Ergebnis von Satz 2 sich im Spezialfall F= Q etwas tibersichtlicher formu-
lieren 14B8t, wollen wir es noch einmal gesondert als Korollar bringen.

Korollar 1. Sei F=Q, a quadratfrei, W=4aa'h*Z mit quadratfréeiem a', und die Vor-

aussetzungen von Satz 2 seien erfiillt. Ferner sei wieder i, definiert durch
r(am?, spn L) —r(am?, spn K) = |m| y,(m).

Dann gibt es ein h' mit h'|h, so daf gilt:

i) Ist meh'Z, fiir eine in E,[F verzweigte Primzahl p, so ist y,(m)=0.

il) Ist m' € Z prim zur Diskriminante von E, und gilt fiir jede Primzahl p entweder
m' € Z, oder me h'Z,, so gilt

Yo (mm') =y, (m") Y, (m).

Dabei bezeichnet y, den zur Erweiterung E,|Q gehorigen quadratischen Charakter.

iil)  Fiir positive m hdngt y,(m) nur von m modulo h' ab.

Vergleicht man die Ergebnisse von Korollar 1 mit denen von [15], Korollar 2 fiir
den Spezialfall positiv definiter Formen iiber Q, so sieht man, dal die arithmetischen
Methoden etwas schérfere Resultate liefern. Zum einen zeigt die genaue Berechnung von
E(Lp, a) in Satz 2, daB sich 4’ hdufig als echter Teiler von A wihlen 14Bt. Zum anderen
hat man ¢, durch Satz 1 in ein Produkt von Faktoren y, , iiber alle Primzahlen zerlegt,
was die schiarfere Formulierung der multiplikativen Eigenschaften von ¥, erméglicht, die
man in Korollar 1 erhilt.

Zum SchluB wollen wir im Fall F= Q noch untersuchen, unter welchen Bedingungen
an m das DarstellungsmaB von am? durch ein Halbgeschlecht H groB ist, das heiBt, fiir
welche m mit einer geeigneten Konstante C (die von m unabhéngig ist)

r(am?, H)y= Cr(am?, gen L)

gilt. Da die Situation hier fir primitive Darstellungen etwas einfacher ist, wollen wir
diesen Fall zuerst behandeln.

Korollar 2. Sei r*(am?, H,) das Maf der primitiven Darstellungen von am?* durch
das Halbgeschlecht H,, analog sei r*(am?, gen L) definiert. Dann gibt es eine (von L und a
abhdngige) Konstante C,, so daf fir i=1, 2 gilt:

Ist r*(am?, H)#*0, so ist r*(am?, H)Z= C,r*(am?, gen L).
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Beweis. Ist x € L primitiv mit g(x)=a, so gilt eine zu Satz1 analoge Produkt-
formel

r*(am?, H)) —r*(am?, Hy)= A l;[ (o (am?, x, LY* — o (am?, x, L,)*)
pé¢ .

fiir die primitiven DarstellungsmaBe. Fiir jedes p gilt
o (ap®, x, L,)* =pa;; (ap** "%, x, L,)*

fiir hinreichend groBes s (wobei evtl. auf einer Seite der Gleichung oc;,” und auf der an-
deren Seite o, stehen kann), denn die Kongruenz, deren Losungen gezéhlt werden, wird
fiir groBes s einfach g(y)=0 mod p*. Fiir ptdet L sicht man aus dem Beweis von Hilfs-
satz 8, daB primitive Darstellungen nur entweder zu o oder zu a, beitragen, daB also
entweder o) (am?, x, L,)* oder «, (am?, x, L,)* gleich Null ist. Insgesamt erkennt man,
daB es fiir den Quotienten

loy (am?, x, L,)* — o (am?, x, L,)*|
ay (am?, x, L,)* +a, (am?, x, L,)*

nur endlich viele mogliche Werte gibt. Daher 148t sich eine Konstante Cy<1 angeben,

1-C;
so daB dieser Quotient entweder =1 oder = Cj ist. Mit Cy = -2—0 folgt die Behauptung
des Korollars.

DaB sich Korollar 2 nicht ohne weiteres analog fiir r(am?, H,) formulieren l4Bt,
zeigt das folgende Beispiel: Ist p eine Primzahl, die in E,/Q trége ist, so wird ap? von
H, dargestellt, aber nicht primitiv dargestellt, also r(ap?, H,)=r(a, H,), wihrend
r(ap?, gen L) mit wachsendem p gegen oo strebt.

Korollar 3. Sei m=T] pi. Dann gibt es fiir jedes C,>detL ein C,>0, so daf
r(am?, H)= C,r(am?, genL) fiir i=1,2 gilt, falls a [] p?* keine Spinorausnahme ist.

12
pi£Cy

Andernfalls ist

-2 tV
r(am*, H )glr(amz, gen L), falls -—ad—ee =1 gilt,
' I1 p

pi>Cy

-2 |4
r(am?, H)) = % r(am?, gen L), falls (——T_‘;i;;——-) =—1 gilt.

p;>Ci

Beweis. Mit Hilfe des Beweises von Hilfssatz 8 findet man, daB fiir jedes p

-1
oy (am?, x, L,) — o, (am?, x, L)| < p 5 oy (am?, x, L,) + o, (am?, x, L,)|

2
G-
also r(am?, H)= C,r(am?, gen L) fiir i=1, 2, falls o, (am?, x, L,) +0 fiir ein p = C, gilt.

1 C -1
gilt, falls o, (am?, x, L,) nicht Null ist. Wahlt man C2=§(1 ———’—————), so folgt
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. [ —2adetV .
Fiir p>C, mit (——p—————— =1 ist

a (ap*, x, L,) — o (ap**, x, L,) =0

genau dann, wenn s gerade ist, wie man mit Hilfe des Beweises von Hilfssatz 8 sieht.
—2adetV
Ist also (——I—-[i;e-z_‘_—)=l und o, (am?, x, L,)=0 fiir alle p< Cy, so ist

p;>Ci
r(am?, H)) —r(am?, H,)=0

und daher r(am?, H,) = 1 r(am?, gen L). Genauso folgt r(am?, H,) = % r(am?, gen L), falls

das quadratische Restsymbol —1 ist.
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