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Reduzibilitit ebener Kurven

Von Wolfgang Ruppert*) in Erlangen

Einfiihrung

1. Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit ist die Frage nach einer effektiven
Version des folgenden Satzes, der zuerst wohl bei Ostrowski [14] steht, dann bei
Noether [13], Eichler [5], Deuring [3] etc. auftritt.

Satz A. Ist fe Z[x, y] irreduzibel iiber @, so ist auch die Reduktion von f modulo
p irreduzibel iiber F, fiir alle bis auf endlich viele Primzahlen p.

Uns interessieren die Ausnahmeprimzahlen: Wie groB konnen diese werden in
Abhiéngigkeit vom Grad und von der Hohe von f?

Eine effektive Version findet sich bei W. M. Schmidt [16], S. 193, die aber recht
wirklichkeitsfern erscheint. (In nachfolgendem Satz hat man die Ungleichung zu ersetzen

durch p>(4- L(f))"zk, wo k=<d;1> und L(f) die Liange von f ist.)

Wir werden hier (als Korollar 2 zu Satz 3) die folgende effektive (homogene)
Version des Satzes A von Ostrowski zeigen:

Satz B. Ist fe Z[xq, X,, X,], homogen vom Grad d mit Héhe H, irreduzibel iiber
Q, so ist f auch modp irreduzibel iiber [F, fiir jede Primzahl p mit

p>d3dz—-3 . Hdz—l.

Wie kann man das beweisen? — Die Idee ist folgende: Im Linearsystem der
ebenen algebraischen Kurven vom Grad d iiber @ bilden die reduziblen Kurven eine
abgeschlossene Teilmenge, werden also durch Gleichungen ¢, =0,..., ¢, =0 beschrie-
ben, von denen wir annechmen wollen, daB sie ganze Koeffizienten haben. Ist nun ein
feZ[xo, x4, x,] irreduzibel iiber @, so gibt es ein ¢, mit @,(f)+0. Mit ¢,(f) € Z ist
klar, daB dann fiir p > |¢,(f)| auch ¢,(f)%0 mod p gilt, und man kann hoffen, daB dies
die Irreduzibilitit von fmodp iiber F, impliziert.

*) Dies ist die Dissertation des Autors, der an dieser Stelle nochmals seinem Doktorvater Prof. Dr.
W.-D. Geyer herzlich danken mochte.
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Es geht also darum, fiir die Mannigfaltigkeit der reduziblen Kurven Gleichungen
moglichst kleinen Grades zu finden. Dazu ist die Reduzibilitit einer Kurve ,gut” zu
charakterisieren.

Hier haben wir folgendes Kriterium gefunden:

Reduzibilititskriterium. f ist genau dann reduzibel, wenn es als Nenner einer
geschlossenen 1-Form (#0) der projektiven Ebene geschrieben werden kann.

(Dies gilt in Charakteristik 0 iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper; in
Charakteristik p gilt noch die Richtung ,,=“)

Fine exakte Formulierung und ein Beweis finden sich in § 1.

In §2 erfolgt dann die Anwendung des Kriteriums: ein Reduzibilititstest wird
formuliert: eine Form fe @[x,, x;, x,] vom Grad d ist genau dann reduzibel, wenn
eine gewisse, aus den Koeffizienten von f gebildete (d%—1) x (2d?—3d + 1)-Matrix einen
Rang <d?—1 hat.

Hieraus wird obige effektive Version des Satzes von Ostrowski hergeleitet, sowie
fiir die geometrische Situation:

Satz C. Im Linearsystem der ebenen Kurven vom Grad d (iiber C) konnen die
reduziblen Kurven durch Gleichungen vom Grad d*—1 beschrieben werden.

2. Zur Verallgemeinerung obiger Aussagen auf Hyperflichen im P" (n=3) kann
man das angegebene Reduzibilitdtskriterium induktiv fortsetzen (vgl. SchluB von § 1), es
zeigt sich aber, daB man mit folgendem Bertini-Argument (Hodge/Pedoe [10], S. 78ff)
bessere Aussagen erhdlt:

»Ist eine Hyperfliche im " (n2 3) irreduzibel, so gibt es einen P?c [P", so daB
der Schnitt der Hyperfliche mit diesem [P? eine irreduzible Kurve ist.

Damit kann alles auf Kurven in der Ebene zuriickgefiihrt werden: Im Linear-
system der Hyperflichen vom Grad d des [P" (iiber C) konnen die reduziblen
Hyperflichen durch Gleichungen vom Grad d?—1 beschrieben werden.

Die effektive Version des Satzes von Ostrowski verallgemeinert sich zu:

Satz B'. Ist fe Z[xy,..., X,], homogen vom Grad d mit Hohe H, irreduzibel iiber
@, so ist f auch mod p iiber [, irreduzibel fiir jede Primzahl p mit

p>d¥ 3. [(n-{-d) 3‘]42-1 gt
n

Die erzielten Abschitzungen hédngen also nicht zu stark von n ab, und man kann
sich zunichst auf Kurven im /P? beschrinken.

3. Es bleibt die wichtige Frage: Wie nahe ist man mit den Abschidtzungen an der
Wirklichkeit?

Als Testobjekte werden hier Kurvenbiischel betrachtet (d.h. eindimensionale
Linearsysteme von Kurven). Nach den Aussagen aus 1. ist klar, daB ein Biischel (iiber
C), dessen allgemeine Kurve irreduzibel ist, hochstens d—1 reduzible Kurven enthalten
~ kann. Gibt es dafiir Beispiele?
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Wir werden sehen, daB es Biischel mit 3(d—1) reduziblen Kurven gibt (§ 5), wo die
allgemeine Kurven nichtsingulir sind. In § 4 wird allerdings gezeigt, daB Biische! mit
nichtsinguldrer allgemeiner Kurve hochstens 3(d—1) reduzible Kurven enthalten kon-
nen, so daB man auf diese Art nicht an die Zahl d>—1 herankommt.

Die Zahl 3(d—1) ergibt sich dabei nach folgender Idee: Im Linearsystem aller
ebenen Kurven vom Grad d bilden die singuldren eine Hyperfliche vom Grad 3(d—1)?%;
eine reduzible Kurve hat (je nach Zerfallsart nach Bézout) mindestens 1-(d—1)
Singularitidten. Da ein Biischel mit nichtsinguldrer allgemeiner Kurve also hdchstens

_1)\2
3@-D =3(d—1) reduzible

3(d—1)* Singularititen haben kann, kann es hochstens an -

Kurven enthalten.
Die arithmetische Version dieser Betrachtung verschirft Satz B wie folgt:

Satz D. Ist fe Z[xq, Xy, X,], homogen vom Grad d mit Héhe H, nichtsinguldr
(speziell also irreduzibel) iiber @, so ist fmod p irreduzibel iiber [F, fiir jede Primzahl p
mit

1 3d-1)
p>(z-d(d+1)(d+2)> - H3@D,

Modulo einer Vermutung von Bouniakowsky [1] kann man tatséchlich nichtsin-

gulire Kurven konstruieren, die modp reduzibel sind fiir eine Primzahl p mit
p~H36" D,

Die Bouniakowsky-Vermutung (eine Verallgemeinerung des Dirichletschen Prim-
zahlsatzes) besagt, daB fiir ein irreduzibles F € Z[x] vom Grad =1 unendlich viele
n e N existieren, fiir die l%l prim ist, wo N=ggT {F(m):me Z}. Die Vermutung ist
meines Wissens fiir grad (F)>1 in keinem Fall bewiesen oder widerlegt, doch sprechen
alle numerischen Experimente fiir ihre Giiltigkeit, wie auch die Beispiele in § 6 zeigen
sollen.

Fiir die nichtsinguliren Kurven sehen die Ergebnisse also recht befriedigend aus,
in Satz D ist hochstens noch der Faktor vor H3“~1) verbesserungsfihig, der Exponent
3(d—1) ist scharf. Dies ist anders fiir singuldre Kurven. Eine allgemeine Aussage, die den
Exponenten d2—1 in Satz B herunterdriickt, fehlt fiir d >4.

Man kann versuchen, durch Singularititenzdhlen und Analyse der Basispunkte-
Konfiguration die Zahl der reduziblen Kurven in einem Biischel mit singulérer, aber
irreduzibler allgemeiner Kurve abzuschitzen. Dies scheint aber nicht der richtige Weg
zu sein, da er mit vielen Fallunterscheidungen fiir d >4 verbunden ist. Stattdessen wird
in § 6 einfach eine Beispielklasse von Biischeln vorgestellt, die 2d—1 reduzible Kurven
enthalten (allgemeine Kurve irreduzibel, aber singuldr), die groBte Zahl, die wir gefunden
haben (und die es fiir d=3 auch ist).

Konnte man zeigen, daB dies tatsichlich der schlimmste Fall ist, so hétte man
wohl im Satz von Ostrowski die Abschitzung p>C - H3@~V erreicht, d.h. man wire
an die exakte Schranke herangekommen.
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Bezeichnungen. Unter der Hohe H(f) eines Polynoms fe C[x,,..., x,] bzw.
eines Vektors fe C" verstehen wir das Maximum der Absolutbetridge der Koeffizienten
von f, unter der Linge L(f) die Summe der Absolutbetrige der Koeffizienten von f.
Fir fe C[x,,..., x,], a€ C" gilt dann die Abschitzung |f(a)| < L(f) - H(a)*™¢/.

Zu einem Korper K bezeichne K den algebraischen Abschlul von K.

L. Ein Reduzibilititskriterium
§ 1. Geschlossene 1-Formen der projektiven Ebene

K sei ein algebraisch abgeschlossener Korper. Den Funktionenkorper (der
projektiven Ebene iiber K) K(x, y) in zwei Unbestimmten x, y betrachten wir eingebettet

in den Funktionenkorper K (x,, X;, X,) in drei Unbestimmten x,, x;, x, durch x=--
Xo

b

y=§?—. Dadurch sind die K-Differentiale von K(x, y) in natiirlicher Weise eine
]

Teilmenge der K-Differentiale von K(x,, x,, x,). Die K-Differentiale von K(x, y) nennen
wir auch 1-Formen der projektiven Ebene. Dann gilt das

Lemma 1. Die 1-Formen der projektiven Ebene sind genau die Differentiale von

1 )
K (x¢g, X1, X;), die sich schreiben lassen als = f(rodx0+rl dx, +rydx,) mit homogenen
Tos I'1s T2 f € K[Xos Xy, X5] fiir die roxg+r Xy +7,%x,=0 und grad(f)—1=grad(r,) gilt.

(Diese Schreibweise soll zulassen, dafi auch r;=0 vorkommen kann.)

Beweis. 1. Sei eine 1-Form der projektiven Ebene gegeben. Wir schreiben sie als

o= G, x,y) X H(, x, y)

~F(L,x,y) F(1,x,y)
Dann ergibt sich

o= G0 X1, X2) ( ;1_ ix,-% de) L Hlxo 11, %) <_1_ dx, -2 dxo)

dy mit homogenen gleichgradigen Polynomen F, G, H.

a F(xo, X3, X3) F(xo, x4, X3) \Xo X0
1
=—————[(-Gx,—Hx,)d G.xo) d H.x,)dx,],
X2 F (xq, X1, %) [ Xq x3) dxo+(G.xo) dx; +(H.xo) dx, ]
woraus man sofort ersieht, daB w die gewiinschte Form hat.
1
2. Sei umgekehrt w=— (rodx,+r,dx, +r,dx,) gegeben mit f, r, homogen,

f

grad (f)—1=grad(r;), roXo+7,Xx; +7,%,=0. Dann hat man

w=1[:_'_1f1_—_zﬁ dx0+r1dx1+r2dx2:|=_1—[x0r1dx+x0r2dy]
f Xo f

rl(l, X, y) r2(1, X, y)
= dx+ d )

11, x, ) f@,x,y) Y

d.h. w ist ein Differential der Ebene.
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Im folgenden werden wir Differentialformen hiufig in der Form des Lemmas
schreiben. f heiBe dann ein Nenner der Differentialform. Eine Differentialform  heiBt
geschlossen, wenn dw=0 gilt. Die Geschlossenheit einer Differentialform o mit

G H 1 . . 0 (G 0 (H
w=—pdx+dy =7 (rodxo+rydx, +r,dx,) driickt sich. aus als 3 (;:) == (—) ,
.. o (r, 0 (r, ) :
oder dquivalent — | —)=-—|—). Die Struktur geschlossener ebener 1-Formen
0x, \ f dxy \ f

uber einem Korper der Charakteristik 0 beschreibt folgender

Satz 1. Ist w eine geschlossene ebene 1-Form iiber einem algebraisch abgeschlosse-
nen Kédrper K der Charakteristik 0, so gibt es homogene Polynome f,,...,fn
g he K[xg, xy, x,] mit gradg=gradh, A,..., 4,,€ K, so dap gilt:

i li df; m
i= ogradf fi ( ) und i;oli=0'

Umgekehrt ist jedes Differential dieser Gestalt eine geschlossene ebene 1-Form, unabhdngig
von der Charakteristik.

=

Wir ziehen sofort eine Folgerung aus dem Satz:

Korollar. Jeder Nenner einer geschlossenen 1-Form =0 iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper der Charakteristik O ist reduzibel.

Beweis des Korollars. Wir schreiben w in der Form eines Satzes. O.E. seien die
auftretenden f’s irreduzibel (denn: f;=u - v impliziert

A _d_jg_,ligradu. 1 Ei_u+/1,-gradv. 1 d_v
gradf, f, gradf, gradu u gradf, gradv v’

und die Form des Satzes bleibt erhalten) und paarweise teilerfremd; ebenso seien g und
h gekiirzt gewihlt. Entwickelt man w bzgl. dx,, dx,, dx,, so ist der Koeffizient bei dx,

o A4 1 ofi 10dg g 0h

R°:=,-;0gradf,~ fi 0xg h 0xq h: 0xq°

op
Ist d(h>=i=0 so gibt es einen Primteiler p von h mit ptg. O.E. a——=t=0 sonst

betrachten wir statt R, einen anderen Koeffizienten von w. Schreibt man h p"h mit

oh g 0oh  ngh 6p
hg2 ax p"ﬁz ‘a_.)g-l_ n+152 und Char(K) 0 Jedenfalls p

im Nenner stehen, der Nenner von w ist also redu21bel

pxh, so hat R, wegen

Ist d (%) =0, so steht jedes (als irreduzibel angenommene) f; mit ;40 im Nenner

von w, und wegen ) A;=0 gibt es davon mindestens zwei, also ist der Nenner von
reduzibel.
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Diese Folgerung gilt nicht in Charakteristik p: Ist f von durch p teilbarem Grad,
af 2 of

so ist 7 nach Lemma 1 und Eulers Relation ) Iy

i=0 i
auch fiir irreduzibles f. DaBl die Folgerung auch nicht fiir grad f< p gilt, zeigt folgendes
ix" dx+y33_xx4 dy ist iiber dem Korper [

geschlossen und hat wegen w=——5—— [Xox;X,dxo+x}x,dx, +3x3x,dx,] den

x;=0 eine geschlossene 1-Form,

Beispiel: Die Differentialform w=y3

0X2 — Xy
irreduziblen Nenner x,x3 — x}.

Charakteristikunabhéngig gilt jedoch die Umkehrung des Korollars, was spiter
fiir arithmetische Anwendungen bendtigt wird:

Lemma 2. Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper, fe K[xq, X;, X,] homo-
gen und reduzibel, so ist f Nenner einer abgeschlossenen 1-Form 0.

Beweis von Lemma 2. Nach Lemma 1 ist klar, daB mit f auch jedes homogene
Vielfache aus K [x,, x;, x,] ein Nenner der gleichen geschlossenen 1-Form ist. Es geniigt
daher zu zeigen, daB fiir irreduzible homogene g, he K[xq, x;, x,] g und gh als
Nenner geschlossener 1-Formen +0 auftreten. Sei m=gradg, n=gradh. Dann ist g?

1 1d 1dh )
Nenner von d (E) und gh Nenner von po _ég_; T sofern mn =0 in K. Ist aber z. B.
) .. dg hdg . .
m=0 in K, so ist —gg=—hgg eine geschlossene 1-Form mit Nenner gh.

Zum Beweis von Satz 1 zeigen wir zundchst eine inhomogene Form dieses Satzes:

Satz 2. Ist w eine geschlossene ebene 1-Form iiber einem algebraisch abgeschlosse-
nen Korper K der Charakteristik 0, so gibt es F,,..., F,, G, He K[x, y], uy,..., b € K
mit

g
f

%(?) =% <—;l;> Wir betrachten f als Polynom in x mit Koeffizienten aus K(y). L sei

der Zerfillungskorper von f iiber K(y)

Beweis. 1. Wir schreiben o = dx+—hf~ dy mit f, g, he K[x, y] und haben dann

. —, — setzen sich dann auf L(x) fort mit
ox’ dy
56; L=0, 56; L < L. Der Konstantenkorper bleibt K. Wir entwickeln nun —5—, % € L(x) in

Partialbriiche:
my, bij

g n aij h n

= — A ) —_= -+ B ’

f Z Z (x—cy f i;1 121 (x—cY

mit a;, b;, c;eL, A, BeL[x]. LiBt man die Galoisgruppe Gal(L/K(y)) hierauf
operieren, so folgt aus der Eindeutigkeit der Partialbruchzerlegungen, daB
A, B e K(y) [x] gilt, und daB fiir konjugierte c;, ¢, auch ay;, a;; konjugiert sind.
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2. Es gilt
0 (g Low 1 0da; ja; O0c;| 0A
2(&)= iy J% Y6 94
6y(f> ,;1 ,;1 [(x—C)’ dy  (x—cy*! 6y]+0y
v I day ¢ 0a; ;0 . 0¢ 1 6A
i;X—Ci dy +i§1j§1< oy +]aijay (x— C)J+1+

a h _ " Mn _Jb'] aB
0x <f>—-i;1 i=1 (x—cy*t +5)_‘_'

Die Geschlossenheitsrelation fiir @ ausnutzend erhélt man daher durch Vergleich der
Partialbruchentwicklungen

daiy _ 0aijs1 . 0¢ . 0A OB

3. ayl =0 impliziert a;; € K; sei A;:=a;;. Wir widhlen nun C e K(y) [x] mit
0C

e = A. Ist ¢; zu c; konjugiert, so auch g;; zu a;;, weswegen

n my, __1
+C
¢ 1;1 ]=2.] 1 —‘C)’ 1
in K(x, y) enthalten ist. Es gilt
_ 94 :
g 06, & ko h_26 & My (poC
f— x+i;x‘ci’ [ y+i;1 X —C; t\B ay)’

Ist ¢; zu c¢; konjugiert, so ist 4;=4;. Multipliziert man nun konjugierte x —c; auf, so
erhédlt man fj,..., f,, € K(y) [x] und o.E. (bzgl. der Numerierung der 1)

;i i %
s B e i 5)
ofe
Wegen a@ (B—%—S—>=O ist B——%%e K (y), 1aBt sich also schreiben als 4, ‘;: +-a—alpy—

mit fy, p € K(y), 49 € K. Folglich ist o =d(¢ +y) + Z Aj—* 4 . (Rationale f;'s lassen sich

Jj= J
u
dl—
<v>_£1 d

sofort mit ——UE auf die gewiinschte Form bringen.)
u

83 Journal fiir Mathematik. Band 369
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Nun bleibt noch Satz 1 zu beweisen.
Beweis von Satz 1. Sei eine geschlossene 1-Form w gegeben. Nach Satz 2 gibt es
aF; +d (%) Wir wihlen nun

Fy,...,F,, GHeK[x,y], py,..., ke K mit o= g F
i=1 i

homogene Polynome f,...,f,, g he K[x,, x,, x,] mit gradg=gradh, gradf,=m,,
so daB gilt: F;=f£,(1, x,y), G=g(1, x, y), H=h(1, x, y). Dann ist

G(x, ) =g(1, X, J) =g(x0, X1, X3)
H(x’ y) h(I’ X, }’) h(xo, X1, x2) ’

G\ .(8
also d(—-H)-—d(—h>, und
1

— _ fi(xo, x4, X3) _ 1 __r{li_[,-_ ilﬁ
dFt —d(f;(ls X, J’))—d < x,(,)“ - _X'(';i df, x'(;“ Xo ,

dFi__df,- dx,
F, —fi i Xo

< df; dx0'> <g> ( “ )dxo o m df; (g)
0= i\ —m— |+d|{ )=\ — miu; | —+ —— ——+d| |,
' <f,- Xo h L mit )5+ L grad h

eine Form, wie in Satz 1 behauptet. Die Umkehrung folgt sofort aus Lemma 1.

also . Somit erhalten wir

Bemerkungen. a) Die Darstellung von w in Satz 1 bzw. Satz 2 ist (im
wesentlichen) eindeutig, wenn man die f; bzw. F; irreduzibel und paarweise teilerfremd
wihlt.

b) Nicht nur die Charakteristik 0, sondern auch die algebraische Abgeschlossen-
heit von K ist notwendig fiir die Giiltigkeit der Sidtze 1 und 2. Denn schon fiir n=1 und

. . d . . "
K=[R laBt sich die geschlossene 1-Form w=1—;% nicht in der gewiinschten Art

d(x+1i) _d(x—i))

xX+1 xX—1

1
schreiben, erst ilber C ist w=§—i—<
c¢) Was hier fiir n=2 gemacht wurde, 1dBt sich allgemein fiir den P" (n=2)
durchfiithren. Durch Induktion kann man beweisen: Eine Form fe C[x,,..., x,]
ist genau dann reduzibel, wenn sie Nenner einer nichttrivialen geschlossenen 1-Form
des P" ist.

§ 2. Reduzibilitit ebener Kurven

Um die Reduzibilitit eines homogenen Polynoms f(xq, x;, X;) € K[xq, X4, X,]
vom Grad d =2 iber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K zu untersuchen, ist
es nach dem Korollar zu Satz 1 und Lemma 2 naheliegend, folgende Frage zu stellen:
Wann ist f Nenner einer geschlossenen 1-Form <0, d.h. wann gibt es
ry, ry € K[xg, X4, X,] homogen vom Grad d — 1, nicht beide gleich 0, mit x,|r, x; +7r,x,

o 2 (n)_ 2 (r), |
(dann ist ro—-xo( riX ’2"2)) und ax2<f>-6x1<f)'
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Wir machen den Ansatz r;= )  Agxbxixi, r,= Y Byuxoxixh.
i+jtk=d—1 i+jtk=d—1
Wegen x4|x,r, + x,r, mull gelten

_ ik i ok
0=x, ) AogppXixs+x, Y Bojuxix;

jtk=d-1 jtk=d—-1
d-1 d—1
—_ jt1,d—1-—j J yvd—J
= _ZO Ao, ja-1-y%1 "Xy T+ .ZO Bo,j.a-1-;%1%2
= =

d a-1
— J yd—J J yd—J

= Z Ao, j-1,a-5%X1X3 7+ By, ja—1-;X1X3

ji=1 ji=0

a-1

_ d d jyd=i
=Ag,a-1,0%1+Bo 0,a-1 X5+ ), (Ao, j-1,a-j+ Bo,ja-1-5) X1 %577,
=1

also Ag,4-1,0=0, By 0,a-1=0, Bg ja-1-;j=—Ao,j-1,a-; fir ISj<d—1.

Als néichstes untersuchen wir die Relation 9 (r—1)=£— <Z3> Diese ist gleich-
1

0 of 0 of 0 ({ aff of
o mit LT _r 0 _10r 1 9f o _, 0f _,0m _
wertig mit T, fTox, fox, [T ox’ also i, r ax; f6x1+r2 axl—-O.

Hier werden nun die Terme fiir r,, r, eingesetzt:

. 0 L
0= Y Aiik [kfx{,x’lx’g“ —% x{,xﬂx’é]

i+j+k=d-1

o
- Y B I:foole lxli‘af— xox{x’i]'

itjtk=d—1 1

Wir betrachten kurz alle Summanden mit i=0 und benutzen obige Relationen fiir

1O L of
2, Aox [kfxllx’é 1~—fxixg]— Y. Box [fo’l 1x’5‘5 ‘x’lx'i]
jtk=d—1 0x, P X
d-2 ' g . '
=X AOfd—l—j[(d'“1—f)fx’1x§_2_’——fx{x§‘1‘l]
i=o 0x,
a-1 ST
S5 s [ ]
-2 . P de2—i of . i1
=Y Ao ja-1-j|d—=1=j) fxix5? 7 == xixy~ 17/
<o 7 0x,

T ]
Xy

d-2 af X .
=Y Ao .I:——x P x""z"’]
yhhd—1—j 0142
X 0xo

J
_of L of of
(unter Benutzung von d f—‘a‘;;x“axl X +ax2 2
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Damit gilt weiter, wenn wir gleich durch x, dividieren:

, , of . ,
_ i—1 k—1 i—1 k
0 - Z Aijk kfxo x"l x2 - 'a xO x"l x2
i+j+k=d—1 X2
i21
. , af . ,
s i1 -1k i-1 k
- Z B Jfxo *x} xz_‘—a Xo  X{X3
i+j+k=d—1 X1
i21

=2 of . ,_,_.
+ ) Ao,j,,,_l_j[—ax xj x472 ’].
j=o 0

Wir fassen das Erreichte zusammen in
Lemma 3. Eine Form fe K[xo, x;, X,] vom Grad d22 iiber dem algebraisch

abgeschlossenen Korper K der Charakteristik O ist Nenner einer nichttrivialen ge-
schlossenen 1-Form genau dann, wenn die Formen

(kf_ff-x2>-x:,-1x{x§—l, i4j+k=d—1, izl
0x,

0 . .
(jf—ggcf:xl)-x{,‘lx’l_lx'g, i+j+k=d—1, ix1,
0 S .
(a—xfo>’x’1x§ 2, 0<jsd-2

iiber K linear abhdngig sind.

Die Anzahl dieser Formen betrigt 2 2+§_1 —d |+ (d—1)=d*—1. Die For-

men haben Grad 2d—3, liegen also in dem durch {x3?73,..., x373} aufgespannten
. 2d-3+2 . .

Vektorraum der Dimension d 23+ =(2d—1)(d—1). Trigt man die Koeffizienten

dieser Formen in eine Matrix ein, so erhilt man eine (d%—1) x (2d*—3d + 1)-Matrix M.

Wie sehen die Eintrdge dieser Matrix M aus? Ist f= )  a; ;. xox{x%, so
ird itk =d
wir
k af i—1.jvk—1 __ k kl i'+i—1j+i k' +k—1
f“g‘xz Xo " X1X3 = Z (k— )ai'j’k'xo X1 X3 ,
X2 i+jtk=d

und analog fiir die anderen Formentypen, d.h. die Eintrdge der Matrix M sind jeweils
ein Koeffizient der Form f multipliziert mit einer ganzen Zahl, deren Betrag <d ist.
Bilden wir nun alle moglichen (d2 — 1)-Unterdeterminanten von M, so erhalten wir nach

der Formel det((App)m.»)= Y. (sgn0) Ay 4 -+ An,,nv homogene Polynome ¢, € Z[a;;]
ceS
vom Grad d?>—1 der Linge <(d2—1)!d® -1 <(d?)®! . d#1=g3#-3,
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Wir formulieren als Ergebnis den
Satz 3. Sei d=2. Dann gibt es homogene Polynome
q’l""’ (PLGZ[auk:i"I'j'i"k:d]

vom Grad d*— 1 der Linge <d3¥ 3, die folgende Eigenschhft haben: Fiir jedes homogene
Polynom f vom Grad d in x,, Xx,, X, iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper K mit
Koeffizienten a;j, i+j+k=d gilt:

1. Ist f reduzibel, so ist ¢,(d;3)=0 in K fiir alle I.
2. Ist f irreduzibel und char(K)=0, so gibt es ein l, mit ¢, (d;3)+0 in K.

Beweis. Als ¢, nehmen wir natiirlich die (42— 1)-Unterdeterminanten obiger
Matrix M.

Ist f reduzibel, so ist f nach Lemma 2 Nenner einer nichttrivialen geschlossenen
1-Form, nach den Vorbereitungen hat die Matrix M also Rang <d?—1, d.h. alle ¢,’s
verschwinden auf f.

Ist char(K)=0 und gilt ¢,(4;;)=0 fiir alle /, so hat die Matrix M Rang <d*—1,
f ist also Nenner einer nichttrivialen geschlossenen 1-Form, und nach dem Korollar zu
Satz 1 muB f reduzibel sein.

Wir ziehen zwei Folgerungen:

Korollar 1. Sei K algebraisch abgeschlossen, char(K)=0. Im Linearsystem der
ebenen Kurven vom Grad d bilden die reduziblen Kurven einen abgeschlossenen Teilraum,
der sich durch Gleichungen vom Grad d*>—1 beschreiben ldBt (ndmlich durch die @,’s aus
dem Satz).

Korollar 2 (Effektive Version des Satzes von Ostrowski). Ist f€ Z[xy, x4, X,] ho-
mogen vom Grad d mit Hohe < H, irreduzibel iiber @, so ist auch die Reduktion von f
modulo p irreduzibel iiber [F, fiir jede Primzahl p mit

p>d3dz—3 . Hdz-l'

Beweis. Da f iiber @ irreduzibel ist, glbt es ein [, mit ¢, (f)+0. Nun ist
¢1,(f) € Z und |(p,o(f)| <L((p, ) H#~1<d3#~3. g1 also ist auch fiir jede Primzahl

p mit p>d3#~3. g~
@1,(f) %0 (mod p),
d.h. f ist auch iber F, irreduzibel.
Zum Abschlu8 wollen wir noch beispielhaft den Reduzibilitdtstest fiir Quadriken

0
und Kubiken explizit angeben. (K sei algebraisch abgeschlossen, f; stehe fiir 63{ )

Quadriken. Fir eine Quadrik f=aox3+a;xoXx;+a;X0X;+a3x}+a,x,x,+asx3
haben wir die K-lineare Abhéngigkeit der drei Linearformen f,, fi, f, zu testen. Dies
fihrt auf die Matrix

2ap a; a,
M= al 2a3 (14

a, a, 2as
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In Charakteristik =2 sind die Linearformen f,, f;, f, genau dann linear abhingig, wenn
f singuldr ist, was bei drei Variablen dquivalent ist zur Reduzibilitdt von f. (Dies ist alles
bekannt!)

Also: (char(K)#2): f reduzibel <> det(M)=0.
Kubiken. Sei
f=agx3+ay x3x; +a,x3%,+ a3 xox3 +a,x0%, %,
+asxoXxi+agx]+a,x3x,+agx; x3+aqx3.
Wir haben die lineare Abhingigkeit der folgenden 8 Kubiken zu testen:

Joxis Joxas fixo, fiXas [iXes faxis f=fixi, f—fixs.
Dies fiihrt zu folgender 8 x 10-Matrix M:

0 3a 0 2a 2a, 0 a, a, as 0
0 0 3a, 0 2a, 2a, 0 a; a, as
a, 2a; a, 3a¢ 2a, ag 0 0 0 0
0 0 a, 0 2a, a, 0 3a¢ 2a, ag
a, a, 2as a; 2ag 3a, 0 0 0 0
0 a, 0 a, 2as 0 a; 2ag 3ag 0
a O a, —az 0 as —2a¢ —a, 0 ay
a a O az 0 —as ag 0 —ag —2a9

Fiir die irreduzible Kubik f=x,x3+ x3} ist wegen f, =2 xoX,, f; =3 - x} in Charakte-
ristik 2 und 3 der Rang der Matrix M <8, so daB hier der Reduzibilitédtstest nicht
funktioniert. Sonst gilt aber: In Char. #2, 3 ist f genau dann reduzibel, wenn
Rg(M)< 8 ist.

Beweis. Es bleibt nur noch ,,<=“ zu zeigen. Mit der Eulerschen Relation

3-f=foxot+fix1+f2X,
sicht man, daB die lineare Abhingigkeit der obigen 8 Formen eine Gleichung

folo+fili+/21,=0

liefert, mit Linearformen [;, die nicht alle 0 sind. Ist z.B. l;40 und wire f nichtsingulér,
so verschwinde f, nicht in den Schnittpunkten von f, =0, f,=0, Noethers AF+ BG
Theorem (Griffiths/Harris [7], S. 703) wiirde also eine Gleichung ly=f; L, +f,L, mit
Formen L,, L, liefern, was aus Gradgriinden nicht sein kann. Also muB} f singuldr sein.
Da die Eigenschaft, Nenner einer nichttrivialen geschlossenen 1-Form zu sein, nicht vom
Koordinatensystem abhidngt, kann man sich fiir die Untersuchung der singulidren
irreduziblen Kubiken auf xqx2+x} und xoxZ+ xo,x3 +x beschrinken. Bei diesen
rechnet man leicht direkt nach, daB obige 8 Formen linear unabhéngig sind. Damit ist
die Behauptung gezeigt.

Bemerkung. Erfolglose Versuche mit dem Computer, Polynome vom Grad =<7
zu finden, die auf den reduziblen Kubiken im Linearsystem aller ebenen Kubiken
(iber C) verschwinden, legen nahe, daB fiir d =3 Korollar 1 optimal ist.



Ruppert, Reduzibilitit ebener Kurven 179

§ 3. Reduzibilitit von Hyperfliichen im /"

Die Ergebnisse von §2 wollen wir jetzt anwenden, um Aussagen iiber die
Reduzibilitdt von Hyperflichen im /P" (n >2) zu gewinnen. Das entscheidende Hilfsmit-
tel ist das folgende

Lemma 4. Ist F eine irreduzible H ypefﬂd'che in P"(K), wo K ein algebraisch
abgeschlossener Korper ist, so gibt es einen 2-dimensionalen linearen Teilraum E von [P",
so daf F N E eine irreduzible Kurve in E (=[P?) ist.

Ein Beweis dieser Aussage ist z.B. in Hodge/Pedoe [10], S. 78ff. zu finden.

Sei d22. ¢y,..., ¢ € Z[a;;] seien die homogenen Polynome von Satz 3 vom
Grad d*—1 der Linge <d*¥~3 die (in Charakteristik 0) die reduziblen Kurven
beschreiben. Sei F(z, zy,..., z,) das homogene Polynom vom Grad d mit unbestimmten
Koeffizienten 4, ;,...;. Wir substituieren nun mit unbestimmten ¢;;

Zi=1lipXo+1;j; X1 + 13X,

und erhalten ein homogenes Polynom f(x,, x4, x;) in x4, Xx;, X, vom Grad d mit
Koeffizienten a;3 € Z[A;,...;,,t;;]. Die a;3 sind homogen in A4, ..;, vom Grad 1,
homogen in t;; vom Grad d und haben ganze Koeffizienten >0. Da die Koeffizienten
20 sind, konnen wir die Linge von a;; einfach dadurch abschitzen, daB wir alle
Unbestimmten 1 setzen: 4;,..; =1, xo=x;=x,=1, t;;=1 ergibt z;=3, also

L(agz)=/(1, 1, 1)=<n:d> . 3d
Mit dem gleichen Argument hat ein Monom in g;;, vom Grad d?—1 eine Linge

)T

Setzen wir jetzt a;; in ¢, ein, so erhalten wir ein Polynom vom Grad d*>—1 in A

Grad d(d>—1) in t; der Linge <d3¥°3. n+d

ig o+ in?

d2—1
>-3" . FaBt man dies als

n
Polynom in t;; auf, so sind d}f_ 1Koefﬁzienten Polynome ¢,,,..., ¢y € Z[A,,...;,] der
Linge <d3#3- n+d - 34 . Wir erhalten so Polynome ¢,,, 1SISL, 1SmsM,

die das Gewiinschte leisten, ndmlich:
Satz4. Sei d=2, n=3. Dann gibt es homogene Polynome
¢lm € Z[AiO"'in . io + il + ce + l,,=d]

d2—-1
vom Grad d*>—1 der Linge <d**73- [(n:d) . 3"] , die folgende Eigenschaft

besitzen: Ist F € K[z, 2y, ..., 2,] homogen vom Grad d mit Koeffizienten J,-o.,,,-n, wo K
ein algebraisch abgeschlossener Korper ist, so gilt:

1. Ist F reduzibel, so gilt fiir alle Polynome ¢,,
dim( Ay )=0 in K.
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2. Ist char(K)=0 und F irreduzibel, so gibt es ein Polynom
¢lomo mit ¢lomo(‘zio~-i")=':0 in K'
Beweis. Wir zeigen, daB die oben konstruierten Polynome ¢,,, den Satz erfiillen.

Zu 1. F sei ein reduzibles Polynom in z,..., z,. Fiir jede Wahl von t;; ist dann
auch f(xo, x,, x,) reduzibel, ¢, muB daher identisch verschwinden, d.h. ¢,,,(4;,..;)=0
fiir alle I, m.

Zu?2. Ist F irreduzibel, so gibt es, nach Lemma 4, t;;€ K, so daB f(xo, x;, x,)

irreduzibel ist. Dann gibt es ein ¢, mit ¢, (a;;) # 0, also konnen nicht alle Gim(Aiy...1) O
sein.

Wie im ebenen Fall konnen wir zwei unmittelbare Folgerungen ziehen:

Korollar 1. K sei algebraisch abgeschlossen, char (K)=0, d=2, n>3. Die redu-
ziblen Hyperflichen bilden im Linearsystem aller Hyperflichen vom Grad d im [P" eine
abgeschlossene Teilmenge, die durch Gleichungen vom Grad d*—1 beschrieben werden
kann.

Korollar 2 (Effektive Version des Satzes von Ostrowski). fe Z[x,..., x,] sei ein
homogenes Polynom vom Grad d>2 der Héhe < H, das irreduzibel iiber @ ist. Fiir jede

Primzahl p mit
i ]

ist dann auch das modulo p reduzierte Polynom f irreduzibel iiber [F,.

Bemerkung. Statt hier alles auf Aussagen iiber den [P? zuriickzufithren, kann
man als Reduzibilitdtstest auch die SchluBbemerkung von §1 benutzen, d.h. man
untersucht, ob ein fe K[x,,..., x,] (homogen vom Grad d) Nenner einer geschlossenen
1-Form des [P" ist. Bei gleicher Vorgehensweise wie in §2 erhdlt man dann ein
homogenes lineares Gleichungssystem mit

e.(d)=(n+1) (d+:—1)_<d+n>=(d+n—1) e (d4+1)(d—1)

n (n—1)!

Unbekannten, das auf nichttriviale Losbarkeit zu untersuchen ist. Fiir die reduziblen
Hyperflichen erhdlt man so in Charakteristik 0 beschreibende Gleichungen vom Grad
e,(d), was bei festem n ein Polynom in d vom Grad n ist. Das in diesem Paragraphen
benutzte Verfahren ist eindeutig besser, da die erzielten Abschidtzungen (bis auf die
Konstante in Korollar 2) nicht von n abhédngen.
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II. Beispielklassen
§ 4. Eine Abschiitzung fiir nichtsingulire Kurven

Die ebenen algebraischen Kurven vom Grad d iiber C bilden einen projektiven

Raum X ~/P? der Dimension D=d(dz+ 3)

. Wird eine Kurve durch die Form

f= Y a;x4x] x5 beschrieben, so gehore dazu im /PP der Punkt mit den homogenen
i+j+k=d

Koordinaten (a;gq: - - :ag04)- (Wir werden im folgenden oft in der Sprechweise nicht

zwischen Kurve und zugehoriger Form unterscheiden.) Die singuldren Kurven bilden

eine Hyperfliche W, die durch eine Gleichung R =0 gegeben ist mit R € C[a;;]. R ist

of of of

- ,
,wo f= Y ayxbxixs. Es gilt
6x0 6x1 %, X2 i+jtk=d

die Resultante der drei Formen ——

Lemma 5. Als beschreibende Gleichung fiir die Hyperfldche der singuldren Kurven
in X kann Re Z[a;:i+j+k=d] mit

3d-1)2
R M ) |

gewdhlt werden. R ist homogen vom Grad 3(d— 1)

Beweis. 1. Der Grad der Hyperfliche W der singuliren Kurven ist die Anzahl
der Schnittpunkte einer ,allgemeinen“ Geraden in X mit W. Sei also A,f+4,g,
(Ao : A1) € P!, ein Biischel mit der Eigenschaft, daB die allgemeine Kurve nichtsinguldr
ist, und daB die Hyperfliche W nur transversal geschnitten wird. Dann ist
grad W= # M, wo

0 .
= {((io (A (Vo111 y2)) € P x [P? e (Aof+ 418 (Yo Y1, ¥2)=0, i=0,1, 2} .

M < P! x [P? ist Schnitt dreier Divisoren des Typs E+(d—1)- F, wo E bzw. F dem
Hyperebenenschnitt von P! bzw. P? in [P' x [P? entspricht. Die Méchtigkeit von M ist

daher (E+(@d—1)F)*= (?) -E'-(d—1)? F*=3(d—1)%. Also grad W =3(d—1)>. (Siehe
Shafarevich [18], S.198/199!)
of of of

0x Xo 5 X4 5 X,
der allerdings keinen Beweis angibt. (Siehe Sylvester [20] oder Netto [12], §451!)

2. Wir konstruieren nun eine Resultante R von — nach Sylvester,

a) Sei Z der Vektorraum der Formen vom Grad 2d—3 mit der Standardbasis

; . . -1 . ; 0
{xtxix%:i+j+k=2d—3}; dann ist d1mZ=<2d2 ) Die Formen xbx{x’;—i

b
0x,
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N T )
x6 x] x% P xhxj xk —— F i+j+k=d—2, liegen in Z und moégen Formen des Typs I
1 X3

heiBen. Thre Anzahl ist n,=3- (g) Die Linge einer solchen Form 148t sich wie folgt

abschétzen:
o 6[) (af) ( _ L )
L { xx x5 L L i g xh o Xk
<o 1%2 5 9% Hj;‘# jkXo ~ X1X2

< ) i-H(f)=%d(d+1)(d+2) -H(f).

i+jtk=d

b) Zu jedem Tripel i, j, k ganzer Zahlen mit i+j+k=d, i,j, k=1 wihlen wir
Formen F;; mit

of ; ;

é“x_‘—‘Fooxo + Foy x| + Fo X5,
0

0 ;

(*) 5‘)’{"=Floxb+F11le+F12x'§,

1

0 ) )

é‘-xl"‘=F20x6+F21le +F22x§.
2

det(F;;) liegt dann in Z und werde Form vom Typ II genannt.

Ist F eine andere ,,Auflosung“ von (*), so kann man sehen, daB sich det (F, ) und
det (F;;) nur um ein Element des von den Formen vom Typ I aufgespannten
Vektorraums unterscheiden.

Wir haben n; = <d;

1) Formen vom Typ II gewdhit. Ist (0.E.) L(F;;)SL <6f)
so gilt:

of \? 1 3
L(det(FU))§6-L<$—) <6 |cd@+)@+2) H() | -
i

c¢) Nun hat man also n,+nn=3-<; +<d-2-1>=<2d2_1 =dimZ Formen

vom Typ I und II. Nimmt man die Koeffizienten beziiglich der Standardbasis von Z, so
erhilt man eine quadratische Matrix, deren Determinante R(f) sein moge. (Nach der
Bemerkung aus b) hingt sie nicht von der speziellen Wahl der F;/’s ab.) Die Formen
vom TypI haben in a;; Grad 1, die vom Typ Il Grad 3; daher hat R Grad
m+3ny=3(d—1=grad W in den a;’s. Hat eine Form f eine Slngulantat in
(¥o:y1:y2) € P?% so verschwinden alle Formen vom TypI und II in (yo:y,:y,)
konnen also nicht ganz Z aufspannen, d.h. R(f)=0.
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Aus Gradgriinden beschreibt daher R e Z[a;;: i+j+k=d] die Hyperfliche W.

d) Nach der Hadamardschen Determinatitenabschéitzungsformel 148t sich R(f)
fir konkretes f durch das Produkt der Léngen der Formen vom TypI und II
abschitzen, also (fiir d>2)

i

RUIE| gaasn@s- B[ [s:[gaarn @ H(f)]s]

—5d+4

=[6°7° - d@+1)(@+2)- HOP < [ d@+1) @+2)- H(f)]s(d "

In einer ersten Version der Arbeit wurde eine Resultantenkonstruktion nach
v.d. Waerden [22], § 88, benutzt. Dem Referenten verdanke ich den Hinweis auf die
Sylvestersche Konstruktion, wodurch die Abschitzung in Satz 5 bzw. Satz D echt
verbessert wurde.

Die reduziblen Kurven bilden in X eine abgeschlossene Teilmenge V. V ist

di(d;+3)
2 b

d,+d,=d, d;=1, und die Morphismen durch Formenmultiplikation gegeben sind.

Vereinigung von Bildern von Morphismen PP x PP2 — X = PP wo D;=

Lemma 6. Die Resultante R verschwindet mindestens von der Ordnung d—1 in
allen Punkten von X, die zu reduziblen Kurven gehoren.

Beweis. Sei f eine reduzible Form, d.h. f=f,f, mit grad(f)=d;=1. Aus
Stetigkeitsgriinden konnen wir annehmen, daB sich die Kurven f; und f, transversal in
dyd, verschiedenen Punkten schneiden, d.h. f besitzt mindestens d,d,=d,(d—d,)
verschiedene Singularititen.

Wir betrachten jetzt ein Biischel Ayf+ 4,8, (4¢:4,) € P', mit der Eigenschaft, daB
die allgemeine Kurve nichtsinguldr ist, daB die Hyperfliche R =0 fiir (44 :4;) #(1:0) nur
transversal geschnitten wird, und daB das Biischel keine nichtreduzierten Kurven
enthélt. Aus Dimensionsgriinden ist dies der allgemeine Fall. Die Teilmenge

0 .
M={((}-o311),(}’o?}’1 1y)) € P x P23a—;()~of+)~1g) (Yo, ¥1, ¥2)=0, i=0, 1, 2}

von P! x [P? ist nach Voraussetzung endlich, und man sieht genau wie im Beweis von
Lemma 5, daB die Michtigkeit <3(d—1)? ist. Zu (A :4,)=(1:0) gehdren nun minde-
stens d,(d—d,) Punkte von M, d.h. fiir hochstens 3(d—1)>—d,(d—d,) Punkte
(Ao: Ay) € P\{(1:0)} ist A4y f+4, g singuldr. Nun hat R(4of+ 4, g) den Grad 3(d—1)* in
Aoy Ay Fiir A;#0 gibt es hochstens 3(d—1)>—d,(d—d;) Nullstellen, also gilt: -
A41@=4) | R(Aof+A,g), oder t#@ 4 |R(f+tg). Da g ,allgemein“ gewihlt war, ver-
schwindet also R auf ,fast allen“ Geraden durch f von der Ordnung 2d,(d —d,) in f,
d.h. R verschwindet in f von der Ordnung =d,(d—d,). Da fir 1=<d,<d-
d(d—d))=1-(d—1)=d-1 ist, folgt die Behauptung.
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Als Anwendung ergibt sich der

Satz 5. Ist fe Z[xq, x4, X,] homogen vom Grad d, mit Héhe <H, die zugehirige
komplexe Kurve nichtsinguldr, so ist die Reduktion von f modulo p irreduzibel iiber [F, fiir
jede Primzahl p mit

1 3d-1)
p>|:z d(d+1)(d+2)] - H(f)*@- D,

Beweis. Sei f wie im Satz angenommen und p eine Primzahl, modulo welcher f
iiber FF, zerfillt. Sei K ein Zahlkorper, o sein Ganzheitsring, so daB p in K/@ trige
bleibt und f iiber of(p) zerfillt. Wir konnen also schreiben f=g,g,+p-h mit
g1, 82> h € 0[x¢, X;, x,]. Fiir das Biischel g, g, +t - h ergibt sich dann:

R(g g, +t-heo[t],

und in t=0 nach Lemma 6: R(g, g, +¢ - h)=t*"1S(t) mit S € o[t]. Setzt man jetzt t=p
ein, so hat man R(f)=p?"!-S(p). R(f) ist nach Voraussetzung +0, Element von Z,
also auch S(p) € Z, d.h. p?~!|R(f). Die Behauptung folgt nun aus

1 3(d-1)?
pd-lé[z.d(dﬂ)(da-z)-H(f)] :

Bemerkung. Der Satz gibt eine weit bessere Abschitzung als das Korollar 2 zu
Satz 3, gilt aber (zunichst) nur fiir nichtsingulire Kurven. Im nichsten Paragraphen
werden wir sehen, daB die gegebene Abschitzung in gewissem Sinn (unter geeigneten
zahlentheoretischen Annahmen) auch optimal ist.

Wir wollen nun noch die geometrische Situation betrachten. Als Testobjekte
nehmen wir Kurvenbiischel, die ja schon in den Beweisen von Lemma 6 und Satz 5 eine
Rolle gespielt haben.

Sei also Aof+ 4, g ein Biischel von Kurven vom Grad d iiber C, dessen Kurven
nicht alle reduzibel sind. Schrinkt man die Gleichungen vom Grad d*—1, die wir fiir
die Beschreibung der reduziblen Kurven im Linearsystem aller ebenen Kurven (vom
Grad d) gefunden haben (vgl. § 2!), auf das Biischel ein, so werden also hochstens d*—1
Punkte ausgeschnitten, d.h. hochstens d2—1 Kurven sind reduzibel.

\ Enthilt das Biischel eine nichtsingulire Kurve, so ist R(4of+ 4,2)+0 und hat
Grad 3(d—1)? in Ao, 4. Da reduzible Kurven mindestens mit Vielfachheit d—1 zu

12
3d-1) = 3(d—1) reduzible

zdhlen sind (Lemma 6), enthdlt das Biischel also hochstens @1

Kurven.
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Wir fassen zusammen:
Satz 6. Gegeben sei ein Biischel ebener Kurven vom Grad d (iiber C).
a) Enthdlt das Biischel eine irreduzible Kurve, so hochstens d*—1 reduzible.

b) Enthdlt das Biischel eine nichtsingulire Kurve, so hichstens 3(d—1) reduzible.

§ 5. Nichtsingulire Kurven: Beispiele

Wir beginnen in der geometrischen Situation mit Beispielen von Kurvenbiischeln
iiber C, deren allgemeine Kurve nichtsinguldr ist, und die so viele reduzible Kurven
enthalten, wie die Abschitzung von Satz 6 angibt.

Beispiel. 1. Sei d=3 und K irgendein algebraisch abgeschlossener Korper mit
char (K)td—1. Wir betrachten das Netz von Kurven vom Grad d iiber K

Sroan o =A0Xo (1™ = x5 )+ A%, (x5 71— x§7 N + A%, (x§7 —x{7Y),
(Ao: Ay : Ay € P2

2. Um zu zeigen, daB die allgemeine Kurve des Netzes nichtsinguldr ist, geniigt
es nach Bertini nachzuweisen (siehe v. d. Waerden [23], S. 201!), daB in den Basispunk-
ten des Netzes keine gemeinsamen Singularititen vorliegen. Sei { € K eine primitive
(d—1)-te Einheitswurzel, die es wegen char(K)td—1 gibt; als Basispunkte des Netzes
findet man durch einfaches Rechnen:

(1:0:0), (0:1:0), (0:0:1), (1:¢:¢), fir 05i,j<d-2.

Nun ist

o 7 O D=1 (=T O,

f T (L8 U= == ) =),

f L (L0 0= D~

und man sieht sofort, daB in (1:8:¢%) nur die zu (Ag:4;:4,)=(1:{"":{"7) gehorige
Kurve eine Singularitit hat. Genauso findet man, daB in (1:0:0) bzw. (0:1:0) bzw.
(0:0:1) genau die zu (Ag:4,:4,)=(1:0:0) bzw. (0:1:0) bzw. (0:0:1) gehorige Kurve
eine Singularitdt hat. Die allgemeine Kurve des Netzes ist also nichtsingulér.

3. Wir betrachten jetzt das Auftreten reduzibler Kurven. Die Gerade x, —C X, ist
ein Teiler von f, , ,, genau dann, wenn f; , ;. emgeschrankt auf x;—{'x,=0

0 ergibt, d.h. wenn f,_ ;, 2,(xo, {*X5 X3)=(4; — g}.z) [Cx, (x4 — x84~ 1]=0 gilt, also
wenn A, —{'4, =0 ist.
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Entsprechend findet man fiir das Abspalten der Geraden x, — {*x, die Bedingung
Ay, —{"'2o =0, sowie fiir die Gerade x,—{'x,

=02 =00=Ligd-2).

Folglich ist f;, ;, 1, sicher reduzibel, wenn (4,: 4, : 4;) Nullstelle der Form
d-2

S(Ao, A1y A2) = I;L [(A =" 45) (A — {77 20) (Ao — {77 4)]

=G T AT AT (- Y
ist. S is separabel und hat Grad 3(d—1).

4. Wihlt man jetzt ein Biischel im Netz mit nichtsingulirer allgemeiner Kurve,
so daB die Einschrinkung von S darauf separabel bleibt (fast alle Biischel tun das: das
Biischel darf nur nicht durch die endlich vielen Schnittpunkte der 3(d—1) Geraden
Ao—C "4 =0, 4, —(71,=0, ,,—{"*A,=0 gehen), so enthilt das Biischel 3(d—1)
reduzible Kurven.

5. Ist K=C, so konnen wir Lemma 6 anwenden, und erhalten, wenn R, die
Einschrinkung der Resultante R auf das Netz ist: $°"!|R;, und aus Gradgriinden bis
auf eine Konstante R, =S4 1.

Damit wire gezeigt, daB die Abschitzung aus Satz 6 scharf ist.

Wir wollen uns nun der arithmetischen Situation zuwenden und zunichst eine
Moglichkeit skizzieren, wie man versuchen kann, an die Abschitzung von Satz 5
heranzukommen:

1. Seien f,ge Z[xq, x;, X,] homogen vom Grad d, irreduzibel iiber @, fest
vorgegeben. Wir suchen n € Z, so daB f+n - g irreduzibel iiber @ ist, aber modulo einer
»groBen“ Primzahl p zerfillt.

2. Ay..., 4 €@ seien die t, so daB f+tg iber @ zerfillt. Wir wihlen einen
Zahlkorper K, in dem dies alles geschieht, und schreiben f+ ;g =h,; - h,;; auBerdem sei
N e N ein gemeinsamer Nenner der As. Die Galoisgruppe Gal(K/@) permutiert die
A’s, so daB F(t):=(t—A;) - (t—A4) e Q[t] ist (N'F e Z[t]).

3. Sei nun p eine Primzahl, ne Z mit p|F(n), p/N. Dann gibt es eine Stelle p
von K mit p|p, p|n—4; (fiir ein i), also modp: f+ng=f+A,g=hy;hy;, dh f4+ng ist
modulo p reduzibel (oder verschwindet identisch).

4. Um ,groBe“ Primzahlen zu erreichen (p~ F(n)), setzen wir jetzt voraus, daB
die As iiber @ konjugiert sind. Dann ist ndmlich F(t) iiber @ irreduzibel. Gilt eine
Vermutung von Bouniakowsky, die unten erldutert wird, so gibt es eine Konstante c,
(von F abhingig) mit der Eigenschaft: Es gibt unendlich viele n € N, so daB F(n) einen
Primteiler p2>c,;n' besitzt. Andererseits ist klar, daB es eine von f,g abhéngige
Konstante ¢, gibt, so daB H(f+ng)<c,n ist. Man erhielte so:

H\ ¢
e tza(B)
c,) ¢

und zwar fiir unendlich viele ne N.
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5. Wir werden unten Biischel f+ tg konstruieren mit 3(d— 1) reduziblen Kurven,
so daB f4+ngeZ[xy, x;, x,] nichtsinguldr (iiber C) ist. Modulo der erwihnten
Vermutung wire dann die Abschéitzung in Satz 5 optimal.

Nun zu der angefiihrten zahlentheoretischen Vermutung. Sie findet sich in
Bouniakowsky [1], S. 328 (vgl. auch Dickson [4], S. 333).

Bouniakowsky-Vermutung. Ist fe Z[t] irreduzibel, N=ggT{f(n):ne N}, so
f(n) :

N

Bemerkung. 100 Jahre nach Bouniakowsky (1857) stellte auch Schinzel eine
Vermutung auf, die obige Vermutung als Spezialfall hat (Hypothese H). Siche dazu
Schinzel/Sierpinski [15], Halberstam/Richert [8], S. 2.

gibt es unendlich viele ne N, fir die prim ist.

Die obigen Erdrterungen werden wir nun benutzen, um im arithmetischen Fall
Beispiele zu erhalten:

1. (Etwas Arithmetik) Das Polynom x3—3x—1¢e @Q[x] ist irreduzibel iiber @,
hat Diskriminante 3*; also ist @ (x)/@ zyklisch vom Grad 3, wenn o eine Nullstelle des
Polynoms ist. Die Konjugierten seien ca=a/, s>a=a", fir die man wihlen kann:
o =2—a?, o' =—2—a+a? Der Ganzheitsring ist Z[«] (da die Korperdiskriminante
wegen wilder Verzweigung der 3 mindestens 33 sein muB, andererseits sich nur um ein
Quadrat von 3* unterscheiden kann, also gleich 34 ist). «, o, «” sind Einheiten. Bei der
reellen Einbettung kann man wihlen: a~ —1.53, o’ &~ —0.35, «” ~ 1.88.

Behauptung. Das Polynom x?~!—q ist irreduzibel iiber @ (x).

Beweis. Nach Lang [11], S. 221, geniigt es zu zeigen, daB a ¢ @Q («)?, fiir p|d—1,
und o ¢ —4 - Q(x)*, falls 4|d—1, ist. Eine gerade Potenz kann « aus Vorzeichengriinden
nicht sein, und ebenso ist a nicht von der Form —4p*, da sonst auch o” diese Form
hitte. Es bleibt zu zeigen, daB es kein f € @(«) gibt mit f"=a, wo n=3 ungerade ist.
Wir versuchen, die Gleichung von B aufzustellen: p*—A-p*+B:-B—1=0, mit
A=B+p+p", B=BB +BB" + B B €Z Nun kann man abschitzen —1.155BS —1,
—15p 5—-070, 15p"51.23, und damit folgt wegen A4, Be Z schnell: A= —1,
B=—1, also: 0=p%+p2—pf—1=(B+1)(B*—1), was natiirlich nicht sein kann.

Die Wurzeln der Gleichung x? ! —a=0 seien mit &, 1<i<d—1, bezeichnet,
analog ¢4 '=a/, ¢/ ! =u". Die 3(d—1) Zahlen &, &/, &/ sind dann konjugiert iiber @.

2. Sei nun ly=xy+ax, +a’x,, I, =0l I,=0%l,. Wir betrachten das Netz
flo,,m,.2=lolo(l'{‘l—alg'1)+llll(lg_l—a’lg_1)+lzlz(lg_l—cx"l‘l'"l).

Zur Abkiirzung sei fo=1,(¢"'—als™Y), fi=0fo, f,=02f,. Die Transformationsmatrix
von den x; zu den /; hat Determinantenquadrat

a22

! a/ 2

" anz

1
1 = Diskriminante von a =81,
1

R KR KR

und mit ao’a” =1 kann man sich leicht iiberlegen, daB das Netz hier in das Netz des
ersten Beispiels transformiert werden kann, falls char(K)#3 ist. So findet man: Die
allgemeine Kurve des Netzes ist nichtsingulér, falls char(K)43(d—1).
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3. Wie in dem ,,geometrischen“ Beispiel findet man fiir das Abspalten gewisser
Geraden von f ;, 1,:

11 - 6112 Spaltet ab < éia,ll —12 =0,
12 - 5: lo Spaltet ab <> 6:'“” Az - lo = 0,
lo—&il, spaltet ab <> £/ ady—A; =0.

Ist wieder S(4, 4, 4,) das Produkt dieser 3(d—1) Linearfaktoren (S € @() [1o, 44, 4,]),
die fiir char(K)f3(d—1) alle verschieden sind, so ergibt sich iiber C fiir die
Einschrinkung der Resultante auf das Netz: R, =§971.

4. Man iiberlegt sich leicht, daB genau dann f,_;, ,, € @[x,, x;, X,] ist, wenn es
sich schreiben 14Bt als Sp(wf,), wo @ € Q(a). (Sp bezeichnet die Spurbildung von @ («)
nach @.) Wir nehmen ein solches Sp(wfp) her. Dann ist A, =w, 4, =w’, 1, =w", und
man sieht sofort, daB die 3(d—1) Linearfaktoren aus 3. wegen &, &, & ¢ Q (o) fir w+0
nicht verschwinden. Also ist '

R, (v, o', @") %0,

d.h. Sp(wf,) ist (iiber C) nichtsinguldr.

5. Wir betrachten nun ein Biischel Sp(Bf,)+tSp(yf,). Dann ist i,=p+1y,
Av=pB +ty, 2,=p"+ty", und man sieht sofort, daB die aus &;a’' A, — A, etc. entstehen-
den 3(d—1) linearen Polynome e@[t] iiber @ konjugiert und paarweise verschieden
sind. Das Produkt sei F(t). F ist aus @ [¢], hat Grad 3(d—1) und ist irreduzibel iiber Q.
Damit sind wir schlieBlich in der Situation, die in der Vorbemerkung diskutiert wurde.
Wir fassen das Entscheidende nochmals zusammen:

Ergebnis. Falls die Bouniakowsky-Vermutung richtig ist, gibt es fiir jedes d >3 eine
Konstante C >0 und unendlich viele fe Z[x, x,, x,] homogen vom Grad d, nichtsinguldr
(iber C), mit der Eigenschaft: Es gibt eine Primzahl p mit p=C - H(f)*“™Y, so daf
fmodp iiber [, zerfillt.

6. Zur Demonstration wird das Verfahren fir d=3 an einem Beispiel durchge-
- 2 2

fithrt: Wir wihlen ﬁ=5 92a , y=3+a9 x und g=Sp(Bfy), h=Sp(yf,). Dann wird

mit obigen Bezeichnungen A, = f+ty usw., und durch einfaches Rechnen in @ (x) findet

man:

g=x3+2x3x, +5x%x, +2x0x%3 +6x0%, X5 + 5x0x% —2x3 —x¥x, +2x, x3 —2x3,
h=x3x,+ xox3 +3x0x2 4+ x3 —5x;x3 —x3,
n®+6n°>—12n*+20n—21n% —12n+37

F(n)= e :

Fn)=3°F@n).

In der folgenden Tabelle sind die n € Z mit |n| < 63 aufgelistet, fiir die F(n) prim ist. p

bezeichnet die zugehorige Primzahl, H die Hohe von g +nh. AuBerdem ist noch flx?%

angegeben.
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: Inp

" p H InH
—-51 15442246891 257 423
—45 7145524927 227 418
—42 4666025737 212 - 4.16
-39 2948419459 . 197 4.13
-29 462763999 147 4.00
—24 139057669 122 3.90
-9 82279 47 294
-8 4933 42 228
-5 13553 27 2.89
-3 2357 17 2.74
-2 503 12 2.50
0 37 6 2.02
1 19 8 1.42
3 1567 14 2.79
4 8101 18 3.11
9 819811 43 3.62
15 15402007 73 3.86
16 22358629 78 3.88
18 44199577 88 393
22 141693193 108 4.01
42 6237283033 208 423
49 15469263091 243 427
51 19587854719 253 428
54 27450952201 268 4.30
60 51170323717 298 433
63 68294002807 313 4.34

§ 6. Singuliire Kurven

Anders als im Fall der nichtsinguldren Kurven, wo die Abschidtzungen von §4,
Satz 5 und Satz 6, (modulo Bouniakowsky-Vermutung im arithmetischen Fall) durch
Beispiele in §5 als optimal nachgewiesen werden konnten, sind fiir die singuldren
Kurven Analoga der zitierten Sétze, die iiber die Aussagen von §2 hinausgehen, noch
nicht bekannt. Wir werden hier nur einen Typ (rationaler) singuldrer Kurven betrachten
und dafiir Aussagen wie in § 5 machen.

Sei d 22, K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Wir betrachten im folgenden
homogene Polynome f=x,A4(x,, x,)+ B(x;, X,) € K[xg, X4, X,] mit A4, Be K[x,, x,]
vom Grad d—1 bzw. d. Solche Kurven haben Ordnung >d—1 im Punkt (1:0:0).
Bezeichnet F die (gewohnliche) Resultante von B und A, F=R(B, A), (siche
v.d. Waerden [21], § 34), so gilt:

Lemma 7. f ist genau dann reduzibel, wenn F =0 ist.

Beweis. ,,<“. F=0 impliziert, daB A und B einen nichtkonstanten gemeinsamen
Faktor haben, der dann natiirlich auch von f abspaltet.

91 Journal fiir Mathematik. Band 369
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[

»=>“Ist f reduzibel, so auch als lineares Polynom in x, iiber dem faktoriellen
Ring K[Xx,, x,]. Daher miissen 4 und B einen gemeinsamen Faktor haben, d.h. F=0.

Setzt man A und B mit unbestimmten Koeffizienten an,
A=aox{™ '+ +a;_1x57Y,  B=box{+-+byx3,
so ist bekanntlich

bo" bd
F=R(B, A= b‘;"'b‘
0t Ga-1
Ao =+ Qg3

ein separables homogenes Polynom € K[a;, b;] vom Grad d+(d—1)=2d—1, woraus
sich unmittelbar ergibt:

Satz 7. Im Linearsystem der ebenen Kurven vom Grad d (d=2), die in (1:0:0)

Multiplizitit >d—1 haben, bilden die reduziblen Kurven eine Hyperfliche vom Grad
2d—1.

Da eine ,allgemeine“ Gerade in diesem Linearsystem die Hyperfliche der
reduziblen Kurven in genau 2d—1 Punkten schneiden wird, ergibt sich

Korollar 1 (d=3). Es gibt Biischel von ebenen Kurven vom Grad d (iiber K), mit
allgemeiner Kurve singuldr irreduzibel, die genau 2d—1 reduzible Kurven enthalten.

Da im Fall d =3 jedes Kurvenbiischel, dessen allgemeine Kurve singuldr ist, eine
Singularitdt der Ordnung =2 (in einem Basispunkt) hat, ergibt sich

Korollar 2. Ein Kubikenbiischel iiber K, dessen allgemeine Kurve singuldr irreduzi-
bel ist, besitzt, richtig gezdhit, genau 5 reduzible Kurven.

Bemerkung. Bei Kubiken kann also ein Biischel, dessen allgemeine Kurve
nichtsinguldr ist, mehr reduzible Kurven enthalten (ndmlich 6), als ein Biischel, dessen
allgemeine Kurve singuldr, aber irreduzibel ist. Wir wollen nun konkret ein Beispiel
betrachten. (Man beachte, daB auch der Fall d=2 zugelassen ist, den wir in den
vorhergehenden Paragraphen etwas vernachldssigt haben!):

L. Sei f,=xo(x4"  +nxd™ Y +(nxd +2x%) € Z[xq, X1, x,]. Die zugehorige Resul-
tante berechnet sich zu F(n)=R(nx*+2, x* 1+ n)=n??"1 42471 F € Z[n] ist irreduzi-
bel. (Nach Lang [11], S. 221, ist nur zu zeigen, daB —2?"! ¢ @7 fiir p|2d—1 ist, was
aber wegen ggT(2d—1,d—1)=1 klar ist.) Ist nun, fir ne N, n22, F(n)=:p prim, so gilt
mit H=H(f,)=n: p=H?*"!. Wir formulieren als

Ergebnis. Gilt die Bouniakowsky-Vermutung, so gibt es fiir jedes d =2 unendlich
viele fe Z[xq, X1, x;] homogen vom Grad d, irreduzibel iiber @, singuldr fir d=3
(nichtsinguldr fiir d=?2), derart, dag die Reduktion von f modulo einer Primzahl p iiber IF,
zerfdllt mit

pH(f)*!.

2. Zur Illustration des obigen Beispiels wurden einige Kurven ausgewdhlt, fiir die
F(n) prim ist.
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‘ Inp
d H=n p=F(n) ol
2 5 127 3.01
2 45 91127 3.00
2 1283 2111932189 3.00
3 7 - 16811 5.00
3 73 2073071597 5.00
4 9 4782977 7.00
4 17 410338681 7.00
5 3 19699 9.00
7 3 1594387 13.00
9 3 129140419 17.00
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