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Ueber die Composition der quadratischen
Formen von beliebig vielen Variabeln.

Von

A. Hurwitz in Ziirich,
correspondirendem Mitgliede der Gesellschaft.”

Vorgelegt in der Sitzung am 9. Juli 1898.

Im Gebiete der quadratischen Formen von » Variabeln wird
eine Compositionstheorie stattfinden, wenn fiir irgend drei quadra-
tische Formen ¢, 9, g von nicht verschwindender Determinante die
Gleichung

Q) 9@ Ty e TIOW Y- ) = L0 2 - - 2)

dadurch befriedigt werden kann, daf man die Variabeln 2, 2;, ... 2,
durch geeignet gewdhlte bilineare Functionen der Variabeln
Zyy Ty ... Z, und ¥, Y,, . . . ¥, ersetzt. Da eine quadratische Form
durch lineare Transformation der Variabeln in eine Summe von
Quadraten iibergefithrt werden kann, so darf man, ohne die All-
gemeinheit zu beeintrédchtigen, an Stelle der Gleichung (1) die
folgende:

@  @Fa AT G sy = A+ 2

betrachten. Hiernach ist die Frage, ob fiir quadratische Formen
mit » Variabeln eine Compositionstheorie existirt, im Wesentlichen
identisch mit der andern, ob man der Gleichung (2) durch geeig-
nete bilineare Functionen 2z, 2, ... z, der 2rn unabhingigen Va-
riabeln z,, Z,, ... %, Yy sy - - - Yo Geniigen kann. In den folgenden
Zeilen will ich zeigen, daf dieses nur in den Féallen n = 2, 4, 8
moglich ist, daf also nur fiir bindre Formen, fir quaternire For-
men und fiir Formen mit 8 Variabeln eine Compositionstheorie
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existirt. Durch diesen Nachweis wird dann insbesondere auch die
alte Streitfrage, ob sich die bekannten Produktformeln fiir Summen
von 2, 4 und 8 Quadraten auf Summen von mehr als 8 Quadraten
ausdehnen lassen, endgiiltig und zwar in verneinendem Sinne ent-
schieden ?).

Zur Erleichterung der Darstellung bediene ich mich der wohl
auf Cayley?) zuriickzufiihrenden Rechnung mit linearen Transfor-
mationen. Bezeichnet

Qgyy Qray » 0o Oy,
aZl’ aﬁ?’ ‘.. a2»
3) A = e e e e

Guyy Gpgy oo G

R 6w

oder kiirzer A = (a.g) eine solche Transformation, so mtge unter
A’ diejenige Transformation verstanden werden, welche aus 4 durch
Vertauschung der Horizontal- mit den Verticalreihen hervorgeht.
Die Aufgabe, der Gleichung (2) durch » bilineare Functionen

o = a’aly1+aa2yz+"'+aasyn (=12 ...m

zu geniigen, 186t sich nun offenbar auch so formuliren:

Man soll die Elemente a,; der Transformation 4 als lineare
homogene Functionen der Variabeln z, z,, ... z, so bestimmen,
da8 die Transformation 4 der Gleichung

© 44! = (Zi+ a3+ + )
geniigt.

1) Roberts und Cayley haben sich im 16ten und 17ien Bande des Quar-
terly Journal mit dem Nachweis beschaftigt, daB ein Produkt von zwei Summen
von je 16 Quadraten nicht als Summe von 16 Quadraten darstellbar sei. Ihre
duferst mithsamen auf Probiren beruhenden Betrachtungen besitzen indessen keine
Beweiskraft, weil ihnen bezuglich der bilinearen Formen 2, %, ... specielle An-
nahmen zu Grunde liegen, die durch nichts gerechtfertigt sind. Die iltere Litte-
ratur uber den Gegenstand findet sich in der Arbeit von Roberts erwiahnt. Man
vergleiche auch: Brioschi ,Sur Panalogie entre une classe de déterminants
d’ordre pair¢, Crelles Journal Bd. 52. F. Studnicka: ,Neuer Beweis des
Satzes, daB das Produkt der Summe von acht Quadratzahlen mit der Summe von
acht Quadratzahlen sich als Summe von acht Quadratzahlen darstellen lasse®.
Prager Berichte 1883. A. Puchta, ,Ueber einen Satz von Euler-Brioschi-
Genocchi“, Wiener Berichte. Bd. 96.

2) Cayley, A memoir on the theory of Matrices. Phil. Trans. vol. 148.
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Ordnet man 4 nach den Variabeln z,, z,, ... ., so erhdlt man
(5) 4 = x1A1+m2A2+"'+anm
wo A, A4, ... A, Transformationen mit constanten Coefficienten

bezeichnen, und die Gleichung (4) gewinnt die Gestalt:
(6) (@, A, 42, 4+ -+ 2, A) @ A+ 2, Ay 4+ 2, 4,) =
= (3 +2+ -+
Der Vergleich der Glieder mit 22 zeigt, daf 4.4, = 1 sein muf.
Fiihrt man daher die Transformationen

@) B, = A A, B, = 4,4, ... B, = A4, 4.

ein und setzt dementsprechend
A, = B, A, A, = A.B!, =12, ...0—1)

so geht die Gleichung (6) in die folgende iiber:

(8) (szx+x2B2+"'+xn—xBn—1+x»)(x1B;+x2B;+"'+xnvx B-:-x'{'xn) =
= (@it D).

Entwickelt man hier die linke Seite, so ergiebt die Coefficienten-
vergleichung

BB =1, B =-B, BB =-BB <

und die letzteren Gleichungen kinnen offenbar auch durch die fol-
genden ersetzt werden:

®) B!=-1, BB,=—-BB, B =-B =¥

Auf diese Weise ergeben sich also aus jeder Transformation 4, welche
der Bedingung (4) geniigt, n—1 Transformationen B, B,, ... B, _,,
welche die Gleichungen (9) befriedigen. Wenn umgekehrt B,, B,,
.. B,_, denGleichungen (9) geniigen, wenn ferner 4, eine beliebig

gewihlte orthogonale Transformation bezeichnet, so wird die Trans-
formation

A = xIBl A‘n+w2 BS ‘Au+‘ . +xa—1Bn—1 A’n+xn An

die Gleichung (4) befriedigen. ‘
Hiernach brauchen wir uns nur noch mit der Aufgabe zun be-
schiftigen, alle Systeme von # —1 Transformationen B,, B,, ... B,_,
zu bestimmen, welche den Gleichungen (9) geniigen. Wir unter-
ziehen jetzt diese Gleichungen einer niheren Discussion, welche
zeigen wird, daB ausschliefllich in den Féllen » = 2, 4, 8, Systeme

von n—1 Transformationen B,, B,, ... B,_, existiren konnen, fiir
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welche die Gleichungen (9) erfiillt sind. Betrachten wir zunichst
die Gleichungen B] = — B,. Dieselben besagen, daf die Trans-
formationen B, schiefsymmetrisch sind. Daher sind die Gleichungen
(9) unvertriglich, wemn » ungerade ist. Denn in diesem Falle
wiirde die Determinante von B, verschwinden miissen, was der
Gleichung B? = —1 widerspricht.

Bei der weiteren Discussion diirfen wir hiernach voraussetzen,
daB n gerade ist. Vermdge der Gleichungen (9) ist jede ganze
Function von B, B,, ... B, linear darstellbar durch die 2
Transformationen

(10) 1, B,, ByBu, By,B,By ...... , BB,...B

n—1)
wobei die Indices beziiglich alle, den Ungleichungen
O<i,<n, O<i<i<n, O<i<i,<iy<m,.

gentigenden Werthsysteme zu erhalten haben. In Betreff dieser
Transformationen (10) lehrt die Gleichung

(ByB,... B,y = B,...ByB, = (-1 B,.... B, B, =
(_ 1)r+(1‘-1)+(r-2)+»~+1 -le 1?‘2 v Bh ,

daB die Transformation
B,B;, ... B,

symmetrisch oder schiefsymmetrisch ist, je nachdem » = 0, 3 oder
r = 1, 2 (mod 4) ist. Diese Thatsache gestattet nun weiter, die
Frage zu entscheiden, ob zwischen den Transformationen (10) eine
lineare Abhingigkeit bestehen kann. Bezeichnen wir allgemein mit
R, B, R,, ... linecare Combinationen der Transformationen (10)
mit nicht sdmmtlich verschwindenden Coefficienten, so wird B = 0
die allgemeine (Gestalt einer linearen Relation zwischen den Trans-
formationen (10) vorstellen. Jede der Transformationen (10), welche
in einer solchen Relation mit einem nicht verschwindenden Coeffi-
cienten behaftet ist, mtge an der Relation ,betheiligt® heifen.
Sind ferner R, == 0, R, = 0 zwei Relationen, so will ich dieselben
,einander fremd“ nennen, wenn es keine Transformation giebt, die
gleichzeitig an beiden Relationen betheiligt ist. Endlich heifie eine
Relation R = 0 ,reducibel, wenn ihre linke Seite in die Form
R = R,+ R, gesetzt werden kann, derart, dal B, = 0, B, = 0
zwel einander fremde Relationen vorstellen. Im entgegengesetzten
Falle heile B = 0 ,irreducibel.
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Offenbar geniigt es, die irreducibeln Relationen zu betrachten.
Eine solche Relation bleibt irreducibel, wenn man sie mit einer
der Transformationen (10) multiplicirt, und durch eine derartige
Multiplication kann man erreichen, daf die Transformation 1 mit
einem nicht verschwindenden Coefficienten in die Relation eingeht.

Ferner leuchtet ein, daB die Transformationen, welche an einer
irreducibeln Relation betheiligt sind, entweder simmtlich sym-
metrisch oder simmtlich schiefsymmetrisch sind. Sei nun

(11) 1= 262'1%43 B, -B‘iz st + Eciﬂ'ziaia Bix Biz Bis Bu IR

eine irreducible Relation. Durch Multiplication mit B, wo ¢ irgend
einen der Indices 1, 2, ... n—1 bezeichnet, geht dieselbe iiber in:

-Bi = zcixizis -Bu -Bia st Bt+ Zcz’véisia -Bu -sz Bts Bi.t Bi Freeees .

Hier diirfen nun rechter Hand nur schiefsymmetrische Transfor-
mationen auftreten. Es mufl daher ¢, = 0 sein, wenn der Index
i sich nicht unter den Indices 4, 4,, 4, befindet. Da aber der Index
¢ willkiirlich wahlbar ist, so miissen sdmmtliche Coefficienten
Gz = O sein. Ebenso folgt, dab ¢, = O ist, wenn der Index
¢ unter den Indices 4, %,, %, %, vorkommt ; folglich sind simmtliche
Coefficienten ¢; 40, = 0. Indem man so weiter schlieft, erkennt
man, daf die Relation (11) nur die Form

1) 1=¢BB,...B,,

besitzen kann, wobei iiberdies noch #» = 0 (mod. 4) sein muf}, weil
andernfalls B, B, ... B,_, eine schiefsymmetrische Transformation
sein wiirde. Quadrirt man die beiden Seiten der Relation (117),
so erkennt man, da ¢ = £1 sein muf. Aufler der Relation (11')
konnen keine andern irreducibeln Relationen existiren, als die,
welche aus (11’) durch Multiplication mit den Transformationen
(10) hervorgehen.

Fassen wir die vorstehenden TUeberlegungen zusammen, so
kionnen wir sagen:

Befriedigen die n—1 Transformationen B,, B, ... B, die
Gleichungen (9), so ist nothwendig # eine gerade Zahl. Die 2**
Transformationen (10) sind ferner linear unabhingig, wenn # = 2
(mod. 4). Sie sind dagegen imFalle » = 0(mod. 4) entweder linear
unabhingig, oder aber es bestehen zwischen ihnen die Relationen,
welche aus

12) B,B,... B, = *1
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durch Multiplication mit den Transformationen (10) hervorgehen
und keine andern irreducibeln Relationen. Die ersten 2 der
Transformationen (10) sind also unter allen Umstinden linear
unabhingig.

Hieraus folgt nun, daf die Liosharkeit der Gleichungen (9) die
Ungleichung

(13) 2 < p?

nach sich ziebt, da zwischen mehr als »* Transformationen stets
eine lineare Abhingigkeit besteht. Die Ungleichung (13) ist aber
von # = 10 ab nicht mehr erfiillt. Es bleiben also nur die Fille
n = 2, 4, 6, 8, in welchen miglicher Weise die Gleichungen (9)
eine Auflssung zulassen. Der Fall » = 6 148t sich ohne weiteres
ausscheiden. In diesem Falle wiirden ndmlich die 2° = 32 Trans-
formationen (10) linear unabhéingig sein miissen. Unter diesen Trans-
formationen finden sich 541041 = 16 schiefsymmetrische. All-

gemein besteht aber zwischen n(n2—1) +1 schiefsymmetrischen
Transformationen bei #» Variabeln eine lineare Abhingigkeit, und
es ergiebt sich fiir # = 6 der Werth von ——= n(n nn—1) +1 = 16.

In den Fillen » = 2, 4, 8 ergiebt eine lelchte, wenn auch etwas
umstdndliche Discussion die wirkliche Auflssharkeit der Gleichungen
(9) und also die Existenz von Transformationen A4, welche der
Bedingung (4) gentigen. Das Resultat dieser Discussion lautet
folgendermafien: Man verstehe unter 4, in den Fillen n = 2,4, 8
bez. die Transformation

( - >

A = Z, —Z, }
0 =

| Z2» xx}
( Ly, —&yy — &3, — 2,
Xy 5 Lyy —Xyy 3

H

'A'O p— 3
Zyy Xyy Xyy —Xy
{ Tyy —g, xz) &z, ’
Zyy =Ly — gy —Xyy —Xgy —Xgy — &7y —Tg
Tyy &y, —Z,, Ty, —%, X5y —Tg, z,
Ty Zyy Xy —Zyy — &y Xy Ty — @y
Zyy — Xy, Zy s Zys g Zyy —Xgy — Xy
4, =

gy Zg, Zyy —Zg, Zyy —&yy — Ty, z,
Loy —&gy, — &gy — Ty, Zy s Zy, Ly Zg
Ly s Zgy —%5, Xy Lgy — gy Lyy —%g

\ Xgy — &y, By, Ty, —&yy; —Xg, Xy, X
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Dann ist die allgemeinste Transformation 4, weiche der Bedingung
(4) geniigt, die folgende:

A = P4,Q,

wobei P und @ willkiirlich zu wihlende orthogonale Transforma-
tionen mit constanten Coefficienten bezeichnen.

An die vorstehende Untersuchung kniipfen sich einige Fragen,
auf die ich noch kurz hinweisen méchte. Wenn es auch, abge-
sehen von den Fillen » = 2, 4, 8, unmiglich ist, das Product
von zwei quadratischen Formen von je # Variabeln z,, ... z,,
Yy - - ¥, darzustellen als quadratische Form von # bilinearen Func-
tionen z,, #,, ... &, jener Variabeln, so ist doch eine Darstellung
jenes Produktes als quadratische Form von einer gentigend grof§
gewihlten Anzahl bilinearer Functionen der Variabeln z,, ... z,
Y, - ..y, immer mdglich. Es fragt sich nun, welches der kleinste
zuldssige Werth dieser Anzahl ist. Transformirt man die qua-
dratischen Formen auf Summen von Quadraten, so gewinnt die
Frage folgende Gestalt:

‘Welches ist der kleinste Werth von m, fiir welchen die Gleichung
1) @balbe e Qityite by = A+ dte sl

durch geeignet gewihlte bilineare Functionen 2, z,, ... 2z, der
Variabeln z,, ... 2, y,, ... y, befriedigt werden kann?

Diese Frage 1ift sich noch dadurch verallgemeinern, daf man
an die Stelle der Gleichung (14) die folgende:

AB)  @tait+a) it = A4t

setzt, wobei p und » gegebene Zahlen bezeichnen und wiederum
der Minimalwerth von m in Frage steht.

Andererseits kann man in vorstehender Gleichung auch » und
m als gegeben annehmen und nach dem grioften zuldssigen Werthe
von p fragen. Diese Fragestellung gestattet in dem Falle » = m
eine andere Einkleidung. Betrachtet man nimlich im Raume von
n* Dimensionen, in welchem die #* Coordinaten eines Punktes mit
@.G, &k = 1, 2, ... n) bezeichnet werden mogen, das Gebilde, welches
durch die Gleichungen

) » . 2 .
_Eafx = zam == _2“.-:
i=1 t=1 =1

n
‘gla‘,ai. =0 MEt=12..0b=F
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definirt ist, so bezeichnet der Maximalwerth von p nichts anderes,
als die hochste Dimension linearer Riume , die auf diesem Gebilde
liegen. TUebrigens ergiebt eine Analyse, welche der oben darge-
legten ganz &hnlich ist, daf dieser Maximalwerth von p im Falle
eines ungeraden » gleich 1 ist und im Falle eines geraden » durch
die Ungleichungen 27 = #’, resp. 22 = n® eingeschrinkt ist, je
nachdem #» =2 oder n =0 (mod. 4) ist. Es kann also, wenn

eine gerade Zahl ist, der Maximalwerth von p nicht iiber %522+1
2lgn .
bez. 152 +2 liegen.

Zirich, den 25. Juni 1398.




