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Ueber raumgleiche Polyeder.

Von
M. Debhn in Karlsruhe.

Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 27. October 1900.

Raumgleich wollen wir, wie iiblich, zwei inhaltsgleiche Polyeder,
II, und 71, dann nennen, wenn sie in respective congruente Po-
lyeder zerlegt werden kinnen. Dabei ist die Inhaltsgleichheit in
bekannter Weise mittels eines Grenzprozesses definirt zu denken.
Im Folgenden wollen wir uns damit beschéfligen, eine allgemeine
Bedingung fiir die Raumgleichheit zweier Polyeder aufzustellen.
Um zu zeigen, dafl diese Bedingung nicht stets bei inhaltsgleichen
Polyedern erfiillt, also trivial ist, sollen einige specielle Fille un-
tersucht werden, von denen der eine die Verwandlung eines regu-
liren Tetraeders in ein Prisma behandelt. Es wird sich das,
wegen der analogen Verhéltnisse in der Ebene auf den ersten Blick
vielleicht fiberraschende, Resultat ergeben, daf ein regulires Tetraeder
keinem Prisma raumgleich sein kann, daf also Tetraeder und Prisma
auf keine Weise in respective congruente Teile zerlegt werden kinnen.

Als Teilung zweier inhaltsgleicher Polyeder 17, 17, wollen wir
kurz eine solche Zerlegung von 17, und 17, bezeichnen, bei der
diese in beziehungsweise congruente Teilpolyeder zerfallen. Aus
einer Teilung von 77, und 77, kinnen wir leicht beliebig viele an-
dere Teilungen gewinnen. Wir brauchen nur irgend welche Teil-
polyeder von 7, wieder zu zerlegen und genau dieselbe Zerlegung
an den entsprechenden, congruenten Teilpolyedern von II, anzu-
bringen. Eine besonders einfache derartige Abdnderung ist die,
daf man Kanten von Teilpolyedern in eine Anzahl von Teilen
zerlegt. Wir werden dies Verfahren im Folgenden hiufig anwenden.
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Unsere Hauptaufgabe besteht nun darin, nachzuweisen, daf
aus einer beliebigen Teilung stets eine Normalteilung hervorgeht,
die wegen ihrer besonderen, leicht zu iibersehenden Eigenschaften,
es uns ermdglicht, die gewiinschte Bedingung fiir die Raumgleich-
heit von 17, und I7,, beinahe miihelos, abzuleiten.

Wir definieren:

Normalteilung von II, und 17, ist eine solche Teilung, bei
der sich die Kanten der Teilpolyeder sowohl in 77, wie in 17,
so in einzelne Gruppen ordnen lassen, daf die Summe der Flichen-
winkel an den Kanten einer Gruppe gleich 2R oder 4R oder
gleich einem Flidchenwinkel des betreffenden Polyeders, 17, resp.
1, ist.

Die vorgelegte beliebige Teilung von 77, und 77, vereinfachen
wir zundchst in folgender Weise: Auf einer Kante eines Teilpo-
lyeders von I7, werden im Allgemeinen Endpunkte anderer ,Teil-
kanten® liegen, die zum Teil mit der ersten Kante zusammen-
fallen — s. Fig. 1. In jedem solchen Punkte teilen wir die be-
treffende Kante und machen dieselbe Operation bei allen Kanten
der Teil-Polyeder von I,
Zerlegen wir die Teilpo-
lyeder von I7, genaum so,
wie die entsprechenden con-
gruentenTeilpolyedern von
I,, so haben wir eine neue
Teilung von 77, und 17, ge-
wonnen, die in Bezug auf

Figur 1. 11, eine Normalteilung ist:

die gesamtenTeilkanten von

I, ordnen sich in einzelne Gruppen von lauter gleichen und zusam-

menfallenden Kanten ein und die Summe der Flidchenwinkel in

jeder Gruppe ist wie erforderlich gleich 4R, 2 R oder gleich einem
Flichenwinkel von I7,.

Wir wollen nun versuchen, solche Aenderungen an der I7,-
Teilung anzubringen, die einerseits durch die dadurch ndtig ge-
wordenen, entsprechenden Veréinderungen der I7,-Teilung dieser
nicht den Charakter der Normalteilung nehmen, anderseits aber
die I17,-Teilung in eine Normalteilung umwandeln.

Wir betrachten eine beliebige Kante eines Teilpolyeders von
II, — eine Teilkante, wie wir kurz sagen wollen. Ihre beiden
Endpunkte seien P, und P,,,. Im Allgemeinen wird es eine Teil-
kante geben, welche, mit P, P,,, teilweise zusammenfallend, zum
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Teil iiber P,,, hinausragt. In diesem Falle giebt es stets?) eine
Kante P,,,P,,,, wo P, mit P, und P, in gerader Linie liegt.
Ebenso finden wir weiter eine Kante P, , P, (P, P,,,, P.,,, Pus
auf einer Geraden), sofern nicht alle Kanten, welche mit dem Ende
von P, P, zusammenfallen, in P, endigen. So fortfahrend ge-
langen wir endlich zu einer Teilkante P, Q(P,P,,, ... P, .Q in
gerader Linie), wo alle Teilkanten, welche mit dem Ende von
P,..Q zusammenfallen, in @ endigen. In derselben setzen wir
P P, iiber P, hinaus fort bis P. Aus dem Verfahren geht her-
vor, daB eine Teilkante mit P@ nicht teilweise sondern nur ihrer
ganzen Ausdehnung nach zusammenfallen kann. Die Gesamtheit
aller mit P@ zusammenfallenden Teilkanten wollen wir kurz als
den Kantenzug PQ bezeichnen. Greifen wir nun eine beliebige
nicht zu diesem zugehdrige Kante P, P!, heraus und wenden auf
diese denselben , Verlingerungsprocef“ an, so gelangen wir zu einem
neuen Zuge P'Q' u.s.w. Das Resultat ist: Die Gesamtheit aller
Kanten ordnet sich in einzelne Kantenziige ein.

Betrachten wir wieder einen einzelnen Kantenzug P@. Es
ist moglich, daf ein Teil von PQ in die Seitenfliche eines Teil-
polyeders von 17, fillt (s. Fig.2). In diesem Falle fiigen wir dem
betreffenden Polye-
der das mit einer
seiner Begrenzungs-
flichen znsammenfal-
lende Stiick von PQ
als neue Kante hinzu.
Dieselbe Operation
haben wir nun an dem
entsprechenden con- Fig. 2.
gruenten Teilpolye-
der von II, zu machen. Es ist klar, daB hierdurch die Teilung
von II, eine Normalteilung bleibt, da ja nur eine Kante mit einem
Flichenwinkel = 2 B hinzukommt. Wenden wir dieses Verfahren
in allen analogen Fillen bei PQ und den anderen Kantenziigen
an, so kommen wir zu dem Resultat: Die Summe der Flichen-
winkel an jeder Stelle eines Zuges ist gleich einem Flichenwinkel
m; von II,, wenn die Zugkante mit einer Kante p! von II, zusam-
menfillt, = 2R, wenn die Zugkante mit einer Seitenfliche von

1) Es kann (bei nicht iberall convexen Polyedern) vorkommen, da8 P,,, P, ,,
eine Polygonkante und keine Teilkante ist. Um dies zu vermeiden, wollen wir
bei der vorgelegten Teilung von II, und II, zunichst die Teilkanten in den Eck-
punkten von II, resp. II, teilen,
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I, zusammenfillt, = 4R in allen iibrigen Fillen. Wir sagen

kurz: ein Kantenzug mit der Winkelsumme 4 R, 2R oder =.

Jetzt wollen wir ganz von dem Zusammenhang der Teilkanten

durch die Teilpolyeder absehen und uns nur jede Kante mit dem
zu ihr gehdrigen Flichenwinkel verkniipft denken. Wir vereinigen
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Fig. 8.

alle Kantenziige mit den
daran hingenden Flichen-
winkeln zu einem in gerader
Linie verlaufenden Gesamd
-Kantenzug AO. Diese Ver-
einigung soll nun so gesche-
hen, dafB je eine der beiden
Begrenzungsflichen mit der
Winkelsumme ! und “die
Begrenzungsflichen der
Ziige mit der Winkelsumme
2R in eine Ebene E fallen,
so zwar, daf die an jene
Begrenzungsfliche sich an-
schlieflenden Flichenwin-
kel alle auf ein und der-
selben Seite der Ebene E
liegen.

Durch A0 und sémt-
liche die Fldchenwinkel bil-
denden Flidchen legen wir
Halbebenen.  Wird ein
Flichenwinkel durch diese
Halbebenen in » Teile ge-
teilt, so denken wir uns
die dazugehdrige Kante n-
fach vorhanden und ordnen
den n Kanten die n Teile
des Winkels eindeutig zu.
Dieselbe Operation voll-
fiithren wir auch in 17,, das
ersichtlich auch nach dieser
Aenderung noch eine Nor-
malteilung besitzt. Be-
trachten wir nun von jenen
Halbebenen die Halbebene
h,, die in die Ebene E fillt,
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und die darauffolgende, %, welche mit allen Ziigen Flédchen gemein-
sam hat. Diese beiden Halbebenen mogen den Winkel 0, bilden.
Seien nun A B, BC, CD..... NO die Kanten, deren Fldchenwinkel
mit 8, zusammenfallen, dann tragen wir AB, BC.... NO auf
einer geraden Linie von 4 bis 0 ab und errichten tiber jeder
Strecke ein Rechteck mit der Hohe = 9, (s. Fig. 3). Die Halb-
ebene 7, und die darauffolgende %, mogen den Winkel d, bilden und
A, B, B,C,....N,0, die Kanten sein, deren Flichenwinkel mit
0, zusammenfallen. Wir errichten iiber den vorher construirten
Rechtecken ABBA..... NOON neue Rechtecke 4,(4)B B 4,,
...... N,0,(0)0, N, mit den respectiven Grundlinien 4,B,, B,C,
.... N, O, und den Héhen = d,, Wir fahren so fort und erhalten
das in Figur 3 schematisch dargestellte Bild des Gesamt-Kantenzuges.

Seien ungere Teilkanten respective gleich a,, a,....a,. Dann
moge
[ I, (a,..... a,) =0
A i L (ag..... a) =0
L7 (a,..... a) =0

das System der von einander unabhingigen in «, . ... a, linearen und
homogenen Gleichungen mit rationalen Coefficienten sein. Wir kiénnen

durch m—mn dieser Grofien, etwa a, ...... a, die ibrigen m
1 B~
Groflen a FIREEEEE a, linear mit rationalen Coefficienten ausdriicken.
Sei:
K 4, L, ..... azﬂ_m)
B ag = L, (0»2.l ..... a,‘.n__m)
a; = Lm(ai1 ..... “z‘,,..,,)
Wir setzen:
a, = o;+¢, G = Ot& ..., a, = &, té&,
und:
¢, =L (e ..... o
4 i (1 zw—..)
e, = L (a. vea O,
¢ dy 2( Y "'w—m)
= L
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Danam L, L,..... L, stetige Funktionen der @, sind, so kann
(3

stets eine Grofe & so finden, daf, wenn

]eil[ ..... |siM‘l<]s[

sind ,

lad;[<ad" [sd2(<adg ..... ]edml<adm
ist, daB folglich, da a; ..... a, simtlich positive Groflen sind,
auch & ..... «, sidmtlich positiv sind. Dann ergiebt sich leicht,

1 ™
daB wir die Grifen a,..... a, durch positive rationale Grifen
& ....«a, ersetzen konnen, die das Gleichungssystem G und deshalb
auch, an die Stelle von ¢, ..... a, gesetzt, das Gleichungssystem A
befriedigen.
Wir bringen «, ..... «, auf denselben Nenner, und es sei
r 7, r,
o, = ?‘, o, = —q“l, ..... = D

Und nun wollen wir wieder eine Aenderung in der 77-Teilung aus-
fiihren, welche der I7,-Teilung den Charakter der Normalteilung
nicht nehmen kann. Wir teilen nimlich die Kante a, in r,, die
Kante a, in r,..... , die Kante a, in r, Teile. Da, wenn q, = gq,
wegen A und € auch ¢, = «, und also », = 7, ist, so werden alle
gleichen Kanten in eine gleiche Anzahl von gleichen Teilen geteilt.
Fiihren wir die entsprechende Teilung in 17, aus, so kann dadarch
die Normalteilung von 17, nicht zerstért werden. Wir behaupten
aber, da durch diese Teilung auch die 77,-Teilung in eine Normal-
teilung iibergefiihrt ist.

In der That, jedes der den Kantenzug mit der Winkelsumme
4R bildenden Rechtecke (s. Fig. 3) AB ..... FFFY..... BA,
A'4)B ..... FI(FF'..... B' 4" u. s. w. wird durch den obigen
Procefl in eine gleiche Anzahl von Teilen zerlegt. Denn wenn
AB:“@’BC-“-%, ..... EF = aqa

A'B = a,BC' = a..... EF' =a
ist, so ist, wie aus der Figur ersichtlich:
ak1+aké trees a,sf = k;+ak§+""' als’, = veees
Folglich nach A und C aumch:
akl-{—ul‘s—f.u.nak, = “Ia5+“k;+""'“k1} == ceene
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und nach D:
rk1+rk,+‘“”rkf= r]ci+rk;+ ..... rk}-: .....

Ordnen wir also den ersten Abschnitt von 4B, den ersten Ab-
schnitt von 4’ B, den ersten Abschnitt von 4” B” ete. einander
zu, ebenso die zweiten Abschnitte, und fahren so fort, so gelangen
wir zu einer Ordnung sémtlicher den Kantenzug mit der Winkel-
summe 4R bildenden Kanten in Gruppen von Kanten. Daf die
Summe der Flidchenwinkel der Kanten einer Gruppe jedesmal gleich
4R ist, ergiebt sich unmittelbar aus der Figur. Behandeln wir
in derselben Weise die iibrigen Kantenziige mit der Winkel-
summe gleich 2 R oder gleich #, so sehen wir, dafl simtliche
Kanten von 77, in einzelne Gruppen mit der Winkelsumme gleich
4R, gleich 2R oder gleich 7' zerfallen, womit bewiesen ist,
daB auch die Teilung von 77, eine Normalteilung ist. Wir haben
also den

Satz: Aus jeder Teilung zweier raumgleicher Polyeder
geht eine Normalteilung (in Bezug auf beide Polyeder)
hervor.

Ist eine Teilung eines Polyeders I eine Normalteilung, so ist
die Summe sdmtlicher Flichenwinkel der Teilpolyeder, wie sich
unmittelbar aus der Definition der Normalteilung oder auch

aus Fig. 3 ergiebt, in der Form enthalten (=, = Flichenwinkel
von II):

Giebt es also eine Teilung von 77, und 77, und deshalb, wie
eben bewiesen, auch eine Normalteilung derselben, so muf

n:zi_l_n;ﬂ;;.*_ ..... Om* R =— niﬂi_i_%gﬁ:_!‘. ..... 2m R

sein. (= sind Flichenwinkel von I7,, a? Flichenwinkel von I7,).
‘Wir haben also den

Satz: Sind II, und II, raumgleich, so muf}
U 2 S o SRR =nintngart .- (mod 2 R)

sein, wo die Gréfien n' und n; ganze positive Zahlen
sind,
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Beispiele.
1) RBegulires Tetraeder.

Ist das regulire Tetraeder einem rechtwinkligen Parallepipede
raumgleich, so mufi, wenn der Winkel des Tetraeder mit = be-
zeichnet wird, nach dem Vorhergehenden entweder

sinnz = 0
sein oder
cosnt = 0
sein.
Erster Fall: #n gerade. Wir entwickeln sin(nz) und cos(n7)
nach den bekannten Formeln:

. . nn*—23) . n(nt—2%) (n*—4%) . 5~

sinnr = cosz{nsmz———(—g,—-)-sm%.;_ ( 5)’( )smt
n® . n(n*—=2?%) .

COSRT == 1——?811127-!——(4' )sm‘z—- .....

Setzen wir hierin fiir sinz und cosz ihre Werte \/§ und }, fiir
sin (n7) und cos (nz) O ein, so erhalten wir die beiden Gleichungen :
(n—1)! 9" =
(n+2)(n—2)(n—1)!8.9"° (n44) (n+2)(n—2)(n—4)(n—1)!18°9"*
3! [

P 1‘; -~

n-n-n!8.9  p.n(nt2)(n—2) 8.9
2! - 4!

.....

n! 9% =

v

Eine von diesen beiden Gleichungen miifte nun eine Liosung
haben, wenn unsere Annahme richtig wire. Aber keine ganze Zahl
»n kann eine von diesen Gleichungen befriedigen. Ist ndmlich der
Ausdruck auf der rechten Seite durch 27 aber nicht durch 27
teilbar, so ist der Ausdruck auf der linken Seite nicht durch 2!
teilbar. .

Zweiter Fall: » ungerade. Die analogen Formeln lauten:

sinnz = nsinet— SINP g vees

2__ 2__ 3__ 92
n(n3! D) ing g 208 15)‘(42, 3%

nt—1

(n*—1) (W —8")
21

Sin21+ 43 Sin‘t'—"”' '-J

cOSNT = cosz[i—
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Sezten wir die speciellen Werte ein, so erhalten wir:

nl97 =
(n+D(r—1)n!8-9 (m+3)(ntD(n—1)(n=3)n!&F>
31 5! '
(=119 =
(rD)n—1) (e =1)!8-97  (43)(nt1)(n-1) (0 —-3)(n-1)I8F
21 4!

Aus demselben Grunde wie im ersten Falle sind ameh diese beiden
Gleichungen nicht durech eine ganze Zahl # erfiillbar. Wir haben
deshalb das Resultat gewonnen.

Ein regulires Tetraeder kann keinem rechtwinkligem Pa-
rallepipede ranmgleich sein.

Es 148t sich leicht zeigen, daf jedes Prisma einer Anzahl
rechtwinkliger Parallepipede raumgleich ist. Andererseits geht
aus dem Vorhergehenden hervor, daf ein regulires Tetraeder und
eine Gresamtheit von rechtwinkligen Parallepipeden nicht raum-
gleich sein kann. Endlich besteht der Satz: Sind zwei Polyeder
einem dritten raumgleich, so sind sie selbst raumgleich. Wir
haben deshalb einen Satz gewonnen, dem wir gleich die folgende
allgemeinste Form geben:

Fine Gesamtheit von regulirven Tetraedern und eine Gesamtheit
von Prismen sind niemals rawmgleich.

2) Tetraeder mit drei auf einander rechtwinklig stehenden Kamten
(gleichschenklig -rechtwinkliges Tetraeder).
Genau so wie beim ersten Beispiel ergiebt sich der Satz:
Fline Gesamtheit von gleichschenklig-rechtwinkligen Tetraedern und
eine Gesamtheit von Prismen sind niemals raumgleich.

3) Regulires und gleichschenklig-rechtwinkliges Tetraeder.
Die nicht rechten Winkel des letzteren seien gleich ¢. Dann ist
20 = 2R—m.
Denn es ist

3

_ cose = Vi
und deshalb:
cos29 = —} = —cosz = cos(2B—1).

Wenn nun die beiden Tetraeder einander raumgleich wiren, so
miifite
nt = n'e {(mod R) (nundn’ = 0)
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sein; nun ist aber gleichzeitig nach dem Vorhergehenden
T=—2p¢ (mod R)
Folglich:
@n+n)z =0 (mod R),
eine Gleichung, die nach dem im Beispiel 1 Bewiesenen unmdglich
ist. Folglich haben wir den Satz:

Eine Gesamtheit von reguliren wund eine Gesamtheit von gleich-
schenklig rechtwinkligen Tetraedern sind niemals rawmgleich ).

1) Das im Vorstehenden behandelte Problem ist schon von GauB angeregt
worden und gehort zu den 23 Problemen, die von D. Hilbert in seinem Pariser
Vortrag (Gott. Nachr. 1900 Heft 81) aufgestellt sind. Der Beweis, da8 im All-
gemeinen auch die ,égalité par soustraction“ unmoglich ist, wird in einem Artikel
in den Math. Annalen behandelt werden.




