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Grundziige einer allgemeinen Theorie
der linearen Integralgleichungen.

(Vierte Mitteilung).
Von

David Hilbert.

Vorgelegt in der Sitzung vom 3. Mirz 1906.

In der Einleitung meiner ersten Mitteilung habe ich eine neue
Methode zur Behandlung der Integralgleichungen in Aussicht ge-
stellt; dieselbe beruht auf einer Theorie der quadratischen Formen
mit unendlichvielen Variabeln, die ich in der gegenwirtigen Mit-
teilung entwickeln werde.

Die systematische Behandlung der quadratischen Formen mit
unendlichvielen Variabeln ist auch an sich von grofier Wichtigkeit
und erscheint mir als eine wesentliche Ergénzung der bekannten
Theorie der quadratischen Formen mit endlicher Variabelnzahl.
Die Anwendungen der Theorie der quadratischen Formen mit un-
endlichvielen Variabeln sind nicht auf die Integralgleichungen be-
schrinkt: es wird sich nicht minder eine Beriihrung dieser Theorie
mit der schonen Theorie der Kettenbriiche von Stieltjes?) dar-
bieten, wie andererseits mit der Frage nach der Auflsung von
Systemen unendlichvieler linearen Gleichungen, deren Unter-
suchung Hill, Poincaré, H. v. Koch und Andere erfolgreich
in Angriff genommen haben. Auch zu den Untersuchungen Min-
kowskis iiber Volumen und Oberfliche findet in methodischer
Hinsicht nahe Beziehung statt. Vor allem aber erdffnet die
Theorie der quadratischen Formen mit unendlichvielen Variabeln

1) Recherches sur les fractions continues, Ann. de Toulouse VIIT (1894).
Kgl. Ges. d. Wiss, Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1906. Heft 2. 12
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einen neuen Zugang zu den allgemeinsten Entwickelungen will-
kiirlicher Funktionen in unendliche Reihen nach Fourierscher Art,
wie am Schlusse von XTI in dieser Mitteilung angedeutet werden
wird.
In einer fiinften Mitteilong will ich zeigen, wie auflerordent-
lich einfach nicht nor alle in meiner ersten Mitteilung gewonnenen
Resultate iiber Integralgleichungen zweiter Art nunmehr bewiesen
und wesentlich erweitert werden kidnnen, sondern auch wie durch
die Methode der quadratischen Formen mit wunendlichvielen
Variabeln die Uebertragung dieser Resultate auf Integralgleichun-
gen erster Art und auf gewisse Integralgleichungen einer neumen
,dritten® Art gelingt und wie nach der neuen Methode auch solche
Integralgleichungen, deren Kern hthere Singularitidten aufweist,
einer erfolgreichen Behandlung zuginglich sind.

XI.

Theorie der orthogonalen Transformation einer quadratischen Form
mit unendlichvielen Variabeln.
Es seien
E, =k

(L4 gp’

wo jeder der beiden Indices p, ¢ die Reihe aller ganzen Zahlen
1,2, ... durchliuft, beliebig gegebene reelle Konstante, dann stellt

K(z) = k
@ (p,q=zt:'2,~-) 2 e
eine quadratische Form mit den unendlichvielen Variabeln
Z,,%,,... dar; die Konstanten %, heiflen die Koefficienten dieser
quadratischen Form. Ein Ausdruck
4 (:B, Y) =(P‘q =§l; o .. .)apq Y,

mit irgend welchen Koeffizienten a,, heifit ein bilinearer Aus-
druck oder eine bilineare Form der unendlichvielen Variabeln

ZyyLyyererYyy Yoy ---- Der Ausdruck
K = k
(xi g) oy =21’2.”') pquyq

heifit die zu K (z) gehorige Bilinearform der unendlichvielen Va-

riabeln Ty Loy eosy Y1y Yoy e v e e
Lassen wir die Indices p,¢ nur die Werte 1,...,n durch-

laufen, wo n eine endliche Zahl bedeutet, so entspringen die
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Formen mit der endlichen Variabelnzahl », wie folgt:

Ku (x) = 2 kpq xp xq 2
Pg=1...,%m)
K, (=, y) =(p,q =El.“”n)kmxpyq‘

Diese Formen K, (z), K, (2, y) mbgen die Abschnitte der Form
K (x) bez. K(z,y) heiflen und auch, mitunter ohne den Index »
ausdriicklich hinzuzusetzen, mit [K] bezeichnet werden.

Wenn irgend ein bilinearer Ausdruck mit endlicher Variabeln-
zahl

An(‘”) ?/) =(p’q’=21’m,”‘)lpqxpyq

vorgelegt ist, so heifle die Summe aller Koeffizienten der Glieder
z,y, die Faltung des Ausdruckes 4, (z, y) und werde mit 4,(.,.)
bezeichnet; es ist also

A('a') =(? > Lo

=100
und insbesondere
K. (,)=ky+---+Fk,.
Aufler den allgemeinen quadratischen Formen K, K, zichen
wir noch die besonderen quadratischen Formen
(@2 = 51 +a;+---
(0,2, = g+t
und die besonderen Bilinearformen
@Y = 2.9, + oY,
@Y. = 2.y, +--+ 2.9,

in Betracht.
Die Diskriminante der Form

(x’ x)n - Z’ Ku (x)
d. h. die Determinante
| 1k, —aky, ..., —Ak,
) D) = — Ay, 1 —Akpyy ..., — Ak,

..................

—ky, =gy, 1R |
ist bekanntlich eine ganze rationale Funktion nten Grades in 1
mit lauter reellen Nullstellen; dieselben mogen mit

AP AD LAY

12*
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bezeichnet werden und die Eigenwerte der Form K, heifien;
die Gesamtheit dieser n Eigenwerte heife das Spektrum der Form
K,. Wenn ein reeller Wert 4 so beschaffen ist, da in ihm oder
in beliebiger Nidhe desselben noch fiir unendlichviele #» Eigenwerte
von K, liegen, so heifle dieser Wert 4 ein Verdichtungswert
von K. Wenn die absolut groSten Betrige der Eigenwerte von
K, mit wachsendem » absolut iiber alle Grenzen wachsen, so
soll der Wert 4 = oo ebenfalls als Verdichtungswert der Form

K gerechnet werden.
Wir bilden nun aus (1) durch Rénderung die Determinante

L1 —2k,,..., Ak, 2,
Dﬁ(l; x’ y) = —lkﬂl, }) 1*—-1"7,‘,,%‘.
’ yl’ ? y»’ O
und nennen den Quotienten
D (4; z,
K.(4; 2,9) = ————%’—wy—)

bez.
K., 2) = K,(4, 2, 2)

die Resolventeder quadratischen Form K, ; die Koeffizienten
von Z,,...,%, in K,(A;2,y) geben, wenn 2 kein REigenwert ist,
die Losung der linearen Gleichungen

xp_z’(kplxl_*.”'_'-k?ux-) = ?/,,7 (p= 1""’1"');
wir driicken dies durch die Identitit aus:
K,.(l; Z, ?/) - J,K,‘(.’L‘, ) K,(l; L y) =a(a’7 ?/)
Es ist offenbar

@ K.@2;2,9) = #,9).+2K.(z,9)+ K K, (z,9)
' + B K, KK, (5,9)+--,

wo K. K,, K. K, K,,... die aus k, durch fortgesetzte Faltungen
entstehenden Formen

KK, (@y) = K@)K(,9) = X k o Eorg @Yy

q,r=1,. )

KK K (@9 =K, (@ )EK(,9)= 3 k,,k,,k z,y

@ qr,s=1,...

(3

bedeuten. Fiir die Resolvente K, gilt die Partialbmchdarsteﬂunga
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L2 (@) L2 (y)
- R

e

(@) L ()
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@) K.@;2,9) = 2 g
wo L, ..., LY gewisse lineare Formen der Variabeln mit reellen
Koeffizienten bedeuten. Insbesondere gelten mithin die Formeln:
@y = 2,9+ +2,y. = LP@) LP @)+ -+ LT (@) L (),
4 i LY (x) LY L& (z) L
@ Ky = HOH0, . HEOL0)
@2, = 2+ -+ = L@+ -+ L7 @),
L(u) 2 L(u) Z 2
K@ =L, L)
5 L™ () L (z))
_ @)y (L ())?
K“K,,Kn(x) - (Ain))s +eet (lff))s ’

Aus (4) folgen die Orthogonalititseigenschaften der Linear-
formen L¥,..., L™:
LPOLY () = 0, (» $ 9),
LPOIP() = 1,
wo L,(.)L,(.) die Faltung der Bilinearform LJ’(z)L.’(y) bedeutet,
und alsdann wiederum ergiebt sich durch Faltung

. 1 1
i R s St
©) RE(L)= 3 bk = oot
t S RS (p,r-—_];,“"”) 'pr Vrp (lin))‘l (1:»})27
1 1.
‘Ks‘Kn‘lK‘n(‘9‘) ——(;),r,s_—zzl,.,.,n)kpfk"k‘p = (&?))8 + e +(}~,(:))8 b

Unsere erste wichtige Aufgabe besteht darin,
den Begriff der Resolventeder Form K, auf die Form
K zu iibe rtragen und zu der Partialbruchdarstellung
(3) das Analogon fir die Form K mit unendlichvielen
Variabeln aufzusuchen.

Zu dem Zwecke bedienen wir uns eines allgemeinen Hilfs-
satzes aus dem Gebiete der stetigen (gleichmiBigen) Konvergenz,
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den ich in einer spezielleren Grestalt bereits in meinen Unter-
suchungen tiber das Dirichletsche Prinzip!) angewandt habe.

Hilfssatz 1. Es sei J ein ganz im Endlichen gelegenes Inter-
vall fiir die Variable s, ferner

@ f18): £2(5), 1(5), - - -

eine unendliche Reihe von Funktionen der Variabeln s, die in J
stetig sind, deren Werte absolut genommen unterhalb einer end-
lichen Grenze bleiben und deren Differenzenquotienten simtlich
unterhalb einer endlichen Grenze bleiben, so daB fiir alle s, ¢ in
J stets

f2(5) — £, ()

<
s—t =E

gilt, wo E eine endliche von % und von der Wahl der Argumente
s, t unabhingige GriBe bedeutet:

Alsdann lassen sich aus eben dieser Reihe von Funktionen (7)
unendlichviele Funktionen

O MO AC R

auswihlen derart, daf die Reihe dieser Funktionen fiir jeden be-
liebigen Punkt in J gegen einen endlichen Grenzwert und zwar
stetig (mithin auch gleichmiBig) konvergirt, woraus ersichtlich
ist, daB der Limes

pl{» 15 ()
eine in J stetige Funktion von s darstellt.-

Zum Beweise bestimmen wir auf die Art, wie es in § 5
meiner genannten Abhandlung iiber das Dirichletsche Prinzip ge-
schehen ist, aums der Reihe (7) eine Reihe von Funktionen £ (s),
f(s),... derart, daB die Reihe dieser Funktionen fiir jeden Punkt
einer in J iiberall dichten abz#hlbaren Punktmenge P* gegen einen
endlichen Grenzwert konvergirt; die so ausgewihlten Funktionen
sind, wie wir nun zeigen wollen, von der im Hilfssatze ver-
langten Art.

In der Tat bezeichnen wir mit s,,s,, ... irgend eine unendliche
Reihe von Punkten aus J, die gegen einen bestimmten Punkt s
konvergirt. Bedeutet dann & irgend eine beliebig kleine positive
GroBe, so bestimmen wir zuniichst einen Punkt s* der Punktmenge

H

1) Math. Ann. Bd. 59, 1904
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P* derart, daB

*_ £
® = sl < g
wird; wegen der Konvergenz der Wertreihe
1 (s, £ () -
148t sich alsdann gewif eine Zahl N ﬁnden, so daB fiir alle N
iiberschreitenden Indizes p,q

© -1 <5

wird; wegen der Konvergenz der Punktreihe s ,s,,... kann diese
ganze Zahl N zugleich auch so groB gewdhlt werden, da fiir alle
N iiberschreitenden Indizes p, ¢

Is~s,| < =% 5 < z%

55 9% <3
ausfdllt. Mit Hilfe von (8) folgt hieraus fiir alle N iiberschreitenden
Indizes p, ¢

&

10) [3*—31<7E>1 3,,¥<ZE*'

Andrerseits ist nun wegen der Voraussetzung unseres Hilfs-
satzes

’f‘“ (9 —fa(s)|

s*-s

s* - s
und folglich mit Hilfe von (10)

=) < =) <g

Addiren wir diese Gleichungen zu (9), so folgt fiir alle N iiber-
schreitenden Indizes p, ¢
16— ENHIEE) =L ENHIFE) - 6) <
und umsomehr
Iy ) — 13 (s)l <=

Da & eine beliebig kleine Grofie war, so folgt hieraums, daf die
Wertreihe

ﬁ(sl)’ fa*(sg)y LR

gegen einen endlichen Grenzwert konvergirt, d. h. die Funktionen-
reihe

i), (), - -
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konvergirt stetig an jeder Stelle s des Intervalles J, womit der
Hilfssatz vollstindig erwiesen ist.

Wir kehren zur Theorie der quadratischen Formen zuriick
und zwar nehmen wir im Folgenden zunichst an, es
A = co nicht Verdichtungswert von K, d. h. es sei K
eine solche Form, dass die samthchen Eigenwerte
von K, fiir alle » in dem endlichen Intervalle J
liegen Wir definiren sodann gewisse zu K, gehorige Funktmnen
der Variabeln A, wie folgt: es werde allgemein .

£ () = 0 L fir A4

(11) uﬁ" @) = (Lg” (@) ()'__;';ﬁ) fiir l>lg" p=1 ..,n
und
-3 ”(n) ()&) p— xiﬂ)(l)_!_._._"”i-) ()')

gesetzt; dann sind % und folglich amch %™ stetige Funktionen
von 4, die nirgends negatw ausfallen und bei wachsendem Argu-
ment i und festgehaltenem » niemals abnehmen; die Differenzen-
quotlenten dieéser Funktionen, d. h. die Ausdrucke

% (4) — % ()

A—p ’
%" (1) — %” ()
A—p

sind, wie wir ebenfalls sofort sehen, nirgends negativ und nehmen,
wenn eines der Argumente 4, u fest bleibt und das andere wichst,
niemals ab, und zwar gelten die Gleichungen

%y () — %) () _ ™) ()2
v =, (LY (2))
und folglich
™ (2 e 5™
;“(‘z)‘:;%ﬂ = @, (LY @)+ + =, (L @)
WO %, ..., @, zwischen 0 und 1 liegende von 4, u abhiingige
GroBen bedeuten. Aus dieser Gleichung folgt unmittelbar die
Ungleichung

| A=W | < o @4+ (@20 @

A—p
oder wegen (5)
12 }.’ﬁ__i‘?%:;_,@m{ RNy
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Endlich bemerken wir noch, daf auf jeder Strecke, die
keinen der Eigenwerte 15" von K, enthilt, die Funktionen «.° (1)
und folglich auch die x® (1) lineare Funktionen von 4 sind. Fiir
alle auflerhalb auf der negativen Seite von J gelegenen 2 ist %™ (1)
identisch Null; daher ist mit Riicksicht auf (12) stets:

ORI CA SHE S APA

wo J die Lénge des Intervalles J bezeichnet. Auf der positiven
Seite anBerhalb von J ist

() = 4@+ +2)+.0(),
wo C(x) eine von i unabhingige Form bedeutet. In Bezug auf
die Variabeln z,, ..., z, ist ™ eine quadratische Form.

Es seien nunmehr unendlichviele Variable z,, z,, ... vor-
gelegt; wir ziehen dann diejenigen speziellen Wertsysteme der-
selben in Betracht, die entstehen, wenn wir irgend eine dieser
Variabeln = 1 und alle iibrigen = 0 oder wenn wir irgend zwei

dieser Variabeln = —\% und alle iibrigen = 0 setzen. Wir denken
uns alle diese speziellen Wertsysteme der unendlichvielen Vari-
abeln z,, z;, ... in bestimmter Weise in eine Reihe geordnet und
bezeichnen sie in dieser Reihenfolge als erstes, zweites, drittes
u.s.f. spezielles Wertsystem der anendlich vielen Variabeln z,, z,, . ..
Fiir alle diese speziellen Wertsysteme gilt wegen (12) die Un-
gleichung

=@ |

(18) =1

Wir betrachten nun die Formenreihe
(14) xP @), =¥ @), @), ...

und wenden, indem wir darin fiir die Variabeln z,, z,, ... das
erste spezielle Wertsystem eingesetzt denken, unsern Hilfssatz 1
an; wir sehen, daf danmn im Intervalle J fiir 2 die Werte der
Formenreihe (14) simtlich unterhalb einer endlichen Grenze liegen
miissen und wegen (13) auch die weitere Voraussetzung unseres
Hilfssatzes erfiillt ist. Diesem Hilfssatz zufolge ldft sich daher
auns (14) gewifl eine unendliche Reihe von Formen

(15) T @), X2 (1), xS Q), ...

answahlen, die, wenn wir darin fiir die Variabeln z,, z,, ... das
erste spezlene Wertsystem einsetzen, gegen eine gewxsse stetlge
anktwn von 2'in dem Intervalle J gleichmifig konvergirt.
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? Sodann wenden wir unsern Hilfssatz auf die Formenreihe (15)
an. Diesem Hilfssatz zufolge 148t sich aus jener Formenreihe
gewif eine unendliche Reihe

(16) # (2), D (), %I @), ..

answihlen, die, wenn wir darin fiir die Variabeln z,, z,, ... das
zweite spezielle Wertsystem einsetzen, gegen eine gewisse stetige
Funktion von 1 gleichmifig konvergirt. Indem wir ferner unsern
Hilfssatz auf die Funktionenreihe (16) anwenden, gelangen wir
durch Auswahl zu einer Funktionenreihe

u(lsuz) (}'), x(zttt) (l)’ “(3**:) (l)’ ey

die nach Einsetzung des dritten speziellen Wertsystems gegen
eine gewisse stetige Funktion von 4 gleichmifig konvergirt.

Endlich betrachten wir, indem wir uns das Verfahren unbe-
grenzt fortgesetzt denken, die Formenreihe

17) W (1), X2 (2), (@), .

dieselbe konvergirt gleichmifig, sowohl wenn wir darin fiir die
Variabeln z,, z,, ... das erste als auch wenn wir das zweite als
auch wenn wir das dritte spezielle Wertsystem u. s. f. einsetzen.
Da sich aber allgemein der Koeffizient von #, z, einer quadra-
tischen Form linear aus den Werten zusammensetzen li6t, die die

quadratische Form fiir z,, #, = 1,0 bez. 0,1, bez., v%, V% annimmt,

wihrend man alle iibrigen Variabeln gleich O setzt, so folgt, dafl
auch allgemein der Koeffizient von z,z, in der Formenreihe (17)
gegen eine gewisse in 4 stetige Funktion x, (1) konvergirt. Wir
setzen

x(’l) = 2 %pe ('l) xp xe’

pPg=12...

so daf x(2) eine quadratische Form der unendlichvielen, Variabeln
z,, %, ... bedeutet, deren Koeffizienten stetige Funktionen von
4 sind. Diese Funktionen von 1 sind zundchst nur innerhalb J
definirt; da wir aber statt J ein beliebig groSes J enthaltendes
Intervall widhlen diirfen, so ist damit die Definition jener Funk-
tionen fiir alle endlichen Werte von 4 gegeben.

Die Werte irgend eines Abschnittes einer quadratischen
Form mit anendlichvielen Variabeln sind als lineare Kombinationen
derjenigen Werte darstellbar, die die quadratische Form fiir
unsere speziellen Wertsysteme annimmt. Daraus folgt, daB, wenn
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wir in den Formen der Formenreihe (17) x,, ...z, beliebig lassen,
die iibrigen Variabeln z,., z,,, ... simtlich = 0 setzen, d. h.
von jeder Form in (17) demselben Abschnitt nehmen, diese aus
den Abschnitten gebildete Reihe gewifl ebenfalls gleichmiBig kon-
vergirt und zwar gegen denjenigen Wert, den der betreffende
Abschnitt von % (1) annimmt. Wenn wir noch

L J— kK L 2 J—
1* = m,, 2% = m,, 3% = m,, ...

setzen, so gilt also die Gleichung:
L <™ @) = (@l

h=aw

Der Kiirze und Uebersicht halber wollen wir im Folgenden
bei einer Gleichung oder einer Ungleichung die eckigen
Klammern fortlassen, d. h. nach dieser Festsetzung ist eine
Gleichung oder Ungleichung zwischen Formen mit unendlichvielen
Variabeln stets so zn verstehen, daf dieselbe identisch fiir alle
Variabeln gilt, wenn man in der Formel auf beiden Seiten die
gleichen ~Abschnitte der Formen nimmt; so lautet die letzte
Gleichung
18) LA™ @) = 2.

[e 4]

Zugleich bemerken wir, daf die oben genannten Eigenschaften
der Funktionen %™ (1) als Fuuktion von 4 sich sofort auf einen
beliebigen Abschnitt [« (1)] der Form % (1) iibertragen, wenn wir
diesen als Funktion von 1 betrachten. Wir erkennen so, daf die
Funktion [x (1)] ebenfalls nirgends negativ ausfdllt und bei wach-
sendem Argument i niemals abnimmt, ferner, daf der Differenzen-
quotient dieser Funktion d. h. der Ausdruck

[ (1] — [= ()]
A—u

wiederum nirgends negativ wird, und, wenn eines der Argumente
4, p fest bleibt, wihrend das andere wichst, niemals abnimmt.
Wegen (12) folgt fiir jenen Differenzenquotient die Ungleichung

(19) 28228 <0,

Tunerhalb eines Intervalles, das keinen Verdichtungswert der Form
K enthilt, wird [%(4)] eine lineare Funktion von 4. AuBerhalb J -
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ist auf der negativen Seite [« (1)] identisch Null, anf der positiven
Seite gleich 1 [(z,2)] + C (2).

Wir denken uns nun in der Form x(4) das erste spezielle
Wertsystem eingesetzt und bezeichnen die so entstehende Funktion
von i mit x(%),. Nach den obigen Ausfiihrungen wird, wenn wir
2 festhalten und p einen A iibersteigenden Wert beilegen, der
Differenzenquotient von x (1),, sobald g gegen A4 hin abnimmt,
gewifi nicht wachsen und mithin, wenn g nach 4 fillt, einem
Grenzwert zustreben, d. h. = (1), besitzt gewiB fiir jedes 4 einen
vorderen Differentialquotienten; wir bezeichnen denselben mit £ (2),.
In derselben Weise wird gezeigt, daB (i), fiir jedes 2 einen
hinteren Differentialquotienten besitzt; wir bezeichnen denselben
mit 7 (4),.

Aus den oben genannten Tatsachen .iiber die Differenzen-
quotienten von x (), folgt zugleich, daf sowohl I*(1),, wie I (1),
Funktionen von A sind, die nirgends negativ ausfallen, mit wach-
sendem Argument 4 nicht abnehmen und fiir welche iiberdies stets

@), =t (), fir 1=y

(20) (+) - s
7@, =17 (w), fir i<pg

ausfillt.

Da ferner wegen (13) die Differentialquotienten £+ (1), I (1),
den Wert 1 nicht iiberschreiten kinnen, so gilt dasselbe umsomehr
fiir die Differenz vom vorderen und hinteren Differentialquotient
an der nimlichen Stelle 2 und wir ersehen hieraus, daf, wenn m
irgend eine ganze Zahl bedeutet, hochstens m Stellen 2 vorhanden
sind, fiir welche

- 1
£ (8), — 1 (1), =

gilt. Wegen dieser Tatsache ist die Menge derjenigen Werte
4, fiir welche vorderer und hinterer Differentialquotient von ein-
ander verschieden ausfallen, notwendig abzdhlbar.

Nunmehr denken wir uns in x(3) das zweite spezielle Wert-
system eingesetzt, verfahren mit der so entstehendem Funktion
% (1),, wie vorhin mit # (%), geschehen ist, und suchen diejenige
Menge von Stellen 1, fiir welche der vordere und hintere Diffe-
rentialquotient von einander verschieden ausfallen. Die Menge
dieser Stellen 4 ist gewiB wiederum abzihlbar. Mit Benntzung des
dritten speziellen Wertsystems erhalten wir entsprechend eine ab-
zabl’bare Menge von Stellen 4 u.s.f. Die Gesamtheit aller solehen
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Stellen ist wiederum abzihlbar; sie mogen die Eigenwerte der
Form K heifien und mit 4,, 4,, ... bezeichnet werden. Die Stellen
4., 4, ... und ihre Verdichtungsstellen sind gewif Verdichtungs-
werte der Form K, da ja #(4),, #(4),, ... auBlerhalb der Verdich-
tungswerte lineare Funktionen von 2 sind und folglich die vorderen
und hinteren Differentialquotienten daselbst einander gleich aus-
fallen. Die Gesamtheit der Stellen 4,, 4,, ... werde das Punkt-
spektrum oder das diskontinuirliche Spektrum der Form
K genannt.

Da die Koeffizienten einer quadratischen Form sich linear aus
denWerten zusammensetzen lassen, die die quadratische Form fiir die
Reihe der speziellen Wertsysteme der Variabeln annimmt, so schliefien
wir, da8 die simtlichen Koeffizienten x, der Form z (i) ebenfalls
sowohl vordere wie hintere Differentialquotienten besitzen und
daf dieselben fiir jede Stelle mit Ausnahme der Stellen i, i,, ...
einander gleich sind; die vorderen und hinteren Differential-
quotienten von x, mdgen mit ) bez. f) bezeichnet werden. Fiir

jede von 4,, 4,, ... verschiedene Stelle i stimmen diese beiden
Differentialquotienten mit einander iiberein; wir setzen daselbst
o= = £

die quadratischen Formen mit den Koeffizienten 7, £ mogen mit

¥ (2) bez. ¥ (4) bezeichret werden. Fiir jede von 4,, 4,, ... ver-
schiedene Stelle setzen wir

tA) = (Y A) = £ @)

Wir bilden nun allgemein fiir die Stelle 4, die Differenz
£ — 1) und nehmen diese Differenz als Koeffizient von z, z,; die
so entstehende quadratische Form mit unendlich vielen Variabeln,
deren Koeffizienten jedenfalls nicht siimtlich verschwinden, werde
die zum Eigenwert 4, gehdrige quadratische Eigenform
von K genannt und mit E, bezeichnet. Offenbar ist fiir jeden
Eigenwert 4,

(21) @,)-12@,) = E,
und da auch zu (20) analog

2 (1) =<1 (u) fir 1=5p
A= fir A<p

gelten mufl, so fillt gewiB
. (23) E,=Z0

@)

b4
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aus. Andererseits folgt ams (19), wenn wir fiir u einen 4 iiber-
steigenden Wert wihlen und diesen gegen 4 konvergiren lassen

(24) Q) = (2, 2).
‘Wir .betrachten nunmehr irgend m nach zunehmender Grofe
geordnete Eigenwerte der Form K, etwa

pr e Ap

und die diesen zugehorigen Eigenformen

Epy oo Ep -
Wegen (21) haben wir
25) A )—t7 ) =By, (k=12..,m

und wegen (22)

£ (3p) — 1 (1) Z 0,
(26) e e e
2 @p,) =t 4y, _)=0.
Die Addition von (25) und (26) ergibt
@) €9 15) =1 () Z By, + - + B,
und diese Ungleichung lehrt, da [f7 (1)] nirgends negativ ist,
wegen (24) die weitere Ungleichung
(28) Ey + -+ E, = (z,2).

Aus (23) und (28) erkennen wir, daf die iiber alle Indizes p
erstreckte Summe 3 [E] konvergirt und zwar gegen eine quadra-
tische Form der #»Variabeln z,, ..., z,, die =al+---+2? aus-
fallt, d. h. es ist

%} E, = (z, z).

Wir definiren jetzt folgende Formen der unendlichvielen Vari-
abeln z,, z,, ...: .
e()y= > E

G2 -
1) =23 E,(A-1),
(y < 1)

wo die Summen rechter Hand iiber alle diejenigen Indizes p zu
erstrecken sind, fiir die 4,<<2 ausfillt. Die Koeffizienten von
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7 (&) sind stetige Funktionen von 4. Die Abschnitte [e(4)], [5(3)]
dieser Formen sind Funktionen von 4, die, wie sich ohne Schwie-
rigkeit mit Benutzung von (23) und der Konvergenz von 3,[E,]
ergibt, folgende Eigenschaften besitzen: ?

[e(4)] ist nirgends negativ und nimmt mit wachsendem 4 nie-
mals ab; aufierhalb J ist [e ()] auf der negativen Seite Null, aunf
der positiven gleich 2 [E,].

[e ()] ist an allen Stellen stetig, die nicht Eigenwerte sind;
fiir den Eigenwert 4, besitzt [e(4)] einen endlichen Sprung und
zwar ist bei positivem gegen Null abnehmendem z:

1'=Lo e(lp-'-'t) = e(lp)
_éoe(lp—}-‘r == e(lp)-t-Ep.

[4 (4)] hat sowohl einen vorderen, wie einen hinteren Differential-
quotient ; dieselben stimmen an allen Stellen, die nicht Kigenwerte
sind, mit einander iiberein und haben den Wert [e(3)]; fiir den
Eigenwert A, ist der hintere Differentialquotient = [e(4,)], der
vordere = [e(4,)]+[E,], so daf der Ueberschuf des vorderen
Differentialquotienten iiber den hinteren [E,] betrigt.

Aus (27) folgt, wenn 4', ' > 1’ keine Eigenwerte sind:

@ -t@)=, X

(;_l < Z < 1/1)
nun ist
E, = e(d)—e(d)
W<, <)
und folglich auch
(29) ) ~t@)=e(@")—e(2)

Ist eine der GroBen ', A" ein Eigenwert, bez. sind beide
Eigenwerte von K, so folgt ebenso statt (29) eine entsprechende
Ungleichung. Setzen wir nun

o) = 2(D)—n(4)

s0 besitzt mit Riicksicht auf (21) die Funktion [o (4)] vordere und
hintere Differentialquotienten, die fiir jede Stelle 4 miteinander
iibereinstimmen, und dieser Differentialquotient ist iiberdies, wie
aus (29) bez. aus der entsprechenden Ungleichung folgt, eine mit
wachsendem Argument nicht abnehmende Funktion von 4; daher
stellt dieser Differentialquotient eine Funktion dar, die in 4 stetig
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ist. Setzen wir also

() o) = Se,zz = CH _ta)_.u,

so ist jeder Abschnitt der Form ¢ (1) eine stetige, nicht negative,
mit wachsendem 1 nicht abnehmende Funktion von 4. Die Form
6(4) der unendlichvielen Variabeln, deren Koeffizienten 6,, stetige
Funktionen von 4 sind, heife die Speké¢ralform von K.

Wegen (24) gilt dle Ungleichung

(31) 6(A)+e(d) = (z, 2).

Die Formen f(1), e(2), 6(1) werden fiir alle auBerhalb auf der
negativen Seite von J liegenden Werte 1 identisch gleich Null;
auf der positiven Seite gehen sie in bestimmte Formen iiber,
die wir bez. mit f(+oo), e(4o0), 6(+o0) bezeichnen wollen.
Wegen (30) haben wir
(32) 6 (+ o0) = f(+ co) — e(+4 co).

Da [#(4)] rechts von J in A[(z,2)] + C(x) iibergeht, so haben
wir

(33) t(+00) = (z,2)
und wie frither bemerkt ist
e(+o0) = K,
?

Wir wihlen jetzt solche reellen Werte 4 aus, in deren be-
liebiger Ndhe noch Punkte 1’ existiren, fiir die nicht identisch in
allen Variabeln z,,«,,...

6(k) = 6(")

ausfillt. Die Menge s aller solchen Punkte 1 ist perfekt (abge-
schlossen und in sich dicht); sie heife das Streckenspekirum
oder das kontinuirliche Spektrum der Form K. AuBerhalb
der Verdichtungswerte von K sind die Koeffizienten von % (1) sdmt-
lich linear in 4, diejenigen von e(i) konstant und folglich werden
anch die Koefﬁmenten von 6(4) konstant d.h. das Streckenspek-
trum liegt gewif innerhalb der Verdichtungswerte der Form K.
Das Punktspektrum nebst den Hiufungsstellen der Eigenwerte
und das Streckenspektrum zusammengenommen heifle das Spek-
{rum der Form K.

Setzen wir nun

6(4o0) = f_ ) do(3) = f de (3),
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so erhalten wir aus (32), (33)

(2, 2) e( ) j(;) e (2)
oder

349 @) = 3 E,+ f do (),
) ©

wo die Summe tiber alle p zu erstrecken ist.

Wir kehren nunmehr zu der quadratischen Form K, mit end-
licher Variabelnzahl » zuriick. Bedeutet 4 eine komplexe Grifie
oder eine von sdmtlichen Eigenwerten 13’ der Form K, ver-
schiedene reelle Griofle, so erhalten wir aus der Definition (11)
der Funktion % sofort die Gleichung

+w %(n) [ . . + — l:«) 1 L(n) (x) 2
[T =aer [T = 350

die Integration ist hier reell von g = —oo bis g = +o0, im
Falle eines reellen 4 jedoch mit kurzer Umgehung des Punktes
in der komplexen u-Ebene auszufiihren, wobei man beachte, daB
%’ (w) in der Umgebung des Punktes i als lineare Funktion auch
fiir komplexe g definirt ist. Durch Summation iber p = 1,...,
n finden wir

@ [TE = LEE . CRE,

(%)
1'1’

w—ay A 252

wobei die Integration wie vorhin auszufithren ist. Andererseits
ist, wie aus (3) und (5) folgt
o Ay, Z) — (2, Z). Lz LY (2))?
@) Koo _ Che), ., L,

Wenn wir in (35), (36) fiir » die besonderen Zahlen m,, m,, . .
einsetzen und auf beiden Seiten einen bestimmten Abschnitt nehmen,
ferner unter A irgend eine komplexe Griofie oder eine solche reelle

Grofe verstehen, die nicht zum Spektrum der Form K gehort,
so erhalten wir wegen (18) durch Grenziibergang die Formel

+eeot

(Ko, (3, )] ~ [(@, 2)y,] o [x(w)]
87) L - . =2f_m oy e
die Integration ist hier wiederum reell von g = — oo bis g = + oo,

im Falle eines reellen 4 jedoch mit kurzer Umgehung des Punktes

4 in der komplexen uy-Ebene auszufiihren, wobei man beachte, daB

#(u) in der Umgebung des Punktes 4 als lineare Funktion auch
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys, Klasse 1906, Hoft 2. 13
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fiir komplexe p definirt ist. Infolgedessen stellt das Integral
rechter Hand eine Funktion von i dar, die fiir alle komplexen
und fiir die nicht zom Spektrum von K gehorigen reellen A re-
guldr analytischen Charakter in Bezug auf A besitzt.

Wir setzen
(38) K1, 2) = (z,4)+ 24 f "(‘%s du
und nennen diesen Ausdruck die Resolvente der Form K;
jeder Koeffizient oder Abschnitt derselben ist ebenfalls fiir alle
komplexen und fiir die nicht zum Spektrum von K gehtrigen end-
Lichen reellen Werte von 4 regulir analytisch und man sieht aunch,
daf derselbe fiir i = co regulidr analytisch ist.

Die oben gefundene Gleichung (37) geht iiber.in

L Kmh()‘, r) = K(2,2).
h=w
Aus der Definition der Form % (4) entnehmen wir die Gleichung

e (l‘/) ooy —1 1 E
39 M) _du = SE, [ LT gy — b
9 .Lo @y =2 (w—ayp 2%3},_;

ip

wobei unter 4 irgend eine komplexe GriBe oder eine solche reelle
GroBe zu verstehen ist, die nicht zum Spektrum der Form K ge-
hort und die Integration nach g im Falle eines reellen 1 mit
kurzer Umgehung des Punktes 4 in der komplexen u-Ebene aus-
gefithrt werden soll.

Wegen
o(d) = x(A)—n (@)
o) =

erhalten wir

T2 x(w) o g(w) _ +te oW
f w—ay f_ @—iF = f w—ay *

_ te 6(u)
- f (o — Ty

1 rde
2 o

Aus (38), (39) ergibt sich

(40) K(3,2) = (xx)+zzl T+ f fﬁg
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und hieraus mit Riicksicht aunf (34)

dﬁ(u)
K@, 2) = ) ,1 + [) -

Diese Formel ist das gesuchte Analogon zu der
Partialbruchdarstellung (3) der Resolvente K,(i,2)
der Form K, mit der endlichen Variabelnzahl .

Wir fassen die gefundenen Resultate in folgender Weise zu-
sammen:

Satz 1. Die Resolvente einer quadratischen Form K, fiir welche
A == oo nicht Verdichtungswert ist, ist eine quadratische Form mit
unendlichvielen Variabeln

K(l’x) ZKPQ »? 9’

deren Koeffizienten fiir alle auﬁerhalb des Spektrums der Form K
gelegenen Argumente A regulir analytische Funktionen dieses Argu-
mentes sind.

Ist my, m,,... eine gewisse Reihe ins Unendliche zunehmender
ganzer Zahlen, so gilt fiir jeden Abschnitt der Resolvente die Gleichung

(41) L K, (42) = K3, )

wo K, die Resolvente der Form K, bedeutet.
Die Resolvenie K gestattet folgende Darstellung (fiir jeden Abschnitt)

(42) K@®,z) = z n f 1da(y)
] —-—

dabet ist die Summe diber das gesamte Punktspektrum von K, d. h,
iiber alle FEigenwerte von K zu erstrecken; E, bezeichnet allgemein
die zu 1, gehirige quadratische Eigenform; sie ist eine Form, deren
Abschnitte fiir keinen Wert der Variabeln z,, x,,... wegativ sind.
Das Integral ist dber dus Streckenspektrum von K zu ersirecken. Die
Spektralform 6 (A) ist eine Form , deren Koeffizienten stetige Funk-
tionen in A, und deren Abschwitie bei wachsendem Argument i inner-
halb des Streckenspektrums s nicht abnehmende wicht sdmilich konstante
Funktionen wvon A, in jedem auferhalb s gelegenen Intervalle aber
simtlich konstant sind.
Endlich gilt die Gleichung (fiir jeden Abschnitt)

(43) @2 = 3 B+ f( ) de ().
13+
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Wenn die sdmtlichen Abschnitte einer quadratischen oder
einer bilinearen Form mit unendlichvielen Variabeln z,, z,,...,
Yys Yy, .- - absolut genommen unterhalb einer von der Wahl des
Abschnittes unabhéngigen endlichen Grenze liegen, sobald man die
Variabeln den Bedingungen

(44) @=1 @Hyn=1

unterwirft, so heifle die quadratische bez. bilineare Form eine
beschrinkte Form.

Die zu einer beschréinkten quadratischen Form gehdrige bi-
lineare Form ist ebenfalls eine beschrinkte Form.

Beispielsweise sind wegen (23) und (28) die Eigenformen E,
stets beschrinkte Formen und da nach (31) die Ungleichung

o(B)+e(d) = (2, 2)

gilt, so sind auch die Spektralform 6(1), ebenso wie die Formen
f(4) und e(4) beschrinkte Formen. Endlich ist, wenn 1 einen
aufierhalb des Spektrums von K(z) liegenden Wert bedeutet, die
Resolvente K(4,#) und zwar sowohl der Summen- wie der Inte-
gralbestandteil von K(4, z) fiir sich eine beschrinkte Form.

Die Begriffe ,Abschnitt* und ,beschridnkt konnen offenbar in
gleichem Sinne auch fiir lineare Formen mit unendlichvielen
Variabeln angewandt werden. Eine lineare Form

L@ = lLz,+1lLz,+--

ist dann und nur dann eine beschrinkte Form, wenn die Summe
der Quadrate ihrer Koeffizienten
Bl
endlich bleibt.
Die Richtigkeit hiervon erkennt man leicht mit Hilfe der

beiden folgenden Tatsachen:
I. Wenn u,, %,,... und v,, v,, ... irgend welche GroBen sind,

so gilt stets die Ungleichung
(, 0)* = (u, %) (v, 0).

II. Wenn u,, ,, ... irgend welche Gréfien sind, ferner M eine
endliche positive Zahl bedeutet und iiberdies fiir alle der Be-
dingung (44) gentigenden Werte #,, x,, ... die Ungleichung

(o) =M
stattfindet, so ist stets
(u, w) = M.
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Fortan ziehen wir durchweg nur solche Wert-
systeme der unendlichvielen Variabeln z,,2,,..., 4,4, ...
w s. f. in Betracht, die der Bedingung (44) genugen. Ist
a,, a,, ... ein solches Wertsystem, so existirt, wenn L(z) eine be-
schrinkte lineare Form ist, gewif der Limes des nt® Abschnittes
[L(a)], derselben fiir » = co; wir setzen

L@ = L [L@L;
somit haben wir erkannt, daf eine beschrinkte Linearform der
unendlichvielen Variabeln z,, z,, ... fiir alle in Betracht kommen-
den Wertsysteme dieser Variabeln einen bestimmten endlichen
Wert annimmt und demnach eine Funktion der unendlichvielen
Variabeln z,, z,, ... darstellt.

Es heifie allgemein eine Funktion F(z,,«,,...) der unendlich-
vielen Variabeln z,, 2,,... an der Stelle a,, q,, ... stefig, wemn
der Wert von F(a,+¢,, a,+¢,, ...) gegen den Wert von F(a,a,,...)
konvergiert, sobald die Summe der Quadrate der Grofien ¢, ¢,, ...
nach Null abnimmt, d. h. wenn

@yt O)F(a,—{-sl, a,+s,...) = F(a,a,...)
24l =

wird.

Wir sehen sofort, daB die beschridnkte Linearform L(z) eine
stetige Funktion der unendlichvielen Variabeln darstellt.

Die entsprechenden Sitze gelten auch fiir eine beschrinkte
Bilinearform. Um dies zu erkennen, bezeichnen wir mit 4 (z, y)

eine beschrinkte Bilinearform und mit «,, a,, ... and b,5,,...
besondere Wertsysteme der unendlichvielen Variabeln, sodann
setzen wir

Zy=a,..,2,=a,.,=0, z.,=0,...

! ! R ! __an-l-x ] _____aa+2 bt Ym
x,_O, '“7x.‘—07 x»-k-l"'—T) L= y covy By = ’ m+1 0 .’Z} "'O:'"
no aﬁm n%

y1=bu ooy yn=bn’ yn-!'l:o) ya+2=07 o

bﬂ+1 bn+2

=0 =0, g = Yl =5 0= 5 Ve =0, 9L =0,

= N+ @t a, B = VB O, B,

worin # und m > irgend welche ganze Zahlen bedeuten. Nun
ist, wenn wir mit [4],, [4], die betreffenden Abschnitte von 4 be-
zeichnen,



178 David Hilbert,
[‘A‘(a? b)]- = A(x-l_ auux'7 y+ﬂnmy,)3
= ‘A' (ﬂ'}, ?/) + o A(x,’ y) + ﬁnm A(x’ y,) + o ﬁnﬂ A'<x'? y’)7
= [A (a’ b)]* + anm A (‘%J! y) + ﬁnm A ({1/‘, yl) + “vm ﬁnm ‘A ($,7 y,)'

Da A2, y), A(x,y"), A(#', y') absolut unterhalb einer von %, m un-
abhingigen Grenze bleiben und iiberdies «,,, f,, mit wachsenden
n, m verschwinden, so folgt, daB [4(a,b)], mit wachsendem =
gegen einen Grenzwert konvergieren mufl; derselbe werde kurz
mit A4 (a, b) bezeichnet. In analoger Weise folgt, daf die durch
A(z,y) dargestellte Funktion der unendlichvielen Variabeln z,, #,, ...
und y,, ¥,, ... stetig ist.

Insbesondere schlieBen wir, daf auch eine beschridnkte, qua-
dratische Form unendlichvieler Verdnderlichen z,, z,, ... stets eine
stetige Funktion derselben darstellt.

‘Wir entnehmen aus den eben bewiesenen Sitzen noch folgende
Tatsache: Wenn auf beiden Seiten einer Formel eine endliche
Anzahl quadratischer oder bilinearer beschrinkter Formen von
unendlichvielen Variabeln stehen und die durch die Formel dar-
stellte Gleichung oder Ungleichung fiir alle Abschnitte beider
Seiten giiltig ist, so ist sie iiberhaupt fiir alle Wertsysteme der
unendlichvielen Variabeln giiltiz — wobei stets nur solche Wert-
systeme dieser Variabeln gemeint sind, die den Bedingungen (44)
geniigen.

Wenn wir in der beschrinkten Bilinearform A4 (z,y) die Va-
riabeln y,, 4,, ... simtlich Null setzen mit alleiniger Ausnahme
der einen Variabeln y,, der wir den Wert 1 erteilen, so entsteht
eine beschridnkte Linearform der Variabeln z, z,,...; dieselbe
. werde mit ___GAO(Z:,_@ bezeichnet.

Da A(z,y) ﬁeschréinkt ist, so folgt auch, daf

O[A(x’ y)]n s G[A(x’ y)]n
yl 6y1 + + ym 6ym

absolut unter einer endlichen von % und m unabhingigen Grenze
liegt und mit Riicksicht auf die oben angefiihrte Tatsache II liegt
mithin auch

(G[Aa(;v: y)}.)*+ ot (GIA;;;%L)*

unterhalb einer von # und m unabhingigen Grenze. Nebhmen wir
nun zuerst # = co und dann m = oo, so erkennen wir, dafi die
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Quadratsumme

gegen eine endliche Grofie konvergiert. Ist nun B(z,y) ebenfalls
eine beschrinkte Bilinearform, so bleibt auch die Quadratsumme

(aB@c, y))’+<63(x, y>)*+...

oz, oz,

unterhalb einer endlichen Grenze und folglich muf mit Riicksicht
auf die oben angefithrte Tatsache I auch die unendliche Reihe

0d(zy) 0B(zy) , 04(zy) 0B(xyYy) ,
0y, 0z, 9y, 0z,

absolut konvergieren; dieselbe stellt dann notwendig wiederum
eine Bilinearform der Variabeln z,, x,, ..., ¥,, ¥,, ... dar, die
wir mit
A(.’L‘, ) B(‘)?/)

bezeichnen und die Faltung der Bilinearformen 4, B nennen.

Die Faltung ist gewifi eine beschrinkte Bilinearform und
zwar erkennen wir mit Riicksicht auf die oben aungefiihrten Tat-
sachen I und IT aus der vorangehenden Betrachtung die Richtig-
keit des folgenden Satzes:

Hilfssatz 2. Wenn M, N zwei positive Konstante bedeuten,
so daB fiir alle z,, z,, ... und ¥,, ,, ...

| Az, y)| =M, |Bz,y)|=N
ausfillt, so gentigt die Faltung notwendig der Ungleichung
| A(z,.) B(.,y)| = MN.

Zugleich stellen wir folgende Hilfsséitze auf, deren Richtigkeit
unmittelbar einleuchtet.

Hilfssatz 3. TFiir jeden Abschnitt der Faltung zweier be-
schrinkter Bilinearformen 4, B gilt

[4@ ) B, = L [4.@-) Bl o)k

wo rechts unter dem Limes der m!* Abschnitt der Faltung der
n* Abschnitte von 4, B steht. Der Wert der Faltung ist demnach:

A@)B(,y = L L[4@)B.( 9k
Es folgt darans insbesondere:
Az, ) (., y) = A y),
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d. h. jede Bilinearform reproduziert sich durch Faltung mit (=, 9);
wir komnen daher auch den Wert der Bilinearform darstellen als:

04 04 04 0A
A(@";?/) = Y7~ 3y, + Y5 3y, T = 162; Xy o, + -

Hilfssatz 4. Wenn A, B, C, ... beschrdnkte Bilinearformen
sind und mit denselben wiederholt der Prozefi der Faltung aus-
gefithrt wird, so ist das Resultat von der Reihenfolge der ein-
zelnen Faltungen unabhingig; es ist beispielsweise

(4(=z,.) B(.,.)) Cle,y) = A(=,.)(B(., ) (e, ¥))-
Wir entwickeln nunmehr die einfachsten Begriffe und Tat-

sachen iiber orthogonale Transformationen unendlichvieler Variabler.
Bedeuten

OPQ (.p7q=1721"')
irgend welche unendlichviele den Relationen
05, =1
(q=§2,.--) e ’
0,0 =0,
(T:l,‘l, ) Pr gr ? (p:FQ)
und
o, =1
=12 " ’
0,p 0y = 0, (rF9

r=12,...)
geniigende Konstanten, so definieren die Formeln
z, = 011x1+012xl+"'
(45) Ty == 0y &+ 0y T+ -+

und
o
z, = ouxx"'onxs'l"”)
]
Ty == O &y F 00 %y + -+,

je eine orthogonale Transformation; die letztere Transformation
ist die Umkehrung der ersteren. Die Ausdriicke rechter Hand
sind beschridnkte Linearformen der unendlichvielen Variabeln
Xy, &Ly ... DOZ. X,y Ly een s

Die Bilinearform

0 (x’ x’) = 2 OPQ xP xﬂ

heife die zur orthogonalen Transformation (45) zugehsrige Bilinear-
form; dieselbe ist, wie man leicht aus der oben angefiihrten Tat-
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sache I erkennt, gewiff eine beschrinkte Form. Es gilt nach Hilfs-
satz 3 die Formel
(46) 0@ .)0@,.) = (x,9);
insbesondere wird:
(zp) (opl x;+ 0122 29;-‘— . ')2 = (‘x" x’)i

(zp;(o:pxz'*'oszz'l'"’)g = ('77 d})

Wenn wir auf irgend eine beschrénkte Linearform L(z) die
orthogonale Transformation (45) anwenden, so entsteht die Linear-

form
L'(z') = L(.)0(.,2);

mithin entsteht, wenn wir beide Variabelnreihen irgend einer be-
schrinkten Bilinearform A (z,y) jener Transformation unterwerfen
die Bilinearform .

A'@,y) = 4(.,+)0(,2)0(, )

Sind A(z, y), B(x,y) irgend zwei beschrinkte Bilinearformen,
setzen wir ferner

Clx,y) = Az, ) B(.,9)

und berechnen die orthogonaltransformierten Formen

A’(‘”’? ?/') = A(': ’) 0(' , @) 0('7 ¥

B'(@,y) = Blo,+) 00, ") O(+, %),

C@,y) = C(,4)0(.,2)0(s,y),
so finden wir als Faltung der transformierten Formen

A'(x7 °) B'(O’ y),:'—" -A-( y0)0 ( ’ x) 0(': 0) B(*z %) 0(*’ 0) 0(*1 ?/)
und mit Benutzung des Hilfssatzes 3 und 4 und der Formel (46)
A'(x; o) BL(": y) = A( ) °) B(O, %) 0('7 x) O(x, y)

= C(., *)O(.,$)O(*7 y)
und mithin

47) A'(z,.) B'(.,y) = C(x,y);

d. h. die Faltung zweier Bilinearformen ist eine Kovariante gegen-
iiber einer orthogonalen Transformation.

Wenn die Summe der Koeffizienten von z,y, einer Bilinear-
form A(z,y) konvergiert, so bezeichnen wir diese Summe allge-
mein mit 4(.,.).
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Wir erwihnen hier noch folgende ebenfalls leicht zu be-
weisende Tatsache:
Hilfssatz 5. Wenn

Q(x) == E Cl’q x? xq
(pg=12,..)

eine quadratische Form von solcher Art ist, daf

Q(e;)Q(,0) = 2 <,

(»,9=12..)
gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert, so stellt derselbe
eine Invariante gegeniiber einer orthogonalen Transformatiorn von
Q(2) dar; d. h. jener Grenzwert stimmt mit

(e, )(s) =( p> \0;:

p»eg=12..
iiberein, wobei
@) = Ce %y &,
(p,g=12,...)

die durch orthogonale Transformation aus Q(x) hervorgehende
quadratische Form bedeutet.

‘Wir kehren nunmebhr zu der oben entwickelten Theorie der
quadratischen Form K(z) zuriick und nehmen an, daf diese
quadratische Form K(2) eine beschrinkte Form sei.

Bedeutet wiederam
K, (z) = [K(=)].
den nte® Abschnitt von K(z), so ist der grioBte Wert, den K, (z)

absolut genommen annimmt, gleich wenn A% den absolut

kleinsten der » Eigenwerte von K (z) bezeichnet. Da K(z) eine
beschrinkte Form sein soll, so giebt es eine positive Konstante

M, so da8 fiir alle Werte » und jedes Variabelnsystem
| K@) =M

ausfillt und mithin gilt auch

1

(n)
A

=

oder

PUESS
d. h. die absoluten Betrige der FEigenwerte von K,(z) bleiben
simtlich oberhalb einer von Null verschiedenen positiven GroBe
und es gehtrt somit 4 = 0 gewiff nicht zam Spektrum von K(z).
Nehmen wir umgekehrt von einer quadratischen Form K(z) an,



Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen. 183

daB 4 = O nicht zu ihrem Spektrum gehtre, so miissen simtliche
Eigenwerte 4;” ihrer Abschnitte K,(z) von einem gewissen # an
absolut genommen oberhalb einer von Null verschiedenen positiven
Grenze m bleiben und hieraus wiederum folgt, dafi die Maxima

ﬁ der absolut genommenen Abschnitte K, () unterhalb der
Grenze P bleiben miissen, d.h. die Form K(z) ist notwendig
eine beschrénkte.

Die vorhin gemachte und im Folgenden stets beibehaltene
Annahme, daf K(x) eine beschrinkte Form sei, ist also damit
vollig aequivalent, da8 2 = O nicht zum Spektrum von K(z) ge-
hore, wihrend die absoluten Betrige der Eigenwerte von K(z)
sehr wohl tiber alle Grenzen wachsen diirfen.

Wir bestimmen nun eine Grofie « so klein, daf auch 4 = «
nicht dem Spektrum von K(z) angehért. Da dann die Nullstellen
der Discriminanten der Abschnitte von

(@, @) — 1 K (2)

sich an der Stelle 4 = « nicht hdufen, so werden diejenigen der
Abschnitte von

(@, 2)— 4 {(z,2) — a K ()]
absolut genommen nicht iiber alle Grenzen wachsen, d. h. die qua-
dratische Form

K*(z) = (x,2) — e K(x)
hat 4 = oo nicht zum Verdichtungswert; dieselbe ist zugleich
auch beschrinkt. Bezeichnen wir mit K (1; 2, y) die Resolvente
von K, () und mit K*(4; z, y) diejenige von K}(z), so finden wir
unmittelbar aus der Definition der Resolvente die Gleichung:

k(o)
T
Wenden wir nun unseren Satz I auf die Form K*(z) an und
bezeichnen die Eigenwerte, Eigenformen, ferner das Strecken-
spektrum und die Spektralform von K*(z) bez. mit
A5 A5 .. Ef: -E:; ceey 85 0%

so ergibt sich fiir alle auferhalb des Spektrums von K* liegenden
Werte von i* die fiir jeden Abschnitt bestehende Gleichung

48) K.(; 7, y) =
1

E} de* (u¥)
49 K (A% x) = £ -+ ———
49) LK) = 5" o1&

l*

>
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und ebenso
@9 = B+ do* (i)
(» ¥

Setzen wir in (49)

A )
l*:l_a, l’::}'_’a, y,*:yﬁu
ein, wobei
)
1 Sl
P Pk
1—-2- 1-=
i i,
)
1
- =
12 A
w w

wird und bezeichnen mit s die Menge der Punkte u, die der Menge
s* der Punkte u* entspricht, so ergibt sich mit Riicksicht auf (48)
die fiir jeden Abschnitt bestehende Gleichung:

E de
L Knha) = 3 — 2o [ 20,
h=wo (p: ) 12 ®1-2
A, w

dabei sind dann i, als die Eigenwerte, E, = E* als die zuge-
horigen Eigenformen, s als das Streckenspektrum, 6(u) = &*(u*)
als die Spektralform der Form K(z) zu bezeichnen und es ist
A = oo als Eigenwert und E_ als zugehtrige Eigenfunktion von
K (z) mitzurechnen, falls 2* = 1 Eigenwert von K*(z) war. Aus
der obigen Formel fiir (z,2) wird

(30) (z, 4) = ( %;O) E,+ j(’ )dﬁ(l).

Die beiden letzten Formeln stimmen mit (42), (43) iiberein,
wenn K(z) A = oo nicht zum Verdichtungswert hat; in der Tat
folgt dann aus der Definition von K*(z), daB i* = 1 nicht Ver-
dichtungswert und daher auch nicht Eigenwert von K* ist; dem-
nach ist 2 = oo gewif nicht Eigenwert von K(z).

Bleibt K (z,y) fiir alle Variabeln 2 absolut unterhalb der end-
lichen Grenze M, so entnehmen wir aus (2) und Hilfssatz 2, da
auch fiir alle m

Kn(‘l; x?y) = (3.7, y)n-!-)'Ku(xl y)+;'2'Km Km(x) y)+ o

8,” ( 1 M)wi—l

+4 K, K,...K_(, y)+m,

3
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n < m, ]li<-—1—, -1l<®, <+1

ist. Mit Riicksicht anf Hilfssatz 8 erhalten wir dann, wenn wir
fiir z, y solche feste Werte nehmen, die von einem endlichen Index
an simtlich verschwinden, fiir m = m, in der Grenze » = oo
die Formel

(61) ki}meh(l; zy) = (9)+2 K@ y)+ P KK (@ y)+--

'3.. (l M)n-}-l

+URE... K@)+

und hieraus fiir # = co
L K, (5 2,9) = @)+ 1K (@ 9)+ P EE@9)+- -

Die so gewonnene Formel sowie die Tatsache, daff jeder Abschnitt
der Resolvente auBlerhalb des Spektrums regulir analytisch in 4
ist, zeigt, daf die Resolvente

K@; 2,9) = L Kn,@; 2.9)

der Form K(z,y) eindeuntig durch K(x) bestimmt ist, und hieraus
wiederum folgt, indem wir auf den Beweis fiir die Existenz des
Grenzwertes

L K, (25 2,9)
zuriickgreifen, daf auch allgemein der Grenzwert

L K.(3;2,9)

existiert und dem obigen Grenzwert gleich sein mufi. Die letzten
Formeln gelten stets fiir jeden Abschnitt der in Betracht kom-

menden Formen.
Aus (51) schlieflen wir, daB die Differenz

(42 K@;z,9)—{(z9)+1K(@,9)+ P EK(z,y)+-+ 1 EK...K(z,y)|
eine Form ist, bei welcher der absolute Betrag jedes Abschnittes
fiir 1] < unterhalb der Grofe

ilMia-Fl

1—|{AM|
bleibt. %urch Faltung jenes Ausdruckes (52) mit K(z,y) ergibt
sich dann nach Hilfssatz 2, daf der Ausdruck
(8) K(z,.)K@;.,9)
—{ K(@,y)+AKK(z,y)+ A KKK(z,y)++3KKK... K(z,y)}
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absolut genommen im gleichen Sinne die Grifle
|A M [
1—-|AM|

nicht iiberschreitet. Setzen wir in (52) die Zahl n+1 an Stelle
von n und subtrahieren dann davon das A-fache des Ausdruckes
(33), so entsteht der Ausdruck

K@A; 2, ) — 2 Kz, )KQZ; ., 9) — (2, y)

und dieser Ausdruck bleibt demnach absolut genommen unterhalb
der Grofe

M

200 M+

1— AM|
Da nun diese Grofe fiir n = oo gegen Null konvergiert, so ist
damit die Giiltigkeit der Gleichung

(64) K@; z,9)— 4 K(z, . )K@; ., 9) = (2,9)

fir |1] < jlz— und fiir jeden Abschnitt und einer oben gemachten
Bemerkung (8. 178) zufolge daher auch fiir beliebige Werte der
unendbichvielen Variabeln bewiesen.

Wir sind vorhin zu der Gleichung

(83) K@;2,y) = @,9)+2K(,y) + ¥ KK (2, 9)+ -
gelangt und haben die Giiltigkeit derselben fiir jeden Abschnitt

and fir |4, < -;’1? erkannt. Aus diesem Umstande wiederum

schliefen wir, daf fiir beliebige Werte der Variabeln jeder Ab-
schnitt von

(56) K(l; Z, y)"{(x: y)'*'lK(xr y)+"'+l“-KK--- K(x, 3/);

absolut kleiner als

IlMlNi‘l
(57) 1A 20]

ausfdllt und daher muB einer oben (S. 178) gemachten Bemerkung
zufolge auch jener Ausdruck (56) selbst fiir beliebige Werte der
unendlichvielen Variabeln absolut kleiner oder gleich der Grife
(57) bleiben. Hieraus folgt, indem wir » ins Unendliche zunebmen
lassen, daB die Gleichung (55) fiir beliebige Werte der unendlich-

vielen Variabeln ,, @, ... und g, 9y, ... und fiir || <Itz‘ giiltig ist.



Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen. 187

Die Gleichung

E de
Kao) = 3 —Lep [ 200
(p, @) I_T 12
23 w

ist — ebenso wie (50) — vorhin nur in dem Sinne als giiltig er-
kannt worden, daf man darin auf beiden Seiten die ndmlichen
Abschnitte genommen denkt; wir wollen nun zeigen, dafl diese
Gleichung fiir beliebige Werte der unendlichvielen Variabeln gilt
— vorausgesetzt, daB i einen auferhalb des Spektrums von K
gelegenen Wert bedeutet. .

Es sei a,,aq,, ... ein bestimmtes Wertsystem der unendlich-
vielen Variabeln z,, z,, ...; dann bezeichne

'EP (a’)’ [Ep (a)]n 2 [EP (a)]m
den Wert, den E, bez. der n'* und mt® Abschnitt von E, fiir jenes
bestimmte Wertsystem annimmt. Wegen (50) Liegt

DENEAC]

unterhalb einer von # und P unabhingigen endlichen Grenze; wir
setzen

E, = g(n, P

@=P+§P+2,...)[ QI e(m B)
wo &(n, P) eine Grofe ist, die bei festem # fiir P = oo nach
Null konvergiert. Da bei festem 1 die Grifen

1

A
1=+

t4

siimtlich eine endliche obere Grenze G haben, so ist, wenn

BOL — 20,7

(p=P+TP+2,..) 1

gesetzt wird, die GroBe n(n, P) ebenfalls eine solche, die bei
festem » fiir P = oo nach Null konvergiert.
Da andererseits -
E

P

w=1r.p g _ 4

P

eine beschrinkte Form ist und zwar derart, daf die absoluten
Betriige ihrer Werte sidmtlich unterhalb der von P unabhingigen
Grenze G bleiben, so folgt aus unseren fritheren Betrachtungen
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(S. 178), daB
[E,@)]. _ = [E, (ai]n

= = (G) Va; P T
(r=1... 7 1___}'_ (e=1"ap) { _*+ ( )van+1+an+2+ +a,,
(m > n)

wird, worin (&) eine zwischen endlichen von #», m, P unabhingigen
Grenzen gelegene Grofie bedeutet.
Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich

E
E@. _ BCL @Vt
(z=1,..,P) 1__2'_ (p=12,...) 1___%_
Z \

+1(n, P)

und wenn wir hierin zuerst m == oo, alsdann P = oo und zuletzt
#n = oo werden lassen, so erhalten wir

E, (a) [E, (@)].
(»="13,..) 1___3; ne=w (p=1.2,..) 1___3'_
P b4

Andererseits wenden wir dieselbe oben (S.178) zum Beweise der
Konvergenz von A(a,b) dargelegte SchluBweise auf die Bilinear-
form 6(4; z,y) an. Da mit Riicksicht auf (31)

[6(u; z, )] =1
folgt und mithin fiir alle Werte von w bei beliebigen z,, z,,
und gy, %, ..

6u; zy) =1
sein mufl, so folgt durch jene Schlufweise zugleich in Bezug auf
alle p die GleichmiBigkeit der Konvergenz von [6(u; z,7)], gegen
6(u; z,y); mithin stellt die Bilinearform & (u; 2, y) fiir jedes Wert-
system der unendlichvielen Variabeln 2, z,, ... und y,, v,, ... eine
stetige Funktion in g dar und hieraus wiederum folgt

de de

2o - 1] )

w1-L =Y 1L
7 2
Mit den beiden letzteren Limesgleichungen ist unsere Behauptung
erwiesen, d. h. die Giiltigkeit der Partialbruchdarstellung von
K(4;2) auf beliebige Werte der unendlichvielen Variabeln erweitert.
Die soeben als allgemeingiiltig erwiesene Partialbruchdarstellung
wvon K(4; z) 1468t zugleich erkennen, daf der Wert der Resolvente

»
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K(a, ) fiir jedes beliebiges System der unendlichvielen Variabeln
%,, %,, ... eine in A auBerhalb des Spektrums reguldr analytische
Funktion ist.

Setzen wir in K(1; z,y) allgemein an Stelle von z, den Aus-

druck %ﬁl’ so entsteht die Faltung:
K(,.)K®;.,9)

und daher stellt auch diese fiir jedes Wertsystem der unendlich-
vielen Variabeln z,, z,,... und ¥,, ¥,, ... eine in 4 auBerhalb des
Spektrums reguliir analytische Funktion dar.

Aus diesen Tatsachen folgern wir die Giiltigkeit der Gleichung
(54) nicht nur fiir beliebige Wertsysteme der unendlichvielen Va-
riabeln z,, 2,, ... und %,, 9,, ..., sondern auch fiir alle auflerhalb
des Spektrums liegenden Werte von 4.

Wir fassen die wichtigsten der gewonnenen Resunltate, wie
folgt, zusammen:

Satz II. Es sei K(x) eine quadratische beschrinkte Form der
unendlichvielen Variobeln z,, z,, .... Die Resolvente K(4, z) vom K ()
ist eine eindeutig bestimmic quadratische Form eben dieser Variabeln
Z,, Ly, ...

K, z) = (E) K,%)z,z,,

deren Koeffizienten K, () fir alle auflerhald des Spektrums wvon K
gelegenen Werte A reguldr amalytische Funktionen sind.

Die Resolvente K(4, x) ist, wenn A einen auferhalb des Spekirums
von K gelegenen Wert bedeutet, eine beschrinkte Form; sie stellt fiir
jedes beliebige Wertsystem der unendlichvielen Variabeln z,, x,, ... eine
analytische Funktion von 1 dar.

Die Resolvente K(A, z) gestattet fiir beliebige Werte der unendlich-
vielen Variobeln z,, x,, ... und fir geniigend kleine Werte von A die
Potenzreihenentwickelung

(9) K@i, 2) = (#,2)+A K@)+ 1P KK(@)+-

und ferner gilt ebenfalls fir belicbige Werte der unendlichvielen Varia-
beln und diberhaupt fiir alle auferhalb des Spektrums von K gelegenen
Werte 4 die Partialbruchdarstellung

E, de
©0) K@o) = 3~ [ 20
(P-m)l__ (s) 1_._
4, [
Dabei ist die Summe iiber das gesamte Punkispektrum von K, d. h.
sber alle Eigenwerte eventuell mit Einschlufi des Eigenwertes co zu

Egl. Ges. 4. Wiss. Nachrichten. Math -phys. Klasse. 1906. Heft 2. 14
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erstrecken; E, bezeichnet allgemein die zu 2, gehorige quadratische
Ezgenform, sic ist eine beschrinkie Form, dw fiir kein Wertsystem
der Variabeln z,, x,, ... negativ ausfillt. Das Integral ist iber das
Streckenspektrum von K zu erstrecken. Die Spektralform e(A) ist
eine beschrinkte Form der unendlichvielen Variabeln z,, x,, ..., und
swar stellt sie fiir jedes Wertsystem derselben in Besug auf 1 eine
Funktion dar, die stetig ist und bei wachsendem A innerhalb des
Streckenspekirums s — von besonderen Werten der z,, x,, ... abgesehen —
wéchst, in jedem auflerhalb s gelegenen Intervalle aber konstant bleibt.
Insbesondere gelten die Gleichungen

(61) (@e) = 3 B+ f do (3),

a da (y.)

(62) K@) = %7 E2 f

Die Resolvente K(i, x) ist mit K(x) durch die Relation
(63) K(l;x?y)*lK(xa -)K()';'y?/) = (xﬂ/)

verkniipft, die fiir alle auflerhalb des Spektrums von K liegenden Werte
von A giiltig ist.
Setzen wir
K()'; &, y) = T+ eyt
wo @, &,, ... gewisse lineare Funktionen von y,, ¢,, ... mit kon-
vergenter Quadratsumme sind, so folgt aus (63) durch Gleich-
setzung der Koeffizienten von z,:

@ _A’z 2 % == Yoy (p=12.)

d. h. «,a,... Iosen diese mhomogenen aus der quadratischen
Form (z,2)—AK(x) (wo 1 auBerhalb des Spektrums liegt) ent-
springenden unendlichvielen Gleichungen, wenn y,, ¥,, ... irgend
welche GroBen mit konvergenter Quadratsumme sind; sie sind die
einzige Losung mit konvergenter Quadratsumme.

Wir wollen nunmehr das Verhalten der Resolvente K(i,z)
fiir einen innerhalb des Spektrums von K liegenden Wert von 2
untersuchen. .

Zu dem Zwecke setzen wir

A= v4ir,
wo v,v' reelle Zahlen bedeuten, und fragen, ob das Produkt

o-1{g = +fd"(“)}

fiir ' = 0 einem Grenzwerte zustrebt.




Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen. 191

Es sei zunichst » eine Verdichtungsstelle der Eigenwerte von
K(x), aber nicht gleich einem Eigenwerte von K(z); damm setzen
wir

g’Ep = E2+...+Em+'Rn
P

und bezeichnen mit », denjenigen unter den Eigenwerten 4,,...,4,,
der dem Werte » am nichsten liegt. Nehmen wir nunmehr m so

groB, daf gerade noch

ist, so wird

v l_<_ ‘V' <VQI—T

und da.her auch

P4 nan fir ' = O notwendig m tber alle Grenzen wichst und
daher R, gegen Null konvergiert, so folgt

Die letztere Grrenzglelchung gllt gewiﬁ auch, wenn » weder
Verdichtungsstelle der Eigenwerte von K(x) noch selbst gleich
einem Eigenwert ist.

Aus diesen Tatsachen entnehmen wir andererseits, daff wenn
v dem Eigenwerte 4, gleich ist, stets notwendig

®  Lie-agie =5

ausfallt.
Es sei jetzt v ein Punkt des Streckenspektrums s und g’ eine
reelle Zahl > ». Nehmen wir alsdann
= (v—
50 erhalten wir durch eine #hmnliche Abschitzung des bis p' er-
streckten [ntegrales

E)+R.=\"+R,

() “o{(v 1)f6(+°°)d6(u)} 0.
Ebenso folgt auch
@ gl )=

14*
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Wegen
E do (u)
K).x=xx+l{v———?— __}
*2) = @) Eh =1 Jyu—1

folgt aus (64), (65), (66), (67), daB
’]_;0(1/——1.) K@, z) = 0,
bez. = 1, E,

ist, je nachdem » keiner der Eigenwerte von K (x) ist bez. dem

Eigenwert 2, gleich wird.
Als Erginzung hierzu tritt, wenn

(68)

A= i
gesetzt wird, die Grenzgleichung

L K@, 2) =0,
(69) Y=o
bez. = E

je nach dem 4 = oo kein Eigenwert ist oder als solcher gerechnet
werden muf. Um dies einzusehen, dienen die analogen Ueberle-
gungen wie vorhin: man nehme bei der Untersuchung der Summe
m so grof, daf gerade noch »' > v}, wenn », den absolut gréften
der Eigenwerte 4,, ... 4, bedeutet, und bei der Untersuchung des
Integrals »' = gu".

Bedeutet g irgend einen auflerhalb des Spektrums von K lie-
genden Wert, so folgt aus (63) durch Faltung mit K(u; 2, )

AK(e,.) K@;.,2) K, e, y) = K@;.2) K(p; .y) —K(u; 2, y).

Aus dieser Formel und derjenigen, welche aus ihr durch gleich-
zeitige Vertauschung von 1;z,,x,,... mit u; ¥,,%,,... entsteht,
finden wir die Formel

(70) A—pw)K@;2,)K(p;y,.) = AK@; 2, y) — pK(g; z, ¥).
Bedenken wir nun, daf die Faltung
K@; z,.) Kg; y,.)

denjenigen Ausdruck bedeutet, der entsteht, wenn wir in K(4; 2, %)
an Stelle der Variabeln y,, ¥,,... bez. die Werte

oKp;z,y) OKw;zy)
6.% ’ ayﬁ ’
eintragen, so erkennen wir aus (68), daB bei festgehaltenem g und
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fiir 4 = 2,+#' die Limesgleichung
(71) V.éo(x'p—}') K(}'i z, ) K(l"; Y, ) =i E, (‘”: ) K(l"'; Y, )

gelten muB. Da andererseits ebenfalls mit Riicksicht auf (68) in
gleichem Sinne

@) L@—% |KQE; 2,9)—pK@; 2,9} = 5E, (@)

wird, so folgt aus (71), (72) wegen (70), wenn wir noch 1 statt g
schreiben :

(73) B, (% )KA5y) = 725 B @ ).

Setzen wir in dieser Glexchu.ug wiederum 2 = 1,+ ', so
folgt aus derselben durch Multiplikation mit 4,—4 und Anwen-
dung von (68) die Formel

(74) E, @@, ) E,(.,y) = E,(2,9)

Nehmen wir jedoch zuvor in (73) an Stelle von p den von p
verschiedenen Index ¢ und verfahren dann in gleicher Weise, so

folgt
(75) E, @) E(,9) =0, (@+9-

Mit Benutzung von (69) erkennen wir in gleicher Weise, daf8
die Formeln (74), (75) auch giiltig sind, wenn statt E, die ev. zu
4 = oo gehirige Eigenform E, gesetzt wird.

Setzt man den Wert von K(i;2,y) aus (60) in (73) ein, so
folgt aus (74), (75), daB identisch in i die Gleichung

(76) E( )fdo'(!h 7?/)

[

erfiillt ist; dieselbe Gleichung gilt auch eventuell fiir die Eigen-
form E.

In der nachfolgenden Betrachtung verstehen wir allgemein
unter einer Einzelform eine solche beschrinkte quadra.tische
Form E, deren Punktspektrum im Endlichen nur aus dem einen
Pankte 1 besteht und die kein Streckenspektrum besitzt. Wenden
wir unsere Darstellung (62) anf die Einzelform E an, so folgt,
daf E selbst die zum Eigenwert 1 gehorige Eigenform ist und
und mithin wegen (74) der Relation

) E(x,) E(,y) = E(z )
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gentigen mufl. Umgekehrt, wenn eine beschrénkte quadratische
Form E der Relation (77) geniigt, so erhalten wir fiir ihre Re-
solvente bei Anwendung der Formel (59) den Ausdruck

E
@ D) +AE+ P B+ = (2, 9)—E+ 53—

und hieraus erkennen wir mit Riicksicht auf (68), (69), daf E nur
den einen endlichen Eigenwert 1 besitzt, und sodann folgt amch
das Nichtvorhandensein eines Streckenspektrums; d. h. E ist eine
Einzelform.

‘Wenn

L (éL‘) = Zux +Z12 Z,
L(x) =1, x+z,, ke

irgendwelche Linearformen in endlicher oder unendlicher Zahl be-
deuten, deren Koeffizienten den Relationen

LO L) = 2k, =
LOL() = St =

geniigen, so heifle jenes Formensystem ein System orthogonaler
Linearformen oder kure ein orthogonales System.

Der enge Zusammenhang des so definierten Begriffes mit dem
Begriff der Einzelform wird erkennbar durch den folgenden Satz:

Jede Einzelform ist als Summe von Quadraten der Linear-
formen eines orthogonalen Systems darstellbar und umgekehrt
stellt die Summe der Quadrate der Linearformen eines orthogo-
nalen Systems stets eine Einzelform dar.

Zum Beweise der ersten Aussage bedenken wir, daf die
Einzelform E, da sie selbst ihre Eigenform ist, notwendig definit
ausfillt; wenn daher die Variabele , in E iiberhaupt vorkommt,
so ist gewifl der Koeffizient von 2} in E — derselbe werde mit
e, bezeichnet — positiv. Setzen wir

L,(z) = ____1__ 0E(z, y)

Ve, 9%
so erhalten wir wegen (77)
L,()E(».) = L(z),

Lx(') Lx () =
Bilden wir daher
(78) E,(x) = E(z)—-Li(z),
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so ergibt sich
L()E (z,.) =0

79 1 1
@) B, ) E(.,9) = B, (),
d. h. E, ist ebenfalls eine Einzelform; da E, als solche eine
definite Form ist und wegen (78) der Koeffizient von #! in E,
den Wert Null hat, so kommt die Variable z, in E, iiberhaupt
nicht vor.

Wenden wir das n#mliche Verfahren statt auf £ nunmehr
auf E, an, so gelangen wir zu einer Linearform L, und der Einzel-
form

E,(2) = E,(2)— L;(») = E(x) — Li(z)— L;(),
die die Variablen z,, z, nicht enthdlt; zugleich folgt aus (79)
L) L,() = 0.

Schliefllich ergibt sich der Ausdruck

E (@)~ Li(2) — Li(x)— -~
als eine definite beschrinkte Form, die keine der Variabeln z,,
Z,,... enthilt und daher identisch Null ist d. h. es ist

E@) = L@+L@)+--

Um die umgekehrte Aussage des Satzes zu beweisen, bilden
wir zunichst aus den ersten m Linearformen L,,..., L, des vor-
gelegten orthogonalen Systems den in z,, z,, ... linearen Ausdruck

M) = (@y)— L,(#) L, (y) - — L. (@) L.(9).

Da die Quadratsumme der Koeffizienten von M (x)

M) M) = (@y)— Liy)—-— L)
wird, so folgt, daB hier auch die rechte Seite positiv ausfillt;
mithin stellt auch die endliche bez. unendlich fortgesetzte Formen-
reihe

L) + L)+

eine beschrinkte Form dar und wegen der Orthogonalititseigen-
schaften der Linearformen L,, L,,... folgt sodann, daf diese Form
die Relation (77) erfiillt.

Die Einzelform (z, #) und nur diese besitzt auch 2 = oo nicht
als Eigenwert.

Wir wenden nun die vorstehenden Ergebnisse auf die Eigen-
formen der quadratischen Form K(z) an. Indem wir die simt-
lichen Eigenformen E, bez. E,, E» von K(z), die wegen (74) Ein-
zelformen sind, als Summen von Quadraten linearer orthogonaler
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Formen z;, z;,... dargestellt denken, gelangen wir in folgender
Weise zu einer orthogonalen Substitution der Variabeln z,, z,,....
Wir bilden zunéichst die Form

(5,2) = o —af— -

dieselbe geniigt der Relation (77) und ist daher eine Einzelform
der Variabeln z,, z,,...; setzen wir dieselbe in die Gestalt
E+E+-.-, wo§, &,... ebenfalls ein orthogonales System linearer
Formen bedeuten, die auch zu z!, z]... orthogonal sind, so haben
wir
(x,2) = P42} + -+ E+E A+

und mithin definieren die linearen Formen z, 2,...,£,, §,,... zu-
sammengenommen eine orthogonale Substitution der Variabeln
Zyy By,

Da die Gleichung (76) gewifi fiir alle in geniigend kleiner
Umgebung von 4 = O liegenden Werte von i gelten soll, so
schliefen wir, da man jede stetige Funktion w(u) in dem O nicht
enthaltenden Intervall s durch lineare Aggregate von Funktionen

1 —-% gleichmiBig approximieren kann, da8 auch fiir jede stetige

"Funktion w(u)

E, (@, ) w(w)do(w;., ) = 0
und folglich auch fiir alle u
(80) Ep(xw)g(l“;'ay) =0
sein mufl. Denken wir nun hierin an Stelle der Variabeln z,,
Z;,... die Variabeln 2!, zl,..., &,§,,... eingefiihrt, so lehrt
(80), mit Riicksicht auf die Kovarianz der Faltung bei ortho-
gonaler Transformation und den definiten Charakter von e(u; ),
daf die so transformierte Spektralform von den Variabeln 2], z,...

frei ist; wir bezeichnen dieselbe mit §(u; £). Die Formel (60)
nimmt alsdann die Gestalt an

. z,’ g (u; §)
@®1) Kb S R Tk T 112
7

wo k,,k,,... die betreffenden reziproken Eigenwerte bedeuten,
nachdem sie in eine einfach unendliche Reihe gebracht worden
sind.

Um die charakteristischen Eigenschaften der Spektralform
E(w; &) zu finden, tragen wir in (70) den eben gefundenen Ausdruck
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(81) fiir die Resolvente ein; wir erhalten

u—wf()d@(@;%-) % (03 1, )

8 o s 1___!_"_
0
_ zf dc(e;%n)_“ dg(e; &)
® 12 (s) 1__!"_
0 0
und mit Riicksicht auf die Identitit
A
i [
- 1= 1 1
folgt
dt(o;é,-)f d§(e; 1, ) ___f 1 1 t(es & n)
® i i i Ll 7
9 1-2 Yo 1L Gl PRI P2
0 e o o

Da diese Gleichung fiir alle Werte von 4, p giiltig sein soll, so
schlieBen wir wie oben, daf auch fiir beliebige stetige Funktionen

u(g), v(0)
.[s)u@dz(o; E,-)@)(o)dﬁ (0;n,.) = gu () v (o) dt(0; & )

gilt; fiir w(p) = v(p), £ = 71 nimmt die gefundene Relation die
Form an

(fs) (w (o)) dE(o; &) = [g (0)dg(e; &, -).égﬁ (@) dt(0; &, .)-

Weiterhin folgt aus (81) fiir A = 0
€8 = [de(u; &)

Da umgekehrt ans der vorletzten Relation die vorhergehenden
und mithin schlieflich auch (70) und daraus mit Hilfe der letzten
Gleichung auch (63) gefolgert werden kann, so erkennen wir,
daB die beiden zuletzt gefundenen Bedingungen zur Charakteri-
sierung der Spektralform ¢ auch hinreichend sind. Aus (68), (69),
(74) folgt die eindeutige Bestimmtheit von 4,, E, und andererseits
schlieBen wir, daf auch die Spektralform durch die obigen fiir
sie charakteristischen Relationen und durch die Forderung, es solle
K die Darstellung (62) gestatten, eindeutig bestimmt ist; denn
die eben angedentete von den Eigenschaften der Spektralform



198 David Hilbert,

ausgehende Betrachtungsweise ergibt, da8 die Resolvente durch
(60) dargestellt ist, und daf also wegen deren eindeutiger Be-

stimmtheit auch M fiir alle 2 und daher auch die Spek-
®1—=

tralform selbst eindeutigybestimmt ist.
Wir fassen die gewonnenen Resultate wie folgt zusammen:
Satz II1. Jede beschrinkte quadratische Form K unendlichvieler
Variablen lifit sich stets und nur auf eine Weise durch eine orthogo-
nale Substitution in die Gestalt bringen

K = kle+k2x§+....|_f M:fé)_’
®

wo k,, k,, ... gewisse absolut unterhalb einer endlichen Grenze liegende
Grifien (die reziproken FEigenwerte) bedeuten und die Spektralform
6(u; &) die zu ihrer Charakterisierung auch hinreichenden Relationen

J @@y o d = [ u@do(u; &) [ w(wdow; )
€8 = Jao(u;8)

identisch fiir alle stetigen Funktionen w(u) erfiillt.
Setzen wir in (63) 4 = 1,4+ iv’, so folgt nach Multiplikation
mit 4,— 4 fiir ' = 0 wegen (68):
Ep(x? y) - }'p K(x7 ')EP(” y} = 0'
Wenn wir E, als Quadratsumme eines orthogonalen Systemes dar-
stellen:

(82)

Ep = E(Lm (x))21
(@]

so ergibt sich durch Faltung mit L, (y):
L, —4K(.)L,(.) =0
d. h. die Gleichung
AL() K@) = L)

kann durch eine beschrinkte Linearform L gewifl dann identisch
in z,, z,, ... befriedigt werden, wenn 1 einer der Eigenwerte von
K ist. Ebenso folgt aus (69), daf

L()K(,.) =0

gewiB dann befriedigt werden kann, wenn 4 = oo ein Eigenwert ist.

Wir konnen uns jetzt auch umgekehrt davon iiberzeugen,
daf obige Gleichung nur in diesem Falle durch eine beschrinkte
Linearform Issbar ist. Mit Riicksicht auf Satz III bedarf es dazuw
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nar des Nachweises, daB, wenn L eine beschriinkte Linearform
der Variabeln £, &, ... ist, die Relation

s [ R~ 1

fiir keinen Wert von A statthaben kann. Bezeichnen wir die
Koeffizienten von L mit 7, so nimmt die letztere Relation die

Gestalt an J
6(u; g,
2 f Ao@i&D _ ¢ p.

) w
Hiervon subtrahieren wir die Relation

[ oty = D

)

und erhalten so die Relation

Lﬁ—ﬁ%mab=a

die ebenfalls identisch in &, &,, ... erfiillf wire. Nehmen wir nun

in (82) w(w) = 1 —-Z—, so folgt hieraus

f(;)(l-—%)gda(y; ) =0

[ dofwin = .1
[G]

und dies ist wegen

und da 6 nie abnimmt, nur méglich fiir (/,!) = 0; wir gewinnen
so folgende Tatsache:

Batz IV. Wenn K irgend eine beschrinkte quadratische Form
ist, so ist die Relation

AL()K(,.) = L)

durch eine beschrinkte Linearform L dann und nur dann losbar, wenn
A ein Eigenwert von K ist.
Insbesondere ist die Gleichung

LO)E@,.) =0

dann und nur dann lsbar, wenn 4 = oo ein Eigenwert von K ist.
Ist 4 = co kein Eigenwert, diese Gleichung also nicht 18sbar, so
heifle die quadratische Form abgeschlossen.
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Wir wollen uns fortan in diesem Abschnitte XI
mit gewissen zwei Spezialfillen des Satzes III aus-
fiithrlicher beschiaftigen.

Wir nennen eine Funktion F'(z,,z,,...) der unendlichvielen
Variabeln z,, z,, ... fiir ein bestimmtes Wertsystem derselben
vollstetig, wenn die Werte von F(z,+¢,, 2,+¢&,,...) gegen den
Wert F(z,,,,...) konvergieren, wie man auch immer &, ¢,, ...
fiir sich zu Null werden lid8t, d. h. wenn

L F(z,+¢,, 2,48, ...) = Fz,z,...)
§=0,8=0,...
wird, sobald man s, ¢, ... irgend solche Wertsysteme &%, &5, ...
durchlaufen 1i6t, daB einzeln

L&=0 [&=0
h=w h=w

ist. Wenn eine Funktion fiir jedes Wertsystem der Variabeln
vollstetig ist, so heifle sie schlechthin vollstefig. An den Be-
griff der Vollstetigkeit kniipfen sich unmittelbar folgende Schliisse.

Hat eine vollstetige Funktion F die Eigenschaft, absolut ge-
nommen fiir alle Werte der Variabeln unterhalb einer endlichen
GroBe zu bleiben, so besitzt — wie leicht durch das bekannte fiir
endliche Variabelnzahl angewandte Verfahren bewiesen werden kann
— die Funktion F' ein Maximum. Bedeuten ferner L, (z),..., L, (%)
noch m weitere vollstetige Funktionen der Variabeln z,,z,,...
und werden nur diejenigen Wertsysteme dieser Variabeln zuge-
lassen, die den Bedingungen

L@=0, ..., L@ =0

geniigen, so besitzt F ein relatives Maximum; dabei sind die Va-
riabeln stets an die Ungleichung

(z2)=1
gebunden.

Eine beschrinkte Linearform der Variabeln 2, z,, ... ist, wie
man sofort sieht, auch vollstetig in diesen Variabeln. Wir schliefen
daraus leicht, daf eine vollstetige Funktion der Variabeln 2,, z,, ...
durch orthogonale Transformation derselben wiederum eine voll-
stetige Funktion der neuen Variabeln wird.

Ist eine beschrinkte quadratische Form K vollstetig, so ist
offenbar, da8 ihre Eigenwerte sich im Endlichen nicht hiufen;
zugleich 148t sich zeigen, daf ein Streckenspektrum iiberhaapt
nicht vorhanden sein kann. Aus Satz III gewinnen wir mithin
folgendes Resultat:
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Satz V. Wenn eine beschrinkte Form K vollstetig ist, so lGfit
sie sich stets durch eine orthogonale Substitution in die Gestalt bringen
(83) K@) = khai+ ko +-;
dabei sind die Groflen k,, k,, ... die reziproken Eigenwerte von K
und besitzen, falls sie in unendlicher Anzahl vorkommen, Null als ein-
zige Verdichtungsstelle.

Wegen der mannigfaltigen und wichtigen Anwendungen dieses
Satzes gebe ich hier einen sehr einfachen und von der obigen
Theorie unabhingigen Beweis desselben.

Wir nehmen zunichst an, daf K eine positiv definite Form
sei; alsdann seien

o=y, T = ly,
solche Werte der Variabeln, fiir welche K(z) das Maximum Z,
erlangt. Offenbar fillt die Quadratsumme dieser Werte gleich 1
aus, da wir ja sonst den Wert der Form ohne Verletzung der
Bedingung (2, 2) =1 vergrdfern kinnten.

Wir setzen

Lx(x) = Z11x1+zmx2+"'

und bestimmen, indem wir nunmehr den Variabeln die Bedingung
L@ =0

auferlegen, das relative Maximum %, von K (z); dasselbe werde fiir
die Werte

x, =1, z,=1,,
erlangt, deren Quadratsumme wiederum gleich 1 aunsfallen muf.
Ferner setzen wir
L,(z) = L2, 4 Ly 2,4+~
und bestimmen, indem wir den Variabeln die Bedingungen
L(z) =0, L) =0
auferlegen, das relative Maximum %, von K(z); dasselbe werde fiir
Z, = lsu z, = Zx,,
erlangt. Wir setzen dann
L(2) = ly2,+ 1,2, +

und erhalten durch Fortsetzung dieses Verfahrens ein System von
linearen Formen L,, L,, L,, ... mit den Orthogonalitétseigenschaften

L()L() =1,
L()L()=0. * (%9
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Axuf Grund der fritheren Betrachtungen (S. 196) bestimmen wir
zu diesen Linearformen ein solches System von Linearformen

Mx(‘”)? Mz(x)7 LR

daf
x; = Lx(m)y
.’1/'; = Lz(x)y
Y, = M1 (x))

Y, = .M,(x),

eine orthogonale Substitution der Variabeln z,, z,, ... bilden. Die
vermége dieser orthogonalen Substitution transformirte Form K(z)
bezeichnen wir mit K(2'y). Der Koeffizient von 2, in K (2'y) muf
offenbar gleich %, ausfallen. Andererseits diirfen weitere 2] ent-
haltende Glieder in K(2'y) nicht vorkommen, da ja die Differenz

K@y) — k@’ +2'+--+yi+yi+-) = K@) —k,(z,2)
fir alle Werte der Variabeln zj,z;, ..., ¥, ¥,, ... negativ oder

Null ausfallen soll. Da die ndmlichen Ueberlegungen fiir z}, z, ..
gelten, so haben wir

K(xl?/) = kxxiz’*']“zx;z""""}‘R(ﬁ'/);
wo R(y) eine quadratische Form bedeutet, die allein die Variabeln
Y1y Ysy - enthilt.
Da K vollstetig ist, so gilt dies auch von der Form
K@'0) = k a4k a}+---

und mithin miissen die GroBen %, %,, ..., falls sie in unendlicher
Anzahl vorkommen, gegen Null konvergieren; denn sonst wiirde
es eine Reihe von Werten von K (2'0) geben, die gegen einen von
Null verschiedenen Wert konvergiert, wihrend jedes der Argu-
mente z}, 7,, ... fiir sich gegen Null konvergiert.

Gébe es nun ein Wertsystem y, = m, , y, = m,, ..., fiir welches
R(m) > 0 ausfiele, so kinnte man ¢ so bestimmen, daf auch
R(m) >k, wird. Alsdann wiirde fiir

=0, 2, =0, ..., Yy =my y=m, ...
auch K > %, ausfallen; die Gleichungen
L@#x) =0, Li(z) =0, ..., M(@x)=m, M@z =m, ...
wiirden mithin ein Wertsystem der Variabeln z,, 2,, ... bestimmen,
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fiir welches insbesondere die Bedingungen
L#z)y=20, ..., L_(x)=20

erfiillt sind und zugleich K>k, ausfillt; dies widerspricht der
Bestimmungsweise von %, und mithin ist R (y) nicht positiver Werte
fahig.
Wegen
K(0y) = RE(y)
ist R(y) gewif auch negativer Werte nicht fihig und folglich ist
R (y) identisch gleich Null; d. h. es ist

K(m) = kl Lf("‘v)"}'kz L:(x)'*' .

Wird K (z) nicht als eine definite Form angenommen, so fithrt
die ndmliche Ueberlegung auf die Darstellung

K(z) = kL) +k L@+ + R@)

wo R(y) positiver Werte nicht fihig ist. Da sodann — RB(y) als
positiv definite Form eine Darstellung derselben Art zuldBt, so
erhalten wir schlieflich auch fiir K eine Darstellung durch die
Quadrate orthogonaler Linearformen und damit ist der Beweis
fiir den Satz V vollstindig erbracht.

Ein hinreichendes Kriterium fiir die Vollstetigkeit einer Form
gewinnen wir durch folgenden Satz.

Sate V1. Wenn fiir eine quadratische Form K eine der Summen

2 f24 92 2 ?q)?
X))
Z l’?q Lqr kra kwi

(PQ"‘S)

endlich bleibt oder wenn fiir eine defmzte quadratische Form K
eine der Summen

§ = E 23]
Sy = 2 knqu Z’rp’
(70, 1)

endlich bleibt, so ist K eine beschrinkte vollstetige Form.
In der Tat, ist K eine quadratische Form, deren Koeffizienten
eine endliche Quadratsumme besitzen, so folgt wegen

0K (z, y) 'GK =, 9) t*< (OK (=, y) )2 (61((96, ) ) B
“ 0y, 0y, T = 9y, + 9y, +

9K (2, 3) .
(B s Bkt
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notwendig

| K@) | =V &,
[€2X)]
Durch Anwendung dieser Tatsache auf die quadratische Form
K (x) - Kn (x) = 2(,‘) km Z, %,
(2.9

wo rechts p, ¢ alle ganzzahligen Wertepaare, abgesehen von solchen,
fiir die zugleich p =» und ¢ = #, durchlduft, finden wir

| K@) — K, ()| é\/};—ki

und hieraus entnehmen wir, da doch

L VSR =0

n=wo (p¢)

wird, die verlangte Vollstetigkeit von K(z).
Ist K eine definite Form, so mufi

B=tk,L,

sein und es ist mithin
B =(3k)
(qu) ?9—-(% PP} ?
wenn also bei einer definiten Form 3%, endlich bleibt, so haben

ihre Koeffizienten gewifi auch eine (péndliche Quadratsumme und
die Form ist nach der vorigen Betrachtung wiederum eine voll-
stetige Funktion der Variabeln.

Nunmehr erkennen wir leicht der Reihe nach folgende Tat-
sachen:

1. Wenn eine beschrinkte quadratische Form K mnicht voll-
stetig ist, so ist sie auch fiir das besondere Wertsystem 0,0, ...
nicht vollstetig. Diese Behauptung folgt durch Anwendung der
Formel

K@x+a) = K(r)+2K(z, a)+ K(a),

wenn darin fiir a,,a,,... ein Wertsystem genommen wird, fiir
welches K nicht vollstetig ist — mit Beriicksichtigung des Um-
standes, daB K(z,a) als eine beschrinkte Linearform gewif voll-
stetig ist.

2. Wenn K eine vollstetige quadratische Form ist, so ist es
auch die Form KK ; dies ergiebt unmittelbar der Satz V.

3. Wenn X eine vollstetige, K* irgend eine quadratische Form
ist und fiir alle Wertsysteme 2,,z,, ... did Ungleichung

| K*(@)| = | K(2)]
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gilt, so ist auch K* vollstetig; denn aus dieser Ungleichung folgt
die Vollstetigkeit fiir das Wertsystem 0,0, .

4. Wenn K eine vollstetige, K* eine beschriinkte Form ist,
so ist die Faltung beider Formen vollstetig; wegen

| K(z,.) K*(z, ) = \(EX @)(E* K* (@)

ist ndmlich diese Faltung fiir das Wertsystem 0,0, ... gewii voll-
stetig, da nach 2 die Form KK vollstetig ist.

5. Wenn die Faltung K K einer quadratischen Form K voli-
stetig ist, so ist es auch die Form K selbst; dies ergiebt sich
ebenso vermoge 1 aus der Ungleichung

| K (z)| = VE K (2).

6. Ist eine der Formen, die durch wiederholte Faltung aus
der beschrinkten Form K entstanden sind:

K® = KKK, K¥ = KKKK, K® = KKKKK,

vollstetig, so ist auch K vollstetig. Denn ist etwa K vollstetig,
so sind wegen 4 auch die Formen

(f+1) +2)
Ko Ko

vollstetig; wihlen wir unter diesen eine Form aus, fiir die die
Faltungszahl eine Potenz von 2 ist, etwa K®, so schliessen wir
durch g-malige Anwendung von 5 auf die Vollstetigkeit von K.

7. Wenn K eine beschriinkte definite Form ist, so sind auch
die Faltungen K®, K®, ... definit; denn es entsteht beispielsweise
K® aus K, indem wir in K(z) an Stelle der Variabeln z, die

Ausdriicke a(y ) einsetzen.

Da nun allgpemein s, nichts anders als die Invariante K (.,.)
d.h. die Summe der Koeffizienten von 2z} in KV ist, so folgt aus
6. und 7. und da der Fall f = 1 bereits zuvor erledigt worden
ist, die Richtigkeit des Satzes VI allgemein.

Aus Satz V und VI entnehmen wir die folgende Tatsache:

Satz VII Eine quadratische Form K, die eine der Voraussetzungen
des Satzes VI erfiillt, gestattet gewifS die orthogonale Transformation
{83) auf eine Quadratsumme.

Ein Gegenstiick zu dem inden Séitzen V—VII behan-
delten Fall bildet die Annahme, daf die Form K kein
Punktspektrum, sondern nur ein Streckenspektrum be-
8itzt. Um hier nur den einfachsten Fall — der iiberdies typlsch
ist — ins Ange zu fassen, fiigen wir dieser Annahme noch die wei-

Kgl. Ges. 4. Wiss. Nachrichten. Math.-phys, Klasse. 1906. Heft 2, 15
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teren hinzu, dafi das Streckenspektrum s aus einer endlichen Anzahl
von Intervallen besteher moge, daB ferner die Koeffizienten der
Spektralform 6 (g, #) stetig differenzierbare Funktionen von u seien
und endlich, daB, wenn

dﬁ(p,x) — .
T - ¢(“’ x) - (p,q=21,2"“>wn(y’)xrxq

gesetzt wird, v, (u) innerhalb s nirgends verschwindet und, wenn
der Kiirze halber
¥u(e) ¥ (®)
pw) = 2ol g = Yul)
Vi)’ Vb ()’

ist, diese unendlichvielen Funktionen w,(u), ¥,(u), ... linear von
einander unabhingig ausfallen, in dem Sinne, daf bei willkiirlicher
Wahl von #(u) zwischen den Integralen

84) 4 () %, ), J(; () 9y (8)

keine lineare Relation bestehen soll, deren Koeffizienten Konstante
mit endlicher Quadratsumme sind.

Fiihren wir in die Relation (82) diese Annahmen ein und
setzen

§1=17 §2=07 §3=03
und an Stelle von «(u) die Funktion

u(p)
Vou(e)’
so ergibt sich
(85) Jowrd = 5 S e, @dl,

und hieraus entnehmen wir die allgemeinere Formel
60 Ju@o@ds = 3 [ u(@,@)du) ow)v,@)du.
Fiir
o) = ¥,(w)
folgt mithin

6D [o@u@de = _F ) 46006 d] b6 uEdu.
Ans unserer Annahme fiber die lineare Unabhiingigkeit der Inte-

grale (84) erkemnen wir, daB die Relation (87) identisch fiir alle
Funktionen «(u) nicht anders erfiillt sein kann, als wenn
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J @ de =1,

88
J o @9, @ds =0 @+9
ist.
Wegen des positiv definiten Charakters der Form o (u, £) ist
(d’n gx + 9y gz +-- ’)2 =9 (l"a g) Py
oder

(89) (¢x 21 +, gz +- ')2 =¢v¢ (5“; §)~
Andererseits haben wir wegen (88)

J @bt vb Pl = 69
und, da auch

j(;)w(#, Bdp = (& §)

ist, so wird
J 190 )= @bt bt du = 0.

Da aber der hier unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck
»nach (89) fiir keinen Wert von p negativ ausfdllt, so ist derselbe
stets gleich Null, d. h. es ist

z/’(!"’: g) = (¢1§1+¢2g2+"')2'

‘Wir ersehen hieraus, daf unter den gemachten Annahmen
die charakteristische Eigenschaft der Spektralform
6(u,£) darin besteht, daB ihre Ableitung nach p das
Quadrat einer Linearform wird, deren Koeffizienten
die Orthogonalititseigenschaften (85) und (88) besitzen.
Da umgekehrt eine solche Form alle charakteristischen Eigenschaften
einer Spektralform erfiillt, so ist es hiernach leicht, eine gquadra-
tische Form K zu konstruieren, deren Spektrum aus einer Zahl
gegebener Intervalle besteht: man bestimme fiir die Intervalle s
ein vollstindiges System von orthogonalen Funktionen y,, v, ...
d. h. ein System solcher Funktionen, die den Relationen (85) und
(88) geniigen — was leicht geschehen kann — und setze dann

’K(g) =‘/(‘) (¢121+'l;:§2+"')’ dy.

Als einfachstes Beispiel diene die quadratische Form
(90) K@) = ,2,+ 2,2, + 2,2, ++;

dieselbe besitzt kein Punktspektrum und ihr Streckenspektrum
15*
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besteht aus den Intervallen
2= —o00bis —1 und +1 bis 4 co.
Wir finden

2 cost .
1/’»(4“) = \/; @ Slnﬁt,

wo ¢ den zwischen 0 und = gelegenen Wert von arc <3osl be-
deutet. In der Tat bestétigt sich dann durch Rechnung

(¢1 (&“‘) Z, + %, (!I) Zy - ')g dy’ = (x? x))
(35
K@) = (¥, @)z, + v, (W) 2,4 ) du.
u
ARG |
(+ l1eeo 4 oo)
In Bestitigung von Satz IV haben ferner, wie man erkennt, die
unendlichvielen Gleichungen

X, —

N —2-90 == O,

2
A
xa"'_z—(xl'!'xs) = 07

2
Ty— 9 (x2+x4) = 0,

fiir keinen Wert von 4 Losungen Z,, %,y ..., deren Quadratsumme
endlich bleibt.
Ein anderes Beispiel liefert die quadratische Form

91) By &yt ———= Ty X+

T e
das Spektrum ist das nidmliche, wie im ersten Beispiel. Wir finden

22T 1 gl
1”?(“) = pz “P(p )(y')7

wo die P die Legendreschen Polynome sind. Setzen wir noch

2 11
1 (l") —_ ‘/ p— Qu-—-n( )
wo die @ die zugehdrigen Kugelfunktionen zweiter Art bedeuten,
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so erhdlt die Resolvente von K folgende Gestalt:
KO’? x) = 2 411&?()“) xq(;')xyxe‘
(»e=p)

Die beiden quadratischen Formen (90) und (91) lassen sich
durch eine orthogonale Substitution der Variabeln in einander
iiberfithren, wie aus ihrer Darstellung durch die Spektralform
hervorgeht.

LaBt man die oben gemachte Annahme der linearen TUnab-
hingigkeit der Funktionen v, (u), ¥,(u), ... fallen, so wird die Ab-
leitung der Spektralform nicht ein Quadrat, sondern eine Summe
von Quadraten linearer Formen von entsprechender Art.

XII.

Simultanes System quadratischer Formen, die Hermitesche Form,
die schiefsymmetrische Form und die Bilinearform mit unendlichvielen
Variabeln.

Die in Abschnitt XI entwickelten Methoden und Resultate
lassen sich ohne prinzipielle Schwierigkeit anf allgemeinere For-
men mit unendlichvielen Variabeln ausdehnen. Wir betrachten
zunéichst den Fall eines simultanen Systems zweier quadratischer
Formen, von denen die eine definiten Charakter hat, die andere
als Aggregat von positiven und negativen Quadraten der Varia-
beln vorgelegt ist. Mit Hiilfe meiner Methode des Grenziiber-
ganges, ausgehend von Formen mit endlicher Variabelnzahl kénnen
wir leicht die entsprechende Theorie entwickeln; wir heben nur
folgendes Resultat hervor: ’

Satz VIII. Es sei eine positiv definite vollstetige abgeschlossene
quadratische Form K (x) und auflerdem eine quadratische Form von der
Gestalt

V@) = v, 2]+ 0,24

vorgelegt, wo v, v,, ... bestimmte Werte +1 oder —1 sind: alsdann
giebt es stets eine umendliche Reihe von Null verschiedener Griflen
%y, %y ..., deren Vorzeichen bez. v,,v,, ... sind und die gegen Null
konvergieren — ihre reziproken Werte migen Eigenwerte von K in
Bezug auf V heiffen — und wvon szugehirigen beschrinkten Linear-
formen L, (x), L,(%),... — sie migen die zugehirigen Eigenformen
heiflen — von solcher Art, dafi die , Polaritiitsrelationen®

L()V(.s ) L,(s) = 2,
L()V( ) L) = 0, *9
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erfiillt sind und daf} ferner die vorgelegte quadratische Form die Dar-
stellung

K@) = || (L@) +|#%| (L @)+
gestattet.

Man kann diesen Satz VIII auch ohne den Grenziibergang
von endlicher zu unendlicher Variabelnzahl lediglich auf Grund
des Satzes V mit Ausschluf neuer Konvergenzbetrachtungen be-
weisen.

Zu dem Zwecke setzen wir zunichst die vorgelegte Form
K (x) als abgeschlossen voraus: wir bringen dann diese Form K (x)
nach Satz V durch eine orthogonale Transformation der Variabeln
Z,, Z,, ...-in die Gestalt einer Quadratsumme; wir bezeichnen die

neuen Variabeln mit z], z;, ... und finden

K(z) = kal+ k2 +--,

wo dann %, k,, ... lauter positive Grofen sind, die gegen Null
konvergieren. Ferner bezeichnen wir mit 7’(z’) die durch jene
orthogonale Transformation aus V(z) hervorgehende quadratische
Form der Variabeln !, «, ... und endlich mit 7’(Vk&) diejenige
quadratische Form der Variabeln £, &, ..., die aus V’(z) hervor-
geht, wenn wir in derselben an Stelle von z}, 2, ... die Ausdriicke
VE, £, VE,E,, ... einsetzen.

Wir konnen nun leicht zeigen, daB V'(\VEE) eine vollstetige
Form der Variabeln £, &,, ... ist. In der Tat ist, wie man sieht,
V'(z") als Differenz zweier Einzelformen E,(z') und E,(2') dar-
stellbar; dieselben geniigen als solche den Ungleichungen

E () =(@)2"), E(«)=,z).
Setzen wir an Stelle von z!, @), ... wieder Vk &, Vk,E,, ... ein, so
gehen diese Ungleichungen iiber in
E(VFe) =h B+ &+,
E,(VFE) S h 8+ K&+
Wiren nun diese Einzelformen nicht vollstetig in den Variabeln

£,%,..., so miiiten sich auch Wertsysteme o, ¢, ... finden
lassen, fiir die

L& =0 La=0,

wird, wihrend die Einzelformen, die ja positiv definit sind, fiir
g, = “§'>) E, = o

Werte erhalten miiften, die oberhalb einer positiven von # unab-
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hingigen Grofe bleiben; dies aber widerspriche den obigen Un-
glelchungen, da K(x) vollstetlg ist. Da demnach E,(\Vk§), E,(VEE)
vollstetig in &, &,, ... sind, so ist ches auch V’(\/k&) Die Tat-
sache der Vollstetigkeit von E,(VLE), E,(\VkE) in den Variabeln
£, &, ... folgt auch unmittelbar aus 4 auf S. 205.

Nunmehr transformieren wir nach Satz V die Variabeln
£, &, ... orthogonal in die neuen Variabeln £, &, ... derart, da8
die Form V'(Vk§) die Gestalt

V'(VEE) = % &2+ x50+
erhilt, worin %,, %,, ... gewisse reelle Grofien sind, die gegen Null
konvergieren. Bezeichnen wir nun diejenigen Linearformen von
z,, 7, ..., die aus den Formen £)(£) hervorgehen, wenn wir darin
fiir &, &, ... bez. die Ausdriicke V%, z, \E, !, ... einsetzen, mit
g (Vkza'), so ist, da jene Formen eine orthogonale Transformation
bilden:

K(x) = (VE )"+ (Vk,al) +
= EWVEL) +E (VR ) +oe

ferner wird :

O T(VEE VE) — ag (g) Ww;i VEn) ag;(&) aV'(\/:i VER)

= s,.wk.)V'Nkz, )
und folglich wird:
L(VE)7(VEE.) = %8,
Aus dieser Formel schlieflen wir in gleicher Weise
EWVEDV' (o, ) E(VE) = %8()E().

Wenn wir nun wieder zu den Variabeln z,, z,, ... zuriickkehren
und allgemein mit 4,(x) diejenige Linearform von Dyy Ly o be-
zeichnen, die dabei aus £ (\k2') wird, so erhalten wir

4,(YV(s,.) 4,() = %5()E()
und das ist wegen der Orthogonalitit der Formen £, (£) gleich
%,(p = q) oder gleich Null (p ¥ ¢); andererseits wird

K@) = £@)+ L@+
Wire », = 0, so miifite fiir alle z,, ,, ..
A,()V (e, ) K(e,2) = 0
sein, was der Abgeschlossenheit von K und von V wider-
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spridche; folglich sind #,, #,, ... lauter von Null verschiedene
GriBen.
Wir konnen nunmehr die Summanden x £, %,£7 ... in der

obigen Darstellung von V'(\kf) derart angeordnet denken, daB
allgemein %, das Vorzeichen von v, besitzt. In der Tat: eine solche
Anordnung jener Summanden wire nur dann nicht ausfiihrbar,
wenn entweder die Anzahl der negativen (bez. positiven) Einheiten
in der Reihe v,,v,,... endlich und zugleich die Anzahl der nega-
tiven (bez. positiven) Grossen, die in der Reihe %,%,,... vor-
kommen, grifler als die erstere Anzahl ausfiele oder wenn die
Anzahl der negativen (bez. positiven) Grifen in der Reihe x,,#,,
endlich and zugleich die Anzahl der negativen (bez. positiven)
Einheiten in der Reihe v,,v,,... grofler als die erstere Anzahl
ausfiele.

Wenn wir nun mit z,(\kE), z,(\VkE), ... diejenigen Linear-

formen in £,&,,... bezeichnen, die aus z,(2'), z,(z'),... entstehen,
wenn wir fiir z, 2., ... die Ausdriicke V%, £,, VE, £, . .. einsetzen, so

ist identisch in £, &, ...

0, (&, VED) + 0,00, VEEV +- -+ = %, (B Q) + % EEN+

da beide Seiten dieser Gleichung V’(\/I? £) darstellen.

Wir nehmen — entsprechend dem ersten Falle — an, es seien
v, ..., 9, negativ (bez. positiv), v,,,, ,,,,... simtlich positiv (bez.
negativ), ferner x,,..., %, negativ (bez. positiv). Da die Formen
£/ (E), £,(£), ... eine orthogonale Substitution bestimmen, d.h. eine
vollstindiges orthogonales System von Linearformen
— wie wir sagen wollen — bilden, so ist jede beschridnkte Linear-
form von £, &,... als lineare Kombination der Formen E] (&),
£.(8), ... darstellbar; wir setzen insbesondere

x,(\/l??;} == angi(g)'{‘amgé(g)’," Yy

2 (VkE = a 5@ +a. 5E +- -,

WO @y, Uygy e ey By lu,y - - - gewisse Koeffizienten bedeuten. Sodann
bestimmen wir solche nicht simtlich verschwindende Gréfen «,,...,
a,,,, die den ¢ Gleichungen

dyoty+--+a,,, e, =0,

@y o+t Gty = 0

geniigen und bilden die Gleichungen
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‘s’ (5) = «,
,+1 (g) T Ceyys
£.6 =0,
§¢+3<g) = 07

Die durch Auflosung dieser Gleichungen entstehenden Werte von
£,&,... wirden einen Widerspruch ergeben, da sie in die vorhin
aufgestellte Identitdt

v, (2, VEE) +v,(z, VEE) + -+ = #, (B ) + (&L )+

eingesetzt, der linken Seite einen nicht negativen (bez. nicht po-
sitiven) Wert, der rechten Seite dagegen gewifi einen negativen
(bez. positiven) Wert erteilen wiirden.

Um den zweiten der oben genannten Fille zu behandeln, gehen
wir von der in z!,z,,... identischen Gleichung

0,@@N o, @@+ = w8 (V%))’m (& (\%_))2
aus, wo £, ( \/l‘?) & <V/v> . diejenigen Linearformen von z;, 3, ...

bedeuten, die aus &;(£), & (g), . entstehen, wenn wir an Stelle
von §,, &,,... die Ausdriicke —%= —xT”_, --- setzen. Da jedoch die

\/]’1 v]{2
Linearformen £ ( \/k> 34 (Vf), ... nicht notwendig beschrinkte

Iinearformen in 2, ., ... werden, so hat obige Identitdt nur als
Abschnittsgleichung einen Sinn und das im ersten Falle einge-
schlagene Verfahren bedarf der folgenden Modifikation.

Wir nehmen an, es seien #,,...,% negativ (bez. positiv),
Hopry %4, ... sAmtlich positiv (bez. negativ), ferner v,, ..., v,,, negativ
(bez. positiv). Alsdann setzen wir

x’ §
g;(\%) = “uxi'{'auxz’!"”?

g:(_v_i) = 0, %, + e,y + -
Ferner denken wir uns die Gleichungen

2,@) = a, ..., 2, = a,, Z.@&)=0 z,.,)=0, ...
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nach zi, z;, ... aufgelost und stellen die Losungen als Funktionen
von a,, ..., a,,,, wie folgt, dar:

xi = 0,8+ 04,4, By,

x; = Oy Oyt 050y By

Endlich bestimmen wir fiir jedes » solche ¢+ 1 Grofen a’, ..., alyy,
daB nach Eintragung dieser Werte von 2|, z;, ... die e+ 1 Glei-
chungen

uux;'l" +“1» " 0
aaxx;+."+umxn - O

@t a, =1

fiir

— ™ (s)
A = 07y .« ae-i—l—aﬁ-l

erfiillt sind.
Wihlen wir nun solche » = =, aus, da8 die Grenzwerte von
a(ln"), .- (n") fiir » = oo existieren und setzen die durch diese

Werte af"") ag‘x") vermittelten Grofen z;,...,, in den %
Abschnitt der oblgen Identitit

B @@ @) = (5 () +

ein, so erkennen wir, daf die linke Seite dieser Identitit, da
sie eine beschrinkte Form der Variabeln z{, 2, ... darstellt und
als solche nach ;S. 178 stetig in diesen Variabeln ist, in der
Grenze fir # = co den Wert —1 erhilt, wihrend die rechte
Seite bestindig =0 ausfillt.

Hiernach sind beide Fille als unmiglich erkannt und wir
diirfen also von vorneherein allgemein %, vom selben Vorzeichen
wie v, annehmen.

Setzen wir daher jetzt

LG - = (x)

so sind die Linearformen L, (x), Lz(x), ... von der im Satze VIII
verlangten Beschaffenheit.

Das niimliche Schluiverfahren ermdglicht die Behandlung einer
nicht abgeschlossenen Form K.

Um dies einzusehen, bringen wir wiederum die Form K nach
Satz V durch eine orthogonale Transformation der Variabeln z,,
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Z,,... in die Gestalt einer Quadratsumme. Wir setzen
K@) = ka'+ka'+---,

wo k,, k,, ... teils positive teils verschwindende Gréfien sind.

Wir bezeichnen wiedernm mit V’(z') die durch jene ortho-
gonale Transformation aus ¥ (z) hervorgehende quadratische Form
der Variabeln z}, #},... und endlich mit V'{(\k&) diejenige qua-
dratische Form der Variabeln &, &,, ..., die aus V' (z') hervorgeht,
wenn wir in derselben an Stelle von z!, z,,... die Ausdriicke
Vi E,, VB, E, ... einsetzen. Da V'(VEE) eine vollstetige Form in
£, &, ... ist, so konnen wir nach Satz V die Variabeln &, &,, ...
orthogonal in die neuen Variabeln £/, &!, ... transformieren der-
art, daf

V(VEE) = w87+ o, 80+

sind, worin x,, #,, ... gewisse teils positive oder negative teils ver-
schwindende Grifien sind, die, wenn in unendlicher Anzahl vor-
handen gegen Null konvergieren. Bilden wir endlich entsprechend
wie vorhin die Ausdriicke & (\/%2') und bezeichnen allgemein mit
4,(x) diejenige Linearform, die aus & (\k«') wird, wenn wir darin
statt der Variabeln z{, z;, ... wieder die urspriinglichen Variabeln
%,y Z,, ... einfithren, so wird wie vorhin

K(z) = 4£(x)+ 43(2)+ -,
Ar(‘) V(" ’) Aq (‘) = Ol (» :': 7 bez. = %, (p=9.
Wir sprechen dieses den Satz VIII erginzende Resultat wie
folgt aus:

Satz VIII*. Es sei eine positiv definite vollstetige quadratische
Form K (x) und auflerdem eine quadratische Form von der Gestalt

Viz) = v, 2} +v,25+ -
vorgelegt, wo v,,v,, ... bestimmte Werte +1 oder — 1 sind: alsdann
giebt es stets eine Reihe won teils positiven oder negativen teils ver-
schwindenden Grifien #,, %,, ..., die, wenn in unendlicher Anzahl vor-

handen, gegen Null konvergieren und von zugehorigen beschrinkten
Linearformen A,(z), 4,(%), ... derart, daff die Polarititsrelationen

Ap(‘)V(' ’ ‘) A?(') = %,

A4, 0) 4,(s) = 0, (»¥9
erfiillt sind und daf8 ferner die vorgelegte quadratische Form die Dar-
stellung

K@) = £@)+ L@+
gestattet,
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Unter einer Hermiteschen Form der unendlichvielen Va-
riabeln z,, z,, ..., ¥,, ¥,, ... verstehen wir eine Bilinearform dieser
Variabeln von der Gestalt

H(x’ y) = (pzq) hpy x} yq)

deren Koeffizienten %,, komplexe der Bedingung
hl’g = k}’Y+iSPY = —}_{YP = kﬂP—isfﬁ

geniigende Griofien sind. Stellt sowohl Real- wie Imaginirteil von
H(z,y) eine vollstetige Funktion der reellen Variabeln z,, «,, ...,
Yys Yy - dar, so lassen sich reelle im Endlichen nirgends sich ver-
dichtende Werte 4,, 4,, ... — die Eigenwerte von H — und zu-
gehorige Linearformen mit komplexen Koeffizienten L, (z), L, (), ..
— die Eigenformen von H — finden, so da8

(.Z‘, y) = Lx(x) ‘—L—l(y) + L2($> Z2(y) +y

H(x, ?/) — L1 (xlzl (y> + Lz (x;ZL‘z (y) 4o

wird und dafi die Orthogonalitdtseigenschaften
L)L) =1, LOL()=0 @+
erfiillt sind; die horizontalen Striche deuten die Vertauschung von

¢ mit —4 an. Der Beweis dieser Tatsache kann analog wie unten
der Beweis des spezielleren Satzes IX gefiibrt werden.

Nehmen wir die Koeffizienten der Hermiteschen Form rein
imagindr an und unterdriicken alsdann den Faktor 7, so entspringt
die schiefsymmetrische Form; unter einer schiefsymmetrischen
Form verstehen wir mithin eine Bilinearform der Variabeln
Zyy Tyy eevy Yyy Yy, --» von der Gestalt

S(x) y) = (pzq) Sn x? yﬂ

deren Koeffizienten reelle der Bedingung

S == T8y Sy = 0

geniigende Grifen sind. Die vorhin fiir eine Hermitesche Form
ausgesprochene Tatsache driickt sich fiir den besonderen Fall der
schiefsymmetrischen Form, wie folgt, aus:

Satz IX. Wenn die schiefsymmetrische Form S(z,y) vollstetig ist,
so gibt es eine orthogonale Transformation der Variabeln

Lyy Zyy Lgy Lyy oo
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in die neuen Variabeln

. &, & &, .

so dafl, wenn die Variabeln y,, y,, y,, y,, ... mittelst derselben orthogo-
nalen Transformation simultan in die Variabeln n,, q!, 1y, 15, ... tiber-
gehen, die Form S die Gestalt

S(w7 ?/) = k1(g1 "7;— ;711) + kz (gzn;_gé 772) e

erhdlt; dabei sind k,, k,, ... Grifien, die, falls sie in unendlicher Zahl
vorkommen, Null als einzige Verdichtungsstelle besitzen.

Zum Beweise betrachten wir 2S(z, y) als quadratische Form
der unendlichvieler Variabeln z,, y,, 2,, ¥,, ... und erkennen sodann
aus Satz V das Vorhandensein von Gréfen %, %, ... und zuge-
hiorigen Linearformen L,(z,y), L,(z,y), ... jener Variabeln, so daf

28(z,y) = b (L(z,9))+k, (L @)+
@2)+0y) = L@y)V+ (L@y)+--
wird. Mit Riicksicht auf die Eigenschaften der schiefsymmetrischen
Form
S, y) = —8(y, ),
S@y) = —8(—=y)

folgt leicht, daB in der obigen Darstellung fiir 25(z,y) zu jedem
k,, L, stets noch die Eigenwerte und zugehorigen Linearformen

und

k, = —F, L,y (z,y) = L, (v, %),
by = —F,, Ly (2,9) = L, (—,y)
kr'" = - k}’ = kp? LP'" (xi y) = Lp’ (_ z, ?/) = 4, (.7/7 - x)

vorhanden sein miissen, deren Vereinigung in der Darstellung
von 28(xz, y) die Glieder

kA (L, @, 9)) — (L, (4, 2)) — (L, (— 2, )" + (L, (v, — 2))*}
und in der Darstellang von (z, %)+ (¥, y) die Glieder
(L, (@ ) + (L, @ @) + (L, (— 2, 9)) + (L, (4, —2))°

liefert.
Setzen wir nun .
L(zy) = E(Q@HO,{@),
wo O,(z) eine lineare Form von z,,z,,... und O)(y) eine lineare

Form von y,, y,, ... ist, so gehen die obigen Darstellungen iiber in
Sz y) = 2k (0, 0,(9) — 0;(2) 0, (),
@ 2)+ @ 9) = Z(0,@)+(0,@)+ (0,») + (0, ),
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und da L,(z,4), L,(2,y), ... zu einander orthogonal sind, folgt
leicht auch die Orthogonalitit der Formen O,, O,,...; mithin be-
stimmen
§ = 0,(), § = 0,
eine orthogonale Transformation von der verlangten Beschaffenheit.
Aus dieser Darstellung folgt durch eine einfache Ueberlegung,

wie sie spidter dhnlich angestellt werden wird (S.224), daB die
aus (z,y)—A8(x,y) entspringenden inhomogenen Gleichungen ein-

deutig 16sbar sind, aufler wenn 1 = ... ist; fiir diese rein

i
imagindren Eigenwerte der Form S(z,y) haben die homogenen
Gleichungen eine nicht identisch verschwindende Lisung und zwar
ist die Anzahl der von einander unabhingigen Lisungen stets

endlich.

Was schlieflich die Theorie der Bilinearform betrifft, so sehen
wir zunichst ohne Schwierigkeit folgende Tatsachen ein:

‘Wenn die Bilinearform A(z,y) eine vollstetige Funktion der
unendlichvielen Variabeln z,,z,,..., ¥,,¥,, ... darstellt, so ist,
wenn A, den n'*® Abschnitt der Bilinearform A bezeichnet, fiir
jedes Wertsystem der unendlichvielen Variablen

”LmAn(':x) 4.(,2) = A(.,2) 4(., %)
und zwar im Sinne gleichmiBiger Konvergenz, d. h. es ist
(92) |4, 2)A(,2)—A, (L, 2)A,(.,2)| =Ze,,

wo &, gewisse von den Variabeln z,, z,,... unabhingige mit un-
endlichwachsendem n gegen Null abnehmende Gréfen sind. Daraus
folgt, dafl die quadratische Form A(.,z) 4(.,z) stets vollstetig
ist, wenn die Bilinearform A (z,y) vollstetig ist.

Eine Bilinearform A(z,y) ist stets vollstetig, wenn die qua-
dratische Form A(.,x) 4(.,2) vollstetig ist, also beispielsweise
gewifl, wenn die Summe der Quadrate der Koeffizienten von 4
endlich bleibt. In der Tat, fassen wir 4(xz,y) als quadratische
Form der Variabeln z,, z,, ..., ¥, 9,, ... auf, so folgt aus der Un-
gleichung

[A@ )| =VA(,2) A(., 2),
durch die in 4. und 5. (S. 205) angewandte Schlufiweise, daf
A(z, y) vollstetig ist.

Diese Mitteilung mochte ich mit der Entwickelung eines Satzes

beschlieflen, der — wie ich in der folgenden Mitteilung zeigen
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werde — anf die einfachste Weise zur Auflésung der Integral-
gleichungen zweiter Art mit unsymmetrischem Kern verwandt
werden kann; derselbe lautet:

Satz X. Wenn

4@ y) = 2 a.2,y

eine vollstetige Bilinearform der unendlichvielen Variabeln z,, z,, ...;
Yy Yoy +-- U5t S0 haben gewifS entweder die unendlichvielen Gleichungen

(1+au)xx+ Ay Tyt = ay,
(93) @y xx+(1+a22)x2+"' = Gy,
fiir alle moglichen Griflen a,, a,, ... mit konvergenter Quadratsumme

eine eindeutig bestimmte Lisung z,, x,, ... mit konvergenter Quadrat-
summe — oder die entsprechenden homogenen Gleichungen

(1+au)x1+ a, Z,+--- =0,
(94) a, %+ (1+a'22) Lyt = 07
lassen eine Lisung z,, x,, ... mit der Quadratsumme 1 zu.
Zum Beweise betrachten wir zunichst irgend ein System von

# linearen Gleichungen und » Unbekannten mit nicht verschwin-
dender Determinante von der Gestalt

bux + - +bn . bu

bz—!— +bx=b,.

Bezeichnen B, ..., 8, die Losungen dieser Gleichungen, so ist gewif
BBt +bu, B+ (BBt b8
= b, (b, B, +--+b,.B) + -+ b,(bu B+ +D.8)
und folglich wird
GuuBit e+, B) 4+ BByt +b.B)
SVEF TR bt T by T+ Bl T+ 5.
Nunmehr sei m das Minimam der quadratischen Form
Gyt + b2 ) + o+ Gzt +0,2)
bei der Nebenbedingung
(95) 242t =1
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und M das Maximum der quadratischen Form
(bux1+-..+bn1xn),+ et (bxnx1+"' +6.. »)'
bei derselben Nebenbedingung: dann folgt aus der vorigen Un-
gleichung die Ungleichung
(96) Bt RS O )
Wir wenden dieses Resultat auf die Gleichungen
(1+au)x+ -+ a, r, = a,
97) .
@, T+ +(1+a“ z, = a,

an und bezeichnen zu dem Zwecke mit m, das Minimum der gua-
dratischen Form

((1+all)xl+...+a1% A)2+ +(an1x + +(1+ann)x )9

bei der Nebenbedingung (95) und mit M, das Maximum der qua-
dratischen Form

((1+an>x1+”'+a’-1xn)2+“'+(a’m 2yt +(1+an)x)2
bei derselben Nebenbedingung.

Wegen der vorausgesetzten Vollstetigkeit der Bilinearform
Az, y) ist die Form der unendlichvielen Variabeln z,, z,, ...

((1 + aﬂ) x1+ a?l %+ )? + (alix + (1 + aﬁ?)x + )2

gewifl eine beschrinkte Form und daraus ersehen wir, daf aunch
die Maxima M, unterhalb einer endlichen von » unabhingigen
GriBe M bleiben.

Was die Minima m, betrifft, so sind zwei Fille zu unter-
scheiden :

Erstens gebe es unendlichviele », wofiir die Minima m,
simtlich grioBer als eine feste positive Grofie m sind: dann sind
fiir solche # die Gleichungen (97) losbar und es folgt aus (96),
daB die Quadratsumme ihrer Liésungen unterhalb der endlichen
von n unabhingigen Grofe

M
(98) (@ a) =
Liegt.
Bezeichnen wir nun fiir solche n mit
o L., o

die Losungen von (97), so konnen wir aus jenen # nach einem oft
angewandten Verfahren solche ganzen Zahlen #,, n,, ... heraus-
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greifen, daf die Grenzwerte
»
e, = L (XS h)? o, = L agnh)i
h=w h=w®
existiren; die Grossen «,, «,, ... haben eine ebenfalls unterhalb
der Grenze (98) liegende Quadratsumme und miissen wegen der
Vollstetigkeit der Linearformen
Gy By Qpy Tyt

gewifi jede der Gleichungen des vorgelegten Systems (93) be-
triedigen.

Zweitens mogen die Minima m,, m,,... gegen Null kon-
vergieren; die Werte der Variabeln mit der Quadratsamme 1, fiir
welche diese Minima eintreten, seien

(n) (n)

M’l’ MRS | yn‘
Nun ist

((1+a11)x1+.” +a’lnxn)2+ e + (aulxl_}- *t '+ (1 +an-)xn)2
= An(' H x) A‘n(‘ 3 x) + 2A'n(x) x)-!- (x7 x)n
und folglich
(99) A, u") 4,(,8°)+ 24, (%, u)+1 = m,

Nun denken wir uns wieder eine solche Reihe ganzer Zahlen
%, N,, ... herausgegriffen, dafl die Grenzwerte

W, = L x"'fnk)7 , =thy§"h)’

h=w»
existieren; die Griéflen u,, u,, ... geniigen dann der Bedingung
(100) (o) =1

Mit Riicksicht auf (92) und wegen der Vollstetigkeit der
quadratischen Form A4 (z,z) folgt aus (99), wenn wir darin #, an
Stelle von #» einsetzen und zur Grenze k = oo iibergehen

(101) A, wA(, ) +24(u)+1 = 0.
Wir betrachten nun die quadratische Form
(102) (A +ay)2,+a,z,4+ Y + (a5 2,+ (L + a) 2, + )
= A(.,,2) A(.,2)+24A(z, z) + (z, );
da dieselbe positiv definit ist, so folgt insbesondere

(103) A @) A, @)+ 24, 1)+ (@ 8) =0;
hierans entnehmen wir wegen (101)
()2 1;

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys, Klasse. 1906 Heft 2, 16
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mithin ist wegen (100):

(0, 0) = L.
Nunmehr erkennen wir wegen (101), da8 auch

AC,w) A, w)+24(8)+ (e =0
ist, d.h. im Hinblick auf (102), die GriBen g, g,, ... befriedigen
die homogenen Gleichungen (94). Damit ist gezeigt, daf stets
mindestens einer der in Satz X unterschiedenen Fille stattfindet.
Wenn die homogenen Gleichungen (94) eine Lidsung mit der
Quadratsumme 1 besitzen, so kénnen die durch Transposition ent-
stehenden inhomogenen Gleichungen

(1+au)x1+ Uy Zyt e = @y,
(104) ay &+ L +ay)z,+ - = a,,
gewifl nicht fir alle a, a,, ... mit endlicher Quadratsumme eine

Losung von endlicher Quadratsumme besitzen, da ja zwischen ihren
linken Seiten eine lineare Identitit besteht; es miissen daher
dem eben Bewiesenen zufolge alsdann die transponierten homogenen
Gleichungen

- (1+all)xl+ Uy Xyt = 0,
(103)
Qy, x1+(1+a22)x2+"' =0
eine Liosung mit der Quadratsumme 1 zulassen. Also konnen die
inhomogenen Gleichungen (93) gewiff nicht fiir alle a,, a,, ... eine
Losung mit endlicker Quadratsumme besitzen; daher schlieflen
sich die beiden Fille des Satzes X wirklich aus, und die Losung
im ersten Falle ist eindeutig. Damitist der Beweis fiir unsern
Satz viollig erbracht.

Um die Mannigfaltigkeit der Losungen der homogenen Glei-
chungen (94) festzustellen, haben wir nur nétig die in Ab-
schnitt XI entwickelte Theorie der orthogonalen Transformation
der quadratischen Formen auf die Form (102) anzuwenden. Da
A(.,z) A(.,z) und A(x,z) vollstetige quadratische Formen sind,
so ist dies anch die Form

A(, 2) (., 2) + 24 (2, 2);

dieselbe besitzt daher den Wert — 1 hochstens als Eigenwert von
endlicher Vielfachheit; mithin besitzt die quadratische Form (102)
den Wert oo nur als Eigenwert von endlicher Vielfachheit, d. h.
es giebt eine orthogonale Transformation der Verénderlichen
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Zyy Lyy ooo In &y, 25, ..., so daB jeme quadratische Form (102) die
Gestalt
k¢x:2+ kc-{-lxclj-! + o

erhdlt, wo %, &, ... lauter positive von Null verschiedene gegen
1 konvergierende Grofen und e eine endliche ganze Zahl bedeuten.
Die Lésungen der homogenen Gleichungen (94) erhilt man aus

. ' — L— ' —_
Z = U, ..., ¥, =u_, . =0, z,=0, ...,

e—1

WO iy, ..., #,_, willkiirliche Konstante sind und wir ersehen daraus,
daf es nur eine endliche Anzahl und zwar genau ¢—1 von linear
unabhingigen Losungen von (94) giebt.

Bei der Voraussetzung, daB A4(z,y) eine vollstetige
Bilinearform ist, kommenalsodem Gleichungssysteme
(93) alle wesentlichen Eigenschaften eines Systemes
von endlichvielen Gleichungen mit ebensovielen Un-
bekannten zu.

Zum Schlusse mdge noch gezeigt werden, mit welch’ iiber-
raschender Eleganz und Einfachheit der Satz X ohne irgend
eine neue Konvergenzbetrachtung bewiesen werden kann,
indem man sich der Sitze V und IX bedient.

In der Tat aus Satz IX leiten wir sofort folgende Tatsache ab:

Hilfssatz 6. Wenn %, %,, ... eine unendliche Reihe positiver
Grofen ist, die gegen 1 konvergieren und

S(x7 ?/) - M)Eq) 5?9 xP yq

eine vollstetige schiefsymmetrische Form der unendlichvielen Va-

riabeln z,, %,, ..., ¥, ¥,, ... bedeutet, so gibt es stets eine voll-
stetige Bilinearform 7'(z,y) der ndmlichen Variabeln, sodaf§
(106) {2 )+ 8@ )10+ = @)

wird, wo x(z) die quadratische Form
#(x) = #, 22+ %,2,+---

bedeutet. Die Relation (106) ist damit gleichbedeutend, daf das
Gleichungssystem

AL S, Xy Sy Xyt = Yy,
(107) S &yt 2, Xy Sy Eyt 0 = Yy,
Sy &y b S Ty Uy Xyt = Ys

die Auflésungen



224 David Hilbert,

or

Z, =¥, + ——————-——a(z’ y) ,

07'(z, y)

X, = + —

2 yﬁ axz ?

besitzt.
Zum Beweise setzen wir in S(z, %)

z, = —1—-x’ x, = . x;
1 VZ 12 2 vxz 27
P R Y
1 . 1? 2 V"g 27

ein und erhalten dann eine schiefsymmetrische vollstetige Form

S'(«',y"), wihrend %(x) in (z',2’) iibergeht.

Gleichungssystem von folgender Gestalt
x;"“ 8;2(&;-{- S;sx;'l'
SuZit Byt Sy @+

1ol "o '
S X+ Sy T+ Xyt e

(108)

Aus (107) wird ein

+S
Y1,
x
Yas
A
Y3
.

Fiihren wir nunmehr auf S’ nach Satz IX die orthogonale Trans-
formation aus, so geht das zu S’ gehorige Gleichungssystem (108)

in ein Gleichungssystem von folgender

§l+kl§£ = Ny
_klgx+ gll. = 1);,}
'?52+k2§é = %y,

—k2§2+ g; =

-

!
"72:

Gestalt iiber:

Dieses Gleichungssystem besitzt, wie man sieht, die Auflsungen

£ = ,71+6_T(§6§_§'»:27_ﬂ,
b — o+ TTEEIT),
o= gt OT(EE', 9

0%, !
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wenn

- K )
T(gg ’ "?71) = - m‘(gx’h"'gx"?x -7 +k2 (52%+§eﬂz _
kl I ! 2 1
- 1+k2 (51"71— 1"11)"@@2"74“&”2)"
gesetzt wird. Da die Gréfen %,, %,, ... gegen Null konvergieren,

so ist T eine vollstetige Form.

Die Riickkehr zu den Variabeln 2, 2, ..., ¥, ¥}, ... und von
diesen zu den urspriinglichen Variabeln z,, 2,, ..., ¥,, ¥,, ..., Wobei
aus T die Form 7' ensteht, lehrt die Richtigkeit des B'jlfssa.tze'S/

Um nunmehr Satz X zu beweisen, bedenken wir daf da
Gleichungssystem (93) in Satz X seine Gestalt behilt, wenn wir auf
die Variabeln «,, z,,... irgend eine orthogonale Transformation
ausfithren und zugleich entsprechend die linken Seiten jener Glei-
chungen orthogonal kombinieren, da dies ja auf eine simultane
orthogonale Transformation beider Variabelnreihen in 4 (x, %) hinauns-
lduft. Der Einfachheit halber nehmen wir an, es sei bereits eine
solche orthogonale Transformation der Bilinearform A (z,y) aus-
gefithrt, daf die aus A(z, y) entspringende quadratische vollstetige
Form A(z, #) nur die Quadrate der Variabeln enthilt und dem-
nach in der Gestalt

A(‘%‘”) = “1x§+0‘2x:+"'

oder
(109) A(.%', ?/)+A(?/7 x) = 2(0&1%1?/1-1-0(2.’)92?/2-{»--“)
erscheint. Da hierin ¢, «,, ... gegen Null konvergierende Grifen

sind, so gibt es gewif nur eine endliche Anzahl derselben, die
= —1 ausfallen; es sei etwa ¢ eine ganze Zahl, so daf
(110) &y >—1, (r=12..)

ausfillt.

Alsdann sondern wir von den Gleichungen (93) in Satz X
zunichst die ersten e Gleichungen ab wund schreiben die iibrigen
in der Gestalt:

(ae+1,e+1+ 1) Doyt Oy, 1 Lot = Yopry
(111) Qg 041 Z+ (ad—z et 1) e T 0 == Yoray

wobei zur Abkﬁrzung

Yorr = Qopy— Oy 1 Xy — 0oy, T,
(112) Yo == Oy — Qg 1 &y — Qg T,
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gesetzt ist; diese Gleichungen (111) sind dann, da wegen (109)

Uy, -+ Oy = 07 (r9
Op = 0

wird, mit Ricksicht anf (110) von der Gestalt (107) und gestatten
demnach die Anwendung des vorhin bewiesenen Hilfssatzes.
Diesem zufolge giebt es eine vollstetige Bilinearform 1'(z, y)

der Variabeln 2., z,.5, ...y %115 Yosa, -- - derart, dafl die Gleichungen
(111) die Auflésungen

oT
Loy = Yorr T+ Y
(118) o
Loy = Yoo+ axﬁ 3
2

besitzen. Tragen wir diese Auflosungen unter Beriicksichtigung
der Werte (112) von v,.,, 4.4, ... in die e ersten vorhin abge-
sonderten Gleichungen des vorgelegten Systems (93) ein, so ent-

steht ein System von ¢ Gleichungen mit den ¢ Unbekannten z,, ..., #,,
wie folgt

E, nd e+ E = Ew
(114)

E,v—}- —I—Ex=EL,

et Ve

wo E,, ..., E, homogene Linearformen von «,, ,, ... sind, wéhrend
E,, ..., E, in bekannter Weise durch die Koeffizienten von 4 (2, y)
sich ausdriicken. Haben nun diese Gleichungen Lgsungen z,, ..., Z,,
so berechnen sich daraus vermdge (112) und (113) die Werte
Lopiy &opgy --- und wir gelangen so zu den Losungen des urspriing-
lich vorgelegten Gleichungssystems (93); im anderen Falle lassen
sich gewif die homogenen Gleichungen

Euw-" + 1e a =0’

E’x—}- +Ex=0

ee e

durch solche Werte z,, ..., z, befriedigen, die nicht alle Null sind;
nehmen wir alsdann an Stelle von a,, aq,, ... iiberall die Werte
Null, wodurch in der Tat

E =0 ..., E=0

wird, so gelangen wir vermoge (112) und (113) zu solchen Werten
Z,,y &4y, --., die zusammen mit den gefundenen z,, ..., #, ein
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Lissungssystem der homogenen Gleichungen (94) in Satz X aus-
machen.

Damit ist Satz X vollstindig bewiesen.

Da oben auch der Satz IX iiber die schiefsymmetrischen Formen
lediglich mit Hilfe des Satzes V iiber die orthogonale Transfor-
mation vollstetiger quadratischer Formen obne irgend eine neue
Kounvergenzbetrachtung bewiesen worden ist, so ergiebt sich, daf
auch die Theorie der Gleichungen von der Gestalt (93) und damit
iiberhaupt die Theorie der vollstetigen Bilinearform lediglich auf
die Theorie der orthogonalen Transformation vollstetiger qua-
dratischer Formen ohne neue Konvergenzbetrachtungen begriindet
werden kann — eine bemerkenswerte Tatsache, die der
Theorie der vollstetigen Formen von unendlichvielen
Variabeln eine wunderbare Durchsichtigkeit und Ein-
heitlichkeit verleiht.







