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Ueber die asymptotische Verteilung der Eigenwerte.

Von
Herminn Weyl, Gottingen.

Vorgelegt durch Herrn D. Hilbert in der Sitzung vom 25. Februar 1911.

Im folgenden teile ich einige einfache Sétze iiber die Eigen-
werte von Integralgleichungen mit, welche namentlich deren asymp-
totische Verteilung betreffen. Die Anwendung der gewonnenen
Resultate auf die Differentialgleichung u 4 du = 0 (Satz X)
liefert insbesondere die Lisung eines Problems, auf dessen Wich-
tigkeit neuerdings A. Sommerfeld (auf der Naturforscherver-
sammlung zu Konigsberg?!)) und H. A. Lorentz (in seinen hier
in Gottingen zu Beginn dieses Semesters gehaltenen Vortrdgen?)
nachdriicklich hingewiesen haben.

Die Eigenwerte eines symmetrischen Kernes K(s, {) — nar um
solche Kerne handelt es sich im folgenden — bezeichne ich, indem
ich sie nach der Grofe ihres absolutenj Betrages anordne, mit
xi’ iz y ++.; in dieser Reihe soll natiirlich jeder Eigenwert so
oft vertreten sein, als seine Vielfachheit angibt. Die reziproken
positiven Eigenwerte, gleichfalls nach ihrer Grofe angeordnet,

heiBen ;l, %, -, die negativen ,, «,,---. In entsprechender
Weise verwende ich #’, " u. s. w. zur Bezeichnung der reziproken
Eigenwerte anderer Kerne X', X" u. s. w.

Meine Untersuchungen basieren auf dem folgenden

1) Physikalische Zeitschrift, Bd. XI (1910), S. 1061
2) Physikalische Zeitschrift, Bd. XI (1910), S. 1248.
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Satz 1. Ist K(s,t) [0=s, t = 1] ein quadratisch integrierbarer?),
symanetrischer Kern und k,(s,t) irgendeine bilineare symmetrische
Kombination

n
, 92 b @,(3) @, (1) (kb = ky)
aus n beliebigen quadratisch integrierbaren Funktionen @,(s), so ist
der erste positive Eigenwert von K (s,t)—k,(s,t) nicht grofler als der
(n + 1)* positive Eigenwert von K (s, t).

Da der Beweis dieses Satzes duflerst einfach ist, gebe ich ihn
kurz an. (;, (), ;2 (s), . .. migen die zu ;Z, ;2, . . . gehbrigen (nor-
mierten) Eigenfunktionen sein. Da der Ausdruck

1
[ k(s tyz @)t
0

nur # linear unabhingige Funktionen darzustellen vermag, geht
die guadratische Integralform

11
k@) = [[h(s, ) 2 (s) 2 (t) ds dt
00

offenbar dadarch, daf wir

+ + +
x(s) = &, q>1(s)+x 9’2(3)+"'+xn+19’n+1(3)

setzen, in eine quadratische Form der »+ 1 Variablen z,,z,,,,,,
tiber, deren Determinante = 0 ist. Infolgedessen kdnnen wir Zahlen
Byy Byy oy Bpyy (@i+2i4---+22,, = 1) so wihlen, daB sie der
Gleichung %,({z) = 0 Geniige leisten. Dann gilt

11 11

S[1E @)~k (s, ) |e() () dsdt = [[K(s,8)z(s) x(t)ds ¢
00 00
+ +
2 +”2x2+"'+“n+1 u-i-l;—“m-x'

DaB es eine dieser Ungleichung geniigende Funktion z(s) gibt,
deren Quadratintegral = 1 ist, beweist unsern Satz.
Aus I folgen unmittelbar die folgenden Sidtze, von demen II

11
1) D. h f f (K (s,%)? ds dt soll konvergieren. Die Voraussetzung der Stetig-
00

keit erweist sich oft als zu eng.
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eine Verallgemeinerang von I, III wiederum eine Verallgemeinerung
von IT vorstellt.

Satz 11. Der m¥* positive Eigenwert von K(s, t)—k,(s, t) ist
nicht grofler als der (n-+m)e positive Eigenwert von K (s, ).

Satz 111. Entsteht der Kern K durch Summaetion aus zwei
Kernen K', K", so ist

+ + +
Ypmer Sy + %y

Satz IV. Lassen wir unter Festhaltung des Kernes K (s, t) das
asugrunde gelegte Intervall, das bisher 0 << s =<1 war, sich susammen-
ziehen, so wdchst der n* positive Figenwert (stetig und) monoton, wih-
rend der n' megative Eigenwert (stetig und) monoton abnimmt.

Die Eigenwerte 4 flichen also vom Punkte 4 = 0 fort. Jeder
einzelne Eigenwert konvergiert natiirlich bei unbegrenzt abneh-
mendem Intervall gegen * oo,

Hier ist ein spezielles Ergebnis, das der Satz IIT liefert und
von dem wir im folgenden Gebrauch machen werden:

Satz V. Ist die asymptotische Verteilung der positiven Figen-

+
werte von K’ durch lim nx, = 1 gegeben und gilt fiir die positiven
n=®x

und negativen Eigenwerte von K" das Gesetz lim oz;;c,g' = 0, so ust die
n==0
asymptotische Verteilung der positiven Ewgenwerte von K = K' 4 K’
dieselbe wie bei K': lim nx, = 1.
n=@®

Zur Untersuchung partieller Diffenentialgleichungen bendtigen
wir noch einen Satz, der erkennen 146t, wie die Eigenwerte von K (s, )
sich @ndern, wenn wir diesen Kern mit p(s) p(¢) multiplizieren,
wo p(s) eine stetige, im ganzen Intervall 0=s=1 wenig von 1
abweichende Funktion bedeutet. Dariiber gibt I das folgende Re-
sultat:

Sate VI. Fiir den Kern K (s,8) = K (s, t)p(s) p (%) gelten, falls
[p(s)—1|=<¢ ist (e<<1), die Ungleichungen

v (l— e ==, (144

Ich nehme die Bezeichnungen von Satz I wieder auf und setze
K* = K(s,t) —k,(s,t). Bedeutet ! den Trégheitsindex der qua-
dratischen Form mit den Koeffizienten %,, so finden wir durch
Anwendung von Satz IIT (und des analogen, fiir die negativen
Eigenwerte giltigen Satzes) auf K' = K* K" = [,:

+ + - -
“fg [T ‘”ﬂ z l”n~l+x 1
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Aus diesen Ungleichungen, die eine Verschirfung von Satz I be-
deuten, folgt offenbar

[ = P |

und daraus wiederum das allgemeinere, zu @hnlichen Konsequenzen
wie I und IT AnlaB gebende Resultat:

Satz VII. Der absolute Betrag des mi FEigemwertes von K—F,
ist nicht grifier als der absolute Betrag des (n -+ m)e von K.

Durch Bildung der Quadratsummen erhalten wir hieraus den
schon von Herrn E. Schmidt!) anf anderem Wege bewiesenen

Satz VIII:

11
{{{K(s, ) =Ty (s, )P ds At = o2y -

Von dem Schmidt’schen Satze werden wir in folgender Weise
Gebrauch machen. Man teile das Quadrat 0=s, +=1 durch
Parallele zu den Seiten in »* gleiche Quadrate. Ist K (s,#) bei-
spielsweise stetig differenzierbar, so entwickle man K(s,?) im
Bereiche jedes dieser kleinen Quadrate nach Taylor (d. h. nach
Potenzen von s-—s,, {—f, wenn s, f, der Mittelpunkt des be-
treffenden kleinen Quadrates ist), wobei wir die Entwicklung
freilich schon mit den linearen Gliedern abbrechen. Wir haben
dann den Kern K (s,¢) durch bilineare Kombination der 2» Funk-
tionen

h+1
n

Slfﬁr—z—ésé +% sfﬁr%ésé

@h (S) = @m—h (8) = 2

( 0 fiir alle andern s, 0 fiir alle andern s

=01 ..., 0—1)

so weit angendhert, da das Quadratintegral des Fehlers

2

= -4 ( lim s, = )
% n== 00

wird. Und das wire nach dem Schmidt’schen Satze ausgeschlossen,

wenn nicht

Lim n%s, = 0
n=qQw

ware.
Diese Betrachtungen iibertragen sich natiirlich alle von dem

1) Mathematische Annalen, Bd. 63 (1907), S. 467{f.
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eindimensionalen Fall auf den zweidimensionalen, in welchem an-
stelle jeder der Variablen s, ¢ ein Variablenpaar tritt und anstelle
des Intervalls 0=s=1 irgendein endliches zweidimensionales
Gebiet. Wir erhalten dann den

Satz IX. Fiir die asymptotische Verteilung der Eigenwerte eines
hmal stetig differenzierbaren Kerns gelten, je nachdem wir es mit dem
eindimensionalen oder dem zweidimensionalen Iall zu tun haben, die
Gesetze :

h+%x,, = 0, bezw. lim nh/2+1/*.x” = 0.
n =0 n=a

Um etwas iiber die Eigenwerte zu erfahren, kann man auch
von der Fredholmschen Determinante D (1) Gebranch machen, die
diese Eigenwerte zu Nullstellen hat. Durch eine einfache direkte
Abschitzung der Koeffizienten der Potenzentwicklung von D(1)
findet man beispielsweise, daf D (1) im Falle eines stetig differen-
zierbaren Kernes K (s,¢) hochstens von der ,Ordnung® %3 ist?).
Hinsichtlich der Verteilung der Eigenwerte folgt daraus nach all-
gemeinen Sitzen von Hadamard iiber ganze transzendente Funk-
tionen nur die Konvergenz der Reihe 3} |x,,)2/3+8 fiir jedes posi-

()
tive &. Ks ist aber fiir uns von ausschlaggebender Wichtigkeit,
daf sich diese Aussage zu der in Satz IX enthaltenen verschirfen
1a6t.

Schliefllich komme ich zu dem in der Einleitung in Aussicht
gestellten, die Eigenwerte der Differentialgleichung 4u + iu = 0
betreffenden Satze. Ich formuliere das Resultat lediglich fiir den

2 2,
zweidimensionalen Fall (Ju = %;%—!——gjj—), wiewohl die Methode

ohne weiteres auch fiir jede hthere Dimensionszahl zum Ziele fiihrt.

Satz X. Die zu einem belicbigen Gebiet J vom Flicheninhalte J
und eu der Randbedingung u == O gehirigen Eigenwerte A, der Diffe-
rentialgleichung du + 2w = 0 erfiillen, wenn man sie ihrer Grifle
nach anordnet, die Gleichung

M lim * = 7

nmw b A

Ich deute den Gang des Beweises kurz an. Die Greensche
Funktion von &, zu der die 4, als Eigenwerte gehoren, hat die
Form

1) Vergl. T. Lalesco, Comptes Rendus 145 (25 mov. 1907), pag. 906/07.
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Glaytn) = g+ +AlayEn) [ = V=TG-,

und dabei ist 4 stetig und stetig differenzierbar. Infolgedessen
konvergiert nach IX das Produkt des reziproken n‘® Eigenwerts
von A4 in die Ordnungszahl » mit wachsendem » gegen Null, und es
gentigt daher nach V, den Beweis von (1), statt fiir die Greensche

Funktion, fiir lg —:—— zu erbringen. Dieser Schluf bedarf freilich noch

einer Erginzung, da 4 und umsomehr die 1. Differentialquotieniten
von A keineswegs (wie das bei direkter Anwendung des Satzes IX
der Fall sein miifite) endlich bleiben, wenn (zy), (£7) gegen denselben
Randpunkt des Bereiches J streben. Diese vom Rande herriihrende
Schwierigkeit 146t sich durch einen einfachen Kunstgriff (dadurch,
daf man gewisse, der Potentialtheorie im 4dimensionalen Raum
entspringende Ungleichungen anwendet) beseitigen, falls die Kon-
vergenz des Integrals

[T AT 458+ (8o

sicher gestellt werden kann. Es heifit nur, den Wert dieses In-
tegrals halbieren, wenn wir in der Quadratsumme unter dem In-

04 04\ . " .
tegralzeichen die Glieder ( ax) +(—ag~/—) streichen. Fithren wir
dann zunichst die innere Integration nach £y aus, so kommt, wenn
ds das Bogendifferential der Randkurve C und '6% die normale

Ableitung am Rande bedeutet,

ff{( ) ( )}dgdn —fA—-_ds_—_—oflgr%g.ds
@) —-»flgr ‘”g’d ——flgr—-ds

Indem wir bedenken, daf —— > 0 und f o ds = 2z ist, er-

halten wir hieraus fiir den Wert des Integrals (2) eine obere
Grenze von der Form

M.(Qge),

wo M eine nur von der Randkurve, nicht von der Lage des inneren
Egl. Gos. d. Wiss, Nachrichten. Math.-phye. Klasse. 1911. Heft 2. 9
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Punktes oy abhingige Konstante bedeutet und ¢ der kiirzeste Ab-
stand des Punktes xzy vom Rande ist. Da aber das Integral

f f (g 0)*dxdy natiirlich konvergiert, ist der zu Beginn des Be-
J
weises gezogene Schlufi gerechtfertigt.

Indem wir nunmehr auf lg% Satz IV anwenden, erkennen

wir, daf wir statt des beliebigen Bereiches J einen solchen nehmen
konnen, der aus endlichvielen (N) kongruenten Quadraten g von

der Seitenlinge o besteht. Wir spalten jetzt wiederum lg% in
zwei Teile:

1

H(zy £n) stimmt mit lg—:— tiberein, falls (zy), (&%) beide in dem-

selben der Quadrate q liegen; falls aber diese Punkte in verschie-
denen Quadraten q gelegen sind, nehmen wir H = 0. Von B be-
weisen wir nach derselben Methode wie soeben von 4, dafl es die
asymptotische Verteilung der Eigenwerte nicht beeinflufit. Die
Eigenwerte von H sind aber die nidmlichen wie die Eigenwerte

1. . . .
von lgT in einem einzelnen Quadrat q; nur daB, was hier ein 1-

facher, dort ein Nfacher, was hier ein 2facher, dort ein 2N facher
(u.s.f) Eigenwert wird. Also brauchen wir die Formel (1) nur
fiir die zu dem Kern
1g — 1 (O<x’y<a)
—§
gehorigen Figenwerte zu beweisen. Hier aber darf, wenn wir
den zu Beginn auseinandergesetzten Schluf statt auf J auf das

einzelne Quadrat q anwenden, lg —1— riickwirts wieder durch die

zu dem Quadrat 0=z, y=a gehonge Greensche Funktion ersetzt
werden, deren Eigenwerte

2
%(m*—}-#) [m, n ganz und positiv]

wirklich der Limesgleichung (1) [mit J = @®] geniigen. Indem
wir, von dieser elementaren (zahlentheoretischen) Tatsache aus-
gehend, die einzelnen Gedankenschritte riickwiirts durchlaufen, er-
halten wir einen synthetischen Beweis des allgemeinen Satzes X.
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Ich habe mich auch mit der Frage beschiftigh, wie rasch das
Verh#ltnis —;—@— gegen seinen Grenzwert —if- konvergiert.
Ferner 148t sich die gleiche Methode auf die allgemeinere
Differentialgleichung
0 Ou ou
@) 5;( )+—< @)-g;ﬂ-m =0
iibertragen, in der p, ¢, ¥ in J (einschlieflich des Randes) stetige
Funktionen von zy sind und p und % iberall positiv bleiben. Die
neue Schwierigkeit, welche durch die Variabilitdt der Koeffizienten
P ¢ & hineinkommt, 146t sich mit Hiilfe des Satzes VI leicht
iiberwinden. Das Ergebnis lautet:
Satz XI1. Die zu einem belicbigen Gebiet J gehirigen Eigenwerte
4, der sich selbst adjungierien Differentialgleichung (38) vom elliptischen
Typus wachsen so ins Unendliche, dafs

. k (zy)

lim f f dud

n—l-co }” p(xy) “y &
wird.

Eine ausfiihrlichere Darstellung dieser Untersuchungen werde
jch in den Mathematischen Annalen verdffentlichen.

Gottingen, den 20. Februar 1911.



