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Eine neue Art von Zetafunktionen und ihre Beziehungen
zur Verteilung der Primzahlen. ”
(Zweite Mitteilung.)
Von
E. Hecke in.Hamburg.

In einer ersten Mitteilung gleichen Titels in Bd. 1 dieser Zeitschrift
habe ich gezeigt, wie in jedem algebraischen Zahlkdrper, der unendlich
viele Einheiten enthdlt, sich auBler den bekannten Zetafunktionen noch
unendlich viele andere definieren lassen, welche alle auch eine Produkt-
darstellung zulassen. Sie liefern neue Sitze iiber die Verteilung der Prim-
zahlen in Kérpern bzw. den Formen n-ten Grades.

Wenn der betrachtete Korper nebst allen Konjugierten reell ist, er-
schépfen die dort definierten Zetafunktionen im wesentlichen alle dieser
Art. Fir andere Korper dagegen, z. B. fiir imaginire quadratische Korper,
bedarf das dort zugrunde liegende Bildungsprinzip noch einer Verallgemeine-
rung, wie ich in der Einleitung schon andeutete. Auf diese Art entsteht
dann fiir jeden Korper n-ten Grades eine Schar von Zetafunktionen

2
£(s54) =ZNEZ;,

worin die Koeffizienten A(a) Funktionen des Ideals a sind, welche von
n — 1 ganzzahligen Parametern abhiingen, nicht nur von r=r, 47, -1
Parametern, wie in der fritheren Arbeit. :

Die bisher bekannten Sitze iiber Verteilung der Primideale oder iiber-
haupt der Ideale oder Zahlen in algebraischen Korpern faBten nur eine
Anordnung nach wachsender Norm ins Auge, also eine eindimensionale,
wihrend die Menge der Zahlen eines Korpers n-ten Grades ihrer Herkunft
nach richtiger auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit vetteilt werden
miiBte. Diese ,,analytische Zahlentheorie in = Dimensionen* wird nun
.in der Tat durch die {(s; 1) moglich. Man kann sie, wenn man an die
Kleinsche Definition der Geometrien denkt, geradezu als die Invarianten-
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theorie einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit gegeniiber einer unendlichen
diskontinuierlichen (Abelschen) Gruppe kennzeichnen, welche durch die
Einheiten des Korpers bestimmt wird. Von dieser Mannigfaltigkeit inter-
essiert sodann die diskrete Teilmannigfaltigkeit, welche den algebraischen
Zahlen des Korpers entspricht. )
Um den Charakter der Sitze anzudeuten, welche sich so fiir die Ver-
teilung der Primzahlen ergeben, fiihre ich als Beispiel an: Jede der Formen
z% 4 y* oder 2® — 2y* stellt unendlich viele Primzahlen dar, wenn man die
ganzzahligen Variablen z, y auf einen beliebigen Winkelraum einschrinkt, - -
der durch zwei vom Nullpunkt ausgehende Halbstrahlen begrenzt wird.
Uberdies ist die Anzahl dieser Primzahlen unterhalb ¢ asymptotisch pro-
portional der Grofe dieses Winkels, gemessen in einer auf die betreffende
Form gegriindeten Klein-Cayleyschen MafBbestimmung. Dieses asym-
ptotische Gesetz zu beweisen, war mir frither auch nicht fiir die indefinite
Form z* — 2 y® gelungen; ich habe erst jetzt einen iiberraschend einfachen
Beweis gefunden (§7), indem ich der Frage eine andere Wendung gab.
Die Funktionen 1 setzen sich im allgemeinen aus zwei Bestandteilen
zusammen, welche einzeln bei den quadratischen Kérpern vorkommen.
Fiir Hauptideale («), d. h. fiir Kérperzahlen «, haben sie folgenden Bau:
1. Im reellen quadratischen Kérper mit der Grundeinheit &:

l(a):-—exp{igé%—l- log Z«,{} (expa == e*).

2. Im imagindren quadratischen Korper mit der Diskriminante
—d(d>4):

- Beide Funktionen héingen nur von dem Ideale (¢) ab, d. h. sie haben
fiir assoziierte Zahlen den gleichen Wert; und es gilt die Produktregel
A(a-p)=12(a)-1(B). '

Im §1 dieser Arbeit gebe ich nun die allgemeinste Bestimmung der
Funktionen A, welche gewissen zwei Bedingungen geniigen. Hat man ein-
mal diesen Ansatz, so ist die weitere Entwicklung (Aufstellung der ¢ (s; 1),
Zusammenhang mit den - Thetafunktionen, Funktionalgleichung) fast von
selbst gegeben. Die wirkliche Durchfiihrung verlangt allerdings ziemlich
erhebliche Rechnungen. Ich habe nun versucht, hier durch .eine métho-
dische Neuerung etwas mehr Durchsichtigkeit zu schaffen. Der Zahl-
korper k wird in § 2 nimlich erweitert zu dem Bereich idealer Zahlen,
der sich durch Multiplikation und Division reproduziert, und worin jedes
Ideal ein Hauptideal ist. Die Moglichkeit, eine solche Erweiterung. vors
nehmen zu kénnen, diirfte jedem Zahlentheoretiker bekannt sein; trotzdem
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hat sich bisher kein AnlaB ergeben, davon Gebrauch zu machen. Hier ist
ein solcher vorhanden; die Formeln und die Ausdrucksweise vereinfachen
sich wesentlich, wenn man in der Lage ist, jedes Ideal durch eine wirk-
liche algebraische Zahl reprisentieren zu kinnen. Charakteristisch fiir diese -
Untersuchung ist gerade, daB die Ideale nicht als Systeme voim Zealhlem
wie' bei Dedeklnd auftreten, sondern als w1rk]mhe Zahlindi ‘am,, dm
allerdings héheren Korpern angehoren, denen aber ]edenfalls eme Gw@ﬂe
- zukommt. Mit Riicksicht darauf habe ich die Funktionen 1 (a) als ,,Gmﬁan—
charaktere“ von a bezeichnet und den weniger passenden Namen ,,Cha-
raktere nach den Einheiten aus der ersten Arbeit fallen gelassen;
§ 3 enthdlt die Bestimmung aller GréBencharaktere fiir Ideale. Im § 4
bringe ich die schon mehrfach behandelte Theorie der Restklassencharaktere
und gewisser, den GauBschen analogen Summen, welche damit zusammen-
héingen. Diese Satze vereinfachen sich bei Benutzung der idealen Zahlen,
ebenso wie § 5, worin die fundamentale Transformationsformel der Theta-
funktionen, die in den fritheren Untersuchungen die Hauptsache war, er-
heblich verallgemeinert wird; § 6 endlich enthslt die Darstellung der Zeta-
durch die Thetafunktionen und ihre Funktionalgleichung. Ich erwihne
noch, daf} die analogen Sitze fiir alle fritheren Zeta- und L-Funktionen,
auch die fiir den engsten Aquivalenzbegriff, wo Herr Landau die Rech-
nung durchgefiihrt hat, in diesem § 6 miterledigt werden.

Etwas Neues enthilt § 7, wo ich durch Kombination der bekannten
Methoden mit einem Satze von H. Weyl iiber Gleichverteilung von Zahlen
mod 1 den oben erwihnten Satz iiber die asymptotische Verteilung von
Primzahlen fiir einen beliebigen Korper beweise. In den folgenden Para-
graphen ist dann nir von quadratischen Korpern die Rede. Im § 8 handelt
es sich um die Zahlen, welche durch eine bindre Linearform des Korpers
oder des Bereiches idealer Zahlen dargestellt werden, sowie um den Zu-
sammenhang zwischen diesen und den quadratischen Formen; § 9 speziali-
siert alle Resultate fiir den imaginéiren quadratischen Korper bzw. definite
Formen, §10 fiir den reellen quadratischen Koérper und die indefiniten
Formen. ’ :

§1.

GroBencharaktere einer Zahl mod f.

+ ‘s bedeute { ein ganzes von Null verschiedenes Ideal des Korpers k.
Die Gesamtheit derjenigen Einheiten von k, welche

" total positiv und kongruent 1 modf -

sind, lassen sich auf Grund der allgemeinen Theorie der Einheiten durch
r =1, -+ 7, — 1 ,,Grundeinheiten mod §* 7,, 7, ..., %, und erforderlichen-
falls noch einer Einheitswurzel & in der Form ‘
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(1) n=Eaqmogte.. gt
darstellen, wo m,, ..., n, simtliche ganzen rationalen Zahlen, a dagegen
die Zahlen 0, 1,..., g—1 (¢"=1) durchlaufen. Ein solches System
7,5 ««-> 1, heille ein Syatem von. Grundeinheiten mod f, die Zahlen (1)
kurz Einheiten mod j. Beliebige Einheiten von % sollen immer mit e
bezeichnet werden. Einheiten mod 1 heilen demzufolge die total positiven
Einheiten. -

Wir ordnen jetzt jedem der kon]uglerten Kérper & eine Variable z, zu,
mit der Emschrankung

x, >0, (p=1,2,...,7)

0 4 2,.,, konjugiert imaginir mit z,. (p=r+1,..,7,+r)
(Die konjugiert imaginire Zahl zu einer Zahl z soll mit # bezeichnet
werden.) Nunmehr fragen wir nach der allgemeinsten fiir diese Argumente
stetigen Funktion F, welche folgqnde beide Eigenschaften hat: “

1. ‘ F(x,, x,, "‘)F(yli'l-.”"')=F1(“’:1yu Ly Yas )’

2. F(nWz,n®m,,...)="F(2,%,...) fir jede Einheit y mod f.
Gibt es aufler 1 keine Einheit mod f, was nur in imaginir quadratischen
Kérpern zutreffen kann, so wird die zweite Forderung .inhaltlos.

Als allgemeinste stetige Losung von 1. ergibt sich bekanntlich

r+1 n
F= lepl‘:_g1(|xp|)p’

" WO 8, 8,...,8,,,; Willkiirlich reell oder komplex, die @ dagegen ganze

. rationale Zahlen Vermehren wir zwei Exponenten a,, deren Indizes kon-

jugiert imaginiren Kérpern entsprechen, gleichzeitig um dieselbs Zahl ¢,
so bleibt F unveréindert. Wir verabreden nun folgende eihdeutige Wahl
der ap

a2 0,
QpQpir, = 0. (p=7‘1—l—l cen Ty Ty)
D.h. von zwei konjugiert imaginiren Faktoren — tritt in F stets nur

Ta pl
einer auf, und zwar mit positivem ganzem Exponenten.

Um die Forderung 2. zu erfiillen, gehen wir von den # zu den Loga-
rithmen iiber und fithren das mit Hilfe der Einheiten N5« +-» 1, gebildete

Schema e,, ¢, ein (wie in § 1 der ersten Mitteilung), definiert durch die
Gleichungen <

r . ' ‘ ‘,
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oder auch durch

1 r+1 ) r+1 . h
2294=1: Z’/eg"”=0, o . ~
¢=1 g=1 . . N .
i1 (p*——=1,2,-~-,r)‘
2 ealog [n@l=0, o
=1 o

r+1

Ze“)log]n"’)l—-é . (kg=1, 2V... r)ﬂ

Falls 7, >0, brauchen wir aber jetzt auch noch. die Amphtuden der 7.
Wir -setzen

’n(p), e 19(17)

(k=/1, ety p=1,2,...,n)
mit den Bestjmmungen _ , 7

P =0 fir p=1,2,... 7,

W = — ot fir p=r 41, n .
" Die Vielfachen von 2%, weélche alsdann noch in den @& unbestimmt bleiben,
wihlen wir beliebig, aber fest. Durch Einfiihrung von

N(z)=wm2,...x, (N(a:)>0)
r+1

(o= eoglal  (a=1.,0)

verwandelt sich F unter Aba.nderung der Be&eutung der & in

F= N(x)’ﬂe' i H‘(—ZPT)GP- o u

. p=ri+1 ! xp
Damit dann

A F(n,z)=7F (),
1st notwendig und hinreichend, daB

s,;{—z Za 0k’)—2nzmk, '

p=r+l

wo - mk elne ganze rationale Zahl. Falls noch eine Emmm S muodf‘f
existiert, miissen iiberdies, wean :

F (& x) =F ( z),
die @ nach.einer gewissen Kongruenz

(2) Y 4,a,=0 (modg)

p=r+1
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geniigen, deren Koeffizienten A ganze rationale, nur vom Kérper abhéngige
Zahlen (iibrigens zu g prim) sind.
Somit folgt als allgemeinste Losung von 1. und 2.:

sZﬂ(P)c (@
3ad ’l T *
x)c ” Pt My Cq(2) ( ek ,

q=1 p=r+1
wo
s beliebig komplex,
(2a) My, ..., m, beliebig ganz rational,

Ay 415 - -5 Op gaNZ Tational, @, >0, ayayy, =0,
und fiir die @ (falls g > 1) noch die Kongruenz (2) besteht.

Wir betrachten insbesondere diejenigen dieser Funktionen, welche von °
N (%) unabhingig sind, d. h. s =0 haben. Sie sind dadurch ausgezeichnet,
daB sie sich nicht &ndern, wenn @, ®,, ..., %, mit demselben positiven
Faktor multipliziert werden. Eine jede 'éheser Funktlonen ‘

tZ 4P ¢, (2)
(3) i) —]I mimas [T ( e
p=r,+1 ’ /
mit den Bedingungen (2) und (2a) heile ein Gréfencharakier von x mod §.
Die GréBencharaktere mod f bilden offenbar bei Komposition durch
Multiplikation eine unendhche Abelsche Gruppe von n — 1 Basiselementen

A (@), (@), - oos Ayey (2),

welche Grundcharaktere mod j heien mogen. Durch die Werte dieser
n — 1 Funktionen und die Angabe von N (z) werden die Argumente
By oo By bis auf eine Einheit ‘mod f als Faktor eindeutig fesbgelegt Der .
in §1 der ersten Mitteilung am SchluB angege?oene Satz ist in der dortigen
Formulierung nur fiir 7, = 0 richtig.

Wir erweitern jetzt die Definition der l( ¢) auf solche Argumente,
wo die ersten x,, ..., , beliebig komplex (aber + 0), die iibrigen aber
immer noch paarweise kon]uglert imagindr sind, indem wir setzen

Ay, s @) =A(|2, ], .- |@n|s Tritrs - @)
Insbesondere treten im folgenden solche Argumente auf, welche die n Kon-

jugierten einer Zahl u aus k sind. Die entsprechende Funktion werde
kurz A(u) geschrieben. Es ist also

1. A(a)-4(B)=Ai(ap), o »{
2. A(ne)=12(e), . : ‘ s
3. H’ [ =1 ' L

fiir ugendzwel von Null verschiedene Zahlen e, ,5 aus k.
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§ 2. :
Einfiihrung idealer Zahlen.

Um die eben eingefiihrten GroBencharaktere auch fiir Ideale zu er-
kldren, ist es zweckma131g, den Bereich k¥ zu einem solchen Zahlbereich
zu erweltelz;gf, ‘in welchem alle Ideale durch Zahlen reprisentiert werden.’
Die Mpglichkeit einer solchen Erwelterung ist wohlbekannt und beruht
im w enthchen auf der Endlichkeif der Klassenzahl h. Man hat. bisher,
: mir bekannt, nur selten davon Gebrauch gemacht?); fiir den vor-
egenden Zweck bedeutet aber die Einfithrung idealer Zahlen an Stelle
der Ideale eine erhebliche Vereinfachung des Formelapparates.

Einen Bereich idealer Zahlen zu k — er werde durch 3 bezeichnet —
definieren wir durch folgende Postulate:

1. Wenn ¢ und g zu 8§ gehdren, dann auch - g,
2. Zu jedem Ideal a aus % gibt es eine Zahl « aus 8 derart, daB
a=(a)
und umgekehrt, '
3. Wemn «, § zu § gehdren und (&) = (8), dann ist

a=z¢f,
wo ¢ eine Einheit aus b bedeutet.
Wir zeigen, daB sich stets ein solcher Bereich 3 konstruieren 1iBt,
und zwar nur auf endlich viele Arten. Wir betrachten zu diesem Zwecke

. die Gruppe der Idealklassen in (Klasse im iiblichen weitesten Sinne

5
By

genommen), denken sie uns durch eine Basis dargestellt, und aus jeder’
Basisklasse ein Ideal b, b,, ..., b, ausgewahlt Es 1aBt sich daher jedes
(ganze oder gebrochene) Ideal aus k¥ in der Form

(4) a=gbi'by...b;°

darstellen, wo @ eine Zahl aus k ist, ]eder ‘der ganzen rationalen Ex-
ponenten @, mod /; eindeutig bestimmt ist und k; die klemste positive
ganze Zahl, wofiir : :

b = () u

ein Haupmdeal in k, d.h. B; eine Zahl in % ist. Offenbar ist der Be-
reich. 3 eindeutig bestimmt, wenn man weiB, durch welche Zahlen

aus 8 die e Ideale b,,..., b, reprasenblert Werden SoII etwa B durch ﬂ
reprasentiert werden, 80 muB sein

’ /3&‘=8' %4

*) Siehe etwa F. Klein, Zahlentheorie (autogr. Vorlesung), Gobtlngen 1896/97,
gelegentlich der Kompositionstheorie quadratischer Formen.
Mathematische Zeitschrift. VI. 2 -

#
K
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wo ¢ eine Einheit in k. j,und die zugehdrige Reihe assoziierter Zahlen
ist daher endlich-vieldeutig bestimmt. Umgekehrt, setzen wir

. N h,__
(8) pi=V 5, (i=1,2,...,¢)

wo die Wurzel irgendwie gewshlt wird, so erhalten wir offenbar ein System
idealer Zahlen 3 zu k in der Form

Q ‘Bf" :2 e :",
worin ¢ alle ganzen und gebrochenen Zahlen aus k, die @, ..., a, alle

ganzen rationalen Zahlen bzw. mod Ay, hy, ..., h, durchlaufen.

Der Bereich 3 ist eine Zahlgruppe im Sinne von H. Weber (Zahl-
strahl nach Herrn Fueter), unterscheidet sich aber von den sonst be-

' trachteten Zahlgruppen dadurch, dafl er den Koérper k& enthilt,

Offenbar kann 3 auch definiert werden als ein kleinster Bereich, der
k enthilt, in dem auBer Multiplikation und Division die Operation des
g;éBten-gemeinsamen-Teiler-Bildens unbeschrinkt ausfithrbar ist, mit der
Nebenbedingung, daB alle in ihm enthaltenen Einheiten zu & gehoren.

Wir verabreden nach Definition der B; aus (5) gleichzeitig die De-
finition von n Konjugierten

A h; ey '
B =B, O (p=1,2,...,n)

indem wir die Wurzeln aus den konjugierten Zahlen ﬁ:”) beliebig, aber
fest so wahlen, daB

B konjugiert imagindr zu B2,
wenn
%® konjugiert imaginir zu k9.

. @

werden nun als fest der weiteren Untersuchung zugrunde gelegt. Die in
ihm enthaltenen Zahlen sollen  durch ein dariibergesetates ~ markiert
werden. .
Auf den Bereich § iibertriigt sich nun sogleich di¢ Klasseneinteilung

der Ideale. 3 zerfillt in » Klassen von Zahlen. Die Zahlen ein und
* derselben Klasse reproduzieren sich durch Addition und Subtraktion. Die
Hauptklasse besteht aus allen Za'len von k. Die Zahlen einer Klasse
besitzen eine Basis, d. h. es gibt ein System von » ganzen Zahlen der
Klasse &,, ..., ®, derart, daB jede ganze Zahl dieser Klasse in der Gestalt

A
2,0+ ...+ 2,0, ;

mit ganzen rationalen z,, ..., %, darstellbar ist. Die Determinante der &

S

Ein so definierter Bereich 3 und die Reihe seiner Konjugierten mﬁiﬁ‘éW "
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und ihrer Konjugierten ist (als Ideal) gleich der Quadratwurzel ‘ans der
Kérperdiskriminante. Zu jeder Zahl { definieren wir :
L N(g)= ﬁu)‘ﬁ@-’-.-, am,
Der Betrag von N.(ji) ist eine rationale Zahl, fiir ganze einé ganze:

%

rationale: Zahl. -
- 'Die Kongruenz N
S ﬁ;‘.—:ﬂ(modc}b) )
soll bedeuten: &, B gehéren derselben Klasse an und & — £ ist durch @
teilbar. Die Anzahl aller inkongruenten ganzen Zahlen mod @, welche.
ein und ‘derselben Klasse angehdren, ist | N (¢)|. Auch iibertragen sich
die Sitze iiber Losbarkeit einer oder mehrerer linearer Kongruenzen ohne
Schwierigkeit auf den Bereich 3.
- Nach dem ganzen Modul f= (@) teilen wir die ganzen zu f primen
Zahlen aus 3 in Klassen ein:
a) Weiterer Klassénbegriff: & und f kommen in dieselbe Klasse
© mod @¢ wenn . : - '
: # &= f (mod f).
Diese Klassen bilden eine Kbelsche Gruppe vom Grade ko (f), die mit 3
bezeichnet sei. _
b) Engerer Klassenbegriff: &, f kommen in dieselbe Klasse, wenn
‘ &= f (modf), ;}? total positiv.

Diese Klassen bilden eine Abelsche Gruppe vom Grade 27ho(f), die
mit 3, (f) bezeichnet sei. , :

Jeder Klasse kommen dann im Sinne der Gruppentheorie innerhalb
ihrer Gruppe gewisse Gruppencharaktere zu. Ist & eine ganze zu f prime

A

Zahl, so werde der Gruppencharakter der Klasse von &
im Falle ) mit y(&), im Falle b) mit y, (&)
bezeichnet. Es ist also, wenn a, ,é\ zu f prim,
£(&)=7z(8), wenn a=f (modf), |
%o(8)=2(6), wemn &= (modf), £ total positiv,

2@ 2(B)=2a8) 2(8) 1 (B) = 1, (25). o |
Diese Gleichungen enthalten bekanntlich die vollstandige Definition aller
mdglichen Gruppencharaktere. Jedes 7 ist ein 1> aber nicht umgekehrt.
Wir setzen weiter . ‘
. ( _s_c) _ %(@)
o 3 Xo (B)
. 2*
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Zwischen den x und y, besteht folgender Zusammenhang: Fiir die Zahlen
a =1 (mod f) .
ist g, ()’ = xo (a?) =1, daher z,(a¢)= 1. Daraus folgt, da8 (immer
nur fir @ = 1(modf)) -
%o (@) = (5gn a®)™ (sgna®)™ . .. (sgn al)*n
ist, wo a,, ..., a,, die Werte 0 oder 1 haben. TFiir reelle « ist dabei

o
8N @ = -,
g (e

- A‘ W\ "% o) \ "%
o=@ ) - (755m)

ein Charakter der Gruppe 3(f), -also mit einem x(&) identisch, denn er

Folglich st

~ erfiillt die Definitionsgleichungen. Es gibt daher zu jedem y,(&) ein g (),

derart, daB

- (6) %o (8) = (&) 7(8),
wobel .
o aw\® am \n
(7) ‘U(a)ﬁ rgﬁﬁ e Tg(‘r:)'l* (a,«mO oder 1)

eine Funktion von & ist, die zweckmiBig als Vorzeichencharakter von &
bezeichnet wird. °(&) ist offepbar ein Charakter von 3 (1), unabhingig

von §. Die Zerlegung von 7, liefert daher dasselbe v, aber ;f% an Stelle
von %.

, §3.
Gruppen- und GroBencharaktere fiir Ideale,

Analog wie die Einteilung der' Zahlen von 3 nach dem Modul f 158t
sich auch eine Einteilung der Ideale (&) von B modf definieren:

a) Weiterer Klassenbegriff fiir Ideale modf. Zwei ganze zu f prime
Ideale (&) und (B 8) he:.Ben dquivalent modf, wenn es eine Einheit ¢ in &
gibt, so daB :

&&= ¢ f (mod ).
Aquivalente Ideale bilden eine Klasse modf, das System dieser endlich
vielen Klassen bildet eine Abelsche Gruppe J(f) vom Grade &(f).
~ b) Engerer Klassenbegriff: (&) und (B) heien &quivalent modf,
wenn fiir irgend eine Einheit ¢ in & ‘

&= fe(modf), :’% total positiv.

-
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. Die so bestimmte Gruppe von Idealklassen werde 3’0(1'“) genannt, ihr
" Grad A, (f). Die entsprechenden Gruppencharaktere' bezeichnen wir mit
2((®) baw. go(2).
und nennen sie -Klassen- oder Qruppemkmaktefé von (&). Jeder dieser
Charaktere kommt natiirlich bereits unter den in § 2 genannten Charakteren
2(&) bzw. (&) vor. ' -
Neben diese bekannten Klassenchara,kf‘:ere‘ von Idealen treten nun
aber als etwas Neues die GroBencharakiere von Idealen, welche aus déen
Funktionen (&) entspringen. Aus einem GréBencharakter der Zahl @mod f,
4(&), soll ein GréBencharakter ((@)) des Ideals (&) mod f hergeleitet werden
durch die Forderungen: ‘ :
1) A((e&))== 4 ((a)) fiir jede Einheit ¢ in k,
2) 4((@)) =1(&), wenn &= 1 (mod f) und’ total positiv,
3) L(@)2((F)=1(2p)
fiir irgendwelche ganze Zahlen &, j, die zu f prim sind.

DaB iiberhaupt ein solches A((&)) existiert, 148t sich sofort beweisen,
indem man die Gruppe 3, (f) durch eine Basis darstellt und &hnlich wie
im § 2 schlieBt. Mit 1((&)) hat gleichzeitig auch -

, (@) 20 ((8)
die Eigenschaften 1.bis 8., unter - ((&)) einem beliebigen Klassencharakter
von J,(f) verstanden. Zu jedem 1((&)) gibt es im iibrigen ein x, (&),

derart daB
A((@) = 4(8) x,(&).
Denn der Quotient (@) ) (&)2(2) ‘
- ' (& o
fer—e®

erfiillt ja die Definitionsgleichungen eines Zo- Das g, bestimmt nun nach
(6) einen Vorzeichencharakter v (&) von der Form (7) und damit géwisse
7, Exponenten a,, ..., a, (=0 oder 1).

Jeder GroBencharakter des Ideals (&) mod { hat daher die Gestalt
(8) A(@)=12(&)z(2)v(a)

und bestimmt dadurch eindeutig gewisse n nicht negative ganze Zahlen

a,,...,a,, nimlich
a, Gy, ..., G,

die Exponenten in v(&), (0 oder 1) und

ar,+1; LR G., .
die so bezeichneten in 1(&) vorkommenden Exponenten, von denen die

i



22 E. Hecke.

Hilfte stets den Wert Null hat. Das System dieser n Zahlen heife das
Exponentensystem wvon A.(&)). Die reziproke Funktion

C TUY) = L x((a))
(9) (@) = 77y = (&) ey (@)
ist offenbar auch ein GroBencharakter des Ideals (a) mod f. Thr Exponenten-
system sei af, ..., @,. Dann ist offenbar
aén“m (1§p§71)
Upery = O, % == Aptrys (n+1SpZ 7).

Um den Ausnahmefa,ll ‘daB 1(&) identisch 1 ist, kurz bezeichnen zu
kénnen, reden wir von einem echien Groﬁenchamkwr A((&)), falls, das
zugehorige 1 (&) nicht identisch 1 ist.

§ 4. :
Eigentliche und uneigentliche Charaktere.

Ein Charakter y (&) der Gruppe B(f) heiBe ein eigentlicher Charakter
mod f, wenn er nicht iibereinstimmt mit einem Charakter von 8(f,), wo
f, ein Teiler von f ist. D.h. es soll keinen echten Teiler f, von | geben,
so daB aus

'

= B(mod ,)
2(8) = 7(B).

Existiert andrerseits ein echter, d. h. von | verschiedenar Teiler f,
von f derart, daB aus

schon folgt

&= f(modf,)

2(&)=2(8)>

so heile y ein uneigentlicher Charakter modf. Ein solcher definiert auf
folgende Art einen Charakter z’ von B(f,): Sei & zu f prim, so wihle
man ein B mit

folgt

a=p (mod f,), ‘
wo aber X
. (B, 1) =1.
Alsdann setzen wir ' .
2 (&) =zx(B).

Diese Funktion x’(&) ist ersichtlich ein Charakter von 3(f,). Er ist
durch ; eindeutig bestimmt. Wir nennen y’ den durch y erzeugten
Charakter nach f,. .

Wenn y einen Charakter nach f, und einen nach f, erzeugt, so er-
zeugt es auch einen nach f;, wo f, = (f,, f,)-
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Ist nédmlich
o &= B (modf,)
und &, 8 zu f prim, so 1aBt sich eine Zahl 4 bestimmen, wofiir
‘ “ ﬁ"m“&(modfl),"r
=} (modF,). o
Nach Voraussetzung ist also y ()= y(&) und 2 (@) =z (B), daher auch .
2(8)=1(B)

d. h. 7 erzeugt einen Charakter mod fa-

i}

Hieraus folgt: Wenn y ein uneigentlicher Charakter nach f ist, und
alle von ihm erzeugten Charaktere solche nach fis fas - - - sind, so erzeugt y
nach einem ganz bestimmten §' einen eigentlichen Charakter z’ und

zwar ist
f,= (fv fs’ <. )

Nach dem vorhergehenden Satz erzeugt nimlich y sicher einen
Charakter y' nach §. Wire dieser uneigentlich nach §’ so wiirde er
wiederum einen Charakter nach einem echten Teiler f, von f’ erzeugen,
und dieser miilte dann auch bereits durch ; erzeugt werden. Nach
Voraussetzung ginge dann § in f, auf, was nicht der Fall ist.

Wir ergénzen jetzt die Definition der y(&), indem wir
2(8)=0
setzen, falls & und f nicht teilerfremd sind.
Mit Hilfe der eigentlichen Charaktere bilden wir jetzt gewisse Summen

iiber vollstindige Restsysteme einer Klasse idealer Zahlen, die eine Ver-
allgemeinerung der Lagrangeschen Wurzelzahlen vogstellen.

Sei \
f=(¢)

b=(3) ‘

die Differente des Kérpers k. Die Zahlen ¢, 8 sind bis auf Einheiten

bestimmt und sollen irgendwie fest gewidhlt werden. Unter 8 (a) ver-
stehen wir die Spur der Kérperzahl « ‘ ’

und

n

8(a)= Za(m.

p=1 !
Diese ist nach dem Dedekind schen Satze eine ganze rationale Zahl, wenn
-3

ganz. Ist 3 eine ideale ganze Zahl aus der Klasse ¢ 0, so ist daher
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£ —é—

e2 S(N)

eine Zahl, welche nur von der Restklasse abhingt, der g modf angehort.
Es bedeute % eine beliebige ideale ganze Zahl, ¢ durchlaufe ein voll-

stindiges System mod{ inkongruenter Zahlen aus einer solchen Klasse ®,
daB

e
o3
" eine Korperzahl ist; & hingt also von ¥ b Die Summe von N (f) Gliedern
QntS i—é—
(10) ¥, x) 2 x(9 ( )

“héngt daher, da ¢, 8 als fest gelten, nur von %, x ab. Sie hat folgende
Eigenschaften:

(11) G (5, 2) = G (3, 7),
wenn ‘
5, =%, (mod f).
Wenn
, @f)=1
80 18t .
(12) Q@5 ) =1(2) &0, 7).

Hier ist 7 der konjug'iert imaginére d. h. reziproke Wert von 2, der auch
ein Charakter von 3 (f) ist.
Es ist namlich

7!' @
(13) 7(8) G (&5, 7) Zz(ae)e *(51);

¢ durchlguft hier die 1nkongruenten Zahlen derart, daB

%; = Korperzahl.
Also durchliuft
i= G2
ein System inkongruenter Zahlen wo

2% = Korperzahl.
¢p3
Die Summe rechts in (13)‘ ist daher wirklich G (#, 7).

Ist ]etzt (7, f) =1, so bestimme man & aus
av = 1(mod f).

2(8)-2(3)=1,

Daher
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GG, 1) =1(8) G (85, 1) =T(3)G(L, 2) =7(3)C(1$9)

worin

A

0(1,4‘23 =21(@)e2“‘s(f3) A (g— Korperzahl)

nur noch von y, 996 aber nicht von » abhangt. ' )
Ist aber (3, f)4 1, und y ein eigentlicher Charakter modf, so ist,
wie gezeigt werden soll,

G, x)=0.
Sei ndmlich
(14) G.)=f+1L &=1(wedf), (&H=1
dann ist )
(15) &% =% (modf)

und wegen (12)

wegen (11)

: G (&9, 1) =G 1),
folglich
(16) G 2)(1—z(@)=0,

Durchliuft & alle Zahlen mit der Bedingung (14), so mufl mindestens
* einmal y (&)= 1 sein, weil sonst y einen Charakter mod - erzeugen wiirde,
im Widerspruch mit der Voraussetzung, y sei ein elgenthcher Charakter
mod f. ‘Also ist in (16) G (¥, x)=0. »
Fiir einen eigentlichen Charakter y modf ist daher fir alle ganz-
zahligen ¥
(17) G, 1) =7(3)C(x, 3).
Ist ferner
A((@)) = A(@) 2 (A)v(R)
ein Charakter des Ideals (f&), also fiir jede Einheit ¢
Mz ()v(e) =1,
so folgt sogleich, daf
(18) 1($8)v($8)0 (1, #9)
nur von y und dem Ideal (¢)="F, dagegen nicht von ¢ selbst abhédngt.

Die Unterscheidung zwischen eigentlichen und uneigentlichen Charak-
teren % ubertra.gt sich auf die GroBencharaktere 1. Sei

, A(p)=4(@)z(A)v(R)
ein GroBencharakter modf. Das hierin auftretende y ist ein Charakter
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modf. Wenn g ein eigentlicher (bzw. uneigentlicher) Charakter mod § ist,
heiBle auch 4 ein ebensolcher Charakter mod f.

Sel nun y ein uneigentlicher Charakter modf, aber ein eigentlicher
mod f,, wo dann §, in § aufgeht. Dann ist 1 bereits ein GréBencharakter
modf,. Denn ist # irgend eine Einheit modf, (§ 1), so ist

v(n)=1,

2(n) =1,
1=12(1) = (),
daher hat 1(z) die Eigenschaft ‘

A(nx)=1i(x)

fiir jede Einheit #modf, und ist nach § 1 also ein GroBencharakter mod f.
Es gibt also einen eigentlichen GroBencharakter A, ((f)) modf,, derart, daf

A (@) =4((@)

also

fiir alle zu § primen 4.

§ 5.
Eine Thetaformel.

Eine frither von mir bewiesene Theta;formel soll jetzt erheblich ver-
allgemeinert und unter Benutzung der idealen Zahlen vereinfacht darge-
stellt werden. An der zitierten Stelle bewies ich folgende Formel:

Zexp{—-nZ[/t(m—l—uml t, }

=1
n

expy — z >, |»® +2m » @) @

VdN*(a)t ty.. 2 P{ ,.2;1 I zé' }

Hierin haben die Zeichen folgende Bedeutung:
bislyy oo 8,20, Bppp==t,, (P==r +1,.. o b 1y)
d ist der Betrag der Kérperdiskriminante,
u durchlauft alle Zahlen des Ideals a,
v d.te]emgen des Idea,ls 3

u® = E aq(?) wg:

g=1
z,, ..., &, reelle Verinderliche,

(19)

o, &, ..., ¢, eine Basis von a.
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" Schreiben wir

141y
(20) Z(ﬂ"”"*- w®)’t, 42 3 (u® .|_ u®) (u(p+r.) + @+t
p=1 p=r+1

an Stelle. von | "

PRl ),

p+1

so gilt die entsprechende Formel als analytische Formel natiirlich fiir

beliebige komplexe Werte der unabhiingigen Versnderlichen u®, 4 ®), ..., 4 ®;
Wir setzen’ jetzt, unter g eine beliebige Korperzahl verstanden, in (19)

w® =y, 4 o), (p=1,2,...,n)
wo die v wieder neue Variable sind, und erhalten fiir (20)

1+ 7o

(21) Ziu‘mﬂw\ tp+22vpt (u‘p>+@<m)+2vp ty 2 > 0,0y 4 ry by

p=r+1
Soda,nn verstehen wir wie fruher unter
Qys Cyy ooy @y
das Exponentensystem eines GroBencharakters 1((4)) mod f, und unter
' al,al, ..., al
das des reziproken 1((/)). 'Die a, a’ sind nicht negative ganze Zahlen.
Wir spezialisieren jetzt in (21) die v, indem wir setzen
: vp=0, wenn a,==0.
Dadurch fallt der letzte Term im Exponenten jedenfalls weg. Die sich
so aus (19) ergebende Formel differentiieren wir alsdann
ai-, @y, ..., a,-mal
resp. nach den Variablen v,,%,,..., v, und setzen hernach alle v,=0.

So kommt
7 (—-m,t,,)“"z’]] 5 +50)” exp{~—n2|w>+ew| )
p=1 u p=1
(22)

H(Z 7t) |
\/dN’(a)t Z’ﬂ(,,(m) exp{—nZ[y(p)l +2“3;S(“VQ)}-

tn v p=1

Auf der linken Selte konnen wir hier noch ersetzen

[[( 2at,) mH(-—-Znt

p=1 p~1

H(ﬂ"” +o)” mﬂ(#"’ +0®)".

p=1
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Unter Heranziehung der idealen Zahlen aus B werde endlich diese Gleichung
umgeformt. = Sei wie im § 4

f=(9), b=(3), a=(a),
IN(@) =N (), [N@)|=N(b)=d, |N(&)|=N(a)

Ferner nehmen wir

also

?‘?E
Q== ¢

wo die ganze'Za,hl ¢ der Klasse g angehért, und setzen.

/"+Q““”" V= 3
&

Es durchlauft dann j alle ganzen Zahlen der Klasse & s welche =0 (modf),

¥ alle ganzen Zahlen der Klasse &4.
“Endlich nehmen wir

ty P
| aw |

Aus der Gleichung (22) wird so die folgende:

@D \-a, - P
@) I(EE )™ 3 [Ty resp (= n 35200

4 —
Tar| 80 Stelle von t (p=1,2,...,mn).

(23) A=g{Hp=1 Cop=t
_(=)%% —$-ap ) ® ”-I—W)’Q (ﬂ:é‘)
\/N(f) ]Z- ZU(V” exp{ %l 3(1’)]13 +2 ?'58 }-

Hieraus endlich folgt die in Aussicht genommene Thetaformel. Es sei
}.((y)) ein eigentlicher GroBencharakter mod @, wozu nach § 3 eindeutig

ein y, v gehért:
1) =2(A) (&) v (),

und g, a,, ..., a, die nach § 3 dazugehdrigen Exponenten. Die Zerlegung
des rez1proken Charakters ist nach (9)

(@) 1@)3‘!{3 o(4)

fl

Es werde ges etzt '

lp)
Darin soll /i alle ganzen Zahlen der Klasse ® von 3 ( 1) durchlaufen.
- Multiplizieren wir (23) mit y(8),=x (&) und summieren iiber alle in-

~  kongruenten Zahlen § von ®, wenden auf der rechten Seite die Gleichung
(17) an und bedenken, da$ fiir jede Korperzahl »

®
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v (v)=1, -
also v? () = v?(&4) fiir jedes 5 der rechten Seite,
8o ergibt sich

@25) o ®, z,¢a)—ﬂ(z qaé)ﬂt - ‘w( 9,1,933)..

Dabei ist ' " . "
KK’ die Klasse von ¢

;
. Za c’ X (p5)
H1,99) = (-9 LD ]

Beriicksichtigen wir, da nach § 1 und 3

T(EP\% _ 1@&) . w(@)
,]l(m(wl) T A(ED e(ely

80 ist
- H (4, (;?;5) (— )Ea 1(¢5)u(<p6)0(x #3)

A b N(
und das Produkt (1#3]) VN (D

F:21 Aét
W) =(—1i)%% M‘Z,’x(@): s(m)
V¥ () %

ist dann nach '(18) nur von 4, nicht von 1 und 996 abhiingig. Die
Formel (25) geht daher in _folgende iiber:

-y " RAON —%-a
26 ?(¢; R, 2, lz 29+ 8,4, .
( ) ( e )'(l 3;) (t )

Es 148t sich zeigen, daB von dlesen Funktionen ¢ keine identisch in ¢
verschwindet. Also ist auch W (1)< 0 und

27) WA)yw@)=1.
Andrerseits ist die konjugiert imaginire GroSe zu W (1)

53554 nisl 8
W)= (— i)~ i( a_)f_;aa Zx(fr)e ? S(as)

=2(=1) (=1 W (1>~—— (=Dz(=1)o(=1) W)= W(®).
Aus (27) folgt daher ’ ‘
(28) @[ =1

Die Gleichung (27) und damit (28) werden wir spiter aus dem Nichtz
~verschwinden der Funktionen (s; 1) folgern, ohne zu benutzen, dzaB die
#-Reihen nicht identisch verschwinden.



30 E. Hecke.

Aus (26) und der konjugiert imaginiren Formel ergibt sich noch, daB
die Reihe der absoluten Betrige, wenn die ¢ gegen Null konvergieren,

n
<M [[gi,
p=1

wo M von den ¢ unabhingig ist.
‘ § 6.
Zetafunktionen mit GroBencharaktéren und ihre Funktionalgleichung.
Sei 2((&)) ein GroBencharakter des Ideals (&) modf. Durch

20 o, 1) = 3T AUE)
(2) ©A=2 56

summiert iiber alle ganzen nicht assozilerten idealen Zahlen &, ist, wenn
der reelle Teil der komplexen Variablen ¢ > 1 ist, eine analytische Funk-
tion von s definiert, welche wegen der Produktregel fiir A auch die Produkt-
darstellung ‘ : '
(80 £(8,2) = 1
) gl-l((ﬁ))ll\’(ﬂ?)l—’
gestattet, wobei (7) simtliche verschiedenen Primideale in 8 durchlauft.
Ist 1 ein uneigentlicher Charakter nach f, so erzeugt nach §5 1
einen eigentlichen Charakter 1’ nach einem Teiler f, von f. 1 und 4’
unterscheiden sich nur fiir solche Ideale, die zu fy» aber nicht zu f prim
sind. Offenbar ist : ‘
(81) S =l ) [T =2 (@)W (3)7*),
(#)/ .
wo das Produkt iiber die endlich vielen Primfaktoren (%) von f zu er-
strecken ist. o ,

Wir beschrinken uns daher im folgenden auf eigentliche Charaktere 1
und wollen jetzt die entsprechenden ¢ (8,4) in die ganze komplexe s-Ebene
fortsetzen und ihre Funktionalgleichung aufstellen. R

Zunichst ist nach (8)

A(R) =a(A)x(a)o(a)

und nach'§ 1
' r+1 2’" G’:ﬂ,(g"‘mq._iz’e a,kq?;k)) n dp
i(y) v(?/)——-_g]?/plhl k=r+1 (r%) s
p=1 »=1
(82) . ' 741

A0)0W) _ T 0\ TT 1, -2
YIS pg(yp) F]ll%\l ,
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wWo

n
z,=e, (s+“'+“) 2’ 2 (2mimg—i D, a, 0F).
. k=1 .

Zur Umformung des zweiten Produktes in (32) benutzen wir die Formel

@ % _y
F(%’“’)lypl“’=fe“p'”.""tp2 dt,.
So ergibt sich

r+1
2 l”pl tp r+1 Zp (lt dt
33 sz “’P_.f f J[ 1 -
) ( ) H l yp , ot » t1 tf 1
In diesem ( + 1)-fachen Integral fithren wir neue Verénderliche u, z,, ..., ,
durch d1e Gleichungen ein
23 zlog | 0|
(34) t——ue=1 , (p=1,...,r4+1)

worin die » wie bisher ein System von Grundeinheiten mod f bedeuten.
Die Funktionaldeterminante der ¢ nach den u, x 18t
fhb gnet, pi,

w

worin RE(f) der Regulator der Einheiten # ist. Ferner wird

+1

r+12p r r+1
s ~u"-1 eXP{quZ'zploglné”’]}
p=1 - 9=1 =

Wegen des Zusammenhanges zwischen dem System e und log|7n? | nach

§1 ist
r r+1

exp{ 3o Sy o)

—exp{qu[—zmmq+ 7ap(10gln"”l+iﬂé”’)]}
und
+1 n
135, Miie .
, u?=l =g P
In dieser Weise ergibt sich fiir das einzelne Glied unserer {-Reihe, indem
wir in (33) :

einsetzen,

F,(p)

— =1,..,n
| Voo 5@ %7 (7 )
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B N (I /)
Il ]Ilypl“ —-]Ilvepnl" ]];ve,,n|-= LYasl
A (e
['4
AL /2 V
y(4)4 N 1(|Veé|)
mit .
r+1 . 2,(1)(2,,”” -3 2.“;‘ 1}'(z))'
y(4) ﬂ[Vepla— k=1
A~= ‘/(-i*%g;.ﬂ‘z_r’.
Endlich sei | |
r+1 r+1 e o +a’ r . n §
F(s 2)= HF( ) ]]I’[-é‘l(s—}- pz 1)"—2“31(»0(”"’”«“%2%93”)‘]-
=1 g=1 k=1

Aus (82), (33), (86) folgt

AL o T+ ;
I'(s, 2)y(1)4 (Ve ap..]](l )]Ilypl o (o, 2)en

[N o V“@awl

S Bt ot e e

-1 %_ %5: du
—on Rf)ff fp(u P L N P

u
%= Oa: =—

mit
dX =dz, das,...dz,,
Fu, g, 2, ..., z,)

Al a®
= U(I ¢‘u(p)p3(?) ’) Xp{ ﬂztplﬂ@)l _"qu [2”@"’1’4 —2% loglna )[+ z,ﬁ(?))]ﬁ
p=1\|Y | |

p=1
Diese Funktion hat die Elgenscha.ft.
(87) F(u,ﬁ,a:l,.‘.,xl—{—l,:vm,...,a:r)=F(u,n,ﬁ,xl,...,w,), (I=1,...,7)

und, wenn ¢ eine beliebige der w(f) Einheitswurzeln mod § ist, iiberdies 4
nach (2)

(38) F(u, &0, Ty @) =F(u, i, 2, ..., ,).
~Daher ist, wenn 4 die samtlichen Einheiten mod { durchlauft

ffmx "“(?TZI fF(n,u,xl, L %)dX

?

= —)-f fZF(ny,zl,:.,xr)dX,
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da die Reihe (als Bestmd’ceil der Thetareihe) fir u>0 ml Bereiche
|z, | <3 gleichmafig in 2 konvergiert. Ist schlieflich HE AR

TR B

ein solches Srymtfem von ‘Binheiten des fﬂérpél:s, a8 o RN T
S o G=nzne®

wo n alle Einheiten mod § durchlauft, jede Einheit des Korpers genau
einmal darstellt, s0 ist ‘

L) (W2 (B)

g6 RURYCTCICTarACTY
w0

ANGE) 7

= | N(at)® .
und folglich
2’((;‘\)) o 3\“7-"
39 NI(s, 2 APk
(39) 7 (5 DA TP (i1Vsl)
9n=1nR(f) 7ot . ”’-f'*%f% du
émﬂwLJ“‘J;F(E#’QA’.-.’%’.)% x(s,u«)]"dx,
w= Tg=
worin ¢ samtliche Finheiten des Korpers durchlauft. Den Faktor vor den
Tntegralzeichen nennen Wit .
- onta R ()
M) wine®

Summieren Wit endlich iiber alle verschiedenen Tdeale' (&) einer
Klasse &, vertauschen rechts diese Summation mit den Tntegrationen, 80
erhalten wir rechts ansere Thetareibe (24) ohne das Glied mit 4=0.
Die Vertauschung rechtfertigh gich leicht, da guf Grund der Bemerkung
am Schlusse von § 5 die Reihe
2 Z féi + ..1.‘- b “p
D, Fu
(o) =
eine fir alle w = 0 gleichm‘ziﬁig konvergente Majorante hat, wenn R(s)> 1,
die im Unendlichen auch noch hinreichend stark verschwindet.

Wir haben nun angenommen; daB A((A)) ein eigentlicher Charakter
mod { ist. Ist f1, 80 fallt in der Thetareihe das Glied mit &=9
wegen des Faktoxs x(f) von selbst heraus. Ist f=1, 80 bleibt das Glied
da.nn'und pur daon stehen, Wenx alle Exponenten 7 und @, gleich Null
gind; in diesem Talle ist 4 kein echter Gréﬁencharakter, sondern ein

Klassencharakter von 3(1) and diese £(8:4) sind von mir bereits frither®)
vollstindig erledigt.

T .
%) Vgl. meine Noten in den Gattinger Nachrichten 1917, ebenso die folgende
Anmerkung. . !

© Mathematische Zeitachrift, VI 3
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Wir nehmen also an, dafl dieser besondere Fall nicht vorliegt, d. h.
f=+ 1, oder, wenn =1, mindestens ein m, oder @, von Null verschieden
ist. Setzen wir
(80) £(s 4, @)= X ZBL - 50 @) =y () (a3 ) A" L(s5 1, R),

’ fin R
so erhalten wir folgende Darstellung von & durch die Thetareihe:

(41) £(s; 0, R 1<|V%'?5|>=

u=0g, =~}

Wir tellen das Integral iber % in ein solches von % == 0 bis 1 und eines von
1
u==1 bis oo, fithren im ersteren -y, ., — x, als neue Variable

“ein, wenden die Transformatlonsformel fir ¥ (26) an und erhalten nach
einer kleinen Rechnung

(42) £(5; 4, R) =2(1VE3)g(s; L, )+ WD I(VES))g(1 — 851, &),
worin gesetzt ist |

(4_3) .‘_7(3; 4, R):g

eXP{ Zac [2nzm ‘“2“ (log| 7 |+ 507) ”

. Dieses ¢ ist offenbar eine ganze Funktion von s; daher ist & und also

ebenfalls eine ganze Funktion von s. Sodann aber ergibt sich aus (42)
die Funktionalgleichung

(44) E(1—51, ) =WA)&(s; 4, R), R- die Klasse von ($8) =fb.
Ist namlich die Thetareihe in (48) nicht identisch Null, so ist nach § 4

W (i)W (1)=1. Ist sie aber Null, so ist auch die transformierte Theta-
- reihe, also.auch g identisch Null, also beide Seiten in (44) identisch in
s gleich Null.

Summieren wir -endlich die Gleichungen (44) iiber alle Klassen &,
wobei dann auch § alle Klassen durchlduft, so ergibt sich, wenn wir
das schon bekannte Resultat (bei ()= 1) hinzunehmen, der folgende
Hauptsatz®): ‘

Die Funktion h

§(s; 1) =y(W) (85 1) A°L (;2)
%) Fiir .den Fall, daB 1 ein Charakter z, von 3, (f) ist, findet sich die Rechnung

schon durchgefiihrt bei Landau, Uber Ideale und Prmndea.le in Idealklassen. (Diese
Zeitschrift Bd. I (1918), S. 52—154.)

W

(lu
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18t eine ganze Funktion von s fir jeden Charakter

(@) = 4 (@) x () v (@),
wo nichi gleichzéitig

Ap)v(p)=1, g der Hauptcbamakter mod §.

Ist x tiberdies ein mgenthcker Resthiassencharakier mod f; 80 germgt
& der Funktionalgleichung .

(1 —s; z)=W(i)§(8;1),
J oy R . - -é;—
) { (1) = ‘/(_j;(’f)) z(@é)v(aa)g,{(@)‘e“’ (3.

Da die Funktion &, wie aus der Produktdarstellung folgt, nicht identisch
verschwindet, so ist W (1) <=0, und da nach § 4

W (1) konjugiert imaginir zu W (1), .

so folgt aus (45)
: | W (A)|=1.

§ 7.
Die asymptotische Verteilung der Charaktere fiir Primideale.

Auf Grund der Ergebnisse des vorigen Paragraphen 148t sich nun auf
die Funktionen (s; 1) die ganze Theorie fast wortlich tibertragen, welche
von Herrn Landau fiir die Dedekindsche Funktion £, (s) sowie fiir die
mit Klassencharakteren gebildeten {(s; y)= L(s, ) entwickelt worden
ist. Eine ausfiihrliche Darstellung findet sich in seiner'Schrift Einfihrung
in die elementare und analytische Theorie der algebraischen Zahlen und
der Ideale (bei Teubner, 1918) sowie in der Anm.®) genannten Abhandlung.

Ich beschrénke mich hier darauf, das SchluBresultat anzufiihren,
welches die Anwendung seiner Methoden auf meine £(s;4) in der uns
interessierenden Richtung liefert:.

A((@)) sei ein beliebiger Klassen- oder GroBencharakter der Ideale ji,
nur nicht der Hauptcharakter. Dann gilt
(46) . D 1((9)=0(ze V7T

No<w .
Hierin ist die Summe iiber die verschiedenen Primideale p zu erstrecken,

deren Norm kleiner als z ist; ¢ bedeutet eine positive nur vom Charakter
4 abhéingige Konstante. Fiir den Hauptcharakter ist, wie schon bekannt,

(47) () =21’.-=Logu+0(xe-““°“)
. yo<z g
| o
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Es ist nun meine Absicht, in diesem Paragraphen zu zeigen, dafl die
Werte der Grundcharaktere A((p)) mod | auf den (7 — 1)-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten | | = 1 iiberall gleichmdpig dicht liegen. Daf sie iiberall
dicht liegen, 1aBt sich ziemlich einfach mit der in meiner 1. Mitteilung
angewandten Methode durch die Divergenz gewisser Dirichletscher Reihen
zeigen, wenn man nur weil, da@ die {{s; 1) im Punkte s =1 stetig und
von Null verschieden sind. (Hierzu ist weder die Funktionalgleichung,
noch die Fortsetzbarkeit der ¢ (s; 1), soweit sie mit echten GréBencharakteren
gebildet sind, erforderlich.) Der Nachweis der gleichmdfig dichten Ver-
teilung, zu dem mir die iiblichen Methoden der analytischen Zahlentheorie
allein nicht ausreichten, ist mir inzwischen durch eine andere Wendung
auf folgendem Wege gelungen: Es sei jetzt 1 ein echter GroBencharakter
der Ideale mod f, ¢ eine ganze zu f te1ler.fremde Zahl. Fiir jeden echten
TIdealcharakter - ,

L) 2, ()

gilt dann G1. (46). Wird nun diese Gleichung mit 7 ((8)) multipliziert und iiber
sémtliche Charaktere z mod f summiert, so ergllont sich auf der linken Seite

377,000 320 2, () = 2290 3 7, (8) 2, (9)
Xy N oL %y

Die innere Summe iiber y ist aber nur dann von Null verschieden und
hat dann den Wert %, (f), wenn p und (g) zur selben Klasse von J (f)
gehoren. Ist dies der Fall, so kann man

(p) =(7)
_setzen, und # so wahlen, daB
(48) 0= (mod ‘f), 3”: total positiv.
Und hierfiir ist dann .
W) =1(3) =L@, (B) =2 (AT, (0) -

So ergibt sich:

Ist 1(&) ein echter Grofencharakter der Zahl & mod T, und durch-
lc'iuft (fz) alle verschiedenen Primideale mit den Bedingungen (48) und
|N(7)| L ®, so ist

(49) Z A( O(xe-°V‘°“).
Die Anzahl dieser 7 ist

—c\/m)_

(50) ho(f) fl‘)g“
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Wir denken uns jetzt diese 7 irgendwie nach wachsender GroBe der Normen
geordnet und dann entsprechend numeriert

' Ay Thyyinns
Aus (49), (50) folgt dann:

Fir jeden echten Grofiencharakter mod | ist

N
(51) lim + 3 A(%,) =
) N=o" p=1
Wir bedenken nun, da8 sich jeder echte GroBencharakter mod f in der Form |
2(&)=62niw(&) '

darstellen 1i8t, worin w(&) eine mod 1 vollkommen bestimmte reelle
(stetlge) Funktion der n konjugierten GroBen &% ist. Ebenso gestattet
A(&) eine Darstellung durch » — 1 Grundcharaktere

4,(&) = e*min@), (k=1,2,...,m—1)
L(&) =AM . L AT

n—1
mit ganzen rationalen m,, ..., m,
Die Limes-Gleichung (51) geht daher in folgende iiber:

N
lim - Z 21 [mlwl(n)‘)"'miwﬁ (F) + et my, W, (Gy)) 0
N= m h=1

giiltig fiir jedes ganze rationale Exponentensystem m,, ..., das nicht aus
lauter Nullen besteht.

Nun hat Herr Weyl*) gezeigt, daB das Bestehen dieser Gleichungen
die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, da8 im (n — 1)-
dimensionalen Raume die unendlich vielen Punkte P, mit den Koordinaten

P, (w, (7,), .., w,_y (7)) (h=1,2,...)

' mod 1 gleichméBig dicht verteilt liegen.

Daher gilt der Satz: Im Raume von (z — 1) Dimensionen sei ¥ ein
Gebiet vom Volumen {, das dem Einheitswiirfel

052, <1 (¢=1,2,...,n—1)

angehort. Sei ferner z (N) die Anzahl derjenigen 7, fir h=1,2,..., N,
deren zugehérige Punkte P, mit den Koordinaten
x, = w, (7,) (¢g=1,2,...,m—1)

% H. Weyl, Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod Eins. Ma.th Ann. Bd. 77
(1916), 8. 819.
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dem Bereich & angehéren. Dann ist

A
Beriicksichtigt man fiir N Formel (50), so folgt endlich:
Sei ng(; 0, f) die Anzahl derjenigen verschiedenen Primideale (n),
wofiir R
#=¢ (modf), -”5- total positiv, |N(a)| <@,

wdhrend die Punkte mit deh Koordinaten,

o g, =w,(a) (g=1,2,...,n—1)
mod 1 zu & gehdren, so ist

. ns (m: Q! f) — S
(52) M S5 TNk

log »

Die Grundcharaktere bestimmen, wie in § 1 ausgefiibrt, die n Zahlen
2w
7 A "——'—"1,2,-..,%
| VG| (= )
eindeutig bis auf Einheiten mod f als Faktoren, wenn man noch weill,
daB &, &, ..., &, positiv sind. Verstehen wir unter & eine solche ganze
Zahl, daB (&)=a
@9 =1 (mod f) und total positiv,
. 80 sind in der obigen Bezeichnung &# total positive durch a teilbare
Korperzahlen, welche die Zerlegung ap (p Primideal) haben. Durch eine
Basis ¢, ay, ..., @, des Ideals a lassen sie sich also in der Form

H=20 + 20 +... 4+ a,z,

darstellen und die Zahlen
M(%')

VN ()|

legen die Verhiltnisse der rationalen ganzen Zahlen %y, ..., 2, eindeutig
fest. Die primitive ganzzahlige Form in n Variabeln

(p=1,2,...,n) .

‘n
1 . .
w I (s +ePs+ . 4 aP2)=F(a, ..., 2)
p=1

stellt daher unendlich viele positive Primzahlen dar,” auch wenn man fiir
die Verhaltnisse der ganzen rationalen Variabeln z einen beliebig kleinen
Spielraum vorschreibt. ' /

Wie sich die genaueren Sitze aus der Sprache der Idealtheorie in die
der rationalen Formentheorie tibersetzen lassen, soll im nichsten Para-
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graphen am Beispiel der quadratischen Korper erdrtert werden. Das
Ergebnis wird sich sehr einfach durch die Begriffe der Klein- Cayleyschen
WinkelmaBbestimmung ausdriicken.
§ 8.

Lmefare Formen in quadratischen Korpern.

Wir betrachten in diesem Paragraphen binare lineare ‘Formen  °

L(z)=a, 2, + & ,. -

Die Koeffizienten & sollen ganze ideale Zahlen aus einer bestimmten Klasse
f eines quadratischen Korpers k sein, die Variabeln 2 durchlaufen unab-
hingig alle rationalen gamzen Zahlen. L stellt — die Beschrinkung auf
diese z-Werte soll als selbstverstindlich nicht mehr hervorgehoben werden —
nur Zahlen der Klasse ® dar. Wir setzen weiter voraus,  da8 L == 0 nur
fiir @, = @; = 0 und die Koeffizienten ohne gemeinschaftlichen Teiler. Eine
Form mit diesen Eigenschaften heie primitive Form aus ®.

Wir wollen zeigen: , '

Zu jeder primitiven Form L () aus & gibt es eine ganze rationale Zahl @
und eine ganze ideale Zahl  aus &, derart, daB alle und nur die ganzen
Zahlen & durch L dargestellt werden, wofiir® mit’ irgendeinem ganzen
rationalen r

O=r9 (mod @) ¢
gilt.

0 ist im iibrigen pnm zu Q, wd @ bestimmdt swh aus der Ideal-
gleichung :

(53) (QVD) = (&, & — & ).
" Sei &y, @y eine Basis fiir die Zahlen aus & Es gibt dann ga.nze‘
rationale a;,, -wofiir
by = ayy &y + @y By , (1=1,2) .

und hierbei ist, weil nach Voraussetzung der Quotient von &, oc.2 nicht
rational, die Determinante
a, a
5 4 : : Q = 11 ) 12
(54) ®gy  Tys
Da die Determinante der o als Ideal = (V?l) ist, 8o besteht fiir dmsesQ
die Gl (58).
Ist fi eine beheblge gamze Zahl aus &, so ist Q f durch L darstellbar.

Denn r—— lgw’ 2 mit ganzen rationalen z, wie sich durch Aus-

=+ 0.

rechnung ergibt.
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. Daraus folgt: Ist @ durch L darstellbar und » beliebig ganz rational,
so sind auch alle Zahlen & darstellbar, wofiir

O=rj(mod Q).

Denn ist ii= L(x), so ist ri= L(rz); nach dem Vorangehenden ist
L('rx) als Multiplum von @ durch L d-rstellbar, etwa gleich L(y),
daher w=L(re+y). . .
L ist fahig,. auch solche Zahlen ¢ darzustellen, welche mit @ keinen
rationalen Teiler gemein haben. Wir haben dazu nur die ganzen rationalen
Zahlen w,, u, so zu bestimmen, daB

o=, & +u, & = (uy a,;, + u, gy ) By + (v, @y + u, Gy ) Dy
und hierin die drei Zahlen
(55) Q und U, =u, a,;+ u, a,, (1=1,2)

ohne gemeinschaftlichen Teiler sind. ‘Diese Bestimmung ist méglich. Denn
ist p irgendeine in @ genau zur m-ten Potenz (m > 0) aufgehende Prim-
zahl, so muB mindestens eine der vier GréBen a;,, zu p pnm sein, weil
sonst p in & und &, aufginge. Ist etwa a,, zu p prim, so wihle man
u =1 (mod p™),  w,=0(pm™).

Die so resultierenden GroBen U haben dann mit p keinen gemeinschaft-
lichen Teiler. -Verfahrt man analog in bezug auf die iibrigen Primfaktoren
von @, so erhdlt man eine Reihe von Kongruenzen fiir w,, u, nach den
iibrigen p, deren simultane Befriedigung Gewihr leistet, daB die damit
gebildeten U,, U, einen gemeinschaftlichen Teiler haben, der durch keines
der p teilbar, a,lso zu @ prim ist.

Es sel nun  eine so durch L dargestellte Zahl. Dann gibt es ein
ganzes rationales », mit

10 (mOd Q).
Diese Kongruenz ist 1dentlsch mit folgenden belden
‘ a,=rU0 ,
56 “r 71 (mod
(56) a,=r, U, ( Q)

Um 7, zu ﬁnden, nehme man N,, N,, N so, als ganze rationale iZahlen, daf}
(57) N, U, +N,U,+NQ=1,
was wegen (U,, U,, @) = 1 moglich ist. Aus (56) folgt dann
' r, =N, a,, + N, a,, (mod Q).
Wihlt man dann r, irgendwie gemiB dieser Kongruenz, so folgt wegen

(85), (57)
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71 Ul = ‘Nl Ul all +N2 Ul a’l‘l = (1 ——N‘a’ U2)a.ll + N? Ul al%
=ay, + N, (U, 0, — U,0,) = a;, (m0d @),
und analog die zweite Kongruenz (56).
Ebenso gibt es ein ganzes rationales 7, mit

(58) o : a&mrgg(mon)

Daher ist ]ede Zahl L(x) kongruent dem Produkt von § und einer =
ganzen rationalen Zahl (mod@) und da § selbst durch L darstellbar, ist
jede derartige Zahl auch umgekehrt erkhch durch L darstellbar. Der
ausgesprochene Satz ist damit vollstéindig bewiesen; 9 ist offenbar auch
prim zu @, da L primitiv ist.

Die Umkehrung ist leicht zu beweisen:

Wenn Q ganz rational,  eine ganze zu @ teilerfremde Zahl einer
Klasse ®, so ist die Gesamtheit der ganzen & aus &, welche fiir irgend-
ein ganzes rationales r eine Kongruenz

> = 79 (mod Q)
erfiillen, identisch mit den]emgen Zahlen, welche dufch eine gew1sse pri-
mitive lineare Form aus & dargestellt werden.

Die Zahlen & bilden némlich offenbar einen Modul. Er bemtzt daher
nach bekannten Sitzen eine Basis &, &, d. h. seine samtlichen Zahlen
und nur diese erhslt man. mit ganzen rationalen ®,, %, durch

L(z)= &, o, + &,,. .

Hierbei sind &, & prim zueinander, weil die dargestellten Zahlen &
nach ihrer Definition keinen gememscha.ftlichen Teiler haben.

Jede Form L(z) gibt nun AnlaB zu einer quadmtwchen Form mit
ganzen rationalen Koeffizienten und der Determinante +@Q°d. Es sel

némlich & irgendeine mit rationalem z durch L darstellbare Zahl. Der
Ausdruck

Ay -1
(59) F(x)= <lew l) (&, @, + &,3,) (8@, + &y2,) = @z} +- b2, +c2;

ist dann eine primitive quadratische Form mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten. Um das einzusehen, miissen wir den Fall reeller und imaginirer
Korper trennen.

a) Ist der Koérper & imagindr, so ist die Einfiihrung der o iiber-
fliissig, da der erste Faktor in F offenbar stets den Wert 41 hat.

Die Koeffizienten von F sind

(60) - “=&1§1= b:&16—‘2+&2§1» c"—‘"&aée
Sie sind ganz, weil die & ganz gind, und rational, weil
&&—]N(a)‘
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Endlich sind @, b, ¢ ohne gemeinsamen Teiler, weil L primitiv ist.‘ Die
Diskriminante von F ist '
b~ dao= (8,8 — 8,3,)' <0
" und a, ¢> 0.
b) Ist k reell, so ist nach Definition der idealen Zahlen

&
wd

~
w

[&]
eine Einheitswurzel. Die Koeffizienten von F sind

o, &f
1 % A Ay
|&a|

a=-3 L.

o o' ?
b (88 RN\ .,
= (3o +3a)0a,
o= 3165
Da
. |@0'| = |N(&)]
. .

rational und die —é)i Karperzahlen, so sind die a, b, ¢ rational und, wie

oben, ganz upd ohne ‘gemeinsamen Teiler. Die Diskriminante b? — 4qa¢
ist positiv und als Ideal '
' (0" — dac) = (8,8 — & &) = (Q*d).
Umgekelirt gibt es zu jeder primitiven ganzzahligen Form F mit der Dis-
© kriminante 3% — 4g¢ — + Q*d eine Form L und ein &, so daB (59)
besteht, wenn noch a > 0, falls ° — 4ac < 0.
a) Sei b —dac="—Q%d < 0, @>> 0. . Zur Bestimmung der & dient
(60), woraus sich ergibt
~a  b+Qy=d
ity = QR

b—QyV=—d
=Qy=2

> %‘”1&2 =
(V—d hat beide Male dieselbe Bedeutung). Es sei nun % eine solche
ideale Zahl, daB ‘ )
(3) = (ﬁf%!:j, o)_
Es ist dann '
o . ' — 2 2 - —Odg
(%) = (2£9/=2 o) (=92, )= (M9 brev=d 1-gV=d )
Y= RS )

Der letate Idealfaktor ist aber 1, da er die teilerfremden Zahlen a, b, c
enthilt. Also : '

\

(+%) = (o)
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»

und daher

A

Tr=C¢c,

weil ¢ > 0. Diq 'so bestimmten Zahlen

sind daher ganze teilerfremde Zahlen und erzeugen eine Form L mit den
behaupteten Eigenschaften.

b) & sei reell. Wir setzen wieder
. b+@vd
(1:) == (—-—g—‘/-—, 6) )

(27') = (o).
Hier kénnen wir aber nur schlieBen
|22 | = | N (2)|=|¢].

also

Also
A -1
1t =(""¢,
wo ( eine Einheitswurzel. Setzen wir wieder

& — ”—tz?-—ﬁ, &
T

1 2

¢
=,
80 ist

L(z) =& @, + &,
eine primitive ganzzahlige Form und das Produkt von L und der Kon-
jugierten ist eine quadratische Form mit den Koeffizienten

ta, b, Ce.

Ist ¢ > 0, so setzen wir

ist ¢ < 0, so setzen wir

In beiden Fillen ist

Hoa' oy af
wo ]
(57— O T,E O

also besteht mit diesem &, & die Gleichung (59).

Durch verschiedene Wahl der @ enthélt man bei demselben L offen-
bar nur zwei verschiedene Formen ¥, diese unterscheiden sich im Vor-
zeichen. .

§ 9.

Imaginire quadratische Korper.

Im imaginiren quadratischen Kérper der Diskriminante —d gibt es
nur endlich viele Einheiten modf, ihre Anzahl g ist im allgemeinen = 1.
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Jeder Zahlcharakter mod { hat die Form

z“(ﬂ)’“(r " @==+1,%2,..).

‘:;I’;)
-

Die Zetafunktionen sind
Lqay 1 _F}__M Z((ﬁ)z____
=52 (m) R
worin jetzt fi simtliche ganzen, dem Korper zugeordneten idealen Zahlen
auBer Null durchluft. (Jedes Ideal (i) kommt in der Summe dann ja
g'-mal vor, wenn g’ die Anzahl aller Einheiten in % ist.) Der I'-Faktor
in der Funktionalgleichung ist ‘

(527 =T (s+ 1920, yy=1, 4= L|Van(p.

Die Summen iiber die einzelnen Klassen ¢ (8; 4, &) sind in einem
‘andern Zusammenhang zuerst bei Herrn Herglotz®) aufgetreten, sodann
besonders mit Riicksicht auf ihre Funktionalgleichung erst von Herrn
Epstein®) behandelt worden, der auch eine Verallgemeinerung auf mehrere
Variable gibt. An beiden Stellen bleibt iibrigens die im vorhergehenden
entwickelte zahlentheoretische Bedeutung dieser Funktionen unbemerkt.
Nun sei F eine positiv definite ganzzahlige primitive quadratische Form
mit der Diskriminante —@*d. Nach § 7 gibt es im Korper k(V— d)
eine Klasse ® und eine primitive lineare Form aus &,
derart, daB L= va, At

L(z)-L(z)= (&2, + &y 2,) (& %, + gc;xe),z o} bz, @, + cay=F(x,, 7).

Wie weit die & durch F' bestimmt sind, kommt weiter nicht in Betracht.
Ferner- existiert ein ganzes (zu Q teilerfremdes) ¢ aus ®, derart daB
durch die quadratische Form F alle und nur die ganzen rationalen n
dargestellt werden, wofiir ‘

n =N (i

A=rp(modQ)
mit irgendeinem gamzen rationalen r. Jedes Wertepaar z,, z, mit
F (2, ,) ==n fikrt eindeutiq zu einem @ dieser Art und umgekehrt. ‘

Ist f=L(x), »=L(y), und sind 4 und 5 assoziiert, so nennen
wir auch die beiden rationalen Zahlenpaare z,, #, und y,, y, assoziiert.

Wir denken uns jetzt in der Ebene ,, x, als rechtwinkelige Cartesi-
sche Koordinaten und konstruieren sodann das.Gitter aller Punkte mit

%) Herglotz, Uber die analytische Fortsetzung gewisser Dirichletscher Reihen,
Math. Ann. 61 (1905), 8. 551—560.

) P. Epstein, Zur Theorie allgemeiner Zetafunktionen II, Math. Ann. 68 (1906),
8. 205—216.
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ganzzahligen z,,,. Jedem Gitterpunkt entspricht genau ein i = L (%)
und umgekehrt. Wir sprechen vom ,,Punkte & und iibertragen die auf
die Zahlen 4 beziiglichen Termini einfach auf die Punkte i.

Sei jetzt ¢ e
1(#)*( ;) =t ®

der Grundcharakter mod Q. Diese Funktionen 4 (i) und w (/) sind Funk-
tionen des Ortes in der z,- x,-Ebene; sie haben den gleichen Wert fiir
alle Punkte, welche derselben vom Nullpunkt aus gezogenen Halbgeraden
angehéren, denn fiir jedes positive 4 ist

A(t4) = Q).

Unter diesen Halbgeraden gibt es g verschiedene (und nicht mehr), denen
der Wert 1 =1 zukommt, d. h. w==0 oder einer ganzen rationalen Zahl.
Wir verabreden, den Punkten derjenigen Halbgeraden, welche reelle posi-
sitive ji- Werte entsprechen, den Wert w = 0 zuzuordnen, diese Halbgerade
heiBle die Null-Linie. Den g — 1 zur Null-Linie mod @ assoziierten Halb-
geraden, welche auch 1==1 haben, ordnen sich dann in bestimmter Weise
die Werte w=1, 2, ..., 9 — 1 zu, derart, daB w(ji) eine eindeutige und
stetige Funktion des Ortes in der lings der Null-Linie aufgeschnittenen
x,- z,-Ebene ist, deren Werte an den beiden Ufern des Schnittes um ¢
differieren.

Zwei vom Nullpunkt durch & und % gezogenen Halbgeraden kommt
dann eine bestimmte Zahl w (i) — w(#) zu, und diese Differenz ist nichts
anderes als der (im allgemeinen) Nichi- Euklidische Winkel, welchen diese
Halbgeraden in einer auf die Form F (,, #,) gegriindeten Cayley-Klein-
schen MaBbestimmung miteinander bilden. Im Sinne der projektiven
Geometrie definiert nimlich F = 0 ein Paar konjugiert imaginérer Punkte
auf der unendlich fernen Geraden z, = 0, also einen ausgearteten Kegel-
schnitt. Der Winkel zweier vom Nullpunkt durch die beiden Punkte
,, %, und y,,y, gezogenen Halbgeraden in der entsprechenden auf F
gegriindeten (parabolischen) MaBbestimmung ist bekanntlich

8y ) - By Ty Gy Yyt &y Ys ¢ v 2¢ VAN AV
—Ml g(‘xi“’r}‘ &y @y “1?/1+&syn> - ?log (ﬁ - :> - ﬁlog{<m) . <m> }
=22 (0(3) — wk)- 21 = 2 (w () — w ().
Wird der reelle Proportionalitétsfaktor ¢ =Zg}? gesetzt, so haben wir als
Winkelma$ gerade w (i) —w(?), es bedeutet, daB der Vollwinkel die
MaBzahl g erhdlt. , )

Wir nehmen jetzt zwei beliebige vom Nullpunkt ausgehende Halb-

geraden, welche einen N.-E.-Winkel ¢ < 1 miteinander bilden. Der
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Winkelraum werde J genannt. Er enthilt keine zwei mod @ assoziierten
Punkte. Die Aussage: i liegt in J, ist also gleichbedeutend damit, daB
w(@) einem gewissen Intervall von der GroBe ¢ angehért. Der Satz von
§ 6 Gleichung (52) lautet daher in diesem Fall:

Durchliuft
=% + &1,

samtliche Primzahlen, wofiir # dem Bereich J won der Grofle 9 < 1
angehort und
A= (mod@Q), N(a)<t,

s0 18t fir die Anzahl z(t; 9, Q) dieser #

. t; 0, Q) D)

lim z._(._’...,’__.. [

I=w __t___ hQ
logt

Ist weiter r,,7,,...,7, ein vollstindiges reduziertes Restsystem
rationaler Zahlen mod @ (m = ®(Q)), so ist daher die Anzahl aller ,
wofiir bei irgendeinem %

A=0r,(modQ), N(a)<t
2.9(Q) t
h(Q) logt:
Primzahlen werden durch die lineare Form L(x) =@, z, + &=, darge-
stellt (abgesehen von den endlich vielen in @ aufgehenden Primzahlen).
Thre Normen und nur diese liefern die Primzahlen P, welche durch F (z,, ,)
dargestellt werden und dabei kommt jede dieser Primzahlen p méglicher-
weise bei mehreren z,, z, in Frage. Somit ergibt sich schlieBlich:

Die Anzahl der (=, z,), welche dem Winkelraum J von der Grofe

angehoren und wofir die quadratische Form

F(#,, z,) = Primzahl < t,
18t asymptotisch gleich

und 7 in J gelegen, asymptotisch = Alle und nur diese

2(€) ¢

h(Q) logt”
Der Winkel ¢ ist dabei in der oben angegebenen allein durch die Form F
bestimmten Nicht-Euklidischen Art zu messen. In der obigen Formu-
lierung ist der Satz ersichtlich auch fiir beliebige Winkelriume kleiner
als der Vollwinkel richtig. ‘

Folglich ist die Anzahl der Primzahlpunkte #, wofiir bei festem
k,, k&, CARA )
8 Sw(a) <9,

byt < N (7)< byt
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asymptotisch gle.iych ‘

| ‘ (@) ¢
. (61) ) ('3‘4 - '?1) (kz - ,kl), m(Q) logt’
Dabei ist (9, — ) (b — k,) der Nicht- Buklidische (mit Bezug auf Fy
gemessene Fquihhalt des Grebietes ' S
’(62) ’ ‘ { 9 K w (8% + &2%)5.—"9‘%:

k1§F(x1=%)§kﬁa )

der wiederum gleich

\ﬂzi?.«\ jj dz, dz,

erstreckt iiber das Gebiet (62), ist.

Nach bekannten Prinzipien gilt daher eine zu (61) analoge Formel
fiir ein beliebig gestaltetes Gebiet. Wir sprechen sie so aus:

Sei V ein endliches sweidimensionales Gebiet der ,- x,- Ebene,
dessen BEuklidischer Flicheninhalt such mit ¥V bezeichnet werde. ¥, be-
deute das entsprechende, durch Streckung vom Nullpunkt im Verhiltnis
1:t entstehende Gebiet. Die Anzahl 7 (t) der Punkte x,, %, ous V.
wofiir F (%, %;) eine Primzahl, ist dann asymptotisch ’

i
a (%) ~V-Bﬁé-‘ﬂ-%/§l 2.
Die Anzahl aller Gitterpunkte in ¥, sei 2(?). Hierfiir ist

o 2(t) ~ V- 17
SchlieBlich also & : /5l
3 ‘ . a@) gDl 2@
(68) lim S < 2w K@
' logz (2)

Die Konstante .rechts 148t sich unter Einsetzen von h(Q) n die Form
getzen: '

1 1
nh ) H{l__ ::é }—}‘
a/Q ( e )3
Hier ist »-h der Koeffizient von ?-lfi in der Entwicklung der Zetafunktion .

des Korpers, also unabhingig von Q. Das Produkt ist iber die ver-
gchiedenen rationalen Primzahlen ¢ zu erstrecken, welche in @ aufgehen.
Wir wollen noch die Anzahl der Primzahlen untersuchen, welche
durch die quadratische Form dargestellt werden, wenn Ty, Z; NI die
Zahlen gewisser arithmetischer Reihen durchlaufen.
Sei k eine ganze rationale Zahl,

8”""’1&1'\’”‘9&3:—“1;(”"1’7"’2)
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eine durch L darstellbare Zahl; wir betrachten die Zahlen, die fiir ganzes
% @ durch i = L (ka, -+ my, kay +m,)

dargestellt werden. Nach dem Vorhergehenden sind es diejenigen Zahlen,
wofiir

(64) #~7 durch L darstellbar,
d.h. o
(65) fa=0+krg (mod kQ)

mit irgendeinem ganzen rationalen r. Bei festem 7, 0 haben die durch (65)
definierten ji entweder einen gemeinschaftlichen Teiler — dieser geht
alsdann in %¥Q auf — oder das ist nicht der Fall, und dann kommen
nach § 6 unter den 4 auch unendlich viele Primzahlen vor. Damit dies
der Fall, ist notwendig und hinreichend, daB
66) o prim zu k, s ~+ k7 prim zu Q,
( wobei 0= 5§ (mod Q).
Wir nehmen an, diese Bedingungen seien fiir ein r erfiillt, Durch ele-
mentare Betrachtungen findet' man, daB dann die Anzahl aller mod @
inkongruenten r, wofiir s + kr prim zu @, gleich

e 1
~(67) Ql (1 _;).

?/Q
P, k=1

p durchliuft alle Primteiler von @, die nicht in % aufgehen. Gibt es
unter den Zahlen & solche, die zu kQ prim sind, was wir ja voraussetzen,
so konnen wir von vornherein & gleich einer solchen Zahl nehmen; die
Gesamtheit der alsdann durch L ( ko, 4 m,, kz, + m,) dargestellten Zahlen
bleibt dabei unverindert. J

Die Anzahl der Primzahlen # == § =+ k7o (mod xQ), wobei die Punkte
(k@ -+ m,, kx, + m,) einem Winkelraum von der GriBe ©- (wie, frither
gemessen) angehéren, wihrend ihre Norm <1t ist, ist daher asymptotisch

d w 1

¢
g h - ( 1'><i~.d 1)1623
Q* I——)(1-({=2) =
e I-5)0-5)3)

w ist die Anzahl aller Einheiten des Kérpers.

Da die lineare Funktion L (kx, +m,, ka, + m,) soviel verschiedene
Kongruenzen erzeugt, als (67) angibt, s6 ist endlich wie auf S. 47:

Die Anzahl der Punkte k®, +my, kx, 4+ m,, welche in einem Be-
reich V, liegen, der aus V durch Dehnung im Verhiltnis 1:¢ entsteht,

d wofii
und wofiir F (ke, + m,, ka, + m,) = Primzahl,
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ist asymptotisch gleich

.1 1 ' V-2
»h [Z 1 —d\ 1) loge?”
t | p ﬂ- (q q
. »/k ¢/Qk .
2+Q

Voraussetzung ist nur, daB es tiberhaupt ein ganzes x,,u, gibt, wobei
F(kx,+m,, kx, + m,) zu Ik Q teilerfremd ist. . "

Im Zusammenhang mit diesen Untersuchungen erhebt sich gleich die
Frage, welchen Wert die Funktionen &(s; A) 9m Punkte s =1 haben. Es
ist nun sehr bemerkenswert, daB es dabei zwei ganz verschiedene Arten
numerischer Werte gibt. Die eine Art entspricht denjenigen 1, wo der
Exponent ga eine gerade Zahl ist. Diese lassen sich alle durch elliptische
Modulfunktionen, deren Argument eine Zahl aus % ist, ausdriicken. Die
andere Art, wo ga eine ungerade Zahl ist, fiihrt dagegen auf neue Tran-
szendenten, und zwar auf solche, welche mir inzwischen bei einer ganz
anderen Gelegenheit, bei der Klassenzahlbestimmung gewisser hoherer Zahl-
korper, entgegengetreten sind. Diese Untersuchungen habe ich jedoch noch
nicht zum AbschluB bringen kénnen.

§ 10.
Reelle quadratische Korper.

Im reellen 'quadratischen Korper der Diskrimininante d sind die
GroBencharaktere mod f

lm ~ —_— ﬂmlw(ﬂ)’m = 1’ 2,...
o9) (fi)=-e (m==+1,+ )

2

D)=L log | &
©(2) = g1ogTyT o8 | 7

worin 7 (7 >1) die Grundeinheit mod f ist. Die Anzahl g der Einheits-
wurzeln mod f ist 1. Hier gibt es aber noch Vorzeichencharaktere

v(@) = (5" (1hm)" (2, 8,=0,1).

- Jeder Idealcharakter von J (f) hat die Form

vy =2((R), ‘
wo y ein Klassencharakter von J(f) ist. Der I'-Faktor, der in der
Funktionalgleichung von 7 (s; 1) auftritt, ist :
i 8-t a, wim st+a,  wim
I'(s; /'l)mI"( 2 L.+2log|17l>r< 2 2]ogln})’
y(4)=1,

A=2|VIN.
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Sei jetzt F eine ganzzahlige primitive quadratische Form mit der
Diskriminante @°d > 0. Nach § 7 gibt es zu F im Kérper k(Vd) eine
primitive Linearform L und eine ganze Zahl & aus L derart, da8

L=z + &,
— o (@
| F =1L (myay) -
Die durch L darstellbaren Zahlen i sind genau diejenigen, welche
fiir irgendein ganzes rationales r die Kongruenz

f =19 (modQ)

befriedigen, wobei g eine beliebige durch L darstellbare, zu @ teilerfremde
Zahl bedeutet. Es ist offenbar keine Einschrinkung, die Zahlen & und $
als identisch anzunehmen.

Die GréBe w (i), welche nach (68) in den Charakteren mod @ auf-
tritt, hat nun die Bedeutung eines Nichi- Buklidischen Winkelmafes in
einer auf F = 0 gegriindeten MaBbestimmung. Durch die Form F werden
némlich in der (z,, #,)- Ebene zwei verschiedene Geraden F == () bestimmt,
die Asymptoten der Hyperbelschar F = const. Wir wollen die Variabeln
%, %, auf einen ganz bestimmten der durch das Asymptotenpaar gegebenen
Quadranten beschréinken, namlich auf denjenigen, wo

£2>0, £>o0.
[/} w

Er heiBe der Quadrant (&). Berechnen wir jetzt fiir zwei von Null aus-
gehende, nach den Punkten i, # dieses Quadranten gezogene Halbgeraden
den Winkel! Dabei legen wir als absolutes Gebilde den ausgearteten
Kegelschnitt F =0, z, = 0, d.h. ein Paar reelle Punkte der unendlich
fernen Geraden zugrunde. (Diese parabolische MaBbestimmung ist iibrigens
die gleiche, welche der alten Einstein-Minkowskischen Relativitits-
theorie zugrunde liegt, definiert durch die Lorentzgruppe in zwei
Variabeln.)

Als MaB fiir den Winkel findet sich dann
i p!
klog (a : ;,;-,—)
Wiahlen wir den Faktor % so, da der Winkel = 1 wird fiir die Strahlen
nach @& und %/, so erhalten wir als Winkelmal gerade
w(p)— w(5)-

Das asymptotische Gesetz, welches in § 6 bewiesen wurde, lautet
also hier: '



Eine neue Art von Zetafunktionen. 51

Die Anzahl der Punkte (,,2,), welche im Quadranten (8) liegen,
und dem Winkelraum J von der GrsBe o angehoren, und wofiir
fi=& %, + &2, = (modQ), |N ()] = F (=, %,) = Primzahl < ¢
ist asymptotisch gleich ‘
. ot
hy (@) log?’
9t ist der Nicht-Euklidische Flicheninhalt: des Stiicke;x von J, das dem
Bereich F < ¢ angehort, dieser ist aber wieder '

QVd
: log [7]
Hieraus folgt endlich wie in § 8:

Sei V ein endliches zweidimensionales Gebiet der %~ ,-Ebene, vom
Euklidischen Inhalt V. V, bedeute das aus V durch Streckung vom
Nullpunkt aus im Verhéltnis 1:¢ entstehende Gebiet. Uberdies gehére
V dem Quadranten (3) an. Die Anzahl der Punkte z,, z, in V,, wofiir

~

fo=&x, + &%, =3(modQ) und A Primzahl,
ist asymptotisch

>< Euklidischer Flicheninhalt.

QVd Vv,
hy (@) log ] Tog V"

Die Anzahl der z,, %, in V,, wofiir
N (f) = F (z,, %,) = Primzahl
(F ist dann > 0, weil wir im Quadranten (9) sind), ist asymptotisch

QVd Q) V.

hy (@) log (7]~ P\¥)Tog v,

An Stelle von V, kénnen wir auch z(t) schreiben, wenn z(t) die Anzahl
aller Gitterpunkte in V, bedeutet.

Gdttingen, April 1919.

(Eingegangen am 29. April 1919.)
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