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Ein Mittelwertsatz in der Primzahltheorie.

Von

Harald Cramér in Stockholm.

Die Riemannsche Vermulung wird in den drei ersten Nummern
von dieser Arbeit als wahkr angenommen.

1. Essel z > 2, und es bezeichne y () die bekannte Tschebyscheff-
sche Primzahlfunktion

y(z)= D logp,
<Le

wo p die Primzahlen, m die ganzen Zahlen durchlauft. Dann gilt nach
v. Koch?)

y () =2+ 0 (Velogz);
nach Littlewood?) gilt aber nicht
y(z) =2+ o(Vz log log log z).
In einer neulich erschienenen Arbeit ®) habe ich bemerkt, daf die Funktion

y(z)—x
Ve

die also jedenfalls nicht beschrinkt ist, doch einen beschrinkten Quadrat-
mittelwert hat, d. h. daB

z

1 f (ﬁ”%)?:z)?dt:: o(1)
2

1) Sur la distribution des nombres premiers, Acta Mathematica 24 (1901), S. 159182

%) Hardy and Littlewood, Contributions to the theory of the Riemann zeta-
function and the theory of the distribution of primes, Acta Mathematica 41 (1917),
S. 119-196.

) Some theorems concerning prime numbers, Arkiv fér Matematik 15, Nr. 5
(1920), 38 8.
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148 H. Cramér.

gilt. Ich habe auch daselbst die Frage aufgeworfen, ob nicht dieser Aus-
druck sogar einen Limes fiir £ —co hat. DaBl aber diese Frage zu ver-
neinen ist, geht aus dem zweiten Teile des folgenden jetzt zu beweisenden
Satzes hervor, von dem der erste Teil gewissermafen ein Analogon des
bekannten Parsevalschen Satzes aus der Theorie der Fourierschen
Reihen bildet.

Satz. Wenn die Riemannsche Vermutung wahr ist, so gilf fiir x —oc

. e L2
W x| (P =

wo o die komplexen Nullstellen der Funktion [ (s) durchliuft und n, den
Grad der Vielfachheit von o angibt. — Dagegen schwankt fir jedes « < 1
der Ausdruck

(2) xe(}wmgf ('/1 (tt)a— t)edt

zwischen zwei verschiedenen endlichen Unbestimmiheitsgrenzen.
Wenn wir in dieser Arbeit die Bezeichnung 2 anwenden, so denken

e
wir uns immer die g = - 4y nach absolut wachsenden Ordinaten geordnet
und, etwas abweichend vom gewdhnlichen Gebrauche, jedes ¢ von seiner
Vielfachheit abgesehen nur genau einmal gezihlt.

2. Fiir den Beweis werden wir die v. Mangoldtsche Formel*)

zp(t):t——anz;~—-21—10g(1———};)—~log2n
p 0

benutzen, die fiir alle ¢ > 2 gilt, welche nicht von der Form # = p» sind.
Die hier auftretende Reihe ist in jedem endlichen abgeschlossenen Intervall

solcher ¢-Werte gleichmiBig konvergent, und ihre ,,Teilsummen‘ Z 1y

T e
fri<a
sind in jedem Intervall 2 <t <2 gleichmﬁ.ﬁig beschrinkt. ’

Schreiben wir also

(p=ty_ L~ gn,, +0(1))
:‘;”‘9;”’“ t9+g:5:+0( )+0( an
=3'n, Zne, ‘”Z:,_ + 0t *log®t),

4 Vgi. z. B. E, Landau, Bandbuch der Lehre von der Verteilung der Prim-
zahlen, Leipzig und Berlin 1909, 1, S. 365.
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Ein Mittelwertsatz in der Primzahltheorie, 149

so kann hier von 2 bis » gliedweise integriert werden, und wir erhalten

t)—¢\2 o f —
J(&%L) dz=%’%§%! #7244+ 0 (1),

wo, bei der angegebenen Summationsordnung, die Doppelreihe konvergent
ist. Es gilt nun

e(l—eo)=lel”
und nach bekannten Sitzen iiber die Verteilung der o ist die Reihe

[mo®
2%

konvergent. Hieraus folgt weiter

z

(3) f(-——————w(?"t)ﬂdtxlong lﬁ"—r

+2m Z ne’ xQ"‘;;Q gete +0<1)’

a:{:l—@

Wir wollen beweisen, daﬁ das erste Glied rechts fiir das asymptotische
Verhalten des ganzen Ausdrucks ausschlaggebend ist, d. h. daB die Doppel-
reihe von der Form o (logz) ist.

Es sei nun 7 eine beliebig kleine, aber von z unabhingige, positive
Zahl, kleiner als das kleinste positive y. Dann werden wir zuerst zeigen,
daB die Summe, die man erhilt, wenn man in der Doppelreihe nur die
Glieder mit

: oo —1 =79
nimmt, absolut konvergent und von der Form O(1) ist. Aus Symmetrie-
griinden geniigt es zu zeigen, daB die beiden Reihen

278 2T

o107, ?+?)

und
(4) 2 o 2
S0 lel, < i ( ~?)
konvergieren, und man findet sogar, daB es hinreichend ist, nur die letzte
Reihe zu betrachten. Nach der bekannten Formel

N(T)= 7 (log st — 1) + 0 (leg T),

wo N (T') die Anzahl der ¢ =} -+ ¢y angibt, die der Beziehung 0 <y < T
geniigen ®), findet man nun fiir hinreichend grofie y

% Vgl. E. Landau, Handbuch der Lehre von d;sr Verteilung der Primzahlen,
Leipzig und Berlin 1909, 1, S, 368.
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2 kﬂ’i(n;:—:")le + 2 o+ Y

o<y Sy 0<y<sE ByLy—rt y= <y L y—n
Y4 1o 1 g
y o; 1o, lo
xo(z_,ﬁﬂ+z~§_z+z“;ﬂ — o(Xer),
Y ¥ y¥ e 8

so daB die Reihe (4) konvergiert. Aus (3) folgt also

z

(5) J (O=tVgs ) ne”

P ,(z9+g’—1~_29+e’——1)
b 3 meme 022 Loy
ollr+y |<n iee’(r+77)

und es muB nur noch gezeigt werden, daf, wenn ¢ beliebig klein gegeben
ist, # und z, so gewéhlt werden kinnen, da8

ﬂeng,(xi(y-i-y') 2t(y+y‘))
e’ (y+7°)

% <elovx
o o ir+v <y

fir 2 > z, gilb.

-Da die Gliederzahl der inneren Summe endlich ist und in der Summe 2

e
die Glieder nach wachsendem |y, geordnet sind, kann man immer zwel

Glieder (o =14y, o'=3%-+4y") und {¢=3}—iy, ¢'=35—iy') zu-
sammenfassen, Es geniigt also, die Ungleichung

LN Too e’ z(y-ﬁ-y)_m‘/ﬂ) 1
i Z yi_;n\s o0 <~elogx
e 0<y+y' <9 - .
oder sogar
n@n PR . 1
(6) > 2 ¢ 5ozt | < gelogw

o 0< iy Tel* e P+
fiir alle # > 2, bei zweckmaBiger Wahl von 4, zu beweisen. Es gilt nun
See' e = |— 5 (y+y)cos(y+y ) logat (3 —yy)sin (y +7) logz:
<y4y'42lyysin(y+y’) loga| <3{yy"|(r+7)logz;
die linke Seite von (6) ist also kleiner als
(7) 3logz 2, P 2 ”""Q .
e 0<r+r<91 r7"i
Es sei nun K eine solche Konstante, daf fir alle 7'>2 die Un-

gleichung 7' —1 <y < T + 1 von héchstens K log T Nullstellen (jede mit
ihrer Vielfachheit gezhlt) erfiill ist, und es sei 4 > 0 so gewihlt, daB

: logy z
I ne B <oy
oy y{y—1) T 24K
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gilt. Dann wahlen wir 5 so, dal erstens 7 <1 und zweitens % kleiner als
die kleinste Differenz zweier verschiedener y im Intervalle 0 <<y < A4 1
wird. Die Glieder der Doppelsumme in (7) konnen dann nur solche ¢
enthalten, fiir welche |y| > 4 gilt. Wir haben also

3logz > D) mn@<310ga:2 > ﬁ%—lf

e 0<y+y' <y lri>4 0<lyrr<»

<6 Iog:z:éj—li}oﬁ-?})g < —Iogx

Hierdurch ist (6) bewiesen, und aus (5) folgt dann der erste Teil
unseres Satzes:

Z
Ty ) —t\? [ny|*
j (35—(«—2—-> dt:long%%f—g 4o (logz).
3. In gleicher Weise wie oben erhalten wir, wenn ¢ <<1 und von
unabhingig ist, '
&

z

. 1 Ty (D —t\? ., ng NV Mg z2te 1 Ly
®) x‘z(l'“)_)j< )‘“*%’?5?‘ crorizze Toll)

t“

Die Hauptschwierigkeit bei dem soeben behandelten Falle « =1 lag nun
darin, da$ der in der Doppelreihe in (3) im Nenner auftretende Faktor
o0’ —1 beliebig kleine Werte annehmen konnte. Deshalb muBite diese
Reihe in zwei Teile geteilt und die beiden Teile in verschiedener Weise
abgeschitzt werden. Hier aber hat der entsprechende Faktor o--o'+1—2¢
den reellen Teil 2(1 —«)> 0, und man kann die ganze Doppelre;he in
genau derselben Weise wie vorhin die Glieder mit lo + o' — 1{>n be-
handeln. Man zeigt in dieser Weise, daB die Doppelreihe unbedingt kon-
vergent und von der Form O(1) ist. Hierdurch ist schon bewiesen, daBl
die Unbestimmtheitsgrenzen von (2) endlich sind, und wir haben nur noch
zu zeigen, daB sie verschieden sind.
Zuerst bemerken wir, daB die absolut konvergente Doppelreihe

g ne’ getemt
) ;,?ozr’?'we’%—i*?u

jedenfalls nicht fiir alle z > 2 konstant sein kann. Denn in diesem Falle
wiirde man durch Multiplikation mit (% und Differentiation

( —Efi a:é’) =2(1—ea¢)Kz

fiir alle & p» erhalten. (Fiir alle solche Werte von z darf man nach
bekannten Satzen gliedweise differentiieren.) Das ist aber z B. mit dem
oben zitierten Littlewoodschen Satze nicht vertriglich.
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Wenn wir jetzt noch beweisen kénnen, daB die Doppelreihe (9) jedem
Werte, den sie iiberhaupt fiir z > 2 annimmt, wieder fiir beliebig grofle
Werte von z beliebig nahe kommt, so folgt daraus, dafl die linke Seite
von (8) keinen bestimmten Limes fiir # — oo haben kann, und unser Satz
ist dann vollstindig bewiesen. Dies folgt aber leicht aus dem bekannten
Dirichlet-Kroneckerschen Satz iiber diophantische Approximationen,
der etwa folgendermaflen ausgesprochen werden kann ®):

,Es seien n reelle Groflen ¢,, ¢,, ..., «, und zwei positive Zahlen g,
(groB) und & (klein) gegeben. Dann kann man n ganze Zahlen u,, u,, ..., 4,
und ein £ > f, bestimmen, so daf die Ungleichungen

........

alle erfiilllt sind.*

Betrachten wir nun die Doppelreihe (9). Sie nimmt fir 2 =2 > 2
einen gewissen Wert 4 an. Wenn 2, beliebig gegeben ist, so wollens wir
zeigen, daf es oberhalb z, Werte von « gibt, wo die Doppelreihe dem
Wert 4 beliebig nahe kommt. Da die Doppelreihe fiir alle 2 > 2 absolut
und gleichmaBig konvergiert, kénnen wir, wenn ¢ beliebig klein gegeben
ist, » Glieder herausnehmen und dabei % so wihlen, daB die Summe der
iibrigen Glieder fiir » > 2 absolut <& ist. Setzen wir in der Summe
der n fraglichen Glieder # —ze’ und wenden dann den obigen Satz an,

wobel wir f, = log«? nehmen und unter «,, ..., ¢, die n entsprechenden
Werte von y -4/ verstehen, so ergibt sich, daB wir ein ¢ >¢,, d. h. ein
x > w, derart finden konnen, dafl
oteo'—1 1
TNo Ny’ . z . i
2;?;? cToiiee 4

i

n
wl Np Ng' ie,~2mp,) 4
<28+%iee’(e+e’+l-—2“)(e =1

§ g o |
<‘*<2+§§ e )

Hierdurch ist die behauptete Eigenschaft unserer Doppelreihe bewiesen,
und nach dem oben Gesagten felgt daraus der letzte Teil des Satzes.

4. Wenn die Riemannsche Vermuiung falsch ist, so kann weder
(1) noch (2) fir unendlich wachsendes x beschrinkt blesben. Aus der

3} Vgl. z. B. H. Bohr und E,Landau, Uber das Verhalten von £ (s) und & (s)
in der Nihe der Geraden o= 1, Gottinger Nachrichten, 1910, S, 308—330.
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Beschrdnktheit von (1) oder (2) folgt also wmgekehrt die Riemann-
sche Vermutung.

Es geniigt, dies fiir (1) zu beweisen. Es gilt nidmlich, wenn wir
den Ausdruck (2) gleich £, (z) setzen,

x

[0 =) +20 -0 [ 5P as
4 %

12

so daB aus der Beschriinktheit von (2) auch die Beschrinktheit von (1)
folgt. — Aus der bekannten Schwarzschen Ungleichung erhalten wir
z 2 z
y(H)—t () —t)?
([29= af < @-2) ] (5= as
3- 8
also, wenn (1) beschrinkt ist, )
- .

fﬂtg—:ldt:O(Vxlogx),
2

d. h.

2 A(n) log% =z - 0 (Vz log ),
n<lz

wo wie gewdhnlich 4 (n) =1y (n) — y(n — 1) gesetzt ist. Da nun
2 log % =z + 0 (logx)

<z
gilt, wire also

”%,;(A(n} - l)kigiiz 0 (Vzlogz).

Die Reihe Z (A(n) —1)n—c—% wire also fir ¢ >} summierbar?)
1

(logn, 1) und daraus folgt bekanntlich die Regularitit der Funktion von-
§=0-+ 1

¢’

e TC (s)

fir 6> %, d. h. die Riemannsche Vermutung.
Morby, Stocksund, den 7. Juni 1921.

?%) Vgl. Hardy und Riesz, The general theory of Dirichlet’s series, Cambridge
1915, Theorem 31, S. 45.

(Eingegangen am 13. Juni 1921.)



