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Zur Transzendenz von e.

Von
J. Popken in Groningen.

Bezeichnet 6 irgendeine algebraische Zahl, so ist bekanntlich
le—0]>0.

Hieraus folgt: geniigt 0 der irreduziblen Gleichung mit ganzen rationalen
Koeffizienten

a
2 at=0,
h=0
wo (€, €4y --5 C,) =1 ist?), so ist es méglich, eine nur von » und

H— oyl + o]+ .o+ o
abhingige positive Zahl #, zu finden mit der Eigenschaft

le—0]>7,.
H nennen wir die Hohe von 6 (es ist klar, da H eine durch 6 ein-
deutig bestimmte ganze Zahl >1 ist). Ist P(z)= chhx" ein Polynom

K=0

mit ganzen rationalen Koeffizienten, die nicht alle verschwinden, so ist auch

|P(e)| >0.

Nennen wir H=|c,|+|¢,|+ ...+ |c,| die Hohe des Polynoms
P(z), dann konnen wir also eine nur von n und der Héhe H abhingige
Zahl #, finden mit der Eigenschaft

| P(e)| > 7.

Jetzt liegt die Frage nahe, welche Funktionen #, und %, von n und H
die genannten Eigenschaften besitzen.

1) Mit (¢, 6,, +. ., Co) wird der groBte gemeinsame Teiler von ¢y, ¢, ..., ¢
gemeint.
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Um diese Frage zu beantworten, habe ich, unterstiitzt durch Herrn
Prof. Dr. J. G. van der Corput, die folgenden Sitze abgeleitet.

Satz I. Ist P(z) esn Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten
vom Grade n und von der Hohe H >3, so gibt es eine nur wvon n ab-
hingige Zahl 1, derart, daf

M
| P(e)|>H T
1st.
Aus diesem Satz folgt: ,
1. Zu jedem positiven ¢ und jedem positiven ganzen n gibt es eine
nur von n und e abhingige positive Zahl C, derart, daB fiir jedes Polynom
P(z) vom Grade n mit ganzen rationalen Koeffizienten die Ungleichung

[P(e)l > C,H™""
gilt, wo H:die Hohe des Polynoms P(z) bezeichnet. a

Denn wahlt man H, > 3 so groB, da8 —rg—l—:?—fl— < & ist, so gilt, wenn
H 2> H, ist, die Beziehung 1 | ’
|P(e)| > H™".

Bei gegebenen n und ¢ gibt es nur eine endliche Anzahl von Poly-
nomen vom Grade n und von einer Hohe < H,, so daB diese Polynome
bei hinreichend kleinem positivem €, <1 die verlangte Eigenschaft be-
sitzen, und wegen O, <1 haben auch die iibrigen Polynome vom Grade n
diese Eigenschaft.

2. Ist 6 >0, und bezeichnet P(z) ein Polynom vom Grade n mit
ganzen rationalen Koeffizienten mit der Eigenschaft

|P(e)] <8,

so gibt es zu jedem positiven & eine nur von n und & abhingige positive
Zahl O, derart, daB die Hohe H des Polynoms P(x) griBer als

1

6, (:15_>n+s

ist. (Man braucht nur
1

0, = 0/
zu setzen.)
Auch Herr E. Borel?) hat dieses Problem betrachtet. Er findet das

folgende weniger scharfe Resultat:

%) E. Borel, ,Sur la nature arithmétique du nombre e“. Comptes Rendus 128
(1899, I), p. 596—599.
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Ist 0 <d < %, und bezeichnet P(z) ein Polynom vom Grade n mit
ganzen rationalen Koeffizienten mit der Eigenschaft
|P(e)]| < 3§,

so gibt es zwel nur von » abhéngige positive Zahlen ¢, und O, derart,
daf die Hohe H des Polynoms P(z) grofler als

___0*
1
i glg 5
Cs 5)
ist.

Die von mir gefundene Ungleichung ist schirfer; denn je groBer der

Exponent von —;— ist, um so schérfer ist das Ergebnis, und aus meinem
Resultat ergibt sich, daB im Borelschen Satze der Nenner lg lg—;— im

Exponent fortgelassen werden darf und daB fiir O, jede feste Zahl < 7};
gewidhlt werden darf.
DaB iibrigens Satz I sehr scharf ist, sieht man unmittelbar, wenn

man das erste Korollar von Satz I vergleicht mit

- Satz II. Zu jedem positiven ganzen n gibt es eine nur won n ab-
hingige positive Zahl C; derart, dafS zu jedem positiven gamzen H ein
Polynom P(z) vom Grade n und von einer Hohe < H mit ganzen ratio-
nalen Koeffizienten gefunden werden kann mit der Eigenschaft

| Ple)| < G, H™™

AuBerdem beweise ich noch .

Satz IIL. Ist 0 eine algebraische Zahl vom Grade n und wvon der
Hohe H > 3, so gibt es eine mur von n abhdngige Zahl 1, derart, daf

: IR
| le—0]> " T
28t.

Folglich:

1. Zu jedem positiven ¢ und jedem positiven ganzen n gibt es eine
nur von n und & abhingige positive Zahl O, derart, daf fiir jede alge-
braische Zahl 6 vom Grade n und von der Héhe H die Ungleichung

le—0|>C,H """
gilt.

2. Ist 6 > 0, und bezeichnet 0 eine algebraische Zahl vom Grade n
und von der Hohe H mit der Eigenschaft

le—8] <o, ¥
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so gibt es zu jedem positiven & eine nur von n und ¢ abhéngige positiv
Zahl C. derart, daB die Hohe von 0 grofer als

_r
1 >n+1+s

c (5
Obgleich die hier benutzte Beweisanordnung eine gewisse Ahnlichkeit
zeigt mit dem bekannten Beweis der Transzendenz von e, ist der Unter-
schied doch so groB, daB ich die Hilfssitze vom Anfang an formulieren
und beweisen muB. (Man vergleiche die nachtrigliche Bemerkung am SchluB.)
Hilfssatz 1. Fir
B=geir,0>1, —a<e<+a=, lgB=lge+ip, f(w)=m2noamwm
und

ist.

Fa)=3 5, PO B~ F@) = @)

st
n n '
Q@) < (eel) Ya,|[2]"< (ee)*' 3| a, | 2]
m=0 m=0
Vorbemerkung. Setzt man B =e¢, so findet man den aus der
Theorie der Transzendenz von e bekannten Hilfssatz zuriick ®).

. ay ml xm—k
Beweis. x)-—kzzg(m Wiz B
n m k n m &
a,,,mVx”‘ Uy M! 2K
Folglich
Ay M!
(1) F(0)= ZW,
! Yig" B _ <7 amm! ¥ 1gt ™ B
F(0O)B*= D/ n™ M T B m g..-m--,
o= Fug ZrEe 5 Sy
'x” lgk "B
Q(z)=F(0)B" — F(z)= ) 37wt A ,
£ —m 1 Blk—-m
2)| < Iamllwl"‘ ”" 8
klI].Blk’I
— a,||z|™ =" |1g _
Zinn g

%) Vgl z. B. E. Landau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie III, S. 91 (Satz 741).
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Es ist ¢ >1, also
lgB|=|lgo+ip|<lgo+|¢|=Ig(ce'?),

daher
m o® \ klll I‘Pl k,,
x)[<2|am|]a:| 2 %Ld{_gk_ge‘i, ¥
k=1 :
<o)l 3|0, |2l < (e >'m12| oz

m=0

Hilfssatz 2. Bezeichnet P(z) = Zchx" ern Polynom vom Grade n
h=0

(n=1) und von der Hohe H mit ganzen rationalen Koeffizienten, so gibt
es eine nur von n abhdngige Zahl b, derart, daf fir jede Primzahl p
mit der Eigenschaft
-1t g
by
die Ungleichung
| P(e)]{(n+1)p}!'>H

gilt.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir
(g» €5 --+» €,) =1 voraussetzen. Denn ist (¢,, ¢, ..., ¢,)=4d, d>1,
so setzen wir

P(z) Zc,‘x"—z

7=0
also
n
> P - _,_H
Py=L#, H=|sl=7,
h=0
(o> Gy oo us Gy)=1.
Wenn daher
—1
(» p1)5>ﬂ
b,
ist, so st auch
1) =
(p ,,1)- > H.
b,

Ist der Hilfssatz fur den Fall (g,,¢,,...,¢,)=1 schon bewiesen,
so erhalten wir

|P(e)[{(n+1)p}!>H,

| P(e)|{(n+1)p}!'>H,

so daB Hilfssatz 2 dann auch im allgemeinen Fall gilt.
Wir konnen daher (¢, ¢y, ..., ¢,)==1 voraussetzen.
Mathematische Zeitschrift. 29. 34

folglich
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Ich setze im Hilfssatz 1 B = e und weiter

(2) f(x)=(p—_:1')’}‘@:7) ]]o(x—w”,
pn

wo p eine Primzahl ist, und r irgendeine ganze Zahl 0 < r < n bezeichnet.
(Es wird also n in Hilfssatz 1 durch np -+ p — 1 ersetat.)

F(z) und Q(=z) seien wie in Hilfssatz 1 definiert.

Ist h eine ganze Zahl >0 und <n, so ist

1 n
f(x)= @—DT{@E=m) L (h=r)} g{(x — k)4 (k- g)}?
np+p—1

T D (=B

m=p-—1

(3)

4y

(4) 4, ,_, =0, wenn A =r;
(5) 4, ={rt(=1)""(n—r)}*.

Aus (3) folgt weiter
np+p—1

2 | 4yllz—n" Wm:;,—]]ﬂ%’zl—klh—gﬁ”

m=p-1

ist ganz rational;

und hieraus ergibt sich, wenn z = h 4+ n gesetzt wird,

np+p-1 np+p-1
(6) 2D 14,0 3 14, nm < {(nHn)Pym = pf
m=p—1 m=p-—1

wo by=(2n)"*" ist.
Nach der Definition von @ (z) ist

(7) F(0)P(e)= ZchF(O)e"—Zth(k)-{« )“'c,,@(h
Aus der Definition von F(x) und aus (8) folgt

ZchF(m—Z s poat Py, (0 +1) DAyt

h=0
(np+p-1)!
+ (p=T)1 ~ 4

hnp+p—1}7
mit Riicksicht auf (4) also

’%’chr(h) = dy 9 Y 0 {4y, 0+ 1) 4yt
= =0
ﬁ_(”P4-P—J)'A

p' h,np-l-p—-l} °



Zur Transzendenz von e. 531

Nach (5) ist daher

(8) S o F(h) = {r!(~1)"" (n— )1} +p- 3},

wo Y ganz rational ist.

Unter den Koeffizienten von P(x) ist mindestens einer nicht durch p
teilbar wegen (¢, 63, ..., ¢,)=1. Wir wahlen r nun derart, da8 p ¢,
ist.*) Ist p>n, so ist p\{r!(—1)"""(n—r)!1}?, folglich wegen (8)

p S, F(h), also o, F(B)+0,
h=0 . h=0

daher.
(9) ;h%chﬁ’(h)'gl, wenn p > n ist.
Es ist

1 n

(0| < 3 el QM)
Nach Hilfssatz 1 ist

hm’+p-1 4 np+p—1
,m m e
|Qwﬂéeﬁglg%mh1§@1y‘yl%mm
somit wegen (6) mit A =0
Q)| < 255 B
folglich
He”'bp

a0 h)l_@

Wir wihlen nun die nur von 7 abhéngige Zahl b, > 2eb, derart,
daB fiir jede posmlve ganze Zahl g, welche der Unglelchung

(g—1!
24
geniigt, g >n ist.
Geniigt die Primzahl p der Ungleichung
— 1!
(11) (ﬁb—;— >H,

so ist wegen H>1 jedenfalls » > n, also nach (9)

lhé)chlf’(h)'gl.

) Mit ¢ D wird gemeint: a teilt b nicht. "
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AuBerdem ist nach (10)
H "p¥ He?b} Hb?
e “e__~<

120" Q)= 1S (- 1)'—24’@—1)"

Ziehen wir (11) in Betra.cht, so finden wir
B) , <1

Z’chQ(m] >1-1-1
h=0

Wegen (7) ist daher

l

(12) | F(0)-

|
F(h)|—
Nach (8) mit A =0 ist aber

F(0) = oy {(np + 2 — 1)1y ey st (02 +8 = 2)1 oy

+o R (p—1)1 4y, )
folglich

| F(0)] < P2 [ 4y g F Lo ppmal oo [ 4 s -
Nach (6) ist also

(np+p—1)! B b2
|[FO)| L ——pr — <(mp+p—1)! ;4

Wegen der Ungleichung (11) ist daher

|F(0)] < retp=L)t
H H
so daB aus (12) folgt
—1)! 1
(np+]52; ) IP(3)|>§a

also
{(n+1)p}! |P(e)| > H.
Hilfssatz 3. Bezeichnet 0 eine algebraische Zahl vom Grade n und
von der Hohe H, so gibt es eine nur won mn abhdngige positive Zahl b,
derart, daf3 fir jede Primzahl p mit der Eigenschaft
(p=1)!
T
gelt
le—0[{(n+1)p}t>1.
Beweis. 0 geniigt der irreduziblen Gleichung mit ganzen rationalen
Koeffizienten
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n
wo (Cps Cq» --s ¢,) =1 und H= Y |¢,| ist. Man kann
=0

le—0|<1
voraussetzen, da sonst die Behauptung unmittelbar klar ist. Dann ist

|8]>1, so dall man im Hilfssatz 1 B =0 setzen darf.

Weiter sei, wie im Hilfssatz 2,
n

)= b — g
(2) f(x)~(p—1)!(x—r) g(x 9gr
wo p wieder eine Primzahl ist, und r derart gewahlt wird, daB p» e,
ist; dieses ist wegen (¢, ¢, ..., ¢,) =1 moglich. Wie im Hilfssatz 2 ist
fiir jedes ganze A im Intervall 0 <A < n

1 np+p-—1
(3) f(z)= (P_—i)!'méif‘l"’”’(x —m)",
np+p—1 np+p—1
(6) D2yl £ D) 4, 0" LB,
m=p-—1 m=p—1

wo by =(2n)"*! ist. Ebenso wie dort gilt auch hier, wenn p > n ist,
die Ungleichung

(13) l Zch {Ah,p——1+pAh,p+(p+1)pAh,p+1 +...
h=0
-1t
+OPEE DL s 21

F(z) und @ (=) seien wie in Hilfssatz 1 definiert.
Nach der Voraussetzung ist

ﬁ'chﬂh =0,
h=0

daher
0=, F(0)8" = ¢, F(h)+ Jec,Q(h),
h=0 =0 h=0
folglich
| D6, F(h)|=|2c,Q(h)].
h=0 h=0
Ich setze
Sie, F(h) = U,
A=0
also

LARIPEIOIESENITIONE

h=0
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Nach Hilfssatz 1 (mit np + p — 1 statt n) ist

np+p—1 _A ( +1) np+p—1
- m e ngRn
o< {016 3 g |am ST 3 [y s

wegen (6) folgt hieraus

( e+ 1) -mlzp

L e I

also

H(e—]—l)n nnbw

| Uﬁl < (p.__]_)l

Jetzt wahlen wir die nur von n abhangige Zahl b, > 2(e 4 1)e®b, und

2D, .
(g (e — 13+ e_;)},,,“‘ so groB, daB fiir jede positive ganze Zahl g, welche
der Ungleichung
g

£

geniigt, g > n ist.
Geniigt die Primzahl p der Ungleichung

(p—1)!
(14) Lz}g"’)‘ > H,

so ist wegen H>1 jedenfalls p > n und deshalb

H(e+1)"e™™ b2 Hb?
1| < (p—1)! 27 (p—1)1°
Nach (14) also

1
(15) |Tp| < 5.
Aus der Definition von F () und aus (8) folgt
— . -Abp -1 pAhp (”P'I“P 1)'Ah7w+p 11
Es werde gesetzt
+p—1)!
7)) U= Zch{ ny—1 T DAy +(np(p pl)' : Ah,"vw*l}'

Wegen p > n ist nach (13)

Ul =1.
Nach (15) folglich

(18) U~ Ts|2|U| ~ Tl >1-5=15.
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Aus (16) und (17) folgt aber

19) IU—UO}=h=0 ch{Ah’p‘1(1 1ple>+p"”< l_g%)—i,m

(np+p—1)! 1
T N (R
Nach unserer Annahme liegt 6 im Kreise
z—e|<1;
hieraus folgt
]

sz

also fiir jedes ganze k> p —1 und <np-+p—1

ool | fas| =101,

1 lge 120
dw dw
1——|= J-—< .f“-
}‘ ]gko k : wk-l-l =k . {]g(e__l)}k+1
k kle'—e’ np+p )
= . 1 — . 1 — ¢!
{lg(""'l)}]‘:'i'lI 8 < {ig(e—1}*1 = {ig (e—1)}+NP ! L

so daB aus (19) folgt

_ (np+p)|6—e] (nptp—1)

th"glchl{lAh,p-ll Ayl oAy ppipal}

Wegen (6) ist daher
{(n+D)p}|e—08|HE]
T=Tl < (p— Dt {Ig(e—1}yr+V? "

Nach (14) ist
<D < 2 g (e — 1),
Folglich ‘
|U — Us | <-;—{('n+1)p}! le—8].
Mit Riicksicht auf (18) bekommt man hieraus

F <3 {ln+1)p}|e—0],
womit Hilfssatz 3 bewiesen ist.

Hilfssatz 4. Es gibt eine absolute Konstante g, derart, daf fir
jedes g =g, das Intervall ..

— 9 <
(20) 9~y <%=9

wentgsiens esne Primzahl enthdl.
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Beweis. Dieser Hilfssatz ist natiirlich bekannt und kann iibrigens
leicht verschirft werden.

Der Beweis geht z. B. so:

Die Anzahl der Primzahlen <g ist

g

f%+o<lgg*g)'5)

1

Die Anzahl der Primzahlen <g — ngg ist somit

g
9 igyg

du q
flgu +°(lg‘“’g>'
2
Die Anzahl der Primzahlen im Intervall (20) ist also

g

[ o)

-9
Ty

Diese Anzahl ist, wenn g, hinreichend groB ist, fiir jedes g > g, positiv,
weil
g

*du g 1 g
Jlgu;lgg lgg — Ig°¢g

H"j;;%‘]
ist. Im Intervall (20) liegt also wenigstens eine Primzahl.
Hilfssatz 5. Bezeichnet P(x) das Polynom wvom Hilfssatz 2 wvom
Grade n und von der Hohe H, b, die dort genannte nur von n abhdngige

Zahl, und ist g, die im Hilfssatz 4 erwdhnte absolute Konstante, so gilt
fiir jede ganze Zahl g > g, mit der Eigenschaft

(g—1)

(bye)?

|P(e)[{(n+1)g}! > H.

Beweis. Nach Hilfssatz 4 liegt im Intervall (20) wenigstens eine
Primzahl p. Diese Primzahl p geniigt folgenden Ungleichungen:

die Ungleichung

9
P(P+1) .. (91 Z g P <gler=¢’

% Vgl. z. B. E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Prim-
zahlen I, S. 196.
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(p(p-+1)... (g —1) bezeichnet, falls p — g ist, die Zahl 1), und

(p-1)_(g=01)r 1 _(g=1)r 1
v v p(p+D)...(9-1) by ’e0>H'

p erfiillt die Voraussetzung von Hilfssatz 2, daher
|P(e)[{(n+1)g}t 2| P(e)[{(n +1)p}! > H.

Beweis der Sédtze. P(z)= Zﬂ’chx" sei das betreffende Polynom
#=0

vom Satz 1. — Wir wahlen eine nur von n abhingige Zahl H, so groB,
daB fiir jede ganze Zahl g mit der Eigenschaft

(g—-1!

Ty T

auch gilt ¢ =2 und g >g,, wo b, und g, die im Hilfssatz 5 genannten
Zahlen sind.
Es sei H die Hohe von P(z), und es werde zunichst der Fall
H > H, betrachtet. Nach Hilfssatz 5 erfiillt jedes positive ganze g, das
der Ungleichung
(=1
. (bye)?
geniigt, auch die Beziehung A
| P(e)|{(n+1)g}! > H.

g, sei die kleinste positive ganze Zahl, welche der Beziehung

(91"1)!_

(bl e)ﬂl
geniigt.

Aus H > H, folgt g, = 2, also
(g = 1)
(21) W > H2>H,
und
(g.—2)! <

(22) Ok

AuBerdem ist nach Hilfssatz 5
| P(e)[{(n+1)g,}! > H,
also, wenn wir n -1 =17 setzen,
(23) | P(e)|(Wg,)! > H.
Nach der Stirlingschen Formel ist fiir jedes positive ganze g

gl=gle1)2ng-K(g),
wo K(g)—1 wenn g — oco.
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Wegen (23) ist somit

(24) |P(e)|(mg,)"" e " Y2nmg, K (fig,) > H.
Andererseits ist wegen (22)

(25) 9,7 e™® V2391K(91),<H

(=1 (be)™ =
Also ist nach (24) und (25)
|P(e)| H" (2b, e@)™®

-1 L0 gt (K 0g) " (0, 0)
(26) {7 (@g,)™0e 0 |2ning, K (7g,) 0" (g —1)"

em)"n

3% % b
= (2xg)” (E(q) (b&)  oa
VonWg,-K(7gy) 0" (g —1)"
Die letzte Seite ist groBer als OF), wo C, eine geeignet gewihlte,

nur von n abhingige positive Zahl bezeichnet, da bei festem % und un-
beschrinkt wachsendem ¢ der Ausdruck

1

{ (220" (K@) (he) | 2;10}7
V2=7g - K (Rg)g™(g—1)"

nach 27 strebt. Setzen wir

1 -
09 == —C,;(Zbi GW)
(so daB C, nur von n abhingt), dann finden wir wegen (26)
(27) |P(e)| H" CF > 1.

Wegen (25) gibt es eine nur von » abhingige Zahl b, derart, daB fiir
jedes g, > b,

o' < H*
ist, und die Bedingung ¢, > b, ist wegen (21) bei hinreichend grofem H,
erfiillt.
Hieraus folgt
3lgH

fir jedes H > H, bei hinreichend grofem H,, denn wire
3lgH
912175“1@“»
80 wire
lgg, > lglg H-+1g3 —lglglg B> 2 1glg H
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fiir jedes H > H, bei hinreichend groBem H,, daher

3lgH 2
9120, > g s Rlg H=21g H,

also

. . gy > B,
was nicht der Fall ist.

Daher ist
3lgH
, <
somit
3lgH 31gC, Ao

iglg 7 ielgH ig]
Og:<098£ zHggH___HggH

2

wenn A, = 31g C, gesetzt wird, also nur abhingig von = ist.
Wegen (27) ist daher

Ao

+—_—
’P(e)'ﬂn iglg H >1,
folglich

et
lP(e)i>H lglgH’
wenn H > H, ist.
Es gibt nur eine endliche Anzahl von Polynomen P(z) vom Grade n
und von einer Hohe H < H, und =>3. Man kann deshalb die nur von n
abhingige positive Zahl 1, > 1, so bestimmen, daB jedes dieser Poly-

nome P(z) der Ungleichung

4
|Pe)| > 8
geniigt.
Wegen i, > 4, gilt daher, wenn H > 3 ist, allgemein
;'1
|P(e)| > H » e
womit Satz I bewiesen ist.
Wir konnen aber statt Hilfssatz 2 ebenso Hilfssatz 3 benutzen und
finden dann, wenn wir nur | P(e)| durch |e — 0| H und b, durch 3, er-

setzen, auf genau demselben Wege
o

Hle—0|>H T98E
also

et
le—0|>H  E%F,
Satz III ist hiermit bewiesen.

Satz II beweist man z. B. so:
Die Anzahl der Polynome @ (z)®) mit ganzen rationalen Koeffizienten

) Die Koeffizienten von @ (x) konnen auch simtlich gleich Null sein.
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>0 von einem Grade <7 und von einer Héhe < H' ist, wie eine ein-
fache Berechnung zeigt, gleich dem Binomialkoeffizient

H' n+1
0n:&+1-—>—-2 +1), +1

Betrachten wir zunéchst die Polynome @ (x) von einer Héhe < H — [g 9,

wo H > 6 ist. Die Anzahl der genannten Polynome @ (2) ist dann

(H 1 n+1
'é_'—' ) H%+1
= (’ﬂ—}-l)' + = 37L+1(n+1)l

Ist @, (x) ein Polynom dieser Menge, so ist
nppt " H
0£Q(e)Ke"H < ——.

Sind @, (z) und Q,(x) verschiedene Polynome der betrachteten Menge,
so ist wegen der Transzendenz von e

Q (6)+Qg(e).

Hﬂ’H—l

s Gy

verschiedene Zahlen ¢ ( e).
Immer kann man deshalb (Schubfachmethode!) zwei Polynome @, (z
und @, (z) finden mit der Eigenschaft

, e” H
(28) Q&= Qo)< o = CuH ™,
87+ (n 4 1)1
wo Cpp= M—lé—nﬂi gesetzt ist.
Wir setzen

Po(z) = Q,(2) — @, ().
Py(z) ist daher ein Polynom von einem Grade <n und einer Hohe
H"<2H < H Wegen (28) ist

(29) | Py (e)] < Oy H™.

Wire der Grad von P, (x) kleiner als n, dann wire wegen Satz I
(Korollar 1 mit ¢ =3)

|Po(e)| > @) " > 0,57,
wo (,, nur von n abhiingig ist, also nach (29)
CpH ™™ > Cy H ™3,

") Mit [@] wird gemeint: die groBte ganze Zahl < a.
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folglich .
G,
H<(3) = Cy
wo C,, nur von n abhéingt.
Beim Beweis von Satz IT unterscheide ich jetzt zwei verschiedene
Fille.
1. Es sel
H > Max(6, C,,)%).
Dann hat nach dem Obigen das Polynom P(z)= P (x) die verlangten
Eigenschaften, und zwar fiir jedes C, > C,,.

2. Es sei
(30) H < Max (6, Cy,).

Zu jedem positiven ganzen n und jedem positiven ganzen H, das (30)
erfiillt, wahle ich irgendein Polynom P,(z) vom Grade n und von einer
Héhe < H. Die Anzahl dieser Polynome P, (z) ist kleiner als eine nur
von 7 abhéingige Zahl, so daf es eine nur von n abhingige Zahl C,, gibt
mit der Eigenschaft, daB fiir jedes dieser Polynome

| P (e)] < O H™
ist. In diesem Falle hat also dieses Polynom P, () die verlangten Eigen-

schaften, und zwar fiir jedes C; > C,,.
Satz II gilt dann mit

C; = Max (C,g, Cy3)- °)

%) Max (a, b) bedeutet die groBte der Zahlen ¢ und b, oder (falls sie gleich
sind) den gemeinsamen Wert.

9) Zusatz bei der Korrektur. Von Hilfssatz 1 braucht man nur den Spezial-
fall B=e, und Hilfssatz 3 ist ganz iiberfliissig, da der Fall B=e¢ von Hilfssatz 1
Satz I gibt und IIT unmittelbar aus I folgt. Denn ist P(x) ein Polynom von der Héhe H,
das fiir =@ verschwindet, so ist, falls [e—0| <1

[P(e)| = P()=P(0)| = 2 on (" 0" | < e[ n(e+1)**H,
also nach I

1 —n—1— Y
_ _.H ZlgH,
n(e+1)""* £e

womit Satz III, der im Fall [e—6]> 1 trivial ist, bewiesen ist.

le—0] >

(Eingegangen am 14. April 1928.)



