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Uber monotone Matrixfunktionen.
Von
Karl Lowner in Prag.

Einleitung,.
Es sei y(w) eine reelle Funktion der reellen Verinderlichen w. Ist
ferner C, = (¢;z) (1, k = 1,2,...,n) eine reelle symmetrische Matrix
n-ten Grades, deren Eigenwerte (d. h. Eigenwerte der zugehérigen quadra-

tischen Form C, (z,z) = Z €1 %; ;) dem Definitionsbereiche von y (w)
hk=1

angehdren, so verstehen wir, wie iiblich, unter y(C,) die symmetrische
Matrix, die aus C, entsteht, indem jeder Eigenvektor v beibehalten, der
zugehﬁrige Eigenwert 1 jedoch durch y(4) ersetzt wird. Ist z.B. y(w)
= Z,’ ¢; &' ein Polynom, so ist bekanntlich 4 (C,) = 2 czCl
I=1

Indem man sich y(X,) fir alle in Betracht kommenden Matrizen
n-ten Grades X, gebildet denkt, entsteht eine Matrizfunktiton von, wie
wir sagen wollen, n-ter Stufe. Ihr Definitionsbereich besteht also aus allen
Matrizen n-ten Grades, deren Eigenwerte dem Definitionsbereiche von y (w)
angehdren.

Liegen zwei Matrizen n-ten Grades 4, = (a;1), B, = (b;;) vor und

ist identisch in den z; Z Gs3 T Ty << Z b4, zy, so soll 4, als nicht
Lk=1 2,&1-—1

grofer als B, bezeichnet und hierfiir

4,< B, oder B,> A,
geschrieben werden.
Wir definieren nun: FEine Matrizfunktion n-ter Stufe y(X,) heift
monoton, wenn fir je zwer Matrizen A,, B, des Definitionsbereiches wvon
2 (X,), die in der obigen Relation zueinander stehen, stets auch

% (4a) < 1 (By)

1 (4a) = % (B,)

4st. Im ersten Falle ist die Matrixfunktion monoton wachsend, im zweiten
monoton abnehmend. Die Funktion y(w) selbst soll dann monoton von
n-ter Stufe genannt werden. Die Monotonie erster Stufe fillt offenbar
mit der gewShnlichen Monotonie zusammen. Im folgenden soll nur von

oder stets
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zunehmenden Funktionen die Rede sein, auf die man sich natiirlich
beschréinken darf.

In der vorliegenden Arbeit wird eine Charakterisierung der mono-
tonen Funktionen durch Differenzen- bzw. Differentialungleichungen
gegeben (§1 bis 3). Hierauf werden Interpolationsaufgaben behandelt
(§4 bis 5). Ein Teil der hier erhaltenen Resultate wird verwendet, um
Differenzierbarkeitseigenschaften von Funktionen, die von hoherer Stufe
monoton sind, herzuleiten (§6). Es wird gezeigt, daB eine von n-ter
Stufe monotone Funktion (» = 2) im Innern ihres Definitionsbereiches
mindestens (2# — 3)-mal stetig differenzierbar ist und in einem be-
schrinkten abgeschlossenen Teile desselben sogar einen beschrinkten
(2% — 2)-ten Differenzenquotienten besitzt. Endlich wird die Frage nach
den Funktionen aufgeworfen, die von beliebig hoher Stufe monoton
sind. Es zeigt sich, daf jede solche Funktion analytisch ist und,
ins Komplexe fortgesetzt, eine in der ganzen oberen Halbebene regulire
Funktion mit nicht negativem Imagindrtei] daselbst ergibt, und diese Eigen-
schaften erweisen sich als fiir die untersuchte Funktionenklasse charakte-
restischt). Im SchluBparagraphen (§7) wird eine Verallgemeinerung der
Begriffsbildung der monotonen Funktion héherer Stufe angegeben.

§1.
Ableitung notwendiger Bedingungen.
Den Betrachtungen seien zwei allgemeine Bemerkungen voraus-
geschickt:
1. Bemerkung: Die Beziechung zwischen der Matrixz C,, und der ihr
zugeordneten. Matrix y (C,) ist orthogonal invariamt. Dies besagt: Entsteht

N n
allgemein Uy (x,2) = X uf z; 7z, aus U, (z,2) = X u;0;%; durch eine
k=1 4L k=1

festzuhaltende orthogonale Transformation der Variablen x;, so gehért (wegen
der Orthogonalinvarianz der Eigenwerte) mit C, == (¢;;) auch C} = (cf)
dem Definitionsbereiche von y(X,) an und es jst

2 (€0 = (x(C)*
2. Bemerkung: Auch die Ungleichung 4, < B, ist eine orthogonal
inwarignte Relation, d. h. entstehen die Formen

n n
i@, z) = X afwn, Bi(vz)= X bz
fk==1 LHk=1

1) Der Versuch, gewisse fiir diese Funktionen g:“iitige Ungleichungen begriff-
lich zu deuten, war der urspriingliche Anta8 zur Entstehung dieser Arbeit. Ver-
gleiche §6 dieser Arbeit.
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aus
4y (%, 7) = 2 T Ty, Ba(z,2) = 5: bz 2,
k=1 HE=1
durch dieselbe orthogonale Transformation, so ist 45 < B mit 4, < B,
gleichbedeutend.

Aus diesen einfachen Bemerkungen folgt, daf man, wenn die Mono-
tonie einer Matrixfunktion zum Awusdruck gebracht werden soll, annehmen
kann, daB von den beiden Matrizen 4, und B, jedesmal eine, etwa 4,,
auf Hauptachsen gebracht ist. Man kann also schreiben

% n
(1) An(x: "L‘) - Z;th?: B”(CE, x) = Zﬂi(z’il 3’71—3“’5;2932—5:’ LR ”%‘Tinxn)?-
i=1 i=1

Darin bedeutet 4, << 4, << ... < 4, das System der Eigenwerte von 4,,
ferner p, < u, < ... =< u, das Eigenwertsystem von B, und

T = (Tﬂ;)Zk=1
eine orthogonale Matrix.
Aus 4, < B, folgt
29 A < ug i=12,...,mn).
Eine weitere Aussage kann gemacht werden, wenn man weill, aus wie
vielen Quadraten von linear unabhingigen Linearformen die definite Form

(B, — 4,) (z, ) zusammengesetzt ist. Ist deren Anzahl 7, so gilt neben (2')
die Ungleichung

2") Ui = divr (t=1,2,...,n—r1).
Insbesondere ist fiir » << 1
2") hEMELE = = wd)

Fiir die folgenden Betrachtungen ist nun von besonderer chhtlgkelt
daf umgekeh@x bei willkiirlicher Wah! von 2# reellen GréBen in der An-
ordnung (2”’) die orthogonale Matrix I in (1) so bestimmt werden
kann, daB die Differenz B, (z,z) — 4, (x, ) das Quadrat einer einzigen
Linearform '

A@) = Dz,
=1
wird. Wir filhren den Beweis unter der Annahme, da8 in (2") lauter
Ungleichheitszeichen stehen, also
(@) Ay <ty <y <ty <o < <l

2) Man beweist die Ungleichungen (2'), (2"), (2) leicht, indem man die
bekannten Minimum-Maximumeigenschaften der Eigenwerte heranzieht.
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ist. Die Erweiterung auf die Grenzfille, die iibrigens im folgenden nicht
auftreten werden, 1iBt sich durch Limesbetrachtungen, die dem Leser
iiberlassen bleiben kénnen, leicht erledigen.
Bewels: Setzt man :
2,0...0 w0 ... 0

A P L ..0 M
00...4, 00 ...u,
so bedeutet die Forderung
n 2
(3) By(z,2) — 4y (2,0) = ( Zwi)
i=1
in Matrixform
TIMT"‘".L = (OCiOCk)
oder
MT—TL = T(x;0),
d. h.
4 (s — M) Tire = o5 0
mit
(5) Olf == 2‘{“9!1.

I=1
Multipliziert man (4) mit o, dividiert durch u; — A und summiert nachher
iiber k, so erhilt man

n
P
7 % .k %k
®) i=ut o
k=1 "7 ]

Da T eine orthogonale Matrix sein soll und deshalb in jeder ihrer Zeilen
ein von Null verschiedenes Element stehen muB, so kann aus {4) auf
af == 0 geschlossen werden und man kann (6') durch o« kiirzen. Man
erhilt so zur Bestimmung der o das Gleichungssystem

n

" k; uﬁzk =1 G=12,...,%).

Ebenso ergibt sich das Gleichungssystem .

(6*) - ‘12‘2 =1 (kz1,2,‘”,,n}
s

zur Bestimmung der «f. Bekanntlich ist die Determinante der beiden
Gleichungssysteme (6), (6%)

k 1 E” — 1)(2) {I<IL( %) (1 ﬂk)’

F"imlk{i,k=1 Jg(m"'lk)
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also gewi von Null verschieden. Durch (6) und (6*) sind also die

Quadrate der o; und of eindeutig bestimmt. Eine einfache Rechnung

ergibt: :

7 s __ - (“1—Ak)(“s“/%)~-~(”nwlzc) .

(M e (y— ) o= ) oo ey — ) (Bgrr— %) -« (B M)
T o N e o N

(i ty) (g tg) o (1 —2) (B B4 a) - (5 1)

Da wir die Anordnung (2) voraussetzen, sind diese GrofSlen offenbar positiv
und die Wurzeln aus ihnen kionnen reell gezogen werden. Damit ist die
Matrix der 7,; vermige (4) bis auf Zeicheninderungen der Zeilen und
Kolonnen (Spiegelungen im z- und Bild-Raum: an Koordinatenrdumen)
bestimmt. Man iiberlegt sich nun leicht, daB tatsichlich jede Vorzeichen-
wahl fiir die o«; und of eine orthogonale Transformation ergibt, welche
die Identitit (3) zur Folge hat, und daf ferner die « und «* in der Be-
zichung (5) zueinander stehen?®).

Im folgenden sollen die « und o stets positiv gewihlt werden, was
offenbar ausreichend ist. Fiir bald auszufithrende Uberlegungen ist die
Feststellung wichtig, daB bei dieser Vorzeichenfestlegung 7' eine ergentliche
Transformation ist, daB also die Determinante von T gleich 1 ist. In
der Tat ist die Determinante

(T%) o =

© T 05— ) (i )
® = 00 [t S

Bs ist (A, —Ay) (s —pz) > 0 (t==k) und p;— 4, negativ fiir « <&,
sonst positiv. Das Vorzeichen von [ (x; — 4z) ist also gleich (— 1)(2).
%k

Alles das ergibt |7;;[i =1 > 0.

Sei nun y (w) eine monotone Funktion n-ter Stufe und die Werte 4;
und y; in der Anordnung (2) ihrem Definitionsbereiche entnommen*). Zur
Abkiirzung werde

) 2(A) = @i x() = v =12, ..,%)
gesetzt. Wegen der Monotonie von y(X,) muB bei der eben eingefiihrten
Wahl von 7' die Form

n
(10} 2 it + Tt .. A Tia @) — y%-’z’ﬂ =0
=1 =

i==

3) Wenn in (2) auch Gleichheitszeichen zugelassen werden, erhélt man unter
Umstanden ein ganzes Kontinuam von Matrizen 7.

%) Es wird angenommen, da ihr Definitionsbereich aus mindestens 27 ver-
schiedenen Werten besteht.
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sein. Hieraus folgt bekanntlich, da8 auch ihre Diskriminante D nicht
negativ sein kann. Bei Einfilhrung der Diagonalmatrizen

@, 0...0 i, 0...0
(11) F= 0 ¢,...0 G = 0p,...0
0 0...¢, L0 0...9,

schreibt sich die Koeffizientenmatrix von (10) in der Form I"G¢ T — F,
und es ist
D=|TGT—F|=|T"||6T—TF|=|GT ~TF]|
I " . P Py f

= 3-———~Tozlka‘ == ZZCL?OQ‘
f T M Gk=1 =1

_E i
My k=1

[ a
Dividiert man durch das positive Produkt J7 of ey, so ergibt sich das
=1
Resultat:
(12)

Ql’i — q)k n

My %

0,

v

2, k=1
welches fiir monotone Funktionen n-ter Stufe gilt.

Zu weiteren notwendigen Bedingungen gelangt man auf Grund der
einfachen Bemerkung: Ist y(w) monoton von n-ter Stufe (n = 2), so st
es auch von jeder niedrigeren Stufe monoton. In der Tat ist fiir eine

zerfallende Matrix
Cn| 0
O = (0 el
' Cp—m

2(Cn) O
C,) = {
X( ) < 0 aZ(C?L-m))

und fiir ein Paar gieichzerfallender Matrizen

‘A 0 - [Bm| 0
An = ;; 2 ): B, = "
0 (42w 0 |Biom

die Ungleichung 4, < B, mit dem Paar von Ungleichungen 4, < By,
4; ., < B;_, gleichbedeutend.

Bildet man nun Determinanten von der Form (12), jedoch mit einem
kleineren %, so muB wieder bei Festhaltung der (2) entsprechenden Reihen-
folge etwas Nicht-negatives entstehen. Setzt man zur Abkiirzung

2O=1E) — (5,8 =+,

offenbar
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so koénnen wir den unsere Uberlegungen zusammenfassenden Satz aus-
sprechen:

Fiir die Monotonie n-ter Stufe von y (w) ist notwendig, daf fir jedes m
aus der Reihe 1,2, ..., n die Determinanten

1 x(nys &) % (s 5) oon 2 (s &n)
!%(”72: ‘El) %(7727 52) A %(7722 'Sm) 2 0

| (s 82) % (G &3) -+ % (s ) |

sind, wie auch die Werte &1, &g, - - s &my T Mas - > 1m dem Definitionsbereiche
von 7 (w) entnommen sind, falls nur

(14) §1<7]1<§2<"'<§m<nm

2st.

(13)

Diese Ungleichungen lassen sich in einer etwas allgemeineren Form
aussprechen, wenn man von der leicht zu beweisenden Determinanten-
identitat in den Unbestimmten &, &5, ..., Ems 715 W25 <+ > Nms P> P2s + - =5 Pmo

Y1 Ya» - - -» Pm Gebrauch macht:
1§ ... o 991€1 991517”—1‘1
Loy om0 gy e T -
L& ... &0 @ gody oo 80T
(15) 1 T Y P e %nz’““i:l%*%‘m ‘
ﬁ P 7, — & k=1
B B IR I I
1&,... 51?717,1_—1 Pm (pmgm e ¢m§::“1
1 e " Y YTl Pl |

Beachtet man die leicht zu iiberblickenden Vorzeicheninderungen der
linken Seite der Identitit bei Vertauschung von zwei Grofien aus der
Reihe

S]: Eg: ey Emy N1 Nas <+ TIm

und gleichzeitiger Vertauschung der entsprechenden Grofen aus der Reihe

P1> P>+ o s Pms YPro YPos o+ o5 P
so ergibt sich: Die Ungleichungen (14) konnen durch die gleichbedeutende
Voraussetznmg erselzt werden, daf fir m = 1 die Werte & und 7, ver-
schieden sind wund fiir jedes weitere m die in der Determinantenungleichung
aufiretenden 2m Werte &;,m; (6 =1,2, ..., m) paarweise verschieden und so
angeordnet sind, dap das Produki
(16) *‘gk(& — &) (1 — ) >0

* gst.
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In den folgenden Paragraphen 2 und 3 soll bewiesen werden, daf
die gefundenen Ungleichungen fiir die Monotonie #-ter Stufe nicht nur
notwendig, sondern auch hinreichend simd. Bei n = 3 wird hierbei
die Annahme gemacht, da der Definitionsbereich von y(w) ein Inter-
vall ist.

§2.

Die gefundenen Bedingungen sind auch hinreichend.
Beweis fiir n = 1 und » = 2.

Wir betrachten zunichst die Fille n = 1 und % = 2, die ein
gesondertes Interesse verdienen.

Im Falle » = 1 liegt nur die eine Ungleichung x (,, &) = 0 vor.
Sie driickt die gewohnliche Monotonie aus, die also, wie schon in der Ein-
leitung festgestellt wurde, mit der Monotonie erster Stufe gleichbedeutend
ist. Sei jetzt » = 2. Dann liegt das Ungleichungspaar

%(n,§) =0 (& =+ m)s
17 (75 &) % (15 &) | - 0 { (&4 1s &3, 77, paarweise verschieden
% (0, &) % (0, 6) | — und (£~ &) (1,—1,) >0)

vor. Zu der gewéhnlichen Monotonie tritt eine weitere Aussage iiber ¥ (w)
hinzu.

(17)

Es sei
A, (z,x) = Az} A, xd,
B, (z,2) = p,(cosdx, —sind x,)* + g, (sin d 2, + cos P x,)?
(A, < Ay, 4y <y, ¥ irgendein Winkel)
ein Paar quadratischer Formen, deren Eigenwerte 1,, 1, bzw. x,, u, dem
Definitionsbereiche von y (w) angehdren, und es sei
(18) 4,< B,
Die Ungleichung (18) wird bekanntlich x;oﬂstéindig durch das Un-
gleichungspaar
(19) h=m h=m
im Vereine mit der Determinantenungleichung

7 . g(ﬂlw_-}'l)ﬁosq9 (#1—2'2) (——-SH}'@)
4% 1B, a] = é(ﬂa— W) sind (4, —4,) cos P =0

zam Ausdruck gebracht. Wir machen nun eine Fallunterscheidung:
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Fall a) 2, < p,. Auf Grund der gewdchnlichen Monotonie von y(w)
schlieBt man hier: es ist

2 () = 2(h) = 1 () = 1 (1)

Die Eigenwerte von z(B,) werden von keinem Eigenwerte von 2 (4,)
iibertroffen, es ist also gewiB y(4,) < x(B,)-

Fall b) 4, > p, und entweder A, = p, oder A, = y,. Aus (197)
folgt dann ‘

(4, — Ag) (125 — Ay) sin* 9 = 0
und hieraus wegen (i, — A,) (1 — 4;) << O die Gleichung sin % = 0. Es
ist also B,(z,2) = n, 22 + 3 und
2(d4y) (@,2) = g (A) o+ 2 (R) w7 (By) (2, 0) = x (1) &7 + 7 (o) 23

Wiederum ist wegen der gewdhnlichen Monotonie von y (w) gewil 2 (&)
=< 2(1,) und z(4) < z(u), also auch y(4,) <z (By)-

Fall ¢) 2, << u, << 4, << .

Das Ungleichungspaar

(207 2 () Z (), 2(he) = 2 (o)

ist wieder eine Folge der gewohnlichen Monotonie von y(w). Ferner ist

o () — () 03D, (3 () —7 (1) (— sin B)|
2B =2 @)l = 10 () — () sind, () — 7z Ga) cosd |
= % {lhy, "{1) % (g, }‘z) (1, — 2’1) (l‘z - ]'2) cos® ¥

2 (s A) 7 (fay A) (ft, — Ao) (8 — 4;) si0* &
Aus (20') im Verein mit (19”) schliet man

; # (a5 ) % (Mg, Ag) | o
BB =2 Z 1] 0 ) a2 (st 0,

also ist
(20) [%(B,) — x (4} | = 0.

(20') und (20”) zusammen driicken aber aus, daB y(B;) > x(4,) ist.
Durch die Fille a) b) ¢) sind alle Moglichkeiten erschopft und damit der
Fall » = 2 vollstindig erledigt.

Wir wollen das Resultat genauer diskutieren. Die Ungleichungen (17)
haben eine sehr einfache Bedeutung. Zunichst bemerken wir, daf man sich
auf streng monotone y (o) beschranken darf. Es gilt namlich der Hilfssatz:
Nimmt eine Funktion y (w), die monoton von zweiter Stufe ist, an zwet ver-
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schiedenen Stellen denselben Wert an, dawn kann deren Konstanz wn threm
ganzen Definitionsbereiche behauptet werden, wenn man aus letzterem den etwa
vorhandenen gréften und kleinsten Wert entfernt.

Beweis: Sei y(a) = x(B) (@ << B). Sei ferner £ > f und 5 > &
und sowohl & als auch % im Definitionsbereiche von y(w) gelegen. Setzt
man in der zweiten Ungleichung (17) & =«, , =8, § =& =1,
so erhdlt man

(21) % (B, &) %(n, @) = 0.

Wegen der gewdhnlichen Monotonie von y (w) ist aber x(f,&) = 0 und
% (n, @) = 0, also auch

(21) % (P, &) = (n,a) = 03
(21) und (21") zusammen ergeben
(21) %(p, &) x(n,a) = 0.

Hieraus folgt »(B,£&) = 0, d. h. x(&) = z(f), da »(n,a) = 0 nicht be-
stehen kann, ohne da gleichzeitig » (B, &) = 0 wire. Aus der gewohn-
lichen Monotonie von y (w) folgt namlich y(x) < % (§) < x (), also aus
% () = y(n) auch (&) = z(«) = % (h)

Ebenso erledigt man den Fall eines § < «, das nicht der kleinste
Wert aus dem Definitionsbereiche von y (w) ist, und damit ist, da die
Konstanz von y (@) im Intervall (x §) selbst eine unmittelbare Folge der
gewshnlichen Monotonie ist, der Hilfssatz bewiesen.

Es gilt auch die Umkehrung: Ersetzt man tn einer konstanten
Funktion den Funkitionswert in dem etwa aufiretenden griften Werte des
Definitionsbereiches durch einen wnicht kleineren und in dem etwa auftretenden
kleinsten Werte des Definitionsbereiches durch einen nicht gréferen Wert, so
blesbt dive Funkiion monoton wvom zweiter Stufe. Der sehr einfache
Beweis kann dem Leser iiberlassen bleiben. (Siehe auch den SchluBsatz
von §3.)

Wir gehen jetzt zum allgemeinen Falle eines sireng monolonen y (w)
fiber. Die zweite Ungleichung (17) kann dann, wenn die Annahme
& < & << m <m, gemacht wird, in der Form

() — 2 E0) e () — 2 (50)) — (m— &) (ma— )
22) (x(m) —x EN X () — 2 (E)) T {m—&) (e — &)

geschricben werden. Es kann also (22) in eine Ungleichung zwischen
Doppelverhiltnissen umgeschrieben werden:

(22) (o (&) 2(&) 2 () % () = (£us &0 My M)
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Wir fassen unsere Uberlegungen zusammen: Eine von zweiter Stufe mono-
tone Funktion y (w) ist auch tm gewdhnlichen Sinne monoton. Es sind nun
wwei Fille moglich. Entweder entsteht durch Sireichung der gegebenenfalls
vorhandenen dupersten. Werte des Definitionsbereiches eine konstante Funktion.
Ist dies wicht der Fall, dann ist y (w) streng monoton. Charakteristisch fir
die Monotonie zweiter Stufe ist dann, daf bei der durch die Funktion ver-
mittelten Wertezuordnung die Doppelverhiltnisse von natirlich angeordneten
Werten mie eine Verkleinerung erfahren.

Eine unmittelbare Folgerung hieraus ist der Satz: Eine umkehrbare
Funktion ist dann wnd nur dann gleicheeitig mat ihrer Umbkehrung monoton
sw+b
co-+t+d
mit positiver Determinante !jZi dargestelllt wird und ilr Pol nicht zwischen

von zweiter Stufe, wenn sie durch einen linearen Awusdruck y(w) =

wwei Werten des Definitionsbereiches liegt.

Eine weitere Folgerung aus der Monotonie zweiter Stufe, die bald
Verwendung finden wird, ist die Ewistenz und Stetigkeit der ersten Ab-
leitung von y (w) im Inmern des Definitionsbereiches der Funktion. Man
kann sogar die Beschrinktheit des zweiten Differenzenquotienten in jedem
Intervalle behaupten, das mit seinen Endpunkten dem Innern des
Definitionsbereiches angehért.

Beweis: Man kann annehmen, daB y (o) streng monoton ist. Man
beschrinke die Variable o auf ein Intervall « << o < f, das mit seinen
Endpunkten dem Definitionsbereiche von y (w) angehért. Setzt man in
der zweiten Ungleichung (17) & = «, 9, = f, so ergibt sich unter Be-
achtung der gewdhnlichen Monotonie

, % (o) 2 (&) - (xB)—x () (B—a)
0 <l d) = % (B, @) = (m—o) (B—&) ~

Diese Ungleichung zeigt zunichst, daB bei Beschrinkung von &, und 7,
auf ein Intervall «' <X @ < f’, das mit seinen Endpunkten dem Innern
von <{«, ) angehért, der Differenzenquotient von y (w) unter -einer
festen Schranke bleibt, y (o) also jedenfalls im Innern des Definitions-
bereiches stetig ist.

Setzt man nun allein 7, = § und l&Bt die Werte &, n,, & in (&,
laufen, so ergibt (17)

kd ("71’ E?) x (59 fg)

# (115 &1) = % (B, &1) (6, < &)
oder
23) 2 (s &) — 2 (s &) << % (1, &) #Bi)—xBE) (£ < ).

x® (3’ 13 1}
Mathematische Zeitschrift. 38. 13



188 K. Lowner.

Setzt man in (17) %, = «, so erhdlt man entsprechend .

(23") O £) — % (7 £) = # (my, &) 2B =ERA) (5 <.
? o1

Durch (23') und (23”) ist die Differenz x (,, &) — # (1,, &) zwischen zwei

Schranken eingeschlossen. Der erste Faktor in diesen x (7, §,) ist positiv,

und, wie eben bewiesen worden ist, unter einer festen Schranke gelegen.

Es ist ferner

% (B, &) = }ﬁ%——-——“ﬂ) und % (e, &) = M

f—a

Die Nenner x (8, &) und x(«, &) der rechten Seiten von (23') und (23”)
bleiben also oberhalb einer festen positiven Schranke. Endlich sinken die
Differenzen x (B, &,) — # (8, &) und zx(«, &) — % (a, &) wegen der schon
bewiesenen Stetigkeit von y (w) gleichmifig unter jede vorgegebene
Schranke, falls die Differenz &, — &, geniigend klein genommen wird.
Aus allem dem folgt, daBl |z (n,, &) — = (n,, &,)| gleichmaBig unter eine vor-
geschriebene positive Schranke e fallt, falls nur &, — &, geniigend klein
gewahlt wird. Hieraus folgen in bekannter Weise Ezistenz und Stetigheit
der ersten Ableitung von y(w) in (o, ﬁ), also im ganzen Innern des
Definitionsbereiches.

Dividiert man (23') und (23") durch & — &,, so ergeben sich fiir den
zweiten Differenzenquotienten die Schranken

’ % (11 &9) — % {1, §1) < 9 % (1 &) % (B Qz)"'*‘(ﬁa 51
(24) T a—n 0 = 468 a—&
(24:/) 2ﬁ (N 52)“'% ('71; 51) > ) % (?ha 51) # (% &) — (05, ‘-71)

&g —¢ =" x(x 51) &g —

Hieraus ersieht man durch Benutzung des bereits Bemesenen, daB bei
Beschriinkung auf (', ) der zweite Differenzenquotient absolut genommen
unter einer festen Schranke bleibt. Damit sind alle Differenzierbarkeits-
behauptungen bewiesen.

§ 3.
Die Bedingungen sind auch fiir » = 3 hinreichend.

Nun gehen wir daran, zu beweisen, daB die in § 1 gefundenen not-
wendigen Bedingungen (13) auch fiir # > 3 hinreichend sind. Uber den
Definitionsbereich von x(w) machen wir hier die einschrinkende Voraus-
setzung, dafl er ein Intervell ist. Es kann endlich oder unendlich, offen,
halboffen oder geschlossen sein.

Da aus den Ungleichungen (13) fiir n =3 die Monotonie zweiter
Stufe folgt, so sind die eben bewiesenen Differenzierbarkeitseigenschaften
fiir jedes # = 2 vorhanden. LaBt man in (13) die Werte &, und #, in
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einen inneren Punkt des Definitionsintervalls zusammenriicken, ebenso &,
und 7, usw., so ergeben sich also bei n = 2 die Differentialungleichungen

%(&, &) # (61, &) - % (& &n) }
(@5) #(€p &) #(En &) - 2l &) | >0 m=1,2..,n)

Lz (Ems &) 7 (Ems &)+ -« % (Ems Em)

bei beliebiger Wahl der &-Werte im Innern des Definitionsbereiches.
% (&, &) soll natiirlich die Ableitung an der Stelle £ bedeuten. [Es diirfen
auch zusammenfallende Werte & zugelassen werden, da dann die linke Seite
von (25) verschwindet.] Die folgenden Uberlegungen gehen darauf aus, zu
zeigen, dal aus (2b) im Verein mit der Monotonie erster Stufe im wvoll-
standigen Definitionsbereicke®) bereits die Monotonie n-ter Stufe folgt. Wir
werden hierzu einen einfachen Hilfssatz bendtigen, der vorausgeschickt
werden soll: Ist y(w) eine evnmal differenzierbare Funktion, so kann das-
selbe von der Matrizfunktion x(X,) fir jedes n behauptet werden. Damit
soll zum Ausdruck gebracht werden, daB die Elemente der Matrix y (X,,)
eigentlich differenzierbare Funktionen der Elemente von X, sind.

Der Hilfssatz kann so bewiesen werden: Sei 4, = (a;;) eine Matrix,
deren Eigenwerte

AEh<...54,

dem Definitionsbereiche von y(w) angehéren. Man bilde nach Lagrange
ein Interpolationspolynom = (w), das an den Stellen 4, bis zur ersten
Ordnung mit y (w) iibereinstimmt. Es ist also

7 () = g (4), «' (&) =z (1) t=12...,mn)
Die Differenz von y (w) und z (w) heife o (w), es wird also
1 (@) = 7 (@) + ¢ (@)

gesetzt. Sei ferner X, = (z;;) eine variable Matrix aus dem Definitions-
bereiche von y (X,) mit den Eigenwerten

L=Eh=. =&

X (Xn) = ﬂ(on) + o ( n)-

Es muB nachgewiesen werden, daB p(X,) an der ,,Stelle” X, = 4,
eigentlich differenzierbar ist; denn z (X)) als Polynom in X, hat gewifl
diese Eigenschaft.

Es ist

3) Im Innern des Definitionsbereiches wird diese bereits durch die erste der
Ungleichungen (25) zum Ausdruck gebracht.
13%



190 K. Lowner.

Da p(w) an den Stellen A; verschwindet und auch verschwindende
Ableitungen hat, so gibt es zu jedem positiven & ein ebensolches 4,
derart, daB8 fiir
(26 [&— 2| <6
der Ausdruck

lo (&) <<el&—A
ausfillt und zwar fiir jedes ¢ =1, 2,...,%.

Es werde jetzt angenommen, daf die Eigenwerte von X, der Un-
gleichung (26') gentigen. Wird ¢ (X,) = (0:z) gesetzt, so ist dann wegen
der Orthogonalinvarianz der Quadratsumme der Elemente einer quadra-
tischen Form

n n n
X o= X&) <& X (&i—1),
khli=1 i=1 i=1
also auch

@0 |oxs] <”'V¢§1(5""—;‘i)ﬂ k1=12...,n).

Fine einfache Extremalbetrachtung endlich, die dem Leser iiberlassen
bleiben kann, zeigt, daB fiir ein beliebiges Matrixpaar 4, und B, mit
den Eigenwerten A, < 4, < ... < 4, bzw. p, < pp < ... < p, die Ab-
schitzung gilt:
2 (s~ AP = 2 (b — o)
i=1 k=1

In unserem Falle ist also

(28) 2E-r=s2 (@r1— )’
i=1 kl=1

(27) und (28) zusammen ergeben

(29) lor:] <<e . X (@r— o)

=1

giiltig fiir Matrizen X,,, die so wenig von 4, abweichen, dal die Un-
gleichungen (26") bestehen. Damit ist die eigentliche Differenzierbarkeit
von y (X,) bewiesen.

Das totale Differential von y(X,) (d.h. die Matrix der totalen
Differentiale der Elemente von y(X,)) 188t sich sehr einfach schreiben,
wenn A, auf die Hauptachsen gebracht ist, also

4,0...0
A, =] 0% 0

......
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geschrieben werden kann. T = (z;;) sei eine orthogonale Matrix, die X,
auf Hauptachsen bringt, es sei also

£0...0\
X,—7|0&---0|p

Dann ist
2x(&) 0 ... 0
1 (Xy=11 © 2(&)... 0 |

..........

0 0 ...x(&)

Fafit man jetzt T und die £, als unabhingige Variable auf, so ist fir 7'=FE
(Einheitsmatrix) und & = 2; (¢ = 1, 2, ..., n) offenbar

L0 ...0 24,0 ...0
iX, = @ry| 0% 0 (04 . Ol
00. z;, 00 . A,
dg 0 0
L0 dg o |
x \ . '.'d.s,.,
und
% (3,) 0 0 x(4) O 0
dyXy=@ry| © 2G) o 0 ) f 0 x@) ... 0 Jgp
0 o ~~'x.(7tn) 0 o '..’.'xkan)l
v (A)d &, 0 0\
+ 0 X(A)d& ... o
SR o 7(l)d§n
und wegen der Orthogonalitit von T'
dT+dT =0.

Aus diesen Identititen folgt, wenn E = (g;;) gesetzt wird,
dX, = ((Z'z' — Az dfik) + (d & - &i1)s
dy (X)) = ((x(A) — 2 () - E7are) + (1 (R) 4 &;44),

also

(30) Ay (Xa) = (2 (Ao 2a) d 0.
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Die Formel (30) ist die Grundlage der folgenden Uberlegungen. Aus ihr
kann namlich der SchluB gezogen werden: Die Ungleichung d X, >0
zieht dy (X,) > 0 nach sich; anders gesprochen: die Monotonie besteht im
Infinitesimalen. In der Tat: Wegen des Bestehens von (25) ist (x (4;, )
Matrix einer nicht-negativen quadratischen Form. Dasselbe kann nach
Voraussetzung von d X, ausgesagt werden. dy (X,) entsteht, indem ent-
sprechende Elemente von (x(4; 4;)) und d X, miteinander multipliziert
werden. Aus diesem Bildungsgesetze folgt, daB auch dy(X,) zu einer
nicht-negativen Form gehort. Man erkennt dies, indem man die zu
(# (A, Ay)) und d X, gehdrigen Formen als Summen von Quadraten reeller
Linearformen ansetzt und dann die Bildung von dy(X,) distributiv
durchfiihrt.

Sei nun 4, und B, ein Paar von Matrizen aus dem Definitions-
bereiche von y(X,) und

4, < B,.

Es werde ferner zundchst angenommen, daB} deren Eigenwerte dem Innern
des Definitionsintervalls von y (w) angehdren. Man bilde die von einem
Parameter ¢ abhéngige Matrix

Xn(t):‘dn'}’(Bn_‘An)t (Oétél)
Es ist X,(0) = 4, X, (1) = Bn.‘ Ferner ist
dX
(31) e B —4.>0.

Hieraus folgt, dal die Eigenwerte von X, (?)
LEO=EH)=..- =60

n wichtabnehmende Funktionen von ¢ bilden. Fiir ¢t = 0 bzw. ¢ = 1 erhilt
man die Eigenwerte von 4, bzw. B,. Wegen der Voraussetzung iiber
diese bleiben also auch die Eigenwerte von X, (f) im Innern des Defini-
tionsintervalls von y (w). Jetzt kann aus (31') auf

dy(X
(3111) Xd(t 2 >0

und hieraus wieder auf
geschlossen werden.

Ein wenig Schwierigkeiten bereiten die Endpunkte «,f des Defini-
tionsintervalls, falls sie zum Definitionsbereiche gehéren, da dort y (w) nicht
einmal stetig zu sein braucht. Sie erledigen sich in folgender Weise.
Wegen der Monotonie von y () ist

¢2) - ﬂ“)éﬁ,.;hﬁe“w)’ z(ﬁ)%w_ﬁgl_&x(w%
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Ersetzt man die Funktionswerte in « und f durch diese Limiten, so ent-
steht eine stetige Funktion x*(w). Aus der Stetigkeit von y*(w) kann
offenbar auf die Stetigkeit der Matrixfunktion y* (X,) geschlossen werden.
Da die in Betracht kommenden Paare von Matrizen 4, £ B,, die Eigen-
werte in « oder 8 haben, wie leicht zu sehen, Grenzfille von solchen sind,
die ebenso geordnet sind und deren Eigenwerte dem Inmern von {(u,f)
angehoren, so folgt aus der Monotonie von y*(X,) im Bereiche der
letzteren und der Stetigkeit dieser Matrixfunktion ihre Monotonie im ganzen
Definitionsbereiche.

Kann man nun aus der Monotonie von y*(X,) im Vereine mit (32)
auf die Monotonie von y(X,) schlieBen? Dies ist in der Tat der Fall.
Sei 4, und B, ein Paar von Matrizen aus dem Definitionsbereiche von
% (X,), von denen mindestens eine einen Endpunkt von <(«,f) zum Eigen-
wert hat, und es sei

-An _<_ Bﬂ)
4, habe den Eigenwert o etwa k,-mal, B, I,-mal und ferner 4, den
Eigenwert f k,-mal und B, l,-mal. Mindestens eine der Zahlen %, %,,17,,7,
ist von Null verschieden. Nach Voraussetzung ist 4, < B, und es sind
die Eigenwerte von 4, und B, in (x,f) gelegen. Aus diesen beiden An-
nahmen folgt offenbar (vgl. (27)

k=1, ky =<1,

Dariber hinaus kann behauptet werden, daf der zu a gehérige Eigenraum
von 4, den entsprechenden Eigewraum von B, enthilt und daf umgekehrt
der zu B gehirige Eigenraum von A, in dem entsprechenden Eigenraume
von B, enthalten ist. Es geniigt natiirlich, den auf « beziiglichen Teil der
Behauptung zu beweisen. Der Einfachheit der Schreibweise halber werde
o = 0 gesetzt. Ks ist dann

(33) 0 < 4,(z, 2) < B,(2, 2).

Bei einer nicht-negativen Form sind die zum Eigenwert « = 0 gehdrigen
Eigenvektoren dadurch charakterisiert, daf sie ihr den Wert Null er-
teilen. A4, (z, z) und B, (», z) sind nicht-negativ, und B, (2, ) = 0 hat
A, (z, ) = 0 zur Folge. Damit ist das behauptete Verhalien der zu «
gehirigen Eigenriume von A, und B, bewiesen. (Entsprechend verfahrt
man bei f.)

Im Vereine mit (32) folgt hieraus fast unmittelbar die Ungleichung

4 (Bfn) - Z* (Bn) —,>-—_— V4 (A'n) "_X* (An)
2 (Ba) — 2 (4n) = ¥ (B) —2* (4,) = 0,
und damit ist der Beweis fiir die Monotonie x(X,) zu Ende gefithrt,

und hieraus
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Zum SchluBl sei bemerkt, dafl man bei den vorangehenden Betrach-
tungen von dem Verhalten von y(w) in den Grenzpunkten des Intervalls
nur die Ungleichungen (32) benutzt hat. Man kann also den Satz aus-
sprechen: Eine in o << o << p von n-ter Stufe monotone Funktion behilt
diese Eigenschaft, wenn man den Funktionswert tn o durch einen kleineren
oder den in B durch einen groferen ersetzt.

§ 4.
Zum Cauchyschen Interpolationsproblem.

Die abgeleiteten Kriterien fiir eine monotone Funktion stehen im
engen Zusammenhange zu Fragestellungen, die das Cauchysche Inter-
polationsproblem betreffen. Dies soll jetzt besprochen werden. Ein Teil
der gewonnenen Ergebnisse wird spéter benutzt werden, um die Diffe-
renzierbarkeitseigenschaften monotoner Funktionen genauer zu studieren,
als es im § 2 geschehen ist.

Das Cauchysche Problem verlangt die Aufsuchung einer rationalen

Funktion ¢ (w) = 9(®) " deren Zihler o (w) und Nenner 7(w) dem Grade

7 (w)’
nach die Vorgeschriébinen Werte m bzw. n nicht ibersteigen und die an
m—+n -+ 1 gegebenen Stellen w,, ®;, ..., ®nyn, vorgeschriebene Werte
o> X1> + o> Ym +n ADNIMME:
(34) o(wg) = %o 0(@) = Y15 -+ 0(Omin) = Am+ne

Im folgenden wird nur der Fall m = n eine Rolle spielen. Um Aus-
nahmefille zu vermeiden, werden wir lieber statt von p(w) von dem
Polvnompaare o(w), 7(w) sprechen und die Forderungen (34) (im Falle
m = n) durch
(35) 0 (@) = %o T (@o)y 0(@) = 21T (@), -+ O(W2n) = Yo T (020)
ersetzen. Es wird also — und das ist der wesentliche Unterschied gegen-
iiber der fritheren Formulierung — zugelassen, dal o (w) und 7 (w) einen
gemeinsamen Teiler besitzen, da somit insbesondere ein p (w;) in der un-
bestimmten Form § erscheint. Selbstverstindlich wird aber verlangt, dafl
o (w) und 7 (w) nicht beide identisch verschwinden. Zwei Polynompaare
6 (), T(w) und «o(w), «7 (@), die sich um einen konstanten, von Null
verschiedenen Faktor o unterscheiden, sehen wir als nicht wesentlich
verschieden an. Nun beweisen wir zunichst eine Reihe einfacher Hilfs-
sétze. )

1. Hilfssatz: Es ses o(w), 7{w) ein Paar von Polynomen, deren
Grad Kleiner als n ist, und

(36) &5 Mo £ My <o Ens W
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ein System von 2n paarweise verschiedenen Werten. Geniigen dann die
wetteren 2n Werte

(36”) P> P15 Pas Yas -+ + P> P
dem Gleschungssystem
(37) o(&) = @it (&), o(n) = pi7(na) t=12..,m),
so ist die Determinanie
(38) T I o,
N Sk g, k=1

Beweis: Die Gleichungen (37) konnen als ein System von 2 line-
aren homogenen Gleichungen fiir die 2% Koeffizienten der zwei Polynome
o(w) und 7(w) als Unbekannten aufgefaBt werden. Also muB ihre
Determinante verschwinden. Die letztere ist aber auf Grund der Iden-
titat (15) bis auf einen von Null verschiedenen Faktor mit der linken
Seite von (38) identisch.

2. Hilfssatz: Sind o(w) und 7v(w) zwei tetlerfremde Polynome
hichstens n-ten Grades, von demen mindestens eines den Grad n hat, und sind
die Gleichungen (37) erfullt, so st

BT o
i e ki1
Beweis: Wir setzen
n—1
(39) ‘7("7)7(51;:;(’7)0'(5) — Z cpq"?pfq-
D, g=0
Aus (37) folgt dann
—g,  o)TE)—Tm)eE) N
(1) T)T(E) = = D) eyl &l
k 2 k P g=0

Durch Anwendung des Multiplikationssatzes der Determinantentheorie
schliet man hieraus auf

n

i e
I=1 77 — «’fk[
coo Coq Co,n—1 i
¢ R
lz (Ez'—fk)(‘)?z—ﬂk) H K
P A A R R
cﬂ—l,(' c‘n-—l,l PR Gn__g,n_]_

Der letzte Faktor auf der rechten Seite dieser Relation, die Bézoutsche
Determinante der Polynome ¢ und 7, ist nun wegen der Teilerfremdheit
der Polynome und der Voraussetzung iiber deren Grad bekanntlich von
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Null verschieden, also ist die ganze rechte Seite ungleich Null und damit

i'l’i—"?kn

H
'

auch die Determinante

M~k

3. Hilfssatz: Man denke sich jetzt die Wertsysteme (36) und (36")
gegeben und bilde mit ihnen die Matriz

Yy — Pr\"
M == (g .
‘ <’7z'"”§k>z’,k=1
Ihre Determinanie set von Null werschieden. Dann gibt es genau ein Paar
von Polynomen o (w), T (w) héchstens n-ten Grodes, das die Forderungen (37)
erfiillt und das auferdem an eimer von den &; und ; verschiedenen Stelle 7,
eine Gleichung von der Form

(37) 00 (1,) —B7 () = O

befriedigt. o« und B sind gegebene Komstante, die nicht beide verschwinden.
Beweis: Man denke sich o(w) und 7(w) mit unbestimmten Koeffi-

zienten angesetzt. Aus (37) und (37°) erhilt man zu deren Bestimmung

ein System von 27 -+ 1 linearen homogenen Gleichungen mit der Koef-
fizientenmatrix

@ any .. aml B Buy oo B
1 & ... & ¢ ¢ .98
0 = O O U % ).
én 52 Pn (ann ¢n§z
Mo -r T Pa Yall - Puln

Es muB bewiesen werden, daf ihr Rang genau gleich 2 + 1 ist. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, daf 7, = 0
ist. Ich behaupte, da dann eine der beiden Determinanten D; und D,
der Ordnung 2n -+ 1, die durch Streichung der - 2-ten bzw. ersten
Kolonne in C entstehen, von Null verschieden ist. In der Tat ist.
offenbar

§1 E 8T g & L ‘Plfrf—li
. L T e T
Dl:ngx &

i
i

b BT g guba o g
%17271,»”7}3*{ Yo Yulin -+ Vuln |

6) In der = - 2-ten bis (2n -+ 2)-ten Kolonne sind die Vorzeichen abgedndert
worden, was patiirlich unwesentlich ist.
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also nach der Identitdt (15)

(41) D = a H 51 /z) H (7710 éq)

P =1

— Pl
7 ———fk

iz, k‘—l
Ebenso erhilt man

(41") Dy = (—1) .B U & H (p—

p,g=1

Vi Pe”
77 "'ék il,k'—l

D, und D, unterscheiden sich also von « bzw. § um einen von Null
verschiedenen Faktor, mindestens eine von ihnen ist somit von Null ver-
schieden. Damit ist der Hilfssatz bewiesen ).

Die Tatsache, daB D, und D, bis auf einen gemeinsamen von Null
verschiedenen Faktor mit ¢ (0) und (— 1)t (0) iibereinstimmen, fithrt zu
folgendem

Zusatz zum 3. Hilfssatz: Mindestens eine der Grifen o (n,) und
7 (n,) tst von Null verschieden.

Wir ziehen nun aus dem Hilfssatze und dem Zusatze zwei wichtige
Folgerungen.

1. Folgerung: Mindestens eines der durch den Hilfssatz definierten
Polynome ist vom Grade n.

Im entgegengesetzten Falle wiirde némlich durch Multiplikation von
o(w) und 7(w) mit derselben Funktion ersten Grades ein neues, dem
Hilfssatze geniigendes Funktionenpaar entstehen, was der Eindeutigkeits-
aussage desselben widerspricht.

2. Folgerung: Die Nullstellen des gréften gemeinsamen Teilers von
o (o) und v(w) sind alle einfach und gehoren dem System (36') an.

Der Zusatz lehrt, da 7, durch jeden Wert auflerhalb (36') ersetzt
werden kann, daB eine solche Nullstelle (36’) angehoren muB. Die Weg-
lassung eines gemeinsamen Linearfaktors von o(w) und 7(w), dessen
Nullstelle mehrfach ist, wiirde aber zu einem neuen Funktionenpaar fithren,
das sowohl (37) als auch (37') befriedigt, was wieder zur Eindeutigkeits-
aussage des Hilfssatzes im Widerspruch steht.

Das Polynom 7(w) kann gewif nicht identisch verschwinden, weil
dann, wie die Forderungen (37) lehren, auch ¢ (w) identisch verschwinde.
Man kann also den Quotienten __ﬁ(__)) bilden. Die zweite Folgerung
lehrt, daB er an keiner von den Werten aus (36") verschiedenen Stelle in

der unbestimmten Form § erscheint.

6a) Auf kirzerem Wege hitte man mit Benutzung des 1. Hilfssatzes zum
dritten gelangen konnen. Wir haben den lingeren des Toextes vorgezogen, da die
durchgefithrten Ranghetrachtungen beim Beweise des 5. Hilfssatzes gebraucht
werden.
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Eine leichte Verallgemeinerung des Hilfssatzes erhdlt man, indem
man die Werte (36") und 7, einer linearen Transformation unterwirft,
etwa

w*_aw—!-b(

T co+d cdt #:O)

deren Pol auBerhalb des Systems (36') liegt und auch auf das System (36”)
und v, eine weitere Transformation

+b b
pr =L (0] + o),

deren Pol dem System (36”) nicht angehéren soll, anwendet. Setzt man

a&i—!-b " ani—{-b

& = TE¥d T op +d ¢=12...mn)

o meth o avitd a
# = 1 9; +4d’ ¥ = ey, +dy

so wird, wie man leicht nachrechnet,

v — of
nf — &

n= (“1d1"“1)161)nﬁ (cél+d)(cm+d) ,{w’i—qjkn
ad—be (e, +d1) (e, + 1) l’%"ék v

1

Also ist }Z‘—-—— # 0 mit 1/’, wtpk == 0 gleichbedeutend. Die beiden
i
Transformationen kénnen nun so emgemchtet werden, daBl 7, bzw. y, ins
Unendliche geworfen wird. Man sieht, da man die Voraussetzung (37')
o‘(w)
7 (@)
liches oder unendliches 7, einen vorgeschriebenen Wert ammimmt, der selbst

unendlich sein darf. Die Aussage des Hilfssatzes bleibt sonst wirtlich be-
stehen, ebenso die beiden aus thm gezogenen Folgerungen.
Man denke sich nun in den Voraussetzungen des 3. Hﬂfssa,tzes das

des Hilfssatzes durch die Forderung ersetzen kann, dafB fiir ein end-

Zahlenpaar «, f durch ein anderes «, f, ersetzt und es sei B l =+ 0.
@1 01
Hierzu gehort dapn ein neues Polynompaar o;(w), 7, (w) hbchstens n-ten
Grades. Es gilt dann der
4. Hilfssatz. Die Polynome t(w) und 7, (w) sind teilerfremd. Min-
destens eines von ihnen ist vom Grade n.

Beweis: Man bilde
o(®) 7(w) g

8@ =15 @) n@|

Es ist d(y) == 0 (vgl. den Zusatz zum 3. Hilfssatze) und 6 (w) ist also
ein nicht identisch verschwindendes Polynom hochstens 2n-ten Grades. Wegen
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des Bestehens der Gleichungen (37) wverschwindet es an den 2n ver-
schiedenen Stellen &;, n;. Also ist

4 8 () = cg (0 — &) (@ — n7)

mit einer von Null verschiedenen Konstanten ¢. Eine gemeinsame Null-
stelle von 7 (w) und 7, (w) konnte, so lehrt der Ausdruck (42) fiir 4 (w), nur
eine der Zahlen &, oder 7; sein. Dort miiBten aber auch ¢(w) und o, (w)
verschwinden, wie wieder aus den Gleichungen (37) folgt, und 6 (w) hitte
eine mehrfache Nullstelle, was nach (42) nicht der Fall ist.

Die Gradangabe des Hilfssatzes folgt sofort aus der Tatsache, da
6 (w) vom Grade 2# ist und o, 7, 0,, 7; héchstens vom Grade » sind.

5. Hilfssatz; Es set wieder das System der Werte (36") und
(36”) gegeben. Wir setzen jedoch jetzt woraus, dafi der Rang r wvon M
Feiner als n sei. Dann gibt es genaw ein Paar von Polynomen o {(w)
und T {w) hichstens r-ten Grades, das (37) befriedigt.

Beweis: Man kann annehmen, dafl der aus den ersten r Zeilen und
Kolonnen genommene Minor von Null verschieden ist. Man bilde nun
die Matrix

L& o 8 ooy o 98]

[/ R T T /A
Co=1]--« . ...

1¢,... ‘S:a Pn ‘pn‘fu cee (Pnfn
Lt oo T On Yu%n - Yo

Es mufl gezeigt werden, daB ihr Rang g1elch 2r -1 ist. Die Rang-
betrachtungen beim Beweise des 3. Hilfssatzes lehren, daf die ersten 2r
Zeilen in C,, durch irgendeine weitere Zeile erginzt, ein System von
27 -+ 1 unabhingigen Zeilen ergeben. Auf der anderen Seite gibt die
Hinzufiigung einer &-Zeile: (1, &, ..., &b @, @ubp ... @p&r) mit & >
und einer #-Zeile: (1, u;, ..., % Wi Yifir -+ ., Yi7s) Mit ¢ > r eine qua-
dratische Matrix, deren Determinante, wie eine neuerliche Anwendung
von (15) lehrt, verschwindet. Diese beiden Bemerkungen lehren offenbar,
daf C, den Rang nicht indert, wenn man der Reihe nach eine &-Zeile
und dann eine 7-Zeile, deren Indizes gréBer als » sind, streicht, bis nur
eine Zeile dieser Art iibrigbleibt. Aus allem dem folgt offenbar, daB C,
tatsichlich den angegebenen Rang besitzt.

Auf Grund der beiden Folgerungen aus dem 3. Hilfssatze konnen wir
hinzufiigen:

1. Zusatz: Mindestens eines der Polynome o (w) und 7(w) tst vom
Grade .

2. Zusatz: Die Nullstellen des grépten gemeinsamen Teilers von o (w)
und T (w) sind einfach wnd gehoren dem System (36") an.
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6. Hilfssatz: Ist der Rang der Matriz M gleich v, so qibt es in
thr stets evnen von Null verschiedenen r-reshigen Hauptminor.

Beweis: Die ganz Zahl s (0 << s < 7) sei durch die Eigenschaft
definiert, da8 ein von Null verschiedener s-reithiger Hauptminor in M
vorhanden ist, wihrend alle mehr als s-reihigen Hauptminoren Null sind.
Sei etwa der aus den ersten s Zeilen und Kolonnen entnommene Haupt-
minor von Null verschieden. Bezeichnet man mit My (¢ >s, k> s)
den aus ihm durch Hinzufiigung der i-ten Zeile und %-ten Kolonne ent-
stehenden Minor von M, so ist wegen M;;, == 0 (I > r) nach Kronecker
Mz M;; = 0. Hieraus folgt durch Rangbetrachtungen an der Matrix

L& ... 8¢ 9§ e . &
SO R/ R "

shnlich denjenigen, welche beim Beweise des 5. Hilfssatzes durchgefiihrt
worden sind, daf M;; = My; = 0 ist, da also s mit dem Rang r von M
identisch ist.

7. Hilfssatz; Uber die Voraussetzungen des &. Hilfssatzes hinaus
werde gefordert, daf simtliche r-reihigen Hawpiminoren von M won Null
verschieden seien. Danm ist fir das durch den Hilfssatz definierte v (w)

T(E) £ 0, T(p) + 0 (=1,2...m).
Also sind (vgl. den zweiten Zusatz zum 5. Hilfssatze) o (w) und 7 (w)
teilerfremd.

Der Satz ist eine unmittelbare Folge des Zusatzes zum 3. Hilfssatze,
wenn man ihn auf alle r-reihigen Hauptminoren von M anwendet und
unter 7, jedesmal irgendeinen Wert aus der Reihe (36") versteht, der unter
den beim Aufbau des gerade in Betracht gezogenen Minors verwendeten
Werten nicht vorkommt.

Von nun an werde vorausgesetzt, dafl die Wertsysteme (36") und (36”)
reell sind und daB
(43) LE<m<&E<m<T..<&<m
ist. Wir sprechen dann won eimer Grundmatriz. Wir beweisen der Reihe
nach die Sitze: o

1. Satz: Es werde gefordert, daf die Matriz M den Rong n—1
habe und daf simtliche n— 1-reihigen Hauptminoren derselben positiv
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seten. Mit (w;) ses die adjungierte Mairiz von M, also die Matriz der
algebraischen Komplemente der Elemente von M bezeichnet. Dann ist die

Funktion
n

#(@) = (w~n§i(z)—$ )

Hk=1 ¢ k

1 1
0 W& w—§E, |
(44) 1 Yi— ¢ L2 St ‘Pn{;
— _o—m m—& T g
............... |
1 Yo P1 ‘%,,"“P,z.%
DNy 7}n—“§1 o ﬁn“Ln gi

fir ein w, das dem Innern eines der Intervalle (&;w;) angehort, nicht-
positiv, und fir emn w, das auPerhald aller dieser Intervalle liegt, micht-
neqati. -

Beweis: Wir wissen, daf} die durch den 5. Hilfssatz gekennzeichneten
Polynome teilerfremd sind und daB 7 (&) 40, v(y)==0fir:=1,2,...,n
ist (vgl. den 7. Hilfssatz). Nun betrachte man die Gleichungen (40), in
denen hier # durch % -—1 zu ersetzen ist. Aus ihnen folgt durch An-
wendung des Multiplikationssatzes der Determinantentheorie

n

lgr(é‘l)f(m) \
%y %(53767—1—)—— = |pqlpa=0o '2:_<J<k§n(§i‘“‘ &) (15 — )
(B) v e e e e
zﬂ 7 (&) 7 (n,) R
=1 —
N A ETCh I {eoulpa=0 ;§i<17‘:7§n~$§£ — &) (1: — 7e)-

Alle o;; sind als positiv vorausgesetzt und auch die Produkte auf der
rechten Seite von (45) sind es wegen der Voraussetzungen iiber die An-
ordnung der Werte & und z;. Aus allem dem folgt, dafl die Produkte
T(&) T(ny), T(&) T (M), - - - T (£a) T (), die simtlich von Null verschieden
sind, sogar von gleichem Vorzeichen sind. Negativ konnen sie nicht sein,
weil dann fiir jedes ¢ die Werte 7 (&;) und v (s,) im Vorzeichen verschieden
wiren, also n jedem Intervall (&, n;) mindestens eine Wurzel von
T(w) = 0 liegen miifte. Das ist ausgeschlossen, weil z (w) hochstens vom
(n—1)-ten Grade ist. Es sind also alle 7(&) 7 () und auch [c,, {32
positiv. Berechnet man nun x (w) auf Grund des Gleichungssystems (40),
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in dem bhier #n durch n—1 zu ersetzen ist, so erhilt man nach einer
einfachen Rechnung

(46 zlj{‘(fz)r(m)-%(w) = |Cpe 32 Tz () )'(—1)“"“171‘15-

i (w'—ﬂ,;) (‘9"'5;5

Hierin bedeutet J7,;, das Differenzenprodukt von %, 7o, -5 %i—15 %i+ 1

..., N, multipliziert mit dem Differenzenprodukt von &, &, ..., &—1,

Ett1 - & Auf Grund der Lagrangeschen Interpolationsformel folgt

aus (46'), falls zur Abkirzung J7 (& — &) (s — ne) = & gesetzt wird,
i<k

die endgiiltige Formel

9 7% ()
(—5) .- (w—E&) (—m) -+ (0—1,)

(46) liflr (£ 7 () (@) = 8 epalt ™

Aus ihr und dem Vorzeichen der darin auftretenden Konstanten ist das
im Satz behauptete Verhalten von x (w) unmittelbar ersichtlich.

1.Zusatz zum 1. Satz: Schlieft man die Nullstellen von t(w) aus, so
kann in der Aussage des ersien Satzes ,nicht-negativ™ bzw. ,nicht-positiv‘
durch .,positiv’ baw. ,negativ’ erselzt werden.

9. Zusatz zum 1. Satz: Durch Grenziibergang o — oo ergibt sich aus
dem 1. Satz die Ungleichung
(44) 3 o = 0.

Lk=1

Man bezeichne mit u,, den Minor von M, der durch Streichung der
i-ten Zeile und %-ten Spalte von M entsteht. Es gilt dann der

17, Satz: Set 1 < n ein fester und k ein variabler Index aus der Reihe
1,2, ..., n Ist dann die Determinante von M gleich Null und u, ;.. > 0,
B > 0 bzw. pyiq: >0, pyy > O fiir jedes k =1, so gelten die Vorzeichen-
aussagen des 1'. Satzes und seiner beiden Zusdize.

72 (o)

Beweis: Die Funktionen x(w) und OB @) @@

kénnen bei unseren Voraussetzungen offenbar nicht identisch verschwinden.
Gleichung (46), die bei verschwindender Determinante von M eine alge-
braische Identitit darstellt, lehrt, daB sie bis auf einen konstanten Faktor
{ibereinstimmen und dieser ist von Null verschieden. Man mufl beweisen, daB
er positiv ist. Die entgegengesetzte Annahme wiirde nach dem beim Beweise
des 1'. Satzes eingeschlagenen Verfahren z. B. bei Voraussetzung der ersten
Gruppe von Minorenungleichungen zu 7 (1) 7 (&i41) << O, w(n)7(&) <O
fiir jedes k ==¢ fithren. Es wiren also n getrennte Intervalle mit
Zeichenwechsel von 7 (w) vorhanden. Das steht aber im Widerspruch zu
der Tatsache, daB 7 (w) hochstens vom Grade n —1 ist, also héchstens
n—1 Nullstellen hat.
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2. Satz: Es werde jelzt angenommen, daff neben (43) die Vorous-
setzung erfillt sei, daf simtliche Grundminoren von M (siehe Definition
einer Grundmatrix auf 8. 200 unten) positiv seien. Dann ist die ebenso
wie friher definierte Fumktion x(w) tm Inmern der Intervalle (&, u,)
negativ und auferhalb derselben positiv ).

Beweis: Fiir n = 1 ist der Satz trivial. Wir nehmen nun an, er
sei fiir alle Werte kleiner » (n = 2) bewiesen, und wollen ihn fiir den
Wert n selbst beweisen. Sei zunichst o = o, eine Stelle auflerhalb aller
Intervalle (£, 7). Wir setzen mit einer zunfichst noch unbestimmten
Konstanten y

oF = ¢;+ w = P+

) wo—-Si’ wo-—n,‘.'
Dann ist
vi—ot v—o, y

Py S Py y
Hieraus folgt, wie eine leichte Determinantenrechnung lehrt,

’ %—%’:‘ O Tt 2]
(47(1) ! =& L & 1+ % (@)
un

1’7 '_(P
@) 222 = [P e ton,

n;— & &

* e ¥,
wenn die Adjungierte der Matrix M* — (% mit (af;) bezeichnet

n

und »* (w) = PE—rr—y gesetzt wird. Nun variiere man in x(w,)
k=1

die ;. Da die entstehende Funktion nicht identisch verschwindet und
in jedem einzelnen y,; linear ist, kann man durch Abinderung der ur-
spriinglichen y,-Werte eine Verkleinerung von x(w,) herbeifiihren, und es
kann dabei die Abdnderung der ¢,-Werte so klein angenommen werden,
daB die Voraussetzungen des Satzes nicht zerstort werden. Wenn wir
also die Unmoglichkeit von x (w,) << 0 beweisen, ist auch die Méglichkeit
von x (w,) = 0 widerlegt.

Sei jetzt x (w,) als negativ angenommen. Dann kann man nach (4:7’)
y =y, eindeutig so wéhlen, dafl die Determinante von M* verschwindet,
und y, ist positiv. Wenden wir nach Einsetzung dieses besonderen Wertes
von ¢ die Formel (47') nicht auf die ganze Determinante, sondern auf
ihre Hauptminoren der Ordnung #—1 an7#), so erkennen wir, da wir uns

7} Der auf die qupBeren Werte beziigliche Teil der Aussage gilt, wie aus dem
Beweis hervorgeht, schon unter der Voraussetzung der Positivitit der Hauplminoren.
73) Natiirlich ist bei jedem dieser Minoren die ihm entsprechende Funktion x
einzugetzen.
Mathematische Zeitschrift. 38. 14
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den Satz fiir kleinere n bereits bewiesen denken, dafl M* den Voraus-
setzungen des 1’. Satzes geniigt. Es ist also »* (w,) = 0. Aus (47”) folgt dann
L — n
;z:___q;: 1: — 2 () =< 0
im Widerspruch zu den Voraussetzungen des Satzes.

Gehort @, dem Innern eines der Intervalle ¢£,, 5> an, so kann der
Beweis ganz entsprechend mit Hilfe des 1”. Satzes gefithrt werden.

Mit Hilfe der erhaltenen Sitze kann der folgende Hilfssatz bewiesen
werden:

8. Hilfssatz: Sind olle Grundminoren der Matriz M nicht-negativ, so
kann man durch eine beliebig kleine Abinderung der Werte ¢, und v, er-
reichen, daf samitliche Grundminoren positiv werden. (Entsprechendes gult
fiir die Hauptminoren und wird ebenso bewiesen.)

Beweis: Die Zahl o sei durch die Eigenschaft charakterisiert, da8
alle Grundminoren von M, deren Ordnung ¢ nicht ibersteigt, positiv
seien, wihrend es einen verschwindenden Grundminor von der Ordnung
o+ 1 gibt. Nun sei o, eine Zahl auBerhalb des Intervalles (&), 72>
und ¢ eine beliebig kleine positive GroBe. Man setze

& €
¢ = ‘Pi”f';(;;:gi, (2 :%_I—‘%_’?c"

% __ ok
Die Minoren der Matrix M* = (lf;'_* :_P u
i Sk
scheiden sich von den entsprechenden Minoren von M um mit & multi-
plizierte Ausdriicke der Form (44), in denen w = w, und # = g1
gesetzt ist. Wegen der Voraussetzung iiber die Lage von w, und das Vor-
zeichen von ¢ ist die Anderung auf Grund unserer Sitze bei Grundminoren
etne nacht-negative Grofe. Vermeidet man bei der Wahl von o, gewisse
endlich viele Werte (vgl. den 1. Zusatz zum 1’. Satz), so ist sie bei allen
Grundminoren der Ordnung o -+ 1 positin, wie klein auch & gewihlt ist.
Durch Anwendung des 2. Satzes erkennt man, daB die Grundminoren
niedrigerer als (p -+ 1)-ter Ordnung eine Vergrofierung erfahren haben, also
positiv yeblieben sind. Somit ist in der neuen Matrix an Stelle von ¢ min-
destens o -+ 1 getreten. Jetzt schlieBe man analog von ¢ + 1.auf o+ 2 usf.
Aus dem eben bewiesenen Hilfssatz kann man schlieBen: Sind alle
Grundminoren von M wicht - negativ, so gilt die Vorzeichenaussage des 1'. Satzes.
Verallgemeinerung des 8. Hilfssatzes: Sind aus zugeordneten
Wertepaaren wmehrere Matrizen der Gestalt M gebildet, deren Grundminoren
alle wickt-negativ sind, so kann durch eine beliebig kleine Abinderung der
Funktionswerte erreicht werden, daf alle Grundminoren in allen Matrizen
positiv werden. Entsprechendes gilt fir die Hauptminoren.
Der Beweis kann ebenso gefiihrt werden wie beim 8. Hilfssatz.

) der Ordnung ¢+ 1 unter-
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Verschiarfung des 2. Satzes: Wer fihren das Polynom
AMw) == (w)'l_fl(w —&) (@ —n)

em. Als Verschirfung der Aussage des 2. Satzes kann behauptet werden,
dafl es unter den dort gemachten Voraussetzungen bestindig positiv ist und
daf sein Grad genoau gleich 2n —2 ist®). ‘

Beweis: Der erste Teil der Aussage ist fiir ein w, dafl nicht dem
System (36’) angehort, mit dem 2. Satze gleichbedeutend. Fillt @ in das
System (36") hinein, so ist zunfchst gewill A (w) = 0. Die Moglichkeit
von A(w) = 0 kann aber durch eine Variation der y;, dhnlich wie beim
Beweise des 2. Satzes, widerlegt werden.

Ferner beweist man durch Variation der y;, da8 der Koeffizient von
"2 in A (w) n

2wy >0
LE=1

sein mufl, daBl also tatsichlich 1 (w) vom Grade 2% — 2 ist. Dies kann
iibrigens auch als projektive Krweiterung des 2. Satzes auf w = « an-
gesehen werden. (Siehe die Uberlegungen auf S.198.)

Die schon bei Positivitit der Houptminoren giltige Aussage, da8 1 (w)
an den Stellen &, und #; positiv ist, hat eine sehr einfache Bedeutung.
Es ist z. B.

! 1 1 1

17?1'“'51 m—E& T m—§,

i

Y P11 Yo Pa Y3~ Pn

}»(nl) = 'm—4& n—& 772“5n

B IR E R

Yo" P Yu— P VP

| nn—'_£1 779@——52 a Ny n

mn—&) - (m—&) (0, —n9) - - (9, — 1),
also

| 1 1
m—E& m—& 7 ’h"’éni
Yo— @1 YPa— P2 1/’2—%,,;

. ne—E& m—& n—E&, 1 > 0.

V™ P ¥ P, P q’ni
77,,—"51 77”"—52 : ™" %n |

Dies besagt, da8 die Determinante der Matrix M, falls darin y, durch
eine Variable ersetzt wird, zu einer streng wachsenden Funktion wird.
&) Die Positivitat auferhalb der offenen Intervelle &y my) und die Gradaussage

flieBen, wie aus dem Beweis mit Beniitzung der Anm. 7) leicht hervorgeht, schon
aus der Positivitit der Hauptminoren.

14%
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Allgemein erkennt man auf diese Art, daB bei Ersetzung eines v, durch
eine Verdnderliche stets eine wachsende, bei Ersetzung eines @; durch eine
Veranderliche stets eine abnehmende Funktion entsteht.

Bemerkung: Nimmt man nur an, daB alle Hauptminoren nechi-
negatiw sind, so kann man offenbar bebaupten (vgl. den 8. Hilfssatz,
Klammeraussage), da8 die eben abgeleiteten Aussagen richtig bleiben, falls
darin ,,Wachsen® durch ,Nichtabnehmen und ,, Abnehmen* durch , Nicht-
zunehmen®’ ersetzt wird8s).

Nun beweisen wir die wichtigen Satze 3 bis 5.

3. Satz: Es seien die Voraussetzungen des 2. Satzes erfillt und o (o),
T{w) set eines der oo Paare won Polynomen hichstens n-ten Grades, die
den Gleichungen (37) gemiigen. Dann ist 7 (w) mindestens vom Grade n—1,
und seine Wurzeln sind reell wnd einfach.

4. Satz: Fihrt man neben o (@), ©(w) ein wetteres davon verschiedenes
Polynompaar o, (), 7, (w) von der im vorhergehenden Satze betrachteten
Art ein, so ist mindestens eines der Polynome v () und 7, (w) vom Grade n,
und die Wurzeln der Gleichungen v(w) = 0 wnd z,(w) = 0 trennen ein-
ander gegenseitig.

b. Satz: Die mit einem Polynompaare des 3. Saizes gebildete rationale

Funktion ¢ (w) = % hat lauter reelle einfache Pole, von denen keiner

dem Wertsystem (36) angehort. Das Residuum eines Pols st positiv
oder negat, je nachdem, ob er innerhalb eines der Intervalle (£, ;) liegt
oder auferhalb daller.

Wir beweisen die Satze 3 und 4 gleichzeitig. Wir gehen von der
Bemerkung aus: Das allgemeinste Polynompaar, wie es der 3. Satz
fordert, ist offenbar «o -+ a 0, av+ a7, (, o, sind Konstante, die
nicht beide Null sind). Nach dem 1. Hilfssatze®) geniigt der Quotient

% () = 291 %% gor Riccatischen Differentialgleichung

aT-+oy Ty
’ 2w} —@y 2lo)—e¢,
Z (w) 60""'51 T w-—&n
n—z@) v—eo V1 Pn .
@ m—E&; m—E, | = 0.
P, %) 9, — ¢ Y — Py
’7",""‘” ?7”,.—51 T nn—-gn

8a) Man koénunte diese Monotoniesitze dazu verwenden, um die Beweise des
zweiten Paragraphen durch neme zu ersetzen, die von der Differenzierbarkeit
monotoner Funktionen hoherer Stufe keinen Gebrauch machen.

%) Man ersetze darin n durch » - 1 und Jasse ein Wertepaar in o zusammen-
riicken.
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Nach #’ (w) aufgelost, lautet sie

(49) 7 () = (;,;:—(_9;—;95 + .

|
™ 5k 1

Die Punkte deuten die Glieder erster und nullter Ordnung in y an. Nach
einfachster Rechnung ergibt sich hieraus die Beziehung

§ 7(w) 7,{w)! o (w) «;(w)% ‘o)
D I8 o, ) 4 (0)| [
P& b
oder unter Beachtung von (42)
Lr(w) 7y (@
) ‘& T(w)) di’((w)) - C]] (@ — &) (@ —13) - w:{_ffo;k n wfi«;zﬁz
do do i=1 l W, f T E Ls

A (w) ist also, abgesehen von einem von Null verschiedenen konstanten
Faktor ¢ mit der Wronskischen Determinante von 7(w) und 7, ()
identisch. Hieraus und aus der Tatsache, daB 1 (w) vom Grade 27»— 2 ist,
7(w) und 7, (w) aber hichstens vom Grade » sind, schlief% man sofort
auf die Richtigkeit der Gradaussagen des 3. und 4. Satzes. Wenn man
ferner beachtet, daf A(w) keine reelle Nullstelle hat, so kann man in be-
kannter Weise aus (49) schlieBen, daB die reellen Nullstellen von 7 {(w)
und 7, () emnfach sind und einander gegenseitig trennen und dies gilt in
dem erwetierten Sinme, daf, falls eines der Polynome den Grad n—1
hat, oo als Nullstelle desselben angesehen wird und daf die Trennung
der Wurzeln im projektiven Sinne aufgefapt wird. Der 3. und 4. Satz
werden also vollstindig bewiesen sein, wenn noch gezeigt wird, da8 7 (w)
tiberhaupt keine komplexen Wurzeln haben kann. Das sieht man so
ein: Man bestimme die Konstanten «, «, &= 0, 0 so, daB das Polynom
7y (0) = a7 (w) + ¢, 7, (@) in @ = 7, verschwindet. Da 7 (w) und 7, (w)
nirgends gleichzeitig verschwinden, so ist dies genau auf eine Art moglich.
Mit 7, verschwindet auch o,(w) = ao(w)+ «,0,(w) In 7,. Man kann
also schreiben

0y (0) = (0 — 1) 6% (@), Ty (0) = (@ — 1) T¥(@);

o*(w), 7*(w) sind Polynome héchstens (n— 1)-ten Grades und sie ge-
niigen dem Gleichungssystem (37), in dem die letzte Gleichung gestrichen
ist. Denkt man sich nun die Behauptungen des 3. und 4. Satzes fiir
kleinere % bereits bewiesen, so kann man schliefen, daB «* (w) lauter
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reelle Wurzeln hat®); also ist dies auch bet v, (w) der Fall. Ist T = const, 7,,
so ist man fertiz. Sei jetzt v = const.7,. Da dann auch die reellen
Nullstellen von 7(w) und 7,{w) einander gegenseitiz tremnnen, so ist
mit T, (w) offenbar auch T (w) frei von komplexen Nullstellen.

Fir n = 1 sind die Aussagen der beiden Sétze trivial. Damit ist
der Beweis derselben vollstindig erbracht.

Der erste Teil des 5. Satzes folgt unmittelbar aus der Einfachheit
der Nullstellen von 7(w) in Verbindnng mit den Relationen (37). Die
weiteren Aussagen iiber die Residuen ergeben sich aus Gleichung (49').
Aus ihr folgt namlich fiir das Residuum im Pole o

1: Res. = — % ()
lw,;w o
=& I

und hieraus nach dem 2. Satze das behauptete Vorzeichen von Res.

Es werde jetzt vorausgesetzt, daB der Rang r von M Fkleiner als n
sel und daf simtliche Grundminoren, deren Ordnung r nicht iibersteigt,
positiy seien. Wir wissen (vgl. den 5. Hilfssatz), daB dann die Glei-
chungen (37) ein Paar von Polynomen hdchstens r-ten Grades o (w) und
7 (w) bestimmen, von denen eines den Grad r erreicht. Dem Hilfssatze 7
entnimmt mean ferner, daB sie teilerfremd sind und daf z(&) < 0,
7(n;) = 0 ist. Dariiber hinaus folgt nun fast unmittelbar aus dem 3.
und 5. Satz, angewandt auf alle 7-reihigen Hauptminoren, der

6. Satz: 7(w) ist mindestens von (r—1)-tem Grade. Seine Nullstellen
sind alle reell und einfach. Die rationale Funktion r-ten Grades o () = A

7{w)
hat lauter reelle einfache Pole, die auferhalb des Intervalles (&, n5,) liegen.
Das Residuum aller Pole ist negativ. Wir betonen noch, daf wegen
(&) = 0, v () =& 0 die Funktion an den Stellen &; bzw. n; die Werte ¢;
bew. u; wirklich annimmt.

§5.
Interpolation dureh monotone Funktionen.
Wir denken uns ein System von 27 -+ 1 Werten

(56’) (l)o, wl: eey Wan
und eine zweite GroBenreihe
(60" Lo» X -+ Xan

19) Streicht man némlich in (36’) und (36”) die beiden letzten Werte und in
(37) die Gleichungen o (£,) = ¢, 7(5,) o{n,) = v,7(n,), so sind offenbar die
Voraussetzungen des 3. Satzes erfiills, nur mit einem um 1 kleineren =.
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gegeben und fragen: Gibt es eine im Intervall {(w,, wsn} Von m-ter
Stufe monotone Funktion y (w), die fiir w = w; den Wert y; annimmt:

Gn 2 (@) =12 (i=0,1,...,2n).
Die im folgenden abgeleiteten Sitze enthalten eine Beantwortung dieser
Frage.

Um zu Lésbarkeitsbedingungen zu gelangen, bilden wir die beiden
Matrizen n-Grades

{Xog—1 — Zop—2\" Xos Xak—1\"
Mo (B TRy (T

@Dog1 T Pog—a/i k=1 Doy ™ Wop—1 /4 k=1

Aus den Ergebnissen von § 1 folgt, daf eine Losung der Aufgobe nur dann
existieren kann, wenn simtliche Minoren sowohl von M, als auch von M,
nicht-negatw sind. Wair werden beweisen, dafi schon die Nichtnegativitit
shrer Grundminoren hierfir hinreichend ist, und wir werden einfache Inier-
polationsfunkiionen angeben.

Im folgenden werden wir es hiufig mit rationalen Funktionen zu tun
haben, deren Pole alle reell und einfach und mit negativen Residuen be-
haftet sind. Es sind bekanntlich die einzigen reellen rationalen Funk-
tionen, die fiir Argumentwerte mit positivem Imaginérteil Funktionswerte
liefern, deren Imaginirteil nicht negativ ist. Funktionen mit letaterer
Eigenschaft sollen nach Pick hier ,positive’ Funktionen genannt werden.
,,Positive reelle rationale Funktionen sind in jedem polfreien Intervall
von beliebig hoher Stufe monoton, da dies ja schon fiir die Partialbriiche
zutrifft.

Wir behandeln nun zuerst den allgemeinen Fall, daB alle Grund-
minoren sowohl von M, als auch von M, positiv sind, und beweisen den

1. Satz: Es seien samtliche Grundminoren von M, und von M, positiv.
Man bilde das wohl bestimmte Paar von Polynomen o (w), (w) hichstens
n-ten Grades, das die Relationen

o (@;) = %:7 (@) (t=0,1,...,2n)
befriedigt. Dann st 7 (w;) == 0, die rationale Funkiion ¢ (w) = % be-

friedigt also die Forderungen (b1). Es ist eine ,,positive’ Funktion von genau
n-tem Grade wnd ihre Pole liegen auferhald von (wg, wsny. Sie stellt
also eine Losung der Interpolationsaufgabe dar.
Zum Beweise wenden wir die Sitze 3 und 5 des vorhergehenden
Paragraphen zweimal an. Das eine Mal setzen wir
E = Was, M=oy, Qi = Keimes Yo = a1 (E=12,..,n),

also M = M|, das andere Mal

& = @y, N = Wag Py = Yoi—1y Yy = X2i (@ =12, .., n),
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also M = M,. Man erhilt so iiber das Vorzeichen des Residuums eines
etwaigen Pols von g(w) in einem Intervall (w;—., w;) entgegengesetzte Aus-
sagen, es kann dort also dberhaupt kein Pol liegen. Dem Satz 5 des
vorigen Paragraphen ist ferner zu entnehmen, da auch die w; keine Pole
sein konnen. Damit ist das ganze Intervall (w,, w;,) als polfrei fest-
gestellt. Dem eben zitierten Satze zufolge sind aber alle Pole der
Funktion reell und einfach, also auf der reellen Achse auBerhalb von
{w,, Wy, gelegen und, der Residuenaussage des Satzes entsprechend, mit
negativen Residuen behaftet.

Das einzige, was noch fehlt, ist der Nachweis von 7(w;) == 0, denn
dann ist auch die Gradaussage zufolge der beiden Folgerungen aus dem
3. Hilfssatze des vorigen Paragraphen mit bewiesen. DaB 7 (w,) und
T{ws,) nicht verschwinden konnen, folgt unmittelbar aus dem Zusatze
zum 3. Hilfssatze des vorigen Paragraphen, wenn man ihn auf die beiden
Matrizen M, und M, anwendet. Sei jetzt ¢ ein Index aus der Reihe
1, 2, ..., 2n— 1. Nehmen wir entgegen der Behauptung an, daB 7 (w;) = 0
ist! Dann kann man durch eine kleine Variation der y, welche die
Voraussetzungen des Satzes nicht zerstort, da keine der Nullstellen von t (w)
hierbei festbleibt, gewiB erreichen, dafl w; in eine benachbarte, aber
davon verschiedene Stelle des Intervalls (w;—, w;4 ;) riickt. Da ¢ und 7
auBerhalb der Interpolationsstellen nicht gleichzeitig verschwinden kénnen,
widerspricht dies der bereits bewiesenen Endlichkeit von p{w) im ganzen
Intervall <w,, w,,), die ja auch nach der Variation der y; bestehen
muB. Damit ist der ganze 3. Satz bewiesen.

Unter den Voraussetzungen des 1. Satzes gibt es auch eine wohl-
bestimmte rationale Funktion (# — 1)-ten Grades o* (w), die allein den
Forderungen
(52) * (@) = 12 ((=1,2..,20—1)
geniigt; denn die Matrix M7, die aus M, durch Streichung der letzten
Zeile und Spalte entsteht, erfilllt zusammen mit der Matrix M3, die
wiederum aus M, durch Weglassung der ersten Zeile und Kolonne hervor-
geht, dieselben Forderungen wie M, mit M, nur mit einem um 1
kleineren n. ¢*(w) ist also zufolge des 1. Satzes eine positive Funktion
und das Intervall (w,, ws,—1 gewiB polfrei. Dariiber hinaus gilt
aber unter den Voraussetzungen des 1. Satzes der

2. Satz: Die eben definierte Funktion o* (w) hat thre Pole aupferhalb
des Intervalls (w,, wy,). Es st

(53) e*(@g) > o)) = %o 0% (@20) < (@24) = 2203
g{w) bedeutet die durch den 1. Satz gekennzeichnete Funktion.
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Beweis: Ist @ ein Wert aus dem Intervall wy,—; <o < ws,, so
ist die Determinante, die aus der von M, durch Ersetzung von w,,
durch o entsteht,

0 (wy) — o (wy) g lws) — glwy, ;) |
Wy — Wy — Wy gy |
o (wy) — o (o) 0w — (@)
(54) wg—wy T ey, g > 0108,
................... |
g (w) — @ (wy) Q(w)”e(wzn—l) i
i 0 — wy O— Wy, 4 i

Setzt man zunichst noch voraus, daB o kein Pol von o* ist, so ist die
(54) entsprechende Determinante, in der o durch o* ersetzt ist, zufolge
Hilfssatz 1 des vorigen Paragraphen gleich Null. Daher ist (vgl. den |
Monotoniesatz auf S. 206 oben)

(63 ¢ (w) > o* (@) (@3n—1 <@ = w2n).
Diese Ungleichung ist aber mit einem Pol von g* mit negativem Residuum
in (wsn_1, W,y (und andere Pole kann die Funktion iiberhaupt nicht
haben) iiberhaupt unvertriglich.

Analog schlieBt man im Intervall (w,,®,) zundchst bei endlichem
o* (w) auf
(63") o (w) < o* (@) (0 = 0 <)
und hieraus auf die Endlichkeit von p* daselbst. In (53) und (53")
sind die Ungleichungen (53) enthalten.

Wir sind jetzt imstande, einen Interpolationssatz abzuleiten, der auch
die Grenzfille umfaBt, wo ein oder mehrere Grundminoren im Matrixpaar
M,, M, verschwinden.

3. Satz: Es seien die Grundminoren in M, und M, alle nicht-negativ.
Dann gibt es eine einzige rationale Funktion o** (w) hochstens (n—1)-ten
Grades, welche die Bedingungen
(55) o** (@) = 12 (i=1,2 ..,2n—1)
erfiillt. o**(w) ist emme ,positive” Funmktion wund das ganze Intervall
w, < 0 < w;, von Polen frei. Ferner st

Lo == 0*¥ (@), 0" (0a4) = sone

Ersetzt man also den Funktionswert o** (w;) durch y, und o**(wy,) durch
Aans SO erhdlt mam eine in (W, ws,) von beliebig hoher Stufe monotone
Funktion, welche die am Anfang dieses Paragraphen gestellte Aufgabe st

10a) g (w) ist in (wy, w,,) von beliebig hoher Stufe monoton, und es sind die
Voraussetzungen des 2. Hilfssatzes des vorigen Paragraphen erfillt.
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DaBl es nicht mehr als eine Funktion ¢**(w) geben kann, die (55)
erfiillt, ist unmittelbar klar; denn die Differenz zweier Funktionen dieser
Art wire eine rationale Funktion vom Hochstgrade 2# — 2, die an
2n —1 verschiedenen Stellen verschwindet.

Die Konstruktion der gewiinschten Funktion und Feststellung ihrer
Eigenschaften kann nun etwa in folgender Weise geschehen: Wie die
Verallgemeinerung des 8. Hilfssatzes von § 4 lehrt, kann durch eine beliebig
kleine Anderung der y, erreicht werden, daB die Voraussetzungen des 2. Satzes
erfiillt sind. o* (w) sei dann die durch den 2. Satz charakterisierte Funktion.
Ich behaupte, dafl sie in der ganzen komplexen w-Ebene mit Ausschiuf
der Halbgeraden o < w,, = w,, mit gegen Null gehenden Variationen
der y; gegen eine wohlbestimmte Grenzfunktion o**(w) strebt und daf
diese die gesuchte Funktion ist. Das sieht man so ein: of (@), of (»)
seien die rationalen Funktionen (n— 1)-ten Grades, die zu zwei ver-
schiedenen Variationen der y; gehdren. Die Differenz

0 (w) = of () — oF (o)

ist dann eine rationole Funktion hichsiens vom Grade 2n—2, und ihre
Pole sind reell und auferhaldb von (wy, wi) gelegen. Nun werde an-
genommen, dal bei beiden Funktionen of (w) und g} (w) die Variationen
der x, alle absolut genommen kleiner als die positive Zahl & seien. Aus
den angegebenen Eigenschaften von & (w) ergibt sich dann leicht nach
Darstellung des Zahlers von 6 mit Hilfe der Lagrangeschen Interpolations-
formel die Abschitzungsformel

2n—1

2n—2 () |
16 (@) | << 2 €q(en Z !Wm

i=1

2n—
Darin bedeutet /7 (w) das Produkt [7 1(a)~—a)i), ferner a (w) eine Schranke

i==1

von fui bei Beschrankung von g auf das Intervall (w, wy,—;) und

o
von « auf die beiden Halbgeraden a < @, @ = ;..

Aus der erhaltenen Abschitzungsformel ist zu ersehen, daf das
Cauchysche Konvergenzkriterium erfiillt ist. Der Leser kamn sich nun
leicht allein iiberlegen, daB aus den iIm 2. Satze bewiesenen Eigen-
schaften von o* (w) die im 3. Satze behaupteten der Grenzfunktion o** (w)
folgen.

Aus den bewiesenen drei Sitzen lassen sich interessante Kigenschaften
monotoner Funktionen ableiten. Wir geben. drei an und iiberlassen die
Beweise, da sie sehr emfach sind, dem Leser:
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4. Satz: Ist y (w) monoton von n-ter Stufe und fiir ein System wvon
2 n Werten des Definitionsintervalls A, < u, < Ay < pry < ... << Ay <y die
Determinante

i

Do (u) — % (A)
(b6 Ly AVE
( ) t ;,81"—‘1% i1

”

=0,

so st y(w) vm Innern von {(A,, p,» rotional und hichstens vom Grade
n—1.

5. Satz: Ist y(w) monoton wvon (n -+ 1)-ter Stufe und (56) erfillt,
s0 ist y (w) 1m ganzen Innern des Definitionsintervalls rational.

6. Satz: Ist y(w) n 2wel tbereinandergreifenden Intervallen monoton
von n-ler Stufe, so auch in deren Vereinigung.

§ 6.
Differenzierbarkeitseigenschaften meonotoner Funktionen.

Die Funktion y(w) sei im Intervall (u, ) monoton von n-ter Stufe
A{n=2). Wir werden beweisen, daf sie in jedem Intervall (o', 8y, das mit seinen
Endpunkten im Innern wvon (x, 8y liegt, einen beschrinkten (20— 2)-ten
Differenzenquotienten besitzt. Hieraus folgt, def x(®) im Innern von
(o, By mindestens (2n — 3)-mal stetig differenzierbar ¢st. Man kann sich
an Hand von Beispielen iiberzeugen, dafl die Existenz von hoheren Ab-
leitungen allgemein nicht behauptet werden kann.

Sei w,, ®, ..., W3, ein System von 2# — 1 verschiedenen Werten
aus dem Intervall <«', #” und

o Lo, <y <l TP

Wir suchen eine Abschitzung des Betrages des mit ihnen gebildeten
Differenzenquotienten ¢ von y (w) zu gewinnen. Zu dem Zwecke ziehen
wir den Satz 3 des vorigen Paragraphen heran, in dem wir o, = «,
Wy, = f setzen und 4, = y(w) ¢ =0,1,...,2n). Wegen der voraus-
gesetzten Monotonie von y (w) sind die Voraussetzungen desselben erfiillt.
¢ (w)*') sei die rationale Interpolationsfunktion. Es ist also
o {w) = x (ws) (t=1,2,...,20n—1),

und man kann den Differenzenquotienten ¢ mit den Funktionswerten
0 {w,) bilden.

Die Partialbruchzerlegung von g (w), iber die Satz 3 eine Aussage
-enthilt, erlanbt, die Funktion in der Form

n—1

(57) 0@ =a+ a0+ ) —i1)

&%, — W
i=1 4

11) Der Einfachbeit halber schreiben wir jetzt statt o** lieber o.
%) Mindestens eine der Zahlen ag, 4y, ..., @, _, ist Null, -
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anzusetzen. Die GrbBen a,, @, ..., @,—, sind nicht-negative Zahlen und
&y, Ggy -, Oy—q Teell und auBerhalb von («, B gelegen. Es ist

% —1

I S %
E = 2 e ey "2

Hieraus folgt, wenn mit b die kleinere der Differenzen f—f§', o — a« be-
zeichnet wird,

n-—-—1

/ lq]
(58" (2n—2)1 = b”"" Z (o, ——wl)(a — wg) "

Aus dem § 2 wissen wir bereits, daB der erste Differenzenquotient ¢;
von y(w) in (o, By beschrinkt ist. Bilden wir ihn mit den Werten
® = o, und ® = w,, so erhalten wir

a—1
(59) 0<gq =a,+ zgl e _w}‘;‘;ui 5 = K = Const,
in (59) stehen lauter nicht-negative Summanden. Also ist auch
(60) 0= § = =

(58’) und (60) ergeben zusammen
(58" lal K

2n—2)! = p2n—3’

womit die Beschrinktheit von ¢ bewiesen ist.
Entsprechend bekommt man offenbar fiir jeden Differenzenquotienten ¢,,
der Ordnung m << 2n— 2 die Abschatzung
(58) %g% m=1,2..,20—2).
Wir fragen jetzt nach der Natur einer Funktion y(w), die in {(x, )
von beliebig hoher Stufe monoton ist. Es liegt nahe, so vorzugehen: Wir
teilen das Intervall («, 8 in 2P gleiche Teile.und bilden mit den Teil-
punkten nach Satz 3 des vorigen Paragraphen die zugehdrige Inter-
polationsfunktion g, (w) vom Hochstgrade 2°—1—1. Aus der gewdhn-
lichen Monotonie von y(w) und aller g, (w) sowie der Stetigkeit von y(w)
im Innern von («, ) ergibt sich offenbar die Limesgleichung

(61) . plimwew(w) =y {w) (e << <<pB)-

Es soll nun gezeigt wenden, daB lim g,(w) auch fir jedes kom-

p-> o

plexe o existiert, Wir ziehen wieder die Darstellung (57) einer Inter-
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polationsfunktion heran. Aus ihr ergibt sich fir die Ableitung ¢’ (w) die

Abschitzung
n—1

[o' ()| = a+ 2 ;—j;‘jiajp

i=1
Kombinieren wir sie wieder mit (59), so erhalten wir die Ungleichung

a (o, — 1) (2, — g

, 3 )
le@ISa+ Y oy Ta—apr =K B

wenn wir unter R () die grofte der Zahlen

(“i ~ @) (1,‘ — )

§°€g-—wE2

1, (i=1..,n—1)
verstehen. Aus ihr ist unmittelbar zu entnehmen, da in jedem be-
schrinkten abgeschlossenen Bereiche T der komplexen -Ebene, der
keinen Punkt der beiden Halbgeraden w = und o < « enthilt,
| ¢ (»)| unter einer endlichen von n und der Wahl von w;, @y, -.., ®1n—1
unabhiingigen Schranke liegt. Nach bekannten Sitzen der Funktionen-
theorie folgt hieraus und aus der Limesgleichung (61), da8 ¢, (w) in T mit
wachsendem p gleichmifig gegen eine analylische Grenzfunktion X (w) kon-
vergiert. Die Funktion X (w) ist also in der ganzen Ebene mit Aus-
pahme der Halbgeraden o = 8, » < a erklirt, und sie fillt im Innern
von {a, §) mit y(w) zusammen.

Da alle Interpolationsfunktionen ,,positive” Funktionen sind, so auch
die Grenzfunktionen y(w). Wir fassen zusammen: Eine in (a, ) von
beliebig hoher Stufe monotone Fumktion ist wm Innern von (a, ) ana-
lytisch und gibt, ins Komplexe forigesetzt, eine ,,positive’ Fumktion.

Es gitt aber auch die Umkehrung: Ist y (w) eine ,,positive’ Funktion,
die in einem Intervall (o, B) der reellen Achse reelle Randwerte anmimmt, so ist
sie dort von beliebig hoher Stufe monoton. Sind die Grenzwerte

m y(@)=4 wund lm y{w)=25B
W—> &+0 w->f—0

endlich, so kann sie also zu einer in gamz {(x, By von belicbig hoher Stufe
monotonen Funkiion erweitert werden, indem man fir y («) einen Wert, der
nicht groper als A, und fiir y(B) einen Wert, der nicht kleiner als B ust,
waklt.

Finen Beweis der Umkehrung kann man Ungleichungen entnehmen,
die @. Pick®) fiir positive Funkticnen abgeleitet hat: Ist (@) ,,positiv®

13) Math. Annalen 77, 8. 7—23.
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und sind w,, @,, ..., 0, m Werte der oberen Halbebene (m beliebig), so
ist nach Pick die Determinante

X{w, )”’X(wk)

§
R

= 0.
k=1

LaBt man die w; gegen m reelle Werte & in («, ) riicken, so erhilt man
die Differentialungleichungen

% (& &) [Fe=r = 0 (m=1,2..).
Diese sind aber gerade, wie wir aus § 1 bis 3 wissen, fiir die Monotonie
von beliebig hoher Stufe in («, f) charakteristisch.

§7.
SchluBbemerkungen.

Denkt man sich die Zahlenlinie durch einen Wert w = oo so ab-
geschlossen, wie es in der projektiven Geometrie iiblich ist, so kann man
auch von Funktionen y(w) sprechen, deren Definitionsbereich w = oo
umfaBt und die selbst des Wertes o fihig sind. Erinnert man sich

daran, daf die linearen Funktionen :::jz mit  positiver Determinante

gleichzeitig mit ihrer Umkehrung in jedem polfreien Intervall monoton
sind, so kommt man zu folgender (provisorischen) Verallgemeinerung des
Begriffs der monotonen Funktion: Eine Funktion y (w) im allgemeineren
Sinne soll monoton von n-ter Stufe heifen, wenn sie nach passender
linearer Transformation der w-Geraden mit positiver Determinante und
einer ebensolchen Transformation der y-Geraden zu einer monotonen
Funktion n-ter Stufe im bisherigen Sinne fithrt. Zu einer noch stirkeren,
endguiltigen Verallgemeinerung wird man gefithrt, wenn man an den Satz 6
des § 5 denkt:

Endgiiltige Definition: Eine Funktion y(w) im allgemeinen Sinne soll
monoton heifen, wenn man ihren Definitionsbereich mit (im projek-
tiven Sinne) tberesnandergreifenden Intervallen derart tiberdecken kann, daf
tn jedem derselben Monotonie n-ter Stufe im provisorischen Simne besteht.

Zum Schlusse sei bemerkt, dafl die Resultate der Arbeit giiltig bleiben,
wenn iiberall statt von quadratischen, von Hermiteschen Formen gesprochen
wird.

{Eingegangen am 3. Januar 1933.)



