C‘ U q NIEDERSACHSISCHE STAATS- UND
-~ L UNIVERSITATSBIBLIOTHEK GOTTINGEN

Werk

Titel: Mathematische Zeitschrift

Verlag: Springer

Jahr: 1961

Kollektion: Mathematica

Werk Id: PPN266833020_0076

PURL: http://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?PID=PPN266833020_0076 | LOG_0022

Terms and Conditions

The Goettingen State and University Library provides access to digitized documents strictly for noncommercial educational,
research and private purposes and makes no warranty with regard to their use for other purposes. Some of our collections
are protected by copyright. Publication and/or broadcast in any form (including electronic) requires prior written permission
from the Goettingen State- and University Library.

Each copy of any part of this document must contain there Terms and Conditions. With the usage of the library's online
system to access or download a digitized document you accept the Terms and Conditions.

Reproductions of material on the web site may not be made for or donated to other repositories, nor may be further
reproduced without written permission from the Goettingen State- and University Library.

For reproduction requests and permissions, please contact us. If citing materials, please give proper attribution of the
source.

Contact

Niedersachsische Staats- und Universitatsbibliothek Gottingen
Georg-August-Universitat Gottingen

Platz der Gottinger Sieben 1

37073 Géttingen

Germany

Email: gdz@sub.uni-goettingen.de



ScHUBERT, H.
Math. Zeitschr. 76, 116—148 (1961)

Bestimmung der Primfaktorzerlegung
von Verkettungen

Von
HORST SCHUBERT

In Verallgemeinerung des Sachverhaltes fiir Knoten wurde von Y. HAsHI-
ZUME [2] gezeigt, daB jede nicht-zerfallende Verkettung in der 3-Sphire S®
eine eindeutige Zerlegung in Primfaktoren besitzt (vgl. 6.1 im folgenden).
Nachdem von W. HAKEN [1] endliche Verfahren angegeben wurden, von
einem Knoten zu entscheiden, ob er ein Kreis ist, und von einer Verkettung
zu entscheiden, ob sie zerfillt, 148t sich ein endliches Verfahren angeben,
das die Primfaktorzerlegung einer Verkettung herstellt.

Es wird hier zunichst das Verfahren von HAKEN beschrieben. Durch
eine Variante des Reduktionsansatzes (3.2) ergibt sich eine erhebliche Verein-
fachung und auBerdem die Anwendbarkeit des Verfahrens auf Flichen in
nicht-orientierbaren Mannigfaltigkeiten. Zur Illustration ist in §4 die ein-
fachste Anwendung ausgefiihrt, nimlich die Entscheidung, ob eine Verkettung
in der S3 zerfillt. Danach werden in § 5 Resultate von HAKEN verallgemeinert
zu einem Bestimmungsverfahren fiir das Geschlecht von Knoten in beliebigen
3-dimensionalen, kompakten Mannigfaltigkeiten. SchlieBlich wird in § 6 die
Faktorzerlegung von Verkettungen in der S® behandelt.

Die Endlichkeit der Verfahren bedeutet nicht, daB sie praktisch ausfithrbar
wiren. Man kann aber zeigen, daB sie finit im strengen Sinne sind, d.h.
daB sich die Anzahl der benétigten Schritte nach oben abschitzen 1iBt. Wir
gehen hierauf nicht ein, weil die uns vorliegenden Abschdtzungen so grob
sind, daB sie keine Information iiber die Anzahl der tatsichlich ben6tigten
Schritte ergeben. AuBerdem haben wir darauf verzichtet, das Normalglei-
chungssystem in 2.4 méglichst klein zu halten, was durch Anderungen der
Zellenzerlegung und durch Verschirfung des 8. Schrittes in 2.2 moglich wire.
Dies scheint unwesentlich zu sein, solange das Verfahren nicht tatsdchlich
ausgefiihrt werden soll. Wir haben uns daher fiir die einfachere Beschreibung
entschieden.

§ 1. Vorbemerkungen zum Verfahren von HAKEN

1.1. Bezeichnungen. Der 3-dimensionale euklidische Raum wird stets mit
R3, die 3-Sphire mit S? bezeichnet. M sei eine dreidimensionale kompakte
Mannigfaltigkeit, die méoglicherweise berandet ist. M bezeichne den Rand
von M. M sei mit einer festen reguliren Zellenzerlegung X' versehen. Fiir
die Zellen von X sei eine affine Struktur fixiert, so daB es Sinn hat, von gerad-
linigen Unterteilungen zu sprechen. Alle vorkommenden Flichen sollen sim-
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plizial in einer jeweils geeigneten, geradlinigen Unterteilung von X' sein. Unter
Flichen sind (abweichend von HAKEN) stets zusammenhingende Flichen zu
verstehen, andernfalls sprechen wir von Flichensystemen. Der Rand einer
Fliche kann unzusammenhingend sein. § sei stets eine kompakte Fliche
in M, deren Rand leer ist oder auf M liegt. % bezeichne den Rand von .
Die Charakteristik!) von ¥ wird mit y (%) bezeichnet. Unter isotopen Defor-
mationen sind stets semilineare, isotope Deformationen zu verstehen.

1.2. Uberblick. Es wird sich darum handeln, Flichen zu betrachten, die
fiir M ,charakteristisch” sind. Was darunter zu verstehen ist, hingt von
der jeweils vorliegenden Anwendung des Verfahrens ab. Zur Fixierung der
Ideen sei C eine einfache Kurve auf M, die auf M nullhomolog modulo 2 ist.
AuBerdem sei C Unterkomplex von M (beziiglich X). Es gibt dann Flichen
auf M, die von C berandet werden, und unter ihnen solche von maximaler
Charakteristikl). Diese sind die charakteristischen Flichen fiir das Verfahren,
solche Flichen zu bestimmen (vgl. 5.5). Im allgemeinen wird unter diesen
Fliachen keine sein, die Unterkomplex von M ist. Man muB sich daher mit
der Forderung begniigen, daB eine solche Fliche beziiglich X' in ,,schoner
Lage* ist. ,,Schéne Lage” wird in 2.3 durch den Begriff der Normalfliche
prizisiert, wobei die zu X' gehérige Normalzerlegung 2’ von M (2.1) eingeht.

Die Normalflichen sind durch ihren Verlauf in den Umgebungen der
Ecken von X vollstindig beschrieben (bis auf unwesentliche Isotopie). Hierauf
beruht es, daB sie gewissen nicht-negativen ganzen Losungen eines homogenen
linearen Gleichungssystems entsprechen (2.4). Die nicht-negativen ganzen
Loésungen dieses ,,Normalgleichungssystems sind nicht-negative ganze Linear-
kombinationen von endlich vielen Fundamentallésungen (2.5). Zu Fundamen-
tallssungen gehorige Flichen werden als Fundamentalflichen bezeichnet.

Durch ein Normalisierungsverfahren (2.2), das iiber isotope Deformationen
hinausgeht, werden charakteristische Flichen in Normalflichen verwandelt.
Fiir jede Anwendung ist gesondert nachzupriifen, daBl dabei wieder charak-
teristische Flichen entstehen, wobei die Existenz charakteristischer Flichen
hypothetisch sein kann?. Ferner wird nachgewiesen, daB3 charakteristische
Fundamentalfliichen vorhanden sind, wenn es charakteristische Normalflichen
gibt. Dieser Nachweis hingt wieder von der jeweiligen Problemstellung ab,
beruht aber auf einem allgemeinen Reduktionsansatz, der in §3 dargestellt
ist. Vermége der Fundamentalfldchen erhdlt man nun ein endliches Verfahren
fiir die Bestimmung charakteristischer Flichen, wobei zugleich iber die Exi-
stenz solcher Flichen entschieden wird. Dazu muB allerdings noch fiir jede
Fundamentalfliiche feststellbar sein, ob sie charakteristisch ist oder nicht,
was trivial (wie in § 4 und §5) oder Gegenstand eines anderen Verfahrens
(wie in § 6) sein kann.

1) In A;g_leichung an den Gebrauch bei beliebigen Polyedern ist das Vorzeichen der
Charakteristik so gewihlt, daB die 2-Sphire die Charakteristik -+ 2, also gro8te Charakte-
ristik hat.

2) Dies ist beispielsweise der Fall, wenn man oben fiir die Kurve C nicht voraussetzt,
daB sie auf M nullhomolog modulo 2 ist .
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§ 2. Normalflichen

2.1. Normalzerlegung. Zur Zellenzerlegung X von M wird eine zugehérige
Normalzerlegung 2" hergestellt und zwar derart, daB jeder Zelle von X (der
Dimension 0, 1, 2, 3) eine 3-Zelle von X’ zugeordnet ist (Fig.1). Zunichst
werden die Ecken von X mit paarweise disjunkten Kugelumgebungen (P-
Raumstiicke)®) versehen, danach werden die Kantenstiicke von X auBerhalb
der eben gewidhlten Kugeln mit paarweise disjunkten Balkenumgebungen
(K-Raumstiicke) 3) versehen. Zur Veranschaulichung merken wir an, daB das
jetzt vorhandene Kugel- und Balkensystem auf ein Heegard-Diagramm von
M fithrt. Nunmehr werden die Stiicke der 2-Zellen von X auBerhalb des
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Kugel- und Balkensystems mit paarweise disjunkten Plaffenumgebungen
(F-Raumstiicke) ®) versehen. (Diese Platten sind in Fig. 1 nicht mitgezeichnet.)
Es verbleiben noch Restraumstiicke (R-Raumstiicke)3) im Innern der 3-Zellen
von 2. Damit sind die 3-Zellen von X’ beschrieben. Sie sollen natiirlich
,»,schone’ Umgebungen?) der entsprechenden Zellenteile von X' sein, etwa
simpliziale Umgebungen in geniigend feinen simplizialen Unterteilungen von X.

2" ist durch X' bis auf Isomorphie bestimmt; das Schema von X’ kann
aus dem Schema von X abgelesen werden.

AuBer den 3-Zellen werden immer wieder die 2-Zellen von X’ benétigt.
Wir beschreiben daher ihre gegenseitige Lage auf den Rindern der 3-Zellen,
wobei wir von den spdter nicht weiter benétigten Restraumstiicken absehen.

Auf dem Rande einer Platte (Fig. 2) liegen Elementarflichenstiicke, in
denen Kugeln und Balken an die Platte anstoBen (PF und KF in Fig. 2).
Diese Flachenstiicke setzen sich zu einem Kreisring zusammen, auf dem Kugel-
und Balkenanst68e abwechseln. In den beiden restlichen Elementarflachen-
stiicken (Boden und Dach der Platte) stoBen entweder zwei Restraumstiicke

3) Bezeichnung bei HAKEN [1].

%) Auf Einzelheiten dieser Art gehen wir hier und im folgenden nicht ein. Sie sind bei
HAKEN ausfiihrlich dargestelit.
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an, oder es liegt eines von beiden auf M, wihrend am anderen ein Restraum-
stiick ansto8t.

Auf dem Rande eines Balkens (Fig. 3) liegen zwei Fliachenstiicke, in denen
Kugeln anstoBen (PK in Fig.3). Der dazwischen liegende Kreisring ist in
Streifen zerlegt, in denen abwechselnd Platten und Restraumstiicke anstoBen
(KF und KR in Fig. 3). Hochstens ein Streifen
kann auf M liegen; er liegt dann zwischen zwei
Streifen, in denen Platten anstoBen (statt eines
mit KR bezeichneten).

Auf dem Rande einer Kugel (Fig. 4) liegen
als ,,Inseln Fliachenstiicke, in denen Balken
anstoBen (PK in Fig. 4). Diese Inseln sind
verbunden durch ,,Briicken (PF), in denen
Platten anstoBen. Es verbleiben ,,Seen‘‘ (PR),
in denen Restraumstiicke anstoBen. Es kann
auch sein, daB ein See auf M liegt, wir sprechen Fig, 4
dann von einem ,,Randsee‘’.

Je nach Art der zusammenstoBenden 3-Zellen konnen die 2-Zellen von 2"
als PK-, PF-, PR-, KF-, KR-, FR-Flichenstiicke bezeichnet werden (wie dies
in den Figuren geschehen ist) bzw. als PM - KM-, FM-Flichenstiicke, wenn
sie auf M liegen. Beispielsweise sind Inseln PK-Flichenstiicke, Randseen
PM-Flichenstiicke.

2.2. Normalisieren charakteristischer Flachen. Es sei § eine fiir M cha-
rakteristische Fliche. (Die Definition dieser Flidchen hingt von der jeweiligen
Anwendung ab.) Der Rand & von § liege auf M. Er kann leer sein.  soll
durch eine Fliche ersetzt werden, die beziiglich X in iibersichtlicher Lage
ist. Dies wird durch isotope Deformation und zwei Zerschneidungsoperationen
(7. und 8. Schritt) erreicht. Dabei nehmen wir an, daB die Definition der
charakteristischen Flichen so beschaffen ist, daB isotope semilineare Defor-
mationen erlaubt sind und daB8 keine Komponente von % ein Elementar-
flichenstiick auf M berandet, was in den Anwendungen stets der Fall sein wird.

1. Schritt. Durch isotope Deformation von § bei festem Rand & wird
erreicht, daf3 %:%mM ist. Der iibrige Durchschnitt von § und M wird von
M abgehoben$).

2. Schritt. & wird durch eine Isotopie bei festem Rand aus allen Restraum-
stiicken ausgefegt.

3. Schritt. & wird auf M isotop aus denjenigen Flichenstiicken (FM)
herausdeformiert, in denen Platten anstoBen. Diese Isotopie von % wird zu
einer Isotopie von § so fortgesetzt, daB der Durchschnitt von ¥ mit den Rest-
raumstiicken leer bleibt.

5) Die Einzelheiten hierfiir und fiir die folgenden Schritte findet man in [§] und [6].
Mathematische Zeitschrift. Bd. 76 9
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4, Schritt. § wird durch eine Isotopie bei festem Rand in den Platten
,»straffgezogen®, so daB ¥ in den Platten Elementarflichenstiicke bildet, die
,,parallel zu Boden und Dach liegen (Fig. 5, vgl. Fig. 2). Der Rand eines
solchen Flichenstiickes bildet je einen Querschnitt auf den PF- und KF-

Flachenstiicken im Rande der Platte.
// \
/2 Ve
:y

Platte B erfolgt so, daB eine geeignete
,,senkrechte Sidule” in P zu P auf-
geblasen wird. & wird also zum Teil
aus % in die anstoBenden Kugeln
und Balken verdringt. Der Durch-
Fig. 5 schnitt von & mit den Restraum-

stiicken bleibt dabei leer.

5. Schritt. ¥ wird auf M straffgezogen. Es kann sein (Fig. 6), daf &
auf den Flichenstiicken von M, in denen Kugeln (PM) und Balken (KM )
anstoBen, ,,Schleifen’ bildet, indem ein Bogen von & auf einem PM-Flichen-
stiick ein anstoBendes KM-Flichenstiick mit sich selbst verbindet oder indem
ein Bogen von & auf einem KM-Flichenstiick ein
anstoBendes P} -Flichenstiick mit sich selbst ver-
bindet. Solche Schleifen von & koénnen der Reihe
nach durch isotope Deformation von § beseitigt
werden, so daB3 danach % auf den PM- und KM-
Fliachenstiicken Querschnitte bildet, diejeweils ver-
schiedene anstoBende Flichenstiicke verbinden®).
Die Deformation von ¥ wird so zu einer isotopen
Deformation von § fortgesetzt, daBl sich am Durch-

Fig. 6 schnitt von & mit den Restraumstiicken und Platten
nichts dndert.

Das Straffziehen von { in einer

6. Schritt. & wird bei festem Rand in den Balken straffgezogen durch
eine Isotopie, die am Verlauf von § in den Platten nichts dndert. Dies ge-
schieht so, daB Teile von § aus den

AN 7~ Balken in die anstoBenden Kugeln ver-
Y 1+ dringt werden, so daBl ¥ danach in
= 4 den Balken Bdnder und vielleicht auch
Zylinder bildet, die in Balkenrichtung

E L verlaufen (Fig. 7, vgl. Fig. 3). Wegen
des 5. Schrittes ist das Straffziehen

Fig. 7 auch in denjenigen Balken moglich, die

an M anstoBen.
7. Schritt. Vereinfachung in den Kugeln. Es sei § eine Kugel von 2’
(P-Raumstiick) und & ihr Rand. Falls & an M anstoBt, sind die Bogen von

8) Wir erinnern daran, da keine Komponente von % ein Elementarflichenstiick auf
M berandet.
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& auf @ zu den Schnitten von & und § zu rechnen. Unter dieser Vereinbarung
besteht der Durchschnitt von § und & aus einfachen geschlossenen, paarweise
disjunkten Schnittlinien.

Wir betrachten den Durchschnitt von & und §. Besteht er aus Elementar-
flichenstiicken, so hat & in & die gewiinschte Gestalt. Ist dies nicht der
Fall, so gibt es Schnittlinien von & und &, die nicht Rinder von Elementar-
flichenstiicken auf @ sind. Unter diesen Schnittlinien gibt es eine auf §
innerste. Sie heiBe s. Sie berandet auf & ein Elementarflichenstiick e derart,
daB die weiteren Schnitte von e und § Riander von Elementarflichenstiicken
in 8§ sind. Vermdge e erkennt man, daB es in ® ein von s berandetes
Elementarflichenstiick g gibt, fiir welches gn§=gn®=s ist. Wir schneiden
& langs s auf. In die beiden entstehenden Rinder fiigen wir zwei Exemplare
von g ein und heben diese voneinander ab. (Fig. 8
zeigt den Sachverhalt schematisch im Schnitt.) Das
Abheben werde ins Innere von ® vorgenommen, so
daB sich & auBerhalb & nicht dndert.

Zerfillt 5 bei dieser Operation (£-Operation bei
HAKEN) nicht, so ist nachzupriifen, ob & weiterhin
charakteristisch ist. Ist dies nicht mehr der Fall,
so ist die Normalisierung gescheitert. Zerfillt §, so
ist entweder eine der beiden entstehenden Flichen
charakteristisch, so daB sie an die Stelle von
treten kann, oder es scheitert die Normalisierung. Wir merken an: Tritt
kein Zerfall ein, so erhoht sich y (%) um 2, tritt Zerfall ein, so ist die
Charakteristik der neuen Fliche nicht kleiner als diejenige der alten.

Beispiel 1. Charakteristische Flichen seien 2-Sphéren, die M nicht zerlegen.
Durch die Operation zerfillt ¥ in zwei 2-Sphiren, wovon mindestens eine
charakteristisch ist. Durch eine solche ist § zu ersetzen.

Beispiel 2. M moge durch jede 2-Sphire zerlegt werden. M sei nicht
zusammenhéngend. Charakteristische Flichen seien 2-Sphiren, die M so
zerlegen, daB jeder der beiden Teile mindestens eine Komponente von M
enthélt. Bei der Operation zerfillt §§ in zwei 2-Sphiren, wovon mindestens
eine charakteristisch ist. Zu einer solchen ist iiberzugehen.

Beispiel 3. C sei eine einfache geschlossene Kurve auf 3, die Unter-
komplex von M beziiglich X ist und die auf M kein Elementarflichenstiick
berandet. Charakteristisch seien diejenigen von C berandeten, orientierbaren
Flichen, die unter allen orientierbaren Flichen mit Rand C von maximaler
Charakteristik sind. Bei der Operation zerfillt §§ in eine 2-Sphire und eine
charakteristische Fliche, die an Stelle von § tritt. Wegen der Gestalt von
C waren hier iibrigens der 3. und 5. Schritt gegenstandslos (vgl. die Anmerkung
am Ende dieses Abschnitts 2.2).

Wir nehmen weiterhin an, daB die Normalisierung nicht scheitert, so daf3
durch Wiederholung der Operation erreicht wird, daB der Durchschnitt von S
mit allen Kugeln von 2’ aus Elementarflichenstiicken besteht.

9*
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Waren nach dem 6. Schritt zylindrische Stiicke von § in den Balken vor-
handen, so sind diese jetzt verschwunden, wenn nicht § aus einem solchen
zylindrischen Stiick in einem Balken und zwei Elementarflichenstiicken in
den anstoBenden Kugeln besteht. Solche trivialen 2-Spharen werden jedoch
unter den charakteristischen Flidchen nie vorkommen.

8. Schritt. Weitere Vereinfachung von . Es sei & eine Kugel von 27,
die an M anstoBt (Fig.9). Auf ihrem Rande @ liegt ein Randsee t, der den
Durchschnitt von § und M ausmacht (PM). i sei eine an r anstoBende Insel
(PK) auf . Es kann sein, daB eine Schnittlinie von § mit  auf i eine Schleife
bildet, die ¢ mit sich selbst verbindet. Solche Schleifen sollen beseitigt werden.

In jhrer Umgebung hat  tunnelartige Gestalt zu M
hin. Sind Schleifen dieser Art auf i vorhanden, so gibt
es unter ihnen eine innerste, die s heiBe. s schneidet
von i nach t hin ein Elementarflichenstiick g ab, das
von weiteren Schnitten mit § frei ist. Wir schneiden
& lings s auf, filgen g doppelt ein und heben die
‘ beiden Exemplare von g nach beiden Seiten von i so
ab, daB s aus dem Durchschnitt von §§ und i ver-
schwindet und keine neuen Schnitte entstehen (Rand-

‘ &-Operation). Danach bildet & eine Schleife auf dem
KM-Flichenstiick, das den Durchschnitt von M mit
Fig. 9 dem in i anstoBenden Balken ausmacht, und maoglicher-

weise auch eine Schleife auf t.

Zerfillt §§ bei dieser Operation nicht, so ist nachzupriifen, ob weiterhin
charakteristisch ist. Ist dies nicht der Fall, so ist die Normalisierung ge-
scheitert. Zerfillt &, so ist entweder eine der entstehenden Fldachen charak-
teristisch, so daB sie an Stelle von & treten kann, oder es scheitert die Nor-
malisierung. Zerfillt § nicht, so erhdht sich y(3) um 1. Zerfillt §, so ist
die Charakteristik der neuen Fliche nicht kleiner als diejenige der alten.
Ein Beispiel wird sich in § 5 ergeben.

Wir nehmen weiterhin an, daB die Normalisierung nicht scheitert, so da83
durch Wiederholung der Operation erreicht wird, daB Schleifen der betrach-
teten Art auf den Inseln nicht mehr vorhanden sind. Das Normalisierungs-
verfahren ist hierauf vom §. Schritt an zu wiederholen, und zwar so oft wie
notig. Dies kann nur endlich viele Male geschehen, da sich §§ zunehmend
vereinfacht. Die Anzahl der Querschnitte, die % auf den zu X’ gehérigen
Flichenstiicken von M bildet, nimmt ab.

9. Schritt. Beseitigung von Falten. Es sei & wieder eine Kugel von 2
mit dem Rande ®. s sei eine Schnittlinie von & und Q. s lauft auf @ iiber
Inseln und Briicken, moglicherweise auch iiber den Randsee von ®, falls
® an M anst6Bt. Wegen des 4. Schrittes bildet s auf den Briicken Schnitte,
die verschiedene anstoBende Inseln verbinden (vgl. Fig. 5 sowie Fig. 2 und 4
PF). Nehmen wir nun an, daB s mehr als einmal iiber dieselbe Briicke b
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fiihrt. Es gibt dann auf b ein innerstes Paar von Bogen auf s, etwa s; und s,.
Sie schneiden aus b einen Streifen § aus, der keinen weiteren Bogen von s
enthilt (Fig. 10). Da ® von s in zwei Elementarflichenstiicke zerlegt wird,
kénnen Bégen auf 8, die von anderen Schnittlinien herrithren, nur in Paaren
auftreten. Es kann daher angenommen werden, daB auf 3 keine weiteren
Schnittbdgen von { mit { liegen, weil man sonst statt s eine andere Schnitt-
linie betrachten konnte.

An die Briicke b sto8t eine
Platte § an. In dieser Platte
B liegen zwei Stiicke f; und
f, von ¥, die in s; und s, an
f{ anstoBen (Fig. 11, & und
B sind nicht mitgezeichnet).
Wegen des 7. Schrittes beran-
det s auf § ein Elementar-
flichenstiick e, das in & liegt.
e verbindet §, und f, griffartig; f,, f, und e bilden eine ,Falte’ von . &
148t sich durch ein Elementarflichenstiick g von e her nach b hin aufschlitzen,
wobei g mit § nur einen auf e liegenden Randbogen gemein hat. Man kann
daher & lings g in B hinein ein-
beulen und danach (vgl. 4. Schritt)
f, und §, aus dem Durchschnitt von
& und P verdringen, wihrend sich
an dem sonstigen Verlauf von
in P und den iibrigen Platten
nichts 4ndert. Auch an § dndert
sich nichts.

Das Normalisierungsverfahren ist nun vom 6. Schritt an zu wiederholen,
und zwar so lange, bis dieser 9. Schritt gegenstandslos wird, also keine Schnitt-
linie von § mit einem Kugelrande zweimal iiber dieselbe Briicke fithrt. Da
jedesmal die Anzahl der Stiicke von ¥, die in den Platten liegen, um 2 ab-
nimmt, sind nur endlich viele Wiederholungen méglich. Danach sind fiir die
Schnittlinien von § mit den Kugelridndern auch keine Schleifen auf den Inseln
zu Briicken hin vorhanden.

Das Normalisierungsverfahren ist dann beendet und die gewiinschte Gestalt
von  erreicht.

Anmerkung. Ist §§ fest vorgegeben, so sind der 3., 5. und 8. Schritt nicht
erlaubt. Diese Schritte sind jedoch gegenstandslos, wenn & als Unterkomplex
von M beziiglich der urspriinglichen Zellenzerlegung X' gegeben ist. & meidet
dann die Randseen (3. Schritt) und bildet auf jedem anderen Flichenstiick
von M beziiglich X’ hochstens einen Querschnitt. Daher kénnen weder

Schleifen von ¥ (5. Schritt) noch Schleifen nach Art der Fig.9 (8. Schritt)
vorhanden sein.
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Es bedeutet iibrigens keine Einschrinkung der Allgemeinheit, bei fest
vorgegebenem $§ anzunehmen, daB § Unterkomplex von M beziiglich X ist.

Ist dies noch nicht der Fall, so ist 2’ durch eine geeignete (explizit anzugebende)
Unterteilung zu ersetzen.

2.3. Normalflichen. Es sei jetzt ¥ eine beliebige Fliche auf M, deren
Rand §§ auf M liegt. § heiBt Normalfliche (beziiglich X’), wenn die Schritte
des vorangehenden Normalisierungsverfahrens fiir §§ gegenstandslos sind. Eine
Normalfliche & meidet also die Restraumstiicke, bildet in den Platten Flichen-
stiicke, die ,,parallel”” zu Boden und Dach sind, in den Balken Binder in
Balkenrichtung und in den Kugeln Elementarflichenstiicke. AuBerdem bilden
die Schnittlinien von §§ mit den Kugelrdndern keine Schleifen auf Inseln oder
Randseen, und keine Schnittlinie liuft zweimal iiber dieselbe Briicke.

Zwei Normalflichen werden als nicht wesentlich verschieden (dhnlich) be-
trachtet, wenn sie isotop sind beziiglich einer Isotopie, bei der kein Punkt
die offene Zelle von 2’ (der Dimension 1, 2, 3) verldBt, der er anfangs angehort.
Eine solche Isotopie wird auch als unwesentlich bezeichnet.

Eine Normalfliche § ist durch ihre Schnitte mit den Kugelrindern bis
auf unwesentliche Isotopie bestimmt. Diese Schnitte legen bereits fest, wie
% in den Kugeln, Balken und Platten zu verlaufen hat. Natiirlich lassen
sich diese Schnitte nicht willkiirlich vorgeben, sie miissen Vertriglichkeits-
bedingungen erfiillen, wenn sie zu einer Normalfldche oder zu einem System
solcher Fliachen gehéren sollen. Hierauf gehen wir jetzt ein.

2.4. Normalgleichungen. Seizunichst & eine Kugel von 2", die nicht an
M anst6Bt, und @ ihr Rand. Wir betrachten auf & Kurven, die als Schnitt-
linien von § mit Normalflichen in Frage kommen, also einfache geschlossene
Kurven, welc:e Briicken und Inseln iiberqueren, die Seen meiden und keine
Briicke zweimal {iberkreuzen. ,,Uberqueren* soll besagen, daB keine Schleifen
vorhanden sind und daB die Kurve nicht auf einer einzigen Insel oder Briicke
liegt. Beziiglich unwesentlicher Isotopie gibt es nur endlich viele Klassen
solcher Kurven. Wir bezeichnen diese Klassen als Schnitt-Typen auf ®. Sei
nun ® eine Kugel, die an M anstoBt. ® sei wieder der Rand von . Auf &
liegt ein Randsee, der den Durchschnitt von & und M ausmacht. Die ent-
sprechenden Kurven kénnen jetzt auBer Inseln und Briicken auch den Randsee
iiberqueren, wobei zwischen je zwei Uberquerungen des Randsees mindestens
eine Briickeniiberquerung liegt. Daher gibt es auch jetzt nur endlich viele
Schnitt-Typen auf {.

Weil M kompakt ist, gibt es fiir alle Kugelrinder insgesamt nur endlich
viele Schnitt-Typen. Sie werden auf irgendeine, aber weiterhin feste Weise
numeriert und mit §,, B,, ..., B, bezeichnet. Die Schnitt-Typen lassen sich
aus dem Schema von X’ bestimmen.

Will man zwei oder mehrere Schnitt-Typen, die zum selben Kugelrand
gehoren, durch reprisentierende Kurven darstellen, so kann es sein, da8 sich
Kreuzungen der Reprisentanten nicht vermeiden lassen. Ein Teilsystem des
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Systems aller Schnitt-Typen heilit realisierbar (vertraglich), wenn es durch
paarweise disjunkte Kurven auf den Kugelrandern dargestellt werden kann.
Unter einer Realisierung ist stets eine solche Darstellung zu verstehen. Von
einem vorgegebenen Teilsystem der Schnitt-Typen ist finit entscheidbar, ob
es realisierbar ist oder nicht. Man erkennt dies, wenn man fiir jeden Kugel-
rand die darzustellenden Schnitt-Typen der Reihe nach zu realisieren ver-
sucht und jeweils die Zerlegung des Kugelrandes durch die bereits vorhan-
denen Kurven beriicksichtigt. Wird jedem Schnitt-Typ B; (¢=1, 2, ..., %)
eine nicht-negative, ganze Vielfachheit x; zugeordnet,
so sagen wir, daB ein Schnittschema y={x;} vorliegt
(P-Zahlensystem). Eine Realisierung von t besteht
aus paarweise disjunkten Kurven auf den Kugel-
randern, so daB jeweils x;, Kurven vom Typ ‘B; sind.
Man erkennt leicht, daB r genau dann realisierbar ist,
wenn es das System derjenigen Schnitt-Typen ist, die
in g eine positive Vielfachheit besitzen.

Eine Normalfliche §§ bestimmt ein realisierbares
Schnittschema. Die Umkehrung gilt nicht; der Verlauf
von ¥ in den Balken gibt eine weitere Bedingung. Dazu
betrachten wir auf den Inseln Querschnitte, die ver-
schiedene anstoBende Briicken verbinden, und fiir die Inseln, die an Randseen
anstoBen, auch solche Querschnitte, die von diesem Randsee zu einer Briicke
filhren (Fig. 12, Querschnitte gestrichelt). Beziiglich unwesentlicher Isotopie
gibt es insgesamt nur endlich viele Klassen solcher Querschnitte. Diese Klassen
mogen Bogentypen heilen. Sie seien weiterhin mit einer festen Numerierung
versehen und mit &, &, ..., &, bezeichnet.

Ao

Fig. 12

Sei s eine Kurve auf einem Kugelrande, die einen Schnitt-Typ 3, darstellt.
s bildet auf den Inseln Querschnitte, die Bogentypen darstellen, wobei keine
zwei solchen Querschnitte vom gleichen Bogentyp sind. Von den Bogentypen,
die vermoge s erhalten werden, sagen wir, daB sie im Schnitt-Typ ‘B; vorhanden
sind. Sei

) a,— 1, wenn der Bogentyp &, im Schnitt-Typ B; vorhanden ist,
7"7"lo sonst.
Vermoge der Balken ergibt sich —~
eine paarweise Zuordnung von Bo- k e

gentypen. Diese Zuordnung ent- /@;/h \
steht, anschaulich gesprochen, durch kj o ]
»Translation in Balkenrichtung” -

(Fig. 13). Seien i, und i, die beiden i
Inseln an den Enden eines Balkens Fig. 13

B. b, bzw. b, sei ein Querschnitt auf

i bzw. i,. b, stelle den Bogentyp &, b, den Bogentyp &), dar. ®; und &, heiBen
gekoppelt, wenn sich die Endpunkte von b, und b, auf dem Rande von B durch
zwei Querschnitte auf Streifen verbinden lassen, in denen Platten bzw. M an B
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anstoBen, wenn also b, und b, zum Rande eines Bandes gehéren, das auf
einer Normalfliche liegen kann. Sei

1, wenn die Bogentypen ®; und &), gekoppelt sind,
@ %=)0 sonst.

Ist nun g={x~} das Schnittschema einer Normalfliche §, so schneidet {
die Inseln in Z a;;x; Querschmtten vom Bogentyp ®;. Aus dem Verlauf
von & in den Balken folgt Z a; ;%= Z ay; x; fiir gekoppelte Bogentypen &;,
Ry, also fiir b;;,=1. Es gilt also

(3) bin2 (@ji—ay) x;=0 J,h=1,2,....,m

Die Zahlen a;;, b, sind durch das Schema von X’ bestimmt. (3) heiBe
das zu 2" gehorige Normalgleichungssystem. Eine nicht-negative, ganze Losung
von (3) heile realisierbar, wenn sie ein realisierbares Schnittschema ist. Hier-
nach gehort zu einer Normalfliche und allgemeiner zu einem System von
(paarweise disjunkten) Normalflichen eine realisierbare Lsung von (3). Ist
umgekehrt ¢ eine realisierbare Losung von (3), so ist ¢ das Schnittschema
eines Normalflichensystems {, und es ist § bis auf unwesentliche Isotopie
eindeutig bestimmt. Man kann nimlich zunichst die Schnitte von § mit
den Kugelrindern angeben und in diese Schnitte paarweise disjunkte Ele-
mentarflichenstiicke innerhalb der Kugeln einspannen, weil g realisierbar ist.
Danach lassen sich die Binder anfiigen, die § in den Balken bildet. DaB
¢ Losung von (3) ist, besagt nidmlich, daB fiir jeden Balken die an beiden
Enden vorhandenen Bogensysteme auseinander durch ,,Translation in Balken-
richtung’* entstehen. Der bisher aufgebaute Teil von § wird berandet von
einfachen geschlossenen, paarweise disjunkten Kurven auf M und den Platten-
rindern, wobei keine Kurve iiber Boden oder Dach einer Platte fithrt. Daher
kann § noch in den Platten erginzt werden. Aus dem Aufbau geht hervor,
daB ¥ aus (paarweise disjunkten) Normalflichen besteht, und dieser Aufbau
ist bis auf unwesentliche Isotopie der einzig mégliche.

Die realisierbaren Losungen von (3) entsprechen also umkehrbar eindeutig
den Klassen, welche die Normalflichensysteme beziiglich unwesentlicher
Isotopie bilden.

Anmerkung. Sind die fiir M charakteristischen Flidchen geschlossen, so
kann man sich auf geschlossene Normalflichen beschrinken und das Glei-
chungssystem (3) dadurch verkiirzen, daB man alle Schnitt-Typen wegliBt,
die Randseen kreuzen. Ist der Rand charakteristischer Flichen als Unter-
komplex von M beziiglich X vorgegeben, so kann man sich auf Normalflichen
beschrianken, deren Randkomponenten zu Komponenten des vorgegebenen
Randes unwesentlich isotop sind, womit sich (3) ebenfalls reduzieren l4i8t.
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2.5. Fundamentalflichen. Nennen wir eine Losung von (3) zuldssig, wenn
sie ganz, nicht-negativ und nicht-trivial ist. Eine Linearkombination zuldssiger
Losungen heiBe zuldssig, wenn ihre Koeffizienten ganz, nicht- -negativ und
nicht samtlich null sind. Es gibt ein eindeutig bestimmtes, endliches System =
zulissiger Losungen von (3) derart, daB jede zu1a551ge Losung von (3) eine
zu1a551ge Linearkombination von Losungen aus = ist und daB keine Losung
aus = Summe zweier zulissiger Losungen ist. Die zu Z gehorigen Losungen
mogen Fundamentallosungen von (3) heiBen.

Zur Bestimmung von & bemerken wir zunichst, daB durch (3) und x,=0
fiir i=1, 2, ..., n ein konvexer Kegel K im R" definiert wird. Der Durch-

schnitt von K mit der Hyperebene Z x;,=1 ist ein kompakter konvexer
o1

Bereich B. Die Ecken von B sind rational (Punkte mit rationalen Koordi-
naten). Die rationalen Punkte aus B sind Linearkombinationen der Ecken
von B mit nicht-negativen, rationalen Koeffizienten, wobei sich jede Ecke
nur auf eine Weise, namlich durch sich selbst, darstellen 1d6t. Die rationalen
Punkte von K sind rationale Vielfache von rationalen Punkten aus B und
daher nicht-negative, rationale Linearkombinationen der Ecken von B, wobei
sich die Punkte auf einer Kante von K nur als Vielfache der entsprechenden
Ecke von B darstellen lassen.

n
Fiir eine zulissige Losung r={x} von (3) sei nun |g|= 2 #; die Norm.
=1

Auf jeder Kante von K liegt eine zulissige Losung kleinster Norm Sie muB
jedenfalls zu 5 gehoren. Selen Iy, Loy -+, &y die so durch die Kanten von K
bestimmten Losungen aus =. Jede zula551ge Losung ¢ von (3) ist eine Linear-
kombination dieser Lésungen mit nicht-negativen, rationalen Koeffizienten.

t
Ist dabei |g| > |1.|, so ist wegen der Linearitit der Norm mindestens ein
=1

Koeffizient groBer als 1, etwa derjenige von r, (1=7=¢#). Dann ist z—r,
eine zuldssige Losung von (3), und wegen ¢= (x —1,) 4+, gehort y sicher nicht
zu B. Zu 14,1, ..., & Nnehme man nun zunéichst alle zuldssigen Losungen

von (3) hinzu, deren Norm nicht gréBer als Z |t.| ist, und lasse danach alle
=1

diejenigen wieder weg, die Summen oder echte Vielfache von anderen sind.
Damit erhilt man =

Zu einer realisierbaren Fundamentalldsung ¢ von (3) gehort eine Normal-
fliche §. Bestinde namlich & aus mehreren Fldchen, so wire ¢ die Summe
der Schnittschemata dieser Flichen, also nicht fundamental. Die zu den
realisierbaren Fundamentallssungen von (3) gehdrigen Normalfldchen mdgen
Fundamentalflichen heiBen.

2.6. Reduktion. Fassen wir zunichst zusammen: Aus der vorgegebenen
Zellenzerlegung X der Mannigfaltigkeit M kann die zugehdrige Normal-
zerlegung X’ hergestellt werden und damit auch das Normalgleichungssystem
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(3). Die Fundamentallésungen von (3) lassen sich berechnen, und ihre Reali-
sierbarkeit ist auf endliche Weise entscheidbar. Zu jeder realisierbaren Funda-
mentallésung 14Bt sich eine Fundamentalfliche herstellen. Damit wird ein
Vorrat von endlich vielen Flichen auf endliche Weise aufgewiesen. Einen
solchen Vorrat wollen wir reprisentativ nennen.

Es wird sich nun darum handeln, die Frage nach charakteristischen Flichen
auf die Untersuchung eines reprisentativen Vorrats von Fundamentalflichen
zu reduzieren.

Dabei ist zunichst eine Bemerkung iiber den Rand der charakteristischen
Flachen erforderlich. Es kann sein, daB dieser Rand ein Kurvensystem C auf
M ist, das als Unterkomplex von M beziiglich X fest vorgegeben ist. In
diesem Falle vereinbaren wir, daB ein reprisentativer Vorrat von Fundamental-
flachen noch folgender Bedingung geniigen soll: Ist fiir eine Fliache des Vorrats
der Rand unwesentlich isotop zu C, so stimmt er sogar mit C iiberein. Durch
diese Bedingung wird die Aufweisbarkeit des Vorrats offenbar nicht zerstort.

Fiir die angekiindigte Reduktion ist ein Kompliziertheitsbegriff erforderlich.
Unter dem Plattengrad (F-Zahl) einer (beliebigen) Normalfliche & verstehen
wir die Anzahl der Elementarflichenstiicke, die den Durchschnitt von § mit
den Platten von 2’ ausmachen. Sind § und & Normalflichen, so heiBt &
einfacher als @, wenn der Plattengrad von § kleiner als derjenige von ® ist.

Wir wollen nun annehmen, daB sich die folgenden drei Aussagen beweisen
lassen:

I (Normalisierung). Charakteristische Flichen lassen sich normalisieren.

II (Reduktion). Wenn charakteristische Normalflichen existieren, so gibt
es zu jeder nicht-fundamentalen charakteristischen Normalfliche eine ein-
fachere charakteristische Normalflidche.

III (Signifikanz). Fir jede Fliche eines reprisentativen Vorrats von
Fundamentalflichen 14Bt sich auf endliche Weise feststellen, ob sie charak-
teristisch ist oder nicht.

Dann liegt ein endliches Verfahren vor, charakteristische Flichen aufzu-
weisen, wenn solche existieren. I und II besagen zusammen, daB charakte-
ristische Fundamentalflichen vorhanden sein miissen, wenn es iiberhaupt
charakteristische Fliachen gibt. Es fithrt ndmlich II nach endlich vielen Wieder-
holungen auf eine charakteristische Fundamentalfliche, weil der Plattengrad
nicht unbeschrinkt abnehmen kann. III ergibt dann ein endliches Verfahren,
das entweder charakteristische Flichen aufweist oder die Existenz solcher
Flichen verneint.

Der Beweis der Aussagen I, II, III ist von Anwendung zu Anwendung
verschieden, weil die Definition der charakteristischen Flichen eingeht. Fiir
die Normalisierung (I) wurde eine allgemeine Methode in 2.2 angegeben, fiir
die jeweils noch die Ausfithrbarkeit der einzelnen Schritte nachzupriifen ist.
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Die Reduktion (II) beruht auf einem allgemeinen Ansatz, dem wir uns jetzt
zuwenden. Zur Signifikanz (III) werden allgemeine Bemerkungen nicht be-
noétigt.

§ 3. Erzeugung von Normalflichen durch Flichenpaare

3.1. Vorbemerkung. Wir werden zeigen, daBl man eine (beliebige) Normal-
fliche ¥, die nicht Fundamentalfliche ist, aus zwei einfacheren, sich schnei-
denden Normalflichen ¥, ¥, durch Umschalten der Schnittlinien erhalten
kann. Ist § charakteristisch, so braucht keine der beiden Fldchen &, und &,
charakteristisch zu sein. Es ergibt sich aber zu  eine einfachere charakteri-
stische Normalfliche moglicherweise dadurch, daB man Schnittlinien in anderer
(irreguldrer) Weise umschaltet oder Teile von §; und §, wegldBit und die da-
nach vorhandene Fliche normalisiert.

3.2. Paare von Flichensystemen zu einer Normalfliche. Es sei § eine
Normalfliche, die nicht fundamental ist, und g ihr Schnittschema. g ist als
Summe zweier zulissiger Losungen des Normalgleichungssystems darstellbar.
Im allgemeinen ist dies auf mannigfache Weise méglich. Irgendeine solche
Darstellung r=z' 41" werde weiterhin betrachtet.

t’ und ¢” sind realisierbar. Aus den Schnitten von § mit den Kugel-
rindern (von X') erhilt man eine Realisierung von ¢’ bzw. " dadurch, da8l
man einen Teil der Schnittlinien wegliBt. GemiB 2.4 sind ¢’ und ¢” Schnitt-
schemata von Flichensystemen §' und &'/, die aus Normalflichen bestehen.
¥ und §’’ miissen sich schneiden, weil sonst ' und '’ zusammen ein System
von Normalflichen bildeten, welches dasselbe Schnittschema wie die Fliache
hitte, aber aus mindestens zwei Flichen bestinde, was wegen 2.4 unmoglich
ist. Wir werden &’ und §’’ so wihlen, da die Schnitte in iibersichtlicher
Lage sind.

Wir betrachten zunichst die Schnitte von § mit den Kugelrindern. Ent-
sprechend der Darstellung y=x'+ '’ werden diese Kurven auf Realisierungen
von ¢’ und ¢’ verteilt. Falls ein Schnitt-Typ B, in ¢’ und in " mit positiver
Vielfachheit auftritt, darf diese Verteilung fiir die Kurven vom Typ %, in
willkiirlicher Weise vorgenommen werden; nur die richtige Vielfachheit fiir
¢’ und ;" ist wesentlich. Die Flichenstiicke, die §§ in den Kugeln bildet,
werden entsprechend auf &’ und &' verteilt.

Betrachten wir nun die Binder, die § in einem Balken ¥ bildet. Ihre
Enden sind Schnittbégen von & mit den beiden Inseln im Rande von B
(vgl. Fig. 7 und 13). Dabei stellen die Enden eines jeden Bandes ein Paar
gekoppelter Bogentypen dar. Sind zu einem Paar gekoppelter Bogentypen
mehrere Binder von § vorhanden, so schneiden diese aus B ein ,,Brett A
aus, das aus diesen Bindern und ihren Zwischenrdumen besteht. U trifft
die iibrigen Binder von § auf 8 und die ihnen entsprechenden Bretter nicht.
An den Enden von % sind Schnittbégen von ' vorgegeben, wobei die Anzahl
an beiden Enden dieselbe ist, weil y’ Losung von (3) ist. Dasselbe gilt fiir §"'.
Man erkennt nun ohne weiteres, daB sich die entsprechenden Bénder von &’
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und &'’ so wihlen lassen, daB sie auf % verlaufen und daB sich je zwei Bander
in hochstens einem Querschnitt schneiden. (Fig. 14 zeigt den Sachverhalt im
Schnitt.) Die Biander von & schneiden sich dabei nicht untereinander, gleiches
gilt fiir die Biander von §'’. Damit ergibt sich, daB sich die Bander von {’
und & in allen Balken so bestimmen lassen, daB sich je zwei Bédnder in héch-
stens einem Querschnitt schneiden und daf} sich nur solche Biander schneiden,
die zum selben Paar gekoppelter Bogentypen gehéren.

gl /%l
gn
31

Fig. 14

% und §” sind nun noch in den Platten durch Elementarflichenstiicke
zu erginzen, deren Rand bereits festliegt. Dies kann offenbar so geschehen,
daB sich diese Elementarflichenstiicke nur in Querschnitten schneiden
(Fig. 15). Kein solcher Querschnitt kann einen Balkenanstol mit sich selbst
verbinden, weil sich sonst in diesem Balken zwei Binder mehrfach schneiden
miiBten. Jedoch kénnen sich zwei Elementarflichenstiicke in mehreren Quer-
schnitten durchsetzen (wenn mehr als drei Balken anstofen).

Damit sind §’ und &'’ so bestimmt, daB3 der Durchschnitt von &’ und "
aus einfachen, paarweise disjunkten Schnittlinien besteht, die geschlossen sind
oderin} entspringen und enden, wobei
jede Schnittlinie abwechselnd durch
Balken und Platten lduft.

3.3. Umschalten von Schnittlinien.
Die Schnitte von &’ und &'’ sollen durch
Umschalten beseitigt werden. Wir be-

Fig. 16a trachten zunichst in einem Balken B
Fig. 16b Fig. 16¢

zwei sich schneidende Bénder o’ und o'’ von ' und &’ (Fig. 16a). Schneiden
wir a’ und o’ lings ihres Schnittes auf, so lassen sich die vier entstehenden
Elementarflichenstiicke auf zwei verschiedene Weisen zu zwei disjunkten
Elementarflichenstiicken zusammenheften, nimlich entweder so, daB8 wieder
zwei in Balkenrichtung verlaufende Binder entstehen (Fig.16b), oder so,
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daB die beiden entstehenden Elementarflichenstiicke faltenartig in 9B liegen
(Fig. 16¢). Die Beseitigung des Schnittes von a’ und o’ gemiB Fig. 16b werde
als regulire Umschaltung bezeichnet, diejenige gemil Fig. 16¢ als drreguldre.
Setzt man die Umschaltung des Schnittes in eine anstoBende Platte fort
(vgl. Fig. 15), so entstehen aus den beiden betroffenen Elementarflichen-
stiicken zwei Elementarflichenstiicke, die im Falle der reguliren Umschaltung
wieder ,,parallel“ zu Boden und Dach der Platte liegen, und die im Falle
der irreguliren Umschaltung faltenartig liegen, so daf3 sie aus der Platte in
die anstoBenden Balken und Kugeln verdringt werden koénnen. Setzt man
nun die Umschaltung von der Platte noch weiter in einen anstoBenden Balken
fort, so erhdlt man dort dieselbe Umschaltungsart, von der man ausgegangen
war. Man bemerkt, daB eine kohirente Umschaltung einer Schnittlinie von &’
und '’ entweder iiberall reguldr oder iiberall irreguldr ist.

Fiir die geschlossenen Schnittlinien von & und &” ergibt sich hieraus
eine bemerkenswerte Folgerung, die spiter von Bedeutung sein wird: Ist eine
geschlossene Schnittlinie s von &’ und &’ orientierungsumkehrend auf &’
(d.h. s besitzt ein Mobius-Band als Umgebung auf §'), so ist sie auch orien-
tierungsumkehrend auf &/, weil sich andernfalls der Umschaltsinn lings s
umkehrte.

Werden samtliche Schnitte von §’ und '’ regulir umgeschaltet, so ergibt
sich ein Flichensystem, das aus Normalflichen besteht. Es hat dasselbe
Schnittschema wie ¥, weil an den Schnitten der Kugelrdnder mit ' und F"’
nichts geéindert wird. Durch regulires Umschalten aller Schnitte von &’ und
%' erhilt man also ¥ (bis auf unwesentliche Isotopie).

3.4. Erzeugendes Normalflichenpaar. Wird nur ein Teil der Schnittlinien
von § und §'’ umgeschaltet (reguldr oder irregulir), so konnen Flichen-
systeme entstehen, deren Flichen auBer gegenseitigen Schnitten auch Selbst-
durchdringungen (Singularititen) besitzen. (Die Flachen konnen durch die
Komponenten eines schnittfreien Urbildes erkliart werden.)

%’ und ' bestehen zusammen aus mindestens zwei Flichen, wihrend §
eine einzige Fliche ist. Weil & aus §’ und &"” durch regulidres Umschalten
aller Schnittlinien entsteht, muB es in dem System dieser Schnittlinien ein
Teilsystem geben, das maximal beziiglich folgender Eigenschaft ist: Werden
alle Schnitte des Teilsystems regulir umgeschaltet, so entstehen aus &’ und
3"’ genau zwei Flichen §; und ,.

Aus der Forderung der Maximalitit ergeben sich wichtige Folgerungen.
(1) &, und F, sind frei von Selbstdurchdringungen.

BesiBe niamlich etwa &, eine Selbstdurchdringung, so kénnte diese reguldr
umgeschaltet werden, und es wiren danach weiterhin zwei oder drei Flichen
vorhanden. Beides widerspricht der Maximalitdtsforderung.

(2) &, und §, sind Normalfliachen. Sind 1 und g, die Schnittschemata von
S, und &y, so ist =1+ 1.
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Dies folgt unmittelbar aus (1) und der Tatsache, daB nur regulire Umschal-
tungen vorgenommen wurden.

(3) Der Plattengrad von § ist die Summe der Plattengrade von §; und &,.
Dies folgt daraus, daB & aus &, und &, durch regulidres Umschalten entsteht.

(4) &, und &, schneiden sich. Werden irgendwelche Schnitte von &, und ¥,
reguldr umgeschaltet, so entsteht stets eine einzige Fliche (mit Selbst-
durchdringungen, wenn nicht alle Schnitte umgeschaltet werden). & ent-
steht aus ¥, und §§, durch regulires Umschalten aller Schnittlinien.

(5) Wird eine der beiden Flichen &, und §, durch eine Schnittlinie s zerlegt,
so zerlegt s die andere Fliche nicht.

Man erhielte andernfalls vier Flichenteile, wenn man $; und &, lings s auf-
schneidet. Nach regulirer Umschaltung von s miiiten wieder zwei Flichen
vorhanden sein, was ausgeschlossen ist.

AuBerdem gilt noch wie in 3.3

(6) 1Ist eine geschlossene Schnittlinie von %, und §, orientierungsumkehrend
auf §;, so ist sie auch orientierungsumkehrend auf §,.

SchlieBlich gilt offenbar noch

(7) Werden Schnittlinien von &, und g, umgeschaltet, so dndert sich die
Gesamtcharakteristik nicht. Insbesondere ist y (F)=yx (31) + x (Fo)-

Zu § werden statt §’ und '’ weiterhin &, und $, betrachtet. ; und ¥, heiBen
ein erzeugendes Normalflichenpaar fiir .

3.5. Reduktionsméglichkeiten. Es sei nun § eine Normalfliache, die cha-
rakteristisch, aber nicht fundamental ist. (,, &) sei ein erzeugendes Normal-
flachenpaar fiir .

Ist 3, oder , charakteristisch, so hat man eine charakteristische Normal-
fliche vorliegen, die einfacher als ¥ ist.

Sei dies jetzt nicht der Fall. Schaltet man Schnittlinien von &; und &,
(moglicherweise nicht alle) so um, daB mindestens eine Umschaltung irregulir
erfolgt, so kann es sein, daB dabei eine Fliche & entsteht, die frei von Selbst-
durchdringungen und charakteristisch ist. AuBer & kénnen noch andere
Flichen entstehen, die Selbstdurchdringungen haben und & schneiden diirfen.
Betrachtet man die irregulire Umschaltung eines Schnittbogens innerhalb
einer Platte, so entstehen aus den beiden beteiligten Elementarflichenstiicken
von & und {, zwei faltenartig liegende, wie in 3.3 bemerkt wurde. Diese
konnen sich nicht gegenseitig, aber sich noch selbst und andere Flichenstiicke
schneiden. Durch die weiter vorzunehmenden Umschaltungen kann sich die
faltenartige Lage noch komplizieren, und es kénnen auch Flichenstiicke ent-
stehen, die mehrere Rédnder besitzen. Es 148t sich aber jedenfalls die Platte
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,,senkrecht’‘ so durchstechen, dafl auf dem Durchstich die Anzahl der Schnitt-
punkte mit den jetzt vorliegenden Flichenstiicken um mindestens zwei kleiner
ist als die Anzahl der Fliachenstiicke von ; und {,, die vor dem Umschalten
in der Platte lagen. Hieraus folgt, daB man fiir die Normalisierung von &
gemdfB 2.2 den 4. Schritt so vornehmen kann, daB3 die Anzahl der in den Platten
liegenden Flichenstiicke von §§ kleiner als der Plattengrad von § wird. Die
ersten drei Schritte des Normalisierens sind fiir & gegenstandslos. Die auf
den 4. Schritt folgenden Schritte kénnen die Zahl der Flichenstiicke von §
in den Platten nur noch verringern, so daB3 man aus ‘5 durch Normalisieren?)
eine charakteristische Normalfliche erhilt, deren Plattengrad kleiner als der-
jenige von  ist.

Wir weisen noch auf einen Spezialfall hin. Es mogen §,; und &, lings
sdmtlicher Schnittlinien aufgeschnitten werden. Wenn es gelingt, aus den
nun vorliegenden Flichenteilen eine charakteristische Fliche & so aufzubauen,
daB nicht alle Flichenteile verwendet werden, so ist % entweder eine der
beiden Flichen &, %,, und damit eine einfachere charakteristische Normal-
fliche als ¢, oder es ist & eine Fliche, die aus &y und G, durch Umschalten
gewisser Schnittlinien entsteht. Ist das letzte der Fall, so ist mindestens eine
Umschaltung irreguldr, weil bei nur reguliren Umschaltungen wegen 3.4, (4)
keine Flichenteile abfallen kénnen. Nach dem Vorangehenden liBt sich aus
% eine charakteristische Normalfliche erhalten, die einfacher als § ist.

§ 4. Zerfallende Verkettungen

4.1. Satz. Ist eine Verkettung V in der S® gegeben, so Lift sich entscheiden,
ob V zerfallt®).

Unter einer Verkettung ¥V wird hier ein Polygonsystem verstanden. V
zerfillt, wenn die S? durch eine zu V disjunkte 2-Sphire so in zwei Kugeln

zerlegt werden kann, daB jede der beiden Kugeln mindestens eine Komponente
von V enthilt.

DaB ¥V in der S® gegeben ist, soll bedeuten, daB eine regulire Zellenzerlegung
der S® und V als Unterkomplex dieser Zellenzerlegung gegeben sind. Ist
zunichst V als Verkettung im R? durch eine normierte Projektion oder durch
ein Polygonsystem gegeben, so 1Bt sich erreichen, daBl V als Verkettung in
der S® gegeben ist. Zu gegebener normierter Projektion 148t sich namlich
jedenfalls ein Polygonsystem im R?® finden, das diese Projektion besitzt. Liegt
ein Polygonsystem V' im R? vor, so ist es im Innern eines geeigneten 3-Sim-
plexes E? des R® enthalten, und es kann eine regulire Zellenzerlegung von E3
angegeben werden, fiir welche V' Unterkomplex ist, beispielsweise so: Es kann
angenommen werden, daB auf V keine drei aufeinander folgenden Kanten in
einer Ebene liegen. Zerlegt man E3 durch alle Ebenen, die durch je zwei
aufeinander folgende Kanten von V gehen, so entsteht eine Zellenzerlegung

7) Wir nehmen an, daB dies ausfiihrbar ist.
8) Haken [1].
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der gewiinschten Art. FaBt man nun E? als ein 3-Simplex einer S? auf, die
in fiinf 3-Simplexe zerlegt ist?), so erhidlt man V als gegebene Verkettung in
der S3.

Nach PAPAKYRIAKOPOULOS [3] ist der Satz gleichwertig damit, daB von
einer in der S® gegebenen Verkettung V entschieden werden kann, ob die
Fundamentalgruppe des Komplements von ¥ ein freies Produkt ist oder nicht.

4.2. Beweisansatz. V wird zunichst aus der S3 ausgebohrt, d.h. es werden
die Komponenten von ¥ mit paarweise disjunkten Vollringen umgeben, welche
die Komponenten als Seelen?) besitzen, und das Innere dieser Vollringe wird
aus der S? entfernt. Solche Vollringe kann man beispielsweise aus ,,Kugeln*
und ,,Balken* nach Art von 2.1 erhalten. Durch das Ausbohren von V ent-
steht aus der S3 eine berandete Mannigfaltigkeit M. Vermdge der vorhandenen
Zellenzerlegung der S® und des Randes von M ergibt sich eine Zellenzerlegung
Y von M. M ist in die S® eingebettet, was im folgenden benutzt wird. M
bezeichnet wieder den Rand von M.

Jede 2-Sphire in M zerlegt M, weil die S? durch jede 2-Sphire zerlegt
wird. Die Aussage, daB3 V zerfillt, ist gleichbedeutend mit der Aussage, daB
M durch eine 2-Sphire so zerlegt werden kann, daB auf jedem Teil mindestens
eine Komponente von M liegt. Von einer solchen 2-Sphire wollen wir sagen,
daB sie M trennt. Fiir M charakteristische Flichen seien nun diejenigen
2-Sphiren auf M, die M trennen. Der Satz ist damit auf eine Aussage iiber
die fiir M charakteristischen Flichen zuriickgefiihrt.

Nach 2.6 sind die Aussagen I, II und III (Normalisierung, Reduktion,
Signifikanz) zu beweisen.

Die Signifikanz ergibt sich einfach. Fiir jede Normalfliche (beziiglich
der zu X gehorigen Normalzerlegung X’ von M) ist vermoge x (%) feststellbar,
ob sie eine 2-Sphire ist. Sei dies fiir § der Fall. § bewirkt eine Unterteilung
von X', vermoge deren rein kombinatorisch entschieden werden kann, ob
charakteristisch ist.

Die Normalisierung ergibt sich ohne weiteres aus 2.2. Die den Rand be-
treffenden Schritte sind gegenstandslos. Von den iibrigen ist nur der 7. Schritt
keine isotope Deformation. Er ist jedoch ausfithrbar nach dem dort angege-
benen Beispiel 2.

Nur II ist noch zu beweisen.

4.3. Reduktion. Nehmen wir an, daB es eine charakteristische Normal-
fliche § gibt, die nicht fundamental ist. (§;, T) sei ein erzeugendes Normal-
flachenpaar fiir ¥ gemiB 3.4. Wegen 3.4, (7) und x (%) =2 muB eine der beiden
Flichen §;, §., etwa &, die Charakteristik 2 und die andere, also g,, die
Charakteristik 0 haben. y (&)= x (&) =1 ist ndmlich ausgeschlossen, weil sonst
&, und §, (singularititenfreie) projektive Ebenen in M und damit in der S?
wiren, was unmdglich ist. Entsprechend folgt, daB &, ein Torus und kein

% vgl. [5), [6].
10) Vgl. (6], § 6.
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Kleinscher Schlauch ist. & ist eine 2-Sphére. Ist ; charakteristisch, so liegt
eine charakteristische Normalfliche vor, die einfacher als § ist.

Sei nun §, nicht charakteristisch. Die 2-Sphire §, trenne also M nicht.
Dies bedeutet, daB §; die S® so in zwei Kugeln I%;, I, zerlegt, daB die Ver-
kettung V im Inneren einer dieser beiden Kugeln liegt, etwa im Inneren von
M. & wird durch jede Schnittlinie von &, und g, zerlegt. Wegen 3.4, (5)
zerlegt keine solche Schnittlinie §,. Es folgt, daBl &, durch die Schnitte von
& und &, in Kreisringe zerlegt wird, die abwechselnd in I, und in N, liegen.
Wird von den beiden Teilen, in welche die S® durch  zerlegt wird, der eine
schwarz, der andere weil3 gefirbt, so ergibt sich eine entsprechende Schwarz-
WeiB-Fiarbung fiir diejenigen Bereiche der S3, die beim Zerschneiden der S3
lings &; und &, entstehen. Weil § charakteristisch ist, konnen nicht alle
Komponenten von V in den schwarzen oder in den weiBlen Bereichen liegen.
Hieraus folgt: IM; wird durch einen Kreisring r auf {, so zerlegt, da beide
Teile Komponenten von V enthalten. ¢ bildet zusammen mit zwei Elementar-
flachenstiicken auf &, eine charakteristische 2-Sphire §. Nach 3.5 LiBt sich
aus % eine charakteristische Normalfliche erhalten, die einfacher als § ist.
Dies war zu zeigen.

4.4, Zusatz. Zerfillt die Verkettung V in die Verkettungen V; und 75,
so wollen wir sagen, daBl ¥V Summe von V] und V, ist. Wenn dabei V; oder V,
eine zerfallende Verkettung ist, so gibt es noch andere Darstellungen von V
als Summe zweier Verkettungen. Im Vorangehenden ist beim 7. Schritt des
Normalisierens und bei der Reduktion moglicherweise von einer Summen-
darstellung von V zu einer anderen iibergegangen worden. Hat man durch
eine Fundamentalfliche eine Summendarstellung von V gefunden, so laft
sich das Verfahren auf die Summanden erneut anwenden und so oft wieder-
holen, bis man ¥V als Summe von nicht zerfallenden Verkettungen erhilt.
Die Anzahl dieser Summanden ist offenbar nicht gréBer als die Anzahl der
Komponenten von V. Man kann leicht zeigen, daB sich V' und seine nicht
zerfallenden Summanden gegenseitig umkehrbar eindeutig bis auf semilineare
Aquivalenz bestimmen.

§ 5. Das Geschlecht von Knoten

5.1. Satz. Es sei M eine kompakte, miglicherweise berandete, 3-dimensionale
Mannigfaltigheit. k sei eine eimfache, geschlossene Kurve im Innern von M,
die Unterkomplex einer gegebenen reguliven Zellenzerlegung von M ist. Es lipt
sich entscheiden, ob k auf M eine ovientierbare Fliche berandet. Ist dies der Fall,
so ldBt sich eine von k berandete Fliche maximaler Charakteristtk aufwerisen.
Entsprechende Aussagen gelten, wenn orientierbare Flichen durch beliebige
Flichen ersetzt werden.

Ein Spezialfall des Satzes ist die Entscheidbarkeit der Frage, ob k ein
Kreis, d.h. Rand eines Elementarflichenstiickes auf M ist ),

1) Vgl. Haken [1].
Mathematische Zeitschrift. Bd. 76 10
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Ist speziell M=S?, so ergibt sich, daB das Geschlecht eines Knotens
(SEIFERT [7]) bestimmt werden kann). Damit ist insbesondere fiir einen
Knoten % in der S® entscheidbar, ob die Fundamentalgruppe seines Komple-
ments frei zyklisch ist. Wegen des von PAPAKYRIAKOPOULOS [4] bewiesenen
Dehnschen Lemmas ist dies genau dann der Fall, wenn % ein Kreis ist. Fiir
die Vorgabe eines Knotens in der S® gelten die Bemerkungen in 4.1.

5.2. Beweisansatz. Da % Unterkomplex von M ist, 148t sich eine Um-
gebung B von % angeben, die aus ,,Kugeln* und ,,Balken‘‘ nach Art von 2.1
besteht. ¥ sei der Rand von B. ¥ ist ein Torus oder ein Kleinscher Schlauch.
M entstehe aus M dadurch, daB das Innere von 8 weggelassen wird. Aus der
vorhandenen Zellenzerlegung von M und aus T erhilt man eine regulire
Zellenzerlegung X von M. X' sei wieder die zugehérige Normalzerlegung
von M.

Beim Bestimmen von B kann innerhalb eines ,,Balkens von 8B eine
Meridianfliche m angegeben werden, die % in nur einem Punkte trifft. (Wird
B lings m aufgeschnitten, so entstehen aus B und % eine Kugel mit unver-
knoteter Sehne.) Der Rand von m sei m. Er ist ein Meridian von . Die
Meridianfliche m kann so angegeben werden, daB s die Randseen auf ¥,
in denen Kugeln von X" anstoBen, nicht trifft und daB  die tibrigen Flichen-
stiicke von 2" auf ¥ in jeweils hochstens einem Querschnitt iiberquert.

Ist % eine Fliche auf M , die k& als Rand besitzt, so kann sie bei festem
Rand isotop so deformiert werden, daB ihr Durchschnitt mit 8 aus einem
Kreisring und ihr Durchschnitt mit m aus einem Querschnitt dieses Kreis-
ringes besteht. Der auBerhalb 9 liegende Teil von & ist dann eine Fliche ,
deren Rand auf ¥ liegt und # in nur einem Punkte schneidet. Liegt umge-
kehrt eine solche Fliche §§ vor, so kann sie durch einen Kreisring auf 8 zu
einer von k berandeten Fliche § ergdnzt werden !?). & und ¥ stimmen im
Orientierbarkeitscharakter tiberein. Damit ist die Fragestellung auf M zuriick-
gefithrt. Wir betrachten den Fall orientierbarer Flichen. Der Fall beliebiger
Flachen ergibt sich aus dem folgenden Beweis durch Vereinfachungen.

Eine Fliache auf M heiBe jetzt charakteristisch, wenn sie orientierbar ist,
wenn ihr Rand eine Kurve auf ¥ ist, die » in genau einem Punkte schneidet,
und wenn sie unter allen orientierbaren Flichen mit solchem Rand von
maximaler Charakteristik ist. Dabei bleibe offen, ob es auf M orientierbare
Flachen mit einem Rand der angegebenen Art gibt. Dies kénnte mit homo-
logischen Hilfsmitteln entschieden werden, wird aber hier nicht benétigt.

Es sind nur die Aussagen I, IT und III von 2.6 (Normalisierung, Reduktion,
Signifikanz) zu beweisen.

Nehmen wir an, da8 I und II bei hypothetischer Existenz von charak-
teristischen Flichen bereits bewiesen sind, so ergibt sich die Signifikanz auf
einfache Weise. Wenn es iiberhaupt orientierbare Flichen gibt, deren Rand
die gewiinschten Eigenschaften hat, so muB es charakteristische Flichen geben

12) Wegen der Gestalt von B ist ein solcher Kreisring aufweisbar.
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und unter diesen wegen I und IT Fundamentalflichen. Bis auf unwesentliche
Isotopie werden alle Fundamentalflichen durch einen endlichen, repriisen-
tativen Fliachenvorrat erfaBt, der aufgewiesen werden kann. Fiir jede Fliche
dieses Vorrats 148t sich nachpriifen, ob sie orientierbar ist und ob ihr Rand
die gewiinschte Gestalt hat. Findet man solche Flichen in dem Vorrat nicht
auf, so gibt es keine charakteristischen Flichen. Findet man welche auf, so
lassen sich diejenigen aussondern, die von maximaler Charakteristik sind. Sie
sind charakteristisch.

Es bleiben noch I und II zu beweisen.

5.3. Normalisierung. Wir nehmen an, daB es eine charakteristische Fliche$
gibt. Esist zu zeigen, daB die einzelnen Schritte in 2.2 ausfiithrbar sind. Dabei
kann man sich auf die Schritte 3, 5, 7 und 8 beschrinken; alle anderen sind
Isotopien bei festem Rand.

Der 3. Schritt fegt & aus den Flichenstiicken von T aus, in denen Platten
anstoBen. Weil m ein solches Flichenstiick hochstens einmal kreuzt, kann
dieses Ausfegen so vorgenommen werden, daB sich & und m stets nur in einem
Punkte schneiden, was iibrigens nur fiir die Endlage wesentlich ist.

Der 5. Schritt beseitigt Schleifen von %'}, die auf Randseen liegen oder
einen Randsee mit sich selbst verbinden. s meidet die Randseen und hat
mit § nur einen Schnittpunkt gemein. Hieraus folgt, daB m keine Schleife
von § trifft und daB jede solche Schleife durch Deformation iiber ein zu m
punktfremdes Flachenstiick beseitigt werden kann.

Der 7. Schritt ist ausfiihrbar nach dem in 2.2 angegebenen Beispiel 3.

DaB der Rand hier nicht fest vorgegeben ist, spielt keine Rolle, da & bei
diesem Schritt ungedndert bleibt.

Bei dem 8. Schritt wird ¢ lidngs eines Querschnittes aufgeschnitten, und
an die beiden entstehenden Randbodgen werden Elementarflichenstiicke ange-
heftet. Dabei geht § in ein Flichensystem §* iiber, das aus ein oder zwei
Flachen besteht. $* ist orientierbar, und es ist x (F*)=y(F)+1. Der Rand
&* von ¥+ hat ebenso wie § nur einen Schnittpunkt mit » gemein, weil §
nur in Grenznihe eines Randsees gedndert wird und m die Randseen meidet.
Wire §§* zusammenhingend, so wire * eine einzige Fliche, die geeigneten
Rand, aber zu groBe Charakteristik hitte 13).

&* muB also aus zwei Kurven £ und t, auf ¥ bestehen, wovon eine, etwa ¢, ,
den Meridian m in einem Punkte schneidet, wihrend die andere, also 4,
weder m noch ¢, trifft. s und #, bilden ein Paar konjugierter Riickkehrschnitte
auf ¥. Daher ist #, Rand eines Elementarflichenstiickes § auf ¥, das # und
/; nicht enthalten kann. ) werde zu §* hinzugenommen und von ¥ ins Innere
von M abgehoben. Dabei bleibt die Orientierbarkeit erhalten, die Charak-
teristik erhoht sich nochmals um 1, und der Rand ist wieder eine Kurve der
gewiinschten Gestalt. Weil § bei solchem Rand von maximaler Charakteristik

13) Dieser SchluB bleibt bestehen, wenn $ nicht-orientierbar ist.
10*
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ist, miissen jetzt zwei Flidchen vorliegen, wovon eine mindestens die Charak-
teristik 2 haben muB, also eine 2-Sphire ist, wihrend die andere eine charak-
teristische Fliche ist, die nun an die Stelle von { tritt (insgesamt wurde von
% ein Elementarflichenstiick abgeschnitten und ein anderes dafiir angefiigt).
Der 8. Schritt ist also ausfiihrbar und damit die gesamte Normalisierung.

Wir merken an, daB wir das eben angegebene Verfahren, eine zusitzliche
Randkurve unter Erhéhung der Charakteristik zu beseitigen, weiter unten
noch mehrfach benutzen.

5.4. Reduktion. Wir nehmen an, daB es eine charakteristische Normal-
fliche § gibt, die nicht fundamental ist. (J;, &) sei ein erzeugendes Normal-
flichenpaar fiir & gemiB 3.4. Es ist moglich, daB §; und , berandet sind
und mehrere Randkurven besitzen. Nur auf einer dieser Randkurven liegt
ein Schnittpunkt mit m. Diese Randkurve gehore zu §;. $; kann nicht-
orientierbar sein. Es werde § mit einer Orientierung versehen. Zerschneiden
wir §, und F, lings ihrer Schnitte, so sind die entstehenden Teile orientierbar.
Sie mogen mit der von § herrithrenden Orientierung versehen sein. Je nach
Gestalt dieser Teile unterscheiden wir drei Fille.

1. Fall. Unter den Teilen von &; und §, befinden sich Elementarflichen-
stiicke, die von geschlossenen Schnittlinien berandet werden.

Elementarflichenstiicke dieser Art nennen wir unzerlegte Elementar-
flichenstiicke von .

a) Es kann sein, daB ein unzerlegtes Elementarflichenstiick e dadurch
entsteht, daB eine projektive Ebene lings eines orientierbarmachenden Riick-
kehrschnittes s aufgeschnitten wird. Dann ist , eine projektive Ebene und
s der einzige Schnitt von &, und &,. Wegen 3.4, (6) ist s orientierungsum-
kehrend auf ¥, und auf &,, und insbesondere zerlegt s weder §; noch ,.
Wir schalten s irreguldr um. Es entsteht eine einzige Fliche &, die orientiert
ist und mit ¥ in Rand und Charakteristik iibereinstimmt. Gemi8 3.5 146t
sich durch Normalisieren von ¥ eine charakteristische Normalfldche erhalten,
die einfacher als ¥ ist.

b) Die unzerlegten Elementarflichenstiicke von § seien von nun an von
Schnittlinien berandet, die &, oder ¥, zerlegen. Sei e ein solches und s sein
Rand. Wir schalten alle Schnitte von &, und , auBer s regulir um und
zerschneiden lings s. Dann miissen genau 3 berandete Flichenteile von
vorliegen, namlich e, ein Teil §’, der s nur einmal im Rande enthilt, und
ein Teil ¥, der zwei von s herriihrende Randkurven besitzt. Jedenfalls
miissen aus s vier Randkurven entstehen, weil s nicht orientierungsumkehrend
ist. Diese Randkurven konnen sich nicht auf 4 Flichenteile verteilen, weil
sonst die regulire Umschaltung von s nicht § sondern zwei Flichen ergibe.
Es konnen auch nicht nur 2 Flichenteile vorliegen, sonst besife der von e
verschiedene Teil drei von s herrithrende Randkurven, die durch drei Exem-
plare von e unter gegenseitigem Abheben verschlossen werden konnten. Es
entstinde eine orientierbare Fliche, die denselben Rand wie §§, aber groBere
Charakteristik hitte, was unmaglich ist.
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Liegt & auf §’, so bilden §’ und e eine orientierbare Fliche ¥, die % als
Rand besitzt und deren Charakteristik nicht kleiner als x (J) sein kann. Denn
es ist y(§")=0 wegen der beiden Randkurven von &, und es ist x(§)=
2 @) +x (&) +x (). Also ist & charakteristisch. GemaB 3.5 fiihrt & auf eine
charakteristische Normalfliche, die einfacher als § ist.

¢) Es kann weiterhin angenommen werden, daB & zu ' gehort. Figt
man nun voriibergehend je ein Exemplar von e in die beiden zu s gehorigen
Randkurven von '’ ein und hebt man diese beiden Exemplare voneinander
ab, so entsteht eine orientierbare Fliche mit Rand %. Ihre Charakteristik
kann nicht groBer als x(§) sein, weil § charakteristisch ist. Daraus folgt,
daB §’ ein Elementarflichenstiick sein muB. Ist unzerlegt, so muf} F,
aus e und ' bestehen!4), weil s andernfalls &, und &, zugleich zerlegte, was
wegen 3.4, (5) ausgeschlossen ist. AuBerdem muB s die einzige Schnittlinie
von &, und &, sein. In diesem Falle erhilt man durch irregulédres Umschalten
von s eine charakteristische Fliche &, und aus ihr durch Normalisieren gemaB
3.5 eine einfachere Flache als .

d) Es bleibt der Fall zu betrachten, daB sich & aus mehreren Teilen von
&, und J, zusammensetzt. Wir nennen dann ' das zu e gehorige zerlegte
Elementarflichenstiick. Auf &' muB ein unzerlegtes Elementarflichenstiick
von § liegen. Nach der bisherigen Diskussion kénnen wir annehmen, daf
es zu jedem unzerlegten Elementarflichenstiick e von  ein zugehoriges zer-
legtes ¢’ gibt. Da §; und §, durch ihre Schnitte in nur endlich viele Teile
zerfallen, gibt es unzerlegte Elementarflichenstiicke e, ez, ..., ¢, derart, daB3
¢;+; auf dem zu e; gehorigen zerlegten Elementarflichenstiick e; liegt (1=
1,2, ..., r; Indices modulo 7). s, s,, ..., s, seien die Schnittlinien von &, und
§,, die e, ey, ..., ¢, ausschneiden. Wir schalten alle Schnitte reguldr um,
lassen aber s,, S,, ..., s, als Berithrungslinien bestehen. Danach lassen wir
die zerlegten Elementarflichenstiicke e;, eg, ..., e, fort und fiigen an die ent-
stehenden Rinder e, ¢,, ..., ¢, an, soweit sie bendtigt werden. Es entsteht
eine charakteristische Fliche &, aus der man wegen 3.5 durch Normalisieren
eine einfachere Fliche als §§ erhalt?®).

Damit ist der 1. Fall vollstidndig erledigt.

2. Fall. Der 1. Fall tritt nicht ein. Unter den Teilen von &; und
befinden sich Elementarflichenstiicke, die von &, oder ¥, durch einen einzigen
Querschnitt abgeschnitten werden und auf deren Rand nicht der Schnitt-
punkt von § und m liegt.

Unter unzerlegten Elementarflichenstiicken von § wollen wir jetzt solche
Elementarflichenstiicke verstehen. Die Diskussion entspricht der des 1. Falles.

a) Elementarflichenstiicke, die durch Aufschneiden eines Mébius-Bandes
oder Kreisringes lings eines einzigen Querschnittes entstehen, zéhlen nicht

14) & kommt wegen seines Randes nicht in Frage.
15) Tatséchlich ist § bereits Normalfliche.
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zu den unzerlegten. Daher ist kein Analogon zum Abschnitt a) des 1. Falles
vorhanden.

b) Es sei e ein unzerlegtes Elementarflichenstiick und s die Schnittlinie,
die e von {; oder , abschneidet. Nach Abschnitt a) besitzt e nur einen Rand-
bogen, der von s herrithrt. Wir schalten alle von s verschiedenen Schnitt-
linien von &; und §, regulir um und zerschneiden lings s, womit sich die
Gesamtcharakteristik um 2 erhéht. Es miissen nun genau drei Flachenteile
vorliegen, nidmlich e, ein Teil §’, der s nur einmal im Rande enthilt, und
ein Teil §”, der zwei von s herriithrende Randbodgen besitzt. Wiren 4 Teile
vorhanden, so wiirden durch regulires Umschalten von s zwei Flichen und
nicht  entstehen. Wiren nur 2 Teile vorhanden, so besiBe der von e ver-
schiedene Teil drei von s herrithrende Randbégen. An diese kénnten drei
Exemplare von e angesetzt werden (die gleichzeitig voneinander abgehoben
werden), wodurch eine orientierbare Flidche §* mit y (§*) =y () +1 entstéinde.
Der Rand von §* hitte wieder nur einen Schnittpunkt mit m gemein, weil
m den Rand von e nicht trifft. Die Annahme, daB §* nur eine Randkurve
besitzt, ist widerspruchsvoll wegen x(F*)>y(3). Die Annahme, daB §*
mehrere Randkurven besitzt, ist ebenfalls widerspruchsvoll. Wie in 5.3 folgte,
daB diejenigen Randkurven, die m nicht schneiden, Elementarflichenstiicke
auf ¥ beranden. Man konnte daher der Reihe nach solche Elementarflichen-
stiicke zu §* hinzunehmen und von ¥ ins Innere von M abheben, bis nur
noch eine Randkurve vorliegt. Die Charakteristik wiirde sich dabei weiter
erhthen, was den Annahmen iiber §§ widerspricht. Tatsichlich liegen also
die Teile ¢, §’ und §’’ vor.

Nehmen wir zunéchst an, daB » den Rand von &' schneidet. Dann bilden
$’ und e zusammen eine orientierbare Fliche &, deren Rand von m in einem

Punkte geschnitten wird. Wegen »x(F")<1, () +x (&) +x(§")=x(3)+2
und y (&) =# (%) muB %)=y (%) sein. § besitzt nur eine Randkurve, weil
man andernfalls aus § wie zuvor eine orientierbare Fliche mit nur einer
Randkurve und groBerer Charakteristik als § erhalten konnte. & ist also

charakteristisch und fiihrt gemaB 3.5 auf eine einfachere Fliche als .

¢) Es kann nunmehr angenommen werden, daB m den Rand von '
schneidet. Fiigt man voriibergehend an die beiden zu s gehérigen Randbdgen
zwei Exemplare von e an (die man gleichzeitig voneinander abhebt), so muB
eine Fliche entstehen, deren Charakteristik nicht groBer als y () sein kann,
weil sich sonst wie zuvor ein Widerspruch zu den Annahmen iiber § ergibe.
Damit folgt, daB §' ein Elementarflichenstiick ist. Ist §’ unzerlegt, so muf
& aus & und e bestehen und s die einzige Schnittlinie von ¥, und T sein,
weil s andernfalls §, und &, zugleich zerlegte, was wegen 3.4, (5) ausgeschlossen
ist. Schaltet man s irreguldr um, so erhilt man eine charakteristische Fliche
& und aus ihr durch Normalisieren eine einfachere Fliche als I

d) Es bleibt der Fall zu betrachten, daB sich §' aus mehreren Teilen von

&1 und §, zusammensetzt. Wir nennen &’ das zu e gehorige zerlegte Elementar-
flichenstiick. Weil der 1. Fall ausgeschlossen ist, setzen sich die Teile von
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%’ langs Querschnitten von §’ zusammen, und es gibt auf §’ ein unzerlegtes
Elementarflichenstiick. Wegen der Abschnitte b) und c) kann angenommen
werden, daf es zu jedem zerlegten Elementarflichenstiick ein unzerlegtes gibt.
Man kann nun wie im Abschnitt d) des 1. Falles weiterschlieBen. Man erhilt
eine Fliche & mit 4 (§) =y (%). Der Rand von & schneidet  in genau einem
Punkte, weil m kein zerlegtes Elementarflichenstiick trifft. Der Rand von
& besteht wieder nur aus einer Kurve, weil sich sonst wie zuvor ein Wider-
spruch zu den Annahmen iiber & ergibe. & ist also charakteristisch und fiihrt
auf eine einfachere Fliche als .

Damit ist auch der 2. Fall vollstindig erledigt.

3. Fall. Es liegen weder der 1. noch der 2. Fall vor.

Wir stellen zunichst fest, daB y (J,) <0 und daher y (%) =y (F) ist. Wire
niamlich J, eine 2-Sphire oder eine projektive Ebene, so miiBte der 1. Fall
vorliegen; wire J, ein Elementarflichenstiick, so miiBte der 1. oder der 2. Fall
vorliegen.

Ist nun §, orientierbar, so kann ¢ durch die einfachere Fliche &, ersetzt
werden. §; kann ndmlich nur eine Randkurve besitzen, weil sich sonst wie
zuvor ein Widerspruch zu den Annahmen iiber § ergabe.

Sei jetzt ¥, nicht-orientierbar. Weil die Teile von &, und J, orientiert
sind, gibt es eine Schnittlinie s von &, und §, derart, daB die beiden Ufer?)
von s auf §, in unvertriglicher Weise orientiert sind. Die beiden Ufer von s
auf J, sind ebenfalls in unvertréglicher Weise orientiert, weil sich bei reguldrem
Umschalten von s die Orientierung von § ergibt. Wir schalten alle Schnitte
auBer s regulir um und s irreguldr. Es entstehen eine oder zwei orientierte
Flichen. Entsteht nur eine, so muB diese aus mehrfach erwihnten Griinden
charakteristisch sein, und man erhilt aus ihr durch Normalisieren eine ein-

fachere Fliche als §. Es mogen nun zwei Flichen % und % entstehen m

schneide den Rand von % Wie oben fiir g, folgt fiir % nun x(i})go Damit
ergibt sich wieder, daB3 2} charakteristisch sein muB, so da man durch Norma-
lisieren eine einfachere Fliche als & erhalten kann.

Damit ist die Reduktion fiir alle Fille ausgefiihrt und der Beweis des
Satzes in 5.1 beendet.

5.5. Flichen mit vorgegebenem Rand.

Satz. Es sei M eine berandete, 3-dimensionale, kompakte Manwigfaltigkeit
und M ihr Rand. C sei eine einfache geschlossene Kurve auf M, die Unter-
komplex einer gegebenen reguliren Zellenzerlegung X von M ist. Es lapt sich
entscheiden, ob C auf M orientierbare Flichen berandet. Ist dies der Fall, so
1Pt sich eine von C berandete, orientierbare Fliche maximaler Charakteristik
aufweisen. Entsprechende Aussagen gelten, wenn ovientierbare Flichen durch
beliebige F léichen ersetzt werden.

16) Ufer in lokalem Sinne. s kann orientierungsumkehrend, also einufrig sein.
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Der Beweis ergibt sich aus dem Vorangehenden durch Vereinfachung.
Weil C Unterkomplex von M beziiglich X' ist, sind bei der Normalisierung
die den Rand betreffenden Schritte in 5.3 gegenstandslos (vgl. die Anmerkung
am Ende von 2.2). Bei der Reduktion ist in 5.4 fiir , diejenige Fliche zu
nehmen, die von C berandet wird. §, ist dann geschlossen, und der 2. Fall
ist gegenstandslos. Die Signifikanz ergibt sich entsprechend 5.2, wobei die
Bemerkung in 2.6 beziiglich des vorgegebenen Randes zu beachten ist.

§ 6. Die Primfaktorzerlegung von Verkettungen

6.1. Faktorzerlegung. Es sei V eine orientierte Verkettung in der S$3
Jede Komponente von V ist ein orientierter Polygonzug. Orientierte Knoten
sind als spezielle orientierte Verkettungen aufzufassen. Es wird vorausgesetzt,
daB V nicht zerfillt. Nach §3 ist dies entscheidbar, wenn V gegeben ist.
© sei eine 2-Sphire, die V in genau zwei Punkten schneidet und sonst nicht
trifft (Fig. 17a). Weil die S® von & zerlegt wird, liegen die beiden Schnitt-

o ™o .
C’ "

ot R

Fig. 17a Fig. 17b

punkte 4 und B von V mit & auf derselben Komponente von V. Sei % diese
Komponente. w sei ein einfacher Weg auf &, der 4 und B verbindet. Es
ist unwesentlich, wie w gewahlt wird, da je zwei solche Wege kombinatorisch
isotop auf & sind. % werde in 4 und B aufgeschnitten. An jeden der beiden
entstehenden Teile von % wird w mit passender Orientierung angefiigt. Werden
die beiden Exemplare von w nach verschiedenen Seiten von & geeignet
abgehoben, so entstehen zwei orientierte Verkettungen ¥ und V,, die durch
© getrennt werden (Fig. 17b). Aus & ist dabei je eine Komponente %, bzw. Ry
von V; bzw. V; entstanden. Durch ¥ und & sind ¥} und V; bis auf semilineare
Aquivalenz bestimmt.

Wir sagen, daB V und & eine Produktdarstellung von V beziiglich %
bilden oder daB V durch & in die Faktoren ¥} und ¥, zerlegt wird. V heiBt
das Produkt von ¥; und V, beziiglich #, und %,. Durch die Faktoren W, V,
und die Angabe der Komponenten %,, k, ist V bis auf semilineare Aquivalenz
eindeutig bestimmt. Das Produkt heiBt trivial, wenn ¥; oder V, ein (orien-
tierter) Kreis ist. Entsprechend wird ein Faktor als trivial bezeichnet, wenn
er ein Kreis ist. Ein Kreis 1dBt sich nur als triviales Produkt darstellen. Ist
V kein Kreis und 148t sich ¥ nur als triviales Produkt darstellen, so heiBt
V prim. Ist ¥ nicht-triviales Produkt von ¥; und ¥, und ist etwa ¥, nicht
prim, so kann V] weiter in nicht-trivialer Weise in Faktoren zerlegt werden.
V ist dann als Produkt mehrerer nicht-trivialer Faktoren aufzufassen. Diese
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Produktbildung ist assoziativ und kommutativ. Kreise fassen wir als leere
Produkte von primen Verkettungen auf, prime Verkettungen als Produkte
primer Verkettungen mit nur einem Faktor. In Verallgemeinerung des Sach-
verhaltes bei Knoten wurde von Y.HAsHIZUME [2] bewiesen: Jede nicht-
zerfallende, orientierte Verkettung V ist Produkt von endlich vielen primen
Verkettungen, die durch ¥ bis auf semilineare Aquivalenz eindeutig bestimmt
sind. Umgekehrt ist V' durch seine Primfaktoren und die Angabe, beziiglich
welcher Komponentenpaare die Produkte zu bilden sind, bis auf semilineare
Aquivalenz eindeutig bestimmt.

6.2. Satz. In der S® sei eine michi-zerfallende, ovientierte Verkettumg V
gegeben. Die Primfaktorzerlegung von V. kann aufgewiesen werden.

Beziiglich der Vorgabe einer Verkettung in der S? gelten die Bemerkungen
in 4.1.

Ist eine orientierte Verkettung V in der S® gegeben, so ldBt sich wegen
§ 4 entscheiden, ob V zerfillt. Es kann also zundchst nachgepriift werden,
ob die Voraussetzung des Satzes erfiillt ist. Sei dies von nun an der Fall.
Wegen § 5 148t sich feststellen, ob ¥V ein Kreis ist. Ist dies der Fall, so ist
nichts weiter aufzuweisen. Wir kénnen dies also im folgenden ausschlieBen.

Wir reduzieren zunichst die Behauptung des Satzes auf eine einfachere
Aussage. Es sei & eine Komponente von V. Wir fragen, ob es eine nicht-
triviale Produktdarstellung von V beziiglich % gibt. Liegt ein Verfahren vor,
diese Frage zu entscheiden und bei positiver Antwort eine solche Produkt-
darstellung durch Angabe einer 2-Sphire zu V aufzuweisen, so ergibt sich
die Behauptung des Satzes folgendermaBen:

Man fithre das Verfahren der Reihe nach fiir die verschiedenen Kompo-
nenten von ¥ aus. Man findet entweder eine nicht-triviale Produktdarstellung
von V auf, oder es ergibt sich, daB V primist. Ist eine 2-Sphire € aufgewiesen,
die V in nur zwei Punkten schneidet und V als nicht-triviales Produkt dar-
stellt, so bewirkt & eine Unterteilung der vorhandenen Zellenzerlegung der S3.
Jeder der beiden durch & aufgewiesenen Faktoren 148t sich als Unterkomplex
der S® beziiglich der Unterteilung angeben. Damit ist das Verfahren auf die
Faktoren erneut anwendbar, so daB man nach endlich vielen Wiederholungen
zu den Primfaktoren von V gelangt.

Die Anzahl der erforderlichen Wiederholungen 148t sich iibrigens von vorn-
herein abschitzen, da man eine obere Schranke fiir die Anzahl der Prim-
faktoren angeben kann. Bezeichnet m (V) die Anzahl der Komponenten von
V und g(V) das Geschlecht von V, so ist m (V)+g(V)—1 eine Invariante
von V, die additiv beziiglich des Produktes ist. Sie ist auBerdem nicht-negativ
und nur dann Null, wenn V ein Kreis ist. m (V)4 g(V)—1 ist also eine obere
Schranke fiir die Anzahl der Primfaktoren von V. Liegt von V eine normierte
Projektion vor, so 148t sich das Geschlecht nach oben abschitzen, indem
man nach dem Verfahren von SEIFERT [7] orientierbare Flichen in 7 ein-
spannt.
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6.3. Beweisansatz. Sei weiterhin V eine orientierte Verkettung, die Unter-
komplex einer gegebenen Zellenzerlegung der S® ist. V zerfalle nicht und
sei kein Kreis. % sei eine Komponente von V. Nach dem Vorangehenden
muB gezeigt werden: Ist V' nicht-triviales Produkt beziiglich %, so 1Bt sich
eine 2-Sphire aufweisen, die V in zwei nicht-triviale Faktoren zerlegt.

Wir bohren nun ¥V aus der S® aus, wodurch eine berandete Mannigfaltig-
keit M entsteht. Vermdge der gegebenen Zellenzerlegung der S3 und der
Rénder der ausgebohrten Vollringe erhilt man eine regulire Zellenzerlegung
2 von M. D sei unter den ausgebohrten Vollringen derjenige, der % zur Seele
hat. ¥ sei der Rand von 8. Beim Ausbohren von 8 lassen sich zwei disjunkte
Meridianflichen m, und m, von 8 so aufweisen, daB sie % in nur je einem
Punkte treffen und daB ihre Rinder Unterkomplexe von ¥ beziiglich X sind.
m, und m, seien die Rénder von m, und m,.

Ist & irgendeine 2-Sphire, die V in zwei Punkten von % schneidet und
sonst nicht trifft, so 1laBt sich & durch eine orientierungserhaltende semilineare
Abbildung der S3, die V auf sich abbildet, in eine 2-Sphire iiberfithren, die
aus m,, m, und einem Kreisring auf M besteht!?). Bis auf semilineare Aqui-
valenz erhdlt man also alle Faktorzerlegungen von V beziiglich & durch Kreis-
ringe, die auf M liegen und von m, und m, berandet werden, indem man diese
Kreisringe durch m; und m, zu 2-Sphiren erginzt. Es geniigt daher, solche
Kreisringe auf M zu betrachten. Von ihnen sagen wir weiterhin, daB sie ¥
als Produkt darstellen. Eine solche Darstellung heiit nicht-trivial, wenn die
entsprechende 2-Sphire eine nicht-triviale Produktdarstellung von V ergibt.

Fir M charakteristische Flichen seien nun Kreisringe auf M, die von
m, und m, berandet werden und die V als nicht-triviales Produkt darstellen.

Durch das Vorangehende und durch 2.6 ist der Beweis des Satzes zuriick-
gefiihrt auf den Beweis der Aussagen I, II und III von 2.6 (Normalisierung,
Reduktion, Signifikanz).

6.4. Normalisierung. Wir nehmen an, daB} es eine charakteristische Fliche
& gibt. Ihr Rand § ist Unterkomplex von T beztiglich 2. Dabher sind die
den Rand betreffenden Schritte in 2.2 gegenstandslos. Es muB nur nach-
gepriift werden, daB der 7. Schritt ausfithrbar ist, denn alle iibrigen sind
Isotopien bei festem Rand.

Sei dazu g ein Elementarflichenstiick, dessen Rand s auf  liegt und den
Durchschnitt von g und ¥ ausmacht. Schneidet man {§ lings s auf und fiigt
man an die beiden entstehenden Randkurven je ein Exemplar von g an (bei
gleichzeitigem Abheben voneinander), so entsteht ein Flichensystem mit der
Charakteristik 2 und den beiden Randkurven m, und m,. Esist ausgeschlossen,
daB zwei Elementarflichenstiicke entstehen, weil sonst jedes zusammen mit
einer der beiden Meridianflichen m,, m, eine 2-Sphire bildete, die nur einen
Schnittpunkt mit % besdBe. Es liegen also eine 2-Sphire R und ein Kreisring
% vor. Lassen wir die beiden Exemplare von g wieder zusammenfallen, so

) Vel. (3], § 3.
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besteht R aus g und einem Elementarflichenstiick | auf §. R berandet in
der S8 eine Kugel I, die zu V disjunkt ist, weil V nicht zerfillt. Der Durch-
schnitt von 9% und § besteht aus f. Uber M hinweg 148t sich f in g defor-
mieren?8), wodurch & in & iibergeht. Bis auf semilineare Aquivalenz stellen
somit ¥ und % dieselbe Faktorzerlegung von V her, so daB wir & durch &
ersetzen konnen. Dies ist gerade der Inhalt des 7. Schrittes. Die Normali-
sierung ist also ausfithrbar.

6.5. Reduktion. Wir nehmen an, daB es eine charakteristische Normal-
fliche §§ gibt, die nicht fundamental ist. (¥, &,) sei ein erzeugendes Normal-
flichenpaar fiir §. Nehmen wir m; und m, zu &; und §, hinzu, so entstehen
zwei geschlossene Flichen in der S®. Hieraus folgt, daB §; und f, orientierbar
sind. AuBerdem muB eine der beiden Flichen ; und &, geschlossen sein,
etwa J,, wihrend die andere, also $;, von m, und m, berandet wird. Ent-
weder ist nun &, ein Torus mit zwei Léchern und §, eine 2-Sphire, oder es
ist &, ein Kreisring und §, ein Torus.

1. Fall. , ist eine 2-Sphadre.

Wir zerschneiden §, lings simtlicher Schnittlinien mit &,. Unter den
entstehenden Teilen von &, sei §, derjenige, der m, im Rande enthdlt. Da
%, von jeder Schnittlinie zerlegt wird, ist kein Teil von &, ein Elementar-
flichenstiick (3.4, (5)). Hieraus folgt y(F;)=—2 wegen x(J;)=—2.

Diejenigen Randkurven von §;, die auf , liegen, kann man der Reihe
nach durch Elementarflichenstiicke auf &, schlieBen, die man noch von &,
abhebt. Nimmt man noch m, hinzu, so kann keine geschlossene Fliche ent-
stehen, weil nur ein Schnittpunkt mit % vorhanden ist. Es folgt, dal auch
my zum Rande von &, gehort.

Wegen y(8;)= — 2 konnen nun héchstens zwei Randkurven von &, auf
¥, liegen. Es miissen auch mindestens zwei sein, weil §; von keiner Schnitt-
linie allein zerlegt wird. Die beiden Randkurven von %, auf &, gehoren
auBerdem zu verschiedenen Schnittlinien von ; und &,, weil andernfalls
beim Aufschneiden von §; nur § entstanden wire, wihrend doch §, die S?
zerlegt.

Es ergibt sich, dal} %}1 durch zwei disjunkte Elementarflichenstiicke auf
§, zu einem Kreisring § erginzt werden kann. Nimmt man m; und m, zu §
und zu § hinzu, so entstehen zwei 2-Sphéren € und &. Im Durchschnitt
von & und & koénnen m, und m, durch einen Weg auf §; verbunden werden.
Durch geringfiigige Deformation von & kann daher erreicht werden, daB der
Durchschnitt von & und © aus einem m, und m, umfassenden Elementar-
flichenstiick n und méglicherweise noch aus einfachen Schnittlinien besteht,
die paarwelse und zu n dls]unkt sind. Sind Schnittlinien vorhanden, so gibt
es eine auf & innerste, die auf & ein Elementarflichenstiick § berandet, das
1 und weitere Schnittlinien nicht enthilt. Der Rand von | schneidet aus &

18) Vgl. etwa [6], S. 138.
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ein Elementarflichenstiick f aus, das n nicht enthilt. | und f bilden zusammen
eine 2-Sphire, die in der S® eine zu V disjunkte Kugel It berandet, weil V'
nicht zerfillt. Man kann nun & dadurch deformieren, daBl man f tiber M
hinweg in | deformiert und anschlieBend so-von | abhebt, daB mindestens eine
Schnittlinie von & und & verschwunden ist. Auf diese Weise lassen sich alle
Schnittlinien von & und & der Reihe nach beseitigen, so daB dann der Durch-
schnitt von & und & nur noch aus n besteht. Danach 148t sich durch eine
entsprechende Deformation erreichen, da & in & iibergeht. Es stellen also
© und & und damit § und § dieselbe Faktorzerlegung von V dar (bis auf
semilineare Aquivalenz). Daher kann §§ durch § ersetzt werden. GemiB 3.5
erhilt man aus § durch Normalisieren eine einfachere Fliche als X

2. Fall. $, ist ein Torus.

&, ist ein Kreisring, der zusammen mit m, und m, eine 2-Sphire &, bildet.
Jede Schnittlinie von &; und {, zerlegt &, und damit auch F,. Wegen 3.4, (5)
wird {, von keiner Schnittlinie zerlegt. &, bildet daher Kreisringe, die ab-
wechselnd auf den beiden von &, in der S® berandeten Kugeln liegen. Unter
den Schnittlinien von &, und &, gibt es innerste auf &;, d.h. solche, die auf
&, jeweils ein von weiteren Schnitten freies Elementarflichenstiick beranden.
Ist unter diesen Elementarflichenstiicken eines, das keinen Schnittpunkt mit
k enthilt, so kann es keines geben, das mit £ genau einen Schnittpunkt besitzt,
weil sich sonst ein Kreisring auf &, und zwei Elementarflichenstiicke auf &,
zu einer 2-Sphire zusammensetzten, die nur einen Schnittpunkt mit £ gemein
hitte. Damit folgt fiir die Schnitte von ¥, und &,, daB entweder jeder aus §,;
ein Elementarflichenstiick ausschneidet oder daB jeder &, in zwei Kreisringe
zerlegt.

Schneidet jede Schnittlinie aus %, ein Elementarflichenstiick aus, so kann
man m; und m, durch einen Weg auf $}; verbinden, der keine Schnittlinie
trifft. Nimmt man nun m, und m, auch zu & hinzu, so erhélt man eine 2-Sphire
&, in deren Durchschnitt mit &, ein m; und m, umfassendes Elementarflichen-
stiick n liegt. Wie im 1. Falle ergibt sich, daB © in &,; deformiert werden
kann. Es folgt, daB &, charakteristisch ist und an die Stelle von { treten kann.

Jede Schnittlinie von $; und &, zerlege nun §,; in zwei Kreisringe. Ist §;
charakteristisch, so kann §§ durch &, ersetzt werden. Sei dies jetzt nicht der
Fall. Dann berandet &, in der S3 eine Kugel 9%, so daB der Durchschnitt
von ¥V und I eine unverknotete Sehne von M ist. F, bildet auf M Kreis-
ringe. Sei r, ein solcher Kreisring, s, und s, seien seine beiden Rinder. s,
und s, schneiden aus &, einen Kreisring v, aus, der auf {, liegt. Weil 1, die
Sehne von M nicht trifft und weil diese Sehne in I unverknotet ist, beranden
t; und t, zusammen einen unverknoteten Vollring %, der auf I liegt und s,
und s, als Breitenkreise besitzt!?). Liegen auf %8 noch weitere Kreisringe
von §,, so schneiden diese von B Vollringe gleicher Art ab. Es kann daher
angenommen werden, daB t, so gewihlt ist, daB v, den Durchschnitt von B

19) [6], § 8.
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und §, ausmacht. Wenn wir die Schnittlinien s, und s, reguldr umschalten,
so wird r, nicht mit beiden Réndern an die an r, anstoBenden Teile von Ba
angeheftet, weil sonst im Widerspruch zu 3.4, (4) noch immer zwei Fliachen
vorhanden wiren (Fig. 18a, b zeigt den Sachverhalt im Schnitt). Es konnen
auch nicht r; und t, mit beiden Rindern zusammengeheftet werden. Bei
regulirem Umschalten von s; und s, werden vielmehr 1, und 1, lings einer
Schnittlinie, etwa lings s,, zusammengeheftet, dagegen nicht lings der anderen
s, (Fig. 18c). Wir schalten nun alle Schnitte von & und §, auler s, reguldr

R A S

Fig. 18a Fig. 18b
Fig. 18¢c Fig. 18d

um und s, irregulir. Dabei entsteht ein aus r, und r, bestehender Torus und
ein Kreisring & (Fig. 18d). Weil 8 ein Vollring ist, fiir den s, ein Breitenkreis
ist, kann & iiber W hinweg in § deformiert werden2) (vgl. Fig. 18c und d).
Daher ist § charakteristisch, und durch Normalisieren gemdB 3.5 entsteht
eine einfachere Fliche als .

Die Reduktion ist also in allen Fillen ausfithrbar.

6.6. Signifikanz. Die Signifikanz ergibt sich hier aus einem bereits vor-
handenen Entscheidungsverfahren. Fiir einen reprisentativen Vorrat von
Fundamentalflichen kann zunichst festgestellt werden, welche Flichen von
m, und m, berandete Kreisringe sind?!). Ist v ein solcher Kreisring, so bildet
er zusammen mit m, und m, eine 2-Sphire &, welche die S* in zwei Kugeln
zerlegt. Es kann abgelesen werden, ob der Durchschnitt von V mit einer
solchen Kugel nur aus einer Sehne besteht. Ist dies fiir beide Kugeln nicht
der Fall, so ist v charakteristisch. Besteht der Durchschnitt von ¥ mit einer
von & berandeten Kugel nur aus einer Sehne, so kann diese dutch einen Weg
auf & zu einem Knoten erginzt werden. Dies kann so geschehen, daf3 der
Knoten Unterkomplex der S* beziiglich einer Zellenzerlegung ist, die durch
Unterteilung von X’ vermoge © entsteht. Wegen 5.1 kann dann entschieden
werden, ob dieser Knoten ein Kreis ist. Besteht V' nur aus einem einzigen
Knoten, so ist diese Entscheidung fiir beide durch & aufgewiesenen Faktoren

20) [6], § 8.
21) Man beachte die Bemerkung iiber den Rand in 2.6.
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zu treffen. Jedenfalls ergibt sich auf endliche Weise, ob ¢ charakteristisch
ist oder nicht. Damit ist der Satz in 6.2 bewiesen.

6.7. Anmerkung. Das Verfahren 148t sich so anlegen, daf3 die Frage nach
nicht-trivialen Produktdarstellungen von V fiir alle Komponenten zugleich
beantwortet wird. Man hat nur fiir jeden aus der S3 ausgebohrten Vollring
zwei Meridianflichen anzugeben. Wir haben hierauf verzichtet, um zusitz-
liche Bezeichnungen zu vermeiden.

Der Satz kann auch noch auf eine andere Weise bewiesen werden, bei
der jeweils in Evidenz gesetzt ist, ob eine triviale Faktorzerlegung von V
vorliegt oder nicht. Dabei scheint die Auszeichnung einer Komponente k
von V wesentlich zu sein. Man kann zunichst eine orientierbare Fliche &
bestimmen, die von maximaler Charakteristik unter denjenigen orientierbaren
Flichen ist, die von 2 und anderen Komponenten von V berandet werden
und deren Durchschnitt mit ¥ nur aus Randkurven besteht (es brauchen
nicht alle Komponenten von ¥ erfaBt zu werden). Eine 2-Sphire &, die eine
Faktorzerlegung von V beziiglich % angibt, kann immer so deformiert werden,
daB ihr Durchschnitt mit ® aus einem einzigen Querschnitt besteht. Danach
ist die Faktorzerlegung genau dann trivial, wenn & von ® ein Elementar-
flachenstiick so abschneidet, daB ein Randbogen dieses Elementarflichen-
stiickes den Durchschnitt von ¥ mit einer von & berandeten Kugel ausmacht.
Um ein Bestimmungsverfahren zu erhalten, schneidet man die S8 lings &
auf und bohrt die durch & nicht erfaBten Komponenten aus der S? aus. Die
charakteristischen Flichen sind dann spezielle Elementarflichenstiicke.
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