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Einleitung.

Die komplane Bewegung eines ebenen #hnlich veriinder-
lichen Systems wurde schon in fritheren Jahren von den
Herren Grouard?), Geisenheimer?) und Burmester3), ein-
gehender aber erst in der jiingsten Zeit von Herrn R. Miiller#)
untersucht. Die Betrachtungsweise dieser Autoren ist die in
der Kinematik iibliche geometrisch-synthetische, hier und da
mit analytischem Einschiag. Bei aller Eleganz der Miillerschen
Untersuchungen diirfte doch die Fiille der eingefiihrten unendlich
kleinen Winkel und Strecken dem in solcher Betrachtungsweise
Ungeiibten das Eindringen in die Materie erschweren. Es soll
deshalb in der folgenden Arbeit die Theorie der Momentan-
bewegung eines ebenen #hnlich veriinderlichen Systems in seiner
Ebene auf Grund einer neuen, von Herrn M. Krause®) an-
geregten, rein analytischen Methode entwickelt werden, die — auf
den Formeln fiir die Koordinatentransformation basierend —
eine hdchst iibersichtliche und einheitliche Darstellung des vor-
liegenden Stoffes gestattet.

Fs werden dabei zuniichst die von Herrn Miiller ge-
fundenen Resultate neu abgeleitet, aber nur insoweit, als hierbei
die neue Methode zur Geltung kommt; dann aber — und hierin
besteht der wesentlichere und umfangreichere Teil der Arbeit —

1) L'Institut, Journal universel des sciences etc. 1870.

%) Zeitschrift fiir Mathematik und Physik 1879, Bd. 24, S. 129.

3) Lehrbuch der Kinematik 1888, S. 865.

%) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung XIX, 1910,
Heft 1/2.

%) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung XIX, 1910,
Heft 11/12.
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werden vom Verfasser bisher noch nicht vorliegende, weiter-
geheride Untersuchungen angestellt, so iiber das Zerfallen
der Kreispunktkurve (§ 6), iiber die Auzahl und Lage der
Burmesterschen Punkte bei gewissen Systemen (§ 11), iiber
die sechspunktige Beriihrung des Kriimmungskreises mit der
Bahnkurve (§ 12), iiber die zweite Evolute der Bahnkurven
und die damit zusammenhingende Verwandtschaft (§ 8), iiber
die hoheren Beriihrungen der Bahntangente (§ 9), fiber die
Einhiillende einer Systemgeraden (§ 13). Zum Schluf werden
die entwickelten Theorien auf die Bewegung zweier vom Ver-
fasser gewiihlten Systeme angewendet (§ 16 und § 17), die zwei
spezielle Glieder einer groBeren Gruppe von #hnlich verénder-
lichen Systemen (§ 15) darstellen und einfache Beziehungen zu
bekannten starren Systemen zeigen.



§ L
Die Grundgleichungen der Bewegung eines ebenen
dhnlich verinderlichen Systems.

Ein ebenes #hnlich verdnderliches System geht wahrend
einer bestimmten Bewegung in einer festen Ebene in ver-
schiedene Zusténde iiber, die wir mit Burmester?) die Phasen
des Systems nennen wollen.

Fixieren wir in der festen Ebene ein Koordinatensystem x. y
mit dem Ursprung 0, in der bewegten Ebene ein Koordinaten-
system & # mit dem Anfangspunkt £ und fiihren als veriinder-
lichen Parameter den Drehungswinkel ¢ dieser beiden Systeme
ein, so sind die Koordinaten a, b von © Funktionen von ¢.
Ein beliebiger Punkt &, 3 des #hnlich veriinderlichen Systems
besitzt in jeder Phase desselben in bezug auf das £,7-System
die Koordinaten £f(t) und 5/ (¢), wobei f(t) eine Funktion von ¢
bedeutet, und es driicken sich dann die Koordinaten x, y des-
selben Punktes in bezug auf das feste System durch folgende

Formeln?) aus: ©— a4 f(t) (& cos t— 7 sin f)
) y="b-+f() (&sint+ 7 cos ).

Diese Bewegungsgleichungen eines #hnlich ver-
dnderlichen Systems seien alle folgenden Untersuchungen
zugrunde gelegt.

Wir haben zufolge der eben gefiihrten Erorterungen in
jedem Moment der Bewegung drei Ebenen zu unterscheiden:
Die feste Ebene 1 (z,y), die bewegte zuniichst als starr ge-
dachte Ebene 2 (&%) und die aus der jeweiligen Lage von 2

1) Lehrbuch der Kinematik 1888, S. 865.
?) Vergl. auch Staude, Flichen 2. Ordnung, S. 942, Anm. 74, I
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durch Streckung von £ aus hervorgehende Ebene 3 [E=¢&f(®),
n=nf(t)].

Bei der zu jeder Bewegung eines ihnlich verdnderlichen
Systems gehérigen umgekehrten Bewegung vertauschen die
Ebenen 1 und 3 ihre Rollen. Die Rechnung wird aber am
iibersichtlichsten, wenn wir zunichst die Ebenen 1 und 2 ver-
tauschen und erst am SchluB der Rechnung die Transformation
der Ebene 2 in die Ebene 3 vornehmen. Die Gleichungen der
Bewegung, die aus der direkten durch Vertauschung der Ebenen
1 und 2 hervorgeht, erhalten wir, wenn wir die Formeln (1)
nach £ und 7 auflosen. Wir finden dann:

E=ua, + F(t,) (xcost, —ysint)

@) n=>,+ F(t,) (xsint, +ycost,),
wobei

a, = F(t,) (—acost +bsint)
® b, = F(t,) (— asint, —bcost,)

t,=-—t, F(tl):“'?%;)_
gesetzt wurde.
Die Gleichungen (2) haben dieselbe Form wie die
Gleichungen (1), es ist nur an Stelle von:

a, b, 't f()
getreten: a, b, i, F(t)

and z, y mit & 5 vertauscht.

§ 2
Die beiden Polkurven.

Durch Differentiation nach ¢ erhalten wir aus den
Gleichungen (1) des § 1:

Za: _—=~——+f’(t) (€ cos t — 7 sin t) — f(t) (€ sin £+ 9 cos f)

1
W ‘g dt b () (& sin t 47 cos )+ f(£) (& cos t —n sin )

oder:
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3—f=~§§—+$<w—a>—(y—b)
2 dy b
at dt + (y—“ ) + (x—a’)‘

Zur Bestimmung des Momentanpoles, d. h. desjenigen
Punktes, der sich momentan in Ruhe befindet, haben wir

—dT und 24 der Null gleich zu setzen. Dann erhalten wir aus

(2) die Koordlnaten des Poles im festen System, indem
wir nach x und y auflésen.

1 db d
xpza,..—,_f_‘_é_( +f (l)
1412

f at
() 1 (da f*db
yp=b+:‘:‘%§ (‘(ﬁ**"f‘d—t)

Der Ort aller Punkte zp, y, ist die feste Polkurve p.
Setzen wir ebenso die rechten Seiten der Relationen (1)
der Null gleich und lésen nach £ und # auf, so finden wir:

P el ) e )

1 in ' da da f*db
(2 ()
n f(l+%) fdt) dt [ dt

In jedem Moment ¢ stellen diese Gleichungen die Koordinaten
eines bestimmten Systempunktes des #hnlich verinderlichen
Systems dar, dessen zu dem betreffenden Werte von ¢ gehorige
Phase sich mit dem Momentanpol deckt (s. Fig. 2). Die Ge-
samtheit aller Punkte &,, 5, erfilllen eine Systemkurve s, deren
jeweilige Phase 7 wir die bewegliche Polkurve nennen.
Beide Polkurven beriihren sich im Momentanpol. Bezeichnen
wir ferner das Bogenelement von p mit ds,, von z mit day,,
von 7 mit do;, so gilt die Beziehung:
(5) dsp=[(t) do, — dog
(Beweis siehe § 5).

Bei der Umkehrung der Bewegung vertauschen die
beiden Polkurven ihre Rollen.

Es 'sei an dieser Stelle noch ein Satz abgeleitet:

4)
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Bezeichnen wir mit 8 den Momentanpol, mit 4 die zu-
gehorige Lage eines beliebigen Systempunktes, und nennen den
Winkel, den der Polstrahl 84 mit der positiven z-Richtung
einschlieBt, a, den Winkel der Bahnnormalen gegen die positive
a-Richtung g, so folgt fiir den vom Polstrahl aus in positivem

Y

Fig. 1.
Drehsinn gemessenen Winkel w, den Polstrahl und Bahnnormale
des Punktes A einschlieBen:

tan w = tan (f—a)=
Nun ist doch:

_tang—tan e
l1+tanatang °

da | f'
Y- Cda at Tpe—a—y=h
tan o= BOP=" 0y =" T :
? g‘t‘+7(y—b)+(ax—a)

Setzen wir dies in  ein, so ergibt die Ausrechnung:
(6) tan w=—~;—‘,

Die Bahnnormalen' aller Punkte bilden also mit
den zugehorigen Polstrahlen momentan den Winkel .

§ 3.
Der Wendekreis der direkten und der umgekehrten
Bewegung.
Da zufolge der Bewegungsgleichungen in § 1 die Bahn-
kurven in Parameterdarstellung gegeben sind, besitzen sie an
den Stellen Wendepunkte, wo die Bedingung erfiillt ist:
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do d?y dy dx

(1) W= dat 'd‘ﬁ TarTde T

2 .
Die Ausdriicke % nd dtl verschaffen wir uns aus den

Gleichungen (1) des § 2 durch nochmalige Differentiation nach ¢:

=0.

Z%%%’ — [f)— ()] [£ cost—ysint]— 2 f(¢) [£sint+ 5 cost]
o  =m-(—)e-a—2Ly-n
373’ Z;b [fO)—F“®)][&sint+ncost] +2f'(t)[Ecost—n sint]
=%l:‘“( —é)(y—b)+2$~(x—a).

Setzen wir aus diesen Gleichungen und aus den Gleichungen (2)
des § 2 die Werte in die obige Bedingung ein, so geht diese
iiber in:

{(x-< @)+ (y—b)*}(l +2 L2 —f?) +(x—a){2%;_':
@ (=5 Gt r i y-n I

f“\da d®b f'd2a da d2b db d2a

(1= )W—iﬁ—mﬁ}Jf(th—d—ﬁ—d—tzﬁ):“'
Denken wir uns einen hestimmten Wert des Parameters ¢ vor-
gelegt, so stellt die letate Gleichung diejenige Kurve dar, auf
der alle die Bahnpunkte liegen, die in der gegebenen System-
lage Wendepunkte ihrer Bahnen durchschreiten. Diese Kurve
ist also ein Kreis, den man als Wendekreis bezeichnet.

Wir konuen die Gleichung (3) einer Umformung unter-
ziehen und sie schreiben:

g
@ {or—a+ s} Ll =t o,
f1
worin #p, y, die Koordinaten des Poles bedeuten, wihrend
a; und b, die Werte:
dy, dx

(5) Ay —= —dti’ bg == — “(itﬁ
besitzen, :



— 14 —

Wir verschieben jetzt das feste Koordinatensystem an den
Pol und bezeichnen die neuen Koordinaten mit x,, y,; dann
nimmt der Wendekreis die Form an:

f'12 fu
14+2°— f2 f
(6) ———"75—(37 +y) —a,r;—byy,=0.
1+l

Wir drehen nun noch das z,,y,-System so, daB die neue
Abszissenachse mit der Tangente, die neue Ordinatenachse mit
der Normale an die feste Polkurve zusammenfillt.

Die Tangente der Polkurve lautet~

dyp
(ac—xp) —(y— yp) at F=0

oder im x,, y,-System:

dyp
At e
.‘/1—7%_«”1——7);
dt

Wir haben also zu drehen um den Winkel ¢, der durch

7] day
a, a, dt b, dt
tan <p=——li, S““p—“‘le—T’ cosgy:—l——f]—:——ﬁ—

bestimmt ist, wobei

/T L d“p dyp \* _ dsp
(™) N=ya;+0; ‘/ dt)—-dt

ist.

Bezeichnen wir die neuen Koordinaten mit x,, y,, so gelten
die Transformationsformeln:

. 1
&, = Ty 008 @ — Yy $ih @ === (2 by + Y, o)
1 dx dy
=y [t
. 1
Y, =2, 8in @+ ¥, COS(PZT(- Ty Ay + Yy by)

1 dyp day
"“N( Ta7qy ~ Y dt)

C)
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mit deren Hilfe die Gleichung (6) des Wendekreises
iibergeht in:

9 " . 2
® (142l = D) @ — (14 5) Ny —o.

Er beriihrt also im Pole die feste Polbahn und besitzt die
Mittelpunktskoordinaten:

2

14—
xﬁ =O’ y2= fll;‘z fu M
T ]

Legen wir seinem Durchmesser das Vorzeichen der
Mittelpunktsordinate bei, so hat derselbe den Wert:

H‘_f?
(10) dwsz
iR

‘Wir wollen ferner die Gleichung einer Wendetangente auf-
stellen. Eine Bahntangente im Punkte X, ¥ hat die Gleichung:

(11) @—X) T y—1)%F =0,

worin nach § 2

ax da i
ar —ar Ty Em9-(0=0)
dY ab 'y
—d—i‘zw'i'f?(y-b)‘f'(‘x_“)

ist. Transformieren wir auf das z,,y,-System vermittels der
Formeln:

1 ‘
x=2xp+ N ("xﬂxp'i"?/zy;?)
(12) 1 / /
Yy=yp+ N (=% Yp — Yo %),

worin die Striche Differentiationen nach ¢ bedeuten, so l&Bt
sich die Bahntangente schreiben:

(13) (%XQ— I;)yz_-(xﬂu%y,)xﬁxgju Y =0.
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Soll diese Tangente eine Wendetangente sein, so muB der Punkt
X,, Y, auf dem Wendekreise liegen, also die Gleichung erfiillen:
X+ Yi=d,T,

Mithin besitzt eine Wendetangente die Gleichung:

(1) | Ly Yo Ti- Y]yz [dey S RN A PR A

Bestimmen wir den Schnittpunkt zweier Wendetangenten. so
finden wir, daB er von der Wahl der beiden Wendepunkte un-
abhingig ist. Es gilt sonach der

Satz: Alle Wendetangenten schneiden sich auf

. dem Wendekreise im Punkte:

A
w dw
(15) wgz—‘f_'—:{" Yo=—"""F5"
l+f l+f
r? r?

dem sogenannten Wendepole.

Es soll jetzt der Wendekreis der umgekehrten Be-
wegung bestimmt werden. Dabei rechnen wir nach den
Ausfilhrungen des § 1 zunédchst mit der Ebene 2 (&, #)
[Gleichungen (2) des § 1] und bringen erst am SchluBresultat
die Transformation der Ebene 2 in ihre, nach § 1 als Ebene 3
bezeichnete, jeweilige Phase an. Wir unterziehen das jetzt feste
& 7-Koordinatensystem einer analogen Transformation wie bei
dem festen x,y-System der direkten Bewegung vorgenommen
wurde, d. h. wir verschieben es an den Punkt &,,7, und drehen
es um den durch:

dng dé,
. dt dt
sin g, = — N: , cOs @, =— Nl‘

definierten Winkel ¢,, wobei

dfn dn7,> doy,
(16) §y= I/ dt, = Tat

bedeutet.
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Das so entstehende §&,, u,-Koordinatensystem ist gegen
das x,., y,-System der direkten Bewegung um 180° gedreht,
denn wie aus den Untersuchungen des § 5, Gleichung (6),
hervorgeht, ist:

dxy dyp dxy dyp

Ay —Wsmt— at cost dé, —Fcost—l- at sin ¢
dt, = f A f
und somit:

. 1 dxy
smgal:?—ﬁ{ 3t sin t—i————cost}

dwxy
cos«pl=f—llvl~{ at st+-—smt}

oder da wegen
dsp=Ff(t)do,

auch
(17) N={f(t)N,
ist, wird:
. dt . dt . . .
Sin ¢y = — — SiD ¢4 —5— 008 £ = 003 sin ¢ —sing cos t = — sin (p—1)
dap dyp
) dt dt
COS @y = 5 €08t —x— sin t=—cosg cos { —sing sin { =~ cos(p—1),
also

®, =180 + (p—1).

Fiir die durch die Gleichungen (2) des § 1 definierte Be-
wegung wird im £,, 7,-System der Wendekreis nach Analogie
der Gleichung (9) die Gleichung besitzen:

a8 (12 g~ B @ - (1455 Mo —o,

wobei die Striche der Funktion F Differentiationen nach
t, =—1t bedeuten. Die letzte Gleichung wollen wir noch einigen
Umformungen unterwerfen. Zunichst driicken wir die Differential-
quotienten von F'(t,) nach ¢, durch die Differentialquotienten
von f () nach ¢ aus.

Hartmann. 2



1
F(tl) = f(t)
1
’ dF(tl) f(t) at _ '@
F) =" ="a a0
(19) N
» dﬁW(tl 2 d 2 9 i
o) 1)_ dz: Ko mffff
dF y
Pty =S — e (61 (P — 1)+ 2]

(Bei F' bedeuten die Striche Differentiationen nach #, bei [
Differentiationen nach ?).

Die in (18) vorkommenden GréBen werden dadurch zu:
(20) 1+—~~1+f IR L i
re’ F2 :

Beachten wir neben diesen Beziehungen noch die Relation (17),
so nimmt der Wendekreis (18) die Gestalt an:

a8y F(1+ D) @ — (14 75) N =0,

Dies ist aber noch nicht der Wendekreis der umgekehrten Be-

wegung, sondern wir haben, um ihn zu erhalten, die Ebene 2

noch auf ihre momentane Phase (Ebene 3) zu transformieren.

Dies geschieht, indem wir in (18°) fiir &,, %, einfiihren:
_52 ), ng=mn.1 ()

Dann erhalten wir:

(e ) () = R v -

oder wenn wir mit / multiplizieren und statt des &, 7,-Systems das
um 180° verdrehte z,, y,-System einfiihren, lautet die Gleichung
des Wendekreises der umgekehrten Bewegung:

(22) (1+ )(w +y2)+(1+';2) Ny, =O.

Er beriihrt also ebenfalls die feste Polbahn im Pol und hat
den Durchmesser:



19

Y.

+

Y.

Fig. 2.

9*



(23) dy=——"r

wenn wir demselben wiederum das Vorzeichen der Mittelpunkts-
ordinate beilegen.

Aus spiter ersichtlichen Griinden bezeichnet man den
Wendekreis der umgekehrten Bewegung auch als Riickkehr-
kreis der direkten Bewegung und seinen dem Wendepol der
direkten Bewegung entsprechenden Punkt:

e d
(24) Xy == _f_’ng sy Y= ;‘"2
1+ 1+72“

als Riickkehrpol. -

Es diirfte angebracht sein, die Lage der verschiedenen
Koordinatensysteme durch eine Figur zu erliutern (Fig. 2).

Zp|yp ist der Momentanpol, &, /7, der Systempunkt, dessen
zu dem betrachteten Werte von ¢ gehorige Phase (der Streckungs-
faktor f (f) ist in der Figur gleich 2 angenommen) mit dem
Pol zusammenfillt, p ist die feste Polkurve, z die Systemkurve,
deren momentane Phase die. bewegliche Polkurve 7 ergibt.
W ist der Wendekreis der direkten Bewegung, W, der Wende-
kreis der durch die Gleichungen (2) des § 1 definierten Be-
wegung [entsprechend der Gleichung (18)]; W, ist der Wende-
kreis der umgekehrten Bewegung, der aus W, durch Streckung
um £ () hervorgeht. Analog dem &,, 7,-System der Ebene 2
erhalten wir in der Ebene 3 ein &, 7,-System, und in diesem
hat, wie man sich leicht iiberzeugt, W, eine Gleichung, die aus

der von W, im &, 73-System hervorgeht, wenn man in letzterer
fiir &, 72 bez. setzt —Efl I [Gleichung (21)].

Wir wollen dieses Kapitel mit einigen Bemerkungen
iiber die Durchmesser des Wende- und Riickkehr-
kreises schlieBen, indem wir uns folgende Fragen vorlegen:-

1. Wann ist wie bei starren Systemen d, =—d,?
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Es muB dann die Differentialgleichung bestehen:

o
0

Wir kionnen dieselbe auch schreiben:
d
fr—fpr—fr—fpriL =
und nach Abspaltung der Lésung f*=0 bleibt:

d ar:

Yt
Die Integration gibt:

lgf —lgf'=C
oder

Lt
und durch nochmalige Integration folgt:
f(t)y=Ce*.

Satz: Fiir alle #hnlich verinderlichen Systeme,
deren f(t)=Ce ist, sind Wende- und Riickkehrkreis
gleich groB und symmetrisch zur Polbahntangente
gelegen.

2. Wann artet der Wendekreis in die Polbahntangente aus?

Es muB dann d,= o sein und mithin die Differential-
gleichung bestehen:

1+2f';"—$=0.

Dieselbe 1dBt sich schreiben:
2(f*+fH—f(f+1)=0
2 ) 2 ldf‘
2(f+ )~ f(f+1 ) =0,

Wir fithren fiir f* eine neue Veriinderliche ein mittels der
Substitution:
aFr

par=F@, 2(f+r0) =2
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Dann geht obige Differentialgleichung iiber in:

df dF _
15— =0.
Die Integration gibt:
4lgf—lgF=C
oder
F=Kf*
Wir haben nun noch die Differentialgleichung zu ldsen:
fr 2= Kf*
f=fVEf—1
ar
t C=|————F——".
+ FVEf—1

Das Integral auf der rechten Seite ldst man mit Hilfe der
Substitution f=

d .
=— ? __ —_ arcsin ¢.

ffvzm—l _fwm 1/1_ Vi—g?

Unsere Differentialgleichung besitzt also die Ldsung:
1
VK

t+ ¢=— aresin

1
¢ sint-cycost’

f)=

Satz: Fiir alle ahnlich verdnderlichen Systeme,
deren f(t)= !

¢, sint+c, cost-
der Wendekreis zur Polbahntangente.
3. Wann artet der Riickkehrkreis in die Polbahntangente aus?

Es muB hier d, = o sein und mithin die Differential-
gleichung

145 -

f

ist, entartet in jedem Moment

bestehen, deren Losung:

f(t)=c,sint+c,cost
ist.



Satz: Fiir alle dhnlich verdinderlichen Systeme,
deren f(f)=c, sint+¢,costist, entartet in jedem Moment
der Riickkehrkreis zur Polbahntangente.

§ 4.
Die Kreispunktkurve der direkten und der umgekehrten
Bewegung.
Bezeichnen wir im folgenden die Ableitungen von x und
y nach ¢ mit Strichen, so lautet die Bedingungsgleichung fiir
vierpunktiges Beriihren des Kriimmungskreises mit der Bahn-
kurve:

(1) K= (xﬂz + yl2) (x/ym_y;xm)_ 3 (x/yu__ y/zn) (wlxn_i_y/yu) —
— immer unter der Voraussetzung, daB z' und y’ nicht gleich-

zeitig der Null gleich werden —.

‘Wir wollen diese Bedingung fiir die dhnlich veridnderlichen
Systeme, und zwar im x,,y,-System ausgedriickt, aufstellen.

Nach § 2 und § 3 ist:

® G =+ L ema—wb, Y=+ F D +e—a)
d2 daz r I

(3)
d?y dazb

fu fl
R (S [ RLRACES

Indem wir die Gleichungen (2) des § 3 nochmals nach ¢
differentiieren, erhalten wir:

I Y

@ as dms f
day . d‘%b fl f:u . fu .
e (s [UR Gk [

Wir haben nun die Ausdriicke (2), (3) und (4) vermége
der Formeln (12) des § 3, welche lauteten:



94 —

l / i/
x=xp+ 5 (=2, 2p+ Y2Yp)
(5)

1
Yy="yp+ N (~—x2y}, - y-z"”}))7
auf das x,,y,-System zu transformieren. Dabei war

N—vap+yp
gesetzt worden.
Es erweist sich von Vorteil, noch folgende Abkiirzungen
einzufiihren:

91:1"‘—’;.;—
R AL

Das allgemeine Bildungsgesetz dieser GroBen wird aus spéteren
Untersuchungen ersichtlich werden (§ 9, S. 83).

Mit deren Benutzung ergibt sich fiir die ersten Differential-
quotienten von z und y nach ¢, auf das ,, y,-System trans-
formiert:

d d 1
(7) dg: N (— axﬂ+ﬂy2)’ Ty-=T(—ﬂx2—ay2).
Hierin bedeuten die GrioBen a und f:
., ; 1 da db d2a
=—f‘3’ _'yp’_‘_(x%'ﬁ—'@aﬁ_ngtz"

(8)
1 db d2b
ﬂ—‘ f Yp+xp= (92 it T X g % gn )

Des weiteren liefert die Transformation auf das x,, y,-System
fiir die zweiten Differentialquotienten von x und y nach ¢ die
Ausdriicke :

a2 1 az 1
9) ‘d—;‘——_'—a’*"ﬁ@xz_aya), ~Tg~=—ﬂ+7(5%+7ys)’
worin y und 8 die Bedeutung haben:

y=(l—%)w2+2—ff'—y§n_ =—2—';—wp+< ’;)yp
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Endlich finden wir fiir die dritten Differentialquotienten
die Werte:

Td8x 1 a3 1 :
(10y — =4ty (712, — 6, 9s), Tﬁ%‘ =P+ -5 (012 + 71¥s),
wobei
1 da db d3a

1 alz‘g(esg;-f‘?(s dt‘+91"(i’t§“)

(1 ) 1 da db dash
By = Py T arte s

und

?’12(3 ’;ﬁ_’—p%)m},—(l——3 ’;‘-l)yfv

51=(1—3f7)x;+(3 ’;—fT)
gesetzt wurde.
Wie die GroBen g, und y,, so spielen auch die GroBen
a, und g, (fir =0 wurde der Index fortgelassen) in der Theorie
der dhnlich verdnderlichen Systeme eine groBe Rolle und treten
immer wieder auf. Auch ihr allgemeines Bildungsgesetz geht
aus dem schon erwihnten spiteren Paragraphen hervor. Die
Gleichungen (7), (9) und (10) setzen uns instand, die einzelnen
Faktoren der Bedingungsgleichung (1) zu berechnen. Wir
bekommen:

24y o, (@ +yd)
ay'—y'z' =g, (@ +y3)—0, Ny,
(12)
'z +y'y=y,(xi+y2)+o, Nz,
‘i 1
wy—ya=y @ity +y [~ (@B, —a, Bz, +(aa, +B,)Y,]
Rechnen wir zusammen, so stellt sich die Bedingungs-

gleichung fiir vierpunktiges Beriihren des Kriimmungs-
kreises mit der Bahnkurve in der Gestalt dar:

(13) K= P(x}+y3)"* + (@} +y;) Lz, + My,)+ Qz,y, =0,

wobei die Koeffizienten die Bedeutung haben:
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P=013—30 %
L=—%‘(3eeN?+aﬂ1—a:ﬂ)
M= —%—(312N‘3+aa1+ﬂﬁ1\)~
Q=301 ™

(14)

Denken wir uns wieder eine bestimmte Momentanlage
vorgegeben, so liegen alle Bahnpunkte, die in der be-
treffenden Systemlage Bahnstellen mit vierpunktig beriihrendem
Kriimmungskreis durchlaufen, auf obiger Kurve vierter Ord-
nung (13), die man in der Kinematik Kreispunktkurve
nennt. Ihre Punkte bezeichnet man auch vielfach als , Punkte
stationdrer Krimmung®.

Fiir die #hnlich verinderlichen Systeme wurde die Kreis-
punktkurve von Rodenberg?) und von R. Miiller?) aufgestellt
und behandelt.

Die Form der Gleichung (13) zeigt, daB sie eine bizirkulare
Kurve vierter Ordnung ist. Wir wollen ihr Verhalten im Pole B
untersuchen und bilden zu dem Zwecke in demselben die
partiellen Ableitungen:

oK oK _ »K_2K_ #K _,
ox, 0y, | o0x2  oy:  o0my0y,
3 3
Pk _op, 2K _eu
ox} ) oy

Der Pol ist also ein Doppelpunkt, dessen Tangentenrichtungen
sich aus

2K 9 2K dy, 82K(dy2)2=0

ox; 0z, 0y, dx,  0y: \dx,

zu %y_,___o oder o ergeben.
Ly

) Gottinger Nachrichten 1888, S. 181.
?) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung XIX, 1910,
Heft 1 u. 2.



Aus der Formel:

d3K_(aK oK dy.z)t?‘) 3( 02K +8‘1Kdy2)-d?y2

dx3 ox, + oy, dz, 0x, 0y, = 0y? dx2)| da?
?{YH Ay, _
oy, dzd
finden wir fiir %%2; =0 den zweiten Differentialquotient zu:
2
K
d*y, oz} =_2_§_
dax? 3 02K Q
0290y
e QY ., dx, .
Fiir Ty — © st E= 0 und wir finden durch analoge Rechnung,
? .y2 . d2w2 M.
wenn wir nur z, mit y, vertauschen, daB jetzt dp = Z—Q-lst.
2

Der die x;-Achse im Pol beriihrende Zweig der Kurve
hat im Pol die Kriimmungsmittelpunktskoordinaten:

1 Q
=0 = g =T 9L
dx?

und der die ;- Achse im Pol beriibrende Ast die Kriimmungs-
mittelpunktskoordinaten:

, 1 Q
T T, T T oM Yo = 0.

dyg‘

Geben wir den Durchmessern der beiden Kriimmungskreise der
Kurve im Pol das Vorzeichen der Mittelpunktsordinate resp.
-abszisse, so haben diese beiden Durchmesser die Werte:
bh=——2,  a=—12.
Dies alles ergibt den von Miiller!) gefundenen

Satz: Die Kreispunktkurve der dhnlich verdnder-
lichen Systeme ist eine bizirkulare Kurve vierter
Ordnung. Sie hat im Pol einen Doppelpunkt und be-
rithrt in ihm die Tangente und die Normale der festen

1 loe. cit.



Polbahn. lhre Kriimmungskreise im Pol haben die

Q Q

Durchmesser — bez. — i

Miiller findet weiter, daB sich eine solche Kurve erzeugen
1aBt durch zwei projektive Kreisbiischel:

x:"}‘y:‘_éyz =0
und
z,+y:— o, =0,

deren Parameter d und 6’ durch die Gleichung verbunden sind:
Péé'+ Lo+ M6+ Q=0.

Trifft ein Kreis des ersten Biischels die y,-Achse im Punkte
Y, und der zugeordnete des zweiten die x,-Achse im Punkte
X2,. so ist der der Kreispunktkurve angehorige Schnittpunkt K
dieser beiden Kreise zugleich der FuBpunkt des vom Pol auf
die Gerade X, Y, gefillten Lotes. Hieraus folgt, daB die
Kreispunktkurve auch die FuBpunktkurve derjenigen Kurve ist,
die von den Geraden X, Y, umhiillt wird.

Nun kann, wie man durch leichte Rechnung findet, die
Gleichung der Geraden X, Y, geschrieben werden:

(15) - 8 (Pa,+ L)+ 8 (M, — Ly, + @) — Qy —O0.
Zur Bestimmung der Einhiillenden differentiieren wir (15) nach 4
(16) 20 (Pxy+ L)+ (Mx, — Ly, + Q) =0

und eliminieren aus (15) -und (16) den Parameter 6. Wir
erhalten:

(17) M*z3+2(2 PQ- LM)»,y,+ Ly, +2 Q(Mz, + Ly,)+ Q0.

Die Geraden X, Y, umhiillen also einen Kegelschnitt und es
gilt der von Miiller gefundene

Satz: Die Kreispuuktkurve ist auch darstellbar
als FuBpunktkurve eines Kegelschnitts. Selbiger ist
ijm allgemeinen eine Ellipse oder Hyperbel, im Falle
P=0 aber eine Parabel. '
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Wendekreis und Kreispunktkurve schneiden sich — vom
Pol und den imaginiren Kreispunkten der Ebene abgesehen —
nur noch in einem Punkte und dieser beschreibt momentan eine
Bahnstelle mit vierpunktig beriihrender Tangente, ist also ein
sogenannter Undulationspunkt seiner Bahn. Wie bei starren
Systemen bezeichnen wir ihn als den Ballschen Punkt B,
der Systemphase. Seine Koordinaten bestimmen sich aus
den beiden Gleichungen:

i+ Yy —dpy, =0
Pz +y)* + (x; + y2) (Las + Mys) + Quay, = 0

zu:
X — — d;zv(Pdw'i'M)(Lduj‘;Q)_‘
18) P @GPt M) 1 (Ldy+ Q)
Yo — dw(Ldu'+ Q)2
P dir(Pdw‘l‘M)g‘*‘(de"‘Q)r
Ist Ldy+ Q=0, also dyy=— %, so fills der Ballsche

Punkt mit dem Pol zusammen. Beachten wir die Werte von
dw, @ und L, so finden wir, daB dies fir af,—a,f=0
eintritt.

Satz: Ist af,—a, =0, so fillt der Ballsche Punkt
in den Pol und der Wendekreis oskuliert die Kreis-
punktkurve.

Wir wenden uns jetzt zur Bestimmung der Kreispunkt-
kurve der umgekehrten Bewegung.

Zunichst rechnen wir wieder mit den Bewegungsgleichungen
(2) des § 1, die aus denen der direkten Bewegung hervorgingen,
indem wir an Stelle von a, b, t, f(t), x, y resp. setzten a,, b,,
t, ), & .

Fiir die fernere Rechnung benitigen wir die Differential-
quotienteu von a, und b,, die wir uns daher zuerst verschaffen
wollen:
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a, = F(t) (—acost, +bsint,)

do, _ ; _da. g
at, =F(t,) (as1nt1+bcos t i, cost, + a, sin t,)

+ F'(t)(—acost, 4 bsint,)

’f:t‘;‘ F(tl)(acost—bsmt-}—2 Slnt+9'd-f cos t,
1

da

dt* 0s t, + dt“ sin t,) +2F(t)) (a sint, + b cos ¢,
dt —— 008 t, + smt)—{—F“(tl) (—acost, + bsint,)
(19)
d3a1=F(t)( a81nt—bcost+3 ? cost, 3 db sin ¢,
ded 1 dat,
+3 smt+5 cost—cjlt3 t+ smt)
+ 3F’(t1) (a cost, —bsint, + 2 smt -+ 2 cost,
(j”‘: cos t, + s1nt)+3F“(t)(asmt + b cos t,
Z‘; ——sin ¢ ) 4+ F(t,)(— acost, + bsint,).
Da

b, = F(t,) (—bcost,—asint)

ist, erhalten wir seine Differentialquotienten aus den ent-
sprechenden von @,, indem wir @ mit b und b mit —a ver-
tauschen.

Die Indexstriche der GréBe F'(f,) bedeuten wie friiher
Differentiationen nach ¢,.

Im £, #,-System hat die Kreispunktkurve der jetzt be-
trachteten Bewegung nach Analogie von (13) die Gleichung:

Py (&3 +n3)" + (& +m2) (L, + Mun,)

20
( ) +Qu§2772=0-

wobei die Koeffizienten, ausfiihrlich geschrieben, folgende
Werte haben:
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E 11“ Fw F i Fu‘ Fu 12
A e 7 I (85 I =

F2
14
V& 2 Fv
Fe
I+ 53 5
N,

|

Py

25w b
QU=3(1+F'§)'N

Die in L, und M, enthaltenen GroBen aw, fu. 0ju, fiu ©T-
halten wir aus den entsprechenden der direkten Bewegung
durch Vertauschung von a, b, t, f(t) bez. mit a,, b,, ¢, F(t,)
und finden:

1 (F{,  F“\da, F'2 F\db, (1 F2)d2a1}
Gu= F‘2{F(1+F)dtl (1+2 F)dtl A TINT

22 AR
o fue—t (102 Fyda, F () F)db,_ 1+Ef)%
“—Hm F* Flat, F F ) dt, F2) de?
Fe
sowie
1 F2 F F'F'"\da P FF Fe\db,
(1110—‘].n*_é,i?{(l'f':%‘p2 3 7 )E+(2F+3——F2 F)
T ()
F2) atd
(23)
FI FlFu Ftu dal F2 4 FIFIH
Pru=—"raf- (2F+3 ) (1+3 322
+F2

F2\ dsb,
+(1+F2) dt?}.
Wir wollen nun versuchen, die Koeffizienten der Kreispunkt-
karve (20) durch die Koeffizienten der direkten Bewegung
auszudriicken. In den Gleichungen (19) des § 3 hatten wir
bereits die Differentialquotienten von F'(f,) nach ¢, durch die

Differentialquotienten von f(¢) nach ¢ ausgedriickt. Mit Hilfe
der dort gefundenenen Resultate konnen wir die in den

dt,

Fl ‘
F

b,
dt,

¥)
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Koeffizienten der Gleichung (20) enthaltenen Ausdriicke von
F(t,) durch folgende von f(t) ersetzen:

=140
1+£;"_’_1+27}2_§i
(24) 1+2%—1¥=1+’%
LA L= %f_2¢+3%—f;’f
N

Fithren wir in den Gleichungen (22) und (23) die Werte der
Gleichungen (19) ein unter Beriicksichtigung von (24) und
unter Ersetzung von ¢, durch —¢, so erkennen wir nach etwas
langwieriger Rechnung, die hier iibergangen sei, daB sich die
GroBen ay, ... usw, aus den GréBen a... usw. wie folgt zu-
sammensetzen lassen:

auz—%—(ﬂsint—}—acost)

Pu= 710 (asin t — B cos tj

25 , ,
(38) a1u=~’1;{sint(3a+3%ﬂ+ﬂl)—cost(3ﬂ~?%a—al)}
ﬂw=-’{-{smt(3ﬁ-—3§1a—al)+cost(3a+3§iﬁ+ﬂ1)}.
Dann wird:
B ayubu——53{(@h— 0, p) +3 @+ )
1 3 2
o) —{@p-ap) +30,37
tutiu+ fubuu= g {(ne + ) +3 L (a4 )
Y P
T {( BB+ 3 QlN}
da nach (8)

a’4 f2= (1+ %) (x1’02+y;2)=91N“‘ ist.
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Beachten wir noch, daB nach § 3

=2

r

ist, dann driicken sich zufolge der Relationen (24) und (26) die
Koeffizienten der Gleichung (20) durch die der Gleichung (13)
folgendermaBen aus:

P,— P
Luz"’l(L"}‘BgiN)

)
M,—— (3" N
f( AL

W= 4
sodaB die Gleichung (20) geschrieben werden kann:
Pl SR g, (L 3giN) —n, (M-8 g1 )
% &y =0

Jetzt haben wir noch, um die Kreispunktkurve der um-
gekehrten Bewegung zu erhalten, wie auf Seite 18 die Ebene &, 4
auf ihre momentane Phase zu transformieren vermittels der
Relationen:

52 =&, f(1), ;72 =n,[(t)

und erhalten:

2 2 F2 2 &
P& B S g san) - st )

+ Qf;d’lz —0.
Multiplizieren wir mit f* und transformieren auf das =z,, y,-
System, so nimmt die Kreispunktkurve der umgekehrten
Bewegung die Gleichung an:

P(x§+y§>“’+<x§+y§){(L+3efN)wz+(M—3 L N)?”}
+ Qzyy, = 0.

Sie ist also eine Kurve der gleichen Art wie die Kreispunkt-
kurve der direkten Bewegung. Bei den starren Systemen be-

Hartmann. 3

(27)
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stehen zwischen den beiden Kreispunktkurven gewisse Be-
ziehungen, die sich aus der Tatsache herleiten, dab die
Kriimmungszentra der Bahnkurven, welche die Punkte der
Kreispunktkurve der direkten Bewegung beschreiben, auf der
Kreispunktkurve der umgekehrten Bewegung liegen. Diese Be-
ziehungen bleiben fiir die #hnlich verinderlichen Systeme nicht
bestehen, da hier der Kreispunktkurve als Ort der zugehorigen
Kriimmungsmittelpunkte, wie wir spéter sehen werden, eine
Kurve fiinfter Ordnung entspricht (s. S. 59).

§ 5.
Die Kriimmung der Polkurven.

Es handelt sich in diesem Paragraphen darum, das Analogon
zu der fiir starre Systeme so bekannten speziellen ,Euler-
Savaryschen Formel“ aufzustellen, die einen Zusammenhang
zwischen den Kriimmungsradien der beiden Polkurven und dem
Durchmesser des Wendekreises gibt. Die feste Polkurve besaB
nach § 2 die Gleichungen:

1 (db, fday L (da fdb
Tp=a— ( 7 dt) Yr= [+ (dt f dt)'
o s

Die ersten Differentialquotienten nach ¢ kénnen wir mit Hilfe
der Formeln (8) des § 4 durch die GréBen a und # ausdriicken: -

L1 (r L1 (f' ,__)
Tp 1+Lf;(f (l+ﬁ)» !/2) ]+ff‘rz ’ f a

Wir bilden die zweiten:
sh= gl = )
L)
iyl FF S w1

—2 (=R )
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und erhalten fiir den Ausdruck zyy, — ypxy den Wert:

%%’”%=7§29K7—%W“+m)(+fﬂ(u —p3)).

Nun lassen sich die Differentialquotienten von a und g wie
folgt durch die GréBen a, 8, a,, B, ausdriicken:

i e e o (o £

T L A Y

sodal:
T v i ot s Gy I s (R

1+7

wird.

Dann aber ergibt sich unter Riicksicht auf:
o (e s )=
obiger Ausdruck zu:

(5= 1)~ (135~ E)) ¥

(1+7)
Der Kriimmungsmittelpunkt der festen Polkurve im Pol hat die

Koordinaten: @y

.ib‘m—“———.l'p-——; 7 yp
wp?/p YoTp

/2
+ Yo .7)}, .

@) @pys—vpy=

- +— Tl
Ym="Ur TpYp — YpTp

In dem an den Pol verschobenen und um den Winkel ¢

. x!
(Slll @ = — .-?!/NE, 008 @ = — _l_é’_)
gedrehten x,,y,-System ergibt sich dann vermdge der Trans-

formationsformeln:
. 1
@ =y + 7, 008 P — 1y Sin @ = Tp + - (— % Th + ¥, ¥})

. 1 )
Y= Yp+ T sin @+, 008 @ =y + 7 (— L Yp— Yo 7p)
3%



fiir diese Koordinaten:
N8

3 =20 -
) Fom ’ Youm TpYp— Yp®p
und wir finden aus (2) und (3) fiir den reziproken Kriimmungs-
radius der festen Polkurve, wenn wir demselben das Vor-
zeichen der Ordinate des Kriimmungszentrums geben, den Wert:
o 1 M08 (GGseanan

B, (1+ 27 )Ns
Die Gleichungen der Systemkurve s, deren momentane Phase
die bewegliche Polkurve ergibt, lauteten nach § 2:

=L lgpe(de_ 1 40} db  f dajl
—f—(T-r—f?,i){smt(dt 7 dt) cost(dt+f dt)}

=gl () e )

Wir kénnen also die Koordinaten des Systempunktes &, , 7, aus
denen des festen Poles wie folgt zusammensetzen:

&, = —%— {(wp—a) cos t + (yp— b) sin t)}
(5) 1
M= 7 {-— (wp— @) sin t + (y,—b) cos t)}

- und bekommen fiir die ersten Differentialquotienten nach ¢:
: 1 .
6) &= —,lf (xpcost+ypsint), n,= - (— ap sint + yp cost),
woraus folgt:
d&q\2 dnq\? déq\2 d"?n JVg
el - () ) - o -
: (dt1)+(dt,) i) T\ ) —p@ =g

oder:

‘ d 1 ds,
- don _ 1 ds,
dat f odt’
Hiervon ist in unseren bisherigen Untersuchungen schon mehr-
fach Gebrauch gemacht worden. Die zweiten Differential-
quotienten ergeben sich zu:



— 37 —
§;=%{(—x';,sin t+ypoost) — %(x;, cos ¢+ yp sin f) + (g cost + yjp sin t)}

N =%{—(x§,cost+ Ypsint) — —'; (—ap sint + yp cost) + (--ap sin t + y cos t)} ,

sodaB
Sty — My = 7 {0 — vh) — (@ + )}
(8) o "“2(1"‘2”;;:"—%)1\72_(“131_“1/9)
B (1)

wird. Die Systemkurve 7 hat im Punkte &, 5, die Kriimmungs-
mittelpunktskoordinaten:

EX
Em =&y — 'y
’5717771_7771571
g2 4q2
I g

Verschieben wir das & »-System an den Punkt &,, 7, und drehen
es um den Winkel p—%, so entsteht ein &!,#!-System, welches
gegen das auf Seite 17 eingefiihrte &,,7,-System um 180° ver-
dreht, also mit dem w,,y,-System parallel ist. Zwischen dem
& m- und dem ¢}, n)-System bestehen dabei] die Trans-

formationsformeln:
§=§&,+ &, cos(p—1t) —n, sin(p—1)
=&, + —th {—5; (wp cos t 4-yp sin £) + n} (—x)p sin t 4y, cost}}
1 =1y, sin(p—1) +n, cos(p —1)
1 . , .
=N+ 5 {——E; (—xp sin t 4y cost) — y (xp cos t + y, sin t)} .

Mit ihrer Hilfe finden wir fiir die Kriimmungsmittelpunkts-
koordinaten der Systemkurve s unter Beachtung der Gleichungen
(6) und (8):

E;,mzo; .

1 — . —
R Y G ) R AT A R R
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Wir bilden jetzt von der Kurve m die der Systemlage ¢ ent-
sprechende Phase z; dann hat das Kriimmungszentrum der
so gewonnenen beweglichen Polkurve 7 die Koordinaten (vergl.
S. 18 und 20):

J— 0 J— Na
10 Zam o Y (@Y — Ypxp) — 0% Y5

und somit besitzt der reziproke Kriimmungsradius der
beweglichen Polkurve unter der bewuBten Festsetzung des
Vorzeichens den Wert:

(11) 1 2(1+2fz "I" N2+ (i — )
B
n (1+ /T)N.;

Derselbe 1#Bt sich auch schreiben:

- 1+2L———’f} 3(1+2f':--Ir;)zvu(«,sl—alm
e (1+5) N ~ (1+75) v

und infolgedessen wegen den Gleichungen (10) des § 3 und

(14) des § 4 auch: 1 I
Rz — 4, Q@

w

Nach Seite 27 besitzt der Kreis, welcher den die Polbahn-
tangente beriihrenden Zweig der Kreispunktkurve im Pole

oskuliert, den Durchmesser do_—.—%; also gilt die sich
auch bei Miiller findende Beziehung:

1 3 1
(|2) ;{—,—*t_—jo-——%

Ist af, —a,f=0, so oskuliert nach Seite 29 der Wendekreis
die Kreispunktkurve, es ist also d, = d,. Dann gilt aber
nach (12): ) g
fﬁ—zd—’ d,,,=2R;,,

(s

d.h. derWendekreis oskuliert auch die bewegliche Polkurve im Pol.

Satz: Ist af, —a, =0, so oskuliert der Wendekreis
neben der Kreispunktkurve auch die bewegliche Pol-
kurve im Pol. '
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Zwischen den Kriimmungsradien der festen und der be-
weglichen Polkurve besteht nach (4) und (11) die Beziehung:
(13) v _ 1

Ry Rp Ny

Andererseits gilt zwischen den Durchmessern des Wende- und
des Riickkehrkreises nach (10) und (23) des § 3 die Relation:

1 1 2
14 e
(14) d, d, N’
sodaB wir mit Miiller die Beziehung finden:
1 1 I 1 1
<4 — o
(15) Ry R, 2 (dw d¢.)'

Da nach Seite 21 fiir alle dhnlich verinderlichen Systeme, deren
f(t) = Cekt ist, d, = — d,, ist, geht fiir diese speziellen #hnlich
verinderlichen Systeme, zu denen auch die starren Systeme
als Sonderfall hinzugerechnet werden kénnen, Gleichung (15)
iiber in die Euler-Savarysche Formel:

1 | !

R, R,  d.°

§ 6.

Das Zerfallen der Kreispunktkurve.

1. Das Zerfallen der Kreispunktkurve in
2 Kegelschnitte.

Wann zerfillt die Kreispunktkurve:
1) P+ + @ity (Lo, + My,) + Quy iy =0
als Kurve vierter Ordnung in 2 Kegelschnitte?
Der Ansatz fiir die in 2 Kegelschnitte zerfallende Kurve
vierter Ordnung lautet allgemein:
(@, 34 2157 Yo+ Gop Y + 2015y + 2 gy Y+ g) (by, 23
F 2byy @Yy + b Y + 20137y + 2by5 15+ byy) = 0.

Da in der Gleichung der Kreispunktkurve kein Absolutglied
auftritt, muB in (2)

(2)
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(3) gy by =0
sein; da ferner die Kreispunktkurve keine linearen und rein-

quadratischen Glieder enthilt, miissen in (2) noch folgende
Bedingungen erfiillt sein:

2(ay3b35+ @y by5) =0
2(@agbgg+ gy byg) =0
Ay byt Agg by + 40,0, =0
Oy Dgg + Ogg by + 4 gy by = 0.

Der Bedingung (3) kann auf drei verschiedene Weisen
geniigt werden:

(1) agy=0, byy+0; (IL) ag340, byy=0;
(IIL) ag=0, by =0.
Fiir den Fall (I.) miiBte wegen (4) a,, = @,3 = a,; = dy, = 0 sein,
dann wiirde Gleichung (2) zu
(8) 2 aty5, gDy 22+ 2by5%a Y5 059l + 215 +2Dygly +-0g5) = 0
Da in ihr keine vierten und keine dritten Potenzen von x, und y,

vorkommen, miiBte die Gleichung der Kreispunktkurve (1) sich
fiir den vorliegenden Fall reduzieren auf:

(4)

ZyYy = 0.
Dies aber erfordert, daB in der Gleichung (5)
b,y =0bg =Dy, =1b,,

ist. Hierdurch wiirde sich der cine der Kegelschmtte auf by =0
reduzieren, was unmdoglich ist.

Der Fall (IL) erledigt sich in analoger Weise.

Der Fall (IIL) spaltet sich wegen (4) in vier Unterfiille,
ndmlich: y) o g 0,  2) by=—by,y=0

3) a,,=b,;=0, 4.) by, =ay,=0.
Die beiden ersten Unterfille fiihren ebenfalls auf Unmdglich-
keiten, z. B. wiirde bei 1.) der Ansatz lauten:
(6) (@, B2+ 20, %, Yy + 030 Y3) (by T3+ 201, 2y Y + by Y
+ 2b, 2, + 2by,1,) = 0.
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Soll nun Gleichung (1) mit (6) iibereinstimmen, so miiBte
Q=0

@ ist aber = 3 (1 -+ %)21\7*,

sein;

kann also nimmermehr der Null gleich werden.

Der Unterfall 2.) ist mit dem ersten ganz gleichbedeutend,
daher auch unmdéglich. Ebenso sind der 3.) und 4.) Unterfall
in ihrem Wesen identisch, wir konnen uns daher auf den
3.) Unterfall beschrinken und finden:

Fiir das Zerfallen der Kreispunktkurve in 2 Kegelschnitte
ist nur ein Ansatz erlaubt von der Form:

(@, 23+ 20,y Yy + Qoo Y2+ 2 0n3Yy) (0 22+ 20,57, 1,
+ go Y3+ 2b,57,) = 0.

Zufolge dieser Gleichung kann also die Kreispunktkurve
nur in 2 Kegelschnitte zerfallen, von denen der eine im
Koordinatenanfang die x,-Achse, der andere daselbst die
Y,-Achse beriihrt. Dieses Resultat konnte man voraussehen,
da ja die Kreispunktkurve im Koordinatenursprung beide Achsen
beriibrt und demgemiB diese Eigenschaft auch bei dem Zer-
fallen der Kurve erhalten bleiben muB. Bedenken wir ferner,
daB die Kreispunktkurve eine bizirkulare Kurve vierter Ordnung
ist, also die beiden imagindren Kreispunkte der Ebene als
Doppelpunkte besitzt, so erkennen wir, daB, damit diese Eigen-
schaft beim Zerfallen der Kurve bestehen bleibt, die beiden
obigen Kegelschnitte nur zwei Kreise sein konnen. Wir finden
somit den

(M

Satz: Die Kreispunktkurve kann nur in zwei Kreise
zerfallen, von denen der eine im Ursprung die 2,-A chse,
der andere daselbst die y,-Achse beriihrt.

Schreiben wir fiir 20y, Uyq, fiir 2b,5:0,4, so lautet die
Gleichung der zerfallenden Kreispunktkurve:

8) (@41 (T3 + Y3) + Aoy Yy * [byy (23 + ¥3) + Dy, ) =0.
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Soll .nun die Gleichung (1) mit (8) iibereinstimmen, so miissen
die Faktoren der einen Gleichung proportional sein den ent-
sprechenden der andern. Es muB mithin:

P=1ia,b,

L=ia,b,

M =Ab,, ay,

Q=1Aayb;
sein und demzufolge tritt ein Zerfallen in zwei Kreise nur ein fiir:
9) PQ=LM.

9. Das Zerfallen der Kreispunktkurve in eine Kurve

dritter Ordnung und eine gerade Linie und Ldsung

der dabei auftretenden Differentialgleichung dritter
Ordnung. '

Wir machen hier wieder von der Tatsache Gebrauch, daB |
die Kreispunktkurve vierter Ordnung je zweimal durch die
imagindren Kreispunkte der Ebene geht. Da es nun keine
Kurve dritter Ordnung von der gleichen Eigenschaft gibt,
sondern eine Kurve dritter Ordnung die imagindren Kreis-
punkte hochstens nur als einfache Punkte besitzen kann, so
muB bei dem in diesem Kapitel angenommenen Zerfallen der
bizirkularen Kurve .vierter Ordnung ueben einer zirkularen
Kurve dritter Ordnung die unendlich ferne Gerade auftreten,
die ja die Kreispunkte enthilt.

Satz: Die Kreispunktkurve kann nur in eine zir-
kulare Kurve dritter Ordnung und die unendlich ferne
Gerade zerfallen.

Dies tritt ein fir P=0 und die zirkulare Kurve dritter
Ordnung hat die Gleichung:
(w§+ yZ)(L% + My,) + Qx2y2 =0.
Wir erkennen leicht, daB diese Kurve dritter Ordnung wieder

entweder in die Polbahntangente und einen die Polbahnnormale
im Pol berithrenden Kreis (fiir L =0) oder in die Polbahn-
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normale und einen die Polbahntangente im Pol beriihrenden
Kreis (fir M =0) oder in die Polbahntangente, -normale und
die unendlich ferne Gerade (fiir L =M =0) zerfallen kann und
finden somit den

Satz: Die Kreispunktkurve kann endlich noch in
die unendlich ferne Gerade, einen Kreis und eine
Gerade oder in die doppelt zu zihlende uneundlich
ferne Gerade und zwei Gerade zerfallen.

Die GroBe P, die der Null gleich gesetzt die Bedingung
des Zerfallens der Kreispunktkurve in die unendlich ferne Gerade
und eine Kurve dritter Ordnung angibt, hat nach § 4 den Wert:

e ) e i B et

der sich zusammenfassen ldBt zu:
f ) 7 f”)_ 7(1 r )f“-’___f"
(+f2 (f+f A\t (f2 f)'
Die Bedingung P=0 1dBt sich demnach schreiben:
(1) FEEHFDE )+ 3+ (f2= ff)=0

und wir erhalten den wesentlichen

Satz: Ganz unabhéingig von der sonstigen Bewegung
des dhnlich verdnderlichen Systems zerfillt fiir jedes
f(t), welches obiger Differentialgleichung dritter
Ordnung geniigt, die Kreispunktkurve einer jeden
Systemlage in die unendlich ferne Gerade und eine
Kurve dritter Ordnung.

Wir wollen uns jetzt mit der Losung der Differential-
gleichung dritter Ordnung (1) beschiftigen. Da sie nur die
Funktion f und ihre Ableitungen, nicht aber das Argument ¢
enthélt, konnen wir sie auf eine Differentialgleichung zweiter
Ordoung reduzieren, indem wir setzen:

ot g gt p 2O e (o
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Fiibren wir dies in (1) ein, so erhalten wir:
2

und nach Abspaltung der Lésurig f=0, f= K bleibt die
Differentialgleichung zweiter Ordnung:

@ £+ 14 () 2L+ 3p (pp2F) (- £55) =,

dar) "l dre

Wir fiihren jetzt fiir f' eine neue Verdnderliche F'(f) ein
mittels der Substitution: '

® f4 P =F (),
Dann gelten die Beziehungen:
fpr=F(p), = F—f
,dff 1 dF ,df 1 dF
M+ == Far=war 1
are @ _ 1 EF O\ _p_ L pd¥
1+(7.i7)+f arr 2 dfe’ f(f df)_F 2" ar
und unsere Differentialgleichung (2) geht iiber in:
1 d2F 38 dF 1 ,dF
P+ (P 5 ) =0
oder:
a@zF dF (1 1 dF
@ a2 (e ar) =0
Dieselbe konnen wir auch wie folgt schreiben:
@F -
a7 1 Tar
ar +3 (f 2 F )"O
ar
aF
4( g7 . aF
T ar . ar ) __
a7 — 13 F T 9 F =0
af
a(ar) af
f f 1 dF \



Die Integration ergibt:

ar | . .1
lg—gr +30gf —5lgF)=

dF-fs
ar-F¥
aF _ Cdf

®) F& 3

Die Verdnderlichen sind getrennt und wir konnen nochmals

integrieren:
1

F_; _Cf_ +K
LG g GHEP
122 L B

oder wenn wir quadrieren und bei den Konstanten die Indizes
wieder fortlassen:

_r
™ F=oimme

Da nach (3) F'= f*+f'®* war, haben wir jetzt noch die

Differentialgleichung zu ldsen:

(8) f2+f/2= (C_l_fo-Z)?_
oder:

f'= e VI —(C+ KT
Durch Integration folgt:

C+ Kf? af.
FV—{C+Kf3?
Wir beschiftigen uns jetzt mit dem Integral:

J—__f C+ Kf? df.
FViE—(C+Er)e

Zunéchst substituieren wir:

(9) t+ec=

d d d
*— vy, ofdf—du, 7’0 =
Dann wird unser Integral zu:

gL C+Euw du:‘i C+ Ku duw
2 uwyu—(C+EKup 2) wy—K2u?+ 1-2CK)u—C2
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und spaltet sich also in die beiden Integrale:

J K du
1= 9 >
V-K?u2+ (1-2CK)u—C(?
und o P
Jy—= Y

2) wuy—K22+(1—20K)u--C2 °
Nun ist allgemein:

du 1 . Au+ B
_— ———— arcsin (— ——-————)
VAuw2+2Bu+ C V-4

yB2—4AC
und vermittels der Substitution w.— %, du=— i: :
° du _____/’ dz .
Jul/Au2+2Bu+C JVC2+2Bz+ A
1 . ( Cz+B) 1 . ( C+ Bu )
—— aresin [— ———"|=— — ——— aresin [ ————==|.
V-0 VB —AC y—C uwyB—AC
In unserem Falle ist fiir A zu setzen —K?
B ” % —CK
’ C ” ” —C?

und demnach wird:

Jy = K% jlf aresin (—- M) = % aresin (5____._—2“ +OK— %)
(10) Vi-CK Vi-CK

T ]
20 uyi—CK 2 uyt—CK

Diese beiden Integrale haben wir zu addieren. Zwei arcsin

konnen wir aber nach folgender bekannten Formel zusammen-
fassen:

aresin w, — arcsin w, — aresin [w, YI— w2 —w, Y 1— w?].
Bei uns ist:
K2u+CK—1}

W= w, — CE—Put C?
' Vi—-CK ' 2 w)i—CK
1--—")0’ _ —K¥K*uw’—u+2CKu+ (% )

o 1-CK
1-—— w? — —*(K*ut—u+2CKu+ c?)
> w(G—CK)

w, Y1—w? —w, Y1 —w? = %‘TC% V- wK-C)*+ (1-4CK)u.
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Also wird die Summe der beiden Integrale (10):

2(uK—-C 1
(1(1&4—‘01012"(1_4 CK)u— (uE—C)3)

und damit ist die Differentialgleichung (8) geldst.
Wir wollen aber noch u als Funktion von ¢ ausdriicken.
Aus (11) folgt:
sin 2(t4 ¢) =
quadriert gibt:
(1-4 CK)?u?-sin®[2(t+c¢)] = 4 (u K- C)*[(1-+ CK)u—(u K- C)?|
(1-40K )*u?— (1-4CK )*u? cos® [2 (t-+¢)] — 4 (1-4 CK ) (uK—C)*u
+4(uK-C)*==0
[2(uK—-C0) —(1—4CK ) u]*=(1—4CK)*u® cos® [2(t+c)).
Wir ziehen links und rechts die Wurzel und erhalten:
2wK—C)?—(1—4CK)u =+ (1—4+CK)u cos [2(t+c)]
2(uK—C)=(1—4CK)u[l +cos 2(t+c)]
(12)  (uK—C)*= (1—4CK) u ®% (t+c).

sin?

(1) t4e=+ arcsm{

..(uK~—C)

Wir fiihren die folgende Rechnung nur fiir cos weiter. Division
durch K? gibt:

(u — %)L (KL —4 —~) u 008? (£ 40).

Setzen wir:
C

1, C
=0, m—4tp=2K,

K2 K
so geht die letzte Gleichung iiber in:
(u— C))?*= 2K, u cos® (t+¢c)
u?—2u[C, + K, cos? (t+¢)]+ C*=0.
Die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung sind:
u=C, + K| cos®(t+c) + cos(t+¢) ¥ 2C, K, + K* cos®(t+c),
‘die wir auch schreiben kénnen:
u=C, + (YK, cosc-cost— /K, sin ¢-sin £)? + (K, cos ¢ - cos
~ VK, sinc- Si“t)VZC’,-{—(j/Tf;oosc -cost — K, sinc-sint)2.




Setzen wir:
C,=¢,, —VK since=c, VK, cosc=c,
so ninmt » die Gestalt an:
u=c¢, + (¢, sint + ¢, cost)®

~+ (¢, sint + ¢g cost) 1/ 2 ¢, + (¢, sint 4 ¢, cos?)?

(13)

Nach Seite 45 war u = f?(t) gesetzt worden. Da nun in
(13) 2u das vollstindige Quadrat liefert:

2u = [(c, sint 4 ¢, cost) + ¢/ 2 ¢, + (¢, sin t + ¢, cos 2]’

konnen wir links und rechts die Wurzel ausziehen und erhalten,
wenn wir noch
C,
6 =Fy, V—%:km %) 3
setzen, fiir f(¥) den Ausdruck:

(14) f(t)=k,sint+k, cost+ ¢/ k,+(k, sint + k; cos?)*.

Wir haben aber noch eine Lisung iibergangen. Wir durften
némlich (12) nicht durch K? dividieren, wenn K=0 ist. Fiir
K=0 wird (12) zu: '

C?* =wucos?(t+c) =[2cos?(t+4c)
f—+ C C

— cos(t+¢) = L Cosc-cost —sinc-sint

1
f(t)= ¢, sint + ¢, cost

(15)

Hiitten wir in (12) statt cos den sin gewdhlt, so wiirden sich
in (14) und (15) nur die Konstanten &ndern.

Wir finden den

Satz: Die Differentialgleichung (1) besitat die
Lésungen (14) und (15), also zerféllt fiir jedes dhnlich
verinderliche System, dessen f(f) einen der genannten
Werte besitzt, die Kreispunktkurve in die unendlich
ferne Gerade und eine Fokalkurve dritter Ordnung.
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Anuf Seite 22/23 fanden wir, daB fiir /() = m

Wendekreis, fiir f(t)=¢, sint+ ¢, cost der Riickkehrkreis zur
1

"¢, sint+ ¢, cost
[nach (15)], als auch f(¢) =, sint + ¢, cost [nach (14) fiir k, = 0]
partikulédre Integrale der leferentlalglelchung P=0 smd, gilt
der weitere

der

Polbahntangente entartet; da nun sowohl f(t) =

Satz: Artet bei einem &#hnlich verdnderlichen
System der Wende- oder der Riickkehrkreis in die
Polbahntangente aus, so zerfallt auch die Kreis-
punktkurve in die unendlich ferne Gerade und eine
Fokalkurve dritter Ordnung.

(Wohlgemerkt, der Satz gilt nicht umgekehrt.)

Die Differentialgleichung P——O bleibt ungeindert, wenn

man an Stelle von f(t) setzt ———. Die Folge davon ist, daB wenn

ft

die Kreispunktkurve der direkten Bewegung in eine Fokalkurve
dritter Ordnung und die unendlich ferne Gerade zerfillt, das

Gleiche bei der umgekehrten Bewegung, bei welcher ja
an die Stelle von f(¢) tritt, stattfindet.
Es ist daher auch

1) f)=

1
f®

1
kysint + ke cost + Yk, + (k, sint + &, cos £)2

eine Losung der Differentialgleichung P=0. Aber sie bringt,
wenn k, -+ 0, nichts Neues, da ich sie auch schreiben kann:

(ko sin ¢ + kg cos t) T Vk, + (ky sint + k, cos )2

fit)— etV
=K, sint+4 Ky cost+ ¢ K, + (K, sin t + K, cos t)*.

Fiir k, =0 wird (16) zu:
1
f(t)———- ¢, sint+e¢,cost’

was schon in (15) beriicksichtigt wurde.
Hartmann. 4
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3. Einiges Geometrische iiber die Kreispunktkurve
dritter Ordnung.

Wir haben soeben gefunden, daB fiir die Losungen der
Differentialgleichung P = 0 die Kreispunktkurve in die unendlich
ferne Gerade und eine zirkulare Kurve dritter Ordnung zerfillt
von der Gleichung:

1) (x3+y3) (L, + My,)+ Qz,y, = 0.

Diese Kurve hat im Pole ® einen Doppelpunkt und beriihrt da-
selbst die Polbahntangente und -normale (Fig.3). Sie ist wie die
Kreispunktkurve der starren Systéme, deren f(f)=1 ja als
partikulires Integral der Differentialgleichung P=0 betrachtet
werden kann, eine Fokalkurve dritter Ordnung ¢ und kaon als
solche erzeugt werden durch die Schnittpunkte entsprechender
Kurven eines Kreisbiischels mit in § vereinigten Grundpunkten
und eines ihm projektiven Strahlenbiischels, dessen Strahlen
durch die Mittelpunkte der zugeordneten Kreise gehen. Be-
zeichnen wir das Zentrum des Strahlenbiischels — das Fokal-
zentrum der Kurve ¢ — mit C, so liegen die Mittelpunkte jener
Kreise auf der durch P gehenden Geraden, die zu B C in bezug
auf die Polbahntangente symmetrisch ist — die Fokalachse von c.

Fiir die starren Systeme ist die Fokale dritter Ordnung
eingehend untersucht worden, vor allem von Rodenberg!)
Griibler?), R. Miiller?), Allievi*). Aber auch schon friiher
wurde diese Art von Kurven dritter Ordnung rein geometrisch,
unabhiingigvon der Kinematik behandeltvon Salmon-Fiedler?),
Eckart®, Schréter”), Durége®). Soweit die Sitze und Kon-
struktionen aller der genannten Autoren rein geometrische
Eigenschaften der Fokale dritter Ordnung betreffen, behalten

1) Zeitschrift fiir Mathematik u. Physik, Bd. 86, S. 271.

3) Zeitschrift fir Mathematik u. Physik, Bd. 87, S. 85.

3) Zeitschrift fiir Mathematik u. Physik, Bd. 87, S. 129 u. 417.
4) Cinematica della Biella piana, Napoli 1895, p. 35.

5) Kegelschnitte.

%) Zeitschrift fiir Mathematik u.' Physik, Bd. 10, S. 321.

7) Math. Aunalen, Bd. 5, 8. 50, u. Bd. 6, S. 85.

$) Math. Annalen, Bd. 5, 8. 83.
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sie auch fiir die als Kreispunktkurve unsrer speziellen #hnlich
veriinderlichen Systeme auftretende Kurve dritter Ordnung volle
Giiltigkeit, soweit sie aber mit der Bewegung der starren Systeme
in Zusammenhang stehen, natiirlich nicht. Es seien hier fiir
unsere Kurve (1) nur wenige Sitze iiber die Kriimmung im
Pol, die Asymptote und den Wendepunkt angefiihrt, im iibrigen
aber auf die angegebene Literatur verwiesen.

Allgemein besitzt eine Fokale dritter Ordnung, wenn man
ihren Doppelpunkt zum Koordinatenanfang und die rechtwinklig
aufeinander stehenden Tangenten in demselben zu Koordi-
natenachsen macht, die Gleichung:

@ (@2 +y?) (nzy +my,) — 2(m? 4 n?) x,y, =0,

wobei nzx, +my, =0 die Gleichung der Fokalachse g bedeutet,
wihrend m und n die Koordinaten des Fokalzentrums C sind.
Sollen nun die Gleichungen (1) und (2) tibereinstimmen,

so mubB " 1L m o

Bmian) T QT 2miied @

sein. Die Koordinaten des Fokalzentrums C lauten sonach:

. M@ - L@
3) M=—9wmry T T adEroa-
wihrend .
(4) Lz, + My, =0

die Gleichung der Fokalachse g ist.

Fiir starre Systeme gilt nach Miiller!) der Satz, daB wenn
wit in C auf P C ein Lot errichten, dieses die x,- resp. y,-Achse
in den Kriimmungsmittelpunkten M, resp. M, der Kreispunkt-
kurve im Pol trifft. Dieser Satz bleibt fiir unsre #hnlich ver-
dnderlichen Systeme bestehen. Denn die Gerade P C hat die

Gleichung: La, — My, —0
und das in C auf P C errichtete Lot die Gleichung:
(5) Ly, + Moy + 2 —o.

1) Zeitschrift fiir Mathematik u. Physik, Bd. 36, S. 197.
4*
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Letzteres schneidet somit die z,-Achse im Punkte o, = — % ,
die y,-Achse im Punkte ye=———§9f. Dies sind aber nach

Seite 27 in der Tat die Kriimmungsmittelpunkte der Kreis-
punktkurve im Pol.

‘Wir wollen jetzt die Asymptote unsrer Fokalkurve be-
stimmen. Sie mége die Gleichung y, = m’x, + u' haben. Be-

Y2

Fig. 8.

zeichnen wir die Glieder dritter Potenz der Gleichung (1) mit Uj,
80 bestimmt sich der Richtungskoeffizient m' der Asymptote aus:

im U ?/_3)( h)]_
lim %= lim (1+w: L) =o,

L,=o00 Ly T, =

wenn wir hierin lim Y
@y =o0 Ty

m\(l—}-m‘*) (L+Mm')=0

= m' setzen.

Aus
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folgt als einziger reeller Wert:

m = — I{~
S I

Setzen wir I
Yo=— 73T+
in die (zleichung der Fokalkurve ein, dividieren durch x} und

gehen zur Grenze x, = o iiber, so erhalten wir zur Bestimmung
von u' eine lineare Gleichung. aus der sich

i Le

. m = T2 M2 T M
ergibt,
Die Asymptote hat also die Gleichung:
L L
(6) y2=__x+Lo+Ql‘[o'

Satz: Unsere Fokalkurve besitzt eine einzige reelle
Asymptote, die der Fokalachse parallel liuft und auf
der y,-Achse die doppelte negativ genommene Ordi-
nate des Fokalzentrums abschneidet.

Wir hatten auf Seite 28 bemerkt, daB sich die Kreispunkt-
kurve der #hnlich verinderlichen Systeme als FuBpunktkurve
eines Kegelschnitts fiir §§ als Lotpunkt darstellen liBt. Ist die
Kreispunktkurve dritter Ordnung, so ist besagter Kegelschnitt
eine Parabel von der Gleichung:

@) (Mz,—Ly,)*+ 2 Q (M, + Ly,) + Q> =0,

wie sich aus Gleichung (17) des § 4 fiir P=10 ergibt. Durch
leichte Rechnung finden wir, daB die Leitlinie dieser Parabel
durch den Punkt 9 geht. Damit bestiitigt sich der von
Schréter') gefundene Satz: ,Fillt man aus irgend einem
Punkte P der Leitlinie einer Parabel die Perpendikel auf
simtliche Tangenten derselben, so ist der Ort ihrer FuBpunkte
eine Fokale mit dem Doppelpunkt $“. Diese Auffassung
unsrer Kreispunktkurve als FuBpunktkurve einer Parabel setzt
uns instand, mit Hilfe eines ebenfalls von Schrotert) ab-

') Mathematische Annalen, Bd. 6.
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geleitoten Satzes die Wendepunkte unsrer Fokalkurve zu be-
stimmen. Schréter findet némlich: ,Die 3 Wendepunkte der
betrachteten Fokale (von denen nur einer reell, die beiden
anderen imagindr sind) liegen auf der Polaren des Doppel-
punktes P in bezug auf die Parabel.“

Die Polare des Punktes P in bezug auf unsere Parabel
besitzt die Gleichung:

(8) Mz, + Ly, + @ =0,

sie ist also der Geraden M, M, (Gleichung 5) parallel und hat auf
den Achsen doppelt so groBe Abschnitte wie jene. Damit haben
wir den Satz gefunden:

Die Verbindungsgerade der Punkte, in denen die
beiden Kriimmungskreise der Kreispunktkurve (dritter
Ordnung) im DPol die Achsen zum zweiten Male
schneiden, trifft die Kurve in ihrem einzigen reellen
‘Wendepunkte.

Wir konnen auch leicht die Koordinaten dieses Wende-
punktes angeben. Zu diesem Zwecke fiihren wir aus
8) y2=——]‘@—’119— in die Kurvengleichung (1) ein und er-
halten:

anen Lizd =M (Mx,+ Q)%

sodaB wir links und rechts die Kubikwurzel ziehen kénnen:

L{La,={MMz,+ Q).
~Demnach hat der Wendepunkt die Koordinaten:
3, . 3, =
M - —VL-
(9) Ly = —;K—%*:’ Y= 'T_L/—gt
LYL-MVM LYVL-MVM
Unsere Fokale schneidet den Wendekreis in dem Ballschen

Punkte B,, der .nach den Gleichungen (18) des § 4, da jetzt
P=0 ist, die Koordinaten besitzt:

_ dZM(Ldy+ Q) Yop— dy (Ldy+ Q)
M+ (Ld+ Q' 7287 @M+ Lde+ @

(10) Zo:p=
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§ 7.

Die erste Evolute der Bahnkurven und die zwischen den

Bahnpunkten und ihren ersten Kriimmungsmittelpunkten
bestehende Verwandtschaft.

Eine Bahnkurve hat an der Stelle «, y den Kriimmungs-
mittelpunkt u, v, dessen Koordinaten lauten:

(1) u=x—qy, v=y+qr’,
wobei gy
- .’)’71_7/” o ylxu

gesetzt ist.
Wir transformieren mit Hilfe der bereits wiederholt an-
gewendeten Formeln:

1 . . 1 y y
(2) x=xp-+ ¥ (- Ly X+ Yy :’/p)- Y=Yp+ N (_ LoYp-Ys x}')

auf das z,,y,- System.

In diesem haben nach den Formeln (7) und (8) des § 4
die ersten Differentialquotienten von x und y nach ¢ die Werte:

1 . : Yt
p— {__ (_’f_ fy— 1/},) Z, + (% Yp+ wp)%}
3) 1 ‘ '
- v {_ (;, Yp+ a:},) Ly — (—;: Zp _yﬁ)?h},

wihrend der Ausdruck z/y”— y'a“ als linke Seite W des Wende-
kreises nach § 3:

WwW=11 f’g r 2 2 /W N
@ W= (12 L @y — (1457
ist. Fiihren wir die Transformation aus, so ergibt sich

zundchst: o .
XY —Y %
N

T+ Y'Yp
49—

u2—_—x2———q

Upg =Y —
oder da nach (3):

2y — Yy = (2, + % ¥) N, vt y'yp=(Y— —;— 2,) N
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ist, wird die erste Evolute der Bahnkurve im z,. y,-System
dargestellt durch die Gleichungen:

vz:ye_i‘q(%xz—%)’
wobei nach (3) und (4) die GroBe ¢ die Bedeutung hat:
) (1+ ) @+

(12 fe— )@y = (L ) N

Fiir den Kriimmungsradius der Bahnkurve bekommen wir:

1Y 14+
(6) Rz__J/__f'

(5)

worin 7 = /2 4 y? gesetzt ist und W die linke Seite der auf
Null reduzierten Gleichung des Wendekreises bedeutet.

Mit der Kriimmung der Bahnkurven in ebenen &hnlich ver-
inderlichen Systemen hat sich Geisenheimer?) und vor allem
R. Miiller?) beschiftigt. Schon Geisenheimer gibt eine

" Konstruktion des Kriimmungsmittelpunktes zu gegebenem Bahn-
punkt, Miiller fiigt neue Konstruktionen hinzu und behandelt
dann eingehend das umgekehrte Problem: Zu einem gegebenen
Krimmungsmittelpunkt die zugehorigen Bahupunkte (es gibt
im allgemeinen zwei) zu bestimmen. Es sei nach dieser Richtung
hin auf die unten angefiihrten Arbeiten verwiesen.

Denken wir uns eine bestimmte Momentanlage ¢ des
shnlich veriinderlichen Systems vorgegeben, so vermitteln die
Gleichungen (5) eine Verwaudtschaft zwischen der Ebene S der
Bahnpunkte A4 (x,, y,) und der Ebene & ihrer zugehorigen
Kriimmungsmittelpunkte 2 (u,, v,). Aus den Gleichungen (5)
lassen sich leicht einfachere Beziehungen zwischen den beiden
Ebenen § und & herleiten.

1) Zeitschrift fir Mathematik u. Physik, 1879, Bd. 24.
%) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung, XIX,1910,
Heft 1 und 2.



Aus (5) folgt niimlich:
(uy — ) (? x?“‘?/‘z) + (v, —¥,) (xe+'?y2) =0

oder:

(M) ?(902—{;?/3) — (?x;_,—yg) (x2+ ./2) v, = 0.

Des weiteren lassen sich aus (5) folgende Relationen ableiten:

Uy Zy 40, Yy = (1— q) (22 + 32 )_x ;’yz{(%_ i)(x*—}—y?) (1+ ;z )N?/g}
. 2 g2 .
Uy Yy — Vg Ty = — l;“fl(xz‘l‘?/:):x_?u?y}{_%(l’{‘ 2 )( 2 Y, )}
also:
(u $2—|—Uzy ) f (1+ f )+ (u‘zyo ”qug)(";;“' ;u)
®) G
Nun ist aber nach (5) auch:
r 5
(9) 7(”’2 Ty) (v, — y,) = T(7§+y;) Ya
sodaB aus (8) und (9) die Gleichung resultiert:
S (TR (A Al T
(10)
| _ 'yl —
fN{f(u —x,) + (v, — ;,} 0.

Satz: Zufolge der Gleichungen (7) und (10) besteht
zwischen der Ebene § der Bahnpunkte 4 (x,,%,) und
der Ebene © ihrer ersten Kriimmungsmittelpunkte
A (u,, v,) eine ein-zweideutige Verwandtschaft.

Diese hat Miiller eingehendst untersucht. Von seinen
Resultaten seien hier zum Vergleich mit unseren folgenden
Untersuchungen tiber die zweiten Kriimmungsmittelpunkte der
Bahnkurven die hauptsiichlichsten kurz angefiihrt:

Jedem Punkte von § entspricht ein Punkt von &. Eine
Ausnahme machen die imaginiiren Kreispunkte I und J und
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der Pol . Jedem der Punkte %3, I, J der Ebene § ist nimlich
in & picht wieder ein Punkt, sondern eine Gerade zugeordnet,
nimlich dem Punkte 5 die Gerade $.N,,, die mit der x,-Achse
den in § 2 erklirten Winkel w bildet, dessen tanw:——’;%,
und jedem der imaginiren Kreispunkte seine Verbindungslinie
mit dem reellen Punkte Z, in welchem der Riickkehrkreis
von der Geraden y, = tan(w -+ x)+x, getroffen wird, wobei
tan y = —%f:i—,’;z))— ist. Jeder Punkt der imagindren Geraden
BT und BJ, zu § gerechnet, entspricht sich selbst. Liegt A (Fig.4)

Fig. 4.

auf dem Wendekreise W, so entspricht ihm in & der unendlich
ferne Punkt A, seiner Verbindungslinie mit N, Einem un-
endlich fernen Punkte A, ist in © ein unendlich ferner
Punkt A, zugeordnet, dessen Richtung mit der Richtung von
A, den Winkel y bildet. Der Polbahntangente von § ent-
spricht in & die Gerade v, =tany-u, und auBerdem, fiir den
Punkt B, die doppelt zihlende Gerade §.N,. Einer Geraden g
von S entspricht in & eine Kurve dritter Ordnung g, geht aber
g durch den Pol, so ist die entsprechende Kurve in & eine
Hyperbel, die im Pol die betrachtete Gerade g beriihrt.

Es seien jetzt umgekehrt die Punkte 2 der Ebene &
gegeben, ’



— 59 —

Dann entspricht jedem Punkte von & ein Punktepaar in_S.
Dem Punkte %, ist in S auBer 4, noch der Schnittpunkt
von N,A, mit dem Wendekreise zugeordnet. Zu einer be-
liebigen Geraden d von & gehort in S eine zirkulare Kurve
dritter Ordnung d, die im allgemeinen im Pol vom Wende-
kreis oskuliert wird. Alle diese Kurven d haben in den
imagindren Kreispunkten I und J gemeinsame Asymptoten,
die sich in einem reellen Punkte Z,, dem gemeinschaftlichen
Fokalzentrum aller Kurven d, schneiden. Geht die Gerade b
durch %5, so hat die entsprechende zirkulare Kurve dritter Ordnung
d in ¥ einen Doppelpunkt mit den Tangenten d und y, =0, wird
aber im allgemeinen vom Wendekreise nicht mehr oskuliert,
sondern nur beriihrt. Eine Oskulation mit dem Wendekreise findet
nur fiir die der Geraden BN, entsprechende Kurve d statt.

Auf Grund dieser Resultate kann Miiller die folgenden
Siétze aussprechen:

Einer Kurve nter Ordnung a von S entspricht in & eine
Kurve a von der Ordnung 3m. Aber jeder Durchgang der
Kurve a durch den Pol % vermindert die Ordnung der ent-
sprechenden Kurve a um eins, zwei oder drei, je nachdem @
mit dem Wendekreise in %3 einen oder zwei oder drei zusammen-
fallende Punkte gemein hat; jeder Durchgang der Kurve a
durch einen der imagindren Kreispunkte I, J vermindert die
Ordnung der entsprechenden Kurve um eins, die gleichzeitige
Beriihrung seiner Verbindungslinie mit Z,, bewirkt eine weitere
Verminderung der Ordnungszahl um eins.

Einer Kurve »t** Ordnung b von & entspricht in S eine
Kurve b von der Ordnung 3v.

Satz: Die ein-zweideutige Verwandtschaft zwischen
den Bahnpunkten und ihren ersten Krimmungsmittel-
punkten ist dritten Grades.

Zufolge dieser Resultate entspricht der Kreispunktkurve
von S in & eine Kurve von der Ordnung:
34— (14+2)—2.2=5
wegen L B IJ
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und jedem Kreis von 8, der die Polbahntangente in 5 beriihrt,
eine Kurve von der Ordnung: .
3.9—92 -2-—2
wegen B IJ

und zwar wieder ein Kreis.

§ 8.

Die zweite Evolute der Bahnkurven und die zwischen den
Bahnpunkten und ihren zweiten Kriimmungsmittelpunkten
bestehende Verwandtschaft.

Die Kriimmung der Babnevoluten hat fiir starre Systeme
R. Miiller?) untersucht, fiir die dhnlich verdnderlichen Systeme
liegt eine analoge Untersuchung noch nicht vor. Sie soll im
folgenden durchgefiihrt werden. Der Kriimmungsmittelpunkt
U, V der Bahnevolute u, v besitzt die Koordinaten:

9 D)
U= u—-%v’
(1) . W —v'u
T w242 ‘
I =7 + w vt — v'u
Da nach § 7 die Bahnevolute die Gleichungen hatte.
— ’2+y g XY
U==x (Ey“ x' y? 1—yi"auyu__ytxux'

finden wir fir die leferentlalquotienten von w und v nach t:
ma2+y1ﬂ "__ 2(m"a:“+y’y")(w‘y"~y‘x”) —_ (mlﬁ_l_yt%)(xlyu: — ylwlll) yl

w=x--
@ yu yt x' (wl yu —_ yl wu)g
u/ (w12+y12)(m ylu__y mtu)___3(my ylxll)(wlwll+ylyll) l: K ,
@y —yay Y e Y
x @
und analog: v'=—m @,

wobei nach § 3 und § 4 W= 0 den Wendekreis, K= 0 die Kreis-
punktkurve bedeutet.
Die zweiten Differentialquotienten ergeben sich zu:

K , WK-—2KW |, " ,
wi= gy TR = WRy e (WK 2 KWy
v.,z_%x/l_@;‘gf_wx'= W,{WKxur(WK' 2KW’)w‘},

1) Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Bd. 36, S. 193.
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sodaB die Ausdriicke %/2++v? und w'v’—v'w’ die Werte an-
nehmen:

/12 712=_I_f:_ /2 12)
w1 e @y

ulvu__vluu____ K* (x/ "o lxll)
= 57 @y —y
und mithin:

3 u12+v42 mla+y42
( ) ,u/lvll___,vlull = mlyll_ylxll

:q'

wobei ¢ die in § 7 Formel (5) angegebene GriBe ist.
Mit Riicksicht auf (2) und (3) gestalten sich dann die
Formeln (1) zu:

K K
(4) lf:u"_*—q we z'. V:1‘+QWy‘

Wir transformieren jetzt analog § 7 auf das x,, y,-System und
bekommen:

K xxp,+ K (1
U, =u,—q W?HIJNMZ U, +q—W7(-f’;—x ~—y2)

(5)
K :cyp Ty K f
'2_—”2‘{‘9“”72 — Drj“”—v + 4 e We (x2+‘f" y?)’

oder endlich wegen den Gleichungen (5) des § 7 nimmt die
zweite Evolute der Bahnkurve die Gleichungen an:

L/T‘l =, — (x —+ = y3)+q we ('ff_‘ 2—?/2)
(6) .
V2:y2+Q(’; ?/2)‘|‘an,(z+’;?/2)

wihrend der Kriimmungsradius der Bahnevolute sich
ergibt zu:

P ZER
PYl+i K
(7 R*.____V_st’_,

worin 7= {/z%+ y? gesetzt ist und W resp. K die linke Seite
der auf Null reduzierten Gleichung des Wendekreises resp. der
Kreispunktkurve bedeutet.

Den zu einem Bahnpunkt 4 (z,, y,) gehorigen Kriimmungs-
mittelpunkt A‘(T,, V,) seiner Bahnevolute wollen wir kurz als
zweiten Kriimmungsmittelpunkt von 4 bezeichnen. Dann ver-
mitteln die Gleichungen (6) bei vorgegebener Momentanlage des



ghnlich verinderlichen Systems eine Verwandtschaft zwischen
der Ebene S der Bahnpunkte 4 (x,, y,) und der Ebene ©' ihrer
zugehorigen zweiten Kriimmungsmittelpunkte A’ (U,, V,). Um
diese Verwandtschaft zu untersuchen, handelt es sich zunichst
darum, Verwandtschaftsgleichungen von niederem Grade als dem
der Gleichungen (6) zu finden. Diese schwierige Aufgabo soll
im folgenden durchgefiihrt werden. Dabei erinnern wir uns, daB
naeh friiheren Resultaten: ~
W=, (@; +y;) — 0, NV,

(8) K=P@:+y)+ (z;+y;) Lz, + My, + Qz,y,
_o@+y)
. W
ist (vergl. § 4).

Zum ersten gelten nach (6) folgende Beziehungen:
r _IL)

Uty + Vet = @3+ 9D (1—g+ L0 41

U2y2“nx~2"— (aﬂ+y2)( 7+ q “m)
aus denen folgt:
(U + Vay) + (Ut = Vo) b = @14y 1 —e,0)

— @y (1— SEEA)

Diese Gleichung kénnen wir auch in die nachstehenden Formen
bringen:

©8) W((Uyay+ Vg + e (Uyy,~TVaay) — @i +y2)) ==t +y)?
oder:

9

(02 —0p) @i+ y2)*+ @+ ydos [Ty, +Vayz)+’; (U= Vay)]

+Q1Nyz}“91Ny2{<ng yz) ’;(Uﬂya Vw2)}"‘0

Zweitens lassen sich aus den Gleichungen (6) auch folgende
Relationen ableiten:

(10) W3(Uy—ay) = ey(@i+y - Wy + Lon )+ (L oy =)}

(1) WiV, ) = eu@i+ D W F- 2 —v) + K (o0 + T}

(9b)
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Wir multiplizieren (10) mit %, (11) mit 4 und bestimmen x
und 1 so, daB
(Z;Txe—ye)”"i"(xg‘*‘%ye)l:vv?
=0, (‘T +?/o)2*9@192Ny2(x +y2)+92N2

wird; 'dann miissen » und 1 die Form besitzen:

x=ax,(x; +y;) +bx,y, + ¢y,

A=ay,(@; +¥) + by + v,

und es wird:

(oot i 0 0t

7
fsafran (o= e

Vergleichen wir mit W? so mub:

4= —;;Q;-’, b= —2 —;791 0. N, c¢=—oN?* ¢ = % o, N?

sein. Die GréBen x» und A ergeben sich also zu:
* =7fT {ine(xHyi)——?@le-zN%yr—%&Nzyg}
i=T ot @iy — 20,0, N3 + L0, Moy
Multiplizieren wir (10) mit », (11) mit A und addieren, so resultiert:
W l(Uy— )+ (Vy— )
TS | o

Dividieren wir hierin links und rechts durch W?-Z- und setzen
die Werte von » und A ein, so nimmt die letzte Gleichung
die Gestalt an:

w(U,— we){@ax (3 +y3)— 29192N‘7"292_%91N2?/2}
2
W (V= ) {039, @3+yD)— 20,0, N3 + L5 0, N2y}
_91(x2+?/2 {f K"Qe('x —|—y;)*—}—2@192Ny2(x’+y )
!
‘+‘ f Q:Nﬂx y‘a}

(12)

(13)
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Die linke Seite von (13) ldBt sich auch schreiben:

W {oy (Ty, 4 Vaya)loa @ +y2)—20, Ny ] — 0, N2y (U, — )
—-’;—(Vg — )] +20i0. Ny (3 -+y2) - o3 @iy

Die rechte Seite von (13) lautet unter Beriicksichtigung des
Wertes von K:

0@ Ay [P@3+y1) ™+ (@3+y2) Ly + My,) + Q]
— 0y @3+ [y (@3 +y2) — 20, Ny ]+ - 0 N2y ).
Nun hat nach Gleichung (14) des § 4 @ den Wert:
@=30}N?,

also wird mit Riicksichtnahme auf den Wert von W:

L Quyyt Lot Ny, =4 L 01 Ny, =4 0, N [0, (23 +93) - W),

sodaB die rechte Seite von (13) auch geschrieben werden kann:
e @+ {5 @i+ [P@y+y) + La, +My2]
—e @+ )0y (@) +y;) — 20, Ny, — ]; o Nz, | —4 = 91N$2 W}

Bringen wir je das letzte Glied der linken und rechten Seite
von (13) auf die andere Seite, so erhdlt die Gleichung (13) das
folgende Aussehen:

W{ég( ng2+V2ye) [92(x§+y§) - 291 Nyﬁ] - —? 91N2y2 [( U2-—.7}2)
"ﬁ(V Y]+ 20, N(x;+y3) [2%913"24“02?/2]} =

+y:)’{ Lo, [Plai v2)+ Lay + My, + eilesles—ed) (w3442
;';91N%+91 (2e, “Qe)Ny'z]}'

Jetzt dividieren wir die linken und rechten Seiten der Gleichungen
(9a) und (13a) durcheinander, dann entsteht eine Gleichung
vierten Grades in x, und y,, die sich zusammenfassen ldBt zu:

(13a)

+ 4



— (@ +y2) { e P+ 030~ el)}+ (x*+y2){[ e P+ex(e,
—o)|| @t Vo) + £ Oy = Vo] + 102 (T
+ V??/g)—~f—'(Lw2+My2)+4 ; 1(01— ) Nz, —0, (20, — 207
“Qz)N?/z]}'FQ]{(U 5+ Vo) + 1 (U= oa) HE (La,
+My2)+4%91 eaNxﬁ—@g(?@l—eg)N yg}—e‘;’Nyg{%a( Vs,
+ Vo) +E N[O~ L (V- )|} =0

Aus den Gleichungen (9b) und (14) kénnen wir uns durch
Elimination von (z2-y2)? eine Gleichung dritten Grades in
%, Y, verschaffen. Diese lautet:

(14)

@+yp{e[P+ L et Gt Vg + o [ £ o P+ e
—&)](Ugergxg)--(@i—@2)111—491(9,—92)1\’]%—[(91
—0,)M~o, PN+ —;19192 (92—2@‘:')1\7]%}+(U2%+ng2){(@f
(15) - o)Lt 40,0 M)y + | (€~ e) M— o, PN+ 0,04 00
— 20Dy} + (U —Taa) | (01— ) L+ 40,00 M) 2,
+[»’}(@?—%)M—%&PN-I-&@?(%T—&@g—eg)N] yz}
—eiet— e Ny, {(Uy =) — L (V=] =0

DieVerwandtschaft zwischen den Bahnpunkten A(x,, y,)
und ihren zweiten Kriimmungsmittelpunkten %' (T,, V,)
ist dann entweder durch die Gleichungen (6) oder durch
die Gleichungen (9b) und (15) definiert.

Jedem Punkte x,, y, ist zufolge dieser Gleichungen ein-
deutig ein Punkt U,, V, zugeordnet. Ist umgekehrt ein Punkt
U,, V, gegeben, so sind die demselben zugeordneten Punkte
%y, Y, bestimmt als Schnitte der beiden Kurven (9b) und (15).

Hartmann. 5



— 66 —

Fiir ein bestimmtes Wertepaar U, V, stellt die Gleichung (9b)
eine bizirkulare Kurve vierter Ordnung, die Gleichung (15) eine
zirkulare Kurve dritter Ordnung dar. Beide Kurven gehen
durch den Pol und wir wollen .ihr Verhalten in demselben
untersuchen. Zu dem Zwecke bezeichnen wir die linke Seite
von (9b) mit PD,(z,,y,), die von (15) mit Dy(x,, y,). Durch
fortgesetzte Differentiation der Gleichung:
D(x,,Y,) =0

erhidlt man unter Anwendung der hier iiblichen symbolischen
Bezeichnungsweise:

dD(2y,Y,) _2 0P dy,

dax, ox, 0y, dx, =0
(16) d’@(x?, Ys) - (_32_*_@ dy, )(23*_ _agﬁyiz .
dx} 0xy = 0y, dx, 0y, dx;
POy (00 1A (B 20 dyyl
dx} 0xy 0y, dx, 0x, 0y, 0y: dx,/dx;
_@ d*y, _
oy, dxd
Fiir die Kure (9b) erhalten wir im Nullpunkt:
2 2 ‘
58 T SEeo(n )
2 . 8 .
ai,f;z — QIN(UQ E ” V,), ‘aa—fgl‘ — 6o, (U, - Vg).

Sie hat also im Pol einen Doppelpunkt, dessen Tangenten-
richtungen sich aus der zweiten der Gleichungen (16) ergeben zu:

g 0P o Ly
s _ 0 oder — Oaydyy ' f 7 .
da, PP, v+l o,
p 0y f
Fir z, =0, y, =0, dz: = 0 folgt aus der dritten der
Gleichungen (16): 93
1
Py, ox) —_ 20,
da? NEX A

0y 04y



und der zugehdrige Kriimmungsradius wird bei der von uns
schon wiederholt angewandten Vorzeichenfestsetzung:

1 N dw
B=dy, =5~ 9
dx}

der Kriimmungskreis fillt also mit dem Wendekreise zusammen.
‘Wir haben gefunden: Die bizirkulare Kurve vierter Ordnung
(9b) besitzt im Pole einen Doppelpunkt und der eine durch
den Pol gehende Ast der Kurve wird in demselben vom Wende-
kreise oskuliert.

Fiir die Kurve (15) wird im Nullpunkt:

0D, 0P, g
b0, TR =gl @e—e) N (U, LWy,

oxy, 0y,
2P, ’
2 —2(0i—0) (L+40,0, M) (Uy— L7,

und nach den Gleichungen (16):

9P, *b,
dy, 0%y 2y, 0y _ 2(L+ieed)
dux, 0 ®, ! da? 0P, L .

Y, 0Y,

Diese Kurve wird also im Pole wohl von der Polbahntangente
beriihrt, aber im allgemeinen nicht vom Wendekreise oskuliert.
Oskulation mit dem Wendekreise findet nur statt, wenn

?ys __ 20,
dw: glN
wird. Es miiBte dann:

L+40,0N=0,0,N

also:
L4300, N=0

sein. Nun ist nach Beite 26 L= — % (30 N*+ap,—a, p),

mithin wird unsere Bedingung zu af,—a,f=0. Es ist dies
der bereits S. 29 u. 8. 38 aufgetretene Sonderfall. Wir haben
also weiter gefunden:

5*
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Die zirkulare Kurve dritter Ordnung (15) besitzt den Pol
als einfachen Punkt und beriihrt in ihm die Polbahntangente,
ohne im allgemeinen vom Wendekreise oskuliert zu werden,
was nur fiir af,—a, =0 eintritt.

Diese Kurve dritter Ordnung (15) beriihrt sonach im Pole
den einen Ast der Kurve (9b) und schneidet den anderen Ast,
hat also mit der Kurve (9b) im Pole 3 Punkte gemein. Da
die Kurve vierter Ordnung (9b) bizirkular ist, d. h. die beiden
imagindren Kreispunkte J und .J der Ebene zu Doppelpunkten
hat, wihrend die Kurve (15) als zirkulare Kurve je einmal
durch I und J geht, haben beide Kurven in den imaginiren
Kreispunkten 4 Punkte gemein. Sie schneiden sich also vom
" Pol und den imagindren Kreispunkten abgesehen, noch in
3:4—3—4=>5 Punkten, d. h. jedem Punkte U,, V, sind im
allgemeinen 5 verschiedene Punkte z,, y, zugeordnet. Nur wenn
af,—a, =0 ist, haben die beiden Kurven im Pole 4 Punkte
gemein, und dann entsprechen jedem Punkte U,, V, nur 4 Punkte
Zy, Y- Unter solchen Umstdnden gilt der

Satz: Zwischen der Ebene Sder Bahnpunkte 4 (z,,y,)
und der Ebene © ihrer zweiten Kriimmungsmittel-
punkte A (U,, V,) besteht eine durch die Gleichungen (6)
oder (9b) und (15) definierte ein-fiinfdeutige Verwandt-
schaft, die fiir den Fall, daB der Wendekreis die Kreis-
punktkurve im Pol oskuliert (af,—a,f = 0) in eine
ein-vierdeutige iibergeht.

Wir wollen jetzt kurz die wichtigsten Beziehungen
dieser Verwandtschaft ableiten:

Wir denken uns zunichst die Punkte 4 (z,, y,) von §
gegeben. Dann entspricht jedem Punkte von § ein Punkt in &,
Jeder Punkt der beiden imaginiren Geraden 8.1 und PJ, die
den Pol mit den imaginéiren Kreispunkten verbinden, entspricht
sich selbst; denn fiir =0 wird in den Gleichungen (6) ¢=10
"und mithin U, =uz,, Vo=1,.

Liegt A auf dem Wendekreise, so ist W =0 und mithin
R*=o00, der entsprechende Punkt %’ also unendlich fern.
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Bildet dabei der Strahl B4 gegen die x,-Achse den Winkel
so ist nach (6):

lim Ve lim Weys+Wio\(x} +?/2)( f *a— y9)+K91(w +93) (=t f y’)
w=oUs w— 0 Woay—W2o,(ax2+y2) (a0, + f!/g)+K91(w2+!/2)(—‘”2 Ys)

wg-i-?y, 1+f7tanu

7

%a:?—y2 ﬁ'—tany ’

f
oder da nach § 7 tanw:—?, wird:
lim V., l—tanwtany 1
w—o Uz -—tanw—tany ~  tan(w+s)

Unter Zuhilfenahme der Figur 4 des § 7 finden wir:

Liegt 4 auf dem Wendekreise, so ist ' der unendlich
ferne Punkt der Normalen zu 4AN,. Aber fiir den Schnitt-
punkt B, von Wendekreis und Kreispunktkurve, dem sog.
Ballschen Punkte, erscheint nach (7) der Wert von R* in der
Form £; dem Punkte B, entspricht also jeder Punkt der un-
endlich fernen Geraden.

Einem unendlich fernen Punkte 4 ., ist nach den Gleichungen
(6) in & ein unendlich ferner Punkt %%, zugeordnet.

Die der Polbahntangente von S in &’ entsprechende Kurve
ergibt sich, wenn wir in (6) ygz() setzen. Dann wird:

"—x2(1_Q)+f quxw V—‘ff'_qxa'J}"Q%ix?’
worin jetzt

W=g,22, q= % y K=Px!+Lax?
ist. Diese Gleichungen lassen sich also schreiben:
e lh=e;(e,—e)7, + f 0, (Pz+ L)

0 Vo= “I;‘ 0,0;%5+ ¢, (P, +L).

Durch Elimination von z, folgt, daB der Polbahntangente von
S in &' die Gerade:
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onos(L-03+ P) Uyen ettes—e0 + Lo, )T,

'—91(93_92)1:' =0

(17)

entspricht.

Um zu einer durch den Pol gehenden Geraden die zu-
geordnete Kurve in &' zu erhalten, setzen wir in (9b) und (15)
Y, =tan a+x,. Dann werden beide Gleichungen quadratisch
in ,, und die Elimination von %, gibt eine Gleichung vierten
Grades in U, und V,, der ein Absolutglied fehlt und deren
lineare Glieder sich in die Form C(V,— U, tan a) bringen lassen.

Satz: Jeder durch den Pol gehenden Geraden g
von § entspricht in & eine Kurve vierter Ordnung g/,
die im Pole die gegebene Gerade g beriihrt.

Fir a =0 wird diese Kurve vierter Ordnung dar-
gestellt durch:

(U ’; V) {e‘go(]; 9§+P)Us”92(9:(92‘“91)4’%911))1’2
—el(ef—eg)L}=0,

zerfallt also in die dreifach zu zéhlende Gerade: U, —;T@:O
und in die Gerade (17). Da letztere der Polbahntangente zu-
geordnet war, muB die Gerade U, ——’; V, =0 allein dem
Punkte $8 entsprechen, und wir finden den

Satz: Dem Pole P entspricht in & die dreifach
zihlende Gerade PNy, die im Pole auf der Geraden
BN, senkrecht steht.

Setzen wir ferner tan a =i, nehmen also die imaginiire
Gerade y, =1ix,, so spaltet sich die entsprechende imaginire
Kurve vierter Ordnung in die Gerade U,+4iV,=0 und ein
imaginiires Gebilde dritter Ordnung . Da nun jeder endliche
Punkt der Geraden z, 41y, =0, von B abgesehen, sich selbst
entspricht, kann dem imaginéren Gebilde dritter Ordnung i’ nur
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der unendlich ferne Punkt von x,+1iy, =0 zugeordnet sein.
Dies gibt den

Satz: Jedem der imaginiiren Kreispunkte I, J ent-
spricht in €' ein imagindres Gebilde dritter Ordnung
i’ resp. j.

Die der unendlich fernen Geraden voun S in &' zugeordnete
Kurve besteht dann auBer der unendlich fernen Geraden noch
aus den beiden Gebilden dritter Ordnung i’ und . Dies er-
laubt den Satz zu schlieBen:

Jeder Geraden g von S entspricht in & im all-
gemeinen eine Kurve siebenter Ordnung ¢’

Dies folgt auch aus den Gleichungen (9b) und (15), wenn wir
darin y, =tana « z, + b setzen; denn dann ist (9b) vom vierten
und (15) vom dritten Grade in x,, wihrend die Koeffizienten
sich linear aus U, und V, zusammensetzen. Die Elimination
von z, fiihrt also auf eine (Gleichung siebenten Grades in U,
und V.

Es seien jetzt umgekehrt die Punkte A’ der Ebene &' ge-
geben. Im allgemeinen sind dann jedem Punkte von &' fiinf
verschiedene Punkte in S zugeordnet. Wir fragen uns jetzt
nach der Kurve d, die einer beliebigen Geraden d von & in
S konjugiert ist. 9’ moge die Gleichung besitzen:

Vo=mU,+n.

Dann erhalten wir die Gleichung von d, indem wir hierin U,
und V, nach den Gleichungen (6) durch x, und y, ausdriicken,
was ergibt:

(Yy—mzy—m) Wo-+0, (w§+y:){W“[($ wa—ye)+m(we+—';y,)]

s )l

Beriicksichtigen wir die Werte von W und K und ordnen nach
Potenzen von x, und y,, so liBt sich (18) schreiben:

(18)
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(@3 +v; )"{ez(yg—mwg)Jreleg[( ,fc xs_.—yg) +m(x,+$yg)]
st (| a
+9D) — 30,0 Ny, (g —m) — 2030, N (£~ 0a)
19) +m{at-L )| +e,Lat )| (mat L) -m(Foise
+ @ DB oin Ny, @i+ D) + 30 N G- may)
ot Nyt (£ i)+ L )|+ 0 Qaaga{ et L)
—m(gwa—ya)]} 3050 Ny, (@, +y3) — @ Ny (ya-mxs-n) =0.

Wir haben es also zu tun mit einer Kurve siebenter Ordnung.
Zunichst sei ihr Verhalten im Nullpunkt untersucht; wir bilden
zu dem Zwecke in demselben die partiellen Ableitungen, wobei
wir die linke Seite von (19) kurz mit ®(z,, y,) bezeichnen. Es
wird im Nullpunkt:

o6 _ 0d o ° 0P
oz, 0y, owy  0mdy, by,
3 8 2 :

gxq:s = ai:?ygz aoac,?yiz ’ Z%}:ﬁmm’
%%:69?%22\7”, : —Z%?=—2493N2(392"+91N)'

Ist m von O verschieden, so verschwinden im Nullpunkt sémt-
liche ersten und zweiten Differentialquotienten, die Kurve besitzt
also im Pol einen dreifachen Punkt. Die 3 Werte von g—?—/ﬁ in

demselben ergeben sich aus der Glemhung

(8!15 oD dy,\® -—0
ox, = 0y, d:c,)

die sich in unsrem Falle reduziert auf:
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)

Al (oly2 )3
0y3 \dx,
33" =0 auftritt.
2
Ist n der Null gleich, so verschwinden im Nullpunkt auch
noch die sdmtlichen dritten Differentialquotienten und die
Kurve d besitzt somit im Nullpunkt einen vierfachen Punkt,

dessen Tangentenrichtungen sich ergeben aus:

soda dreimal der Wert

(2 20 dnpe_,
0z, Y, d:v2) 7

welche (leichung sich bei uns reduziert auf:

4 3 4 4
D (dy?)+ o di(dyg) _

ang dxy oy, \dz,
Die Wurzeln derselben lauten:
R
(%)3: 0 und dy, — M:m
dz, dx, k2
oys

Einer Geraden d von &' entspricht also in § eine Kurve
7. Ordnung d, welche im Pol einen dreifachen Punkt mit der
x,-Achse als dreifach zdhlender Tangente besitzt. Geht die
Gerade D' durch den Pol, so hat die entsprechende Kurve d
im Pol einen vierfachen Punkt mit der x,-Achse als dreifacher
und der Geraden b’ als einfacher Tangente.

Da der Gleichung (18) durch W==0, K=0 geniigt wird,
geht die Kurve d durch den Schnittpunkt von Wendekreis
und Kreispunktkurve, d. h. durch den Ballschen Punkt B,, und
besitzt in ihm die Tangente:

oP . oD
0Ys, B "7 0%a, B

(Y2 — Y2, B)

wenn wir mit x; p, y» p die Koordinaten des Punktes B, be-
zeichnen. Nach Gleichung (18) wird im Punkte B,:
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0D f f 0K
awz’B =9‘(m§,3+y;3)[(w2,3+Tyﬁ,B)_ (f 2,B ya B) ‘5—.,;2’—3
I f 0K
Vs p =0,(®; 5 +Y; p) ( Zo, 8T 7Y, B) (f Zo,5 Y2 B) 3y2B
sodaB die Tangente von d in B, die Gleichung hat:
oK
(y yzB) ay B+(x )%—;;zo.

Dies ist aber auch die Tangente 75 der Kreispunktkurve im
Ballschen Punkte. Die Kurve d beriihrt also im Ballschen
Punkte die Kreispunktkurve. Gleichung (19)laBt erkennen, dafl
die Kurve 7. Ordnung d mit einem beliebigen Kreise hochstens
8 reelle Schnittpunkte haben kann, es miissen also von den 14 vor-
handenen Schnittpunkten 6 in die imaginéren Kreispunkte I, J
der Ebene fallen, d. h. d geht je dreimal durch I und J. Wir
wollen die Asymptoten der Kurve d in I aufsuchen. Dieselben
haben die Gleichungen y, =14, + u. Zur Bestimmung von u
setzen wir 'y, =1ix, + u in die Gleichung (19) ein und erhalten
dann, da a4 y?=pu(2iz,+ p) ist, eine Gleichung vierten
Grades in x,, deren Koeffizient von x, der Null gleich gesetzt
uns eine kubische Gleichung fiir u liefert. Da dieser Koeffizient,
wie man sich leicht iiberzeugt, geschrieben werden kann:

(i—m)(4p® + Bp*+ Cu + D),

wobei dann die Faktoren 4, B, C, D weder m noch »n ent-
halten, bestimmen sich die drei Werte von x aus der Gleichung:

Apt+ Bu? + Cu+ D=0,

sind also von m und 7 unabhingig. Was fir I gilt, bleibt
analog auch fiir den Kreispunkt J bestehen, nur tritt —i an
Stelle von <. Jede Kurve d hat also in den imagindren Kreis-
punkten Z, J der Ebene je drei Asymptoten 77, T'r, T bez.
Ty, T, T (wobei' Ty aus Ty usw. durch Vertauschung von 4
mit —4 hervorgeht), und die reellen Schnittpunkte von 7'r mit
Ty, von Tt mit T%, von 7% mit 7% sind die drei Doppel-
brennpunkte der Kurve d. Da diese Asymptoten in 7 und J
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nach oben von m und # unabhingig sind, sind sie allen Kurven d,
die den Geraden von & entsprechen, gemeinsam. Zusammen-
fassend konnen wir den Satz aussprechen:

Den Geraden d» von &' entsprechen in § im all-
gemeinen trizirkulare Kurven siebenter Ordnung d
mitdrei gemeinschaftlichen Doppelbrennpunkten. Die-
selben haben im Pol einen dreifachen Punkt mit der
dreifach zdhlenden Tangente y,=0 und beriihren im
Ballschen Punkte die Kreispunktkurve.

Wir sind jetzt imstande, auch die allgemeinste Zuordnung
der beiden Ebenen § und &' auszusprechen.

Gegeben die Kurven der Ebene S

Wir bezeichnen mit a eine Kurve nter Ordnung von S,
die weder den Pol, noch den Ballschen Punkt, noch die
imagindren Kreispunkte enthilt, mit a’ die entsprechende Kurve
in &, Ziehen wir in &’ irgend eine Gerade P, so wird die
zugeordnete Kurve d von a in 7 «n Punkten geschnitten, und
diesen entsprechen auf d’ ebensoviele Punkte von a’. Die Kurve
o’ ist also von der Ordnung 7n.

Geht aber @ durch den Pol %, so entspricht diesem Punkte
allein die Gerade PNy, Die Kurve @ hat dann mit jeder
Kurve d, die einer beliebigen Geraden b’ zugeordnet ist, in P
entweder drei oder sechs zusammenfallende Punkte gemein, je
nachdem sie die Polbahntangente in §8 schneidet oder beriihrt;
d wird also — vom Pole abgesehen — von a nur noch in
7Tn—3 resp. Tn— 6 Punkten geschnitten. Da dem Punkte
von d der jeweilige Schnittpunkt von d mit PN, entspricht,
also im allgemeinen kein Schnitt von a' mit ', trifft folglich
a' jede Gerade d nur in 7n—3 resp. 7n—6 Punkten.

Resultat: Jeder Durchgaug der Kurve a durch den
Pol P vermindert die Ordnung der entsprechenden
Kurve a' um drei, die gleichzeitige Beriihrung mit
der Polbahntangente um sechs.

Geht a durch den Ballschen Punkt B,, so zerfillt die ent-
sprechende Kurve in die unendlich ferne Gerade und einen
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Rest a’. Dann hat die Kurve a mit allen Kurven d, die den
Geraden b’ von & entsprechen, in B, entweder einen oder zwei
zusammenfallende Punkte gemein, je nachdem sie von der
Geraden 7T'p an dieser Stelle geschnitten oder beriihrt wird.
Durch analoge SchluBweise wie oben finden wir das

Resultat: Jeder Durchgang der Kurve a durch den
Ballschen Punkt B, vermindert die Ordnung der ent-
sprechenden Kurve a’ um eins, erfolgt aber der Durch-
gang in der Richtung 7, so wird die Ordnungszahl
um zwei vermindert.

Geht endlich die Kurve @ durch einen der imaginiren
Kreispunkte, etwa I, so spaltet sich die entsprechende Kurve
in das imagindire Gebilde dritter Ordnung i’ und eine Rest-
kurve a’. Die Kurve a hat dann mit jeder Kurve d, die einer
beliebigen Geraden ' konjugiert ist, in I drei zusammenfallende
Punkte gemein oder, falls @ in I eine der Asymptoten 77,
Tt, T{ beriibrt, vier zusammenfallende Punkte, und wir
schlieBen das

Resultat: Jeder Durchgang der Kurve @ durch einen
der imagindren Kreispunkte I oder J vermindert die
Ordnungderentsprechenden Kurve a’ um drei, geschieht
aber der Durchgang in einer der Richtungen 7 77,
T¢ bez. Ty, Tj, T, so wird die Ordnungszahl um vier
vermindert.

Gegeben die Kurven der Ebene &'

Ist b’ eine Kurve »tr Ordnung in &/, b die ihr in § ent-
sprechende Kurve, g eine beliebige Gerade von S und ¢ die
zugehorige Kurve siebenter Ordnung von &/, so sind den 7»
Schoittpunkten von b’ und ¢’ ebensoviele Schnittpunkte von
b und g zugeordnet, d. h. b ist von der Ordnung 7».

AbschlieBend konuen wir das Ergebnis aussprechen:

Zwischen den Bahnpunkten und ihren zweiten
Krimmungsmittelpunkten besteht eine ein-fiinfdeutige
Verwandtschaft siebenten Grades. (Bei starren Systemen
ist die analoge Verwandtschaft ein-vierdeutig vom sechsten Grade).
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Zufolge unsrer Resultate entspricht der Kreispunktkurve
von § in & eine Kurve von der Ordnung:
74— (3+6)—2—4.3=15,
wegen B B B, IJ
und jedem die Polbahntangente im Pol beriihrenden Kreis eine
Kurve von der Ordnung:
7.2—6—6=2,
wegen B IJ

und zwar wieder ein Kreis.

§9.

Die hioheren Beriihrungen der Bahntangente.

Fiir starre Systeme hat M. Krause?) die hinreichenden und
notwendigen Bedingungen fiir eine n-punktig beriihrende Bahn-
tangente aufgestellt, fiir die #hnlich verinderlichen Systeme
gestaltet sich die analoge Untersuchung weit komplizierter. Sie
durchzufiihren sei die Aufgabe dieses Paragraphen.

3-punktige Beriihrung.

Die Bedingungsgleichung fiir eine 3-punktige Beriihrung
der Bahntangente lautet: ‘
(1) xly/l_ y/xu — O,
wobei die Indexstriche Differentiationen nach ¢ bezeichnen.

Die Differentialquotienten von x und y wurden bereits in
§ 4, S. 23 berechnet. Wir wollen die dortigen Ausdriicke auf
das an den Pol verschobene x,, y,-System transformieren und
machen dabei Gebrauch von den auf S. 24 eingefiihrten Ab-
kiirzungen:

91=1+%
’ ‘2 4" [ 7]
@ =il L Ir
9 “ “ ‘ ‘ ]
am 1B st

1y Archiv der Mathematik und Physik, ITI. Reihe, XVI. Heft 1.
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0,a=1,8' —@0'—,a", @0, =0+ 30"+ 0,0
9113‘_—92“"*'7121’"‘911’“7 of=—10'+ st‘+91 b

Dann wird:

3)

4 g

&= If" =Yy Y= fT Y+,

sodaB obige Bedingung (1) iibergeht in:

®  a@+u)+(e—Lp)e+ (p+ La)y =0

Es ist dies die Gleichung (4) des Wendekreises von S, 13.

4-punktige Beriihrung.

Die Bedingung fiir eine 4-punktig beriihrende Bahn-
tangente erhalten wir durch eine nochmalige Differentiation
von (1) nach ¢ zu: '
(5) xlylll_____ylxul — 0.

Im z,, y,-System nehmen die auf Seite 23 berechneten
dritten Differentialquotienten von z und y die Werte an:

o o s

e -G -3
sodaB die Bedingung (5) die Gestalt erhilt:

®  —n@+y)+ (o —Lp)nt (b T —o.

Fiir die Bahnpunkte, in denen eine 4-punktige Beriihrung
mit der Tangente stattfindet, die sogen. Undulationspunkte,
miissen die Gleichungen (4) und (6) zusammen bestehen. Aus
ihnen ergeben sich als Gleichungen der Undulationskurve:

*1
22422’

) w1="'91(aﬂ1_a1/5)x:lTl,"za Y, =0 (af,—ap)
wobei
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Y el La)

gesetzt ist,
Aus den Gleichungen (7) folgt der

Satz: Die Koordinaten x,,y, der Bahnpunkte, in
welchen eine 4-punktige Berithrung mit der Tangente
stattfindet, leisten den Gleichungen Geniige:

(9) Ty + Y4 =0, Yy, —x, 4 =0, (ap,—a,p)

5-punktige Berﬁhrung.

Die Bedingungsgleichung der 5-punktigen Beriihrung
resultiert aus (5) durch abermalige Differentiation nach t. Wir
finden dann:

(xuym_yuxm) + (wlyIV_nyIV) =0.
Da aber auBerdem noch die Gleichungen (1) und (5) gelten:
xlyll_ylxll p— O’ xlylll__‘ ylxlll f— 0,

teht die Beziehung:
beste zlenung xuym__yuxm=0,

sodaB obige Bedingung iibergeht in:
(10) z'yV —y' 2V =0.

Die vierten Differentialquotienten von x und y erhalten wir
durch Differentiation der Gleichungen (4) des § 4, und zwar
wird unter Erwiigung der Beziehungen:

d(:x;” a L (x—a)~(y b), w%=$(y—b)+(x—a),
0:;_:=_£_+( 6; +f )(x a)+( ~';—-— )(?/ b)
(11 dy b I
4 4 r ﬂ AV VA I___ J—
dt‘ = +(1 _el” . f )(y b) (41’ 4 7 )(x a).

Fithren wir jetzt die Abkiirzungen ein:
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Y Y R o
o=1td5 —bF—45 17

(12) f f/fu ful flfIV

, O A e A
sowie: o= 70— 0. bt 0, a1V
(13) 0103 = X4 4 1

o B =00+ 2,b'+ 0, b,
so lauten die Gleichungen (11) auf das z,, y,-System trans-
formiert:

w1V=a2+(1~—6ﬁ+fI)1+( I 4fm)y1

f f f
P A

und die Bedingung (10) nimmt die Form an:
(14) 94(‘3?"‘?/3)'1‘(“2_%/32)351 (ﬂz a2)y1———0

Diese Gleichung muB zusammen mit den Gleichungen (4) und
(6) bestehen. Aus (4) und (6) folgten die Gleichungen (9). Da
nun (14) aus (6) durch Vertauschung von y, mit —p,, @, mit
ag, f1 mit By hervorgeht, folgt aus (4) und (14) der

Satz: Die Koordinaten x,, y, der Bahnpunkte, in
welchen die Tangente 5-punktig beriihrt, leisten neben
den fritheren den Gleichungen Geniige:

(15) Zy %yt Yy 4y =0, Y1 %0— T, Ay = 0y (@ fy—a, ),
wobei bedeutet: ‘

B o
e i )

Wegen des Zusammenbhestehens der Gleichungen (9) und (15)
ergibt sich der '

(16)

Satz: Die hinreichende und notwendige Bedingung
fiir eine fiinfpunktige Berithrung lautet: Es muB neben
(9) die Gleichung erfiillt sein:

(17) %112—11%3 =0.
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Beachten wir die Gleichungen (8) und (16), so ldBt sich die
Bedingung (17) auch zusammenrechnen zu:

(18) o, (afy—a, B) + x3(aBy—ay B) + 0, (2, fo—ay By) = O.

Beriicksichtigen wir endlich die Bedeutung der GroBen a, B, a,,
pi, as, B2, so kann man der Bedingung auch folgende Form
geben: ' .
(05 04+ 25 20) (@' b"—b'a") + (— 0y 24+ 22 0,) (@' 0"— b'a™)
(19) — 0,0, (a"0"—b"a") + (0, 05+ 12 25) (4 0TV —1'alY)

— 0y 2, (@b —0"alV) + o, 0, (@b — b alV) = 0.

6-punktige Beriihrung.
Die diesbeziigliche Bedingungsgleichung lautet zunichst:
Q(xuylv__yuwl\f) _'_ (Cl?l yv____y/wV) J— O,
die sich aber wegen des Mitbestehens der Relationen (1) und
(10) reduziert auf:
(20) 2'yV—y'zV=0.
Durch nochmalige Differentiation der Gleichungen (11) folgt:

dx_ & +( sl 1ol 1Y )(x_a) (1_—10$+5f%v)(y—b)

T f f f
(21) d"y a5b f”l ]"V f“ fIV
=gt 010 b+ (1m0 5

und durch Transformation auf das z, y,-System:

xv____a3+(5ﬁ— 1024 Mo, — (1-10 245 15)y,

f f r f f
Ve — ! —10L" ﬂ)
purt (5 =105+ Lo (110 2245 )
wobei gesetzt wurde
— " q0f"_ ff“ Mo ey
o) =1+5 100 —10 45 1+ 10
r ff " ff“' i’
. Xs =4 +10 f 5 f’ + f ’
sowie: ) ) v
(23) 91a3=95“+lsb—91a’ :

0By =— x40+ b'—0, bY.

Hartmann. 6
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Die Bedingung (20) gestaltet sich dann:
(24) *Za(x?+y?)+(as_%ﬂs)x1+(ﬂs+$aa)yl:O'

Diese Gleichung muB zusammen mit den Gleichungen (4), (6)
und (14) bestehen. Aus (4) und (24) finden wir den

Satz: Die Koordinaten z,,y, der Bahnpunkte, in
welchen eine 6-punktige Beriihrung mit der Tangente
stattfindet, leisten neben den fritheren den
Gleichungen Geniige:

(25) Xy %y + Yy Ay =0, Y% — Xy by =0, (afy— ay ),
wobei

o ) o)

(26) . ,
malp Eorofun £l
gesetzt ist.
Da die Gleichungen (9) und (25) zusammenbestehen, er-
halten wir den

Satz: Fiir eine sechspunktige Berithrung ist hin-
reichend und notwendig, daB neben (9) und (17) die
Bedingung erfiillt ist:

(27) %y by — Ay 2y = 0,

die sich auch in die Formen bringen liBt:

(28) —x5(ap—a,B)+ 23 (aBy—ay B) + 0, (o, B — ayf,) =,

oder: :

(0325 — 2325) (a'b"—b'a") + (o, 05+ 22 25) (@' 0" —b'a)

(29) — €1 2 (@ V"= b"0") + (03054 2, 2,) (@' DV —b'aY)
— 0173 (@"0V— b"a¥) + g, 0, (4B — b"'aV) = 0.

n-punktige Beriithrung.

Unsere Untersuchungen setzen uns in den Stand, die Be-
dingungen fiir eine #-punktige Beriihrung der Bahntangente
anzugeben:
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Lehrsatz: Definieren wir die Funktionen g,(f) und

Xn (f) f 2 fu fl ] f v Al
Qn(f)*lJf‘nl fz - 27"‘"3 f{ +’"/4f +n ng f,: —re
(27) p(27 4-1)
+ (= 1), L +(-1)n2r+1£Lf§__...
x"(f):(nl—l)%-l—n‘, f];xf“ n, ;..,_ f:f1v+ 0, +
r+41 f'f( r) r+42 f(2r+1)

+(“ ) 2r f% +("’1)n2r+1 f T

wobei n,, n, usw. die Binomialkoeffizienten bedeuten,
ferner die Funktionen a, und Bn:
fiir gerades n:
010 =Yn420'—Qni2b'F o, a®+®) 504, 8..oberes
Qlﬁn=@n+2“‘+ln+2b'$ 91b("+2)} l‘n=2, 6,10. . unteres
fiir ungerades mn:
010 =Qn420'+ gnt2b'4+0,a” D) 515 9..0beres
Qlﬂn=_xn+2a'+Qn_l_?b'ielbm-l-?)} x‘n=3, 7,11. . unteres

(in der Rechnung wurde a,=a geschrieben)
und endlich die Funktionen x, und 4,:
fiir gerades n:

”nz‘—Qn+2(a'——I3)+Qs (an ‘ﬂn)

Zeichen,

Zeichen,

1n=-9n+2 (lg“i"f"a) + 0, (lgn"l";:an)y
fiir ungerades n:

xn=xn+a(a———ﬂ)+92 (an ;/3 )

ln=Xn+2(ﬂ+7‘a)+Qg(ﬂn+§an)7
so lauten die hinreichenden und notwendigen Be-
dingungen fiir eine n-punktige Beriihrung der Bahn-
tangente: 4 A% =0 fir r—23... n—3,

und die Koordinaten der betreffenden Punkte leisten

den Gleichungen Geniige:
6*
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xl"f‘}"?hl".:'o
Yy2r — Ty Ar = @, (afpr — ar )
Die hinreichenden und notwendigen Bedingungen fiir

eine m-punktige Berithrung kann man auch noch in
die Formen bringen:

or+3(ap,—a,B) + yxs(afr — arf) + 0, (a, fr— ayf)=0
. fir r=2,4,6...n—3,
‘;Zr+ﬂ(a/31—alﬂ)"}‘xs(aﬂ'r_a'r‘ﬁ)'l’@z(alﬂr_ orfy) =0

fir r=3,5,7... n—3;

fir r=1,2...n—3.

oder:

(03 0r 43+ 13 xr+-2) (@' 0" —b'a") +(— @y 2r+ 3+ 23 0r+9) (@' 0" —b'a)
— 010742 (@™ —b"a") + [(92 Qs+ s Xs) (a'br+d — bla(r+2))
— 0 25 (@"bT D — b aT D) 4 g, 0, (DT D — b a" TV)] =0

. Obere =26...
fir r=2,4,6...n—3 und dabei " Zeichen fir .’
unteres r=4,8...

(0 2r+3— Xz@r+2) (@b —b'a") +(0g0r+ 2t Yo tr+ 2) (a‘b”’ —b'a"
— 0y xr+3(@0" —b"a") + [(0g05 + 2o 4s) (2’0" — batr+)
— 0, 2(@“ DT +Y — b ar+9) 4 g 0 (4 bT Y — pr+9)] =0

. Oberes r=38,"7...
fiir r=38,5,7...n— 3 und dabei Zeichen fiir .
! unteres r=>59...

_§10.

Die Burmesterschen Punkte.

Die Bedingungsgleichung dafiir, daB der Kriimmungskreis
die Bahnkurve fiinfpunktig beriibrt, erhalten wir, wenn wir die
Gleichung der Kreispunktkurve von § 4:

(1) K=(xli_l_ym?(x:ym_y:wm)_:s(x:y:/___ylwn)(x/xu_*_y/yu)=0
nochmals nach ¢ differentiieren. Dann finden wir:
K'=(z'+y" 2)‘(’xlylv__ylxIV)_’(xlyll__ylxll) [3 (" 3+y"?)

2
( ) _+_ 4(mlwm+y1ym)] —_ O.
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Diese Bedingung wollen wir jetzt fiir die #hnlich verénderlichen
Systeme aufstellén, ausgedriickt im x,, ya- System.

Die Werte der ersten bis dritten Differentialquotienten
von z und y nach ¢, berechnet fiir das x,, y.-System, wurden
auf Seite 24/25 des § 4 gegeben; die vierten Differentialquotienten
wurden auf Seite 79 des § 9 zundchst fiir das z, y-System
aufgestellt, wir haben die dortigen Ausdriicke noch auf das
X3, yg-System zu transformieren und finden:

1
3) _&7‘— =04 +N (72%2— 0, Ya), dt‘ =B+ N (0325 +759s),

wobei
A VR VYo
= (1 o L+ 1) (4f 4f)y”
. fl flu) ( fll fIV |
= (4l gl \p_(1—el_4 10
e s el e

gesetzt wurde,

Wir sind jetzt in der Lage, die einzelnen Faktoren der
Bedingungsgleichung (2) zu berechnen und bekommen unter
Benutzung der GroBen or, xr, ar, fry N

a4yt = o (23 +Y3)
4) x'y ' —y'x" = 0y (X3 +¥3)— e Ny,

2y = ;1 [(2+12 )(w2+y2)+291N\x2 0%+ 02 N?]
@y = — oy @iy — ¥ (o, +BB) 2, + @B —a, A1y,
oyl — gV = — o, (w22 — 1 [(@By — 0 )z, — (@t + B )Y, ]

Setzen wir die Resultate der Gleichungen (4) in (2) ein, so
ergibt sich als Bedingung einer fiinfpunktigen Beriihrung des
Kriimmungskreises eine Gleichung von der Form:

(x:+y;){P1 (@3 +v;)+ Lz, + My, +R1}
+ ya{qu2+ Qm ?!2+ 81} =0,
deren Koeffizienten die Werte haben:

(%)
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P =—00-32(e+ 1) +4ee
1
L, =W_[—69212N2+492(aa1+ﬁﬂ1)_91 (aﬂ;_,—a?ﬂ)]

M, = 3 [(Br-40,0,+ 903 N+ e, (afy—u )+ oy(aay+ 5]
(6) B, =—3¢,0,N*

Qu=2¢ [31,N*—2(aq,+p4,)]

‘Qia=—2¢,[30, N*+2(ap,—q, §)]

S, = 3N

Die Punkte mit fiinfpunktig beriihrendem Kriimmungskreis, die
wir nach Analogie der bei starren Systemen iiblichen Be-
zeichnung die Burmesterschen Punkte der betrachteten
Systemphase neunen wollen, miissen aber auch auf der Kreis-
punktkurve liegen, also die Gleichung (13) des § 4 erfiillen, die
wir schreiben kénnen:

() (@i+yD) {P@ityd) + Lay+ My} + Qa,y, —o.

Dann miissen die Koordinaten der Burmesterschen Punkte aber
auch folgender Gleichung dritten Grades geniigen, die durch
Kombination der Gleichungen (5) und (7) entsteht:

Q%{Pl(x; +y) + Lz, + My, +R1}
— (Quy + Qus + 8){P@:+y2) + Lay + My,} =o.

Nunmehr kénnen wir die Burmesterschen Punkte erhalten als
Schnitte der Kreispunktkurve (7) mit der Kurve dritter Ordnung
h (8). Die Kreispunktkurve besitzt als bizirkulare Kurve vierter
Ordnung in den imaginiren Kreispunkten der Ebene Doppel-
punkte, die Kurve h geht als zirkulare Kurve dritter Ordnung
ebenfalls durch die imagindren Kreispunkte. Beide Kurven
haben also in den imagindiren Kreispunkten 4 Punkte gemein.
Der Pol ist ein Doppelpunkt der Kurve (7) und ein einfacher
Punkt der Kurve (8). Die beiden betrachteten Kurven haben
mithin im Pol 2 Punkte gemein. Sie schneiden sich ferner auf

(8
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der Polbahnnormalen im Punkte Y, mit den Koordinaten
2y =0, y;,:——%. Von den imagindren Kreispunkten, dem
Pol und dem Punkte Y,') der Polbahnnormalen abgesehen,

haben somit die beiden Kurven noch 5 Punkte gemein, und es
folgt der von Miiller gefundene

Satz: In jeder Phase eines #hnlich verdnderlichen
Systems gibt esim allgemeinen 5 Burmestersche Punkte.
Dieselben sind bestimmt als Schnitte der Kreispunkt-
kurve mit der zirkularen Kurve dritter Ordnung h.

Zufolge der Gleichungen (7) und (5) sind die Polar-
koordinaten 7, ¢ der Burmesterschen Punkte bestimmt durch:
(79 Pr* 4 v (Lcos g+ Msing) + Qsing cosp =0
P r34-r*(L, cos ¢ + M, sin @)+ (R, + @, sing cos ¢

+ Qs sin @) + 8, sin p = 0.
Nach den Gleichungen (6) dieses Paragraphen und den
Gleichungen (14) des § 4 bestehen unter Riicksicht auf den

Wert des Wendekreisdurchmessers dl,):%N zwischen den
Koeffizienten von (7/) und (5*) die Beziehu;gen:

8, =NQ=—R,d,

R =_¢

! dy

Qo =4NL+2

(5

(9) N

dw

QRI _LSI = 1;73 (L Ao+ Q) - R1(de+ Q)

Fithren wir mit Miiller?) den durch den Punkt r, ¢ gehenden
Kreis ein, der die Polbahntangente im Pol beriihrt, und be-
zeichnen seinen Durchmesser mit d, so ist »=dsin¢ (womit
das Vorzeichen von d @n gleicher Weise festgesetzt ist wie

') Der Punkt Y kommt nicht in Betracht, da er nicht der Gleichung
(5) gentigt.

%) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung XTX, 1910,
Heft 1 u. 2.
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frither bei d,, d,, d, usw.), und die Gleichungen (7) und (5°)
lassen sich schreiben:

tan o (Pd+M)d+ Ld+ Q=0
tan?e (P d*+ M, d*+ R d+ Q,,d+ 8,) +-tan @ (L, d+ Q) d
(B d+8,) =0,

Hieraus folgt durch Elimination von tan ¢ fiir d die Gleichung
5. Grades:

(Ld+ QP (P, d*+ M, d*+ R, d+ Q,d+5,) — d*(Ld + Q) (Pd
+ M) (Ly d+ Q)+ d*(Pd+ MR, d+8,) = 0.
In dieser lautet der Faktor von d:
a,= Q@ (B, + Q) +2LQ5,
_ Qe( e +41\7L+9~—»9—)+9NLQ2

a, =NQ2(6L+ dQ)
“ und das Absolutglied:

a; = @S, = NQ@°
Nach der Theorie der symmetrischen Funktionen folgt dann
fiir die 5 Wurzeln d;, d,. .. ds die Beziehung:

ZL ——u_ gL 1
d; s Q dy
oder wegen Seite 27: 6 ,

=4 T
und wir finden mit Miiller?) den

Satz: Zwischen den 5 GroBen d;, dem Durchmesser
d, des Wendekreises und dem Durchmesser d, des
Kriimmungskreises der Kreispunktkurve besteht die
Beziehung:

1y Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung XIX, 1910,
Heft 1 u. 2.
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Fiir die Kurve h wird im Pol:

dy, QR —LS,

dx, 0 MS, .
In dem schon wiederholt erwihnten Spezialfall, wo die Kreis-
punktkurve vom Wendekreise im Pol oskuliert wird, ist nach

Seite 29 Ld,, + @ = 0, also wegen (9) auch obiges %%?— =0.
2

BEs wird dann die Kurve % im Pole von der Polbahntangente

beriihrt, hat also daselbst mit der Kreispunktkurve 3 Punkte

gemein, und es gibt sonach nur noch 4 Burmestersche Punkte.

Satz: Oskuliert der Wendekreis die Kreispunkt-
kurve im Pol, so zdhlt letzterer als Burmesterscher
Punkt, und fiir die iibrigen 4 gilt, da jetzt do-—d,, ist,

die Relatlon iea

1 4
w1l _ 4
—& T
§ 1L

Siitze fiber die Lage der Burmesterschen Punkte fiir die
Bewegungen derjenigen iihnlich verinderlichen Systeme,
deren Kreispunktkurve eine Fokale dritter Ordnung ist.

Fiir P=20 zerfillt die Kreispunktkurve in die unendlich
ferne Gerade und eine Fokalkurve dritter Ordnung ¢, die im
Pol einen Doppelpunkt hat. Da die in § 6 gefundenen Losungen
der Differentialgleichung P=0, wie man sich durch Einsetzen
iiberzeugt, auch der Differentialgleichung P, = 0 geniigen, spaltet
sich wegen P= P, =0 die bei der Theorie der Burmesterschen
Punkte auftretende Kurve dritter Ordnung h (Gleichung (8) des
§ 10) in die unendlich ferne Gerade und einen durch den Pol
gehenden Kegelschnitt k. Beide Kurven — ¢ und & — haben
im Pol 2 Punkte gemein und demgemiB reduziert sich die An-
zahl der Burmesterschen Punkte auf 6 —2=4.

Satz: Bei den Bewegungen aller der durch die in
§ 6 gefundenen f(t) charakterisierten &hnlich ver-
inderlichen Systeme, bei denen in jedem Moment die
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Kreispunktkurve in die unendlich ferne Gerade und
eine Fokalkurve dritter Ordoung zerfillt, reduziert
sich die Anzahl der Burmesterschen Punkte auf vier.

Dieselben sind bestimmt als Schnittpunkte der Kreis-
punktkurve ¢:

(1) (x:+y:)(Lx2+My2)+ Qz,y, =0
mit der Kurve dritter Ordnung (vergl. § 10, Gleichg. (5)):
(@) (@34 y3) L@y + My, + R,) + Yy (Qyy %+ @ ¥ +8,) =0,

oder dem durch Kombination beider Gleichungen gewonnenen
Kegelschnitt k:

(L @=L Q)23+ (M, Q— M Q) — L Q) 7y Yy~ M Q3
'+‘ (Q.Rl — LS1)'”2“M‘511?/2 — 0

Fihren wir Polarkoordinaten 7, ¢ ein, so gentigen nach (1)
und (2) die Burmesterschen Punkte auch den Gleichungen:

(3)

r(L cosp + Msing) + @ sing cosgp =0
r3(Ly cosp+ M, sing) + 7 (R, + @, sing cosp 4 Q,, sin?¢)
+ 8, sing =10.

Hieraus folgt durch Elimination von 7 fiir tan ¢ die biquadratische
Gleichung:

" M2 tante - M[Q(Q,,+R,) —2LS,]tan®p 4. .-

‘ + L(LS,- QR,)=0.
Bezeichnen wir mit @1, @, @m, @1y die Anomalien der 4

Burmesterschen Punkte, so bestehen zwischen denselben nach
Gleichung (4) die Beziehungen:

tan @1+tan @+tan @i+ tan oy = M(QQutR)—2L85,] _ 2Ldw+Q

M28S, M
| L(LS,—QR L(L
tan gy - tan @y - tan @y - tan @y = ( ﬁsz ) — (Mf’:l:@,
1

wobei die rechten Seiten dieser Relationen nach den Gleichungen
(9) des § 10 umgeformt wurden.

Wir fithren noch die Anomalien g5 des Ballschen Punktes
und @¢ des Fokalzentrums der Kurve ¢ ein. Nach den Formeln
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(10) und (3) des dritten Abschittes von § 6 hat der Ballsche
Punkt die Koordinaten:

&M (Ldy+Q) _ dyTdyt @
G+ L+ Q' 22T Mt L+ QP

und das Fokalzentrum die Koordinaten:

(6) o MQ L@

(5) T2, p=—

o= gm0 BOT T amiray
sodaB:
: Ldy+@ L
tan ¢B=~———J1;dw v tan@e=—r

ist. Dann aber folgt der

Satz: Fiir die #dhnlich verdnderlichen Systeme,
deren Kreispunktkurve eine Fokale dritter Ordnung -
ist, bestehen zwischen den sechs Winkeln @1, @I, P,
@1v, ¥B, @c dhnlich wie bei starren Systemen die
Gleichungen:

t;an<pl+teinqon+tan @ui+tan gy = tan ¢ — tan pp
tan g - tan @yg - tan gy - tan @y = —tan@p - tangg.

R. Miiller!) hat die analogen Formeln fiir starre Systeme
abgeleitet, filhrt aber statt der Anomalie @p des Ballschen
Punktes die Anomalie ¢x des Fokalzentrums der Kreispunkt-
kurve fiir die umgekehrte Bewegung ein, da bei starren Systemen
zwischen gz und @p die Beziehung gz = — @p besteht. Diese
Beziehung gilt fiir die betrachteten #hnlich verinderlichen
Systeme nicht und die Formeln lassen sich daher nur in obiger
.Gestalt aussprechen.

Es sollen im folgenden noch einige Sitze iiber die Bur-
mesterschen Punkte bei unseren speziellen #hnlich veriinder-
lichen Bewegungen abgeleitet werden, die den Sitzen analog
sind, die Miiller?) fiir die starren Systeme gefunden hat. Der
Kegelschnitt £, auf dem die vier Burmesterschen Punkte liegen,
geht durch den Pol und besitzt daselbst die Tangente:

(QR,— LS,)2,— MS, y, = 0,

) Zeitschrift fir Mathema‘ik und Physik, Bd. 87, 8. 214.
2) Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Bd. 37, S. 119,
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die wegen den Gleichungen (9) aes§ 10 auch geschrieben werden
kann: (Ldy+ Q)w2+ -dey2=0-

lhr wird durch die Koordinaten (5) des Ballschen Punktes
geniigt und wir finden: Der Kegelschnitt %, auf dem die
4 Burmesterschen Punkte liegen, hat im Pol die Verbindungs-
linie B B, des letzteren mit dem Ballschen Punkte zur Tangente.

Wir nehmen jetzt an, der Ballsche Punkt B, gehdre zu
den Burmesterschen Punkten. Dann muB der Kegelschnitt &
durch B, gehen. Da aber nach oben k in § die Gerade P.B,
beriihrt, kann beiden Bedingungen nur geniigt werden, wenn
der Kegelschnitt k£ in die Gerade B, und eine zweite Gerade
_ zgerfillt. Wir erhalten somit den

Satz: Fiir alle #hnlich verinderlichen Systeme, bei
denen die Kreispunktkurve in die unendlich ferne
Gerade und eine Fokalkurve dritter Ordnung zerfillt,
gilt wie bei starren Systemen: Befindet sich unter den
4 Burmesterschen Punkten der Ballsche Punkt, so
liegen die 3 iibrigen auf einer Geraden.

Gelten die beiden Bedingungen:
LlQ—LQ11+MQ|2=0
M, Q—MQU‘—LQm:O,
.80 verwandelt sich der Kegelschnitt & in den Kreis:

(7) —MQ,(x2+y3)+(QR,—LS)x,— MS,y, =".

Es fallen dann zwei der Burmesterschen Punkte mit den
imagindren Kreispunkten der Ebene zusammen; die noch ver-
bleibenden zwei ergeben sich als Schnitte des Kreises (7) mit
der Kreispunktkurve (1). Unter Beachtung der Gleichungen (9)
des § 10 finden wir aus (1) und (7) fiir den Quotienten %:die

beiden Werte:

‘Y L Yo Ld,+@Q
== "™ =3,

Ein Vergleich mit (5) und (6) ermiglicht uns, den Satz aus-
zusprechen:
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Satz: Fiir alle ahnlich verdnderlichen Systeme,
deren Kreispunktkurve eine Fokale dritter Ordnung
ist, gilt ahnlich wie bei starren Systemen: Fallen 2 der
Burmesterschen Punkte mit den imagindren Kreis-
punkten der Ebene zusammen, so sind die beiden
anderen das Fokalzentrum C der Kreispunktkurve ¢
und der Punkt D, in welchem die zur Verbindungs-
linie BB, des Pols P mit dem Ballschen Punkte B, in
bezug auf die Polbahntangente symmetrische Gerade
von der Kreispunktkurve geschnitten wird.

Der Unterschied gegen die starren Systeme zeigt sich
darin, daB auf der Geraden .D nicht auch das Fokalzentrum
fiir die Kreispunktkurve der umgekehrten Bewegung liegt.

Wir nehmen ferner den Fall an, der Ballsche Punkt liege
auf der Polbahnnormalen (ohne in den Pol selbst zu fallen).
Dann muB M =0 sein. Fir diesen Fall besitzt der Ballsche
Punkt die Koordinaten xs=0, ys=dy, und die Kreispunkt-
kurve ¢ zerfillt in die Polbahnnormale » und einen die
Polbahntangente im Pol beriihrenden Kreis f, wihrend sich
der Kegelschnitt k¥ in die Polbahnnormale n und die Ge-
rade g spaltet:

(L, Q—L Qs )z, + (M, Q—L Qya)Ys + (QE, —LS)=0.

Dann liegen zwei der Burmesterschen Punkte auf n. Ilhre
Entfernungen von P ergeben sich aus (2), wenn wir z3=0
setzen, was die Gleichung gibt:

M, y:+ (R, + Q) Y, + 8, =0.

Die beiden anderen Burmesterschen Punkte sind die Schoitte
der Geraden g mit dem Kreise f.

Satz: Liegt beiden &hnlich verdnderlichen Systemen,
deren Kreispunktkurve eine Fokale dritter Ordnung
ist, der Ballsche Punkt auf der Polbahnnormalen, so
zerfillt die Kreispunktkurve ¢ in die Polbahn-
normale » und den Kreis f, der Kegelschnitt # in die
Polbahnnormale n und die Gerade g. Es liegen dann
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zwei der Burmesterschen Punkte auf n, die beiden
anderen ergeben sich als Schnitte des Kreises f mit
der Geraden g.

§ 12.

Die sechspunktige Beriihrung des Kriimmungskreises
mit der Bahnkurve.

Soll die Bahnkurve mit ihrem Kriimmungskreis sechs un-
endlich benachbarte Punkte gemein haben, so muB neben den

Bedingungen: K=0, K'—0

des § 10 noch die Gleichung: K" = 0 erfiillt sein. Durch
Differentiation der Gleichung (2) des § 10 folgt:

E'=(@* +y ) @y —y'a") + 3@y -y at))
(1) o 2 (.’L"y“——'y'CU“) {(xlwIV+ ylyIV) + 5 (xolxlll+ yuym)}
_ (w:ym__ ylwﬂl) {3 (xui+ ylm) +4(w’x”’+y’y”’)}= 0

Wir wollen diese Bedingung fiir das x,, y,-System aufstellen.
Die ersten bis vierten Differentialquotienten von 2 und y wurden
frither gegeben,

Fiir die fiinften finden wir:

1 b 1,
) dt" =03+ (74— 3 4a), d—tg =—ps +¥ (032, + 73 Ys),
wobei die Bedeutung von a; und g; in § 9 erklirt und

},s=__( ;‘ 10; +;)wp+(1 —10f” +5ﬂ)y§>

FTOF
8 —— (1-—10—’f,i+5f;—v)x;,— (5§- 10~,§i+ ;v)yp

gesetzt ist.

Wir sind wiederum imstande, simtliche Faktoren der Be-
-dingungsgleichung' (1) durch die GréBen g, xr, ay, Br, N aus-
zudriicken., Ein Teil dieser Faktoren wurde schon in den
* Gleichungen (12) des § 4 und (4) des § 10 berechnet. Neu treten
woch hinzu die Ausdriicke:



By Y = — 1, @3+ YD) — 3 [(@ oy + BB+ (@fy=a By,
YV —ya¥ —=—y (@ +yl)+ 7\,— [(aBy—ag B) 2, — (aay+BBy)y,)
gty y = G BG (21 4y

- (,%N [0105 N+ 2o (@, + B 1) + ea(afy— ay B)]

— o e N ey (@ay + BB) + 1a(af, — By, ~(@as+ BBy
wry—yalV e BE B (@ 4y

— 7 [0 N~ ey (aay + By + laby— B,

— Ty [0tV paaay + BB) - 04(afy — 0 BllYs—(a - aa

Fiihren wir die Werte der einzelnen Faktoren in die Bedingungs-
gleichung (1) ein, so nimmt diese die Gestalt an:

B @+ PB@+yd) + Lz, + My, + By} + Quays
+ Qn s+ Qos %l + 55, Ys + S50 = 0,
wobei die Koeffizienten folgende Werte haben:

[ ~10g, Q225 X203
0 41
L,= _{ (30,0, 100,05+ 6 1, 25) N*+— (291Xs+592xa (@a,+pp)

——(49198—1392 313) (aﬂ. a, )+ 5, (ac,+BB,)
w ~31,(af, —agﬂ)+91(aﬂs—asﬂ)}
M= { (59114 269213+109819)N’+ ~(2e1 23+ 5eaxa)(@f1— 2, B)
tor (49193 130} — 3x,)(aa,+ﬁﬂ1)+59,(aﬂg a,p)
| +3xg(aaz+ﬂﬂg)—Ql(aas+ﬂﬂs)}
B, = — 30,13 N* + 100, (aoy + Bf;) — 30, (@fs — 2 )
Q= — 100,0, N* — 16y, (a0, + Bf,) + 0, (af, —a, B)]
+ s [(@a, +85,)* — (a, —a, )] — 20, (a0 +By)

P, =—0,2,+50,1, +405%3— 30,02~ 3753
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@y = — 100, x3 N* + 16, (aa, + Bp,) — 10y, (af, — o, f)

+ 37 (aq, + B) (B, — @ f) — 2o, (@B — a,)
Quy= 67 (afy, — 0, f)— 3z (@ey + BB,) (@B — )
8,y = — 13 ¢, (aay + BN ’
8,y =+ 3¢ (apy—a,HN.

Die Bahnpunkte mit sechspunktig beriihrendem Kriimmungs-
kreis miissen aber auBer der Gleichung (3) auch der Gleichung
der Kreispunktkurve, sowie der Bedingungsgleichung fiir die
Burmesterschen Punkte (Geniige leisten. Die Polarkoordinaten
r, @ eines solchen Punktes miissen also die 3 Gleichungen
erfiillen:

Pr2+4r(Lcosp+ Msing) + @singpcosp = 0
P,r® 4 r2(L, cos ¢ + M, sin @) + 7 (B, + @, sin g cos @
+ @y sin® @) + 8, sin g =0
P,ré 4 r? (L, cos ¢ + M, sin @) + 7 (R, + @, sin g cos ¢
+ @,y sin? @ + @,y cos @) + 8, sin @ + 8y, cosp = 0.
 Wir fiihren wiederum den durch den Punkt r,¢ gehenden
Kreis ein, der die Polbahntangente im Pol beriihrt und be-
zeichnen seinen Durchmesser mit d. Da dann r =dsin ¢ ist,
lassen sich die 3 letzten Gleichungen schreiben:
(5) tang (Pd + M)d +Ld+Q =0
tan?@[P,d® 4+ M,d® + (R, + Q) d+ 8] +tan o (Lyd + Q,)d
+ (R1d + Sl) =0
tan® @[ P,d®-+ M, d2+ (R, + Qyq) d-+ Sy ]+ tan? @ (Ly d*+ Qg  d+ Sye)
+ tan @ [(B, + Qye)d+ 5] + 85 = 0
Aus (5) und (6) ergibt sich durch Elimination von tan ¢ eine
Gleichung fiinften Grades in d:
(8) ad®+... +a;,=0,
welche die 5 Burmesterschen Punkte bestimmt (vergl. S. 88).

Aus (5) und (7) folgt durch Elimination von tan ¢ eine Gleichung
sechsten Grades in d:

(9) Byd®+ ...+ by =0,

(6)

()
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Eliminieren wir d aus (8) und (9), so erhalten wir die Be-
dingung, welche bestehen muB, wenn einem der 5 Burmesterschen
Punkte ein sechspunktig beriihrender Kriimmungskreis zukommen
soll. Soll dies bei zweien der Burmesterschen Punkte ge-
schehen, so gelangen wir zu zwei Bedingungen, indem wir aus-
driicken, daB die Gleichungen (8) und (9) zwei gemeinschaftliche
Wurzeln besitzen miissen usw.

§ 13.
Die Einhiillende einer Systemgeraden.

Die Bewegungsgleichungen eines #hnlich veréinderlichen
Systems lauteten:

1) z=a+f(t)(&cost—y smt), y=>b+ f(t)(&sint 4 7 cos t).

In der beweglichen Ebene sei nun eine gerade Linie gegeben
in der Form:

@) E=wucosa+m, n=wusina+m,,

wobei u einen verinderlichen Parameter bezeichnet.

Der dem Parameterwerte w entsprechende Punkt der vor-
gelegten Geraden besitzt die Bewegungsgleichungen:

3) x=a+ f(t)[m cost —m, sin t+ u cos (¢ + a)]
y=="b-+f(t) [msint+ m, cost+ usin(t+ a)].
Um die bei der Bewegung des #hnlich verinderlichen Systems

entstehende Einhiillende der gegebenen Geraden zu bestimmen,
haben wir den Ausdruck:

ox oy 0y dx
®) B u ot bu
zu bilden und mit seiner Hilfe » aus den Gleichungen (3) zu
eliminieren. Die Gleichung (4) léBt sich schreiben:
u-f(t)y=— (mcos a+m,sina) f(t) + (m sin a—m, cos a) f* (%)

®) sm t+a)— cos (t+ a).

Diesen Wert von u-f(t) setzen wir in die Gleichungen (3) ein
und erhalten:
Hartmann. 7
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—-a—i—(msma-—mlcosa)f sin( t+a)+cos(t+a)[msma
— m, cosa) f’(t)+ sm (t+a)—-——cos(t+a)]
y=b—(m sina—mlcosa)f( )cos(t+a)+sm(t+a [(msina
— m, cosa) f(t)+—§t~sm (t+a)— cos (t+a)).
Setzen wir jetzt:

p=msina—m,cosa, @,(t)=a-+p(f(t)sin(t+a),

(6) Wy (t) =b —p F(t) cos(t+ a),

so wird:
pf(t)—{—df sin (¢4 a) — cos(t+a)
= ‘Po(t) sin (t+a) tI)o(t) cos(t+a),

und es ergeben sich fiir die gesuchte Einhiillende die
Gleichungen:

(1) = Fa(0F 005(t+) [ (1) sin(6-+-@) — yi(t) cos b))
Y =1v,() + sin (t+a) [g5(?) sin (£ 4a) — () cos(t+-a)].

In dieser Form hat die Enveloppe einer geraden Linie zuerst
M. Krause?) aufgestellt.

Der Ort der Spitzen aller Einhiillenden.

Die Einhiillende einer Systemgeraden besitzt eine Spitze,
wenn zugleich:

de dy
(8) —7=0 und =20
ist. Aus (7) folgt:
d d .
(9) ZE =B cos(t+a), L=, (H)sin(t+a),

wobei unter {§,(f) die Funktion verstanden wird:

(10) By (8) = [2 96 (2) —w5 (2)] cos (E+a) +[25 () + @ ()] sin (t+a).
Die Gleichungen (8) sind also erfiillt, wenn ,(¢) = 0 ist. Greifen
wir die Einhiillende einer bestimmten Systemgeraden heraus,
d. h. denken wir uns bestimmte Werte von m, m, und a vor-

1) Archiv der Mathematik und Physik, III. Reihe, X VI. Heft 1.
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gegeben, so stellt die Bedingung &,(f) = 0 eine Gleichung in
t dar, deren Wurzeln die Parameterwerte derjenigen Punkte der
betrachteten Einhiillenden ergeben, die Riickkehrpunkte sind.
Wir wollen uns jetzt aber umgekehrt den Parameter ¢ gegeben
denken und fragen uns nach dem Ort aller Riickkehrpunkte,
die momentan von Systemgeraden erzeugt werden. Wir er-
halten diesen Ort, wenn wir aus den Gleichungen (7) mit Hilfe
der Beziehung ,(f)=0 die GroBen p und a eliminieren. Aus
der Gleichung &,(f)=0 folgt:

(11) p—— 7+’—f {(2 L gt;’) cos (t+a) +(2%§ + %g)sin (t+a)}.

Diesen Wert von p setzen wir in die Gleichungen (7) ein, die
dann nur noch die GréBe a enthalten, deren Elimination die
(Gleichung liefert:

fo—ar+w— >}(1+§)+<x—a>{§§?+(a+’;')
12 +5 Lok G (3+5) 5+ 5+ 5 o)

da (,da d2b d2a
+{?z‘t‘(2dt dt") + dt( at +dt2)} =0

Drehung und Verschiebung des Koordinatensystems in das
Z,, Y,-System lassen Gleichung (12) iibergehen in:

) (1+5) @+ + 1+ L) vw =

Dies ist aber nach § 3 der Wendekreis der umgekehrten Be-
wegung, der deshalb fiir die direkte Bewegung als Riickkehr-
kreis bezeichnet wird.

Die Tangente eines Riickkehrpunktes z,, y, der Enveloppe
einer durch m, m,, a bestimmten Geraden besitzt die Gleichung:
dz a2
(@—z) 50 —(y—y) 2 =0,
wobei die Koordinaten x,, y, den Gleichungen (7) geniigen.

7*



— 100 —

Wegen (9) und wegen ,(f)=0 wird fiir einen Riick-
kehrpunkt:

oo _Gi(tycos(t+a), = F(t)sin ¢+ )

sodaB die Gleichung einer Riickkehrtangente lautet:

(14) (x—x,) sip (t+ @) + (Y —Yo) cos (t+ a) =0,

worin die sich aus {,(f)="0 ergebenden Parameterwerte von ¢
einzusetzen sind. Jetzt halten wir aber wieder ¢ fest, d.h. betrachten
eine Momentanlage des Systems, und fassen die Riickkehrtangenten
der Enveloppen aller Geraden ins Auge. Dann ist in (14) p und a
variabel, aber zwischen beiden GroBen besteht die Beziehung (11),
sodaB wir aus (14) mit Hilfe von (11) p eliminieren und die Gleichung
einer Riickkehrtangente schreiben konnen:

1 da  d*
{y b—]+ff (2 = H)}

(e —tan (t-l—a){x at— (2 db+§2—“}=
+f

dt =~ de

Wir erkennen, daB sich alle diese Tangenten im Punkte:

1 1 da d®
=t ( +dt’) y=b+ -7 (2 at dt‘*‘)
7 f
schneiden, dessen Koordinaten sich im x, yQ-System ergeben zu:
r
2, = —L l Yy = _
2 I_f_—l—? 9 T E.

14+-% 14+5

Dies ist aber nach Seite 20 der Riickkehrpol. Somit gilt der

Satz: Auch bei dhnlich verdnderlichen Systemen
ist der Riickkehrkreis der Ort aller Riickkehrpunkte,
die momentan von Systemgeraden erzeugt werden, und
alle diese-Geraden schneiden sich auf dem Riickkehr-
kreis im Riickkehrpol

Die nte Evolute der Einhiillenden einer Geraden.

Die Koordinaten des Kriimmungsmittelpunktes der durch
die Gleichungen (7) definierten einhiillenden Kurve lauten:
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)+ (ar) 4y (@)+ () a=

1= % Gy d’y dy @z a1 T Y+ az ay 'dy' @z At

Nun ist nach (9):

395 = §,(t) cos (t + a), dt* = %}o(t) cos (t+ a) — F,(?) sin (t + @)
Ay g (tysin (b+a), . L =Fi0)sin (t+ )+ Fo(t) cos (t+a)

sodaB: —d:n\r (__d_y)g_,_‘_iﬁf_f{/_ _ﬂﬂ o %2(0
dt dt)  dt de dt dee
wird und die Gleichungen der ersten Evolute die Gestalt
annehmen:
d dx
Uy =T — di/’ U1=y+d—t’
oder wegen (7), (9) und (10):

g = po(t) —yi(t)— sin (t-+ @) {[gi(8) — yi(£)] cos (t+a)

0 + [wi(t) + gi(t)] sin (t+ o)}
=y (8) + (1) + cos (t-+ @) [ (£) —yil(t)] cos (¢ -+ @)
, + [wi(t) + ¢i(®)] sin (¢+ o)) .
Diese Gleichungen haben dieselbe Form wie die Gleichungen
(7) der Einhiillenden, nur daB an Stelle der Funktionen:
@o(t) und oy, (t)

die Funktionen getreten sind:

A7 g =e@—v®), ¥ )=w(t)+ %)
und a+—”2— an Stelle von a.

Man erkennt jetzt leicht, daB sich bei den folgenden Evoluten
shnliche Formen ergeben miissen.

Definieren wir die Funktionen'

db U s
Dy(t) =a—mny - —my dﬂ s+t (= Dng, dt;‘l’

r—+41 d2r+1b
DRy, e T

da d2b a®p
g,n(t)=b+n1‘at——’n27t'é— +("“1) ar dtgr

d2’r+1
+( 1)”2r+1 deEr+1 oy

(18)
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wobei m,, m, usw. die Binomialkoeffizienten bedeuten, und
ferner die Funktionen:

@n(t) = Pn(t)+p f™(1) sin (t+ a+n —;’—)

(19)
palt) = o)) —p (O cos(t+a+n ),

so gilt der
Satz: Die Koordinaten der nt®® Kriimmungsmittel-
punkte der Einhiillenden einer Systemgeraden lauten:

Uy, = pn(t) + cos (t+ a+mn %) [(p'n(t) sin (t+a+n %)

— yn(t)cos (t+ a+n 1)]

(20)

Vn =pn(t) + sin (t+ a+n -) [qpn(t)sm(t+a+n -—)
-—w;,(t)cos(t+a+’n 7)]

Fiir die starren Systeme hat M. Krause?) die analogen Formeln
aufgestellt. Es zeigt sich dort gegen unsre dhnlich veriinder-
lichen Systeme der wesentliche Uuterschied, daB die GréBe p
herausfillt, die Gestalt der nte» Evolute also von den GréBen
m und m, unabhiingig ist, was bei den #hnlich veréinderlichen
Systemen nicht zutrifft.

Die Einhiillenden der Geraden einer Parallelenschar.

Die Gleichungen (20) lassen sich auch schreiben:
z%:pﬂWGNm(Ha+n )+pﬂ”“%0mm0+a+n )
+ Dy (£) + Dn (t) sin (t+a+n ?) cos (t+a+’n—2—)

— W, (%) cos? (t+a+n ‘1)
(21)
Vp=—p ™ (f) cos (t+ at+n— ) +pf@+H(f)sin (t+a+ n )

+ ¥, (t) — Pr(?) sin (L‘+a+n—2—~) cos (t+a+n;)
+ @, (t) sin® (t+a+n ],

1) Archiv der Mathematik und Physik, ITI. Reihe, XVI. Heft 1.
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wobei zu beachten ist, daB hierin nach (18) die Funktionen
D,(t) und ¥,(t) Funktionen von ¢ allein sind.

Wir fassen jetzt ein System paralleler Geraden ins Auge,
halten also a fest, und fragen uns, wo liegen in jeder Phase
t der Bewegung die nte Kriimmungsmittelpunkte der Enveloppen
dieser parallelen Geraden. Da jetzt nur noch die GroBen m
und m, variabel sind, diese aber nur in der Verbindung
m sin @ — m, cos a=p auftreten, ist die vorgelegte Aufgabe
sofort geldst, wenn wir aus den Gleichungen (21) die GriBe p
eliminieren. Die Elimination liefert das Resultat:

(22) 91Un~+9y0n+ 95 =0,
wobei gesetzt ist:

9, =1™ (1) cos (t+a+n ) f®+(%) sin (t+a+n-)
9o =1™(t) sin (t+a+n )+f("+1)(t)cos (t+a+n )
(

93 =—Pn(t)g9,— Pr(t) g9, — Dn(t) f™(¢) sin t+a+'n,—)

+ L (@)™ (t) cos (t+a+ n —2—).
sodaB der Satz folgt:

Satz: Die nter Kriimmungsmittelpunkte der Eun-
veloppen paralleler Geraden liegen momentan auf einer
geraden Linie.

Wir betrachten jetzt simtliche Parallelenscharen. Wo
schneiden sich dann die zugehdrigen momentanen Ortsgeraden
der nter Kriimmungsmittelpunkte ihrer Enveloppen? Die in
Rede stehende Ortsgerade hat fiir eine Parallelenschar vom
Richtungswinkel a die Gleichung (22), fiir eine zweite Parallelen-
schar vom Richtungswinkel o' gilt analog:

(23) 91 %n+ g0+ g, =0.
Der Schnittpunkt der beiden Geraden (22) und (23) hat die
Koordinaten:

sy, = J293— 9295 v, — 9391959,
9:92— 919, " " 19— 919,
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Da:
9:9.—9.9,= (9,9~ 9.9,) Dn() 4 siv (a—a) f ) [f* + V(B)Dr(?)
+ ™ P ()]
9,9'—9.9,= (9,9:—9.9,) Tn(®) — sin (a — a) F () [f™ (&) Du(?)
— D) Pa()]

9.9:—9.9,= —sin (@—a) [(f™®)' + (F*+2(O)]
ist, ergeben sich diese Koordinaten zu:
" 00ty Eat) + 1™ O Fat)
o+ [fr+oo)?
™)y Bn(t) - TP |
[F® o+ [Fetho)?
Da dieselben reine Funktionen von ¢ und 7 sind, also unab-
hiingig von @ und a', schneiden sich im Punkte B, mit den
Koordinaten (24) die Ortsgeraden séimtlicher Parallelenscharen,
und es folgt der
Satz: Die zu jeder Phase der Bewegung gehdrigen
geraden Linien, auf denen die nt*® Kriimmungsmittel-
punkte der Enveloppen der Geraden von Parallelen-
scharen liegen, gehen simtlich durch ein und den-
selben Punkt P,.
Fiir n =0, also fiir die Einhiillenden selbst, ist ,—o der
Momentanpol der Bewegung; fiir n=1, d. h. fiir die ersten

Kriimmungsmittelpunkte der Enveloppen, liegt $,—, auf dem
Riickkehrkreis.

tp = P(t) — F™(t)

(24)
v == W(t) + ()

Die Einhiillenden der Geraden eines Biischels.

Fiir die folgenden Untersuchungen wollen wir die Gleichungen
(21) der mten Evolute unsrer einhiillenden Kurve noch einer
Umformung unterziehen. Zu dem Ende fithren wir die
Funktionen ein:

ra(t) = f(n)\(t) cos (t +n %) — f+1(¢) sin (t +n —725)

(25)
sa(t) = f™(?) sin (t +n g) +f+D(8) cos (t n %)
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die also von £ und # allein abhingig sind. Dann kénnen wir
unsre n'¢ Evolute in die Form bringen:
Qup = Qu(t) + Sn(t)sin 2a 4 Tn(t) cos 2a
2 vy, = Ry (t) + Tn(t) sin 2a — Sy (t) cos 2a,

wobei sich die Funktionen @, Bn, Sn, Tn Wwie folgt aus den
GroBen Dp, Py Tny Sn zusammensetzen:

Qu(t) = 2 Dn (t) — P (t) + mrn(t) —my Sn ()
Rolt) = 2P (1) + i () + msn(t) + my 7a(?)
S (t) =Pi(t)sin 2 (t+n§) +Dy(t) cos2 (t+n§) +mS(t)—m Tn(t)

(26)

(27)

T, (1) = B (t)sin 2 (t+n§) —Wito0s? (t+ng) e ——

Wir betrachten jetat alle Systemgeraden, die durch den Punkt:
E=m, n=m,

der beweglichen Ebene hindurchgehen, halten also m und m,
fest, wihrend der Winkel a variabel bleibt, und fragen uns,
wo liegen in jedem Moment ¢ die Punkte der nmten Evoluten,
die zu den Beriihrungspunkten der Einhiillenden mit den ent-
sprechenden Geraden gehoren?

Zur Beantwortung dieser Frage hdben wir aus den
Gleichungen (26) den Winkel @ zu eliminieren, was mit Leichtig-
keit geschehen kann und das Resultat liefert:

©28)  [2un— Qu(®)]*+ [2vn— En(9)]* = Si() + T2 (D).
Der gesuchte geometrische Ort ist also ein Kreis. Wir wollen

der Gleichung desselben noch eine andere Gestalt geben.
Die GréBen Q, (¢) und R, (t) lassen sich auch schreiben:

Qu(®) = 2 &, (1) — P, )+ ™ (t) {m ©o0s (t+n %) —m, sin (t+n -;—)}
— fot (g {m sin (t+n —’;—) +m, cos (t+n %)}
Ra(t) =2 Pa(t) + Di(2) +~f(m(t) {m sin (t+n %) +m, o8 (t+nl)}

+ fotn () {m cos (t+n %) —m, sin (t +n %)} 2
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Nun folgt aus (17), daB auch
B, (t) — Fa ()= Bura(t)
(1) + Pu(t) = P11 ()
ist. Fiihren wir noch die Abkiirzungen ein:

Un(t) = f™(t) {m cos (t+n ) m, sin (t+n %)}

Va(t) = f® (1) {m sin (t+n )—i~m1 cos (t+n 3 )},

so wird :

(29)

Qu(®) = Bu(t) + Un(t) + Bay 1(8) + Unya ()
By(t)= ¥u(®)+ Va(@® + Prt1(®) + Vata()),
oder unter Benutzung der Abkiirzungen:

(30) Un=Dp() + Un(t), vn=Pu(t)+ Va(t)
wird:
(31) Qn(t)=u;,+u;,+1, Rn(t)=’l7;¢+’0;1+1-

Fiir die GroBe 87, (t) 4 T3 (¢) finden wir durch leichte Rechnung,
daB sie sich schreiben liBt:

(32) S (1) + T (8) = (uh — Un41)* + (v — Vig0)™

Vermdge der Gleichungen (31) und (32) nimmt die Kreis-
gleichung (28) die folgende Form an:

{2un—-(un+ un+1)} {2’Un—‘ (Un+ Un+1)}

= (Un — Un+1)* + (Vn — Vp11)°
oder: _
(33)  (un — un) (Un — Unp 1) + (Vg — vp) (Vg — Vng1) =0.
Unsere Untersuchungen lassen uns also den nachstehenden
Lehrsatz aussprechen:

Lehrsatz: Betrachten wir alle Systemgeraden durch
den Punktm/m, , so liegen in jedem Moment die Punkte
der nten Evoluten, die zu den Beriihrungspunkten der
Einhiillenden mit den entsprechenden Geraden ge-
hiéren, auf einem Kreise, der durch die Punkte:

Up=1Un, Vp=0, und U == Un 41, vn=U;a+1
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geht und iiber der Verbindungslinie beider als Durch-
messer beschrieben ist. Dabei hat der Punkt uj, vy, die
Koordinaten:

U= u(t) +Unlt), = "Pult) +Va(t),

worin:
db d?a d*b
Pult) = a—n, g7 —my g+ Talt) = by g7 —my -
Funktionen von ¢ allein sind und

Un(t) = f<">(t){m cos (t +n —"—) —m, sin (t +n —;'—)}
Vau(t) = f(n)(t){m sin (t +n ) +m, cos (t +n )}

ist.
Die Gleichung der Tangente an die nt® Evolute im Punkte
Uy, Uy lautet:

dv,, du,
(U—up) ar (v —va) ar 0.
Nach (9) und (10) ist:

n T dv, . n
= Fn(t) cos (t+ a-n —‘2—>, - = Fn(t) sin <t+ a+mn ?)’
Bu(t) = [204(8) — wi(®] 003 (t+a+n 7

+ [294(6) + gi(®)] sin (t+ a+n 3,
sodaB obige Tangente iibergeht in:
(4 —up) sin (*"r‘ a +n%) — (v—wy) cos (t+ a +n—;—) =0,
oder wegen (20):
[ —@n(t)] sin (t +a+mn —Z—) — [v—yn(t)] cos (t+a +n 12’—): 0,
oder wegen (19):
[u—Dy(t)] sin (t+a +n %)— [v—Pu(?)] oos(t+a +n %) —pf®(t)=0.

Dieser Gleichung wird fiir jeden Wert von a durch

u,._—_.—u;” U::”In

geniigt.



— 108 — °
Ebenso besitzt die Normale an die nt¢ Evolute die Gleichung:

(u— un)cos(t+a+'n )+(1; v,,)sin(t+a+n%)=0
[u—@n(t)+yn(t ]cos(t+a+n )+Lv W () —@h( ]sm(t+a+n2) 0

[v— Q,H_,(t)]cos( +a+n ) +[v— ,,+1(t)]sm(t+a+'n2)

—p [+ (=0,
Fiir jeden Wert von a wird diese Gleichung durch
‘ U=1Unt1, V=Unjty erfiillt,
Satz: Die Tangenten, die in den betrachteten
Punkten an die mte» Evoluten gelegt werden kénnen,
gehen alle durch den Punkt wp/v,, die Normalen alle
durch den Punkt upnqi/vsnis.

Der Kreis (33) und der Punkt w,/v;, sind das Analogon
zu dem bei starren Systemen von R. Miiller?) als nter Riick-
kehrkreis und (n—1)tr Riickkehrpol bezeichneten Kreis
resp. Punkt. Hervorzuheben aber ist, daB was bei starren
Systemen fiir die simtlichen Geraden der Ebene gilt, bei den
ghnlich verdnderlichen Systemen nur fiir die Geraden eines
Biischels bestehen bleibt. Wir kénnen daher die Bezeichnungen
nter Riickkehrkreis und (n— 1)ter Riickkehrpol auf uunsre #hnlich
verdnderlichen Systeme schwerlich iibertragen. Denn diese
Namen rechtfertigen sich bei starren Systemen dadurch, daB
fir n=1 der besagte Kreis mit dem momentanen Riickkehr-
kreis identisch ist, d. h. alse daBldie ersten Kriimmungsmittel-
punkte der Enveloppen aller Geraden der Ebene in jedem
Moment auf dem Riickkehrkreise liegen. Dies bleibt aber bei
den #hnlich verinderlichen Systemen nicht bestehen, da auch

- der fiir n==1 sich ergebende Kreis (33) die GroBen m und m,
enthélt, d. h. von der Lage des Biischelmittelpunktes abhiingt,
sodaB es also in jedem Moment unendlich viele solche Kreise
gibt, von denen keiner mit dem Riickkehrkreis (12) der Be-
wegung zusammenfillt, wie man sich leicht iiberzeugt.

1) Zeitschrift fir Mathematik und Physik, Bd. 87, S. 184 und Bd. 42.
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Da der Gleichung des Kreises (33) durch die Koordinaten
(24) des Punktes B, geniigt wird, und zwar fiir jedes Werte-
paar m, m,, schneiden sich in diesem Punkte die Ortskreise
aller Strahlenbiischel. ‘Dies gibt den

Satz: Die zu jeder Phase der Bewegung gehdrigen
Kreise, auf denen die nter Kriimmungsmittelpunkte der
Enveloppen der Geraden von Strahlenbiischeln liegen,
schneiden sich ebenfalls simtlich in dem schon er-
wihnten Punkte P,

Fiir n =0, also fiir die Einhiillenden selbst, ist $3,—, der
Momentanpol und der Punkt uj_o/v=o hat die Koordinaten:

Un—o=a-+[() (m cost—m, sint), vy—o=>b+[f(t) (m sint+m, cost);
dies ist aber die Momentanlage des Biischelmittelpunktes. Wir
finden somit den

Satz: Der Kreis, den die Beriihrungspunkte der
Geraden eines Biischels mit ibren Enveloppen in
jeder Phase der Bewegung bilden, geht durch den
momentanen Biischelmittelpunkt sowie durch den
Momentanpol. '

Die Tangente dieses Kreises in dem Punkte, in dem sich
der Biischelmittelpunkt momentan befindet, ist sowohl die
momentane Lage einer dem Biischel zugehorigen Geraden als
auch, wie man sich durch leichte Rechnung iiberzeugt, die
Tangente der Bahnkurve, die der Biischelmittelpunkt beschreibt.
Damit aber haben wir den Satz gefunden:

Die Bahnkurve eines beliebigen Systempunktes um-
hiillt die Enveloppen aller durch ihn gehenden Geraden.

14.
Die Einhﬁllende§eines Systemkreises.
Es sei ein Systemkreis gegeben in der Form:
1) E=m-+rcosv, n=mn+rsiny,
worin m und n die Koordinaten des Kreismittelpunktes, » den

Radius des Kreises und v einen verinderlichen Parameter
bezeichnet.
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Dann hat ein dem Parameterwerte v zugehoriger Punkt
des vorgegebenen Kreises die Bewegungsgleichungen:

R x=a+f(t)[mcost—nsin ¢+ rcos(t+v)]
) y = b+ f(t) [m sin t+ncost+r sin (t+v)].

Zur Bestimmung der Einhiillenden des gegebenen Systemkreises
bilden wir den Ausdruck:

ox 0y oy ox

@) tow ot oy ="
Fiir diesen finden wir:
4) A(t)-sinv+ B(f)-cosv + C(t) =0,
wobei

A@)=—3% sint 4+ 2 cost+-mf(t) +nf (1
) Bit)= 2%cost+ 30 sint+mf () nf(t)

Cty= rf(t)

gesetzt ist.

Die Gleichung (4) gestattet uns, v aus den Gleichungen
(2) zu eliminieren. Zu dem Ende verschaffen wir uns aus (4)
die GroBen sin (#+4v) und cos (¢4 v), ausgedriickt durch ¢.

Da nach (4)
sinv=—m(-—AC+va)
cosv = A2+B2( ~BCTAYA*+B*— C’)
ist, wird:
sin ({4 v) = ——A—Q_TE{C(Acost +Bsint) $1/Z’+TCT’(Bcost—Asint)}
cos(t+v)=—-A,+B2{0(Bcost Asint) +y 4>+ B?- 0’(Acost+Bsmt)}

‘Wegen (5) ist hierin:
Acost+Bsint=-?£~+f t)(mcost — nsint) 4 f*(t) (msint + ncost)
Becost— Asmt———-—f(t)(msmt—l—ncost) +7(t) (mcost—mnsint).
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Fiithren wir jetzt die Abkiirzungen ein:
@(t)==a~+f(t)(mcost—mnsint)

() w(t)="b+ f(t)(msint + ncost),
so wird:
Bcost— Asint=¢'(t), A cost+ Bsint =1v'(1),

A2+ B =@ (t) + v ()
und mithin:

sin (t40) =~ g P OVOF @OV ™0+~ D)

008 (t+0) ==~ (' (O £ () V(B -0}

Diese GroBen fithren wir in (2) ein und erhalten den

(7)

Satz: Die Einhiillende eines Systemkreises kann
in folgende Gleichungen gefaBt werden: '

=)~ s P OP O v O VT O ) -7
Y=y (O~ L e Ov ) F e OV O+ v O =70}

Wir betrachten jetzt ein System konzentrischer Kreise und
stellen die Frage: Wo liegen in jedem Augenblick der Be-
wegung die Berithrungspunkte dieser Kreise mit ihren ent-
sprechenden Enveloppen?

Zur Beantwortung dieser Frage haben wir aus den Gleichungen
(8) die GréBe r zu eliminieren. Die Elimination liefert:

o — o1+ ly— v O =— L9 o — o) 90+ [y — v O]t}

oder:

®)

9) [z—@ @) |z—e)+ ,’:,((t))w‘ ]+[y y( ][y v(t)+ ;((tt)) ‘(t)]=0

Wir haben es also mit einem Kreise zu tun, der durch den

Punkt 2 =g(t), y =1 (t), d. h. durch die momentane Lage des

gemeinsamen Mittelpunktes der betrachteten Systemkreise, geht.
Beachten wir, daB die Differentialquotienten von ¢ (¢) und

vy (t) geschrieben werden kénnen:

Pt = ’}ff))<p(t>—w(t>—’}—{§a+b+%%=—’}(%l[xp—w 0]+ = (1)

M)

T f'® _f'®
vy (t) (p<t)+ f(t) (t)"‘ f(t) b+ - [Zp‘-(P ] (t) [yP ]
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wobei x,, y, die Koordinaten des Momentanpoles sind, so 148t

sich der Kreis (9) anch in die Form bringen:

(10) [o~g)—pt Ly o0} + p- vt y—vo— 2 (2ot}
r'® ro-?

Dieser Gleichung wird aber durch die Koordinaten des Momen-

tanpols geniigt.

I

Satz!): Die Beriihrungspunkte eines Systems kon-
zentrischer Kreise mit ihren Einhiillenden bilden in
jeder Phase der Bewegung einen Kreis, der durch die
momentane Lage des allen Kreisen gemeinsamen
Mittelpunktes, sowie durch den Momentanpol liuft.

) Dieser Satz findet sich auf andere Weise abgeleitet bei Geisen-
heimer, Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Bd. 24.

0.



Anhang.

Es sollen im folgenden die von uns entwickelten allge-
meinen Theorien noch auf einige spezielle Bewegungen #hnlich
verinderlicher Systeme angewendet werden, ohne daB dieselben
nach allen Richtungen hin untersucht werden sollen. Da wir
in den allgemeinen Bewegungsgleichungen drei willkiirliche
Funktionen a, b, f von ¢ haben, ist die Bewegung eines #hnlich
verdnderlichen Systems durch 3 Bedingungen bestimmt. Wir
wollen nun so verfahren, daB wir 2 Bedingungen vorgeben und
die Bewegungsgleichungen aller der #hnlich veriinderlichen
Systeme aufstellen, die diesen beiden Bedingungen gentigen.
Aus der unendlichen Fiille derselben wollen wir dann zwei
spezielle besonders einfache herausgreifen, die auch leicht mit
gewissen starren Systemen in Zusammenhang gebracht werden
konnen.

§ 15.
Normierung der Bewegungsgleichungen aller #hnlich ver-
iinderlichen Systeme, bei denen eine gerade Linie bestiindig
durch einen festen Punkt geht, withrend eine zweite Gerade
an einem festen Kreise hingleitet, und allgemeine Eigen-
schaften aller dieser Systeme.

Die allgemeinen Bewegungsgleichungen lauteten:
x=a+[(t)(&cost—nsint)
y==b+f(t) (& sin t 4 ncost).

Es seien nun zwei gerade Linien des beweglichen Systems

eben:
g8 =m E+n,, n="my& +N,.

Hartmann. . 8
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Von diesen soll die erste wihrend ihrer Bewegung bestéindig
durch den festen Punkt z,,y, gehen, wihrend die zweite an
einem festen Kreise hingleitet. Die Gleichung dieses Kreises
kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit in der Form:
we__},y-z___rz
annehmen, da wir ja den Ursprung des festen Koordinaten-
systems in den Kreismittelpunkt legen konnen.
. Die Punkte der Geraden yn=m,+n, haben die Be-

wegungsgleichungen:

x=a+f(t) [&(cost —m,sint) —n, sint]

y="0+f(t)[&(sint + m cost) + n, cost].
Eliminieren wir aus diesen &, so erhalten wir die Gleichung
der Geraden in ihren einzelnen Phasen:

x (sint+m, cost) —y (cost —m,sin t) +n, f(t)

= (asint—bcost)+m, (acost+4bsint)

Setzen wir: .
asint—boost=a,

acost + bsint=>b,,
so ergibt sich:

a, +mb, =z (sint +m, cost) —y (cost—m,sint) +n,f(t)
als Gleichung der Phasen einer Systemgeraden.

Fiir die erste Gerade (¢ = 1) sollen alle diese Phasen durch
den festen Punkt z,, y, gehen, also haben wir als erste Be-
dingungsgleichung: o
L a, +m, b, =2z, (sin t + m, cos t) —y, (cos t — m, sin t) + n, f(f).
Fiir die zweite Gerade (e=2) sollen alle Phasen Tangenten
des Kreises 2?4 y*=1r? sein, also die Gleichungen besitzen:

. xxy +YYo = 1%
wobei . 22ty =r?
ist. Dann muB:
x,=A(sint+ my cost), y,==—A(cost—m,sint),

r2*=A(a, +myb, —n,f) sein,
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Durch Quadrieren und Addieren der beiden ersten Relationen
folgt: 24 y3 == (14 m2).

Eliminieren wir aus dieser und der dritten der obigen Gleichungen
den Faktor A, so folgt als zweite Bedingungsgleichung:

1L a, +my by =n,f(t) X r /1 +m?.

Aus den beiden Bedingungsgleichungen I und I1I berechnen wir
die GréBen @, und b, und finden:

a, = A sint+4 A4, cost+ Cf(t)+ D,
b, = Bsin t+ B, cos t+ C,f(t)+ D,

wobei gesetzt wurde:

A = — My (X +M, Yy) A = my (y, —my2,)
= A 2L, ] = ey
™y — My My — My
x, +m —(y, —mx
B — 1 1Y, B1=“ Y 11)’
My — My my, — m,
My Ny — 1y M, n, —mn,
C =22 172, 01 _ T,
m; — Mg My — My
D_—{_-rmll/1+1n§ D — FrViemi
1= ’ =
My — My Wy — My

Die GroBen @ und b selbst stellen sich dann in folgender
Gestalt dar:

a = D, sint+ Dcost+ Asin?t+ (4, + B)sin ¢t cos t + B, cos?t
+f(#) (Csin t+ C, cost)

b = Dsint— D, cost+ Bsin*t— (4 — B,)sin t cos { — 4, cos®¢
+f(t) (C, sint— Ccos t).

Verschieben wir den Ursprung des beweglichen Koordinaten-
systems an den Schnittpunkt der beiden vorgelegten Geraden,
d. h. schreiben wir an Stelle von &+ C,:&, von n—C:9y, so
konnen wir die Bewegungsgleichungen eines jeden #hnlich ver-
#nderlichen Systems von den verlangten Eigenschaften in die
Form bringen: ‘ '

8*
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x=D,sint+D cost+Asin*t+ (4,4 B)sint cost + B, cos®t
1 + f(t) (£ cos t — u sin f)
( ). y=Dsint—D, cost+ Bsin*t—(4—B,) sintcost — A, cos®t
+f(t) (£sin t+ 5 cos t).

Wir kénnen aber diese Grundgleichungen unsrer Bewegung,
ohne der Allgemeinheit zu schaden, noch weiter vereinfachen.
Bis jetzt haben wir das bewegliche Koordinatensystem an den
Schoittpunkt der beiden gegebenen Graden verschoben und das
“feste an den Mittelpunkt des Kreises. Wir konnen nun noch
das bewegliche & #-System so drehen, daB die Gerade, die be-
stindig durch den festen Punkt x,, y, gehen soll, mit der
&-Achse zusammenfillt, und ferner das feste x,y-System so
drehen, da8 der Punkt x,, y, auf die x-Achse zu liegen kommt.
Die Verhiiltnisse liegen dann so, daB
die Gerade =0 bestiindig durch den Punkt z=x,, y=0 geht und
die Gerade n=m,¢& bestindig den Kreis 2?4 y? =? beriihrt.
Es wird danun:

m, =0 und y, =0,
und demzufolge nehmen die Konstanten die Werte an:

A==, A4,=0, B=-21 B =0,
T
D=+ —’Yf—m— D, =0.

‘Wir haben sonach den Satz gefunden:

Satz: Die Bewegungsgleichungen eines jeden dhn-
lich verinderlichen Systems von der Eigenschaft, daB
eine gerade Linie bestindig durch einen festen Punkt
geht, wihrend eine zweite Gerade an einem festen
Kreise hingleitet, kénnen in die Form gebracht werden:

@ z==D cost-- Asin?t+ Bsintcost+ f(t) (& cost — 7 sin t)
y =D sint— Asintcost+ Bsin?t- f(f) (¢ sin ¢+ 7 cos B),
wobei f(f) eine noch vollig willkiirliche Funktion ist.

Da bei den soeben definierten Bewegungen zwei bestimmte
Systemgeraden so einfache Eigenschaften besitzen, diirfte es
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von Interesse sein, das Verhalten einer beliebigen System-
geraden wihrend der Bewegung des Systems ins Auge zu fassen,
d. h. ihre einhiillende Kurve zu bestimmen. Nach unseren all-
gemeinen Theorien besitzt die Einhiillende einer Systemgeraden:
(3) f=wucosa+p, n=usna+tv
die Gleichungen:
4y ©= 700005t -+-a) [ () sn(6-+-@) — i 9 o5 ¢+ )]
Y =1v,(t) + sin (t+a) [y (t) sin (t + @) — o (£) cos (¢ + )],
wobei:

¢y () =a+pf(t)sin (t+a), w,({)=">—pf(t)cos(t+a),

p=usina—vrcosa
ist. Im Falle der Bewegungsgleichungen (2) ist:
a=Dcost+ Asin?t+ Bsintcost

b=Dsin t— Asintcost-+ Bsin?t

%_—_— Dsint+4 2 Asintcost+ B(cos?t— sin?t)
%::: D cos t— A (cos?t — sin®t) 4 2 Bsintcos t,

und die Gleichungen (4) nehmen nach einiger Rechnung die
Gestalt an:
xz=A cos’a+ Bsinacosa—+ Dsinasin ({4 a)
+p[f(t) sin (t+a) +7*(t) cos (t +a)]
y=Asinacosa+ Bsin?a— Dsinacos(t 4 a)
—p[f(t) cos (t+ @) — f* (t) sin (t +-a)].
Da in diesen Gleichungen p =y sina —» cos a fiir tana = i
der Null gleich wird, d. h. fiir alle die Geraden, die durch
den Ursprung des beweghchen Systems gehen, finden wir den
Satz: Alle dhnlich verdnderlichen Systeme mit den
Bewegungsgleichungen (2) besitzen die Eigenschaft,
daB simtliche durch den Ursprung des beweglichen
Koordinatensystems gehende Geraden wihrend der

Bewegung des Systems an festen Kreisen hingleiten,
von denen einer (fiir a=0) in einen Punkt iibergeht.

(5)
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Diese Gleitkreise haben die Gleichungen:
(.’E - w())2 + (y - yu)‘Z =%
wobei nach (5)
x, = cos a(4 cosa+ Bsina), y,=sina (A4 cosa+ Bsina),
r=Dsina ist.
Der kleinste Gleitkreis (fiir = 0°) hat also den Radius r =0
und die Mittelpunktskoordinaten x,=4, y, =0, wihrend fiir
den griBten Gleitkreis (@ =90°) r=D, x,=0, y,= B ist. Die
Mittelpunkte simtlicher Gleitkreise liegen auf dem Kreise:
" K) 2?+y?—Ax— By=0.
Wir wollen noch eine weitere gemeinsame Eigenschaft aller
unsrer Systeme in Betracht ziehen. Der Punkt £=7=0 be-
schreibt némlich bei sidmtlichen Systemen die gleiche Bahn,
die nach (2) durch die Gleichungen:
6 2 =Dcost+ Asin?t+ Bsintcost
® y = Dsint— Asintcost+ Bsin®t
gegeben ist.
Verschieben wir das x,y-System an den Punkt z = 4,
y=0 und drehen es um den Winkel ¢, fiir den
B A
—_— COSQPp=—=—————
VA2 + B? VA2 + B2
ist, so nimmt, wenn wir ¢ eliminieren, die durch (6) gegebene’
Bahnkurve die Gleichung an:
M . (X4 Y:— ¢4+ B*X)'= D?*(X?+ 17
Wir haben es also mit einer Pascalschen Schnecke zu tun.
' Die Pascalsche Schnecke ist die FuBpunktkurve eines
Kreises in bezug auf einen beliebigen Punkt. Bezeichnen wir
den Radius des Kreises mit R, den Lotpunkt mit P und den
Abstand des Kreismittelpunktes M von P mit g, so besitat,
wenn wir P zum Pol, PM zur Achse eines Polarkoordinaten-
systems o, v machen, die Pascalsche Schnecke die Gleichung:
e=R-+qcosy
oder in kartesischen Kcordinaten:
(X2+ 1% — ¢X)?*= R*(X*4 Y?).

tancp:———f—, singp =+
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Der Lotpunkt P ist hierbei ein singulirer Punkt und zwar
eine Schleife, Spitze oder ein isolierter Punkt, je nachdem
q° ER” ist.

Im Falle der Gleichung (7) ist R= D, ¢=VA*+ B> und
da ferner dic X-Achse weiter nichts ist als diejenige Gerade,
die die Mittelpunkte des gréBten und des kleinsten der oben
genannten Gleitkreise mit einander verbindet, ist die Kurve (7)
die FuBpunktkurve des Maximal-Gleitkreises in bezug -auf den
Minimal-Gleitkreis als Lotpunkt.

Die Ungleichung q‘*‘%R2 geht in unsrem Falle iiber in:
A+ B* % D2

oder wenn wir beriicksichtigen, daB nach Seite 116:

Tz
o kL Amy
A=uw,. B‘——»;n—z, D=+ e
ist, in: .>
xry z rs,

d. h. je nachdem der feste Punkt auBerhalb, auf oder innerhalb
des festen Kreises liegt, ist der singulidre Punkt der Pascalschen
Schnecke (7) eine Schleife, Spitze oder ein isolierter Punkt.

Fir g=0, d. h. 4 =0, B=0, also x; =0 entartet unsre
Pascalsche Kurve in einen Kreis. Dieser Fall tritt also ein,
wenn der feste Punkt mit dem Zentrum des festen Kreises
zusammenfillt.

Zusammenfassend kénnen wir den

Satz aussprechen: Bei allen &hnlich verénderlichen
Systemen von der Eigenschaft, daB eine Gerade be-
stindig durch einen festen Punkt geht, wihrend eine
zweite Gerade an einem festen Kreise hingleitet,
beschreibt der Ursprung des beweglichen Systems
diejenige Pascalsche Schnecke, die entsteht als FuB-
punktkurve des groBten der im vorigen Satz erklidrten
Gleitkreise in bezug auf den in seinen Mittelpunkt
zusammengeschrumpften kleinsten als Lotpunkt.

Die eben genannte Pascalsche Kurve geht dabei
in eine Kardioide iiber, wenn der feste Punkt auf der
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Peripherie des festen Kreises liegt, und entartet zu
einem Kreis, weun der feste Punkt mit dem Zentrum
des festen Kreises zusammenfillt.

Aus den beiden letzten Siitzen folgt auf Grund des von
uns auf Seite 109 entwickelten Lehrsatzes, daB nidmlich die
Bahnkurve eines beliebigen Systempunktes die Enveloppen aller
durch ihn gehenden Geraden umhiillt, der bekannte

Sutz: Jede Pascalsche Schnecke kann erzeugt
werden als Einhiillende eines Kreises, desson Mittel-
punkt sich auf einem Kreise K) bewegt und dessen
Radius sich in bestimmter Weise dndert.

§ 16.
Die Bewegung f(f)=c, +¢, sint+c, cost.

Den Betrachtungen dieses und des folgenden Paragraphen
liegen die Bewegungsgleichungen (2) von Seite 116 zugrunde,
welche lauteten:

x=Dcost+ Asin®t+ Bsintcost+ f(t) (& cost—ysint)
y=Dsint — Asintcost + Bsin?t 4 f(t) (¢ sin t + 7 cos ?).
Die noch véllig willkiirliche Funktion f(¢) wollen wir jetzt in

geeigneter Weise wihlen und die sich dann ergebenden Be-
wegungen niher ins Auge fassen.

Herleitung der Bewegung f(f)=c¢, 4 ¢, sint+ ¢, cost
aus dem Zerfallen der Kreispunktkurve. )
Zun#chst fragen wir uns, wie muB £ (¢) beschaffen sein, damit
die Kreispunktkurve der durch die Gleichungen (8) definierten
Bewegung in jedem Moment in zwei Kreise zerfillt.

Nach unsern allgemeinen Theorien (8. 42) zerfillt die Kreis-
punktkurve eines dhnlich veriinderlichen Systems in zwei Kreise,
wenn . . PQ = LM

ist. Beachten wir die Werte von P, @, L, M (8. 26), so konnen
wir diese Bedingung allgemein in die Form bringen:
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3(a2+ﬂ9){(2;+3fff ‘)(a’+/3’)+(1+9£f——~—)(aal+ﬂﬂ1 |
.

+7(1+ff1)(a,8,—a1,5)}+( ’;,)0‘11'*’/3/31 (ap,—a,f) =

Fiir unsere Bewegungen (8) lassen sich die GréBen @, und f,
wie man durch leichte Rechnung findet, schreiben:

r,.r r f

7t ‘da F da__f'db
_34_ 1 T f ——3q4+ L f( ab
=3 1+;;“( Yrah ATt @ )
sodaB:

9

r,r r,.r
(10) aa,+pBp,=— L ff H, aﬂ1‘a1ﬂ—'l‘“/¢ H1’3(02+ﬂ’)
1+ + 1+ ra .

wird, worin H und H, bedeuten:
(8 _gda\ [ da g db
H_(“ a P dt)+ f (“ at T8 dt)
_(gda g @b\ _F( b _ g4 da
Hl_(“ a TP dt) f( at dt)'

Fiihren wir die Ausdriicke (10) in die Bedingung (9) ein, so
nimmt diese die Gestalt an:

(% + %)QHH, +3 (% + %)(a%L ﬂ“){(l + If,:)(a“%—ﬂ")

(11). +(%_ 1; )H——%(H- )IL}—O
Es ist also
(12) f'+f=0

eine Losung derselben. Die Differentialgleichung (12) ist leicht
zu integrieren und besitzt das allgemeine Integral:

(13) f(t)=c, +cysint+c; cost.

Satz: Bei unsrer Bewegung (8) zerfdallt fir
f(t) = ¢, +c,sin t+¢, cos t die Kreispunktkurve einer
jeden Systemlage in zwei Kreise.

Da f=¢, und f=n¢c,sin t+ ¢, cos ¢ zugleich partikulire
Integrale der Differentialgleichung dritter Ordnung sind, die beim
Entarten der Kreispunktkurve in eine Kurve dritter Ordnung
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auftrat (vergl. S. 48), muB fiir f=r¢, und f=c¢, sint+¢; cos ¢
ein Kreis oder beide in eine Gerade entarten, und zwar finden wir:

Satz: Bei unsrer Bewegung zerfillt in jedem
Moment fiir f(t)=¢, die Kreispunktkurve in zwei Ge-
rade (Polbahntangente und -normale) und fiir f(¢)
= ¢,sin t+¢; costin einen Kreis und eine Gerade (Pol-
bahnnormale und cinen die Polbahntangente im Pol
beriihrenden Kreis).

Zusammenhangder Bewegung f(t)=c¢, 4 ¢,sin t4¢; cost
mit der eines starren Systems.

R. Miiller beweist im 58. Bande der Zeitschrift fiir
Mathematik und Physik den folgenden Satz: Bewegt sich ein &hn-
lich veréinderliches System so, daB drei seiner Punkte Kreise
beschreiben, so beschreibt ein jeder andere Punkt eine Koppel-
kurve. M. Krausel) bemerkte, daB ,dieser Satz nur als ein
Glied in einer Kette von Sitzen anzusehen sei, die sémtlich
Beziehungen zwischen den Bahokurven #hulich verdnderlicher
und starrer Systeme herstellen, und entwickelt eine Reihe
solcher Siitze.

Auch in dem uns vorliegenden Fall gelingt es, das &hnlich
verinderliche System mit einem starren in Verbindung zu bringen.
Das von uns betrachtete #hnlich verdunderliche System hat die
Bewegungsgleichungen: '

z==Dcost+ Asin?t-+ Bsintcost+ (¢, +c,sint
+ ¢; cos t) (Ecost —sint)
y = Dsint— Asintcos t+ Bsin?t 4 (¢, +¢,sint
+ ¢4 cos t) (§sint 47 cos ),
die auch geschrieben werden konnen:
x=A, + 4, cos*t4 B,sintcost+ & cost—y'sint
y = B, — B,cos®t + 4, sin t cos t + &' sin t 4 y' cos ¢,

(14)

1) Jahresbericht derDeutschen.Mathematiker-VereinigungXIX, 1. Abt.
Heft 11/12. .



worin gesetzt ist:
A, =A-c,n, Bi=B+¢,§, Ay=—-A+cyn+cE, By=B+c,é—cy,
f=cé+D, n'=cn.
Wir nehmen nun mit dem festen Koordinatensystem die durch
die Relationen:
x, = (xr—A,)cosd— (y— B,)sin
y, = (x—A,))sind+4 (y — B,) cos §
vermittelte Koordinatentransformation vor und erhalten fiir
2, und y,:
x, = Ay cos?t+ By sintcost+ & cost —n“sint
Y, = — B, cos?t + A4, sin t cos ¢ & sin t 4 5" cos ¢,
wobei gesetzt wurde:
Ay =A,c080+ B,sind, B,=B,cosd— 4,sind,
£ = &'cos 6 —x'sin 4, p" = &'sin d 4+ %' cos 4.

Den vorldufig noch willkiirlichen Drehungswinkel § bestimmen

wir so, daB
B, =0
wird oder also:
_ ‘82
tan 6 = Z

ist. Danp formen sich unsre Bewegungsgleichungen zu:

x, = A, cos?t+ & cost — 17-” sin ¢

(1) .
Y, = A, sintcost+ & sin t+ 5" cos ¢,
worin *
A= yITE, p—bE-B L, BEtay
2 2

At L/ I = T2
VA:+ B2 VA, + B2

ist. Dies sind aber die Bewegungsgleichungen eines Punktes &, "
eines starren Systems, welches sich in seiner Ebene so bewegt,
daB von zwei in einem Punkte fest verbundenen und senkrecht
auf einander stehenden Geraden die eine immer durch einen

festen Punkt geht, die andere an einem festen Kreise hingleitet.
Wir finden also den
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Satz: Die Bahnkurven aller Punkte eines ebenen
shnlich verdnderlichen Systems, bei welchem eine
Gerade bestindig durch einen festen Punkt hindurch-
geht, wihrend eine zweite Gerade lings eines festen
Kreises gleitet, bei dem ferner die Funktion f(¢) den
Wert ¢,+ ¢, sin ¢+ ¢, cos ¢ hat, sind auch Bahnkurven
eines starren Systems von oben definierter Art.

Dle Bahnkurven und die Einhiillenden der System-
geraden bei unsrer Bewegung.

Um die Gleichung der allgemeinen Bahnkurve des
uns vorliegenden &#hnlich veréinderlichen Systems zu finden,
haben wir aus den Gleichungen (14) den Parameter ¢ zu
eliminieren. Wir bilden zu dem Zwecke zunichst:

xcost4ysint= (¢,E+ D)+ (B-+c&)sint+ ¢ &cost
zsint—ycost=—c¢,n+(4d—c,n)sint—czncost.

Hieraus liBt sich ¢ leicht eliminieren und wir erhalten als all-
gemeine Bahngleichung:

6 {(x—AHm)(w— egé)+y—B—¢8) (y—csn)}2= {(01§+D)(y—c3 )
—en@— &)+ [(e, 8+ D) w— A+ qu) +any-B-d).

Um die Natur dieser Bahnkurve zu erkennen, miissen wir einige
Koordinatentransformationen vornehmen. Fiir ein gegebenes
Wertepaar & # verschieben wir das x,y-System an den Punkt:

"ty =1 (A—¢;n+cyé), Yo=13 (B+eé+em),
dann nimmt im neuen System die Kurve (16) die Gleichung an:
{2y =i (A= 8+ B+ qi— o) — @+ D
+eany fortty i [(A—en—68'+ B+ eu€—cyn))}
+af2em(eE +DNB+ et —egn) + [0 +D)— einld—cuy
— b} +yfean@i+DU—ar—ce 8 —[@E+ D)
— et (B+ 8 —cym)) =0.
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Wir bozeichnen hierin zur Abkiirzung den Faktor von z' mit

E, den von y' mit F und drehen nun das &', y'-System um

den durch

sin<p=————;F—_-—. cosw:—-—-—:—_E___
VE9+F2' ‘/Eﬁ+1;'z

bestimmten Winkel.

Im gedrehten System geht die letzte Gleichung iiber in:
{XS‘*‘Yﬁ_% (A—t’gn-—csf)g—}-(B+02§—Csn)2]}2— {(C1E+D)2
+earHX + P+ XYA—on— i+ B+ af—an?
+i{A—cyy— 68+ (B+ e E—en)] =0,
Verschieben wir endlich noch das X, ¥-System an den Punkt:
X,—— Y@ty — DT BT af—enh  T,=0
so nimmt die allgemeine Bahnkurve die Gestalt an:
(x4 ¥ YA — G+ (Bt &E— X}’
=6+ Dy + et} (X 2+ T,
Dieselbe ist also eine Pascalsche Schnecke.

Fiir den durch: ¢,&+ D=0, ¢,7 =0 bestimmten System-
punkt 4, mit den Koordinaten:

D
51 = N = 07
1
sowie den durch: A —cm—eE=0, B+ cE—cm=0"be-
stimmten Punkt 4, mit den Koordinaten:

(17)

cgd—cy B __ gA+¢gB
2 2 ) - 2 2
cﬂ+c3 c2+c8

&=
entartet die Pascalsche Kurve in einen Kreis.
Unter solchen Umstéinden erhalten wir den folgenden
Satz: Bei der von uns betrachteten Bewegung
beschreibt jeder Punkt des #dhunlich verdnderlichen
Systems eine Pascalsche Schnecke, die fir die soeben
festgestellten Punkte 4, und 4, in einen Kreis ibergeht.
Wir wollen jetzt die Einhiillende einer beliebigen
Systemgeraden bestimmen. Dazu haben wir in den
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Gleichungen (5) der Seite 17 f(t)==1c, +¢cysint4cgcost zu
setzen und erhalten, wenn wir beachten, daB p=pu sina—v» cos a
war, fiir die besagte Einhiillende die Gleichungen:

& =cyusin®a+ (B + ¢,u—cyv)sin acos a+ (4 —c,v) cos?a
+ sin (t + a) [(D 4 ¢, u) sina — ¢, cos a]
y=(B+c,u)sin?a+ (4 — c» — ¢ ) sin a cos a+ ¢y v cos’a
—cos (t+a) [(D+ ¢, p)sina—e¢, v cosa].

D

Diese Einhiillenden sind also Kreise und fir v=0, p=——~
Punkte IT mit den Koordinaten: '

(18)

2x=(A———EiD)+( —-%D) éin2a+(A+Z—”D)cosQa
1 1 1
2y — (B—%’«D) + (A+z—31)) sin 20— (B——Zil)) 008 2a.

Betrachten wir alle Geraden durch den Punkt ,u=———02-, r=0,

so bilden die zugehirigen Punkte II eine Kurve, die aus den
letzten Gleichungen durch Elimination von o hervorgeht und
sich ergibt als:

(x—4) (x-}—i—’iD)ﬁ—y(y——B—}-%j—D):O.

‘Wir konnen somit den Lehrsatz aussprechen:

Satz: Das betrachtete ahnlich verinderliche System
besitzt die Eigenschaft,daB alleSystemgeraden wihrend
jhrer Bewegung Kreise umhiillen. Fiir alle Geraden,
die durch den Systemi)unkt: §1=——§, n,==0 laufen,

schrumpfen diese Kreise in Punkte zusammen, deren
Gesamtheit wieder einen Kreis bildet.

Die hoheren Beriihrungen des Kriimmungskreises und
der Tangente mit der Bahnkurve.

Wir wissen bereits, daB die Kreispunktkurve unsrer Be-
wegung in zwei Kreise zerfillt. Nehmen wir die. Untersuchung
-auf eine fiinfpunktige Beriihrung des Kriimmungskreises vor,
so finden wir, daB auBer den Punkten 4, und A4,, die, da sie
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Kreise . durchlaufen, eine n-punktige Beriihrung mit ihren
Kriimmungskreisen besitzen, es bei der betrachteten Bewegung
keine Burmesterschen Punkte gibt. Damit sind die hoheren
Beriihrungen des Kriimmungskreises erledigt.

Wir wenden uns jetzt zur mehrpunktig beriihrenden
Tangente, beschrinken uns aber dabei der Einfachheit halber
auf die Funktion f(f)=c,sint+ ¢, cost. Dann haben wir
also die Bewegungsgleichungen:

2= D cost- Asin*t+ Bsintcost+ (¢, sint
+ ¢, cos t) (& cos ¢ — 7 sin ?)
y=D sin t — A sin t cos t + Bsin?t 4 (¢, sin ¢
=+ ¢4 cos t) (& sin £+ cos ),
und ein beliebiger Systempunkt beschreibt nach (17) die
Pascalsche Schnecke:

(20) (X247 — A= en— 8"+ B+ e
= DHX*+ T,

(19)

2

Wir sehen also, daB jetzt alle auf einem Kreise
(A —c,n—cy &)+ (B4 cy& — ¢gm)® = const.
gelegenen Punkte kongruente Pascalsche Schnecken durchlaufen.

Wir stellen nun die Gleichung des Wendekreises auf.
Dazu bilden wir vorerst die Differentialquotienten von x und y

nach #: da
5 = — Dsint+xsin 2t Acos 2t

%:Dcost-{—lsin%—mcos?t,
wobei gesetzt ist:
x=A—cgn—cyé, A=BHc,&E—cy.

Die weiteren Differentialquotienten konnen wir schreiben:

d2x dy 2y  dx .

G =gt Deost, Gy =25+ Dsint, .
dsx dx . ) dsy dy
W———4ﬂ-—3DSlnt, W——4W+3D008t.
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Dann aber wird die allgemeine Gleichung des Wendekreises:

dt dtt = dt de
in unsrem Falle zu:
(21) 2(x*+ 1%+ 3D (Asint—x cost)+ D?=0.
Setzen wir bestimmte Werte von &, 5 und damit von x, 1 voraus,
so stellt (21) eine Gleichung in ¢ dar, deren Wurzeln die
Parameterwerte derjenigen Punkte der betreffenden Bahnkurve
ergeben, die Wendepunkte sind. Ersetzen wir cos ¢ durch sin ¢,
so liefert (21) fiir sin ¢ die quadratische Gleichung:
9D? (%2 + 2?) sin®t + 6.D A sin £ [2 (2% + A%) + D?]
+[2(%2+ A%+ D> — 9 D252 =0,
deren Diskriminante lautet:
— 36 D%x? (%2 + 1%) — D?[4 (2 + 4*) — D?).

Dieselbe ist also nur positiv, wenn

D2

1
ist. Vergleichen wir die Bahnkurve (20) mit der auf Seite 118
abgeleiteten gewdhnlichen Schreibweise einer Pascalschen
Schnecke, so erkennen wir, daB »®+1*=4¢% D=— R ist, und
finden losgeldst von der kinematischen Betrachtung den bekannten

Satz: Eine Pascalsche Schnecke:
(X*4F*— gX)' = RAX*+T?)

besitzt nur dann zwei reelle Wendepunkte, wenn:

<x?+ 1< D?

R
—2-<q<R

(dem absoluten Werte nach) ist.

Wir fragen uns ferner nach den Punkten & #, bei deren
Bahnen Undulationspunkte anftreten, Bei jedem Werte von ¢
gibt es einen solchen Punkt & #, dessen Koordinaten sich aus
(21) und aus folgender Gleichung bestimmen:

de dy dy dix

(22) —a—{—dTa—-—-a,‘t-‘Wr—g.D(ﬁsin t+}.008t)=0.
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Eliminieren wir aus (21) und (22) den Parameter ¢, so finden
wir, daB alle diese Punkte der Gleichung geniigen:

4G+ 22 —5 D (k2 + A% + D*=0
oder:

[(¢2 4+ 2?) — D% [4(x® + A*) — D*| =
Da »2--A?— D?=0, wie man sich leicht iiberzeugt, die beweg-
liche Polkurve liefert, kommt nur der Faktor 4(x*+4-4%—D?
der obigen Gleichung in Betracht und wir finden: Die gesuchten

Punkte & # liegen auf dem Kreise:

(A —eyn—e, 2+ (Bt ey — cym)P =11

Damit aber erhalten wir den bekannten

Satz: Fiir q=-§ besitzt die Pascalsche Schnecke
eine vierpunktig beriihrende Tangente.

Es liegen also- die Verhiiltnisse folgendermaBen: Die
Pascalschen Schnecken mit Schleifen (9> ) oder Spitzen (¢=
haben keine Wendepunkte, die mit isoliertem Punkt (¢ < E)
scheiden sich in zwei Klassen, solche mit zwei Wendepunkten
(q>%) und solche ohne Wendepunkte (q<§—); der Zwischenfall
q=1—2B ergibt eine vierpunktig beriihrende Tangente.

Die letzten Betrachtungen zeigen uns, wie die Kinematik
gelegentlich fiir die Geometrie spezieller Kurven fruchtbar wird.

§17.
Die Bewegung [ (f) =

cos t

Wir wollen als zweites Beispiel die Bewegung eines éhnlich
veriinderlichen Systems behandeln, die entsteht, wenn wir in den
Gleichungen (2) des § 15 4 =0, B=0 setzen, also den festen
Punkt mit dem Zentrum des festen Krelses zusammenfallen
lassen, und der Funktion £ (t) den Wert —— geben. Wir haben

es dann mit den Bewegungsglewhungen zu tun:

z=2Dcost+— t(Ecost——nsmt)

(1)
y~_Dsmt—{- (Esmt—{—ncost)

Hartmann. 9
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Zusammenhang dieser Bewegung mit der eines
starren Systems.

Auch dieses #hnlich veréinderliche System laBt sich mit
vinem starren in Beziehung bringen. Zunéchst kénnen wir
unsere obigen Bewegungsgleichungen auch schreiben:

x=§E—ntant4 Dcost ‘
y=mn-+&tant4 Dsint.
s . werde nun mit dem =z, y-System eine Koordinatentrans-
formation vorgenommen vermittels der Formeln:
x, = (@x—E&)cosd —(y—mn)sin d
Yy, = (x—&) sin & + (y—n) cos 4.
Dieselbe fiihrt auf die Gleichungen:
xl;—=-(§sin 0+ ncosd)tant+ D cosdcost— D sin dsin ¢
y,= (écosd—nsind)tant-+ D sin dcost + D cosd sint.

Den Winkel 4 withlen wir so, daB die GroBe
&sind -+ ncosd

der Null gleich wird, fiir welchen Fall also die Gleichung be-

stehen muB: 7
tan 6 = — -,

H
Dann nebhmen die Bewegungsgleichungen die Gestalt an:
| T, = &'cost—n'sint
Yy, =atant4 & sin ¢+ #'cost,
wobei gesetzt wurde:
fcosd—nsind=¢2+ y*=a, Dcosé=¢, Dsind=ry".

Diese Bewegungsgleichungen besitzt aber ein starres System,
welches sich in seiner Ebene so bewegt, daB eine seiner Geraden
fortwéhrend durch einen festen Punkt hindurchgeht und ein
Punkt derselben eine gerade Linie durehlduft. Wir haben
damit den Lehrsatz gefunden:

Satz: Die sdmtlichen Bahnkurven eines dhnlich
veriinderlichen Systems, bei welchem eine Gerade an

L (2)
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einem festen Kreise gleitet und eine zweite Gerade
bestindig durch den Mittelpunkt dieses Kreises geht,

bei dem ferner die Funktion f () den Wert?(;ln besitzt,

sind .auch Bahnkurven eines starren Systems, bei
welchem eine Gerade fortwihrend durch einen festen
Punkt hindurchgeht und ein Punkt derselben eine
gerade Linie durchlduft.

Die Bahnkurven unserer Bewegung.

Die Babn, die ein Punkt &, 5 unseres dholich verinder-
lichen Systems beschreibt, erhalten wir aus (1) durch Elimination
von t.

Aus (1) folgt einerseits:

z(£sint+ncost) —y(fcost—mysint) = Dy
oder:
__ Dy—(éx+ ny)sint
3) cost = e—gy
und anderseits:
zsint—ycost=tan¢({cost—nsint) — (&sin ¢ 49 cost)
oder:
__ y—n—ysin®t
(4) cost = T wesmE
Indem wir die rechten Seiten von (3) und (4) einander gleich
setzen, erhalten wir fiir sin ¢ folgende quadratiche Gleichung:

(6) @ +y?)sin®t— Dyzsint+(y—n)(mz—Ey) =0,
wihrend sich durch Quadrieren von (3) ergibt:
(6) (&4 ) (2?4 y?) sin2t — 2Dy (Ex + yy) sin t + D?*y?

- — (mz—E&y)*=0.
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt durch Elimination
von sin?¢:
(7) sin t=— [+ '72)"‘(553'*‘773/)]('7"”—“53’) +D'5'7

Déga+ ny) —Dn(ne—Ey)
und hieraus nach (3):

[+ ) — G+ ]+ ny) + Dy
®) 008t = D§Gx + qy) — Dn(qe—&y)

9*
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Durch Quadrieren und Addieren von (7) und (8) finden wir
als Gleichung der allgemeinen Bahnkurve unsres dhnlich
verdnderlichen Systems (1):

@+ y) gz +ny — @ + 1)) — D} — D (6w 4y
+2 Dyt ny)+EGe — 5?/)} + Din* = 0.

Wir wollen jetzt die Asymptoten und die Doppelpunkte
dieser Bahnkurve bestimmen.

Die Asymptote einer Kurve kénnen wir in der Gleichungs-
form annehmen:

)

Y =M + Usg.
Der Richtungsfaktor mg bestimmt sich folgendermaBen:
Wir dividieren die Gesamtheit der Glieder vierter Dimension U,:

U,=@+y°) Ex+ny)

durch * und erhalten, indem wir lim L = mj setzen, fiir m;
die Gleichung: p=®

lim % = (1+m3) (E+nms)* = 0,
Xr=om

welche von imagindren Losungen abgesehen, die Doppelwurzel
Mg = — £ besitzt. Unsere Bahnkurven haben also zwei parallele
Asymptotgn.

Um die zugehorigen Werte des Abschnittes u; der Asymptote
auf der y-Achse zu finden, setzen wir y = — - % + us in die
Bahngleichung (9) ein und erhalten:

w”(l+§’—;) (n* 3 — 27 (82 +47) ps + (€ + %) — D*n?]
+ lin. Gl von x 4 abs. Gl. = 0,

Indem wir diese Gleichung durch z? dividieren und daon 2
unendlich groB werden lassen, finden wir zur Bestimmung von
us die quadratische Gleichung:

s — 21 (84 us+ (2 +9%)* — Din? = 0,

deren Wurzeln:
Ms == Siq +D
. n

sind.
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Resultat: Die Bahnkurven besitzen zwei parallele
Asymptoten mit den Gleichungen:

I 842
Y=yt

Zu den Doppelpunkten der Bahnkurven gelangen wir

durch folgende Uberlegung: Durch die Gleichungen (7) und (8)

ist zu jedem Punkte x, y der zugehorige Winkel ¢ eindeutig

bestimmt. Die Eindeutigkeit hort aber auf, wenn sin £ und

cos t die Form annehmen. Somit miissen fiir die Doppel-
punkte folgende Gleichungen zusammen bestehen:

[+ — (z+ny) (nz—Ey) + D¥n=0
¢z +ny)—nmz—Ey)=0.

Aus diesen ergeben sich fiir die Koordinaten der Doppelpunki;e
die Werte: .
§
1)  r=gms[E+P Y E L +4D)
2__¢2 2__ g2
() y =" = gl [ £V @ D |

Resultat: Die Bahnkurven besitzen zwei Doppel-
punkte, deren Koordinaten durch (10) und (11) dar-
gestellt werden; sie liegen auf einer Geraden durch
den Ursprung.

Bemerkt sei noch, daB der Punkt é=#%=0 den Kreis
-2*4y?==D* durchléuft, und die Punkte der bestindig durch
den Ursprung des festen Systems gehenden Geraden 5 =10 die
Bahnen beschreiben:

@ +v°) (& — & — D*a* =0,
also Konchoiden des Nikomedes.

Die Bahn eines beliebigen Punktes & » 1iBt sich leicht
zeichnen, da wir in jedem Moment die Lage des beweglichen
Systems angeben konnen; denn der Ursprung &=#%=0 be-
schreibt den Kreis %2+ y?= D? die #-Achse gleitet an diesem
Kreise hin und die &-Achse geht bestindig durch den Mittel-
punkt desselben.

+D.




— 134 —

Die beiden Polkurven.
Die feste Polkurve p besitzt allgemein die Gleichungen:

1 ( fd ) 1 da ' db
z=a———/x |+ y=b+—-—z(———~——).
: dt e\ dt dt
1+ 7 f 1+F f
Bei unsrer Bewegung ist:

a=D cost, %:——Dsint, b=Dsint, —d—lt’=Dcost,
, 1 ) t
fO)=—5p [O= cs;:gt ;
sodaB die Gleichungen der festen Polkurve die Gestalt
annehmen:

(12) . x=Dsint sin 2t, = — Dsint cos 2%,
oder in kartesischen Koordinaten:
(13) . 4(x*+y) @'+ y*— DY)+ D'a?=0

Dieselbe ist also eine Kurve sechster Ordnung, die zur z- und
y-Achse symmetrisch liegt. Ihre 3 Schnittpunkte mit der
Abszissenachse sind Doppelpunkte der Kurve und zwar ist
der Koordinatenanfang ein Selbstberiihrungspunkt mit der
Ordinatenachse als Tangente, die beiden anderen Punkte
Schleifen. Die Kurve hat ferner 3 Maxima und 3 Minima. Sie
ist eine spezielle Rhodoneel). Ihre Gestalt ist auf Tafel I,
Fig. 1 wiedergegeben (der hinzugefiigte Kreis hat den Radius D).

Die Systemkurve z, deren Phase die bewegliche Pol-
kurve darstellt, hat allgemein die Gleichungen: ’

__ 1 ., (da__ f*db b fd
f—m{““(dl"“ﬂ?)‘°°”(Tﬁ+?7?)}

! - {smt( +f da)+cost(da f‘—@—)},

P at at at
() ! Foan
die fiir unsre Bewegung lauten: ‘
(14) £ =—D cos®t, =—Dcos?tsint,

1) Siehe Loria: Spezieile algebraische und transz. ebene Kurven,
- 1902, S. 805.



— 135 —

oder in Polarkoordinaten:

(15) r=D cos?e,
oder in kartesischen Koordinaten:
(16) (€4 7y —D* =0

Sie ist also ebenfalls eine Kurve sechster Ordnung, die zu
beiden Achsen symmetrisch liegt. Der Koordinatenanfang ist
ein vierfacher Punkt (Doppelspitze) mit der 5-Achse als Tangente.
In Fig. 2 der Tafel I ist der Verlauf der Kurve, die man als
Doppeleilinie?) bezeichnet, dargestellt.

Wendekreis, Kreispunktkurve, Burmestersche Punkte.

‘Wir berechnen zunichst die fiir die weiteren Untersuchungen
notigen Ausdriicke: gy, x» an fr. Da:

i a =D cost, b=Dsint
unf_ S - c‘:%t? e 1 ;:Ln:t, fi— sin (z')o-:‘:in"t),
/ v_ 5+18 scis:btt—i— sin*¢ , fV= sint (61 + ii::;l’t + sintt)
ist, wird: .
6= c_ols'z’p 0, =0, 05 =— -—-—————--—2(1:035202 t),
0, =0, 0, — &+ sci::ett—l— Baintt)
Zﬂ:%%}xiag_:’ %=0, l4=”"§%ﬂt‘)—, 2 =0,
und: b .
= —os7 (1—3sin%t), f = 3Dsint
a—f)g%t—(l-{—sinﬂt), By =——=— cost (1+sin?t)
-——agﬁ—(l—q‘-liisin?t—t—Qsin‘t), ﬂa—_—_—%%f (54 3 sin®t)
~ODM 1 6sintttsin't),  f— oo (14 6sin®t+sin’d.

1) Siehe Loria, 8. 311.
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Wir wollen hier gleich noch folgende GréBen berechnen:

o fr = cusﬁt(1+3sm t). N?=D?(1+3sin%)
- t .
aa:+ﬂ51=—6D2::):3t(1+s1n"t)
aﬂl““;ﬂ='—3Dicosgt(l+sin?t)

aay+pf, =D cos,t(l—3z.tsm%t—15.snn*t)
afy—ayf=—6D? :;u:t (34 sin?t)

aa,+ff, =30 D? sin ¢ (146 sin2t 4 sin*¢)

cos®t

afy—azf=15 D"co i (146 sin®¢ 4-sin*¢).

“Wegen der Form von f(f)= —1t— wird zufolge der allgemeinen

Theorie (vergl. S. 22) der Wendekreis in jedem Moment
durch die Polbahntangente dargestellt. Dann aber folgt nach
S. 49, daB die Kreispunktkurve in die unendlich ferne
Gerade und eine Fokalkurve dritter Ordnung zerfallt. In dem
an den Pol verschobenen und in die Polbahntangente gedrehten
System besitzt diese Fokalkurve die Gleichungsform:

(@3 +y3) (Lx, + My,) + Qz,y, = 0.

Dabei ist das z,, y,-System gegen das z, y-System um einen
Winkel ¢ gedreht, dessen

: 9
. dt cos t (1 — 6 sin2¢)
sin ¢ =— = e
N V' 1+385in2t
an
dxy
dt 2sin ¢ (8 sin2t—2)
c0s p = — = e
N V 1+38sin2t

ist. Da bei uns alle geraden ¢ und alle ungeraden y der Null
gleich werden, nehmen nach den Gleichungen (14) des § 4 die
Koeffizienten der obigen Fokalkurve die Werte an:
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3D (14 sin2?)
L——-4 (ap,— L+ alntd)
(aﬁl % ﬂ) costt /143 sin2¢
12 D sindt
M="2"3y,N*+aa = —
' N( N 1+ﬂﬁ1) cos®¢ J/ 148 sin2¢
. 3 D2(1+3 sin2t)
__ 9. 2 N2 __
Q_'sQiN—_ costt )

sodaB die Kreispunktkurve selbst geschrieben werden kann:

@33 {(L-+sin®t) cos ta, + dsin® by, )

(18) T
+ Dcost ¢ 143 sin®t x,y, =0.

In § 11 fanden wir, daB sich fiir jedes dhnlich veréinderliche
System, dessen Kreispunktkurve eine Fokale dritter Ordnung
ist, die Anzahl der Burmesterschen Punkte von fiinf auf
vier reduziert. Dieselben sind bestimmt als Schnitte der Kreis-
punktkurve mit der Kurve:

(19) (@ +y3) Ly @+ M, Yy + By) + 4, (Qyy 2y + Q1 Yo +5,) = 0.

Die in § 10 allgemein angegebenen Koeffizienten dieser Gleichung
erhalten fiir unsre Bewegung die Werte:

6D sin t (3 + sin2¢)
L, =- %‘(aﬂ‘z'_ ayf) =

cosdt Y1 + 3 sin2t
M, = (323 —40,0)N*+ 0,00, +B,)) = 31);38:;6;1____11?; ::::itw)
R, =0
Q. =20,[37, N?*— 2(aa,+BB,)] = 1202 “‘;ﬁ,ﬁ?ﬁ Ssint)
Qo =— 40, (af, — o, f) = LoD

. 3D3 l-{—f:lsin?t3
S, =32 Ne = 3DV1+

cosit
sodaBl die Gleichung (19) iibergeht in: _
(x4 yi){? sintcost(3+sin®t)x, 4 (346 sin?t 423 sin*t)yg}
(20) +y,Dcosty1+3 sm”t{4sm t(3+5sin®t)x, +4 cost(1+sin’f) y2
+ D cost /143 sin®t }
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Fiithren wir in den Gleichungen (18) und (20) Polarkoordinaten

ein, so erhalten wir fiir die Koordinaten 7, ¢ der Burmesterschen

Punkte die beiden Bedingungsgleichungen:

7 {(1 + sin®t) cost- cos ¢ + 4 sin®¢ - sin :p} + Decost mes

-sing cosp =0

r2{2 sin t cos £ (3 + sin?t) - cos @ + (3 + 6 sin?¢ 4 23 sin*?) - sin (p}
+4rD costvméﬁx”—t{ sin ¢ (3 4 5 sin?t) - sin @ cos ¢
+ cost (14 sin%t)- sin’«p} + D? cos?t(1+ 3 sin?t)? singp =0,

aus denen durch Elimination von r fiir tan ¢ die biquadratische

Gleichung folgt:

16 sin®¢- tan*— 8 sin®¢ cos ¢ (1+ sin??) - tan3 ¢ + 4 sin?¢ (3 - sin®¢
(21)  +2sin*t) - tun?p — 2sin t cos £ (3 + 2sin’ + 3sin*?) - tan @
+ (1+sin%t)? cos?t=0.
Da wir wissen, daB ein Punkt unsres Syﬁtems einen Kreis be-

schreibt, kennen wir in jeder Phase der Bewegung einen Bur-
mesterschen Punkt, nimlich den Punkt 4 mit den Koordinaten:

x=Dcost, y=Dsint,
oder im z,, t/,-System:
: __2Dsint cos t D cos?t

.7!2 = e Yo=— ——F7——F7
Y 1+3sin?t ¥/ 1+8sin2t
Fin' den Burmesterschen Punkt 4 ist also:
(22) tan ¢ = 1 g cotang .

Dieser Wert von tan ¢ muB eine Wurzel der Gleichung (21)
sein; ja er ist sogar eine Doppelwurzel, denn (21) 148t sich durch
(tan p — % cotang t)?
dividieren. Fiihren wir die Division aus, so ldBt sich nach vor-
genommener Kiirzung die restierende Gleichung schreiben:

(23) 4sin*¢-tan®ep - 2sintcos’t-tan @4 (14 sin?f)? =0

Resultat: Von den vier Burmesterschen Punkten
fallen zwei in den Punkt 4, die beiden anderen be-
stimmen sich aus (23).
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Die sechspunktige Beriihrung des Krimmungskreises
mit der Bahnkurve.

Wir fragen uns: Gibt es Systemphasen, in denen einer der
beiden nicht in den Punkt 4 fallenden Burmesterschen Punkte
einen 6-punktig beriihrenden Kriimmungskreis besitzt? Fiir
solche Punkte miifte neben (23) noch die folgende Gleichung
(vergl. § 12 der allgemeinen Theorie) erfiillt sein:

(3 +93) {Pf.» (@3 +y3) + Lyz,+ My, +Rs} + 00 22 Y,

+ Qoo ¥+ Qoy 23+ Sy Yo + Spp 7, =0.
Die Koeffizienten derselben haben fiir unsre Bewegung die Werte:
P,=0

1 1 . .
Ly = |- (Aeies—313) (b= a,f)~3 1a(afy—o0B)+ 01(aBy= 0,8}
_ 3D(—3+80sin? £ — 11 sint £)
cos®t /14 8sin®t
1. 1 . .
M, =5 1— (502, +1005%,) N*+— (40,0, —3 x2) (aa, +BB,)
N 01
_ 24 Dsint (6 + 13sin®t + 17sin'?)
+3(aa ) —eu (a0 + BB ===
R,=-3 0,(afy —ayf)=

18 D2sin ¢ (3 + sin??)
cos?® ¢
4
@y =—100,0, N*~16 y, (ac, +B,) + g [(aa,+BB,)*—(af—a, B)*}
__18D?*(—1 + 298in®¢ 4 97 sin*¢ + 67 sin’?)
—291(‘1“2'{"#/32)"‘ cos (1 + B sin??)
4
Qo =—10,(af, “alﬂ)*‘j\ﬁ (@ay,+Bp,)(ap,—a, f)— 20, (afy—ayp)
24 D%sint (7 4 21 sin%¢ 4 12sin* ¢)
- cos® £ (1 + 3 sin?{)
4
Qo3 =62, (af, —a, ) — e (aa, + BB,) (afy — a, )
_ 36D*sin¢ (L +sin® f) (3 + 5 sin*?)
- cos® £ (1 + 8sin®¢)

S, = — 130, (aa,+ g8, N= 22281t

cosb ¢

Sy =30, (af, —a, ) N=—D A +ei'd) Fggey,

costt

(24)

-

oY) T Beintt
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Fithren wir diese in (24) ein, so erhalten wir unter Benutzung
von Polarkoordinaten » und ¢ die Bedingungsgleichung:
r? Vmﬁ{cos t(— 3+ 30sin?¢ — 11 sin* ). cos ¢
 +8sint(6-+13sin?t 4 17sintt). sin<p}
+2rDcost{3sintcost(3+sin®t) (1 + 3 sin?t) 4 3 (—1
+ 29 sin? ¢ 4 97 sin* ¢ 4 67 sin® ¢) . sin ¢ cos ¢
+ 4 sin ¢ cos ¢ (7 4 21 sin? ¢ 4 12 sin*¢) - sin? ¢
— 6sintcost (14 sin?f) (3 4 5sin?¢) . cos? (p}
+ D2 cos?t (1 4 sin?¢) 1 + 3 sin? ¢ (26 sin ¢ - sin @
4+ 3cost. cosgp) = 0.

(25)

Kombinieren wir hierzu die Gleichung der Kreispunktkurve und
eliminieren 7, so finden wir fiir tan ¢_die folgende Gleichung
5. Grades:

26.16sin7¢(1 + sin??).tan® ¢ — 8 sin* tcos ¢ (11 + 68 sin?¢
+ 37sin*¢) . tan® ¢ + 8 sin® ¢ (27 + 54 sin? ¢ 4+ 5 sint ¢
(26) -+ 18sin®f).tan*p —2sin®¢tcos ¢ (81 4167 sin?¢+ 131 sin*¢
+ 86 sin®f) . tan® @ 4~ 2 sin ¢ cos? ¢ (1 4 sin®¢) (22 4 32 sm“‘t
+ 22sin*f).tan o — 3 cos® (1 +sin?¢)3= 0.
Diese Gleichung muB sicher fiir den Punkt 4 erfiillt sein, muB
also die Doppelwurzel besitzen:

tan p = 1 g cotang .
Dividieren wir (26) durch:
(tan p=- cotang 1)2,
so bleibt die kubische Glelchung: '
104 sin®¢ (1 +sin?¢) -tan® @ 4 2 sin?t cos ¢ (— 11 — 16 sin?¢
(27) + 15sin*t)-tan®p - 8 sin £ (14 sint) (4 + 5 sin®¢ + 4 sin*?)
- tan ¢ — 3 cos £ (14 sin?t)® =

Soll einer der beiden nicht in den Punkt A fallenden Bur-
mesterschen Punkte einen sechspunktig beriihrenden Kriimmungs-
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kreis besitzen, so miissen die Gleichungen (23) und (27) zu-
sammen bestehen. Eliminieren wir aus beiden Gleichungen
tan ¢, so erhalten wir die Bedingungsgleichung, der der Winkel ¢
geniigen muB. Besagte Elimination filhren wir am einfachsten
wie folgt durch:

Wirmultiplizieren Gleichung (23) mit—26 sint(1+sin?¢) - tang
und addieren sie zu (27), dann resultiert die Beziehung:

2sin?¢ (15— 16 sin?¢ — 11 sin*f) - tan?¢
+ 6 sin t cos3t (14 sin?¢) - tan ¢ — 3 (14 sin?t)®=0.
Addieren wir zu dieser die -mit 3 (1 sin?¢) multiplizierte
Gleichung (23), so folgt fiir ¢ die Bedingungsgleichung:

(28)

(29) -sin*t 4 2 sin*t — 3 =0.
Die Warzeln derselben sind sin?t=-+1 oder — 3.
Da dem Werte sin?t=-—73 keine reelle Systemlage ent-

spricht und es fiir die Systemlagen sin¢=+1 keine reellen
Burmesterschen Punkte (von 4 abgesehen) gibt, folgt das

Resultat: Es gibt bei unsrer Bewegung keine reelle
sechspunktige Beriihrung des Kriimmungskreises mit
der Bahnkurve.

Konstruktion des Poles, der Kreispunktkurve und der
Burmesterschen Punkte (siehe Tafel II).

Es sei durch Angabe des Winkels ¢ eine bestimmte Moment-
anlage des &hnlich verdnderlichen Systems vorgelegt. Dann
kennen wir die zugehorige Lage des Ursprungs A des beweg-
lichen Koordinatensystems auf dem um 0 mit dem Radius D
geschlagenen Kreise, wobei 04 die Bahnnormale ist. Da die
Tangente des Winkels w, den die Bahnnormalen aller Punkte
mit den zugehorigen Polstrahlen momentan bilden, bei unsrer
Bewegung gleich: tan w=-— . =— —tant ist, also w selbst
=180—1, konnen wir den Polstrahl A des Punktes 4 ziehen.
Da ferner nach (12) der Momentanpol die Koordinaten:
= Dsintsin 2¢, y = — Dsin t cos 2¢ besitzt, ergibt eine leichte
Uberlegung, daB wir den Pol finden als FuBpunkt B des von
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0 auf AU gefiliten Lotes. Weiter konnen wir uns die Polbahn-
tangente leicht verschaffen zufolge der auf Seite 138 gefundenen
Bemerkung, daB der Polstrahl des Punktes 4 mit der Polbahn-
tangente einen Winkel ¢4 bildet, dessen tan g4 =1 cotang ¢ ist.

Die positive z,- und y,-Richtung ist durch die Formeln(17)
bestimmt. Wir wenden uns nun zur Konstruktion der
Kreispunktkurve. Dieselbe 148t sich sofort punktweise aus-
fithren, wenn wir die Fokalachse und das Fokalzentrum haben.
Die_Fokalachse g besitzt nach (18) die Gleichung:

(1+sin?t) costa, + 4sindty, =0

und ist daher leicht zu konstruieren. Dann liegt das Fokal-
zentrum C sicher auf der zu g in bezug auf die Polbahn-
tangente symmetrisch gelegenen Geraden g, Da wir einen
Punkt A der Kreispunktkurve kennen, finden wir das Fokal-
zentrum selbst, indem wir das Mittellot von B4 ziehen, das
die Fokalachse g in G schneidet. Die Gerade G'4 trifft g,
im gesuchten Fokalzentrum C. Zur Kontrolle konnen wir —
ganz wie bei starren Systemen'!) — noch einen von der Kon-
struktion der Fokalachse g unabhiéingigen geometrischen Ort
fiir das Fokalzentrum C angeben. Trifft ndmlich das Mittellot
von P4 die x,- resp. y,-Achse im Punkte K, resp. K, so
liegt C auf dem iiber KK, als Durchmesser geschlagenen
Kreise. Errichten wir in C auf g, ein Lot, so schneidet dieses
nach Seite 51 die x,- resp. y,-Achse in den Kriimmungsmittel-
punkten M, resp. M, der Kreispunktkurve im Pol. Der
Kriimmungskreis um M, werde mit 8, sein Durchmesser mit
$B.D bezeichnet. Nach.S. 53 und 54 konnen wir noch leicht
die Asymptote, sowie die Gerade, welche die Kreispunktkurve’
in ihrem Wendepunkte trifft, zeichnen.

Wir wollen jetzt die zur betrachteten Systemphase ge-
horigen Burmesterschen Punkte konstruieren. Da wir
wissen, daB 2 der vorhandenen 4 Burmesterschen Punkte in
den Punkt 4 fallen, konnen wir die beiden anderen konstruieren
nach einer Methode, die Miiller im 37. Bande der Zeitschrift

3 Rodenberg, Zeitschrift fir Mathematik und Physik, Bd. 86, S. 269.

‘&.
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fiir Mathematik und Physik, S. 213 bei starren Systemen fiir
das ebene Gelenkviereck anwendet. Dieselbe griindet sich auf
eine in unseren allgemeinen Theorien § 11 abgeleitete Formel,
die bei allen dhnlich veréinderlichen Systemen, deren Kreispunkt-
kurve eine Fokale dritter Ordnung ist, fiir die 4 Burmesterschen
Punkte einer beliebigen Systemlage gilt. Bezeichnen wir die
Winkel, welche die Polstrahlen 8By, 3 By, . . der Burmester-
schen Punkte mit der Polbahntangente einschlieBen, mit ¢y,
@1, . .., und die Winkel, welche die Polstrahlen des Ballschen
Punktes B,, sowie des Fokalzentrums C mit der Polbahn-
tangente bilden, mit ¢p resp. ¢, so fanden wir, daB zwischen
den genannten 6 Winkeln die Relationen bestehen:

tan @1+ tan @+ tan @ + tan 1y = tan p¢ — tau @z

tan @ - tan @y - tan ey ¢ tan oy = —tan @p - tan @g.
Allgemein ist dabei: ]
Ldy+@ L
tan ¢B=—ﬁ}+‘l1v’ tan o=

Da bei unsrer Bewegung d,. = oo ist, wird:

tanzp3=———~n1—;.—=—tauq)g.

Da ferner 2 der Burmesterschen Punkte, etwa By und By,
mit A zusammenfallen, ist =@ =gpa4.

Somit sind dann die Winkel ¢ und ¢y der beiden anderen
Burmesterschen Punkte bestimmt durch die Gleichungen:

tan g+ tan prr=2tan pc— 2tan @,
tan? ¢
tan2 g, ’
Auf Grund derselben verlduft die Konstruktion der Burmester-
schen Punkte By und By wie folgt:

Die Polstrahlen 3.4 resp. B C der Punkte 4 und C migen
den Kreis 4 in den Punkten % resp. € treffen. Legt man dann
in den Punkten ¥ und € die Tangenten an den Kreis 8, so
schneiden diese die Polbahnnormale im Punkte N* resp. N, die
Polbahntangente im Punkte 7" resp. 7. Wir ziehen nun DR
parallel zu N'T" bis NT, bestimmen die Schoittpunkte V und

30
(30) tan 1 + tan @ =
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W von NT mit N'T" resp. mit der Parallelen zu N‘7" durch
P und legen durch W und R zu BV zwei Parallelen; die erste
trifft die Polbahnuormale in N*, die zweite die Polbahntangente
in 7%, Die Gerade N“ T schneidet den Kreis é in den Punkten
By und By, und PBy resp. PBy sind dann die Polstrahlen
der beiden gesuchten Burmesterschen Punkte By und By. Den
Burmesterschen Punkt selbst, etwa By, finden wir auf seinem
zugehorigen Polstrahl durch folgende Konstruktion: Wir be-
stimmen Uy als FuBpunkt des Lotes aus P auf B C; dann
schneidet die Gerade Uy C den Strahl BBy im gesuchten
Burmesterschen Punkte Bry.

Alle die angegebenen Koustruktionen, besonders die der
Burmesterschen Punkte By und By, sind auf Tafel I1 fiir eine
bestimmte Systemlage durchgefiihrt. Auf Tafel III sind die
zngehorigen Bahoen s; und sy (mit den Kriimmungskreisen in
den Burmesterschen Punkten) gezeichnet.

Herrn Geh, Hofrat Prof. Dr. M. Krause dréngt es mich,
auch an dieser Stelle fiir die Anregung zur vorliegenden
Arbeit sowie das bei der Abfassung derselben mir bewiesene
rege Interesse und giitig erteilten Rat meinen herzlichsten
Dank auszusprechen.

‘Herrn K. Russ. Staatsrat Prof. Dr. Staude bin ich fiir die
giitige Ubernahme des Referates zu Danke verpflichtet.
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Edwin Hartmann und seiner Ehefrau Flora geb. von Glasser.
Nach dreijihrigem Besuch der I. Biirgerschule in Dresden
absolvierte ich daselbst von Ostern 1897 ab das Wettiner
Gymnasium, welches ich Ostern 1906 mit dem Reifezeugnis
verlieB. Ich wandte mich nun dem Studium der Mathematik
und Physik an der Konigl. Technischen Hochschule Dresden
zu und arbeitete hier vor allem im Mathematischen Seminare
des Herrn Geh. Hofrats Prof. Dr. M. Krause. Michaelis 1911
siedelte ich an die Universitéit Rostock iiber und bestand da-
selbst am 2. Mérz 1912 das Examen rigorosum.

Ich besuchte die Vorlesungen und Ubungen der Herren
Professoren: Disteli, Elsenhans, Griibler, Hallwachs,
Heger, Helm, Hempel, Kalkowsky, Krause, Ludwig,
Naetsch, Pattenhausen, Schultze, Stern, Toepler,
Walzelin Dresder Heydweiller, Staude, Weber in Rostock.

Ihnen allen, besonders aber den Herren Geh. Hofrat Prof.
Dr. Krause und Geh. Hofrat Prof, Dr. Helm spreche ich fiir
meine Forderung meinen herzlichsten Dank aus.
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