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K. Weierstraf hat am 12. Dezember 1859 vor der Kgl.
Akademie der Wissenschaften zu Berlin einen neuen Beweis des
Fundamentalsatzes der Algebra gelesen. Dieser wurde aber in
der Offentlichkeit erst durch die Herausgabe seiner Werke be-
kannt. In diesen findet man ihn in dem 1894 erschienenen
1. Bande aunf S.247—256. (Diese Abhandlung soll in der Folge
immer kurz mit ,WeierstraB“ ohne weiteren Zusatz zitiert
werden.) Jener Beweis griindet sich auf ein gewisses Néherungs-
verfahren zur Auflosung von Gleichungen. Dieses Néherungs-
verfahren ist verschiedener Erweiterungen und Anwendungen
fihig, die den Gegenstand der folgenden Arbeit bilden sollen.
Zum Schluf soll dann noch der Beweis von WeierstraB, der
nicht ganz einwandfrei ist, vervollstindigt werden. Fiir die An-
regung zu dieser Arbeit und fiir manchen Rat bei deren Ab-
fassung spreche ich Herrn Geheimrat O. Holder meinen besten
Dank aus.

§ 1.

Das Nidherungsverfahren.

Wir wollen zuerst das von Weierstraf benutzte
Niherungsverfahren kennen lernen, aber in einer etwas
erweiterten Form: Wir beschranken uns nimlich nicht auf
algebraische Gleichungen, sondern gehen gleich zu transzendenten
iiber. Vorgelegt sei also eine transzendente Gleichung in x.
Wir denken uns nun die in dieser Gleichung enthaltenen tran-
szendenten Funktionen simtlich in Reihen, welche nach steigen-
den Potenzen von x fortschreiten, entwickelt, das gemeinsame
Konvergenzgebiet dieser Reihen (einen Kreis um den Nullpunkt
der komplexen x-Ebene mit dem Radius r*) bestimmt und inner-
halb desselben die Glieder der Potenzreihen so umgeordnet und
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zusammengefaBt und das Ganze durch den Koeffizienten von x,

den wir verschieden von Null voraussetzen, dividiert, daB die

vorgelegte Gleichung
fx)=x—ay—a,x?—a,x*—-..adinf. =0

lautet. In dieser Gleichung werden im allgemeinen Falle a,,
a,, 8, ... komplexe Zahlen sein. Wir schreiben die vorgelegte
Gleichung f(x) =0 nun in folgender Form

. f®=x—09x=0,
wo also ¢(x) fiir den Ausdruck
P X)) =2, + a,X* - a,x* + - 1)
gesetzt ist und eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius r*
darstellt. Aus
fx=x—o¢ X
folgt durch Differentiation nach x
fx=1—¢'x),
wo natiirlich
¢'(x)=2a,x+3a,x*+ --- 1)
zu setzen ist und gleichfalls eine Potenzreihe mit dem Konvergenz-
radius r* bedeutet.
Neben ¢ (x) und ¢'(x) definieren wir zwei neue Hilfsfunktionen
@, (X) und ¢, (x), die dadurch aus ¢(x) und ¢'(x) entstehen, daf

wir die Koeffizienten a, dieser durch ihren absoluten Betrag
|ax|=ax ersetzen. Es ist also

@ (X) =0y 4 a,X* - ag x> - (1a)
und
@ (X) =2a,Xx + Bay;x* 4+, (1'a)
wo
ax = ag| k=0,23,..)

gesetzt ist; ¢, (x) und ¢, (x) haben beide gleichfalls den Konvergenz-
radius r*,

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir zur Besprechung
des von Weierstraf angewandten Niherungsverfahrens oder
Iterationsverfahrens (so wollen wir dies spezielle Niherungs-
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verfahren nach dem Vorgange von Runge?) auch bezeichnen)
iiber. Vorgelegt sei also die Gleichung

fx)=x—opx)=0
oder

X=g¢(x).

Um nun eine Wurzel dieser Gleichung approximativ zu berechnen,
bilden wir folgende unendliche Kette von Zahlen, von denen
jede durch dasselbe Verfahren aus der vorhergehenden hervor-
geht (daher der Name Iterationsverfahren):

X, =0
X, = (X)) = a,
X2=¢(X1)

%= (x,) @)

Xn = @ (Xn_1)

Damit nun diese Kette nicht irgendwo einmal abbricht, sondern
jedes Glied sich ermitteln 146t, miissen wir natiirlich die folgende
notwendige Forderung (A) aufstellen:

Jeder der sukzessive berechneten Werte
Xoy X4y X3y X3y .. Xp, ... muB dem Konvergenz-
bereich derunendlichen Reihe ¢(x) angehiren;
er muB also seinem absoluten Betrage nach
<r* sein, damit ¢(x) fiir ihn absolut konver-
giert. Speziell muB a,<r* sein.

Angenommen, die Forderung A sei erfiillt; dann soll gezeigt
werden, daB unter gewissen (noch zu ermittelnden) Bedingungen,
wenn in der Kette (2) der Index n iiber alle Grenzen wichst,
die Grofe x, sich einem bestimmten Grenzwert nihert. Dieser
hat dann die Eigenschaft, daf er fiir x eingesetzt f(x) zu Null
macht. :

Es seien x und x' zwei beliebige GroBen des Konvergenz-
bereiches von ¢ (x). Dann gilt

) Runge, Praxis der Gleichungen, Sammlung Schubert, Bd.14 p. 81 f.
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@ X)— @ (%) =8y (x"* —x?) -8, (X5 —x) -+
=<x'—x){ag<x'+x)+as(x'2+x'x+x*)-:—---}l. )
=X —3) p[,x)
(anz analog erhilt man
Po (%) — @y (X) = (X" —X*) +a (X8 —x%) - -
=(x'—x){a,(x'+x)+a,(x'2+x'x+x2)+---}l(3a)
= (x'—X)- @ (x', )

Die durch ¢(x',x) bezw. ¢, (x’,x) bezeichneten Funktionen sind
Potenzreihen von x' und x, die fir jedes |x'|<r* und fiir jedes
|x|<r* absolut konvergieren, weil ¢(x') und ¢(x) bezw. ¢, (x')
und ¢, (x) dies gleichfalls taten. (Dies gilt auch im Falle x'=x
denn dann wird

P, X)=p(x,3)=¢'(x) bezw. ¢, (¥, X) =@ (x,X) =@, (x)).
Es gelten auerdem die Relationen:

)

P, x) =p(xx) (3"
Po (X', X) = o (X, X').. (3'a)
Da wir angenommen hatten, daf fiir x,, X, X; ... X, ... die
Forderung A erfiillt ist, folgt aus (2) unter Benutzung von (3):
5 —% = = )
X,—X, =¢F) —eE) = (X1_Xo)?(x1’ X,)
X3—X =) —ekX,) = (X —X,) @(X,, X,) .4

Xn — Xp—1= @(Xn—1) — @ (Xn—2) = (Xn—1— Xn—2) @ (Xn—1, Xn—2)

Setzen wir nun zur Abkiirzung
¢(xk,xk_1);_wk k=23,...n,..)
und speziell
X, — X = (%) — @ (X)) = (X, — X,) (%, X,)
=8, 8" + a5 8)° +a,8,* 4 -+
=2y (8389 1 85 8,° + 8,8+ ---) =3,y
so ergibt sich aus der Gleichungskette (4) die Kette



X, —X = X, =8
X, —X% = X —X)y, =a,y,
E—X = X — X))y, =a,y, v,
X, —X% = (X — X)) ¥y = 8oy, Yy
: - ()
Xm+1_xm= (xm—xm—l) Ym =8P, Yy ... Y9y
Xy, — Xy =&y, — Xn—a) Vo1 = Y Pq oo Yy

Addition dieser Gleichungen liefert

L=a{ltyi+vivetvivevst -+ yiysya_y)  (6)
und fiir m<n

Xn—xm'—'—‘a'o{%wz“"Pm‘l“%'/’z”'#’m-g-l"""'+'P1'P2""Pn~1}
=ao’#1'l’2"'1/’m{1 +1/Jm+1+‘/’m+1'}’m+2+"‘+’/’m+1""/Jn—-l’- (6%)

Aus den Formeln (1) und (1a) bezw. (1') und (1'a) folgt die
Giiltigkeit der Relationen

lp (®)] < @ (|x]) (0
¥ (®)| < @' (|X]). (7')
Ferner gilt, wenn & und & positive Zahlen bedeuten,
@0 (6) <o (&) fiir £<& 8)
®o () < (&) fidr §<?. (8
Unter Beriicksichtigung von (3) und (3a) finden wir
lp (&, %) < @ (|X'], |x]). ®)

Bedeuten & und & wieder positive Zahlen und ist E< &, so gilt

P& 8=+ 8+ o €&+
LG E+E)Fa (884 &Y+
=208+ 8, & 4. . =g, (¢). '
Also '
Po (€, 8 =g, & &) <@, (&) fiir £<&. (10)
Kombination mit (9) gibt
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o (&, %)|=|p (& x)|<p’ (|x]) fir x| <]|x]. (10%)
Endlich erhalten wir
|v| < @0’ (|%x]), wemn |xi|>|xk—q| ist
|vi| < @' (|Xk—1]), Wenn [xe—1|>|x| ist
Wir zeigen nun, daf bei Erfiilltsein der Forderung A und
der folgenden Forderung unsere Kette (2) von Operationen kon-

vergiert, d. h. da8 x, bei wachsendem Index n einem Grenzwert
zustrebt. — Diese neue Forderung (B) lautet:

(10**)

Es seifeinebeliebige positive Zahl, welche
groBer (nicht gleich) ‘Eins ist. Dann soll
a,=1a,| der Ungleichung

@y (a0 8) =20, (2 &) +Bay (ay &)+ 4 a, (ag &>+ -

geniigen. (Bei Weierstrafl stehen zwei Un-
gleichungen an Stelle dieser einen.)

Solche Zahlen a, gibt es nach bekannten Stetigkeitssidtzen
fiir Potenzreihen immer, wenn nur ¢ (x) und folglich auch ¢'(x)
einen von Null verschiedenen Konvergenzradius r* besitzt. Ist
ferner ay* eine Zahl, fiir die die Forderung B erfiillt ist, so ist
sie auch fiir jedes |a,| < a,* erfiillt.

Wir setzen zur Abkiirzung

1
1—7%

I\

1—%:17 oder §=T—_—1_—5.
Es soll nun zunichst der Hilfssatz bewiesen werden:
Ist die Forderung B erfiilllt, dann sind
X[, 1%, %], ... sdmtlich<ayé (11)
und
lwil, lwsls lwsl, - - sdmtlich<y. 12)

Beweis: Bei Weierstraf ist der Beweis dieser beiden
Behauptungen, um so zu sagen, ,chiastisch“ gefithrt. Wir zer-
legen ihn in zwei einfache Beweise. — Man sieht sofort, daB
unsere Behauptungen sowohl fir |x,|=a, als auch fir
(w1l < @ (@) gelten. — Wir beweisen nun die Richtigkeit der
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ersten Behauptung durch Schlu von m auf m 1. Wir denken
dazu nur an die aus (2) folgende Beziehung
X1 = 80— 8o X + 25 Xo, 8y Xp -
Geht man zu den absoluten Betrégen iiber, so hat man
Xm1] € @04 |22 X0 - ag x5, Faygxy, -+
Ist nun die Behauptung (11) fiir x,, erfiillt, so schliefen wir
|32Xia -+ a3X}9’n + a, x5, + l
§a2|Xm|2+ ‘13|Xm|3+ ay IXml4+
< ay (ag & + a3 (a9 &) 4 ag (ag&)* 4 - -
<agé{2ay(agé) + Bag (ag € + dag (ag&° 4 -}

1
=ayé- @y (@,8) < aof'(l —E) =ayf—a,
und indem wir zusammenfassen

lxm+1|<a0§.

Damit ist die Richtigkeit der Behauptung (11) bewiesen. Es
folgt dann sofort die Richtigkeit der Behauptung (12). In der

Tat: weil |x,|, |X,], |X;], |X,], ... séimtlich < ay& sind, erhélt man
mit den Formeln (10**) und (8') sofort
entweder
®0’ (|Xk|) , 1
1— ==
il < oder <@y (@é) < F 1

@0 (|Xk_1l) k=23,4,...)
Also ist auch Formel (12) giiltig.

An diesen Beweis unseres Hilfssatzes kniipfen wir folgende
zwei wichtige Folgerungen:

1. Ist |a,| = a, so gewihlt, daB die Forderung B erfiillt ist,
so geniigen die einzelnen Glieder der Kette (2) von selbst auch
der Forderung A. Denn wegen (11) sind ja die Betréige der
einzelnen Glieder der Kette (2) séimtlich <a,&, und fiir alle
Argumente |x|<a, & hat ja @, (|x!) eine endliche Summe, d. h.
konvergiert absolut. Dies gilt also erst recht fiir ¢ (x), sobald
|x]< @y & ist.
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2. Wir brauchen die Kette (2) nicht mehr bloS als eine
Kette von Zahlen aufzufassen, sondern diirfen sie als eine
Kette von Funktionen der a,, a,, a;, a,,... (und zwar tran-
szendenter Funktionen mit dem Charakter von ganzen, also als
Potenzreihenfunktionen) betrachten. Wir diirfen uns also denken:
Xm sei eine Potenzreihe in den a,, a,, a,, a,,... etwa nach
Potenzen von a, geordnet; um daraus Xxm.1 zu ermitteln, setzen
wir diese Potenzreihe in ¢ (x) fiir das Argument x ein; in dem
Resultat dieser Einsetzung diirfen wir dann noch die einzelnen
Glieder nach einem beliebigen Prinzip umordnen z. B. alle
Glieder mit gleichen Potenzen von a, in ein neues zusammen-
fassen. Denn es sind ja alle Voraussetzungen des Weierstra8-
schen Satzes!) iiber das FKinsetzen einer Potenzreihe in eine
andere erfiillt. Einerseits ist ndmlich

<p(y)=ao—|—2;avy"

fir alle |y|< a,& absolut konvergent [s. Beweis des Hilfssatzes],
und andrerseits ist

? (o) =s+ 3 o [p 9]

tiir alle |x|< a, & absolut konvergent, weil fiir solche X @, (|x|) <a, &
ist [s. Beweis des Hilfssatzes] und demnach |g (e (x))| kleiner
als die Majorante ¢, (@, £) wird. Also ist nach dem WeierstraB-
schen Satz eine Umordnung von ¢ ((p (x)) nach Potenzen von x
erlaubt und demnach auch ¢ (@ (x)) eine Potenzreihenfunktion
von X, die fir |x|<ay& absolut konvergiert. — Speziell ist also
wegen der Ungleichungen (11) Xm41=@ (Xm) =@ (@ (Xm—1))
eine konvergente Potenzreihe von x,,_; und, wenn man diesen
Schluf wiederholt, schlieflich von x, = a,.

Nach diesen Auseinandersetzungen konnen wir nun sofort
zeigen, daB das WeierstraBsche Iterationsverfahren, wenn nur
Forderung B erfiillt ist, immer zum Ziele fiihrt, da8 sich also
immer eine Wurzel von f(x) =0 berechnenlifit, falls
nur das Absolutglied a, in f(x) geeignet limitiert
wird.

1) Weierstra, Werke Bd. 2 S. 2061,
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Es war nach (6% fir n>m

Xp—Xn=3Y1¥2... Wm{1+’ﬂm+1+’l’m+1'{’m+2+' : ‘+'I’m+1 <o V’n—l}
Hieraus folgt nach den Sitzen iiber Absolutwerte

|| < a0l [yl - [Yun] {1 [ a0l A -] - waa}
und mit (12)
<o {14+ n* - gt
<apn™{1 4+ g 4o adinf}=a0qm-~1—_—1_-_—ﬂ.
Also

{1 ‘:7: fiir jeden Wert n, der > m ist.

Nimmt man nun m beliebig grof an und lift immer n>m
sein, so ndhert sich |X, — Xm|, Weil 4 ein echter Bruch ist, dem
Grenzwert Null, d. h. irgend zwei Niherungswerte der Kette (2),
deren Indices n und m beide oberhalb einer geniigend groSen
Zahl liegen, unterscheiden sich nur beliebig wenig; d. h. aber
die Niherungswerte streben einem Grenzwert x zu. Nun war

|Xn — Xm| <

f(Xn) =Xm — @ (Xm) = Xm — Xm 1 -

Somit erhélt man beim Grenziibergang m — o
f(x) =x—x=0, w.z.b.w.

Ordnet man das Resultat nach steigenden Potenzen von a,,
was, wie wir oben gesehen haben, erlaubt ist, so enthilt es
kein von a, freies Glied, und eine bestimmte Potenz von a, be-
sitzt als Faktor nur ein Polynom von endlichem Grade und
von endlicher Gliederzahl, gebildet aus den a,, a;, a,,..
mit endlichem Index, das nach einer endlichen Anzahl von
Niherungsschritten sich nicht mehr #ndern kann. Wir beweisen
dies mit Schlu8 von n auf n-}1. Angenommen, der Ausdruck
fir x, besitze die geforderte Eigenschaft, dann bilden wir
Xn41, indem wir x, in ¢ (x) fiir x einsetzen und nach Potenzen
von a, ordnen. Verfolgt man diesen Prozef genauer, so folgt,
daf auch x,4; die geforderte Eigenschaft besitzt. x, = ¢ (a,)
besitzt nun augenscheinlich die zu beweisende Eigenschaft. Da-
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mit ist unser Beweis erbracht, und wir konnen daher schreiben

—i:ao""Az 2%+ Ay 2,° -+
Hieraus folgt noch, daB fiir a,—= 0 auch x =0 wird, da8 also
das WeierstraBsche Verfahren diejenige Wurzel X von f (x) =0
liefert, welche mit a, = 0 stetig in Null fibergeht.
Endlich sei noch darauf hingewiesen, da das Weierstraf-
sche Niherungsverfahren vollstindig eindeutig ist, d. h. daf es,
wenn iiberhaupt, nur eine einzige Wurzel liefert.

§2.
Besprechung der Forderung B von § 1.

Wir hatten gesehen, daf bei Erfiilltsein der Forderung B
das WeierstrafBsche Nidherungsverfahren immer eine Wurzel
der vorgelegten Gleichung liefert, daf also die Ausfithrbarkeit
des Approximationsverfahrens gewéhrleistet ist, sobald man nur
dieser einzigen Forderung geniigt. — Forderung B verlangte:
Nach Wahl eines positiven &, welches >1 ist, soll das Absolut-
glied a, der vorgelegten Gleichung so beschaffen sein, daB

1
(Po'(ao‘f)él'—g

ist. Dieser Forderung geben wir nun fiir die praktische An-
wendung eine bequemere Gestalt, indem wir bedenken, daf ja
nicht &, sondern a, das primdr Gegebene ist. Wir stellen jetzt
also die Forderung B* auf: Es soll zu der vorgelegten
Gleichung x—¢@(x) =0 mit dem Absolutglied a, ein
positives & welches >1 ist, auffindbar sein, sodaB
der Bedingung

1
P01 —g

geniigt wird. — Beide Forderungen sind ihrem Inhalte nach
gleich; sie unterscheiden sich nur durch die Formulierung. Fiir
die folgenden Untersuchungen wollen wir jedoch die erste Ge-
stalt dieser Forderung beibehalten.
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Diese verlangte, um es noch einmal zu sagen: Nach Wahl
eines beliebigen positiven &, welches grioBer als die Einheit ist,
soll die Relation

Po (@) <1 — @)

e} =

oder ausfiihrlicher geschrieben
1
2a2(a0§)—|—3a8(a0§)2+4a4(005)3+"'51—2 (la)

erfillt werden. Je nachdem, wie man & wihlt, wird die griSte
positive Zahl a,, welche der Bedingung (1 a) fiir einen gegebenen
Wert von £ noch geniigt (fiir die also in (1a) das Gleichheits-
zeichen zu setzen ist), variieren. Wéhlt man & nur ganz wenig
grofer als Eins, so wird diese grioSte Zahl o, nur sehr wenig
grofer als Null sein konnen, weil ja die rechte Seite von (1a)
nahezu verschwindet und dies die linke auch tun muf. Nimmt
man ferner & sehr grof an, so wird wieder diese grofite Zahl
a, nur sehr wenig griofer als Null sein konnen, weil ja die rechte
Seite von (1a) kleiner als die Einheit ist und dies die linke
auch sein muf. L#6t man jedoch & nicht in unmittelbare Nihe
dieser beiden extremen Werte -+ 1 und - c gelangen, sondern
zwischen ihnen variieren, so wird der grofte positive Wert
von a,, der die Forderung B noch erfiillt, sicher von Null ver-
schieden und grofer als die Werte von a, sein, welche zu & sehr
nahe bei Eins und zu sehr grofen Werten von & gehoren. Dieser
Wert wird sich mit & stetig #ndern und fir ein ganz bestimmtes
& sein Maximum erreichen. DaB o, eine stetige und nach &
differenzierbare Funktion von & ist, sieht man folgendermafen:
a, ist als implizite Funktion von & durch die Gleichung F' (&, a,) =0
definiert, wo

F(6 a0 = 1+ )+ @y 8+ Bag a0t + (b, 0yt 4

gesetzt ist. Wir wissen nun, daB es Stellen &, a, gibt, fir die

die Gleichung F (¢, a)) = 0 befriedigt ist und fir die F (&, a,) ab-

solut konvergiert. Man schlieBt dann unter Benutzung der Potenz-
Vermeil. 2
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reihensitze, daB fiir eine gewisse Umgebung einer solchen Stelle
£, a, die beiden partiellen Ableitungen

0F 1 )
b= —FH 2t @30, font - Bda, P+
oF 12 23 2 3(da, &% a,?

o—a—o— a,é) +2@Bag &% ay + 34 a % an® + -

absolut konvergent, also vorhanden und stetig sind. Da ferner
sicher gg nicht verschwindet, folgt aus den bekannten Sitzen
0

iiber implizite Funktionen, daf a, zunéchst in der Umgebung von
&, a, und dann iiberhaupt fiir 1 <& < oo eine stetige und nach &
differenzierbare Funktion von & ist. Diese mufl nach der oben
angestellten Betrachtung im Intervall 1 <& <o ein Maximum
besitzen. Dieses Maximum a,* (welches reell und positiv sein
muB) und der zugehorige Wert &* von & (welcher gleichfalls reell
und positiv und auBerdem grofer als Eins sein soll) wird nach
den bekannten Regeln der Lehre vom Maximum und Minimum
gefunden durch Auflosung der beiden Gleichungen

E*{l—‘Po'(ao*E*)}:l (24)
und
1— @ (0™ E%) — a* E* ¢, (@p* &%) =0. (2Db)

(2a) ist nur eine andere Form von (1); (2b) folgt aus der Be-
dingung

(dao) ({1—(170’(“05)}_‘"5{‘_990"(‘105)}“0)20.

dé ‘ E{_‘Po"(aof)}‘f
E=§* E=

ag=a,*

Hierbei ist, wie beinahe selbstverstindlich ist, unter ¢,”(a,¢)
der Ausdruck

@ (0, &) = 1205 + 2-3a5(2 &) + 3-4a,(ag )P+

zu verstehen.
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Den Gleichungen (2a) und (2b) kann man noch die Form

1“?0'(“0*5*):5* (Ba)
1
a,* &*. " (ao*5 )—S_’T‘ 3b)

mit den Bedingungen

a,¥>0 und 1<é*<w (Be)
erteilen. Die Auflosung dieser Gleichungen wiirde, wie unsere
obige Betrachtung lehrt, sicher ein Maximum a,* fir die
Werte a,, welche die Relation (1a) befriedigen, liefern. DaB
es endlich im Intervall 1<&<o nur ein Maximum von a,*
gibt, folgt daraus, daB Gleichung (2b), weil das Produkt o *&*
positiv sein soll, nur durch einen Wert a,*&* befriedigt wird,
und daB sich zu diesem einzigen Wert von a,* £* aus Gleichung (2 a)
nur ein einziger Wert &* ergibt. Es werden dann alle |a,|<ay*
der Forderung B geniigen, in welcher man ein fiir allemal
&= ¢&* setzen darf. Fir |a,|>a,* ist die Forderung B jedoch
nicht erfiillbar, wie man auch & positiv und > 1 wihlen mag. —
Die wirkliche Auflosung der Gleichungen (3a) und (3b) ist im
allgemeinen Falle durch geschlossene Ausdriicke kaum moglich,
und man muB sich irgend eines Niherungsverfahrens bedienen.
Es ist jedoch in manchen Fillen erwiinscht, direkt
Zahlena,angebenzukonnen, welche der ForderungB
sicher geniigen; diese brauchen jedoch nicht die
groBtenzu sein, welche dies tun. Die Ermittlung solcher
Zahlen soll uns jetzt noch beschiftigen.

Wir verfahren hierzu wie folgt: Es sei r* der Konvergenz-
radius der Funktion ¢(x). Ist dann r eine positive Zahl, die
kleiner als r* ist, so konvergiert nach bekannten Sitzen iiber
Potenzreihen ¢ (r) absolut. Daraus folgt: Unter den Gliedern von

q)o'(I')EQazI‘—-i—gagl‘?‘—’— 4:(141'3—'—-'-—’—@091'9—1 —|-—
muB ein grioftes fiir den endlichen Wert p von ¢ vorhanden sein,
weil sonst ¢,’ (r) nicht konvergieren wiirde. Dieses, alsp p-ay P
heife kurz P. Nun ist, vorausgesetzt daB
g é<r 4)
ist,
PR



0 0y &) =2, ( )+3 sr’( ) —}—4a4r3( r5)3+...
<e(5)+2 (5 (% 4

%¢ @Q @Q*.”_ %WE 1
Pr|1+r+r+ _Prl_ﬁ
r
Pa &
Tr— a, r—a,é’
Nun sollte ¢, (@, &) <1 ———% = ::— sein. Diese Bedingung ist
sicher erfiillt, wenn
Pa,& &1
r— ao E o St
ist. Auflésung nach a, ergibt
E—1
ao E‘g ‘P + 1 — 57 (5}

also a, als eine Funktion des bisher noch willkiirlichen & Wir
wollen nun & noch so wihlen, daB a, ein Maximum wird. Dieses
Maximum heiBe a,; der zugehorige Wert von & sei & und der
von 5 sei n'. Um das Maximum von a, zu bestimmen, differenzieren
wir (D) nach £ und setzen den so erhaltenen Ausdruck gleich
Null. Wir erhalten so

P NE—— E—DRP 4 1E— 1]

(RS =0

oder
1
§2l—-2§+m=:0-

Losen wir nun noch & auf, so finden wir

Nun muB £>1 sein; also ist in dem vorstehenden Ausdruck nur
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das obere Vorzeichen zu beriicksichtigen. (Unterl / PE— 7 ver-

stehen wir den positiven Wurzelwert.] Demnach lautet der das

Maximum von a, liefernde Wert von &

& :1+I/FL+T (6)

Hieraus findet man zunichst

, & —1 I/Pil
17 prd =
T VA

AT

Weiter ergibt sich, wenn man (6) in (5) einsetzt,

v P
®+1 (1+P+1+21/Pil) 1‘1/51—“1"

oder nach kurzer Rechnung

1—2P(‘/P+1 1) .

Entwickelt man diesen Ausdruck, so erhilt man
a) fir P>1

oder

| —
a) =r

@)

, |1 1 5 7
% “r{TP“W'*'W“‘E@?"‘"'}’
b) fir P<1

O,orzrll_|_2]?—21/?(1-f—-lgi 3“*‘1136: ?2};"" )}

¢) fir P=1
ay =r1+0,17158 .



Aus (6) folgt leicht

1 P41
~f“,—-l—--P( P —1).

Da der Klammerausdruck ( P _Pl” L 1) positiv ist, liefert uns

die Vergleichung der letzten Formel mit Formel (8) die Be-
ziehung

gl' oder a,/ & <r,

d. h. die Annahme (4) ist durch den Maximalwert o, und den
zugehorigen Wert & erfiillt.

Daf der Ausdruck (8) wirklich der Maximalwert von (5)
fir £ im Intervalle (4 1--- 4 o) ist, sieht man sofort, wenn
man in (5) £=1 und & = einsetzt; denn dann wird a, = 0.

Anmerkungen:

1. Ist der Ausdruck ¢, (r*) derartig beschaffen, daB keines
seiner Glieder eine feste Zahl P* iiberschreitet, so darf man in
der ganzen vorstehenden Betrachtung einfach r durch r* und P
durch P* ersetzen. Dann bleiben alle Aussagen richtig.

2. Ist ¢@(x) eine bestindig konvergente Potenzreihe oder
ein Polynom, so setze man in der vorstehenden Herleitung ein-
fach r=1 und folglich P=opa,. Es #ndern sich auch hier
die gemachten Aussagen nicht. In diesem Falle ist auch jede
andere Wahl von r und demnach auch eines zugehorigen P zu-
l4ssig.

3. Im Falle, da8 ¢(x) ein Polynom oten Grades ist, kann
man die Forderung B auch durch die jetzt zu ermittelnde hin-
reichende Forderung ersetzen. Es ist in unserm Falle

®o (@ 8) =205 (@9 8) +-Bag(ap &2+ -+ + Qag(ao ge-t
und weil £>1 sein soll

@0’ (2, €) < 2a50,- Eg_l'l" Baga 2607 4.0 - 9“@“09—159_1
=§9_1‘¢o'(ao)-
Also ist die Forderung B sicher erfiillt, wenn

, 1
59_1"?’0 (ao)=1—'§‘

’
a,) <r-

ist, oder wenn a, so gewihlt ist, daB
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E—1
ge
ist. Hier ist die rechte Seite noch eine Funktion des will-
kiirlich gewidhlten & Thren Maximalwert wollen wir ermitteln.

Der zugehorige Wert von &, der &” heiBe, ist Wurzel von

‘po' (@g) = 9

d(é—1 _1-59—(5—1)059”1_0
dé\ g ) g2e -
oder von
le—1)é—0o=0.
Es folgt
n__ 0
=t (10)
und
5!1_1 1
":—-——:———. 11
i 7 0 (11)

Wir bemerken zunichst, & ist wirklich > 1, wie gefordert wird.
Als Maximalwert der rechten Seite von (9) erhalten wir mit (10)

—1)e!
die Zahl %——. Die Forderung B ldft sich also fiir ein

[
Polynom o ten Grades ersetzen durch die Forderung: Es soll |a,|

kleiner oder gleich derjenigen positiven Zahl a,” sein, welche
Waurzel von

e—1e~!

00 (12)

(pol (aoll) J—

ist.

Wir losen mit dem bisher Bewiesenen nun noch folgende
Aufgabe: Man soll eine obere Grenze a, fiir den Be-
tragvon a, angeben, so daB fiir alle |a,/<a, die durch
das Weierstraffische Iterationsverfahren gelieferte
Wurzel X ihrem Betrage nach kleiner ist als eine
vorgegebene positive Grofle X.

Die Losung ist hochst einfach. In der Tat: Wir machen

zunichst
|a0|§ao'=rl1—2P( P+1—1)}.

P



(Vgl. Formel (8) dieses Paragraphen) Dann kann man fiir die
Grofe &, die mit a, in die Forderung B eingeht, ein fiir allemal

den Ausdruck (6) und fir =1 ———% den Ausdruck (7) setzen.

Nach Ungleichung (11) des § 1 ist wegen des eben Gesagten
fir |a,|< a
x| <|a] €.
Damit also Ix_l < X sei, geniigt es zu fordern, daB
|aol'§’§X
sei, oder daf

e

Wenn wir nun zusammenfassen, erhalten wir das Resultat:
Man nehme als a, die kleinere der beiden Zahlen

ey
X =xfr—p(/ T )]

Dann wird einerseits das Weierstrafische Approximations-
verfahren fiir alle |a,|<a, konvergieren, andrerseits wird die
erhaltene Wurzel ihrem Betrage nach fiir alle |a,|<a, kleiner
als X sein. Die oben gemachten beiden Anmerkungen 1. und 2.
haben auch hier Giltigkeit.

ist.

§ 3.

Geometrische Deutung des Nidherungsverfahrens.

Im Falle, daB die Koeffizienten der vorgelegten Gleichung
Xx—p(x)=0 alle reelle Zahlen sind, liefert das Niherungs-
verfahren, wenn iiberhaupt, so nur eine ganz bestimmte reelle
Wurzel. Die Auffindung dieser Wurzel 148t eine -einfache
geometrische Deutung zu.
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Wir zeichnen uns in ein rechtwinkliges Parallelkoordinaten-

system die beiden Kurven

y=x 1)
und

y=o @)
ein. Die erste ist einfach die Winkelhalbierende des rechten
Winkels zwischen der - x- und -} y-Achse. Die zweite ist
eine Kurve, welche von jeder Parallelen zur Ordinatenachse
nur in einem einzigen Punkte getroffen wird. Wegen ¢(0) = a,
und ¢'(0)=0 schneidet sie die - y-Achse im Abstande a,
und hat daselbst eine zur Abszissenachse parallele Tangente.
Die Wurzel x der Gleichung x— ¢ (x)=0 ist nun nichts anderes
als die Abszisse des Schnittpunktes der beiden Kurven (1) und (2).
Den arithmetischen Operationen des N#herungsverfahrens zur
Ermittelung der Zahl x entsprechen nun folgende geometrische
Konstruktionen zur Auffindung der Abszisse x (Fig.1):

Man geht vom Nullpunkt 0 == A, des Koordinatensystems
aus vertikal auf der y-Achse entlang bis zu ihrem Schnitt-
punkt B, mit (2) und von dort horizontal weiter bis zum Schnitt-
punkt A, mit (1). Dann zieht man eine Vertikale durch A, bis
zum Schnittpunkt B, mit (2) und durch B, eine Horizontale bis
zum Schnittpunkt A, mit (1). Weiter zeichnet man durch A,
eine Vertikale bis zum Schnittpunkt B, mit (2) und sodann
eine Horinzontale durch B, bis zum Schnittpunkt A, mit (1).
So fahrt man fort, indem man immer abwechselnd vertikale
Graden durch A, ; auf y=x zwecks Ermittelung von B,
auf y = @(x) und horizontale Graden durch B,_; auf y = ¢ (x)
zwecks Ermittelung von A, auf y=x konstruiert. Man er-
hilt dadurch sowohl auf y==x eine unendliche Folge von
Punkten A, als auch auf y=¢(x) eine unendliche Folge von
Punkten B,. Konvergiert das Iterationsverfahren, so werden
die einzelnen Geradenstiicke des Treppenzuges A,, B,, A,, B,,
A,,B,, A;, B; ... mit wachsendem Index n ihrer Endpunkte A,
und B, immer kleiner und kleiner; die Folge der.Punkte A,
bezw. B, hat dann einen im Endlichen gelegenen Hiufungspunkt
A bezw. B. Dabei sind A und B derselbe Punkt, und zwar der
Schnittpunkt der Kurven (1) und (2).



Der Zusammenhang
zwischen Rechnung und
Zeichnung wird noch klarer,
wenn man bedenkt, da A,
die Koordinaten

X=X, Y =Xy
und da8 B, die Koordinaten
X=Xy Yy = @(Xu)
besitzt, und dag folglich der
Gleichung

Xp = @ (Xn—1)

der Gleichungskette (2) von Fig. 1.
§ 1 der Teil

An—l Bn—l An

des Konstruktionszuges entspricht, durch welchen ja die Ab-
szisse X, aus der Abszisse x,_; gefunden wird.

Wir wollen nun noch untersuchen, was der Forderung B
fiir eine geometrische Bedeutung zukommt. Es sollte also die
Forderung

, 1
Po (@ é) <1 — K
erfiilllt sein. Wird ihr von a, Geniige getan, so folgt:
1
’ 1—=
LA
fiir
X< a,&.

Geometrisch gesprochen heift dies einfach: die Kurve y = ¢ (x)
verlduft so, daB in allen ihren Punkten, deren Abszisssen dem
abgeschlossenen Intervall (— a,&:-- - a,&) auf der x - Achse an-
gehoren, die Kurventangente mit der x - Achse Winkel einschliefit,
deren trigonometrische Tangensfunktion ihrem Betrage nach nicht
grofer als die Zahl 1 ———% ist. (Wenn man alle Winkel so miBt,

daB man sie nur als spitze Winkel auffabt, so sind die Winkel
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der Kurventangente mit der x- Achse um einen endlichen Winkel
kleiner als 45°) Setzt man nun noch
1 a,é—

TR T el Y

3 a, &

so erkennt man leicht (Fig. 2), daB die Kurve y = ¢ (x), solange
|x| < a, & ist, nur in dem Winkelraum zwischen den beiden Geraden

y=a,}Ftga-x (3a)
=a,—tga-x 3h)

verlaufen kann, welcher die Horizontale durch B, enthilt, also
nur in dem nicht schraffierten
Winkelraum. Man sieht ferner,
daf sich die Kurven (1) und (2)
immer in einem Punkte dieses
‘Winkelraums schneiden miissen,

dessen Abszisse X einen kleineren W
Betrag hat als die Zahl q, &, also =

in einem Punkte, der in dem iKY
Streifen zwischen der y - Achse

und einer Vertikalen durch den v

Schnittpunkt C der Geraden (1)
und (3a) liegt. Endlich zeigt
eine einfache Uberlegung, die %
sich auch auf die Tangenten- Fig. 2.

richtung von y = @ (x) griindet, daf die Abstinde der Punkte
der Kurve y = ¢ (x) von der Geraden y = x immer nur kleiner
werden (jedoch nie gleichbleiben oder gar griBer werden konnen),
wenn man sich auf der Kurve nach B hinbewegt. Daraus folgt,
daf die einzelnen Strecken des oben erwihnten Treppenzuges
AB,A, B,A,B, A, --- mit wachsendem Index notwendig ab-
nehmen miissen sowohl bei einseitiger als auch bei zweiseitiger
Approximation. (Man bedenke noch, daB die Dreiecke Ap_;
Ba_1 A, simtlich gleichschenklig - rechtwinklig sind. Dann ist
der Beweis sehr einfach.) Die folgenden Figuren stellen die
Umgebung des Punktes B in den beiden angefiihrten Fillen dar.




Fig. 3a. Fig. 3b.

Da8 die Forderung B bei hinreichend kleiner Wahl von a,=|a,|
immer erfiillbar ist, heift geometrisch nichts anderes als: Wenn
man in der Fig. 2 die mit Schraffur versehenen Geraden (3a)
und (3b) zusammen mit der Kurve (2) parallel zu sich nach dem
Koordinatenursprung zu (in der Fig. 2 nach unten) verschiebt,
so daB sich der Punkt B, auf der y-Achse dem Koordinaten-
ursprung ndhert, so kann man immer erreichen, daf die ver-
schobene Kurve in dem verschobenen Winkelraum, soweit sie in
dem Streifen zwischen der y-Achse und der Vertikalen durch
C liegt (dieser Streifen wird bei der angedeuteten Verschiebung
schméler, weil der Schnittpunkt C von (1) und (3a) sich lings
der Geraden y =x nach O hinbewegt), Tangenten mit geniigend
kleiner Neigung gegen die x - Achse besitzt, denn die Tangenten-
richtung &ndert sich lings der Kurve stetig, und im Punkte B,
hat die Kurve die Neigung Null gegen die x- Achse.

Endlich entnimmt man der Anschauung noch den Satz:

Solange die Forderung B erfiillt ist, liefert
unser Iterationsverfahren, angewandt auf eine
Gleichung mit reellen Koeffizienten, diejenige
reelle Wurzel von moglichst kleinem absoluten
Betrag, welche dasselbe Vorzeichen wie a, hat.

Ist die Forderung B nicht erfiillt, so darf man dies nicht
behaupten, selbst wenn das Naherungsverfahren konvergiert.
(Man vergleiche hier die Arbeiten von F. Chio?) iiber die Reihe
von Lagrange, ein Problem, das mit dem unsrigen eng ver-
wandt ist.)

) F.Chio, Mémoires présentés par divers savants a I’Académie des
sciences de France t. XII 1854 p. 340—468.
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§4
Fehlertheorie des Ndherungsverfahrens.

Wir beginnen diesen Paragraphen mit einem Zahlenbeispiel,
indem wir uns die Aufgabe stellen, eine Wurzel der Gleichung
1 1
8 w2 ___ —

X 5 X x -+ 10 0

durch Naherung bis auf 6 Dezimalen zu berechnen. Wir schreiben
die Gleichung hierzu in der Form
x=0,1—05x%-} x3,
wonach also
¢ (x)=01—05x%4 x°
ist. Es folgt
¢0'(X) =X +3X27
und man sieht leicht, daB die Forderung B im vorliegenden
Falle erfiillt ist (denn man braucht nur & = 3, folglich o, & =0,3
und 1 — % =—§- zu setzen). Wir diirfen also unser Iterations-
verfahren anwenden. Tun wir dies, so erhalten wir nach und
nach
x,=0,1
x, = 0,1 — 0,5 (0,1)® 4 (0,1)®
= 0,1 — 0,005 -+ 0,001 = 0,096
x, = 0,1 — 0,5 (0,096)% - (0,096)*
= 0,1 — 0,004 608 4 0,000 885 = 0,096 277
x, = 0,1 — 0,5 (0,096 277)2 - (0,096 277)3
= 0,1 — 0,004 635 -}~ 0,000 893 = 0,096 258
x, = 0,1 — 0,5 (0,096 258)2 4 (0,096 258)3
= 0,1 — 0,004 633 - 0,000 892 = 0,096 259
x, = 0,1 — 0,5 (0,096 259)* 4~ (0,096 259)°
= 0,1 — 0,004 633 -+ 0,000 892 = 0,096 259
x = 0,096 259 .

'

Nun wird man aber in Wirklichkeit noch etwas anders rechnen:
Man wird némlich nicht, wie es im vorstehenden Beispiel mit
Absicht geschehen ist, bei der Rechnung unnotig viele Dezimalen
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mitschleppen (also z. B. x, nicht auf 6 Dezimalen ausrechnen),
sondern man wird sich begniigen, bei jedem Niherungsschritt
je nur eine Dezimale zum Resultat des vorhergehenden Schrittes
hinzuzufiigen. Also wird man wie folgt verfahren:

x, =01
X, = 0,1 — 0,5 (0,1)> -+ (0,1)®
= 0,1 — 0,005 -+ 0,001 = 0,09(6)
X3 = 0,1 — 0,5 (0,09)2 4 (0,09)% =
= 0,1 —0,0041 4 0,0007 = 0,096(4)
x, = 0,1 — 0,5 (0,096)* -} (0,096)*
= 0,1 — 0,004 68 - 0,000 88 = 0,096 2(0)
%, = 0,1 — 0,5 (0,0962)2 -+ (0,0962)3
= 0,1 —0,004 627 -- 0,000 889 = 0,096 25(5)
X, = 0,1 — 0,5-(0,096 25)% - (0,096 25)3
= 0,1 — 0,004 632 - 0,000 891 = 0,096 259
X, = 0,1 —0,5-(0,096 259)2 - (0,096 259)® —
= 0,1 — 0,004 633 4- 0,009 892 = 0,096 259
x = 0,096 259.

Was an diesem Beispiel praktisch gezeigt ist, das soll nun in
diesem Paragraphen theoretisch untersucht werden. Wir nehmen
also an, wir hétten das WeierstrafBsche Niherungsschema

X, =0
X1=‘P(Xo)
x2=<p(x1)
X =<p(x2) 1)
X =(p(X3)
\X. —¢( 1)

nicht genau durchgefithrt, sondern bei jedem Schritt einen
gewissen Fehler gemacht, dessen Betrag unter einer vor-
gegebenen Grofe (welche wir in der Folge bestimmen wollen)
liegt. Wir wollen dann zeigen, daf das Weierstra8sche Ver-
fahren dennoch konvergiert und den richtigen Wurzelwert liefert.
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Wir nehmen also jetzt an, unser Rechnungsschema laute

x, =0 =X,

Xll—_qj(xo') +6=X+A

X2'=(P(X1') +6 X, + 4,

=) + =%+ 4, o
Vi)

% = e, )t =5, 4,

Hierbei bedeutet 4, den Unterschied zwischen dem genauen
Naherungswert x,, des Schemas (1) und des ungenauen Niiherungs-
wertes x,' des Schemas (2). Also ist 4, der Gesamtfehler,
wihrend J, nur ein Einzelfehler beim »ten Schritt ist. — An-
genommen, wir hitten bereits erreicht, daB 4, so klein ist, daB
es die Ungleichung

%, 14,1 < a8 @)

befriedigt (¢ ist hier wieder diejenige Zahl, die mit a, zZusammen
der Forderung B geniigt), also daB erst recht

ixx + Axl é aO’E
ist, so diirfen Wir entwickeln und schreiben
—l“Ax)—(P )+ 4, - |AxH(P 4)
wo
0<|h, /<1
ist. In der Tat: Einerseits ist

X+ 4,
Jrwix=p +4)—ox,)

k
und andrerseits
X+ A

J7®

wo §,=x, 49,4, auf der Verbindungsgeraden von X, und
X, 44, hegt H1eraus folgt aber die obige Formel (4), in der
4, eine passend gewihlte komplexe Zahl ist, deren Modul nicht

¢ )4,
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grofer als die Einheit ist. Diese Formel wollen wir noch etwas
kiirzer schreiben:

¢, +4,)=9 &)+ 4,1, (4a)
Weil nun nach unsern Voraussetzungen auch die Grofe
|§xl=lxx+ﬁx Axléaof
ist, gilt (s. § 1 Formel (7') und (8'))

, , 1
@' ()] < @, (aof)_é_l—g——*ﬂ,

also erst recht

7| = | | ¢ ED < - (8)
Unter Benutzung von (4a) ergibt sich
Xx-]-l' = (P(Xn') + 6x+1 = (X, + Ax) + 6x+l

= (P(Xx) + Ax nx+ 5;c+1
oder
X1 =X, 11 + 4, + O g1+

Wenden wir diese Relation auf das Schema (2) an, so erhalten
wir nach und nach

’

X, =X, =0

X, =@ (X)+9, =Xx,14d,
X9'=(p(x1+61)+62 =X‘2+61771+62

X' =@ (X, 0,7, 1 0) + 6, =X+ 0,9,y + 0,7, + 0,
X, =@ (X3 0,1, 3+ 1+ 0g) 19, =X +é1’71’72’73 —+ 8,757,

+6s’73‘|‘6

X, =Xy 4 407y Mg pna - + Opy) +0=2%, +61 Ny Mg - ’7n—1+' .
: . : + Ony ’7n—1+ 6

vorausgesetzt, daf die &, so gewéhlt sind, daf die Ungleichung 3)
befriedigt wird. Wir schitzen nun ab. Aus § 1 Formel (6) und
(12) folgt nach Sitzen iiber Absolutwerte leicht:

1—on '
1_”,7 = ap& (L—7m). )

!
[Xnj < ay
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Wir beschrinken nun die Einzelfehler 4, wie folgt: Es sei M
eine positive Zahl, welche grioBer als Eins ist; dann setzen wir
voraus, dafl

[6,| < apé (M—1) (%)x (8)

sei, und wollen zeigen, 1. daB |x,'|<a,& ist, daf also die
Kette (2) dieses Paragraphen nie abbrechen kann,
sondernstets Groben x,’ liefert, deren Absolutwert
kleiner als a,&ist; 2. daB 4, mit wachsendem Index n gegen
Null hin strebt, daf der Gesamtfehler also immer
kleiner und kleiner wird, je weiter wir inder Kette
(2) fortschreiten.

In der Tat unter Beachtung von (5) und (7) erhalten wir
aus (6)

%0 < [Xal [0 [14] 17a] - - - 1as | 5] Il 5] - - (s ] - - 100 I72—1| [0l
1 1 1
<agE Q) a M —1)p* (5t 4 3o+ 353)

1 n
) o 1_(1—[)

— a £ (L—7") 0 (M—1) Fr———
1=

1 n
=aof<1—nn)+aofn“(1—(ﬁ))<aosu——nn>+aosnn=aos.

Also ist einerseits
an'I <ayé
w. z. b. w.
Andrerseits ist wegen

Ady=0,1,1 .- Mn_4 40y Mg My .- Moyt +0n Wyt
ganz analog

1 n
IAn|§a0§n“(l—(ﬂ[—) )<a0§77n. :

Wegen 5 <1 ist hiermit auch die zweite Behauptung bewiesen.
Man hat zugleich gezeigt, dal wenn man die Einzelfehler J,

Vermeil. 3
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gemif Bedingung (8) limitiert, der Gesamtfehler 4, die Be-
dingung (3) von selbst erfiillt.

Im vorstehenden ist die theoretische Begriindung dafiir
gegeben, daB man bei Zahlenbeispielen nur eine Dezimale (sehr
selten mehrere Dezimalen) bei jedem Rechnungsschritt mehr als
bei dem vorhergehenden berechnet und nicht unnétig viele
Stellen ausrechnet und mitschleppt. Zugleich liefert unsere Be-
trachtung auch die Stiitze dafiir, daf wir in einigen der nach-
folgenden Paragraphen bei Anstellung von Buchstabenrechnungen
bei jedem Rechnungsschritt nur je ein Glied mehr neu bestimmen.

§ 5.

Umkehrung von Potenzreihen.

Die in den vorhergehenden Paragraphen erhaltenen Resultate
lassen sich bei ganz einfacher Umdeutung auf das wichtige
Problem der Umkehrung von Potenzreihen anwenden. Gegeben
sei also die Potenzreihe
T—Yo=PE—X)) = €, (X —X,) 4 €5 (X—X)*+C; (X—Xg)* - (1)
mit dem Konvergenzradius r*, wo

B (0) =P (xg— %) =c, F=0 @
ist. Gesucht wird die Umkehrreihe x—x, = &, (y —y,), welche
die Eigenschaft hat, daf sie fiir x—x, in (1) eingesetzt, die
Gleichung (1) identisch befriedigt.

Aus (1) folgt wegen (2)

g =TT Yo %y 5y G g __xye ...
X—X,= e o (X —X,) e, (X —X) (3)
Man findet nun x — X, als Funktion von Y — Yo, Wenn man (3)
als Gleichung fiir die Unbekannte x—X, anspricht. Wir wenden
zu ihrer Auflossung das WeierstrafBsche Naherungsverfahren
an. Vorher setzen wir noch zur Abkiirzung

Y—J % % —a,; —%‘—:aq;... 4)

=y — =8y — =35
Cl. Cl () 1

so daB (3) tibergeht in
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x— X, =g+ 8 ({— %)) 8 (x — %P8, X — %)) - (6)
Dann lehrt uns der § 1, da der Ausdruck

X—Xp=2 + A 8"+ A; 8° A a8 4 6)

oder wegen (4)
J— 1 A2 2 A3 3
X_XO_?(Y_YO)_I—_E—Q(Y_)’O) +E“§(Y_YO) +-- (0
1 1 1

der Gleichung (3), also auch der Gleichung (1) identisch geniigt,
Wwenn man nur

klein genug wiahlt. Dies ist aber nichts anderes als der
Existenzsatz fiir die Umkehrreihe (V) der gegebenen
Reihe (1). Wir haben also durch den § 1 zugleich den Satz
bewiesen: Vorausgesetzt, daf die Bedingung (2) erfilllt ist, so
existiert zu der gegebenen Potenzreihe

Y—Yo=PE—X)
eine Umkehrreihe

X—Xy =2y — o)
die absolut konvergiert, wenn nur der Betrag Differenz y—y,
80 klein gew#hlt wird, daf

( 1

(‘X_‘_‘lgf)_{_g : .5)2_]_... él_’f 8

Cl
ist. Ihre Koeffizienten setzen sich rational aus denen der ur-
spriinglichen Reihe zusammen.

§ 2 liefert ferner fiir die Auffindung eines Bereiches, in dem
die Umkehrreihe sicher konvergiert, folgende Regel: Es sei
r* der Konvergenzradius von f(x—x,). Man wihle
dann ein positivesr, welches kleiner alsr*ist, und
bezeichne mit P den sicher existierenden gréfBten
Wert von

Y—Y

|
ﬂ&
¢, c

Cg
1

C
_@ .rQ_l
cl.

e

'

fiir alle ganzzahligen und positiven Werte von o.
Dann konvergiert die Umkehrreihe & (y—y,) sicher,
.sobald

g%
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oy

ist. Die Bemerkungen 1. und 2. von § 2 behalten auch hier ihre
Giiltigkeit. Wir bemerken mnoch: |x—x,|=|£.(y— y,)| bleibt

Y—Yo

ly—yo <r

G

kleiner als eine vorgegebene Zahl X, sobald l E kleiner ist

als die kleinste der zwei Zahlen:

ooy )
ol )

Geometrisch heift dies: W&hlt man eine Umgebung von y,

aus, so daB fiir alle ihre Punkte y der Ausdruck !y—:ﬂ

1
als die kleinste der zwei angegebenen Zahlen ist, so wird diese
Umgebung von y, durch die Umkehrreihe auf eine Umgebung

von x, abgebildet, deren Punkte x der Ungleichung

kleiner

|[x—X,| <X
geniigen.

Die Schlubemerkung von § 4 gibt den Grund an, warum
man bei der praktischen Durchfithrung einer Reihenumkehr
abgekiirzt so rechnet, wie es folgendes Beispiel statt vieler
Worte erldgutern soll.

Gegeben sei die Reihe

" x , x*, x% xt
y+1=€x=1+—1—!+§+§—'+—4—!—|—

Gesucht ist die Umkehrreihe x = Log (14 ).
Aus der gegebenen Reihe schliefen wir

und berechnen als sukzessive N#éherungswerte fiir die Umkehr-
reihe
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Man sieht deutlich, wie diese Durchfiihrung einer Reihenumkehr
dem Weierstrafschen Niherungsverfahren mit Zulassung von
gewissen Fehlern (Weglassen der Glieder hoherer Ordnung)
entspricht.

§ 6.
Ausdehnung des WeierstraBschen Ndherungsverfahrens
auf einen zu dem Problem des § 1 komplementéren Fall.

Wir wollen jetzt das Weierstra sche Niherungsverfahren
auf einen Fall ausdehnen, der zu dem in § 1 behandelten ge-
wissermafen erginzend ist. Man wird bei dem hier zu fiihrenden
Konvergenzbeweis fiir das Niherungsverfahren viel Ahnlichkeit
mit dem Konvergenzbeweis des § 1 entdecken. Deshalb wird
der folgende Beweis an einigen Stellen sich kiirzen lassen. AufBer-
dem sei bemerkt, da die Behandlung des vorliegenden Problems
mich zu den in § 1 vorgenommenen Anderungen gegeniiber dem
urspriinglichen WeierstrafBschen Beweis veranlaBt hat.

Vorgelegt sei wieder eine Gleichung von der Form

X =@ (x),
Wo jetzt aber
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X =b,+bx"14bx24bx"34--- 1)

ist, also im allgemeinen Falle eine nach Potenzen von x—! fort-
schreitende Potenzreihe. Sie besitze den Konvergenzradius R*,
d.h. fir alle |x|>R* konvergiere ¢ (x) absolut. Aus (1) folgt
durch Differentiation

¢ E=—0bx"24+2b,x"343b;x—44--). Iy
In (1) und (1)) sind b,, b,, b,, by, ... im allgemeinen Falle
komplexe Zahlen. Wir definieren nun wieder die zwei Hilfs-
funktionen ¢, (x) und ¢,’ (x), die dadurch aus (1) und (1') hervor-
gehen, daf wir fiir by seinen absoluten Betrag px einsetzen.
Demnach ist

(Po(x)=/30+ﬂlx_—1+ﬂ2x_2+ﬁsx_3+”' (13)
‘Po'(X)=_(ﬁlx—2+2ﬂ2X_3+3/33X—4+"')7 (1'3)

Be=|bx| k=0,1,23,...)
ist. (la)und (1’a)besitzen wie (1) und (1') den Konvergenzradius R *.
Um nun die vorgelegte Gleichung zu losen, berechnen wir folgende
Kette von Zahlen.

und

WO

X, =
X, =@ (X)) = b,
X,==@ (X1)

}fs = @ (X,) . (2)

In=¢ (?n—l)

Damit diese Kette nicht abbricht, sondern unbegrenzt fort-
schreitet, miissen wir natiirlich die notwendige Forderung C
aufstellen:

Jeder der sukzessive berechneten Werte
X, X, X3...%p ... muB dem Konvergenzbereich
von ¢ (x) angehoren; sein absoluter Betrag
muB daher grofer als R* sein. — Speziell
muB |b,| =pg,>R* sein.

Fiir zwei beliebige Werte x und x', fiir die ¢ (x) absolut
konvergiert, finden wir:
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@ (X)—¢@E=>b ®@1—x7} +b (x'—z—x~2)_|_b ®-3—x—3 ...
x—x
1 xXx —l_ 2 2 + 3 r)s +
—[—b x—{—x SRY x? +XX+x’2__l_ }

(xx')®

= (Xx—X)

=—(x'—X){b1g+b2 (T?+T)
+b( —+ o m‘l" )+ }

also
pE)—pE=F—3)9XX). (3)
Analog ergibt sich
@o (X)— @ (X) = f; (X'~ —x~ —l—ﬂ X2 —x ) fy (X A
x3—x'?
—ﬂl +ﬂ2 (XX 2 +/33 xx')? +

x—l-x efxx'x?
ﬂlxx +/32 +133 XX)3 + =

=(x—X)

=— X —X)

T —I—ﬂg( —_—
T .

also
¢ &) — @ E=X—x) 9 (,x). (3a)

Die durch (3) und (3 a) definierten Funktionen ¢ (x’,x) und ¢, (x',X)
sind Potenzreihen von x' und x, die fiir jedes |x'|>'R* und fiir
jedes |x|>R* absolut konvergieren, selbst im Falle x' =x, wo
sie einfach in ¢’ (x) bezw. ¢,’ (x) iibergehen. Man sieht sofort, daf

¢ (X,x) =9 (%X (3%
und '

@, (X',X) =@, (X, X)) (3*a)
ist. Aus der Kette (2) folgt mit (3), vorausgesetzt, daf Forderung C
erfilllt ist,



Xl — @ (Xﬂ) E b0
L—X = ¢E)—eX) = (X, — %) @ (X, %)
L—X = @) —elE) = (Xy — X) @ (Xgy Xy)

X —X% P (%) — @ (%) (X3 — %) @ (X %) 4)

In—X,_, =9 (Xn—1) — @ (Xn—2) = (Xn—1_xn—2) @ (Xu——19xn—2)

Das letzte Glied der rein formal hingeschriebenen zweiten Zeile
dieses Schemas ist ein unbestimmter Ausdruck von der Form
- 0. Um ihn zu vermeiden, schreiben wir

Xg——X1=<P(X1)—X1=¢P(bo)_bo

1 1 1
=Dh, b1§i+b2 b—03+b35?+ e =b, y,.

Ferner setzen wir zur Abkiirzung
@ (X k) =yx (k=2,34,..).
Dann erhalten wir aus (4)

X1 = = bo
XX = = b, ¥,
—% = X —X)yy =Dbyy, v,
X, — X% = (s —X) vy =Dbyy, v, 9,
: : : : : 5)
Y1 In= (En—Xn_)¥m =Dboy, v, ...y
X — Xy = (Xn——l - Xn-——2) Y-y = b, Y1Wa oo Yooy

Addition liefert uns
n=b{ldv, +vivotvivavs+- +wivs-va_,} 6
und fiir n>m ‘

Xp— Xm:bo YiYq - ~'»Um{1 +’/)m+1+'4’m+1'll’m+s +-- ‘+2/Jm+1 oo Wn } (6%
Aus den Gleichungen (1) und (1a) folgt leicht

lo®|[< o (1)) (7
und &hnlich .aus (1') und (1'a)

lo'®| < [— @ ([x])]. (7)
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Ferner gilt, wenn & und & positive Zahlen sind,

Py (') < @, (€) fiir £<& ®)
[—@' @] <[—@0 ()] fir £<&. (8

Aus Definition (3) und (3a) schlieft man
o', %) | <[— @y (1X'], [X))]. ©)

Bedeuten & und & positive Zahlen und ist &< &, so ist
[— g8 = Ay g+ s ) -+ s )
Po & - 1&’5 2 EI-AE 5' E% 8 5'35 502 E‘z £ Es

1 1 1 1
§ﬂ1z;17+/32 (E§+‘é§)+ﬂe (EI+§I+EI)+
=g, 5—2+2/32 £70434 L =[_‘po'(§)]-

Also ist
[— @ €,8)]= [—@ 5,8)] < [—‘Po' ()] fir £<&. (10)
Kombination mit (9) gibt
lo,x)| =@ xx)|<[—¢'(x])] fir [x|<[x]. (10%
Es folgt dann endlich
|| < [— @0 (| %x[)], Wenn |Xi|<|Xk—] ist
|| < [— @' (| Xi—1[], wenn | Xx—1] < [ xi| st |
Nachdem wir diese Ungleichungen gewonnen haben, ist es leicht
zu zeigen, daf das Rechenschema (2) konvergiert (immer noch
vorausgesetzt, daf die Forderung C erfiillt ist), wenn wir der
folgenden Forderung D Geniige leisten.
Es sei ¢ eine positive Zahl, die kleiner
(nicht gleich) Eins und gréBer (nicht gleich)
ein Halbes ist. Dann soll der absolute Be-
trag B, von b, die Ungleichung
[— 0" (6, 8]

=B B2+ 28 B0+ 38 (B0 <
befriedigen.

Solche Zahlen g, gibt es nach bekannten Stetigkeitssitzen

immer, wenn nur iiberhaupt der Konvergenzradius R* von ¢ (x)

endlich ist. Befriedigt ferner g,* die Forderung D, so wird
diese auch von jedem |b,|>pg,* erfillt.

(10*%)

—1<«1

| =
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Wir setzen zur Abkiirzung
und beweisen nun zundchst den Hilfssatz:

Ist der absolute Betrag 8, von b, sobeschaffen,
dab er der Forderung D Geniige leistet, so sind

(%[5 [ %], [Xg], -+ s@mtlich > 5, ¢ (1)
und

lwils [wel, lwgly -+ sdémtlich <9 12y
Beweis. Man sieht sofort, daf unsere Behauptung sowohl fiir
|x,| = B, als auch fir |y, | < [—e@, (By)] (vgl. Formel (8))
richtig ist.

Wir wollen jetzt zuniichst die Richtigkeit der ersten Be-
hauptung durch Schluf von m auf m -1 beweisen. Angenommen
also: es sei |Xm|>pB,{. Wir denken dann an die aus (2) folgende
Beziehung

X1 == Do 4 by x5 - boX® 4 bgx® -
Ist nun | by| und folglich nach Voraussetzung auch | x| gro8
genug, so wird das erste Glied b, iiber die Summe aller andern
Glieder
byxt 4 beX® 4 byx -
iiberwiegen. Wir diirfen also unter dieser Voraussetzung, indem
wir zu den absoluten Betrigen iibergehen, schreiben:

|Xm+1|Zﬁo——|b1x;1—|—b2x;2+b3x;3+...|,
Nun ist nach Voraussetzung iiber xp,
|Dixm! - box? + bexp® - |
< By Xen |7 A B X |2 B X |
< By (Bo?) 7 B (Bol) T2+ B (Bot) ™+
<Bol{Bi(Bol) 2428 Bol) 2+ 385 (Bol)H -}

=Pl [““Po’(ﬂoi)lgﬂoc [Z-l“_l] =fo— Bl .

Fassen wir zusammen, so finden wir
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|Xm+1‘>ﬂo—(ﬂo_‘ﬂof)=ﬁof‘
Hiermit ist die Richtigkeit der Ungleichungen (11) bewiesen.
Es folgt sofort, daB auch die Ungleichungen (12) richtig sind.
In der Tat: Weil [x, |, |X,], |X;], ... sémtlich > §,¢ sind, folgt
mit (10**) und (8)

entweder
|| < ode[r—_(p0 (e <= (Bot)] <
[_‘Po’(lxk—lm fir k=23,4...

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Der Beweis fiir die Konvergenz des Niherungsverfahrens
kniipft, wie in § 1, auch hier an die Gleichung (6% an. Man
zeigt jetzt ganz genau wie dort, indem man zu Absolutwerten
iibergeht und dann an die Ungleichungen (12) und daran, daB
n<1 ist, denkt, daB die Differenz zweier Naherungswerte x,
und X, wenn nur die Indizes n und m geniigend grof gewihlt
werden, beliebig klein wird.

Bemerkung: Im vorliegenden Falle darf man die Niherungs-
werte nur als Zahlen, nicht als Funktionen von b, b,,
by, by ... auffassen. Die in § 1 aus der zweiten Auffassungsart
gezogenen Schliisse sind hier nicht richtig.

Es ist leicht einzusehen, da8 wenn Forderung D erfiillt
ist, auch Forderung C von selbst erfiillt wird. Denn wegen (11)
folgt, dab x,, x,, X,, ... sdmtlich dem Konvergenzbereich von
®o'(x) angehdren (weil ¢, (8,) absolut konvergiert) und folglich
erst recht dem Konvergenzbereich von ¢,(x) und ¢(x).

§7.
Untersuchung der Forderung D des § 6.

Wir wollen auch jetzt wieder die Forderung D des vorher-
gehenden Paragraphen, auf deren Erfiilltsein allein sich der
Konvergenzbeweis fiir unser Niherungsverfahren stiitzte, nidher
betrachten. Sie lautete: Nach Wahl eines positiven ¢, welches



<1 und >% ist, soll der Absolutwert 3, von b, so beschaffen

sein, daB

|

[— @0 (Bo C)] <z—1 (1)

oder ausfithrlicher
1 1 1 1
L T2l t3hgm T sr—t ()

ist. Wir suchen nun einen moglichst kleinen positiven Wert g,,
der die Bedingung (1a) gerade noch erfiillt, fiir den also in (1a) das
Gleichheitszeichen gilt. Je nachdem wie wir dabei ¢ im Intervall

(—%—1) wihlen, wird dieser Wert von 8, verschieden ausfallen.

Nehmen wir z. B. { sehr nahe gleich 1 an, so wird auch %sehr

nahe gleich 1; dann stimmt die linke Seite von (1a) nahezu mit
1 1 1
ﬁ1ﬁ+2ﬂ2;§;§+3ﬁam+'”

und die rechte Seite nahezu mit Null iiberein, woraus folgt, daB
wir besagten Wert von f, nahezu gleich -}~ o zu setzen haben.

Nehmen wir dagegen ¢ sehr nahe gleich % an, so wird %_ sehr

nahe gleich 2; dann ist die linke Seite von (1a) nahezu gleich
L fy 20 oy b 26, 2 oy 4 B 24
Po Bo Bo

und die rechte Seite nahezu gleich 1; hieraus folgt, daB der
besagte Wert von g, auch wieder sehr grof zu wihlen Iist,
damit (la) erfiillt wird.

Wihlt man ¢ nicht in der Nachbarschaft dieser beiden
extremen Werte, so erhilt man, wie leicht zu sehen ist, einen
giinstigeren Wert von 8,. Wir fragen nun nach dem kleinsten
positiven Wert B* der (la) noch befriedigt, wenn man ¢

zwischen —;— und 1 variieren 146t. Der zugehdrige Wert von ¢

heife {*. Dann sagt die Lehre vom Maximum und Minimum,
dag f* und {* Wurzeln der beiden Gleichungen

*[— o (B*iH] =1 (2a)
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und

Po' (Bo™ &%) + Bo* ¥ " (Be* £*) =1 (2b)

sind. (2a) ist eine andere Form von (1); (2 b) folgt aus

(%) __ [[— 2 (o 0]+ L= 00" (6o D)o+ 1] _,
ac =96, 01¢ '

Bo="Po* Bo=Po*
E=6" t=c*
Hierbei ist

Pa" (o 8)=1-28, (By 0>+ 2:36, (B 04+ 34, (B )5+ -

Wir kionnen auch fiir (2a) und (2b) schreiben

=gt =5 B2)
und
Bt B ) = @)
mit den Bedingungen
By*>0 und%<§*<1. Bey

In den meisten Fillen werden (3a) und (3b) nicht auflssbar sein.
Um dann Zahlen g, aufzufinden, die tatsichlich (1)
befriedigen, verfahren wir wie folgt:

Es sei R* der Konvergenzradius von

P(X) =Db,x"*4Db,x—24-bx—3f ...,

d. h. fiir jedes |x|>R* finde Konvergenz statt. Ist dann R eine
positive Zahl, die groBer R* ist, so konvergiert nach bekannten
Sttzen fiiber Potenzreihen ¢/(R) absolut. Daraus folgt: Unter
den einzelnen Gliedern von

[_ (p",(R)] =ﬁ1R~2+ 2132 R—s+3ﬂ3R—4 + T +QﬁQR_9_1+' i

muf fiir einen endlichen Index g=q ein groBtes vorhanden sein.
Dieses heiBe q-f,-R™%"'=Q. Nun setzen wir voraus, das

BC>R (4)
sei. Dann folgt
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e 20 (g)

2

1_ ®o'(Bo C)] By (I"B‘O'—C

+2p.r(g) s re 4(/3Rc)4+ '

)

(
(ﬂ ) (,3 ;) +Q(/3 5)4“*‘
=l

428
_lglR— B_IL)

E 2 QR
i T BlBL—R)

o

Damit also Bedingung (1) erfullt ist, geniigt es zu fordern, daB

QR? 1 1__1——&'
Bol Bl —R)= C ¢

ist. Auflosung dieser Relation ergibt:
QR*< BBl —R) 1 —0)=p*l1 — ) — B R(L—)
-oder
R _QR*

b =bTzri—g
oder

R\ QR* L R* R ¢
(ﬂo 2;)-:( :)+ZE“T@(4Q——1_;+1)
.oder

4
1(—_{:)]/4Q————1_C—|—1.

Hier ist vor der Wurzel das —--Zeichen zu wihlen, weil g, eine
positive Zahl sein sollte. Wir fragen nun nach dem Minimum g,
von

ﬂoZg_C

R ¢
b= 1+‘/4Q————1__C+1] ®)

fiir variables ¢ im Intervall (% cee 1). Der das Minimum liefernde
Wert &' von ¢ ist Wurzel von
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Ql=tte
1—:) =0

4Q1

N (SR ATIESRES: CV/
oder von

1/4QT‘£_C+1=2Q(1—CQF 4Q1£c —1

oder von

£EQ—1)—202Q—1)+Q—1)=0.
Hieraus folgt
2Q—1+1Q
4Q—1 -
Weil nun ¢’ eine positive Zahl sein sollte, muf hier vor ¢/ Q das
-+ -Zeichen stehen, wie eine einfache Uberlegung lehrt. Es folgt
dann

20—1+yQ_ yQ+1 6
4Q—1 2/Q+1

Aus (6) sieht man, daf %<C’< 1 ist. Setzt man nun (6) in (5)

é‘!

-ein, so erh%‘tlt man
e e i
=R(2YQ+1). @)
Aus Multiplikation von (6) und (7) folgt
B/ =R(YQ+1),
d. h. Annahme (4) ist auch erfiillt.

Anmerkungen.
1. Ist der Ausdruck [— g, (R*)] so beschaffen, daB keines

seiner Glieder eine feste Zahl Q* iibersteigt, so darf man in der
vorstehenden Betrachtung fiir R einfach R* und fir Q einfach
Q* schreiben, ohne daf sich etwas dndert.

2. Ist @(x) eine Potenzreihe von x—% die nur fir x=0
nicht konvergiert, oder hat es nur endlich viele Glieder, so
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setze man einfach R =1 und folglich Q =qpf,. Dann bleiben
alle unsere gemachten Aussagen richtig. — Dies ist gleichfalls
der Fall bei anderer Wahl von R und eines zugehorigen Wertes
von Q.

3. Im Falle, daB ¢(x) nur endlich viele Glieder hat, da8
also die Forderung D

1 1—¢

, T2 ﬂz(ﬁo +- e ﬂ@(ﬂc)ﬁlﬂc 1 :

ﬂo

lautet, geniigt es, weil die linke Seite der obigen Gleichung
wegen ¢ <1 selbst kleiner als

11 1 1 1 Ve
ﬂlgﬁ'ﬁg+2ﬂ2@/_g‘g+'”+eﬂgcg+l Boet =Cg+1 [_% (ﬁo)k

ist, um die Forderung D zu erfiillen, g, so zu wéihlen, daf
[—o) Bl <21 —0)

ist, oder wenn man noch das Maximum der rechten Seite fiir

variables ¢ im Intervall (—;— 1) bestimmt, daf

9
e—l—l)"—‘*_l

['— @0’ (Bo) ] <

ist.

§8.
Die trinomische Gleichung. 1. Teil: Ein Spezialfall.

Wir wollen das Weierstrafsche Iterationsverfahren jetzt
dazu benutzen, eine der Wurzeln einer ganz einfachen Gleichung,
nimlich der trinomischen Gleichung

. xX=a -+ bxm™, (1)
wo m eine ganze positive Zahl ist, zu berechnen. Dies
soll so geschehen, daB wir fiir die Wurzel eine unendliche Reihe
in den Gleichungskoeffizienten ermitteln. Als Resultat werden
wir die Lambertsche Reihe erhalten, so benannt nach
J.H.Lambert,?) der sich zuerst mit unserem Problem befaft

) J.H.Lambert, ,Observationes variae in Mathesin puram®. §§ 35
bis 40, § 47. in Acta Helvetica t. IIL. 1758.
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hat. Bei ihm beruht die etwas dunkel gehaltene Ableitung des
Resultates auf eigentiimlichen Grofenabschitzungen, die wahr-
scheinlich noch mit der Methode der unbestimmten Koeffizienten
verkniipft wurde. Die Herleitung fiir ganze Exponenten ist um-
stdndlich und nicht mehr anwendbar, wenn die Gleichungs-
koeffizienten komplexe Zahlen werden. Von der Entwicklung
fiir ganze Exponenten wird ohne Beweis zu der fiir gebrochene
fibergegangen. Auflerdem hat sich L. Euler?) noch mit diesem
Problem befaBt, und zwar in zwei Arbeiten, von denen die erste
zum grofBen Teil die Ableitung verschweigt, wihrend die zweite
einen ganz eigentiimlichen Beweis fiir die Richtigkeit der hin-
geschriebenen Reihe erbringt. Die iibrigen Arbeiten iiber die
trinomische Gleichung leiten teils die Lambertsche Reihe als
Spezialfall aus der Lagrangeschen Reihe ab, teils erwihnen
sie die Lambertsche Reihe iiberhaupt nicht, sondern geben
nur bequeme Formeln fiir die numerische Berechnung der Wurzeln
von (1) an.
Um eine Wurzel von

=a-+bxm @)
zu berechnen, bilden wir nach WeierstraB folgende Kette von
Niaherungsausdriicken. Wir setzen das Rechenschema an:

X,=a-+}+bxp
und nehmen als ersten Niherungswert
X, =a.
Dann wird
X, =a-}bam.
Hieraus folgt ,
x3=a-4b(@-4bamm

=a-+bam | Ay bZa?n—1 ...
WO

) L.Euler, ,Observationes circa radices aequationum“. §§ 11—12,
§ 17. in Novi Commentarii Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae.
t. XV. 1770. Was an dieser Arbeit auszusetzen ist, hat F. Chio (L ¢.) dar-
gelegt. L. Euler, ,De serie Lambertina plurimisque eius insignibus proprie-

tatibus“. in Acta Academiae scientiarnm Imperialis Petropolitanae. t. II. 1779.
Vermeil. 4
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m! m
A=y <tT1
ist.
Es ergibt sich weiter

m:a—{—b(a»—{—bam—}—lg:bz azm—1—|—~~~)m

=a—1—bam—}—-1n—tb2 a?m—1 | Agph3adm—2f ...,
Wwo

m! m m! o m@Bm—1)
(m—1)11z><ﬂ"|"(m-—2)zzz><1_ 21 :

Hiermit finden wir

x5:a+b(a+bam+ b9a2m-——1+1_n._@___]:2b3a3m——2_l_“_)m

Ag =

_a__l_bam_l_l b2 g2m—1 +__—)b3 3m—2+A4b4a4m 3+
Wwo
. m! m (3m—1) m! m
M=o < e Tmogr 11!
m!
L B 3
+ s <!
m@4m—1) (4m—-2)
— 31
Als niichsten Niherungswert erhalten Wir-
x6=a-|—b(a—|—bam—|— b2 2m——1+ 1)b3 3m—2
m@dm—1)(4m—2 n
4 ml 3)’< )b4a4,,,_3+m)
m(3m 1)
+m(4m——21)))’(4m—— )b4 atm—3 | A b5 gbm—4 ...

wo
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o m! m@4dm—1) (4m—2) m! . 11}_2
A=< 31 +m—grai \T
m! m(3m—1)
ta—gyron < o !
m! m m!

-t .12 I 4
tomgma <1 Yt mogra <1

m(5m—-1) dm—2) Bm— 3)
41
Die Bezeichnung der Koeffizienten wird {iibersichtlicher, wenn
man bedenkt, daB
mdBm—1)(bm—2) (bhm—3)

41
1 5mpBm—1) pm—2) (bm—3) 1(5m)
5 41 T b\ 4
m@dm—1) (4m—2)
31
1 4m@dm—1)dm—2 __1(4111)
4 3! T4\ 3
m(@Bm—1)
21
1 3m(Bm—1) _1(3m)
~ 3 21 —3\2
m 1 2m _1(2m)
1! 21 —2\1
L= =1(5)=(5)
1 —1\o/\o
ist.

Wir erhalten dann fiir die Wurzel x von (1) den Ausdruck
x__a_|_( )b am | = ( )b“aZm—l+3(32m)b3aBm —3
4q4m—3 5qo5m—4 | (2
s

6 96m—5
i

e
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(Man sieht leicht, wie die folgenden Glieder lauten werden.)
Wir fragen nun noch, wann konvergiert das Naherungsverfahren
und folglich auch die Reihe (2) fiir die Wurzel x von (1). Konvergenz
findet nach § 1 Forderung B sicher statt, wenn man |a| so
limitiert, daB

1

m- (b ([a] - &=l <13

oder

mo[b] [t < £

ist, oder, indem man das Maximum der rechten Seite bestimmt
(vgl. § 2 Formel (9)—(12)), wenn

m—1m-1 1 m—1m—1 1

m—1 . =
T T W T e

ist.

§9.

Die trinomische Gleichung. II. Teil: Der allgemeine Fall.

Wir wollen jetzt das im vorigen Paragraphen behandelte
Problem erweitern, indem wir die dort gemachte Vor-
aussetzung: m sei eine ganze Zahl, fallen lassen.
Das so erweiterte Problem erfiillt zwar nicht mehr die beim
Konvergenzbeweis fiir das Weierstra 8 sche Niherungsverfahren
gemachte Voraussetzung, daf die in der Gleichung auftretenden
Exponenten ganze Zahlen seien; aber wir werden nachtréiglich
zeigen konnen, daf der nach demselben Verfahren berechnete
Ausdruck tatsdichlich eine Wurzel der vorgelegten trinomischen
Gleichung darstellt.

Hatten wir im vorigen Paragraphen zur Berechnung der
einzelnen Néherungswerte den polynomischen Lehrsatz fiir ganze
Exponenten gebraucht, so werden wir hier den polynomischen
Lehrsatz fiir beliebige Exponenten benutzen, wie er dargestellt
wird durch die Formel
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(x4 y+a-4-m
=1+(‘f)-(x+y+z+--->l+(‘2“)-(x+y+z+---)2+---

+(f)-<x+y+z+-~)ﬂ+~--

Diese Entwicklung konvergiert unbedingt (148t also Umordnung
der einzelnen Glieder zu) fiir jedes m, sobald

x|+ [y]+a]- <1

()

ist.
Wir haben jetzt also die Gleichung
x=a-}+bxm 1)
fir beliebiges m durch Iteration zu losen. Wir finden wie in
§ 8 nach und nach, wenn nur a hinreichend klein ist (s. unten),

X;j=a
und
Xz=a - ba®,
ferner
x3=a-+b(afbam)y»=a-+}+bam(1 4| bam—l)m
=a_{_bam+A2b2a2m—l+,__,
Wo
m 1(2m
i) -1
ist.
Hiermit folgt
X4==a—l—b(a-{—bam—l—%(zlm)wa,2m—1+...)

m
=a+bam(1 +bam—1+-;-(21m)b2a2m—2+...)
=a+bam—&—%(21111)132&2‘“—1+A3b3a3m—2+...,

wo '

n=(E<3 )+ 83 )

ist.
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Es folgt dann

X5=a+b(a+bam+§(zfl)bzazm—1+1(3m)b3a3m—2+---)m
=a+ba,m(1+bam——1_l__1_( )b2 2m — 2__|_ ( )b3 3m—3+ )m
=a-}bam 4 ( )b° am—1{ ~ ( )b3 adm—2f A btatm—34 ..

wo
m 3m m 2!

= (1) =<5°3)+(3) < 3 () 1+ (5)<e=1(3)
Hiermit erhalten wir
x6=a—|—b(a—l—bam+%( )b2 gm—1_| — ( )b3 3m—2
+4( )b4a4m_3+ )m
=a+bam(1+bam—1+%( )b2 2m—2{ — ( )b3a3m—3
s ]
_a+bam+2( )bz m—1_ ( )bs 3m—2

4m

_l_ 4( 3 )b4 4m—3+A5b5a5m—-4__|_

ist.
‘Weiter finden wir



w9
x7=a+b(a+bam+§( P p2azmt g (1) g gom
s e
=a+bam(1+bam—1+—( P b aam—z g () s gom—s
il
S klaenint Ll
e 37 e a

ao=(1) <5 (0 + (3 <o (5) 2
+(n21)><1v2'1v 3(3m) '12'(2111)
)< a(5) 2 () (O]
i) aa g (1) 2+ () <=5 ()
ist.

Wir wollen nun das aus den vorstehenden Niherungswerten
sich leicht ergebende Bildungsgesetz der Zahlkoeffizienten A,
in eine Regel fassen. Hierzu schreiben wir am bequemsten fiir
A, das Symbol:

Ay =[km]
und bedenken noch, daf
A =[1m]=1
ist. Dann erhalten wir die Regel:

Um dasSymbol[(k+1)m] zu erhalten, wo m eine
beliebige Zahl und k eine ganze positive Zahl be-
deutet, zerlege man k auf alle moglichen Weisen in
die Summanden k, k—1, k—2,...3,2,1; in jeder Art
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der Zerlegung heife die Anzahl der Summanden 1,

die Anzahl, wie oft jeder der Summanden in der

Zerlegung vorkommt, bezw.a, 8, 7,...9, ¢ %, so daB also
atptr+Ho+itr=1

ist. Dann ist
. [(k+1)m]
:Z{(m) M En [k —1) mP [k—2)m])?... [3m]’ [2m] [1m]*
1/ - a! ’

p! y! . 9l ¢! »!

1=1 (@, 8,7,...9,¢,%)
Die zweite Summe ist iber alle Kombinationen
ganzzahliger positiveroder verschwindender q, g, 7,
...% % zu erstrecken, deren Summe 1 ist.

Das Symbol [I1m] hat den Wert Eins.

DaB wir nach dieser Regel alle Glieder fiir den Koeffizienten
A, ., erhalten, sieht man leicht ein, wenn man sich an Formel ()
erinnert und bedenkt, da8 A, ., Koeffizient von

bk+1gk+l)m—k__1]. am >< bkgkm—k _— ] gm > (b am———l)k
ist.

Man bestitigt diese Regel leicht an den bisher berechneten
Koeffizienten.

Fiir A, haben wir die Zerlegung

1=1,
fir A,
2=2=1+1,
fir A,
83=3=241=1+41-41,
fir A,
4=4=3-}1
=242=2414+1=141+41-+41,
fiir A,
b=H=4-1
=342=341+41

=242 1=24H14141=141414141,
und daraus folgen in der Tat die oben angegebenen Koeffizienten.
Fiir A, hitten wir ferner die Zerlegung



6=6=5+1
=44+2=44+141
=3+4+3=34+24+1=34+1-+1+1
=2+42+42=24+2414+1=24+-1414141
=14+14+1414141,
und demnach wére
m

A7=(1)-1!{[6m]}

m]?

-2 [5m] [1m] + [4m] [2m] +- EQT—

)

)’3! HTIznﬂl‘zlsE]‘?H?’m] [2m] [lm]+[—23";‘_]3
)

)

[Bm][1m]* | [2m]* [1m]?
ir st T 21 2l }

11 4!

Wir hatten nun gesehen, daB der Koeffizient A, | ; =[(k4-1)m]
gemif obiger Regel sich als Doppelsumme aus den vorher-
gehenden Koeffizienten

Ay=[km), Ay_,=[k—1)m],... A,=[2m], A;=[1m]

aufbaut. Wir werden spiter auf anderem Wege zeigen, da der
Koeffizient A, ., immer den Wert hat:
AL — 1 ((k+1) m)
K+ k41 k ’
Fafit man dies beides zusammen, so erhidlt man unter Benutzung
des Symbols [km] folgende Formel

1 ((k—]—-l)m _{1 m),, [km]*-[(k—Dm}f...[2m] [1m)*
k-1 k )_4_, (1) a! B! od K
1=1 a+f+:-Fe+x=1

Auf der rechten Seite darf man auch schreiben

51 [_2m][1m]4}
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k (k—1)m}? ... [2m] [1m]*
Z[ a—l—ﬂ—-}- -+ —{—x) atft it [ m] e /ff!)mJ [ Ll'n] [xI?]

wo die Summe iiber alle Kombinationen ganzzahliger positiver
oder verschwindender Werte a, 3, ..., » zu erstrecken ist, die
die Bedingung

ak+pg-k—1) 4+ 2F%- 1=k
erfillen. Man erhdlt dann endlich, indem man die Symbole

|km] durch ihre Bedeutung ersetzt, die bis jetzt noch nicht be-
kannte kombinatorische Formel

er(5)=2) l(a+ﬂ+]-l-l-+z+n)"a+’3+"'+‘+””

ak+fk—1) 4o dr-24n-1=k @)
a _ B *
L)l - e )
al p! — %!

Kehren wir zu unserm Néherungsverfahren zuriick; wir hatten
fir die Wurzel den Ausdruck gefunden

E:a—{—bam-{—l( )b2 e ( )bsa3m 2
+4( )b44m 84 = ( )b55m 4= ( )beem 54 ..

Dieser stimmt mit Formel (2) von § 8 iiberein.
Wir bemerken hierzu noch, daf wir bei der Ableitung dieser
Formel stillschweigend a als so klein vorausgesetzt hatten, daf

[Ay|[bam =1 |Ay] - |B2a2n—2| 4 A, [bPa3m % ... < 1

(3)

ist, eine Bedingung, die hinreichend ist, um Formel (1) anzuwenden.
Diese Beschrinkung von a konnen wir jetzt wieder aufheben:
unsere Formel (3) behdlt dann ihre Giiltigkeit, solange a so
beschaffen ist, daB die Reihe (3) [die Lambertsche Reihe]
konvergiert (s. unten).
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§ 10.
Die trinomische Gleichung.
IIl. Teil: Weitere Verallgemeinerung.

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, nicht blof die
Wurzel selbst einer trinomischen Gleichung, sondern
gleich ihre n-te Potenz, wo n eine ganz beliebige
Zahl ist, zu berechnen. Um dies Problem zu lésen, gehen
wir von Formel (3) des vorigen Paragraphen aus, welche wir
unter Benutzung des Symbols [km] in folgender Form schreiben

X =a - [lm]bam - [2m] b2 a2m—1! | [3m] b3 a3m—2
—+ [4m] btatm—34-...
=a{l- [1m|bam—1 4 [2m] b2 a2m—2 | [3m] b3 adm-3
+ [4m] btatm—4 ...},
Es ist nun zweckmifig,
bam—l=¢

zu setzen. Dann wird

x=a{l+ [lm]c [2m]c®+ [3m]c? -+ [4m]ct +---}. (1)
Wir potenzieren nun diesen Ausdruck einfach unter Anwendung
von Formel (1) des § 9. Wir erhalten dann

X" =a"{1

+(3)- (e 2m)et-t [Bm]et 4 [4m)et - [Bler-(Bu] e+ --)

—}—(g)([lm]?c?—{-[2m]2c4—}—[3m]206_;_...
+2[1m][2m]c*+2[1m][3m]c!+2[1m][4m]c’ - 2[1m][5m] et} -
+2[2m][3m]¢*+2[2m][4m] O - )

s e

3L mP[2m] e+ 3 [ m*[Bm] P43 [1 m]* (4] ¥ -
+3[2m]2{1m] co—-- +
+-6[{1m][2m][8m]ect 4+
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() mpes -

—+4[1m]*[2m]c® 4 4[1m)*[Bm]ct 4 --- 4.
+6[1m]*[2m]*ct 4. - 4

+(3) (rmpe -
5[t [zmlet 4 -

(o) (mpres o4

4

Fassen wir nun die gleichen Potenzen von ¢ zusammen, so er-
halten wir

x*=2a"{1+B,c+ Byc2+ Byc*+ B, ct + B, c® -+ B, et -},

B1=(111)-[1m]=n

5= ) o g

Bo= (1) Bm+ (3) - gy @mim) + (3) oy

_nBm+4+n—1)EBm+4n—2
1 - 2 . 3

B, = (%) 14m) 4 (3) (2 4 (3) oy Bmi 1)

n

+ (3) 1! 21[21]1] [1m)* 4 (2) [1m]*

_n(dm4n—1)(4m-4n—2) 4m—|—n-—3)
-1 . 2 . 3 .

By=(}) Bl + (3) a4t + (3) 1y (Bwd 2l
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+(3) B mpr o (3) 52 2mgem

+ (n) Trgi(2m] [1m]* + (g)'[l mp

_nbm+4+n—1HGm+n—2)5bm-+n—3)(bm-+|n—4)
1. 2 . 3 . 1 . 5

53 051+ 5]+ )

+(3) poagF4m] 2]
+ (5t (5) am tmp () - o5 Bm) (2m] 1]
- (3) grag B [Lmp 4 () ooy 2P [t m

n ! n

+(3) otz w4 (3) (1mpe
_ n{bm+4n—1)(6m—+n—2)(6m-+|n—3) (6m—+|n—4) (6m-|n—>5)
12 . 3 . 4 . 5 - 6
Die Koeffizienten B, B, B, --- lassen sich noch etwas iibersicht-
licher schreiben, und zwar

=t (M)
N
B4=2__(4m —]—311——1)
b ()
5.3 (2



Wir fithren fir B, noch das Symbol ein:
B, = [km;n].
‘Wir werden spiter auf anderem Wege sehen, daB allgemein
. .41 km+n-1)
Bk—[km’n]_ﬁ'( k—1
ist. Andrerseits ergibt sich fiir die Bildung der Koeffizienten B,
folgende Regel, die leicht zu bestatigen ist.

Man zerlege k auf alle moglichen Arten in die
Summanden k, k—1, k—2, ... 3,2,1. Die Gesamt-
zahl der Summanden bei jeder Zerlegungsart heife
1, jeder einzelne Summand komme dabei bezw. a, 8,

¥y - %y, Male vor. Es ist dann [km;n] gleich der
Doppelsumme

[km;n] =2{(‘;)_1! [km]*[(k—1)m]® - .- [2m]*[1 m]* .

al p! ceer o x!
1=1 (o, 8, t,%)
Die zweite Summe ist iber alle Kombinationen
ganzzahliger positiver oder verschwindender Werte
a,B,---¢, 2 zu erstrecken, deren Summe gleich 1 ist.
Die rechte Seite konnen wir hier in eine einfache Summe

zusammenfassen :
, km]*[(k—Yw}’--[2m] [1m]*]

n
,Z,(a+ﬂ+--+z+u)'(“+’3+"+‘+"" al B A

Die Summe ist dabei zu erstrecken iiber alle Kombinationen
ganzzahliger oder verschwindender Werte a, g, -- ¢, », die die

Gleichung
a-k4+p-k—1)+--—+¢-24%-1=k
befriedigen.
Erinnert man sich, daB sich zeigen 14Bt, daf [km; n]
=]kl (kmlj—_nl— 1) ist, und ersetzt man die Symbole [km] durch

ihre Werte, so erhilt man folgende Kombinationsformel, die
bisher noch nicht bekannt war:
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Y= Sy )

ak+Bk—1) 4+ 24 x-1=k
a B [’ %
b el ol |
al ﬁ! ¢! ®!

Kehren wir nun zu dieser Aufgabe zuriick. Fiir X" hatten
wir die Formel gefunden

inzan{1+%(1m+n—1)c+12_1(2m—|—n—1)cz_[_131(3m—{—2n——1)03

0 1
(3)
n(4dm-4+n—1 n/bm-4+n—1 n6m-+n—1
R L e R Ty FR
wo
c="hba™"!
ist, oder

X" =a"{1+[1m;n]c+[2m;n]c2+[3m; n]c®+[4m;n]ct ). (3a)
Mit Hilfe dieser Formel kénnen wir nun leicht
zeigen, daB, solange Reihe (3) konvergiert, X in der
Tat eine Wurzel von x=a-}-bx™ ist, wo m eine be-
liebige Zahl ist.
Wie man sofort bestéitigt, gelten fiir das Symbol [km;n]
die zwei speziellen Formeln
[km; 1] = [km]
[km; m] = [(k 1) m]
Mit Benutzung dieser folgt aus (3a):

X=a{l-[lm]c+[2m] ¢+ [Bm] e+ [4m] ot 4 -}

. @)

und
bX"=Dba™{14[2m]c - [3m]c’+[4m]’+ ...}
oder wegen ba™ '=¢c und 1={[1m]
=a{[lm]c+ [2m]c*+ [3m]c* + [4m] et + - ...
Also ist identisch
x=a-}+bx",
und damit ist unsere Behauptung bewiesen.
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Nachdem, was wir bisher behandelt haben, konnen wir jetzt
das Problem ldsen, die p-te Potenz (wo p eine beliebige
Zahl ist) der Wurzel einer trinomischen Gleichung
von der Form

Agr4 Bt =1 (> 2) )
in Reihenform anzugeben, wenn g und 4 ganze po-
sitive Zahlen sind. Zur Losung setzen wir

tt=x,
folglich
1
=x*, (6)
Hiermit geht die vorgelegte Gleichung iiber in
®
Ax* 4 Bx=1,
woraus folgt
I
_ 1 A7
X = E -— ]‘3— D. G (5 a)
Setzen wir nun noch
=
1
ﬁ =a (7)
A
—p= b,

so erhalten wir aus (5a) die Gleichung
X =a, |+ b, x™,

also eine von der Form, wie wir sie im vorigen und diesem
Paragraphen behandelt haben.

Wir wollten nun die GroBe £° bestimmen; um sie zu er-

P
mitteln, haben wir wegen (6) nur den Ausdruck x* zu berechnen.
Wir finden dann mit (3)
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P P
lm = —1 2m, > —1
! 1pl< Y )b‘a‘ml_l 21’2( 11/1 )b%a%mlbz

p p
3m, 45 —1 g 4m 4 3>—1 o
+%( 1 22 )b?a‘fml 3_1_%( 1 32 )b‘l‘a‘f S S
oder unter Benutzung von (7)
P p+[l P+2”
B AP A * L P 2RFDP— g
=B 1;'AB —{—212 i A2B
p+3u
_ P Butp—HButp—28 g7 7
318 1 . 2 .(8)
p+4u
P @ptp—A@Ap+p—20)@utp—34,,57 2
+4l4 1 . 2 . 3
—d

1

In der vorstehenden Formel ist fir B * immer ein und die-
1

selbe der 4 moglichen Ausdricke B # einzusetzen. Setzt man

nacheinander diese 1 verschiedenen Werte ein, so erhilt man

4 verschiedene Wurzeln der vorgelegten trinomischen Gleichung.

Man kann die Gleichung (5) aber auch noch auf eine andere

Art auf die Form

y=as by y™
bringen. Man setze nidmlich
1
5#__ ]_ y )
folglich
1

oy W7 , ©)
Dann wird aus (5)

-~ i

Vermeil, 5
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n
oder indem man mit y#—* erweitert

_r
A14By=y+*
oder
A1 5
y=—g+g " (6b)
Wir setzen nun noch
r_
p—i
A
'“E:'a'z . (10)
1
B0

Dadurch erhalten wir die gewiinschte Form: y = a, -} b, y™-.
Es wird dann wegen (9) und (3)

p p
p  (lmy——L——1 .
1— -2 b, a,™s
1(/»—@( & ) 2%2

fp—=y Fh—p, #—i

p p
_ P 2my————1) , 2m,—2 P 3m,— ——1)5 3ms
2w—z>( o4 )‘W 3(,u—1)( bbbt
p
P (Amy— 1) ames
und wenn wir (10) beniitzen,
—r _ =P . -p _pu—p
P (— A u—-lB w—i__ — A y—lB u—Aa
fp=(—A) 1(,u—-—,1)( )
24—p 2u—p
p (:u_p+l) _ A p—Ap u—i
Tou—p 1 AT
81—p 3u—p (11
L Be—pbdw—pt2 W -
S(u—Ap 1 2
4i—p dp—p
P _Bu—pt)@uopt 2Pl umr g
Au—AF . 2 . 3
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1 1
In dieser Formel sind fiir (—A)#—% und B #—% immer ein und
1 1

dieselben der (u— 1) moglichen Ausdriicke (— A)#—* und B#—*
zu setzen. Setzt man nacheinander alle verschiedenen Werte
ein, so erhilt man (x—4) verschiedene Wurzeln der gegebenen
trinomischen (Hleichung, welche, wie man leicht sieht, von den 4
in der Form (8) enthaltenen verschieden sind.

Man kann die Gleichung (5) endlich noch auf eine dritte
Art, auf die Form

z = 8 - byz™:
bringen. Wir setzen hierzu
1 .
&t =g, folglich &=z#. (12)
Dann wird aus (5)
A
Az+4+Bz# =1
oder 2
1 B o
= — 7k 5
Z=y—3% (Be)
Setzen wir nun noch
1
B
—Z=h,

so haben wir die gewiinschte Form: z = a; -4 byz™. Wir finden
wegen (12) aus (3)

P P p
" m Img++=—1 e
EP:_—_—-Z‘u=a,3'u 1+1p—lu;( 3+6& )b3a3 1
P P
2my 4 =—1 - S3myg4=—1 e
+P( 3+‘i‘ )b?z,a% ,2_*_31)”( 3+g ')bgag —2

Y
dmg+=—1 my—
+Ip"( 3 g )bgag .



und mit (13)

p+4 p+21
= b = © — > IR2 “
f=A 1MBA +2#2 1 BA

p+34
____p__(3/1+1>—/t)(3l+p-—2ﬂ)BaA— "

3/“2 1 . 2 (14)

+47
B Ap—p) (At p—2) WAt p =B g, s
At 1. 2 : 3 :
1

In dieser Formel ist fir A # immer ein und derselbe Wert
1

der u moglichen Werte von A # einzusetzen. Setzt man nach-
einander diese u moglichen Werte ein, so erhilt man u ver-
schiedene Wurzeln der vorgelegten trinomischen Gleichung.
Bezeichnet man die Glieder von
(8) der Reihe nach mit a,, a,, a,, a;, a,, .

(11) ” ” ” ” bO? bl? be) b87 b4’ .

(14) ” ” ” ” c07 (31, Cs, Cs, 047 et
8o ist, wie schon Lambert,!) jedoch ohne Beweis, angibt,
a " A
lim | —FA 1A
k=o| ax | Ap—ie—t [Bf

und, wie man durch passende Vertauschungen leicht findet,

b _ u 2
lim | A H A
k=w bx Y} (,u-——l)"_" B

c Ay — pu—4 w
lim | Xt = Flu—h . B 7
k=0 Cx ;u“ A

Also folgert man mit dem Cawuchyschen Konvergenzkriterium,
daB einerseits die Reihen (8) und (11) beide gleichzeitig kon-
vergieren, die Reihe (14) aber divergiert, wenn

1) J.H. Lambert, Observationes variae in Mathesin puram §§ 35—40,
§ 47 in Acta Helvetia t. ITT 1768.
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p A l’l
Pu—ar=2 B~
ist, und daB andrerseits die Reihe (14) konvergiert, die Reihen (8)
und (11) aber beide gleichzeitig divergieren, wenn
m Al
Hu—#—% B
ist. Herr Westphal’) hat mit dem Raabeschen Konvergenz-
kriterium gezeigt, daf (8) und (11) auch konvergieren, wenn in
(15) das Gleichheitszeichen steht, und daf (14) auch konvergiert,
wenn in (16) das Gleichheitszeichen steht. Fassen wir diese
Resultate und unsere Bemerkungen iiber die durch die Reihen
(8), (11), (14) dargestellten Wurzeln zusammen, so erhalten wir
den Satz:

Wir erhalten stets alle x Wurzeln der trinomi-
schen Gleichung (5) vom Grade u, entweder 4 durch
die Entwicklung (8 und («u—4) durch die Entwick-
lung (11), wenn ndmlich (15) erfiillt ist, oder x durch
die Entwicklung (14), wenn nédmlich (16) befriedigt
wird.

Es sei noch bemerkt, daB jeweils unter Benutzung von
bezw. (7) oder (10) oder (13) folgt

(15)

>1 (16)

] l__‘ m,™ b m,—1
khznzo g I_’(ml—l)mx—l I lHall '
by my"™ my—1
S = Ty e el ™
lim | St m3m* |b3||a3,m*_1
k= Cyx m, ___1)1113—-1

Hieraus ergibt sich, da die in § 8 am Schluf aufgestellte
Konvergenzbedingung zu eng ist, und da diese unter Benutzung
von Forderung B abgeleitet wurde, daf Forderung B zwar hin-
reichend, aber nicht notwendig ist. '

) Westphal, Evolutio radicum aequationum algebraicarum e ternis
terminis constantium in series infinitas, Gottingen 1850. (Preisgekrdnte
Arbeit.)



— 64 —

§ 11.
Die Reihe von Lagrange. I Teil: Herleitung der Reihe.

Unser Néherungsverfahren erlaubt uns auch die berithmte
Reihe von Lagrange auf verhiltnism#Big einfachem Wege ab-
zuleiten. Wegen der reichhaltigen Literatur, die iiber diesen
Gegenstand existiert, verweise ich auf den Enzyklopiddieartikel
von Osgood, Allgemeine Theorie der komplexen Funktionen,?)
auf den Bericht von Brill und Noether, Uber die Entwicklung
der Theorie der algebraischen Funktionen,?) und auf die Arbeit
von (. Sudan, Sulla ,serie de Lagrange“.®) In diesen Arbeiten
findet man die iiber den vorliegenden Gegenstand existierende
Literatur iibersichtlich zusammengestellt.

Bei der Reihe von Lagrange handelt es sich darum, aus
der Gleichung

u—x—I—tq’(X):Oa (1)
in der ¢@(x) eine in einer hinreichend grofien Umgebung von
x=nu eindeutige analytische Funktion ist, welche der Be-
dingung ¢(u) 3=0 geniigt und in der u und t Konstante sind,
eine Wurzel o oder vielmehr gleich eine in einer hinreichend
grofen Umgebung von x =1 eindeutige analytische Funktion v (x)
von a zu bestimmen. Weil sich (1) auf die Form:

x=u-4tex ‘ (1a)
bringen lift, so 1d8t sich auf jeden Fall eine Wurzel von (1a)
mittels des Weierstrafschen Iterationsverfahrens ermitteln,
wenn sowohl ¢ (0) =0 ist als auch u und t beide so klein sind,
daf die Forderung B erfiillt wird. Wir wollen die Lagrangesche
Reihe unter dieser Voraussetzung ableiten, dann aber zeigen, daf
wir diese Voraussetzung fallen lassen diirfen. Dies ist so zu
verstehen, daf wir wissen, wenn die besagte Voraussetzung er-
fiillt ist, so konvergiert die hingeschriebene Reihe, daf wir aber
nicht wissen, ob die Reihe auch dann noch konvergiert, wenn

1) Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften II Bd. 1 Nr. 15.

%) Jahresberichte der Deutschen Mathematikervereinigung Bd. 8 (1892/93)
8. 163 u. 178.

%) Giornale di matematiche di Battaglini 44 [(2) 13] p. 89—120.
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die besagte Voraussetzung nicht erfiillt ist, obwohl sich an der
Art und Weise der Ableitung des Resultates gar nichts #ndert.
Bei der Ableitung verfahren wir ein klein wenig anders
als in § 1, nach welchem wir fiir die einzelnen Niherungswerte
der Wurzel a von (la) einfach folgende Ausdriicke zu bilden
hédtten:
=nu
=u-}te)
3—u+t¢(u+t¢(u))
o, =u+to(u+te(uttem))

—u-l—tw u+te H—Hw( +t¢(u))))

Denn die hier angedeutete Rechnung wirklich durchzufiihren, in-
dem wir nach dem Cauchy-Taylorschen Lehrsatze ent-
wickeln, ist mit unnotig viel Rechnung verbunden. Der Um-
stand, welcher die Rechnung, die hier angedeutet ist, wesentlich
abkiirzt, ist der, daB wir uns gleich die erweiterte Aufgabe
stellen, nicht nur die Wurzel a, sondern eine beliebige regulére
Funktion ¢ (a) dieser Wurzel a zu bestimmen. Mit diesem Kunst-
griff werden wir schnell zum Ziele gelangen.

Wenn a eine Wurzel von (1a) ist, so ist zundchst identisch

@)=y (ut+tel),
und wenn wir nach dem Cauchy-Taylorschen Lehrsatz ent-

wickeln, erhalten wir fiir hinreichend kleine Werte von t, fir
die ja a=u -+ t p(a) der Umgebung von u angehort:

2
v =y + 5Dy o L2,

3
" (u) + t8 9;("1) wm (w)
) @)

_|_...+Pn_‘]’;_!i“_)fw(n)(u)_|_...

Wir erinnern uns nun an folgende identische Differentations-
formeln: Sind y und z zwei in einem gewissen Bereiche beliebig
oft differenzierbare Funktionen von x, so ist fiir jedes ganz-
zahlig positive n:



—_ 66 —

de | n n
z)=y.z | =1, 4 D=2, 5" 1 ..
dxn(y z) =y®".z (1)}’ z +(2)y 7' +

L USRS TN IR )
+(n__1)y Zn=h 4=\ ]y-z

Ist ferner ¢ (x) eine an der Stelle u analytische Funktion von
X, 80 ist

.8)

d 1 d
g gy e = oy gy W )
Aus (2) folgt zunichst
yla=y@-4t(-). ®)

Speziell ist also, weil auch ¢ eine in der Umgebung von u
regulire Funktion ist,

pla)=¢p@+t(-). (ba)
Setzen wir dies in (2) ein, so erhalten wir

a)___ (u)+t [(P u]+t( )-] dw +t2(
oder
t d o
y@=v@+ 00 g5 v@+t(). (6)

Speziell ist also, weil auch ¢ und ¢ in der Umgebung von u
regulire Funktionen sind,

Pl = p W)+ 1 p) o ()

¢ 6a)
¢ (@f = g2+ 3 (--)
Setzen wir dies in (2) ein, so finden wir
‘ d
t [‘P W + l%qv(u)d—aw(u)—i—ﬁ(--ﬁ] doy (W)
=y (u) + 11 du

ﬁww+%vﬂ
+ 21 ' du2 +t3
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oder unter Benutzung von (3) und (4)

+v(mi-m)

d

| L)
+mﬁ@wﬁwﬂ+ﬁv»

Speziell haben wir wieder:
d t2 d da
P () =W+ 1,(90(11 qv(u)—l- d—(qo(u )+t3(

'P(a)2=¢(u)2+i—!( du<p(u ) . .(7a)

t
plaf =@ WP + 3 ()
Durch Einsetzen in (2) ergibt sich:

[ u)—}——l'((p(u ¢(u)+2,ddu(<p(u) T qou))+t3( )]dw(u

v =y @+ 1 du
2
t2[¢(u)2+11( P (1) 15 90 )+%"!""’} &y ()
+ 21 du?

ﬂww+%«ﬂ@
+ 3! du3 +t4

oder unter Anwendung von (3) und (4)

d d
wmh=wm%+%( ww}+%du( up? gfﬁ

+3'du2( ()3d1p(11))+t4(

Wir vermuten, daf das allgemeine Glied der Ent-
wicklung von y(a)
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tr de—1 dy ()
n! dun-1 ("’ W —Tu )
heifen wird. DaB dies wirklich der Fall ist, ist leicht durch

Schlu von n auf n4 1 zu beweisen. Wir nehmen also an,
wir hitten bereits fiir v (a) den Ausdruck

w(a)=«,u<u)+1%(‘“ "o )“"2'du("’(“)2 dg)‘(lm) o

tn qu-—t d
+—n—!m—:l(qo(u)n ;”u“)+t“+l<-~-)

k

(8)

gefunden. Dann ergibt sich, weil ¢, ¢?, ... ¢% ... @7, @11
gerade so in der Umgebung von u analytische Funktionen sind,
wie es v ist, indem man in (8) der Reihe nach das Zeichen v
durch die Zeichen ¢, ¢, ... ¢¥, ... ¢", p°+! ersetzt,

@(a)=
n n—1 d
¢(u)_|._ ............ _I,. :? _ddF__l_ ((p(u)na_ﬁ(p(u)) +tn+1(...)
@ () =
to—1 dqo—2
POT()| L S -+ Ty du“-z( (w)n—1 ai(p(u ) —|—tu
q)({:)k____ : : . .
n— k+1 n—k . ’ ‘
+ +(nt k__l,_l)] ddun— ( (u)n k+l'd—dﬁ(p(u)k)+tn_k+2(“
pla)® = : :
d
@ e - % . (q’(u)ﬁ(p(u)n) +t2()
plaptl= @ Pttt ()

Setzen wir diese Werte in (2) ein und suchen wir dann alle
Koeffizienten von to+! auf, so finden wir als solche der Reihe
nach:



1 an-t d d 1 e d &y (u)
Tl duat (‘P‘“)“a“ ""“’) t<§1(111)+2!(n-—1)zdun—2( @ e (“)2) T
1 dn— | d* v (u)
+ +k'(n—k—f—1'dun k("’(“) k+laTl‘P(“)k) duk

d 1 dn+1 ]
ot (‘P Wag? “"“) T e S

Unter Benutzung von Formel (4) und weil
1! k 2( n )
k! n—k+4+1)!" "n41 k—1
ist, diirfen wir fiir diese Summe auch schreiben:

1 d n—1 d
n1)! : un¢(u)“+1><w()—I—(Ill);u—n_,w)“‘“xdu ' (W)

dqn—k+ qk—1

+-- +(k . )(mmqo( W < v )

n—1
o[y 1) e e S

H(M) e < Sy
n du" ’
‘Wenden wir hierauf noch die Formel (3) an, so erhalten wir als
Koeffizienten von t2+* den Ausdruck
1 d
m-+1)! dun
womit der Beweis erbracht ist, da8 wir das allgemeine Glied
der Reihe von Liagrange richtiz angegeben hatten, wenn wir
behaupteten, daf es
tn der—1
n! dur—?
laute. Also haben wir

p(@) =y )+1,(¢(u )+2,du(¢(u) ' (W)
: . (10)
2 dk 1
—I";_:;dduﬂ( (W' () - +1t{| Toi=t (P @y @) 4

Dies ist die Reihe von Lagrange.

(p@r+y (W)

(o @2y (), ©)
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Wir konnen jetzt leicht berechnen, wie das allgemeine
Glied der Lambertschen Reihe lautet. Hierzu haben wir nur
auf die Gleichung

X=a-|bxm
die Formel (10) anzuwenden, in welcher wir in unserem Fall
u=a ; t=1
P X =Dbx™; p(E=x"
zu setzen haben. Es ist dann
() =bam™; y'(n)=nar—1.
Also haben wir

n d n d2
an_an_l_ bam—{-n 1)+§_!a_§(b2a2m+n——l)+§i_d_£§(b3a3m+n—l)

n dk-
+ +k'dak l(bkakm-{-n l)—l— ]

und wenn man die Differentationen ausfiihrt, in der Tat:

an=an+%(1m+0n~])bam+n 1+ <2m+1n )b232m+n—2

+3(3m+2n )b3a3m+n 5. +k(kml;F_111 )bka,km.{.n_k_i__“‘

Damit ist Formel (3) und folglich auch Formel (2) von § 10 be-
wiesen.
Setzt man noch n=1, so erhilt man

"“a+1( )b m“";( 1)"2 ity ( )b3 pm—
4. +k( )bkakm+l k..

und damit den Beweis fiir Formel (3) und (2) von § 9.

§12.
Die Reihe von Lagrange. Il. Teil: Konvergenz der Reihe.

In diesem Paragraphen soll einerseits die Konvergenz der
Reihe von Lagrange untersucht werden; dies geschieht, indem
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wir ein Restglied ermitteln; zugleich werden die speziellen An-
nahmen des § 11 fallen gelassen. Andrerseits miissen wir uns
iiber den Ausdruck ,¢(x) und v (x) seien in einer hinreichend
groBen Umgebung von x = u eindeutige, analytische Funktionen
von x“ etwas ausfithrlicher verbreiten.

Um zu einem Restglied zu gelangen, vergleichen wir den
Ausdruck

tk dk——l
Tt (@ Wy @)

mit dem in seinem Aufbau symmetrischeren Ausdruck

k dk
D (P @y ).

Wir finden dann leicht die Beziehung:

tk gr—1 kK gk
T (@ (W' () =;—(‘!m (@@ v )
tk—1  gk—1 - (D

T k—1)ldus—1 (@(u)k_l"#(u) ><t<P'(11))

Wir schreiben diese Beziehung jetzt fir k=n,n—1,n—2,...2,1
hin. Dann erhalten wir

n n—1
e L)

n n n—1 n—1
= ddun (o) "P(“))“(_xf——l)!agﬁiif(ﬂ“)“‘lw(u)xw(ﬂ))

tn—1 dn——2 ,
) que=e (@)

n—1 gn—1 ' tn—2 gn—2 ’ .
= (nt—_wa%—: (¢ @y W) — gy gua=z (PO "y (W<t (w)

tn—2 (on-—3 ,
gy s Ly )

n—2 o2 : U '
- z;f:“zv s =2y (w) — 3y s (PP <t W)



2
2—, a@ﬁ (p?  -y'@)
2
= % T (pm?  -p)— % a% (pw -yt @)
it“! (p@  -v'(W)
t d '
= 1 I (P vw)— (v (W) <t (w)
()= w(u) ‘

Addieren wir nun diese Relationen, so erhalten wir leicht:

v (u) +Zk'duk T (@ k-9 (w)

k=n—1 . (2)
n dn k Adk
=-t—-,d—n(qo(u)“'w(u))+ t—,il—( Pk -y )< (1—t o (u)
n!du k!du
k=0

Links steht in dieser Formel die Reihe von Lagrange bis
einschlieBlich zum (n-}-1)ten Gliede. Die rechte Seite wollen
wir auf komplexem Wege umformen. Es sei ¢ (x) eine innerhalb
des Bereiches T, und v (x) eine innerhalb des Bereiches T, der
komplexen x-Ebene eindeutige analytische Funktion. Beide Be-
reiche T, und T, mogen einen gemeinsamen Teilbereich S be-
sitzen. Liegt dann der Punkt x=1u im Innern von S, so
zeichne man eine die Stelle x = u umschliefende Kurve C, deren
Punkte sdmtlich zu S gehoren. Dann findet man unter Be-
nutzung von bekannten Formeln?) fiir die rechte Seite von (2)
den Ausdruck

1 f(tqo(x))“w(x) (tol)< vl (1—ty') |
e LS .

2ni (X — up+t (x —u)k+1
C

Hier 1468t sich der zweite Bestandtell noch weiter umformen:
Wir setzen zur Abkiirzung

1) Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie 2. Aufl. 1912 Kap. 7 §5, 1
S. 298.
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y(E (1—te'x)) =1f(x).

AuBerdem lassen sich Summenzeichen und Integralzeichen ver-
tauschen. Hierdurch finden wir fiir den zweiten Bestandteil

. 1_(t«p(x))“
fx) (tzp(x)) x———1-— f(x). X—U) &
2 X—u \x—u T 2ai) x—u 1 to(x)
C _X——ll
_ (x) 1 flte®) f(x) -4
2n1fx—u—tgv(x) dx_ﬁ[(x——u) x—u—te ) dx
1 ey (1—te'®) 1 rlteE)\ v (® (1—te'(x)
_ﬁ(f X—u—tg(x) dx_2_nicf(x—u) X —u—tg(x) ax

Fassen wir die einzelnen Ausdriicke zusammen, setzen also (4)
in (3) und dies in (2) ein, so erhalten wir

k=n 41 qr—1 ( {tof
v+ STy dduk_l (p ()% ') = 5 f p@) (1—te) ,
k=1

2ai X—u—te(x)
1 1—to'(x 1
_Zz_i ){x—u—tqo —x—a|d%
oder
1 w(x)(l—up'(x)) k=n 4k
%f X—u—tpx) 2 uk r (P @)
¢ k=1 . (5)
1 te®)\" ty(x) ¢ —E—u) X
+2nif(x—u) —u x—u—te(x) ax
Wir konnen nun leicht zeigen, daB wenn lings (p_(xl)ll <1

ist und im Falle des Gleichheitszeichens x—u—t ¢(x) von Null
verschieden ist, daB dann auf der linken Seite von (5) der Aus-
druck v (a) steht. Der Beweis wird wie bei G. Sudan (vgl. die oben
zitierte Arbeit) gefiihrt, welcher allerdings den Fall des Gleich-
heitszeichens nicht behandelt. Hierzu stiitzt man sich auf die
Siitze von logarithmischen Residuum und auf die Bemerkung,
daf unter den gemachten Voranssetzungen die beiden Integrale



1 1 1 —t¢'(x)
2nifx—udx und 2ni x——u——tqo( )
c

¢
denselben ganzzahligen Wert ,,1“ als Anzahl der innerhalb von C
liegenden Wurzeln von x —u=0 und x —u—te(x) =0 er-
geben. Die rechte Seite von () ist nichts anderes als die
Lagrangesche Reihe mit einem Restglied in der Form eines
komplexen Integrales. Diese ganze Ableitung wurde gegeben,
weil in der Literatur entweder das Restglied nicht fertig aus-
gerechnet (vgl. die den umgekehrten Weg gehende Ableitung von
Jordan?)) oder gar falsch angegeben wurde (vgl. die Arbeit
von Teixeira?).

Aus der Betrachtung des Restgliedes folgen die Satze:

1. Die Lagrangesche Reihe konvergiert, wenn

iberall ldngs C:E%Xl)iFl ist. Zum Beweise zeigt man

mittels ganz bekannter Abschitzungsmethoden, daB das Rest-
glied mit wachsendem Werte n gegen Null konvergiert.

2. Die Lagrangesche Reihe konvergiert, wenn
bis auf eine endliche Zahl von Punkten lings C

‘t«p(x) <1 ist, in diesen Ausnahmepunkten aber zu-

gleich ]?—9_{%!———1 und x—u—te(x) =0 ist. Der Beweis

wird ebenso wie unter (1) gefithrt, nur da8 man die Ausnahme-
punkte mit kleinen AusschluBintervallen auf C umgibt, die man
nach Null konvergieren 146t. Dieser zweite Fall findet sich in
der Literatur nirgends erwéhnt.

3. In allen andern Féllen kann man nicht mehr
allgemein beweisen, daBl das Restglied mit wachsen-
dem Werte n einem endlichen Grenzwert zustrebt
und insbesondere verschwindet; die Reihe von
Lagrange divergiert im allgemeinen in diesen
Fallen.

1) Jordan, Cours d’analyse 1. Aufl. (nicht 2. Aufl), Parig 1882 t.II
S. 3081t

?) Teixeira, Journal des Mathématiques pures et appliquées 4¢ série
t. V 1889 p. 671
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Je nachdem, ob man die Kurve C als primir gegeben denkt
oder erst sekundir eine passende Kurve C sucht, kann man die
Konvergenzbedingung auch umformen in

A. Es sei S ein Gebiet der komplexen x-Ebene, in dem so-
wohl ¢(x) als auch w(x) regulir sind, und das iiberdies den
Punkt x =nu in seinem Innern enthilt. Man zeichne dann alle
Kreise K um den Punkt x=1u als Mittelpunkt, deren Rand-
punkte simtlich zu S gehoren. Berechnet man dann den ,,Modul
des Maximums Maximorum M(r)* fiir jeden Kreis K und den

»Hauptmodul u“ fir alle Kreise K von der Funktion P )
X—u

und ist dieser Hauptmodul ein ,kritischer“, so konvergiert die
Reihe von Lagrange fiir alle |t|<1. — Hier ist der zum

Hauptmodul gehorige Kreis K* als Kurve C gewiihlt.
Wegen der Bezeichnungen um Beweise vergleiche die oben
zitierte Arbeit von G. Sudan und den Aufsatz von Nekrassoff.l)
B. Ist die Gleichung x =u -+ t¢(x) vorgelegt, so bestimme
man eine positive Zahl T die grofer (nicht gleich) |t]| ist. Dann
ermittele man in der komplexen x-Ebene die Kurve
?(x) l= 1
x—ul T°
Hat diese Kurve einen geschlossenen Teil, so heiBe dieser C*.
Ist nun der Punkt x=1u innerhalb von C* gelegen und gehoren
die inneren Punkte und die Randpunkte von C* dem oben gekenn-
zeichneten Bereich S an, so konvergiert die Lagrangesche
Reihe fiir die vorgelegte Gleichung und fiir alle gleichgebauten
Gleichungen, fiir welche [t|<T, ist. — In dieser Form ist die
Konvergenzbedingung bisher noch nicht ausgesprochen worden.
Bedenkt man, da es auf der Kurve C* einen Punkt x’
gibt derart, da fir ein komplexes |t'|=T zugleich die beiden
Gleichungen

X —u—teEx)=0
und .

1—t¢'(x)=0
erfiilllt sind, so kann man die obige Konvergenzbedingung auch

) Nekrassoff, Mathematische Annalen Bd. 81 S. 337—358.
Vermeil. 6
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umformen in: Die Lagrangesche Reihe konvergiert fiir alle t,
welche kleiner sind als ein solches [t'|, welches bewirkt, daB
die vorgelegte Gleichung

x—u—te@x=0
eine Doppelwurzel x’ besitzt, welche auf C* liegt.

§ 13.

Anderung einer Gleichungswurzel bei Anderung der
Gleichungskoetfizienten.

Wir wollen jetzt zeigen, da8 sich auch der Inhalt des
zweiten Abschnittes der Weierstra§schen Arbeit von algebra-
ischen auf transzendente Gleichungen iibertragen 1iBt.

Vorgelegt sei die unendliche Reihe

f(x) =a,+ a,x+ a,x? 4 a;x* - --adinf 1)
mit dem Konvergenzradius r. Wir nehmen nun an, wir kennten
eine einfache Wurzel ¢ von f(x) =0, die innerhalb des Kon-
vergenzbereiches der Entwicklung von f(x) nach Potenzen von x
liegt; d. h. |c| sei kleiner als r. Wir &ndern nun sémtliche
Koeffizienten a, von f(x) um geeignete kleine Inkremente p,, so
daf wir die unendliche Reihe

F(x) = (a, + Do) + (&, + D)X - (8, + Dy X* @)
+ (ay - py)x* - ad inf

erhalten, die ihrerseits den Konvergenzradius R haben moge.
Wir wollen uns nun die Frage vorlegen, ob wir, wenn die p,
nur hinreichend klein gew#hlt werden, eine Wurzel C von
F(x) = 0 berechnen konnen, die innerhalb des Konvergenz-
bereiches der Potenzreihe F'(x) liegt und welche die Eigen-
schaft hat, daB sie, wenn man die p, simtlich gleich
Null macht, in ¢ ibergeht.

Da (1) fiir |x|<r absolut konvergiert und da (2) fiir |x|<R
absolut konvergiert, so werden beide gleichzeitig absolut kon-
vergieren, wenn |x| kleiner ist als die kleinere der beiden
Zahlen r und R. Sie haben also einen gemeinsamen Konvergenz-
bereich, und diesen selbigen Konvergenzbereich hat auch ihre
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Summe und ihre Differenz. Daher konnen wir fiir alle x, die
diesem gemeinsamen Konvergenzbereich angehoren, schreiben
Fx) =1(x) + ¢
= a,+ a, X} a,x* 4 a,x® | --.adinf
—+ Po + Py X + Py X* + py X* +- - - - ad inf,
wo offenbar
X) =Dy + Py X+ Py X* + P X* +----ad inf 3
ist. Wir setzen nun voraus, daB c¢ auch innerhalb des Kon-
vergenzbereiches von F(x) liege, d.h. daB |c|<R sei. Dann

setzen wir in F(x) fiir x die GroBe c 4 v ein und dirfen nach
Potenzen von v entwickeln, so daf wir

Fx)=Fc+v)=fc+Vv)V+ plc+v)

=f)+v f'(c <7 TV ”f(c)‘l‘ 3f31 +--

+¢<c>+v%§’—+v2""2, 2y

erhalten. Diese Entwicklung konvergiert bekannthch sicher
immer dann, wenn |v| kleiner ist als die kleinere der beiden
Zahlen r —|c| und R —|c]|.

Nun sollte eine oben n#dher definierte Wurzel C von F(x)
ermittelt werden. Fiir C miissen wir jetzt, gemi8 unserer Trans-
formation x = ¢ -} v, schreiben

C=c+x,

und » berechnet sich als Wurzel der Gleichung:
[f©) + @] + [flo) + @@ v 4 ["(e) + ¢"(0)] ;

" e Vs
+ "0 + ¢"@] g5+ =0.
Wenn nun £'(c) + ¢'(c) == 0 ist, gilt fiir » gleichfalls die Gleichung

ym_fOte0 18040, 1EO+e
f'(C)-I-qﬂ'( 21O+ ¢'(o) 8l f'(0) +¢'(0)
oder kurz
V=W0+W9V2+W3V3+“" 4)
wo

6%



1 f#¥(c) + pW(e)
WS T Tt glg HTERE o
und
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tle)+¢'le) flo)+ ¢'lo)

ist, denn weil ¢ Wurzel von f(x) =0 ist, ist f(c) =0. Auf die
Gleichung (4) denken wir uns jetzt das Weierstrabfsche
Niaherungsverfahren von § 1 angewandt. Dies fithrt sicher zum
Ziele, wenn wir die p, so limitieren kdnnen, daf
1. die auf derrechten Seite von (4) stehende Potenz-
reihe wirklich konvergiert, und daf 2. die GroBe w,
ihrem Betrage nach untereiner passend gegebenen
Schranke liegt, so dal die Forderung B erfiillt ist.
Diese beiden Bedingungen lassen sich nun in der Tat erfiillen.

Erstens hat ja die auf der rechten Seite von (4) stehende
Potenzreihe, wenn nur f'(c) -} ¢'(c) =0 ist, gem&B ihrer Ent-
stehungsweise durch Entwicklung von F(c-}v) und f(c-} v) nach
Potenzen von v einen Konvergenzradius, der bekanntlich nicht
kleiner ist als die kleinere der beiden Zahlen r —|c| und R—|c|.
Hier hingt nun R noch von der Wahl der p, ab. Wir wollen
nun die p; so limitieren, daB R nicht kleiner als r wird. Hierzu
geniigt es z. B.

[pmléK(%)m . (m==0,1,2,3,..) (5y

zu nehmen, wo K noch eine nidher zu bestimmende Konstante
ist. Denn unter dieser Voraussetzung ist zunichst der Kon-
vergenzradius ¢ der Reihe (3) fiir ¢ (x) nicht kleiner als r. Dem-
. zufolge ist auch der Konvergenzradius der Entwicklung von
F(x) = f(x) 4+ @(x) nach Potenzen von x nicht kleiner als r, weil
ja £(x) und ¢(x) beide fiir |x|<r absolut konvergieren. Hieraus
folgt wieder, daf die Entwicklung von F(c—-v) nach Potenzen
von v fiir alle v absolut konvergiert, deren Betrag Kkleiner als

r—|c
ist.
Zweitens schlieBt man mittels bekannter Siitze iiber
Absolutwerte, daf



Kr
I<P(0)I=r_|c,,
und daf ebenso
9 (0] < s
(r—1el)

ist. Damit also w, seinem Betrage nach kleiner als eine vor-
gegebene GroBe W, ist, geniigt es, die GroBe K so zu wihlen, daB

Kr
r—le| <W
[CE—
(r—lef)
wird, also
K < (r—1e])2| £ (0)] L W, . 6)
r W, + (r—’cf)

Man sieht also, alle Bedingungen fiir die Ausfiihrbarkeit des
WeierstraBschen Iterationsverfahrens sind erfiillt, wenn man
die p; so limitiert, daB die Bedingungen (5) und (6) befne(hgt
sind. Tut man dies, so ist auch der Nenner

¢) + ¢ (c)

aller w, immer von Null Verschieden. Denn f'(c) F=0, weil ¢
eine einfache Wurzel von f(x) = 0 sein sollte. Folglich kann man

¢)-+ ¢'(c) von Null verschieden machen: Damit dies immer
eintrifft, ist ja nur notig, daf fir alle in Betracht kommenden
Wertsysteme p,

£ (©)]> ¢ (c)]
wird. Weil nun aber
, Kr
l(p (C) I é. (I‘—‘C!)z
war, geniigt es zu fordern, daf '
_Kr

oder daB8
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(r—le))*[f (©)]

r
ist, eine Bedingung, die durch (6) schon erfiillt ist.

Bei der praktischen Ausfithrung der Limitation der p, ver-
fihrt man noch etwas anders, z. B. wie folgt: Man wéhle in
Formel (5) die GrofSe K kleiner gleich einer solchen K,, welche
die Beschaffenheit hat, da der Nenner f'(c) 4 ¢’ (c) fir K<K,
seinem Betrage nach grofer als eine willkiirliche positive Grofe n
ist, die ihrerseits um eine positive GroBe h kleiner ist als |f'(c)|.
Damit nun also

K<«

It'(©) 4+ ¢' (@] zn=|f'(c)|—h
ist, geniigt es

also
K, = % (r—1e])® )

zu machen. Mit Hilfe dieser Werte von K, und n (bezw. h) be-
stimme man die oberen Schranken Wi fir die Betrige W, der
W,(=23,4,--.). Diese oberen Schranken existieren nach
unserer Annahme iiber ¢, weil f(c) und ¢ (c), folglich auch £®c)
und ¢ (c), absolut konvergieren, und folgen aus Formel (4a),
wobei

R [Ty TG PSS

q;(:)!(C)z (/(;) Put (‘“‘i‘l) Put16+ (/““;‘2) Put2 ¢+ (M—+3_3) Puysc®

ist, mittels einfacher Rechnung. — Dann bestimme man nach
Wahl eines positiven &>1 eine obere Schranke W fiir den
Betrag W, von w, aus der Ungleichung

BW} (Wyd) -+ WS (Wo i - 4 W (WodP 4+ <1— 1. )
Eine solche existiert, wie wir in § 2 sahen, immer. — Mit Hilfe

dieses Wertes bestimme man aus



Kr
|‘P c)lsr_ld SW(T
n = n =
einen Wert
K, —W*.n 0 9)

Die kleinere der beiden Zahlen K, und K, wird, wenn man sie
in (b) fiir K einsetzt, zur Folge haben, da sowohl

W[léW; w=234-)

als auch
W< Wy

ist fir alle dann noch moglichen Wertesysteme der p,, daB also
fiir diese auch die Ungleichung (8) erfilllt ist und somit das
WeierstraBsche Iterationsverfahren konvergiert.

Da die Grofe » eine Potenzreihe von w, ist und da diese
fir |w,|<Wg gleichméfig konvergent ist, folgt: » ist eine stetige
Funktion von w, fir |w)<Wg und der simtlichen Grofen w,
fir |w,|<W,. Da diese wiederum stetige Funktion der p; sind,
sobald die p, nur der Bedingung (5), worin fiir K die kleinere
der beiden Zahlen K, und K, zu setzen ist, entsprechend limitiert
sind, folgt: » ist eine stetige Funktion sédmtlicher p,, sobald
diese nur klein genug gewi#hlt werden. — Setzt man nun

Po=D, =Dy =Dy ="--0,

so wird ¢(c)=0, also auch w,=0, und endlich anch »=20,
weil die nach dem Weierstrafschen Niherungsverfahren be-
rechnete Wurzel » von (4) eine Potenzreihe von w, ohne Absolut-
glied ist. Also geht die von uns berechnete Wurzel C von F (x)=0
stetig in den Wert c iiber, wenn man die p, simtlich nach Null
konvergieren 146t, einen Umstand, den wir noch zu zeigen hatten.

Uberdies sei bemerkt, daB die nach dem WeierstraBschen
Niherungsverfahren berechnete Wurzel C =c -} » immer inner-
halb eines Kreises mit dem Radius W,& um den’ Mittelpunkt ¢
gelegen ist, weil |x| < W,& ist. Wenn man nur K sehr klein
annimmt, was zur Folge hat, daB auch die Betrige der GroBen p;
sehr klein werden, so kann man erreichen, daB |«| unter einer
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vorgegebenen Grofe liegt, weil ja |x| < W, & ist und weil W, mit
K gegen Null hin abnimmt. Daraus folgt, daf sich |»| mit K
stetig der Null néhert oder daB sich |x| mit sdmtlichen p, stetig
der Null néihert.

Ist r= 0, also f(x) bestindig konvergent, so wird man alle
Betrachtungen wiederholen konnen, wenn man in (5) und allen
folgenden Formeln fiir r einen Wert 1* einsetzt, der grofer (nicht
gleich) |c| ist. Der Konvergenzradius der Entwicklungen von
F (x) und ¢ (x) nach Potenzen von x ist dann nicht kleiner als r*. —
Diese Bemerkung gilt besonders dann, wenn f (x) ein Polynom ist.

§ 14.

Ergédnzungen zu dem neuen Beweis des Fundamentalsatzes
der Algebra von K. WeierstraB.

Wir wollen in diesem Paragraphen den in der von uns zu-
grunde gelegten Arbeit gegebenen Beweis desFundamental-
satzesder Algebra von K. Weierstraf, der einige Liicken
aufweist, vervollstindigen. Der Beweis zerfillt in drei Teile.
Im ersten Teile wird gezeigt (dhnlich wie wir es in § 1 taten),
daf man durch ein Approximationsverfahren zu einer Wurzel,
der in der Form

2 3
—_—a. — —_— —_— Q —
X a, X azX aex =0

geschriebenen Gleichung gelangen kann, wenn man nur nach
beliebiger Annahme der Koeffizienten a,, a;---a, den Betrag des
Absolutgliedes a, klein genug wihlt. Diese Wurzel hat die Eigen-
schaft, daf sie sich in eine Reihe
Xx=a,} B,al - Bal + -

entwickeln 148t, wo die Grofen B,,B,,--- ganze rationale Frak-
tionen von a, a,--- a, sind. Im zweiten Teile wird gezeigt (dhnlich
wie in § 13), daB, wenn man von einer Gleichung eo-ten Grades
eine einfache Wurzel kennt, man auch zu einer zweiten Gleichung
o-ten Grades, deren Koeffizienten sich nur wenig von denen der

ersten unterscheiden, mittels des Approximationsverfahrens des
ersten Teiles eine Wurzel berechnen kann und daf diese Wurzel
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stetig in die der ersten Gleichung iibergeht, wenn die Koeffizienten
der zweiten Gleichung stetig in die der ersten iibergehen. Auf
dieser Tatsache fuBend, soll nun im dritten Teile gezeigt werden,
daB jede Gleichung pten Grades

X) =X9+A1X9—1+A2X9_1+-~-+A9,
deren Diskriminante nicht verschwindet, o verschiedene

Wurzeln besitzt. Indem WeierstrafB von einer beliebigen
Gleichung

fo(x)z——(x-—cl) (x—cz)---(x—ce)

=XQ+Clxe*1+szg_2+.”+Cg

mit den ¢ verschiedenen Wurzeln ¢, c,,-- Co, die simtlich be-
kannt sind, ausgeht und einen geelgneten stetigen Ubergang
zwischen den Koeffizienten C,,C,, -+C, und bezw. A, A,,---
herstellt, zeigt er, daB bei dlesem stetlgen Ubergange von der
einen zu der anderen Gleichung keine der o Wurzeln verloren
geht und daf sie alle verschieden bleiben. Dieser Beweis ist,
wie O. Holder?) gezeigt hat, nicht ganz vollstindig. Holder
selbst gibt den Weg an, wie der Beweis zu vervollstindigen
wire. Dies soll im folgenden ndher ausgefiihrt werden mit einer
kleinen Abénderung des dort beschriebenen Weges, die ich gleich-
falls Herrn Geheimrat Holder verdanke.

Es sei hier im voraus an folgende Tatsachen erinnert:

1. Wir gelangen zu der Diskriminante einer beliebigen
@leichung o ten Grades

XA X LAY A, =0
auf folgendem Wege: Wir bilden aus o Linearfaktoren
x—Db, x—hb,, - x—b,
die Gleichung o ten Grades: '
(X Dby) - (x—by) -+ (x—Dy)
=x%+4 B x¢" !4 B,x¢?4...4 B, =0,

die also die ¢ Wurzeln b, b,, - -b, besitzt. Aus letzteren bilden

wir das Produkt der quadrierten Wurzeld1fterenzen Dieses ist

') Gottinger gelehrte Anzeigen 1895 S. 367 ff.
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eine symmetrische Funktion der Wurzeln b, b,,---b,. Folglich
146t es sich durch die elementarsymmetrischen Funktionen der
Gleichungswurzeln, also auch durch die Gleichungskoeffizienten
By By, ---B, rational und ganz ausdriicken. Derjenige Ausdruck
nun, der aus den Koeffizienten A, A,,---A, der beliebigen
Gleichung pten Grades ebenso aufgebaut ist wie der eben be-
schriebene aus den Koeffizienten B,, B,,---B, der speziellen
Gleichung gten Grades soll die Diskriminante jener Gleichung
heifilen; er ist aus ihren Koeffizienten als rationale und ganze
Funktion gebildet. (Man vgl. hierzu den Gedankengang in Gauff’
zweitem Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra.l)) Hieraus
folgt: Ist es auf irgendeinem Wege gelungen, zu zeigen, daf die
Gleichung

x4 Axe 4 A, X2 4 A, =0,

iiber deren Wurzelexistenz nichts vorausgesetzt wurde, o Wurzeln
besitzt, so ist ihre Diskriminante natiirlich nichts anderes als
das Produkt der quadrierten Differenzen ihrer Wurzeln.

2. Sind b, by, --- b, die o Wurzeln der Gleichung o ten Grades
Fx=x¢+ B x'+B,x¢ %4 ...+ B,=0,
so 148t sich ihre Diskriminante in der Form
' (by) - F' (by) - F" (by)
darstellen (Beweis mittels der Theorie der symmetrischen Funk-
tionen).

Nachdem dies vorausgeschickt ist, konnen wir an den Be-
weis selbst herantreten. Um von der Ausgangsgleichung

fyx) =% 4 O x0  Cpx® P - G
einen stetigen Ubergang zu der Endgleichung

B =x*+ Ax* T H Ax* T 4 Ay
herzustellen, bildet Weierstraf o rationale Funktionen

g1 (t)y g2 (t')a .. g@ (t)
eines Parameters t, der im folgenden ausschlieBlich reelle, dem

1) Gauf’ Werke Bd. III 8. 40—44.
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Intervall (0...1) angehorige Werte annehmen soll, von der
Beschaffenheit, daf

2100=0Cy, 20)=0C,, ... 2,(0)=0C,
g1il)=A;, () =A,, ... go(1)=A4,

ist, und der zu fiithrende Beweis besteht darin, daB er zeigt:
Wenn man in der Funktion

ft) =34 g ()X + &0 x4 4 g ),

deren Diskriminante fiir keinen dem reellen Inter-
valle (0...1) angehdrigen Wert vontverschwindet,
tvonOnachl laufen 146t, so geht dabei keine ihrer
Nullstellen verloren und alle bleiben voneinander
verschieden. Dabei ist f(x,0) die Funktion f,(x) mit
den ¢ bekannten Nullstellen ¢, ¢,... ¢, und f(x,1) die
Funktion f(x), von der man die Anzahl der Null-
stellen wissen will, und diese hittedemnachyp ver-
schiedene Nullstellen.

Zundchst sei die Forderung,daf die Diskriminante
von f(x,t) von Null verschieden sein soll, niher unter-
sucht. Der Ausdruck

(1—2)£(x,0) 4 zf(x1)

hat die Eigenschaft, da8 er fir z=0 den Wert £(x,0) = f, (x)
und fir z=1 den Wert f(x,1)=1f(x) annimmt; aulerdem ist
er fir jeden bestimmten Wert von z eine Funktion von x allein.
Betrachtet man ihn als solche und denkt man sich seine Dis-
kriminante gem#f unserer Bemerkung gebildet, so wird diese
eine ganze rationale Funktion der Koeffizienten von

X [1—2) C + 24| X7 - [(1—2) Gyt 24, x5+

+ [(1—2) C; 474, =0,
also auch eine ganze rationale Funktion von z. Eine solche
hat aber hiochstens so viele Nullstellen, als ihr Grad angibt (dies
wird ohne Benutzung des Fundamentalsatzes mit elementaren
Mitteln bewiesen), vorausgesetzt, daf sie nicht identisch ver-
schwindet. Letzteres ist aber sicher nicht der Fall, denn sie
verschwindet nach den Voraussetzungen, unter denen wir unsern
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Beweis fithren wollen, sicher nicht fir z=0 und z=1. Man
denke sich nun die in endlicher Anzahl vorhandenen Nullstellen
der Diskriminante in einer z-Ebene markiert. Auferdem denke
man sich eine t-Ebene. Beide Ebenen seien durch die Relation
_ (4-kit
T 14-kit

aufeinander bezogen. Diese Relation, in der k eine noch zu
bestimmende reelle Konstante sei, ist eine linear gebrochene,
also eine eindeutige und bekanntlich eine Kreisverwandtschaft,
d. h. von der Beschaffenheit, da die Kreiseigenschaft bei der
Abbildung der t-Ebene auf die z-Ebene erhalten bleibt. Ferner
sind die Punkte z=0 und t=0 einerseits und z=1 und t=1
andrerseits, wie man auch k wihlen mag, einander fest zu-
geordnet. L#Bt man nun t die reellen Werte zwischen 0 und 1
annehmen, also auf der Geraden durch die festen Punkte t =0
und t =1 laufen, so durchliuft z gem#f der Kreisverwandtschaft
einen Kreisbogen, der durch die Punkte z=0 und z=1 geht.
Diesen Kreisbogen kann man durch Wahl eines reellen k noch
auf unendlich viele Weisen so einrichten, daf er durch keine
der markierten Nullstellen der Diskriminante hindurchgeht. Wir
haben damit einen Weg in der z-Ebene konstruiert, der die
Punkte z=0 und z=1 verbindet und léings dessen z nur
solche Werte annimmt, die die Diskriminante nicht Null machen.
Wir denken uns nun fiir alles Folgende k in dieser Weise fixiert.
Wir fithren dann in den vorstehenden Formeln fiir z iiberall
(14+kit
14-kit
druck von der Form f(x,t), in welchem

1—4C,+14kita,

g (t)=010—2 v+ A’—‘ 1-|—kit
ist. 'Wir erhalten also das Resultat:
Die Funktion

fxt)=x04g t)x 1+ g, (t) x2 24 g, (1),

ein. Dann wird aus: (1—z)f(x,0)+zf(x,1) ein Aus-

Wwo

_ (1—10C, + (1 FkitA
g (t)= TFkit
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ist und k den gem#B unserer Forderung fingierten Wert besitzt,
hat die Eigenschaft, daf sie, wenn t von O bis 1 durch reelle
Werte liuft, einen stetigen Ubergang von der Ausgangsfunktion
f(x,0) = £, (x) zu der Endfunktion f(x,1) =£f(x) vermittelt, und
da8 die Diskriminante dieser Funktion wihrend dieses Uber-
ganges nicht verschwindet. (Denn den Werten t=20...1 sind
ja solche Werte z zugeordnet, fiir welche die Diskriminante
nicht verschwindet.)

Nun ist die Diskriminante in dem abgeschlossenen reellen
Intervalle (0 ... 1) eine stetige Funktion von t, die dort nirgends
verschwindet. Deshalb besitzt ihr absoluter Betrag eine von
Null verschiedene untere Grenze, die in der Folge mit J be-
zeichnet werde. (Kinen mehr arithmetisch-algebraischen Beweis
tir vorstehende Tatsachen hat Weierstraf?) selbst anlaflich
eines zweiten Beweises des Fundamentalsatzes gefiihrt.)

Es folgt aus dem zweiten Teil des WeierstraBschen Be-
weises zundchst, daf die Gleichung f(x,t)=0 fir hinreichend
kleine Werte von t o verschiedene Wurzeln besitzt. Denn wenn
t nur wenig oberhalb von Null liegt, unterscheiden sich g,(t)
und g,(00=C, »=1, 2, 3,... 0) nur wenig voneinander. Es
lassen sich also zu den voneinander verschiedenen Wurzeln
¢y Cyy -+ - ¢ vOR f(x,0)=0 Zuwiichse v,, v,, ...V, berechnen,
so daB ¢ 4 v,, ¢V, ... G+ V, Wurzeln von f(x,t) =0 sind,
und zwar konnen die Zuwiichse vy, V,, ... V,, Wenn nur t klein
genug ist, so klein gemacht werden, daf ¢, 4 v;, ¢, 4V, ... ¢, 4V,
sicher alle voneinander verschieden ausfallen. (Vgl. auch das
in § 13 Gesagte und den SchluB dieses Paragraphen.)

Wir diirfen also annehmen, wir héitten bereits gezeigt, die
Gleichung f (x,t) =0 besitze fir alle Werte t' <t, (nicht auch
gleich t,) o verschiedene Wurzeln, und wollen zeigen, daf sie
dann auch fir alle Werte t' <t, -}z, wo v eine reelle positive
GroBe ist, o verschiedene Wurzeln besitzt; und zwar sind hier
besonders folgende zwei Punkte zu beachten, die sich bei
WeierstraB nicht finden und auf die O. Holder in seiner
Besprechung aufmerksam gemacht hat.

1) Weierstraf’ Werke Bd. 3 S. 2681f.
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I Wir konnen von jedem Wert t', der kleiner als
t, ist, beim Beweis der Wurzelexistenz um ein end-
liches Stiick v vorwédrtsschreiten. Wir zeigen gleich
noch etwas mehr, nimlich: Es gibt eine endliche, wenn
auch kleine GréB8e 7, um die wir beim Beweis der
Wurzelexistenz mindestens vorwértsschreiten
konnen, welche von t' und t, ganz unabhiingig ist.

II. Es ist nicht moglich, daB an der Stelle ¢,
mehrere der Wurzelwerte ineinenzusammenliefen,
und daf dabei diesem Wurzelwert nur ein Linear-
faktor bei der Zerspaltung der Gleichung ent-
spriche und folglich ein Restbestandteil der
Gleichung iibrigbliebe, der nicht in Linearfaktoren
zerlegbar wire.

Es sei nun t' irgendein bestimmter Wert von t, der kleiner
als t ist, und es seien ¢/, ¢, .., ¢, die ¢ verschiedenen Wurzeln
der Gleichung f (x,t') = 0. Wir setzen dann, unter z eine positive
reelle Grofie verstanden,

t=t+4+7 und x=c¢’+v; @A=12,...9)
und wollen die Gleichung
fx,t)=1£(c;)+ vy t'+7=0
nach v; entwickeln, indem wir fiir den Augenblick ein be-
stimmtes 1 ins Auge fassen. Zunichst ist

1—t)C,+ (1+ki)t A,
50 = 9=

{(1—t) Cy+ (1 +Ki)t' A} 47 [1+ki) A, —C,)
(14kit)+ ki< :

Hieraus folgt:
kit (1-4kit)+kie

_A—t)CF 04kt | [t+ki)A—C,)
= 1+ kit T Ty

=gy(t) +E,,




e +vpt) +

wo Ey = TIkRiv ist und also von ¢ unabhingig ist.
Diese Formeln gelten fir v=1,2,... 0. Wir setzen nun noch
ki
Bo=1Txmw
Dann ist
kiz

1—|—1_|_k o =1+4<E,.
(Diese Formel folgt iibrigens aus den vorangehenden, wenn man
Co=1, Aj=1 und demnach g,(t) dauernd =1 setzt. Der
Index O bezeichnet hier den Koeffizienten von x2) Es ergibt
sich nun sofort, daf
k11: ,
={1+1Eo}x’~’+:g1<t'>+zElax9“1+{g2(t')+zE2}x‘-"2
o+ {go () o)
=10 t) 7 B+ E x0T B x® i B
kiz
R T tFkit’
Intervall (0 ... 1) und fiir kein reelles endliches  unendlich
oder Null wird, so muB, wenn fiir ein bestimmtes x f (x,t'+17) =0
wird, auch der Ausdruck

f&5t) 47 [Box®+Ex® T+ Epx® 2 .. L B
fiir dasselbe x gleich Null werden und umgekehrt. Wir ent-

wickeln nun diesen letzten Ausdruck nach v;, indem wir fiir x
das Binom c¢;’ - v, einfilhren und erhalten

ist. Da nun der Faktor fiir kein reelles t' im

t[Bo (e + v +Ea (e + v + By (e) + v~ 24+ Ey]
v?' " A
c;_,t')—]—-——f'( c;,t) —]——2——’f (c;’,t)
vi ’v9
_|_...+__;"_f(ﬂ)(cl”t’)_I_..._|__};f(9) (e, t)
U0tV U+ U+ V0, o+ VT,

- (D



Hierbei sind Uy o Uy ... Uy , Abkirzungen fiir folgende Aus-
driicke:
Upo =7{Bq/0+E /0 - B/ o + By ¢ + By
Us s =1lE0-ch'9“l—-]—E o—1)¢, /02
o By le—n) e “—‘+ HEpa 2+ B, )

U}l, _riE() @ — #+E (Qlu1> 19 —1—u
+”.—l_Ex(Q;”)Cl'Q_x——M—l_'"+EQ‘M“1(‘M+1) cﬁ"“Ee—n}

Uy 01 =T{E0901'+E1}
Uy, =7E,.
Es bedeuten ferner die Akzente an dem Funktionszeichen f
die Ableitungen nach dem Argument x. Endlich ist im Ausdruck (1)
f(c;',t') =0, weil nach Voraussetzung c¢;' eine Wurzel der
Gleichung f(x,t') = 0 ist. Wenn nun f(x,t) =0 fir t=
t'+z>t, eine Wurzel hat, so muf sich ein x=-c;" 4 v; so be-
stimmen lassen, daf f(x,t' +7)=f(c;) +v;, t' +7)=0 wird
und folglich nach einer vorangehenden Bemerkung auch der Aus-
druck (1) verschwindet. Dieser gleich Null gesetzt, stellt also
eine Gleichung fiir v; vor, welche wir an das WeierstraBsche
Approximationsverfahren anzuwenden, folgendermafen schreiben:

2
Vi=Woot Wia Vi W VbW, Ve @)
Hierbei bedeutet:

Uso Uso+ 21—, £'(c;'y t)
Wz,o=—‘mm; Wi, =— U1 T (e, ©)
Uit oy 190600, )
................. 5 Wy, = U}.,l + ¥ (C}.’; tr}

1
ULQ +E—, f(@) (01'7 t')
................. H W}L,Q = Uﬂ)l""‘f' (cl,, t’)
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Konnen wir zeigen, da8 das Naherungsverfahren von § 1 zu einer
Losung von (2) fithrt, so ist damit die Existenz einer Wurzel
an der Stelle t' + 7 nachgewiesen. Das Interationsverfahren
nun fihrt sicher zum Ziel, wenn wir zeigen konnen, daf
nach willkiirlicher Festsetzung oberer Grenzen fiir die Be-
trige von Wy o, ... W, ,, ... W, , auch der Betrag von w;,
sich gemif Forderung B von §1 limitieren 1i6t.

‘Wir verfahren hierzu schrittweise wie folgt:

a) Obere Grenzen fir die GrdSen c, ¢, ... ¢,

Die GrofBen c;' sind als Wurzeln der Gleichung f (x,t) =0
definiert. Bekanntlich!) kann man fiir die Betrige der Wurzeln
einer Gleichung eine obere Grenze angeben, ohne den Fundamental-
satz der Algebra zu benutzen. Hat ndmlich die vorgelegte
Gleichung die Form

X9+g1 Xe—1+g2x9—2_|,,,, +gg=0’
so ist die obere Grenze fiir die Betrige der Wurzeln gegeben
durch den Ausdruck 14 g, wo g der grofite der Betrige
VON &), &, - - - 8 ist. Nun sind die g, gy, . . . g, hier Funktionen
von t'; aber fir das abgeschlossene reelle Intervall 0<t'<1
hat der Betrag jedes g,(t) eine obere Grenze g,. (Es war
nimlich:
(1—1t) G 4 (1+Kki) tAv
g (t) = Tkt
Demnach wird, weil k reell ist:
[1—1t) G+ (14 ki)t Av| [A—1t) G+ (1-Fki)t Ay|
|g,,(t)i= [TKkit] < 1
S Q=10 |+ +ki) t Ay| < [1—1t]-[Co|4[1+Kki]-[t]-|As]
<G| HVIFE - [A] < [YVIFEHO 4140},
und folglich konnen wir
g = VIFE |G|+ | Av])
setzen) Die groBte der Zahlen g, heife g. Dann ist sicher
le)'|<1dg=T A=1,2,...9).
Diese Grenze ist von t' unabhiingig.

1) Serret-Wertheim, Héhere Algebra 1878. Bd.I p. 87.
Vermeil, 7
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b) Obere Grenzen fiir die Ableitungen %) (e, t): Die Ab-

leitungen £ (i, t) (u=1,2,...90), wo der Buchstabe u die
Ordnung der Ableitung bezeichnet, haben die Form:

(e, t) = (ﬁ) ‘a2 g () - (9';1) pl- gt

+ gt - (‘-’;")u!-c;e‘”"‘+---+gg-u<t') t

Hieraus folgt mit Benutzung der Ergebnisse von (a) fiir das
Intervall 0 <t' <1 nach den bekannten Sitzen iiber Absolut-

werte
< ml(@),pe—# +73, (9_1> re—1-—n
p p

SRR L I RS A

= @(”)( =12 ...0; u=12,...90).

Diese Grenze ist wieder von t' unabhingig.

¢) Untere Grenzen fiir die ersten Ableitungen f' (c;’,t'): Nach
unsern iiber die Diskriminante vorangeschickten Bemerkungen
ist das Produkt

| 1 (7', )

f (Cl’, t") - (cg'v t') XS (09’7 t’)
gleich der Diskriminante D der Gleichung f(x,t)=0. Da nun
der Betrag dieser Diskriminante in dem abgeschlossenen reellen
Intervalle 0 <t'<1 eine von Null verschiedene untere Grenze
o hatte, und da ferner nach (b) keine der Grifen f' (c;’, t')
daselbst unendlich grof werden kann, so kann auch keine der
GroBen f' (c;’, t) gleich Null werden. Es labt sich sogar fir
den Betrag jedes der Faktoren f'(c;’,t’) eine von Null ver-
schiedene untere Grenze angeben. In der Tat: Es ist zundchst

D=1t (e}, t)]-[¥ (e, )] -~ [ (¢, ).
Bezeichnen wir nun die obere Grenze von |f (c,,,t')] mit @,’, so
ist der kleinste Wert ¢;’, den |f (c;’, t'}| iiberhaupt annehmen
konnte, gegeben durch die Gleichung

=0 &) By ) By Dy D



Hieraus folgt
, é
P = B By - By Drpg Dy D,

und wenn wir die einzelnen Faktoren des Nenmers jetzt nicht
mehr durch Indizes voneinander unterscheiden und die Be-
zeichnung von (b) benutzen (Die in (b), indem man dort u=1
setzt, definierte GroBe &' ist grofer als @,/, wo »=1,2,.
A—1,2-+1...0—1, o zu setzen ist), erhalten wir das Resultat

=lp’ (l=1,2,...9).

\f’ Cﬂ.; )'z‘p}.'> 45'9_1

Auch diese Grenze ist von t' unabhéngig.
d) Obere Grenzen fiir die Grofen E».
Es war
A4+ ki)yA—-C
E, = T Kit r=12...9).
Hieraus folgt fiir das reelle Intervall 0 <t' <1
[ 4ki) A —Cr| _ [(L+Kki) A — O]
TFkit] = 1
<|(+ki) A [+ [Cr|
= [VIFE| - [Ar [+ G 2 VTFE ]G |+ A )=
Speziell ist

| Ev| =

[ki] ki
Bl =TS 1
Diese Grenzen sind gleichfalls von t' unabhéngig.
e) Obere Grenzen fiir die GroBen Uy o, U 1,... Up o Up o
Benutzen wir die Resultate von (a) und (d), so ist nach bekannten
Sdtzen tiber Absolutwerte

k|- (Q)FQ“‘.“ +m (9;1) pe—i—u

+- +g’x( )Fe_" S TR N

= |k|.

|Ul,,ul<1

oder
IU&MI<I'ﬁM A=12,...0; n=0,1,2,...9).
Hierin ist, wie man sofort sieht, ﬁﬂ eine Konstante, und
folglich hingt die obere Grenze fiir iUz, x| mur noch von z,

nicht aber von t' ab.
7*
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f) Limitierung der w; 5, W; 3,...W; o und von w; o: Da-
mit alle Grofen w; o, Wi 0, Wi 3. ‘Wi 'endlich bleiben (hier-
mit wird zugleich bewiesen, daf der Ubergang von Gleichung (1)
zu Gleichung (2) erlaubt ist), ist notwendig, da8 ihre Nenner von
Null verschieden sind. Die Nenner sind nun alle dieselben,
nédmlich: U ; 4 f' (¢;', t'). Diese werden sicher von Null ver-
schieden, ja ihre Betrige konnen sogar iiber einer geeignet ge-
wéahlten positiven Konstanten n gehalten werden, wenn man den
groften Betrag, den U, iiberhaupt annehmen konnte, kleiner
macht als den kleinsten Betrag, den {'(c,’,t) tberhaupt an-
nehmen konnte, vermindert um eben diese Konstante n, wenn
man also unter Benutzung von (¢) und (e)

U <¢'—n
setzt. (Hierbei ist natiirlich n um eine endliche positive Groge
h kleiner als ¢' zu wihlen, so da man
¢—n=h>0
hat) Denn dann ist
|Uz1|<[ (e, )] —n
oder
n <[t (e, )| —|Usa| <|F (€2, t) + Uy 4|,
d. h. der Betrag des Nenners ist grofer als n. Fiir alle = also,
die kleiner sind als die endliche Grofe
¢—n__ k
T, Ul
ist der Betrag der Nenner von W; o; Wi 2; Wis;--- W;,o grofer
als n. Dann folgt aber mit (b) und (e) sofort

=

— 1

ale+579"
[Whal<—— =T,

0T+ L g

LRe T — | fir alle t<7,.
W0 < =

71U9+ @(@) .
[Who| ¢ —— 2 =T,
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Hierin sind die W,, w,,---W, von t' unabhingige obere Grenzen
fir die GroBen |wj |, |Wzs|, -+ |Wy,|, falls z<7 bleibt.
Endlich ist auch noch

|w170]<1nﬂ fir r<v,.

Wir fassen die Punkte (a)— (f) noch einmal zusammen:
‘Wir haben einerseits gezeigt, daB die Gleichung f(x,t)=0 fiir
0 <t <1 keine Wurzel besitzen kann, deren Betrag grofer als
die feste Zahl I" ist. Andrerseits haben wir bewiesen, da man
da, wo die Gleichung f(x,t') =0 eine Wurzel ¢, besitzt, iiber
die Koeffizienten der Gleichung

fle,, +vy, ' +7)=0

oder

V=W, 0+ W 2Vi+ Wy 3V]+ -+ Wy oV}, 2)
die zur Bestimmung des Zuwachses v; dient, den man c;' geben
muf, wenn man t' um r vermehrt, folgendes aussagen kann:

1. Macht man z<7, so sind
| Wa,2[s | W3[5 o [Wa, o

kleiner alsdiefesten(d.h.vont' undt unabhhéngigen)
Zahlen

Wy Wy oo W

2. Unter derselben Voraussetzung ist

U,
]W;_,0|<‘t-—i-97

Wwo pﬁ‘l eine feste Zahl ist.

Das WeierstraBsche Approximationsverfahren, auf die
Gleichung (2) angewandt, liefert, wie wir in § 1 sahen, sicher
eine eindeutig bestimmte Wurzel v;, wenn sich nach Angabe
oberer Grenzen fiir die | Wy 2|, | Wz 5|, ** | Wy, o| (solche sind hier
die GroBen w,,W,, .- W,) noch eine von Null verschiedene
obere Grenze w, fiir |W1y0| aus folgender Ungleichung bestimmen
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1laBt, in der & eine willkiirliche positive Zahl, die >1 ist, be-
deutet:
S — S — — = 1

2Wy EWy B W, (EW)2 - oW, (EWO)Q‘lél—-E—.
DaB und wie eine solche Zahl w, gefunden werden kann, haben
wir in § 2 gesehen. Also hitten wir fir alle W o, deren Be-
trag kleiner W,, eine Losung der Gleichung (2). ‘Wl’ol ist nun
aber kleiner als w,, wenn

T UO < W
n = 0
oder wenn
W1
TES— =T,
U,
und zugleich
1<,

ist. Bezeichnen wir nun mit 7 die kleinere der beiden Zahlen
7, und 7,, so ergibt sich:

Fir alle r<7 hat die Gleichung f(x,t)=0 auch an der
Stelle t =t' -7 eine Wurzel x =¢;' -+ v;, wemn sie fir t=1t'
die Wurzel x =c;" hatte. Hierbei ist, wie vorstehende Ent-
wicklung lehrt, die Grofle T von Null verschieden und von der
Stelle t' ganz unabhingig.

Die ganzen vorstehenden Betrachtungen gelten fiir simtliche
o Wurzeln ¢;' (A =1,2,.--9) der Gleichung f(x,t) =10 gleicher-
mafen, denn bei der Herleitung der Resultate wurde ja ein be-
stimmtes A nur ins Auge gefaBt, nicht aber irgendwie bevorzugt;
wir brauchen in der Entwicklung von Gleichung (1) und (2) nur
der Reihe nach die speziellen Werte ¢/, ¢,, --- ¢,’ fiir ¢;' ein-
zusetzen, um folgendes Resultat zu erhalten:

Hat die Gleichung f(x,t)=0 fiir allet'<t, o ver-
schiedene Wurzeln ¢/, ¢,,---¢,, so liefert das Weier-
straBsche Approximationsverfahren fir alle Zu-
wiichsez<zvont, wo z eine Konstante ist, zu jeder

Wurzel ¢ (1=1,2,---9) einen eindeutig bestimmten
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Zuwachs v; A=1,2,.-..9) derart, daB ¢;’ v, eine
Wurzel der Gleichung f(x,t' 4+ =0 ist. Der Zuwachs
v, 148t sich ferner in eine konvergente Potenzreihe von der Form

= 2 3 ...
V=0T Wi Wy oo T Wasw, 2+

entwickeln, wobei Wz,zy Wl,s, .-+ ganze rationale Funktionen
von Wy o, -+ W, , sind.

Es bleibt nun noch zu zeigen iibrig, daf die Zuwiichse v;
so beschaffen sind, daf die Gleichung f(x,t) = 0 nicht nur, wie
aus dem Vorstehenden folgt, auch fiir alle t < t, 4z mindestens
eine Wurzel besitzt, sondern ¢ verschiedene Wurzeln hat,
wenn man dies schon fiir alle t <t, weif.

Wir beweisen zunéichst folgende Tatsache: Weil man, dag
die Gleichung f(x,t*) =0 fiir ein bestimmtes t* in ¢ Linear-
faktoren zerlegbar ist, also ¢ Wurzeln hat, so kann der Betrag
der Differenz irgend zweier ihrer Wurzeln nicht unter eine ge-
wisse Grenze herabsinken, die von t* ganz unabhiingig ist.

Wir erinnern uns zum Beweise daran, daf nach der am
Anfang dieses Paragraphen gegebenen Definition die Diskriminante
einer Gleichung o ten Grades, von der man weiB, daf sie o Wurzeln
hat, nichts anderes ist als das Produkt der quadrierten Wurzel-
differenzen. Daraus folgt, wenn wir den kleinsten Wert 4§, den
der Betrag der Diskriminante im abgeschlossenen Intervall (0-.-1)
itberhaupt annimmt, einfiithren, und wenn wir bedenken, daf die
Differenz zweier Wurzeln ihrem Betrage nach kleiner als 21"
ist, fiir den Betrag der Differenz irgend zweier Wurzeln c¢* und

"
¢y (w==») der Gleichung f(x,t*) =0 als untere Grenze

0
* *
lcﬂ-—-—cy|2> @ F)Q(g——l)—z
oder
|v/3]
lc;—c;'," > 9(9—1)_1=27’
@rn 2

d. h. der Betrag der Differenz irgend zweier der o Wurzeln sinkt
nicht unter die Konstante 2 y herab, was zu beweisen war.
‘Wir haben bisher gezeigt: Wenn wir zu der Zahl t', die kleiner
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als t, ist, eine Zahl v hinzufiigen, die kleiner als die von t' un-
abhiingige Grofe z ist, so berechnet sich aus der Gleichung (2)
mittels unseres Approximationsverfahrens zn jeder Wurzel c;’
1=1,2,..,0) von f(x,t)=0 ein Zuwachs v; (1=1,2,... g}
so daB c;"=c;"'+ v; stets Wurzel von f(x,t")={(x,t' +1)=0
ist. Dabei ist nach §1

U,
‘V1l<|W1,0|‘§<1'(-I—I—E).

Weil gn‘l & eine feste Zahl ist, folgt: Wenn man = klein genug

wihlt, z. B. © ég—l =1, (natiirlich muB stets v <7 sein), kann
0
man erreichen, da |v;|<y wird. Hierbei kinnen nun t' und z
so gewihlt werden, daf t' <t,, aber t' +7>t, ist. Da nun nach
Voraussetzung die Gleichung f(x,t')=0 fiir t' <t, o verschiedene
Wurzeln besaB, so gilt fiir zwei ihrer Wurzeln ¢, und c,’ (u==»)
nach obigem die Beziehung
le, —¢,'|>2y.

Ferner war fiir hinreichend kleine 7 (z kleiner, gleich der kleineren
der beiden Zahlen 7z und 7,)
|, — ¢ |=]|Vu|<y wnd |¢," —¢,/|=|v,|<7.
Weil nun identisch
Cy" . cv" j— (c,u' —_— Cyf) + (c[t" —_ cy’) —_— (cv" _— cv')

ist, folgt mit den vorstehenden Ungleichungen

|cﬂ"—c,,"|>2y——y—7:0
oder

¢, ¢/ fir pv,

d.h. die GroBen ¢;"=c¢;'+v; (A=1,2,...0) sind sdmt-
lichvoneinander verschieden. Da nun zu jeder GroSe c;’
eine Grofe c;" gehort, so gibt es ¢ verschiedene Zahlen c;”, die
gemii ihrer Definition Wurzeln von f(x,t”)=0 sind; also hat
die Gleichung fxt")={x,t +7=0, wot' +7z>t, sein
kann, ¢ verschiedene Wurzeln. Fir c,” und c,” gilt
wieder |c,” —e¢,”|>2y. Bezeichnet man endlich mit 7 die
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kleinere der beiden Zahlen ¢ und 7z, so erhilt man, indem man
die vorstehenden Betrachtungen zusammenfaft, das Resultat:

Wenn die Gleichung f(x,t)=0 fir alle t' <t, o ver-
schiedene Wurzeln hat, so hat sie auch fir alle
t"<ty+ 17 o verschiedene Wurzeln, deren Differenzen
ihrem Betrage nach nie kleiner als 2y werden.

Hieraus folgt, wenn man den Gedankengang des Beweises
wiederholt, indem man an Stelle von t, die Griofen

to+17, to+27,..., t, +m7 <1
treten 148t und unter t' jetzt eine Zahl kleiner als

to47, to+27,..., t,+m7 <1
versteht, schrittweise:

Auch in den Intervallen mit den Endpunkten

ty + 27, t, + 37, ...t -+ (m -+ 1)«
(hier hat t, seine urspriingliche Bedeutung) hat f(x,t)=—=0 ¢ ver-
schiedene Wurzeln. Da hierbei 7' eine endliche Konstante ist,
muf in einem der so gebildeten Intervalle auch der Wert t=1
enthalten sein. Und demnach hat die Endfunktion

fxt)=fx)=x0F A x0 1} Apx® 2L ... L A,

overschiedene Nullstellen, fallsihre Diskriminante
nicht verschwindet.

Robert Noske, Borna-Leipzig, Gro8betrieb fiir Dissertationsdruck.
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