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QUELQUES REMARQUES SUR LA CONJECTURE DE LITTLEWOOD
(EN APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES SIMULTANEES)

par

Bernard de MATHAN

1. - La conjecture de Littlewood

Il a été conjecturé par Littlewood que pour tout couple (a,B) de nombres

réels, et tout € >0, il existe un entier n>0 tel que
n[naf [npli<e

(ot ||x]| = min |x-n1, pour tout x € R).
me¢ Z
On ne sait pas actuellement la réponse a ce probleme. Un lien a été trouvé par

J.W.S. Cassels et H.P. F. Swinnerton-Dyer ([3]) avec les nombres cubiques :

Si o et B sont deux nombres d'un méme corps cubique, ils satisfont a la

conjecture de Littlewood.

Nous étudions la conjecture de Littlewood dans un corps de séries formelles :
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Soit K un corps (commutatif !), et soit K(T) le corps des fractions rationnel-
les 3 une indéterminée sur K . Munissons K(T) de la valeur absolue telle que

pour tout polyndme non nul f(T)eK[T], on ait |£(T)| = qdeg £(T)

ou q est une

constante réelle >1 (lorsque le corps K est fini, on prendra q= cardK ).

Le complété de K(T) pour cette valeur-absolue est le corps K((T-l)) des séries
formelles de Laurentnen 1/T , la valeur absolue d'une série formelle ngjnanT-n ,
ou a.nof 0, étant q © . Soit 7/(0 1'idéal maximal de l'anneau de valuation de

-1
K({(T 7)), i.e. que 7Ro est 1'ensemble des séries formelles de la forme

+oo -
21 anT " (aieK) , on a la décomposition en somme directe de groupes additifs :
n=

K(T )= K[T]® m -

On désigne par E et Ko respectivement les projections correspondantes sur
K[T] et m, (""partie entiere'', 'partie fractionnaire'). Pour X¢ K((T—])),
on pose ||X| = IKO(X)I . Le probleme correspondant a la conjecture de
Littlewood est alors le suivant : existe-t-il pour tout couple (a,B) d'éléments
de K((T-] )), et pour toute constante entiére positive ¢, un polyndme non nul

feK[T] tel que
Il lltall l£6] < q © .

I1 a été démontré par H. Davenport et J.S. Lewis que la réponse est négative
si le corps K est infinl, puis A. Baker a fourni un contre-exemple explicite dans
le cas o K=0) : ona :

e fle /T e/ T2 g0

pour tout polyndme f#0 ([4],[1]).

Le probleme reste cependant entier si le corps K est fini, ce qui est bien
entendu le cas le plus profond, et le plus proche de celui de IR . Il est probable
que 1'équivalent du résultat de J. W.S. Cassels et H.P.F. Swinnerton-Dyer ([3]),
concernant les corps cubiques, -sur K(T) - reste vrai dans ce cas, il est sans

doute aisé€ de transcrire ce travail.
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Nous établissons ici un lien de nature différente avec les corps cubiques. Les
corps cubiques qui s'introduisent naturellement dans le point de vue que nous al-
lons développer sont d'ailleurs ceux dont tous les conjugués sont dans K(( T-l))

-i. e. 1'équivalent des corps cubiques totalement réels-.

Nous étudions en fait la conjecture '"duale' (bien que ce point de vue ne soit
peut-&tre pas indispensable) grace au résultat suivant que nous avons précédem-
ment établi ([5]). Nous supposons que K est le corps fini IF‘q a q €léments,
et désignons pour simplifier 1'écriture, par £ 1l'anneau K[T], & le corps

K(T), et §_ le corps K((T‘l)).

THEOREME 1. - Soient c et N des entiers, c¢=0, N>-1. Soit (a,B) un

couple d'éléments de 30 . Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) l'inéquation
Inall [ngl s ¢ &+t

N
n'a pas de solution hge £, telle que 0<lh| =q ;

- N+tc
(ii) le IF -espace vectoriel des polyndines fe £ tels que |f|> q et

l£ol|s ¢ N +2)

»

est de dimension € , et pour tout entier k, 05kSN+c, il

existe un couple de polyndmes (fk ' BNt c-k) tel que

X _ N+c-k
lfkl =q , ’gN_!_c_k,— q ’

o+ ey, o 8ls a @

Dans le mé&me article, nous établissons également 1'équivalence dans &,

entre la conjecture de Littlewood, et 1'énoncé suivant :

Pour toute constante c¢' entiere >0, il existe un couple de polyndmes

(f,g)e £x £, non tous deux nuls, tel que :

max(1, [£] ) max(1, |g] ) [£a+gpl<q (3 .
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Y. Taussat nous a d'ailleurs fait remarquer que la méthode de Davenport et

Lewis permet également de démontrer ce résultat, ainsi que le théoréme 1,

sans supposer que le corps de base soit fini.

2. - Conjecture de Littlewood et récurrences linéaires de longueur 3

LEMME 1. - Soit (a,B) un _couple d'éléments de 30 , supposons qu'il existe une

constante C entiere =0, telle que pour tout polyndme non nul f££ , on ait :

I leal [epll=q (<t .

Soit c' entier =0 tel que pour tout couple de polynémes (f, g)# (0,0),

on ait

max (| f| , 1) max(| g| ,1>|Ifa+gsllzq'(c'+2’ -

Pour tout entier N tel que N+c =3, soit (ik N’ BN+4c.-k N WB couple de

polyndmes, de degrés respectifs k et N+c-k, tels que

Pour chaque entier k, 0<k<N+c-3, il existe des polynémes Po K N: PO, ..

D3,k,N: P3, non_ tous nuls, tels que
3
iE() Pl fk+i,N=
3
1:20 Pi gN+ C-k-—i,l\}‘:
st o
,p IS qc c

Preuve. - Ecrivons pour simplifier £k= fk N et g{’ = gL N Posons

e =5 @t ey i B)

de degrés au plus d= ctc'+tl, ona :

Pour tout quadruplet (PO , P ,P ,P ) de polyndmes

1 2 3

3 -(N+2-q)
<
lif‘o B Yk+il = '
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Puisque la boule IXI =q -(N+3d+5) est un sous-espace de la boule
(N+2 -d) : . o
IXI , de codimension 4d+3, il existe un quadruplet non nul de poly-
ndmes (Pi)OSiSS tel que
-(N+3d+5)
2 Py |=ql
i=0 k+i
Posons :
3

F 1:20 Pl fk+1

oy

G —izo Pl gN+C'k-1
puisque

N+c+2
max (1, |F|) max(1, | G|)s q ctadt3
et que
+
¥ 0+ Galj<q )
donc
. c-d-2 ~(c'+3
max(1, |F|) max(1, | Gl) [Fa+Gp[sq %2 = g e
on a donc :
F=G=0 c.q.f.d.

Remargue. - Il n'existe bien entendu pas de relation non triviale de la forme

P TP 70

+ =
P BNt ek T 1 BNt ka1 O

(pour une raison évidente de degré).
Supposons maintenant qu'on ait une relation non triviale :

P f + P1 fk+1+ P2 fk+2 =0

(1)
P enic-k’ F1 8ntc-k-1t T2 BNtc k-2 0

et donc :
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+ P + =0 .
(2) o %t P Yt B2 a2
Les relations (1) impliquent que :
RAESEN
(3) et ‘
>|p
P 1> 12,
En effet, si par exemple IP | = max lPiI , ona
° osis2
N+c -k
+ -
Po BN ek P TL Bt eoko1 t P2 By ekl EA
donc
+ + :
Fo ENtc-k P BNt k-1t T2 Bt coko2” O
Compte tenu de (3), la relation (2) montre alors que :
eed <o Iyl =<l
Supposons maintenant que les triplets de polyndmes (fL , f4,+1 , f{,+2) ainsi

i , £ .
que (gN+c-L gN+c-L 217 BNse 1 _2) vérifient des relations du type (1) pour

tout entier £ , k-r<{=<k+r (pour un entier N fixé). Si par exemple,

|<|Y alors IY |<|Y I, etc... donc :

| Yk+1 1<+2l ’ k+2 K+3

< -(I‘+1) I

-

, Sq-(N+r+3) .

l Y1‘:-%-1l Yk+r+2

De méme, si 'Y I, etc..., donc :

|<lv,l. ators Iy (<l

k+1 k-1

- ~(r+1) o NHre3)

On a donc : ‘
r=c+c'-1.
Ceci montre qu'on ne peut avoir toujours des relations du type (1). Les re-
lations mises en évidence au lemme 1 sont donc essentiellement de longueur 3,

i.e. font effectivement intervenir des quadruplets de polyndmes (Po ) P1 ) P2 , P3)

avec Po p3;( 0.
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Nous allons maintenant étudier la situation pour des relations cubiques entieres,

i.e. lorsque pour un entier N donné, les polyn8mes (fk) et (gN+ ) vérifient
N c-

k
pour tout k :

+ Pf +Q f

L3 K+2 k1A G0

+ =
BN+ ck-3T T BN+ cok-2 T 8Nt cok-1T? BNtk O

#*
ou P et Q sont des polyndmes, et A¢ IFq .

Nous supposons de plus le polyndme de £[X], X3+PX2+QX+A irréductible

sur & . Nous dirons alors que les polyndmes (ik) et (gN+c k) satisfont a

une relation de récurrence cubique entiére irréductible.

THEOREME 2. - Supposons q pair ou premier. Soit (a,B) un couple d'éléments

de 30 » supposons qu'il existe c , entier =0, tel que

1l flsal flr g = 4 (<2

pour tout fe¢f, £#0.

Soient alors pour tout entier N=0 , et tout entier k, 0<k = N+c , des

P__Z_;____ ’ i A - ’ .
olynémes fk,N et gN+c-k,N de degrés respectifs k et N+c -k , tels que

-(N+2)
I, N+ By oo, P 15 '

Il n'existe qu'un nombre fini d'entiers N tels que les polyndmes ( ) et

f
k,N
satisfassent une relation de récurrence cubique entiére irréductible.

(gN+ c-k, N)

Preuve. Si les polynédmes (£k N) = (fk) et ( satisfont 2

ENteat, N = BN cox)
une récurrence

het3t P hpat Qf v A5 =0

+ =0,

et ck-3 " P BNt cok-2" DNt k-1t B k7 O

on a nécessairement |P|=|Q|=q . La premitre relation montre en effet que
si lP|> q, on doit avoir IQI =q | P|, ce qui est incompatible avec la seconde

relation. Si IP|< q , on doit avoir IQ! = q2 , ce qui est également impossible,

compte tenu de la seconde relation. Donc 'Pl = q, et de mé&me IQ‘ =q.
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LEMME 2. - Le polynéme X3+ PX2+ QX+ A atrois racines § , ¢, 8",

dans 30 , telles que :

lel=q lel=q le"l=1.

3
Preuve. - 1.¢ rolyn8me "1}5('— + X2+ %X +-)1"; a pour image dans le corps résiduel

X2+u X (pu 4#0 estl'image de Q/P) donc d'apres le lemme de Hensel,
admet une racine 0' de valeur absolue 1, et une racine §' de valeur absolue
le',’ <1 . Il aamet donc une racine § de valeur absolue Iel = E]—',- >1 . Comme

1
l6+8'+6"| =, onadonc |8]=q, o'l =5 -

Il existe donc des coefficients A, A', A", B, B', B'", appartenanta J(g,8")

tels que :
(1) fk:A9k+Atelk+ Anenk
o k-(N+c) _ k-(N+c), _ k-(N+c)
(2) gN+C_k-Be + B g +B'"8 .
(lomme les restes
Kol e 1 P = Yy

satisfont également la récurrence :

V43T Pt Q Vet A 7 =0
il existe donc des éléments C, C', C" , de ET‘O , tels que :
(3) Yy = cgt+crgte g™

/ '1 2
On cherche un polyndme $(X)efL£[X], d(X)=U+VX+WX (U, V,Wed)

tel que, si on pose :

F=Ufo+Vf]+Wf2

=17 \
G=1 gN+c'+ v gN+c -]+ w gN+c—2
T =

1) Y°+Vy1+WY2,



onait F#0 ou G#0, et :

max (| F|, hmax(|G| . 1) [*[=q (¢ 3

ou €' est une constante arbitrairement petite, contrairement A 1'hypothese que

(@ ,B) ne satisfasse pas la conjecture de Littlewood.

Posons N+c =m , et écrivons

F=AdB)+ A" P(6")+ A" &(p")
G=Bg "®(6)+ B O d6")+ B e" (8")
F=Cd(B)+ C'd(6')+ C" d(6") .

Les égalités (1) et (2) montrent que
|al=|B]=1.
Par ailleurs on a nécessairement

[A']<q |A"[=q

En effet, sinon 1'égalité (1), pour k=0, montre que |at] =|A"| , et pour k=1,
on a alors IA 6+ A'g'+ A"G"I = IA"I Zqz , ce qui est contradictoire avec (1).
De méme

|B|<q et |B"|<q.

Par ailleurs, un argument évident de théorie de Galois prouve que A¢ &),
A'cF(0') et A"cF(6"), et que A' et A" sont conjugués de A (par le

¥ -isomorphisme de &(§) sur F(8') (resp. F(8'")), qui applique § sur §'
(resp. sur 9")). Donc A A' A" #0. Comme en outre A(6-6')(6'-8")(6'"-9)

est entier sur £ , on a donc

-6

AA' A" = Al =z q

N
| &(g):J
et donc finalement :

¢ <|asq q'=A"s q.

De méme

¢ '<|Bl=sq q's|B"<q.
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(N+2)

D'autre part, puisque lykls q pour tout k , on a donc :

,C",S q-(m+2-c)

,C'IS q—(m+2-c)

-(2m+2-c¢
ol s g @)

On se donne alors deux constantes entieres D=0 et 6>0, telles que
6-D>c'+c+1, et nous allons montrer que pour un choix convenable de ces cons-

tantes, on peut choisir le polyndme & # 0 tel que :

(4) | a(8) + A" d(6")|<q " ()]

(5) |ate(en] sq°la)

(6) IBa@)| < d™ e
(7) B @ ("] < ¢ ("]
(8) EICRIENE-JCION

(9) lee) < q" |&(6")]
(10) N3 (o). 3 @@ = a .

Les conditions (4) et (5) montreront que

I¥] < q° e

les conditions (6), (7), que :

d=q" &6 #0

et enfin, (8) et (9), que :

ITs q &2 [gon)] .

Comme on assurera également la condition

(1) o(e)l2 q"
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on aura bien :

max(|Fl, 1) max (|G ,1) [T]=sq (€3,

Si (4) est satisfaite, on a

[@(8) = [a"] |&@"]

donc :

q e <o)< ale")]

la condition (9) est alors satisfaite.
La condition (5) impliquera alors

- -6
la@)] = d % le@)l= & ° e

ainsi la condition (8) sera satisfaite pourvu que 6=8 .

D'autre part, si la condition (4) est satisfaite, on a :

|Be(o)|< a” | B"| |a(e")]
la condition (6) sera alors incluse dans (7) dés que m =29 .
Il ne reste donc a satisfaire que les conditions (4), (5), (7), (10), (11).

Si on a les conditions (4) et
n D
(10) 1< |®(5) &(6") &)= q .

comme alors

@) = |A"] [®(6™] .
on a .

KICRIES —q—'—z )
[® (o)l

La condition (5) sera vérifiée des que (11) le sera, et que [®(6')[<1, donc
des que :

lo(e)“> o7,

ce qui est impliqué par la condition (11).
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Ainsi (5) est impliqué par (4), (10) et (11). Les conditions (4) et (10)

montrent également que :

1
Jalo")] = —L—
q |&(s")]
la condition (7) est alors satisfaite si
3 -3
[@(e"< ¢~ .
La condition (11) est impliquée par :

o]
la|=q 7.

En définitive, les conditions & satisfaire sont donc :

)

(4) |A®()+A"®(6")|<q |&()]

(10 IN @) s q°

(ou N désigne la norme dans l'extension & +3F(§'"))
g

3(6+7 3 m-3
<D |

et (12) < [®(8")] =< q

Pour étudier les conditions, nous allons maintenant nous intéresser a l'arith-
métique du corps cubique F(§'). On a tout d'abord le résultat suivant (analogue

au théoreéme de Minkowski dans ]Rn) :

n
LEMME 3. - Soit n un entier positif, et soit U la mesure de Haar sur 30 ,

normalisée par (7]1: )=1. Soit U une partie bornée intégrable de 32 ,

telle que u(U)>1. Alors (U-U)N " # {0} .

Preuve. - Pour tout X = (Xl’ »Xn)€3: (Xieit”O) , posons |X| = max lXil ,

et lUI = max IXI . Soit K un entier = 0 tel que IUIS qK . Si1
Xe U

(u-u)n £ {0}, les ensembles f+U , ou fg £, sont disjoints deux 3 deux,
K
et puisque ]f+Ul =q pour tout f tel que |f| = qK , on a donc :
n(K+1 n(K+1
B o)y &Y

soit -
nwu)s1 .
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COROLLAIRE. - Soit U une partie bornée intégrable de 32 . Soit (e] v oo ,en)

une base de 3: , on note det(e] yeees en) , le déterminant de la matrice des

composantes des (ei) dans la base naturelle. Pour que (U-U)N(L et et L en)

ne soit pas réduit & {0}, il suffit que

u(U)>|det(e],...,en)' :

Preuve. - Soit ¥ l'autcmorphisme de 3: appliquant la base naturelle sur

(e],...,en). I.a condition (U-U)N(fe +...+£en);({0} équivaut a

1
(U-unn ™40} ou U= (U). Or u(U')=lj:t(((<Je) e )| -
e

Nous déduisons tout d'abord de ce corollaire le résultat suivant :

LEMME 4. - Soit X unec extension cubique séparable de &F , ayant tous ses

conjugués dans 30 . Le discriminant de X est de valeur absolue au moins q

Remarque. - Toute extension de & incluse dans 3‘0 est en fait séparable.

Preuve. - Soient 0, 0', 0" les & -isomorphismes (distincts) de X dans 30 .

Soit u l'injection de X dans 303
u: X—= (0(X), o'(X), o'"(X)) .

Soit ((:Ll y 0y, @ une base de f£-module de l'anneau @ , cl8ture intégrale

2’ %3) ©
de £ dans X . Posons u(ai)=oLi , puisque o, 0', 0" sont Eo-linéairement

indépendants, le déterminant
ola;) ola,) ofay)
— 1 1 1
A=|lo (al) g (az) o (a3)
1 " (R}
o"(ay) 0"(@,) o"(ay)

~ ~

3
est non nul, et (cx] , a est donc une base de 30 .

2,a3)

Soit V 1l'ensemble des éléments (X1 , X, X3)€ 32 tels que |X1 X2 X3|<1 ,

2

on a vn(s'&1+£'5 +£;3)= {0} car la norme d'un élément de X , non nul

2
et entier sur £ , est de valeur absolue au moins 1 . L'ensemble U des élé-
3 1 1
S‘ - ’ S - ? S ’
ments (X] , X2 , X3)e 30 tels que |X1| q ]XZI q |X3| q , est
inclus dans V , est bornée et intégrable, de mesure u(U) =q  , et de plus

2
U-U - U . On a donc, d'apres le corollaire du lemme 3 : A =2q .
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Revenant 3 #(p'"), il en résulte donc que :

LEMME 5. - Les éléments (1, 8", e"z) forment une base de f-module de l'an-

neau des entiers de F(§') .

En effet : ,
2
1, 6., 8
detf 1, 8', 9'2 = q2
1 , eu , enz
donc &(g'') est de discriminant de valeur absolue q4 , et 1,8", §'" estune

base d'entiers,

Les conditions (4), (10), (12), reviennent alors & trouver un élément entier

ne&("), non nul, tel que, o désignantle & -isomorphisme de F(g') dans

'30 appliquant 3" sur g , on ait :

Allu -
(4) ll + O(A”u) _<' q
(10) |Nul=q"

Nous allons chercher un élément non nul v ¢ &(8'), entier sur £, satisfaisant

aux conditions

v -%
(41 1+ 50 1s a
(10') INv|= q°

ou D'= D-28 (en supposant D=28) et

6 -
(12" q3( +6)$,Vl3_<_ qm 30

(en supposant 3(6+6)<m-30).
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En effet, il existe un élément he & , h;‘ 0, tel que f",', soit entier sur

et si on a un élément v satisfaisant les conditions (4'), (10'), (12'), il suffit

y

alors de prendre :

-
u=wv.
On a bien
AH u ‘_6
—_—l <
(4) ll+c(A“u),— q
D'autre part, on peut écrire A' sous la forme
Z
e e——
Al = I
1 1 1 2
A = e el e”
62 9'2 6"2
o Z est entier. Il est clair que 6€ £ . On peut prendre :
NZ
h =—2
On a
3 3
h  h  NZ34 2
N(Au —NA”_(A ) NZ_(NZ)

Or puisque |A]l=1 et |A'|S q, fA"lSq , on a donc INA"'SqZ, donc :

Inz[=]6]3|Nar|= 4%,
Ainsi
h 28
NG =q
donc

ainsi (10') implique bien (10).

Enfin, comme

h NZ 2 N A" 2
ancz 0 A cetan
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on a :

soit

ainsi la condition (12') implique (12).

Nous allons montrer que trouver un élément v satisfaisant aux conditions
(4'), (10') et (12') revient essentiellement & trouver un élément entier wec F(g"),
non nul, et tel que
w l < 1
o(w) ] Nwl ’

(13) |1+

LEMME 6. - Il existe une unité § €3 (6") telle que lell =q et lo(el)l =1.

Preuve. - Soient 0,0' , les & -isomorphismes de &(§') dans 30 appliquant
§" sur § et ' respectivement. L'ensemble U des éléments (X, Y, Z )633
tels que IXI =q, IYI =1, et IZ|S§, est de mesure W(U)= q3 , et est tel
que U-U = U . D'apres le corollaire du lemme 3, il existe donc un entier non
nul 9163(6”), tel que lell-(-q , IO(QI)I <1, et ‘0'(91)|S%1- , ainsi 6, est
une unité satisfaisant aux conditions du lemme 6. (Naturellement, si l'extension

F (') est galoisienne sur &, il suffit de prendre 61 =1/8'.)

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 2 dans le cas ou q est une

. 6" 84
puissance de 2 . Puisque IW' =1, o0ona :
"
- o(e"ey) T q
8" 6
(en considérant 1'image de m) dans le corps résiduel IFq). Alors, pour
tout entier s=0 : 1
1"
1 e @) L
" O(elle ) qz
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]
On prendra donc v = (8" © 27(q-1)

28(q-1)

1) , avec s suffisamment grand, D'=1, et

puisque lvl =q » il suffira de choisir m _>_30+3(q-1)28 .

Dans le cas ou q n'est pas une puissance de 2, on procede de la fagon suivante :
posons
o' 91 q-1
o (8" el))

a

[ ( -1] = q

L'entier a est positif. Nous en donnons d'autre part une majoration explicite
(bien qu'on puisse se contenter pour la suite de la démonstration du fait que les
entiers a ainsi définis sont uniformément majorés puisqu'on ne considere qu'un

nombre fini de corps cubiques &(g") !).
LEMME 7.- Ona 0O<as 3qg-5.

Preuve. - Puisque la valeur absolue du discriminant de &(§) est q4 , ona :

-1 -1 -1 - -1 -1
l(ome" - w67 8007 (87 0,8 artem 8 )V (08 6) (6 0,1 2 o

et puisque le"ell = IO(G"6])| =q et ]O'(e"el)l ='—1§, on a donc :

q
-1 -1 -2q+ 4
[(6m6)% -0 (eme)¥ = 71
et ainsi :
" q'l
l1 (e 61) |> -3q+5
- '—"—'__——_q-l' = q
0‘(9"91)

LEMME 8. - Il existe un élément non nul we &(6'), entier sur £ , tel que :

|w+o(w)| = q?
|wl=<1

[o'(w)| = q%.
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Preuve, - Soit U 1l'ensemble des éléments (w1 , W, w3)63'j , tels que

2’
lw1+w2lS q-a
'wll.‘Sl
|W3|$qa-

Ona u((U)= q3 et il suffit d'appliquer le corollaire du lemme 3.

LEMME 9. - Il existe un élément non nul voe?i(e”) , entier sur £ , tel que :

¥ 1
[1+ o (3 )l < N v
et o o
a
N = .
INv _|=q
Preuve. - Soit w satisfaisant aux conditions du lemme 8. Deux cas se présentent,

selon que Iw|<l ou |w|=1.

. . -t i £
Si ,wl <1, soit le =q , avec t>0 . Comme on ne peut avoir simultané-

ment |w|< q-a et |o(w)| = q-a , puisque |o'(w)|= qa , on a donc

|w| =] o(w)| = q—t, donc |Nw|< qa—Zt et |1+ O‘Z/W)IS q-ath . On peut donc dans
ce cas prendre VT W
Si lwl =1 ona:
W < -2
|1+ O(W)' = q
et
lNWlSqa .

Or, pour tout entier k>0, soit Hk le groupe multiplicatif des éléments

hea‘o tels que lh-lISq-k . Pour tout k>0, le quotient Hk/Hk+1 est iso-

morphe au groupe additif de ]Fq (par 1'application uv—1+u Tk (mod H
9” e q-I

Puisque par définition, 1'élément (W,lg—? appartient a Ha , mais n'ap-

» et puisque q est E}emieg, cet él1ément engendre Ha/Ha

k+1) )

partient pas 3 H
a

+1 1
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Puisque - —r €H , il existe donc un entier v tel que
®e - Twm :

(6" el)v (q'l) w

Cl-(ai+1)

[1+ | =

0((9"91)\)((1'1) w)

-1
et puisque ,N((G"Gl)\)(q )w)l =|Nw|< q®, on peut donc prendre :

- " Vv (q'l)
VO (9 el) w .
Fin de 1la démonstration
"0,  a(q-1)
Soit v satisfaisant aux conditions du lemme 9. Puisque l(a"("é;%'g")‘) _1, <q-a
‘ 1
quitte a multiplier v, par une puissance entidre de (5" @ )q(q-l) , ce qui ne
change pas 'N vol , on peut supposer que qSI vol = qq(q-l) .
8
8 oq
Puisque 1lim ,Nvolq ,1+ S I = 0, on trouvera pour m suffisamment
1 4 o(vd)
o
grand, un élément v €& ("), non nul, entier sur £ , satisfaisant aux condi-

S

tions (4'), (10"), (12'), de la forme v= v:
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THE ANNIHILATION OF DIVISOR CLASSES IN ABELIAN
EXTENSIONS OF THE RATIONAL FUNCTION FIELD

by

Benedict H. GROSS

-l -t -
o™=

§.1.- Abelian extensions

Let F be the finite field with q elements, let A=F[x.] be the ring of poly-
nomials over F , and let k=F (x) be the field of rational functions over F .

The following construction of abelian extensions of k is due to Carlitz [1].

Let U be an A-algebra. Then there is a unique homomorphism of F-algebras
+
A—-f-b EndF(U ) which takes x to the endomorphism fx(u)= xu+u? . Via the map
f, U+ inherits a new A-module structure ; we write this action as ur— fm(u)
for me A . Then fm+n(u)= fm(u)+fn(u) and fmn(u)= fm(fn(u)) . If m has degree

d, then
m m., q m qd-1 m., q
(1.1) fm(u)=[0 Ju+[ lju +...+[d_1]u + d]u
where [n:] is a polynomial in x of degree gq'(d-i), [I(Y;]=m and [:in] is the

leading coefficient of m .
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Now let U=k , the algebraic closure of k . Fix a monic polynomial m of
deg d=1 and let Am= {ueU : fm(u)= 0} . Since the polynomial fm(u) is sepa-
rable, Am is a finite A-module of cardinality qd . In fact, Am is isomorphic

(non-canonically) to A/m .
Let K= k(Am) ; then K is a finite Galois extension of k and
(1.2) G = Gal(K/k) C—> Aut(Am)a-(A/m)* :

One can show that the map in (1.2) is an isomorphism ; for ac¢ (A/m)* we de-

note the corresponding element of G by o, -

Since f'm(u) =m , the extension K/k is unramified at all finite places which
do not divide m . At the infinite place, the inertia subgroup of G is the image
of A*=F* under the natural map A* C_.>(A/m)* . We denote this subgroup by J ;

it is cyclic of order (q-1). In fact, J is the full decomposition group of =

in G : the infinite place splits completely in the subfield K+= (K)J .
K
) g~A"
(1.3) G~(A/m)" K
/ G/1
[ o/

For more details on the fields K and K+ , the reader should consult

Carlitz [1], Hayes [3], and Rosen-Galovich [2].

§.2.- The divisor class group

Let D denote the group of divisors of K, Do the subgroup of divisors of
degree 0, and P the subgroup of principal divisors. Then P is a subgroup
of Do ; the quotient C = Do/P is the divisor class group of K . The group C
is a finite module for the integral group ring Z[G] ; similarly the divisor class

group C' of K' is a finite module for Z[G/J] .

* . . .

For any class a€(A/m) , let <a> be the unique representative of a in A
with deg<a> < degm . Notice that the elements o, in G with <a> monic
form a set of coset representatives for the subgroup J . Aleo the integer deg<a>

depends only on the image of o, in G/J.
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PROPOSITION 2.1.- a) The element = . & o;l .of Z[G] annihilates C.
<a> monic

b) The element n = 2/ deg <a> 0;1 of Z[G/J] annihilates C' .
G/J EE——

The results in (2.1) are analogs of Stickelberger's theorem on the annihilation
of ideal classes in cyclotomic fields. They were suggested by Tate's formulation
of Stark's conjectures for functions fields, and are special cases of a more general

pattern.

Let k be a function field in one variable with field of constants F , the finite
field with q elements. Let K be an abelian extension of k with Galois group G.
Let S denote a finite, non-empty set of primes of k which includes all primes
which ramify in K/k , and let w =qn- 1 be the number of roots of unity in K .
For 0e€G, let ((0,s) be the partial zeta-function of ¢ relative to the set S ;
then ((0,s) is regularat s=0 and w{(0,0) is a rational integer. Let
9 = E €(o,0) 0-1 ; then w@ is an element of Z[G] andacts on C, the

divisor class group of K .

PROPOSITION 2.2.- a) (Tate) - The element wg§ of Z[G] annihilates
C-= DO/P .

b) (Deligne) - If we write awe=div(eu) for e¢D_, then K(‘:’/_E(;) is an

abelian extension of k .

The proof of (2.2) involves the geometry of the curve X=X ®FF , where X

is the non-singular complete curve with function field K . The key ingredient is
Weil's formula for the L-functions of K/k in terms of the generalized Jacobian
of § .
The relationship between (2.1) and (2.2) is the following. Let k=F(x) ;
+
by an explicit calculation of the partial zeta-functions for K= k(Am) and K

one finds
1

Lo
q-1 o

8 = n -
(2.3)
+ + 1
=-n +(d-1-——3 o .
6 =-n +(d-1-77) G%
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In this case w=q-1 and the norm annijhilates the class group (as k has class
number 1). From part a) of (2.2) it follows that wn annihilates C and

w'q+ annihilates C+ . One can remove the w by looking at Tate's proof more
carefully and using the ""Riemann hypothesis' for K . Then (2.1) yields a simple
proof of part b) : in this case €, is congruent (modulo K*w) to an element

*
of k .

Finally, we should note that Tate and Deligne have a similar result for the
action of w§ on D . For the field K+ , their result is related to the 'circular

units'' of Rosen and Galovich [2].

§.3.- Hecke characters

If =, is any place of K dividing « , then (ool)n = :11_-1- (©) . If we combine

this with (2.1.a) we see that for any divisor a¢D we have

(3.1) o'l = div(e )+ d?e_gl—“—(m)

* -
where sa €K is well-determined modulo F . The element x(a)= (ea )q 1 is
then uniquely determined by a, and the assignment a~— x (a) gives a '""Hecke

character'" of K of conductor 1 .

When m =pn is the power of an irreducible polynomial p, we can refine this
construction slightly. The divisor (p) of k is totally ramified in K ; let p

denote its unique prime factor.
PROPOSITION 3.2.- If (a,p)=1 then x(a)=1 (modyp).

The proof of (3.2) is not difficult. As a consequence, we see that we may
specify En uniquely, for divisors @& which are prime to p , by insisting that
'En =1 (modp). The assignment @ +—b eo then gives a '"Hecke character' of

K of conductor p



3-05

BIBLIOGRAPHY

[1] CARLITZ L., A class of polynomials, Trans. Amer. Math. Soc. 43 (1938),
167-182.

[2] GALOVICH S. and ROSEN M., The class number of cyclotomic fields,
to appear in J. Number Theory.

[3] HAYES D., Explicit class field theory for rational function fields, Trans.
Amer. Math. Soc. 189 (1974), 77-91.

(texte recu le 28 novembre 1980)

Benedict H. GROSS
Department of Mathematics
Princeton University
Princeton, New Jersey 08540






Séminaire de Théorie des Nombres 4-01
Année 1980-1981 - exposén°4 14 novembre 1980

TRANSCENDANCE ET FONCTIONS ELLIPTIQUES
par
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- -

1. - Introduction

Trois grandes méthodes de transcendance sont actuellement en pleine expansion.
L'une, initiée par Mahler et reprise récemment par exemple dans les travaux de
van der Poorten et Loxton, étudie certaines séries vérifiant des équations
fonctionnelles. Une autre consiste & étudier des fonctions vérifiant des systeémes
d'équations différentielles et des conditions arithmétiques sur les coefficients de
Taylor. Cette méthode a été développée par Siegel et considérablement renforcée
par les travaux de Shidlovski ; elle permet de montrer la transcendance (et
1'indépendance algébrique) de valeurs de fonctions hypergéométriques comme la
fonction exponentielle et les fonctions de Bessel. Enfin la méthode de Gel'fond et
Schneider, étendue par Baker, permet de travailler sur des fonctions vérifiant
un théoréme d'addition algébrique et des équations différentielles - ces deux
propriétés n'étant pas toujours simultanément indispensables. Elle permet
d'étudier par exemple les propriétés arithmétiques de fonctions exponentielles,

elliptiques ou abéliennes.
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Nous nous limiterons dans cet exposé a étudier quelques résultats sur les

fonctions elliptiques obtenus par cette derniere méthode.

Nous donnons pour commencer un petit apergu des résultats sur les fonctions
elliptiques q{.te la méthode de Gel'fond-Schneider et ses prolongements ont permis

de démontrer récemment.

a) Du point de vue strictement de la transcendance, un progres a été marqué
par la découverte par Waldschmidt de nouveaux nombres transcendants, liés 2 la

fonction o de Weierstrass (cf. théoreme 2).

b) Une généralisation de la notion de transcendance est celle d'indépendance
linéaire sur le corps O des nombres algébriques. Cette voie a également connu
de grands progres récents. Citons le résultat de Laurent [L] sur la transcen-
dance des périodes non nulles de formes différentielles elliptiques définies sur
D et 2 résidus rationnels ; la démonstration utilise la méthode de Baker. Un
autre résultat trés important a été démontré par Bertrand et Masser [B-M] :
si uy,...,u  sont des points algébriques d'une fonction § linéairement indé-
pendants sur D, et si  n'a pas de multiplication complexe, alors les nombres

1,u,,... ,u_ sont linéairement indépendants sur B (le cas ol © admet une

1
multiplication complexe a été traité par Masser en 1974).

c) Le point de vue quantitatif de la transcendance est celui des mesures de
transcendance. L'étude systématique des nombres transcendant:s fournis par les
théoremes de Schneider (cf. §.3), et celui de Waldschmidt cité plus haut, nous a
permis d'obtenir de nombreuses mesures, parfois tres précises et proches des

jii
meilleures possibles (voir au §.4, les exemples des nombres L et P(1)).

d) Apres la transcendance vient 1'indépendance algébrique de plusieurs nombres,
domaine qui a également connu des développements récents. Citons par exemple
les travaux de Wiistholz [Wt], ceux de Choodnoveky sur un analogue elliptique
partiel du théoréme de Lindemann-Weierstrass (cf[3]), et les résultats liés a
la fonction g de Weierstrass que nous avons récemment obtenus et que nous

discutons au §.5 (cf. [R]).
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e) Enfin les mesures d'indépendance algébrique, bien qu'encore rares dans
le domaine des fonctions elliptiques, existent maintenant sous des formes tres

précises grice aux travaux de Choodnovsky (cf. [C1] et [C2]).

Il ne peut @tre question d'exposer ici tous ces résultats, et nous renvoyons
pour cela a la bibliographie. On se limitera ici, aprés un bref rappel sur les
fonctions elliptiques (§.2), a exposer les idées de la démonstration des théoreémes
de transcendance de Schneider (§.3), afin de découvrir les problémes qui se
posent dans les démonstrations de mesures de transcendance (§.4) et d'indé-

pendance algébrique (§.5).

2. - Rappels sur les fonctions elliptiques

Soit L un réseau de € . Une fonction f est dite elliptique par rapporta L
si elle est méromorphe sur € et admet tout élément de L pour période. Une-
fonction § est dite fonction th&ta par rapporta L si elle est entidre et ''pas

trop loin d'étre périodique' :

L, (z)
f(z+w) = e 8(z) wel,

ou Lw est une fonction affine de z . Remarquons qu'une telle fonction définit une

fonction elliptique f par la formule

2
_d 8 4"
(o) = g g (2 = 108 8(2)

Weierstrass a construit un exemple fonction th&ta non triviale (i. e. définissant
une fonction elliptique non constante) ; il s'agit de la fonction ¢ , canonique-

ment associé au réseau L , et définie par

2

o(z)=z | | (1-2) exp(Z+—5) .
L\{O} w w -2_(;)2_

On définit les fonctions { et #® de Weierstrass par les formules
C=0'/o et P=-¢'.
La fonction P est alors elliptique, la fonction ( est quasi-périodique :

¢(z+w) = ¢(z) +n
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ol mn estune constante dépendant de w . La fonction ¢ vérifie la relation

n(z+3%)
o(z+w) =% e a(z) .

Notons enfin dés maintenant une propriété fondamentale de la fonction @ ,

a savoir son équation différentielle qu'on peut écrire sous la forme :

3
P (z)= 4P°(2) - g,P(2) - g, »

ol g, et g, sont des constantes dépendant uniquement du réseau L .

3. - Quelques résultats de transcendance

L'équation différentielle de la fonction £ servira dans les démonstrations
de transcendance a exprimer toutes les dériv€es de  en fonction de P et '
'uniquement. Pour avoir des formules algébriques, on est amené a supposer que
les invariants g, et g3 sont des nombres algébriques ; c'est ce que nous

ferons dans toute la suite.

Le travail de transcendance le plus important sur les fonctions elliptiques a
été publié par Schneider en 1937. Trois théorémes sur les fonctions elliptiques

y sont démontrés ; voici 1'un d'eux :

THEOREME 1. - Soient a, b deux nombres algébriques non tous deux nuls,

et u un nombre complexe non pdle de £ . Alors l'un des deux nombres

au+bC(u) et @(u) esttranscendant.

Les deux autres théorémes concernent le cas ol la fonction az+b ((z) est

remplacée par une fonction exponentielle ou une autre fonction elliptique.

On déduit du théoréme 1 le fait que si w est une période non nulle de # et
n la quasi-période de ( associée, alors les trois nombres 1, w ,n sont
linéairement indépendants sur D. En particulier w ,n et w/n sont trans-

cendants.
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Schéma de démonstration du théoréeme 1

On se limitera au cas ot a=1, b=0. On suppose donc par l'absurde que u
et P(u) sont algébriques. On commence par construire une fonction auxiliaire

F(z)=P(z, P(z)), ou P est un polyndme non nul & coefficients P, , entiers,

de sorte que F ait de nombreux zéros : F(k)(mu)= 0 pour k<K, m<M.

Cette construction est simplement la résolution d'un systéme linéaire :

L P .S . =
i,j bLJ iLjmk

Les coefficients S. | sont les dérivées kiéme
i,j,m,k

zlﬂ""(z)J . On utilise alors 1'équation différentielle de ¥ , ainsi que son théoreme

au point mu de mondmes

de multiplication :

P(mu)=R_(P(u))

~,

ou Rm est une fraction rationnelle.

Ces propriétés montrent que S, . m .k est une fraction rationnelle
1, ], ’
i,j,m,k(u , P(u), P'(u), g, g3) . C'est en particulier un nombre algébrique.
On se rameéne au cas ou S, € Z par conjugaison et multiplication par un

i, j,m,k
dénominateur (que l'on doit estimer en fonction de K et M). On en déduit

’

1'existence d'une solution ('Pi j) '"'pas trop grande''.

Une fois cette construction algébrique achevée, on utilise les propriétés analy-
tiques de la fonction F . Elle n'est pas nulle puisque les fonctions z et P(z)
sont algébriquement indépendantes. On peut donc trouver des entiers ko et m
tels que y=F © (m.u)# 0 . On choisit ces nombres minimaux en ce sens que
kOS Ko , mo_<.Mo et F(k)(mu)= 0 pour k<Ko et m< Mo . Le lemme de
Schwarz (essentiellement la formule de Jensen) dit qu'une fonction analytique
ayant beaucoup de zéros doit étre tres petite sur un grand disque, ainsi hue ses
dérivées. On en déduit que le nombre Yy esttres petit, par exemple :

-K M
o#lyl<z © °

Pour obtenir la contradiction cherchée, il ne reste plus qu'a utiliser les pro-
priétés algébriques de y : en le multipliant par ses conjugués puis par un dé-
nominateur (qu'il faut estimer en fonction de Ko et Mo ), on obtient un entier

rationnel non nul de valeur absolue <1, ce qui prouve le théoréme.
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Les propriétés de P utilisées dans cette démonstration sont essentiellement
les suivantes : le fait que z et #(z) sont algébriquement indépendantes, 1'équa-
tion différentielle et le théorédme de multiplication, et la croissance de
(utilisée dans 1'application de la formule de Jensen). L'étude de ces propriétés
a permis 3 Schneider, puis & Lang d'établir un théoréme général de transcen-
dance, contenant en particulier les trois résultats de Schneider sur les fonctions
elliptiques. Le probléme se pose de savoir si les trois théorémes de Schneider
sont les seules conséquences concernant les fonctions elliptiques du théoréme de
Schneider-Lang. L'emploi de la fonction ¢ est par exemple exclu puisque
(2 cause de la forme de ses dérivées) on ne pourrait que montrer la transcendance
de 1'un des nombres o(u), {(u), P(u), ce qui est inclus dans le théoreme 1.

Mais Waldschmidt a pu appliquer le théoreme de Schneider-Lang a de nouvelles
fonctions, exhibées par Serre en lien avec 1'étude de la paramétrisation d'ex-
tensions de courbes elliptiques. Ces fonctions dépendent de deux parametres B
et u (ot ug L) et sont définies par la formule

‘ (z)=__0_LZ_ﬁl_ S(Clu)+p)z

B,u o(z) o(a)

Cette fonction vérifie 1'équation différentielle :

oy 1 P'(z) +P'(u),
f'(z) = £(z) {B""é‘ P(z) -P (u) 3

dans laquelle la fonction { n'intervient plus. Elle vérifie également un théoreme

d'addition (donc de multiplication).
L'application du théoréme de Schneider-Lang a cette fonction a ainsi permis

3 Waldschmidt de montrer le résultat suivant (cf. [Wa]) :

THEOREME 2.- Si B, u, ve €C sont tels que B, P(u), P(v) soient algébriques, .
(v)

u sans torsion (i.e. uf R.L) et v-u non pole de £, alors le nombre f

-3u((u)

B,u

est transcendant. En particulier, o(u)e est transcendant.

La fonction fB a est multiplicativement quasi-périodique :

ewg(u)-nu+sw f (Z)

8. u pour welL .

fs’u(z+w)=
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De méme que le théoréme 1 entraine la transcendance de n , le théor2dme 2
w G(u) -nutBw

permet de montrer la transcendance du nombre e

4, - Mesures de transcendance

Le probleme est ici de rendre quantitatifs les résultats de transcendance.
Ainsi, si P(u) est algébrique et que P est un polyndme non nul de Z[X],
le théoreme 1 dit que P(u) n'est pas nul ; on cherche alors 3 minorer le nombre
lP(u)l . Les minorations cherchées dépendront soit du degré d et de la hauteur
H ( = maximum des valeurs absolues des coefficients) du polyndme P , soit
simplement de sa taille t(P)= d+log H, ce qui est évidemment moins précis
mais souvent suffisant pour les applications. On dira ainsi qu'un nombre complexe
® a un type de transcendance S T (réel=1) si pour tout polynéme non nul
PeZ[X], ona |P(9)|> c_t(P)T ot ¢ ne dépend que de § et T . On peut en-
fin remarquer qu'il est équivalent de minorer les nombres lP(e)l ou de minorer
les nombres |@-al lorsque o est algébrique (la minoration dépendant du degré
et de la hauteur -ou de la taille- de a , c'est-a-dire de son polyndme minimal) ;
les minorations de IP(Q)I et de Ie-al sont d'ailleurs essentiellement les

mémes.

Quelles minorations peut-on attendre ? On déduit facilement du principe des
tiroirs que si § est transcendant on ne peut espérer mieux que des minorations

du type

d -t(P)2

|P(e)>H® ou |P(g)|>c

ol ¢ ne dépend que de § ; il existe en effet une infinité de polyndmes P
vérifiant les inégalités inverses. En particulier, un nombre transcendant.ne peut
avoir un type de transcendance < 2 . On peut montrer réciproquement que pres-
que tout nombre complexe (pour la mesure de Lebesgue) a un type de transcen-
dance = 2 et donc égal 2 2 . Mais on ne sait exhiber aucun nombre concret

ayant cette propriété !

La meilleure mesure de transcendance connue concerne le nombre 1T . On
peut 1'écrire :

|7-al >c—d(log H+dlogd)log(d+1) .
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En particulier, la minoration est la meilleure possible en H lorsque d est fixé
(c'est de la forme H-c) , et T aun type de transcendance inférieur a 2+¢

pour tout €>0 .

Les premieres mesures de transcendance de nombres liés aux fonctions ellip-
tiques ont été démontrées par Fel'dman en 1951. Elles concernaient les périodes .
et les points algébriques de ® (i.e. les nombres u tels que P(u)e@). Par
exemple

-d4(d(log d)5+ log H(log log H)4)

lw-a|>c pour H=16 .

Contrairement a2 la mesure précédente, ce n'est pas de la forme H ¢ lorsque le

degré est fixé, et donne 5+& comme borne pour le type de transcendance.

D'autres mesures de transcendance ont été démontrées encore par Fel'dman
(ne donnant pas toujours un type de transcendance fini), puis par Masser. Nous
avons ensuite entrepris une étude systématique des nombres dont la transcen-
dance se déduit des théorémes de Schneider, et plus récemment du théoréeme 2
de Waldschmidt. Ces nombres ont en particulier un type de transcendance fini

(=6). Deux d'entre eux sont particulierement intéressants : d'abord le nombre

T/w ou w estune période non nulle de © ; il admet pour mesure
2
m -
Dol (log H+dlog d)”

le résultat est assez loin du meilleur possible en H lorsque le degré est fixé.

i
Par contre on en déduit que p 2auntype de transcendance < 2+& pour tout €>0.

C'est le seul nombre autre que T pour lequel on connaisse un type de transcen-
dance <3 . Enfin, le nombre #(1) admet pour mesure

3
IP(].)-CL |> C-d (d+10g H) ,

cette minoration est de la forme H * lorsque d est fixé. Mais elle ne donne que

T=4 comme majoration du type de transcendance.
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Méthode de démonstration de mesures de transcendance

Supposons par exemple qb.e P(u) est algébrique, et cherchons A mnontrer une
mesure de transcendance pour u . Soit donc a un nombre algébrique, et sup-

posons par l'absurde que
lu-a|<e=¢e(d, H)

ou € estune fonction tres petite du degré et de la hauteur de a .
On reprend essentiellement la démonstration de transcendance esquissée au § .3 :
on construit une fonction F(z)= P(z, P(z)) avec 0 # PeZ[ X,Y] de sorte que

pour k<K , m<K, le nombre

k

F( ’(mu) =X P (w,P(u),P'(v), g, ;)

i,j Si, jhm,k
soit tres petit (on ne peut plus demander qu'il soit nul puisque les coefficients du
systéme ne sont plus supposés algébriques). Pour cela, on résout le systéme

I Pi,jSi,j,m,k(a’P(u)’P'(u)’ g, 85)=0 k<K , m<M
dont les coefficients sont cette fois algébriques, en procédant comme au §. 3.
Ainsi IF(k)(m u)l<e& 2 unterme d'erreur prés. Les propriétés analytiques de F

permettent de trouver comme au §.3 des entiers ko et m tels que

o#|lz PR (@, P(u),P'(v), g,.8,) <V

] si,j,ma,ko
2 unterme d'erreur prés ; on utilise pour cela le fait que ce nombre est proche
de |F o)(mou)l . On a ainsi trouvé un nombre algébrique non nul et trés petit.
L'argument donné au §.3. permet bien d'en déduire une contradiction & condition
que les conjugués et le dénominateur de ce nombre ne soient pas trops grands
devant 1//€ . Or, les majorations que l'on peut obtenir pour ces conjugués dé-
pendent de ko et m_, alors que € = €(d,H) n'en dépend pas (contrairement au
cas de la démonstration de transcendance). Il est donc nécessaire de majorer

k0 et m_ en fonction des parametres K et M (qui eux dépendent du € ), ce qui
revient 3 majorer le nombre de zéros d'une fonction de la forme P(z, P(z)) en
fonction du degré du polyndme P . Plusieurs méthodes permettent de donner de

telles majorations (appelées ''lemmes de zéros'').
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Des lemmes de zéros adaptés & chaque cas ont été démontrés pour obtenir les
mesures de transcendance citées plus haut. Il existe maintenant des lemmes de
zéros plus généraux (dus 3 Brownawell et Masser) permettant de démontrer un
analogue quantitatif du théoréme de Schneider-Lang. D'autres formes de lemmes
de zéros tres généraux sont actuellement démontrées par Masser et Wistholz, .

et ont une importance capitale en théorie des nombres transcendants.

Nous retrouverons au paragraphe suivant 1'utilité des lemmes de zéros.

5. - Indépendance algébrique

Les premiers résultats d'indépendance algébrique en lien avec les fonctions

elliptiques sont dus & Choodnovsky, qui a démontré 1'indépendance algbérique des

deux nombres ﬁw‘ et '% oli w estune période non nullede P, et n la

quasi-période de { associée. On en déduit dans un cas particulier que les deux

nombres T et I'(1/4) sont algébriquement indépendants.

L'idée des démonstrations d'indépendance algébrique est la suivante : on

cherche A démontrer 1'indépendance de deux nombres a et b (par exemple
W

Y o & ). On utilise des fonctions f et f  (éventuellement f_ ,...)
™ n 1 2 3

prennent en des points X ainsi que leurs dérivées des valeurs dans une extension

qui

algébrique finie fixe X de R(a,b) (par exemple fl(z)z P(z), fz(z)= g(z)-il z
x = (2m+1) %) . On suppose par l'absurde que D(a,b) (et donc X ) a un degré de
transcendance <2, ce qui permet d'écrire X=Q(x,y) ou y est algébrique sur
R(x). Comme au §.3, oan commence par construire une fonction

F(z) = P(f (z), £ (z)) , ou P est cette fois un polyndme 2 coefficients dans Z[x],
de sorte que F ait beaucoup de zéros : ( )(x J= 0 pour k<K et m< M.
On en déduit comme au § .3 des entiers ko et m tels que IF mo)l soit
non nul et trds petit. En prenant la norme de cet élément sur Q(x) puis en mul-
tipliant par un dénominateur, on en déduit l'existence d'un polynéme Q dans
Z[X] tel que Q(x) soit non nul et trés petit, par exemple

(1) 0 # |Q@)| < e VX

ou t(Q) estla taille du polyndme Q , et x un nombre réel (en pratique on a

souvent 2S x <4). Dans le cas d'une démonstration de transcendance, on a x=1
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et donc Q(x)€Z ce qui fournit la contradiction. Dans le probléme qui nous occupe,
si x est algébrique, la norme de Q(x) sur N nous fournit encore un entier non
nul et de valeur absolue <1, d'olu une contradiction. Mais en général, x estun
nombre transcendant. Il y a alors deux méthodes permettant parfois d'achever la

démonstration :

a) Si on sait que x a un type de transcendance < (cf. §.4), l'inégalité (1)
nous fournit aussitdt une contradiction. C'est par exemple le cas 8i » = 2,5

et que x= & d'apres le §. 4.

m

b) Si on ne connaft rien sur x, la seule inégalité (1) ne peut fournir de
contradiction ; on montre en effet facilement que pour toute fonction ¢ , on peut
-9(t(Q))

construire un nombre transcendant x vérifiant 0 # I Q(x)l <e pour une

infinité de polyndmes Q .

Cependant, Gel'fond a montré que de tels polyndmes (Q sont assez rares
(i. e. leur taille doit croitre vite). De maniére précise, on peut montrer que si
x est nombre complexe transcendant, il n'existe pas de suite infinie (QN)N>N
o

de polyndmes de Z[X] vérifiant
2
s - .
(2) t(Qy) SN et 1ongN(x;|< 4N

Pour obtenir une contradiction, il suffit donc de reprendre, pour chaque entier N
assez grand, la construction d'une fonction auxiliaire FN(z) qui permet de

construire comme plus haut un polyndme QN vérifiant (1). Pour en déduire que
QN

encore une fois a majorer les entiers ko et m  en fonction de M et K : on

vérifie (2), il faut savoir majorer sa taille en fonction de N, ce qui revient

utilise ici aussi un 'lemme de zéros' (cf. §.4).

L'intéret de ce critere de Gel'fond est qu'il suffit d'obtenir une majoration du
type (1) avec n'importe quel x> 2, alors qu'on sait rarement majorer le type
de transcendance de x par un nombre proche de 2 (et parfois on ne sait pas si
ce type est fini). L'inconvénient est qu'il demande un bon lemme de zéros ; de
plus, il ne se généralise pas simplement au cas de plusieurs nombres, contraire-
ment 2 la méthode a) : ainsi pour prouver que trois nombres sont algébrique-

ment indépendants, on construit par 1'absurde un polyndme Q tel que
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‘ M

0 %lQ(x, y)'< e-t(Q) ol cette fois x et y sont deux nombres algébriquement
indépendants. Si on sait par ailleurs que le couple (x,y) a un type d'indépendance
algébrique (défini comme le type de transcendance) strictement inférieur & x ,

on obtient ainsi une contradiction.

Nous donnons maintenant deux exemples d'énoncés d'indépendance algébrique
que nous avons récemment obtenus par ces méthodes. Les démonstrations utilisent
une fonction de la forme fﬁ a’ ou B est choisi de sorte que fﬁ a admette une

1 ’

période w dans le réseau L . Il est en effet tres intéressant dans les démons-

trations d'indépendance algébrique de travailler avec des fonctions f,, f

10 50
qui ont une période commune, car les zéros que l'on construit pour la fonction
F = P(f1 , f2 »...) en fourniront une quantité d'autres par périodicité. C'est
pourquoi, pour we L\ {0} , on définit la fonction

g, ,®)=f (z2) ot p=ul-((u).

u, w B,u w

En utilisant les fonctions £(z) et g, w(z) , et le critéere de Gel'fond, on obtient

le résultat suivant :

THEOREME 3. - Soient u, v deux nombres complexes sans torsion (i.e.

u, vg Q. L), distincts modulo L, et tels que P(u) et #(v) soient algébriques.

Alors deux des trois nombres

eiTTu/w g (v)

u,w

C(u) -% u,

sont algébriquement indépendants.

On déduit en particulier le corollaire suivant d'une variante de ce théoréme :

COROLLAIRE. - Soit # 1la fonction de Weierstrass vérifiant 1'équation dif-
férentielle P'Z(z) = 4(F3(z)--P(z)) . Sil'on pose t= I‘(1/4)2/2ﬁ , alors les

deux nombres

M e (il -2

sont algébriquement indépendants.

Les deux fonctions #(z) et g, w(z) utilisées plus haut admettent @ pour

2imz /w

période. On peﬁt leur adjoindre les deux fonctions e et ((z) -8- z qui

ont la méme propriété. En utilisant un résultat de Choodnovsky disant que le



w
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couple (T'uT"' , ;]") a un type d'indépendance algébrique < 3+& , on obtient le résul-

tat suivant :

THEOREME 4. - Sous les hypothéses du théoréme 3, notons T=w'/w od w'

est une période de P linéairement indépendante de w .

six nombres

wooow int eiTTu/w

Alors trois au moins des

n:n,e ’ ’Q(u)'%u’g (V)

sont algébriquement indépendants.
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(présentation d'un travail effectué en commun avec F. DRESS)

* e’ w
> .m i ® -

Soit @ une suite strictement croissante d'entiers positifs et r(N) le nombre
de manieres d'écrire l'entier N comme somme de deux éléments de CQ ;

la majoration triviale
r(N)<A(N) (:= Card{ag@ ; a<N})

n'est pas susceptible d'8tre améliorée en général (choisir @ ={1, 2, 3, ,N}).
Le probléme que nous considérons est 1'obtention de majorations plus fines, sous

certaines hypothe¢ses de régularité sur la suite Q .

Aux Journées de Théorie des Nombres d'Orsay de 1980, nous avions présenté
la majoration

r=4am)??,

valable deés que la suite des différences premieres .de la suite @ est strictement

croissante, et nous avions également montré par un argument géométrique que
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1'exposant 2/3 est le meilleur possible. Nous voulons souligner ici 1'équivalence
entre 1'étude du nombre de représentations et le dénombrement de points entiers

sur des courbes,

Par commodité, nous nous placerons dans le cadre suivant ; pour un entier
P>z, on rotera (BP la classe des fonctions de classe GP de ]R+ dans ]R+
telles que a(0)=0, a(l)=1 et a(p)>0 pour 1=<p< P+1 . Une telle fonction a
étant choisie, on remarque que pour tout réel t, le nombre de solutions en

entiers positifs m et n de 1'équation
t = a(m)+ a(n)

est fini ; nous noterons desormais ra(t), ou r(t) ce nombre de solutions. On
remarque également que la fonction a est inversible et on note A son inverse,
Dans le cas o a(n) est entier pour n entier, le lecteur pourra considérer la
suite @ = {a(1), ...,a(N),...} et vérifier que pour N entier les symboles

r(N) et A(N) conservent leur signification.

Le résultat principal est celui-ci

THEOREME. - Pour tout nombre réel g €[0,1], on a les implications

(i) = (ii) = (iii), avec
(i) Yae® : r(t)<< (A(t)%

(ii) Vf@(BP : #{nSx , f(n)e N} (Lf(x))a , ou Lf(x) désigne la

longueur du graphe de 1'application f‘[O x] (c'est-a-dire
x Hl
Ly(x)= [y 1+£'7(t) at),
£ 0

(iii) Vae®F : (Ype[l,P] :(-1)p'1A(P)>0)=> r(t) < (A(t))® .

Remarques et corollaires

Dans le cas P=2, les conditions (i) et (iii) sont équivalentes ; on trouve
ainsi 1'équivalence de (i) et (ii) ; il semble Que van der Corput ait été le
premier 3 démonter que (ii) est valide avec g = 2/3 ; Jarnik a démontré que ce

résultat est le meilleur possible.
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Néanmoins, dans le cas P= 2, on peut démontrer directement par un
argument '"fareysien' que les assertions (i) et (iii) sont valides avec la majo-
3/2
ration r / t) = ((’%He)A(t) des que A(t) est assez grand (en fonction de &>0)

et que la constante indiquée est optimale.

- c
On notera que pour tout nombre réel c>1, la fonction a(x)= x est non

[ct1] Pl

seulement dans la classe ® , mais est également telle que (-1

pour p=1.2,...,[ctl].

Dans le cas P =3, H.P.F. Swinnerton-Dyer a démontré que (ii) est
valide en prenant pour g tout nombre réel supérieur 2 3/5, d'ou la validité

de (iii) pour P>3 et g >3/5.

Comme il est aisé€ de le constater, pour g < > » aucune des relations (i),

(ii), (iii) n'est valide pour aucune valeur de P .

La démonstration du théoréme est effective, en ce sens que la démonstration
de l'implication (i) ® (ii) permet de faire dépendre la constante impliquée dans
(ii) explicitement de celle qui est impliquée dans (i), et de m@&me pour 1'impli-
cation (ii) = (iii). Quoiqu'il en soit, la constante obtenue aussi dans (iii) est

supérieure a celle dont on est parti en (i).

(texte recu le 17 décembre 1981)
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SUR LES AUTOMORPHISMES D'EXTENSIONS TRANSCENDANTES
DE CORPS VALUES

par

Michel MATIGNON et Marc REVERSAT

DI R
-l -

§. 1. - Introduction

Ce travail est consacré a 1'étude des automorphismes continus d'extensions

transcendantes de corps valués non archimédiens.

Les premiers résultats dans cette voie furent ceux de Tate ((2]), Sen ([7]) et

Ax ([1]) :

THEOREME. - Soient K un corps complet pour une valeur absolue non archimé-

dienne et un_complété d'une clSture algébrique K de K . Alors, le sous-

K
corps de K des invariants par le groupe Aut(K/K) des K-automorphismes

de K (qui opdre par continuité sur K ) est 1'adhérence de la clBture radicielle

de K.
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Lors d'un travail sur les équations différentielles p-adiques, Dwork et Robba
([2]) ont été amenés, pour des questions de rationalité, i prouver le résultat
suivant (en caractéristique zéro, mais la généralisation A toute caractéristique

est immédiate)

THEOREME (2], th. 8).- Soit L un corps algébriquement clos, maximalement -

complet pour une valeur absolue non archimédienne, soit K un sous-corps

fermé de L. . Alors, le sous-corps de L des éléments invariants par le groupe

Autcont(L/K) des K-automorphismes continus de L est 1l'adhérence de la

clbture radicielle de K .

Ce dernier résultat est donc analogue a celui de Tate, Sen et Ax. C'est ce qui

a conduit Dwork et Robba a la question suivante :

PROBLEME (Dwork-Robba, [2]).- Soient L un corps algébriquement clos et

complet pour une valeur absolue non archimédienne, K un sous-corps fermé

de L . Le sous-corps de L des invariants par le groupe Autcont(L/K) est-il

1'adhérence de la cl8ture radicielle de K ?

A ce probléme, qui est le point de départ de notre travail, nous donnons une
réponse négative (§.4.2 et exemple suivant le théoréme 4) qui apparait comme
une conséquence naturelle d'une étude précise des automorphismes continus d'une

extension transcendante pure de degré 1 .

Plus précisément, soient K un corps complet pour une valeur absolue non
archimédienne, ﬁ(X) une extension transcendante d'un complété d'une cldture
algébrique de K ; la valeur absolue de f—{ admet un prolongement (non-unique)
a ;—((X) . Nous étudiAons ici le groupe Autcont(m /K) des K-automorphismes
continus du corps K(X) (complété d'une cldture algébrique de K(X)).

Lorsque l'extension K(X)/K n'est pas immédiate, il est aisé de vérifier
que tout élément de Aut(K/K) se prolonge en un K-automorphisme continu de
kﬁi_) , ainsi la réponse au probléme est positive dans cette situation (§.3).

En revanche, 1'étude est beaucoup plus difficile lorsque 1'extension K(X) /K
est immédiate. Notre résultat principal (théorédme 2) donne une

condition nécessaire et suffisante pour qu'un élément de
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Aut(K/K) se prolonge en un élément de Autcont(KiX)/K) . Ce critere
s'avere &tre tres utilisable, en particulier, lorsque K est un corps local de
caractéristique résiduelle nulle il nous permet de construire les premiers

exemples qui répondent négativement au probleme (§.4.2).

On définit la notion d'ordre de transcendance fini ou infini pour un automorphis-
me (§.4.4) : soit ¢ un élément de Autcont(KiX) /K), on dit que ¢ est

d'ordre de transcendance fini s'il existe un entier n>0 tel que :
n . . =
|6 (X)- X|< distance de X a K,

sinon on dit que ¢ est d'ordre de transcendance infini. On montre (théoréme 4)
que si g est d'ordre de transcendance infini, alors Z_ est facteur direct de

= =<0> R . =<g>
Gal(K/K o ) (p est la caractéristique résiduelle de K et R-C est le

sous-corps de K des éléments invariants par 0 ).

Nous donnons aussi quelques propriétés supplémentaires concernant les auto-
morphismes continus de ﬁf) qui laissent :K invariant. Soit & un élément
de k—%}?), alors, sila valur absolue de 0 est suffisamment petite
(|8]|< distance de X & K ), l'application entre 'I%(X) et -I%(X+6), qui A une
fraction rationnelle f(X) associe f(X+0), est un isomorphisme isométrique de
corps valués. Elle se prolonge en un isomorphisme isométrique entre R_‘?—)T) et
m , donc en un -I%-endomorphisme continu de -Kﬁf) (en fait, tous les
ﬁ-endomorphismes continus de k:()'f) sont de cette forme). Sila caractéristique
résiduelle de K est nulle, cet endomorphisme est toujours un isomorphisme.
Par contre, si la caractéristique résiduelle de K est non nulle, nous construisons
explicitement de tels endomorphismes non surjectifs (c'est-a-dire que nous don-
nons (théoréme 6) une construction d'éléments Y de -KTA—}-(-) tels que
Kgm)g m) ). Autrement dit, 1l'orbite de X par Aut con t(E:(SE) /.{E) est
la boule circonférenciée de _K-()_C_) de centre X et de rayon la distance de X 3 K

si et seulement si la caractéristique résiduelle de K est nulle (théoréme 7).

La rédaction de cet exposé ne contient pas de démonstration. Celles-ci

figurent dans un article a parailtre.
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Notations
Si E est un corps valué non archimédien, on note I . l la valeur absolue ;
E désigne le complété de E pour cette valeur absolue ; | E*| désigne le

groupe des valeurs du groupe multiplicatif EX de E ; E désigne une cl8ture
algébrique de E . Si H est un groupe d'automorphismes de E , EH désigne le

sous-corps de E formé des €léments invariants sous l'action de H . Si p est

=)
la caractéristique de E on note EP la cl8ture radicielle de E . Soient KCE

deux corps, on note Aut(E/K) le groupe des K-automorphismes de E , si de

plus E est valué, on note Autcont(E/K) le groupe des K-automorphismes

continus de E .

Convention

. . L. . . o
Si E est un corps de caractéristique p on fait la convention que p =1

méme si p est nul.

§.2.- Classification des extensions transcendantes de degré 1 sur un corps

valué complet algébriquement clos

Soit K un corps valué ultramétrique complet et algébriquement clos. Soit
K(X) une extension transcendante de K . Il existe trois extensions de la valeur

absolue de K a K(X) ([6]).

i) L'extension K(X) de K est sans ramification mais il y a extension du

corps résiduel.

Quitte A faire un changement linéaire sur X la valeur absolue est donnée par

la norme de Gauss :

d i
| a.Xl = max la.,
. i i
i=0 0=sisd

ol a, est un élément de K .

ii) L'extension K(X) de K est inerte mais il y a extension du groupe des

valeurs.
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Quitte a2 faire un changement linéaire sur X, la valeur absolue est la norme

des séries de Laurent sur une circonférence de rayon ré‘KxI . Alors :
N .
K(X)={ £ a X', a €K, lim |a|r =0)
nez n n ) n
et

iii) L'extension K(X) de K est immédiate (i.e., elle est inerte et non ra-

mifiée).

Alors il existe une suite (wn)nelN

tende en décroissant vers un réel r strictement positif.

d'éléments de K telle que la suite
( Iwn+1 -wnl )n eN
Si de plus B (wn, rn) désigne la boule circonférenciée de K de centre w, et

de rayon r = - alors
y n 'wn+ wnl ’

1
+

N B, r)=9

La valeur absolue est ainsi définie :
Soit P(X)eK[X], alors :
| P(X)| = lim | P(w_)| -

n n

Alors K/(X) est le corps des fonctions K-analytiques sur la boule circon-- .

férenciée de centre X et de rayon r .

Désormais, (Q désigne un corps valué ultramétrique maximalement complet

et algébriquement clos, K un sous-corps de 2, et X un élémentde Q n'ap-

partenant pas & K .

§.3.- Corps des invariants par les automorphismes continus

Le théoreéme suivant montre que les éléments de K(X) invariants par

Autcont(KlX) /K) sont dans K .
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THEOREME 1 ([10]).- Soient K un corps valué complet, K(X) une extension

valuée transcendante de K, G le groupe des K-automorphismes continus de
K(X) , G' la restrictionde G A K . Alors

(K®) %= @) .

Ce théoréeme est une conséquence immeédiate du théoréme de Tate-Sen-Ax,

que nous avons rappelé dans l'introduction, et de la proposition suivante :

PROPOSITION 1. - Les hypotheéses sont celles du théoréme 1. Soit F un corps

fermé tel que KCc FC K?X) . Alors FcK ou bien K’(X) est de degré fini sur F.

Pour dénombrer cette proposition on utilise la théorie des fonctions analytiques

sur un corps valué ultramétrique.

Remarque. - Cette proposition est 1'analogue du résultat suivant dans le cas non
valué. Soient K('X) une extension transcendante pure d'un corps K et F un
corps, KCFcK(X), alors F=K ou bien l'extension K(X) de F est finie.
Le théorédme de Ltiroth nous dit mé@me que F = K(Y) o Y ¢€K(X). Par contre
sous les hypothéses de la proposition 1 et si F ¢':IZ nous ne savons pas s'il

existe YeK(X) tel que F=K(Y).

COROLLAIRE 1. - Les hypotheéses sont celles du théoréme 1, on suppose de plus

que K est algébriquement clos. Alors :

(@)% =k .

La proposition suivante explicite le cas non immédiat.

PROPOSITION 2. - lLes hypothéses sont celles du théoréme 1, on suppose de

plus que 1'extension K(X): n'est pas immédiate. Alors :

Aut (K?f)/K ) I = Aut(R/K)

cont

et donc : (si p désigne la caractéristique de K )

(R =" ).
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Ce résultat est analogue aux théorémes de Tate-Sen-Ax ([8], [7], [1]) et
Dwork-Robba ([2]), mais la démonstration utilise le théor2dme de Tate-Sen-Ax.

§.4. - Prolongement des automorphismes de K 2 K(X)

Nous supposons dérormais que 1'extension K(X) de K est immédiate.

On note r = inf | X-x|.
xe K

4.1. - Le théoréme fondamental

Nous pouvons énoncer le théoréme fondamental de ce travail ; il donne une
condition nécessaire et suffisante pour qu'un K-automorphisme de K se prolonge
en un K-automorphisme continu de K(X). La démonstration utilise des résultats

de Kaplansky sur les corps valués (cf.[6], chap. 7, p. 220).

THEOREME 2 ([10]).- Soient K un corps valué complet de caractéristique

résiduelle p positive ou nulle, K(X) une extension transcendante valuée im-

-~

médiate de K, ¢ un K-automorphisme de K . Les assertions suivantes sont

équivalentes :

(i) L'automorphisme o se prolonge en un K-automorphisme continu de
KiX) s

(ii) Il existe un entier 8>0 et a_,.-sa b ,.,b 0, weK possédant les

propriétés suivantes :

8 -]
| X-w|® |p|=<P

k k 8
max (Iakl L, Ibkl P )s L,
0skss

lagl=10l=1,

pour tout xe-l-{ on a :

8
| P(o(x-w)) - Q(x-w) + c| s | X-x|P

ou
— 8 pk
P(Z)= L a Z
" k=0 K
et s k

Q(z)= 2, kap . |
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Dans le cas oh rf | ﬁ”l et dans le cas o p=0 (alors (R(X)" est algébrique-
ment clos puisque une extension algébrique finie immédiate d'un corps valué est
de degré une puissance de la caractéristique résiduelle) le théoréme 2 s'exprime

plus simplement :

COROLLAIRE. - Les hypotheéses sont celles du théordme 2. On suppose de plus

que p=0 oubien que r¢|K*|. Soit c€Aut(K/K). Les assertions suivantes

sont équivalentes :

i) L'automorphisme o se prolonge en un K-automorphisme continu de K(X),

ii) Il existe deux éléments de K, b et c, tels que :

|b] =1

et que pour tout xe-lz :

|o(x)+bx+c|=s | X-x| .

Ce corollaire permet d'étudier le cas tres simple des séries formelles en

égale caractéristique nulle.

4.2. - Application aux corps de séries formelles

On suppose que K = k((T)), |T|<1, le corps de séries formelles ou k est

de caractéristique nulle et algébriquement clos.

L'analogue du théoréme de Puiseux montre que K = k((Tl/n))ne N*

Soit Q=0 (k,N) le corps des séries formelles z : =z = ZD arTr , a coef-
re
ficients a. dans k et A support bien ordonné (on rappelle que
support (z) ={re@, aril 0}). Alors 1 estun corps maximalement complet

([6]) et algébriquement clos.

Exemples. - (conséquences immédiates du corollaire)

1.- Soient S = {-;11- , ngN"3}, x =r§S T" et G=Aut__ (KX /K). Alors

(KX =K £K .
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2. - Soient p un nombre premier, S ={--1—-, nelN}, X=2 T" et
-~ pn r €S
G = Autcont(K(X)/K). Alors :
G p
sz) =K(T" ) # K.
nelN

. - r _ e
, P premier}, Xs= EST et G-—Autcont(KiX)/K).

3.- Soient S = {-. Z
r

o -

Alors : .
R(X)%-K .

Plus généralement on montre :

PROPOSITION 3. - Soiemt K= k((T)), k algébriquement clos de caractéristique

nulle et H un sous-groupe de Aut(.f(-/K) . Alors il existe X un élément de N

n'appartenant pas 3 K tel que :

G —H-
(B(x)% = ®")

G = Autcont(K(X) /K)

4.3, - Anneaux des polyndmes de Ore

On suppose que re lﬁxl ou K est un corps valué complet de caractéristique

résiduelle p .
t

P ; —_
On désigne par c. l'ensemble des polyndmes '21 aiZ1 de K[Z] tels que :
1=

i) a t;!o .
p . t
ii) max ,ail rs P
1sisg
iii) Si i n'est pas une puissance de p
. t
[ ailr1< rP

On désigne par a; le sous-ensemble de ar formé des polyndmes

I az' de K[Z] tels que :
1Isisg !

i) a ,#0
p t

ii) max ‘ai, r1< rp
1=sisp
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Soit @ 1'application de a. dans (@, définie par :

1
®(P(2))= -%T;; P(p Z)
P

od peK et |p|=r.

Sur @, on définit une relation d'équivalence par :

1

Soit k le corps résiduel de K, on vérifie que al/a; est un sous-anneau
de k[Z] pour les lois d'addition et de composition des polyndmes, de plus si
P(Z)eal/a; alors P(Z)=I a_ zZP on a, €k i.e. al/a; est 1'anneau des
polyn8mes additifs de k[Z]. La structure de cet anneau a été étudiée par Ore [5],

c'est un anneau non commutatif, euclidien 2 gauche et a droite.

La bijection @ entre °1 et ar définit par transport de structure une re-
lation d'équivalence, on note ar/a; le quotient muni des opérations transportées.
Si P ear on note P son image dans ar/a; . Le quotient ar/a:’ est ainsi

muni d'une structure d'anneau euclidien non commutatif.

PROPOSITION 4. - Les. hypothe¢ses sont celles du théorédme 2. Soit oeAut(R/K)
qui se prolonge 2 Autcont(KiX)/K). Alors les polyndmes P et Qear définis

au théoréme 2 peuvent @tre choisis tels que P et ‘Q soient premiers entre eux

a gauche dans ar/ar .

C'est une conséquence immédiate du fait que 1'ensemble des polyndmes P on

P vérifie ii) du théoréme 2, estun idéal a gauche de ar/aor .

On montre aussi, quitte & faire une homotéthie sur X , qu'on peut se ramener

en plus 2 des polyn8mes unitaires :

PROPOSITION 5, - Les hypotheéses sont celles du théoréeme 2. Soit oeAut(E/K)

qui se prolonge 3 Autcont(K(X)/K) . Il existe o €K* tel que les polyndmes P

et Q associ€sd Y=aX dans le théorédme 2 soient unitaires et tels que P

et Q soient premiers entre eux 2 gauche dans Q’al r/ ai’ . Alors P et Q

alr

sont uniques.
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Remarque. - Dans certain cas on ne peut choisir qeﬁ tel que ]ql r=1.

2n
-(1/3.277) et oceAut(K/K) tel que

1/3
13 2t/

Par exemple, si K=k((T)) , X=Z T
n20

1
o(T /p)=T1/i) pour tout nombre premier p différent de 3 et O(T
ol j est une racine cubique de 1'unité différente de 1 . Alors o se prolonge
et

lo(X)-jX|< 1.

Il n'existe pas dans K d'éléments q de module 1 tel que c@)=ja .

4.4. - Ordre de transcendance d'un automorphisme de K(X)

PROPOSITION 6 ([10]).- Soient K un corps valué complet, K(X) une extension
transcendante valuée immédiate de K . Soit o ¢ Autcont(KZX)/K) . Les

propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Il existe ne]N* tel que :

o™ (%) - X|sr,

o r_= inf |X-x| .
X xe-K

ii) Pour tout Y de K(X) non dans K il existe nYe]N* tel que :
n

o Y(1)- YISrY

o r,= inf |[Y-x|.
¥ XGK

La démonstration utilise les techniques employées dans la démonstration du

théoréme 2.

DEFINITION. - On dira qu'un élément oeAutcont(K?_X) /K) est d'ordre de trans-

cendance fini si il vérifie l1'une des propriétés équivalentes de la proposition 6.

On dira que son ordre de transcendance est infini dans le cas contraire.
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THEOREME 3 ([10]).- Soient K un corps valué complet, K(X) une ex-

tension transcendante valuée immeédiate de K, o un K-automorphisme continu

de Klﬁ). Soient P et Q les deux polyn8mes unitaires de a'ct.'r définis par

la proposition 5. lLes assertions suivantes sont équivalentes :

i) L'automorphisme o est d'ordre de transcendance fini, .
. : . a’P
ii) Il existe un polyndme Tear' , ou r'=r , tel que

T.P = (T, Q)
(o désigne la composition des polyndmes et si R(z)=% anZneR[ Z], on pose
)
R(2)= L o(a )2").

La démonstration utilise essentiellement la structure euclidienne de 1l'anneau

czr/ar

THEOREME 4 ([10]) .- Soient K un corps valué complet de caractéristique

résiduelle p non nulle, R(X) une extension transcendante valuée immédiate

-~
——

de K, o0 un K-automorphisme continu de K(X), et <o> le groupe topolo-

gique engendré par la restriction de o a K. Alors si 0 estd'ordre de

- >
transcendance infini, Zp est facteur direct de Aut( K/I—<<c ) -

Remarque. - Ce théoréme permet de construire des extensions transcendantes
immédiates ﬁ(X) de IA_{ d'inégale caractéristique ou d'égale caractéristique
positive telles que le corps des invariants de ﬂ‘._X_) par Autcont(K—b?) /K) soit -
différent de (KP )~ .

Soit ceAut(BP/Q ) tel que le groupe < g> engendré par ¢ soit isomorphe
a Zq , q#p ., tel que E:G> contienne les racines q"itmes de_l'unitéfour
tout n€IN . Alors la théorie de Kummer montre que 1' extension Qp de Q;(J)
est de la forme :

: n
-< 0> - 0> q -< 0> q —
o — o 07 (Vo) — .. = BT (Ve — a

ou |e[>1.
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-k
Soit w_= T e La suite w_ est pseudo-convergente., Soit XeQ , une
n y<n n
cldture maximalement complete de 0, tel que pour tout nelN,
| x- -w ,S[w -w +1, . Puisque [U (w )-w l“]w l ou 0, on voit facilement que

XQ'Q et donc X définit une extension 1mméd1ate Q (X) de 'q) . Supposons
alors que o se prolonge en un D -automorphisme contmu de Q (X) . 11 est alors
facile de voir que ¢ est d'ordre de transcendance infini et le théoréme 4 affirme

que Zp est facteur direct de Z ce qui est absurde. Par conséquent :

q

—==G _ =  Z<0>
X =

Qp ) Qp%np

o -~  ac<o>
ouh G = Autcont(pr{) / Qp )

THEOREME 5 ([10]) .- Soient K un corps valué complet de caractéristique

résiduelle p non nulle, r un élément du groupe des valeurs de K , P et Q

deux polyndmes de ar unitaires, de meéme degré d et tels que f‘-’- et 6 soient

premiers entre eux 3 gauche dans ar/a; , e¢ ¢ un K-automorphisme de K.

a) Soit TeQ d tel que TP = <y(T(. Q) . Alors les assertions suivantes sont
r

équivalentes :

i) Il existe XeQ, Xé-l—{ , tel que 1l'extension valuée transcendante

K(X) de K vérifie les propriétés suivantes

1. L'extension K(X) de K est immédiate, r = mé [X x’

2. L'automorphisme ¢ se prolonge enun K- automorph1sme de KIX ,

d d
et lp] [X] "< r
d
[PGE(x)- X |s =
ii) Il existe YeQ , Y ¢ K tel que 1l'extension valuée transcendante
K(Y) de K soit immédiate, tel que ¢ se prolonge en un K-automorphisme T
de K(Y) et que
|5(Y)-Y|s =
N Y
ol

|

r= inf |Y-x
Y er‘ '
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b) Pour tout TeQ a’ T.P# U(T.Q) . Alors les assertions suivantes sont

r
équivalentes :

i) Il existe XeQl , X¢ K, tel que l'extension valuée transcendante

K(X) de B vérifie les propriétés suivantes :

1. L'extension K(X) de K est immédiate, T —miﬁ | X-x]| ,

2. L'automorphisme o se prolonge en un K-automorphisme ¥ de KZX

d_ d
el 1X][T< =

|PGEX) -Qx)|s 2

>
ii) Le groupe Zp est facteur direct de Aut(K/R<c

Remarque. - Dans b) pour construire X vérifiant i), on utilise le théoreme 90
de Hilbert additif adapté aux corps valués. On utilise aussi le fait que la dif-

TP <oc->
férente B __ 4> de l'extension infinie K de K est de valeur absolue 1 .
K/K

§.5.- Prolongements de l'automorphisme identité de K a K(X)

Nous démontrons d'abord un théoréme de structure des corps fermés F al-

gébriquement clos entre K et K(X).

THEOREME 6 ([10]).- Soient K un corps valué complet et K(X) une extension

valuée transcendante de K ., Alors si :

a) La caractéristique résiduelle de K est nulle, les seuls corps F fermés

et algébriquement clos tels que K< Fc K(X) , sont K et K(X),

b) La caractéristique résiduelle de K est non nulle, il y a une infinité de

corps F fermés et algébriquement clos tels que : KCFC KiX) .
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Pour démontrer a), on utilise suivant une idée de M. van der Put, les modules
universels des différentielles continues [9] ; cette démonstration ne donne
aucun renseignement dans le cas b) puisque les modules différentiels considérés
sont nuls. Pour démontrer b), nous utilisons la notion de différente dans les
extensions infinies de corps valués, notion introduite par J. Fresnel et
B. de Mathan [3] et développée dans [4]. On construit explicitement des é1é-
ments Y de m) tels que :

R G R(Y) @ R(X).

Remarque. - Comme corollaire de ce théoréme, on déduit que si K = ]Fp , le

complété de la cldture algébrique du corps local ]Fp((X)) contient une infinité€ de

corps algébriquement clos et complets.
On en déduit le théoréme suivant :

THEOREME 7 ([10]). - Soient K un corps valué complet et K(X) une extension

valuée transcendante de K .

a) Sila caractéristique résiduelle de K est nulle, l'orbite de X par

Autcont(KiX)/R—) , est la boule circonférenciée de K(X) de centre X et de

rayon r = inf lX-xl ;

xe'K

b) Si la caractéristique résiduelle de K est non nulle, l'orbite de X par

Autcont(K(X)/R) est dense mais non égale A la boule circonférenciée de K(X)

de centre X et de rayon r = inf IX-xl .
xeK

-l -
« = ..
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Séminaire d: Théorie des Nombres 7-01
Année 1980-1981 - exposén®? 19 décembre 1980

GROUPES DISCRETS DE QUATERNIONS
par

Marius van der PUT

Un corps de quaternions D sur 0 qui est défini positif fournit pour un nombre
premier p , non ramifi€ dans D , des séus-groupes discrets de PGL(2, Qp).
Dans le paragraphe 2, on développe ces groupes et les courbes de Mumford
qui s'en déduisent. Pour un corps de quaternions indéfini D sur @ on obtient
des sous-groupes discrets de PGL(2,IR) ainsi que des courbes complétes sur IR.
Le lien entre ces deux familles de courbes est le contenu d'un théoréme remar-
quable de éerednik. Dans les paragraphes 3 et 4 l'auteur a écrit ce qu~'il a pu
comprendre des travaux de Cerednik et Drinfeld sur le sujet. Je remercie
M M. Rapoport pour ses indications concernant les travaux de Cerednik et

Drinfeld.
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§.1. - Groupes de quaternions réels et surfaces abéliennes

Une algébre de quaternions D sur @ est un espace vectoriel de dimension 4
sur  La multiplication bilinéaire de D est donnée pour une base convenable

{eo re ey e3} par les formules

(i) e: 1 est 1'élément neutre de D ;

(ii) e12= , e§=b ou a,beZ et ab#0;

(iii) eiej= signe (i, j, k) e, pour toute permutation (i, j, k) de (1,2, 3).

Nous supposerons que D est un corps non commutatif. Cette propriété est
équivalente 3 : 1'équation xoz-xlza -xzzb =0 n'a que la solution triviale
(0,0,0) dans D3 . Soit v une place de D et soit Qv le complét-é de D
par rapporta v (donc Qv= IR ou Qp). L'algebre D®Qv est un corps non
commutatif ou bien isomorphe 3 M(2, Qv) , l'algebre des matrices de rang 2

sur Qv . Dans le premier cas on dit que D est ramifiée en v . Les résultats

suivants sont tres classiques ([1])

(a) D est ramifiée en v si et seulement si le symbole de Hilbert (a,b)v

a valeur -1 .

(b) L'ensemble S des places ramifiées de D est fini et son cardinal est

pair,

(c) Pour chaque ensemble fini V de places de @ , de cardinal pair, il existe

une algébre de quaternions unique telle que S=V .

Un ordre de D est un sous-anneau de D qui est un Z-module libre de
rang 4 . Chaque ordre de D est contenu dans un ordre maximal (pour l'inclu-
sion). Fixons un ordre maximal M de D. L'algébre des adeles DA de D
est le produit restreint H*D®Qv par rapport aux sous-groupes ouverts, compacts
M ZV de D®QV pour v# ® . La définition de DA ne dépend pas du choix de M,
On désigne par D1 et D1 les éléments de D et DA de norme réduite 1 .

A
Le théorédme d'approximation forte ([15], th. 4, p. 74) affirme que :

(d) D] est un sous-groupe discret de DPI‘ et D‘i /D1 est compact.
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En particulier, si D est une algéebre de quaternions indéfinie sur Q, i.e. =
n'est pas ramifiée, alors M1= MnD1 est un sous-groupe discret de

(D® IR)li‘ S1(2, R) a quotient compact. Nous fixons maintenant un isomorphisme
f: D® R =+ M(2,R). Pour un entier n>1 on note par I'(D, n) le sous-
groupe discret {f(d)] de M! et d= id modulo n } de S1(2, R). Le groupe

I'(D, n) agit sur le demi-plan de Poincaré X ={zgC| im(z)>0} comme

groupe discontinu. La partie (a) du théoreéme suivant est bien connue ([12], ch.1).

Nous suivons [11], p. 128-138, pour la partie (b).

(1.1) THEOREME

(a) X/I'(D,n) est une courbe non singulidre et complate,

-

(b) X/T'(D,n) estla variété de modules des surfaces abéliennes A sur C

munies de

(i) une application M -+ End(A) (multiplications complexes),

(ii) un isomorphisme -:;'M /M=—"4 A[n] ={xe A|lnx=0} (structure de

niveau n).

Démonstration. - X /T'(D,n) est certainement une surface de Riemann. Sa compac-

ticité se déduit aisément de la compacticité de I'(D,n)\ S1(2, R). A un élement
z de X on associe A(z)=[f(m)(i)€¢2| megM} olu f estl'isomorphisme
fixé DO®R =+ M(2, R) etolh M(2, R) agit sur (BZ de facon naturelle, c'est-
a-dire :

z1 ) atzl+bz2

( ) () = ( ) -
c d z, cz, +dz2
Un calcul immédiat montre que A(z) estun réseau de CZ . Le tore complexe
A= CZ/A(z) posseéde un homomorphisme M-— End(A) donné par m +— f(m)

et A possede une structure de niveau n  donnée par :
f:;ll'M/M-—:—o r]-'l‘A(z)/A(z)=A[n]CA.
I1 faut maintenant vérifier que A est une surface abélienne. D'aprés [9] p. 35,

il faut montrer l'existence d'une forme hermitienne définie positive H sur C

telle que les valeurs de im H sur A(z)x A(z) sont des entiers.
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Dans D on définit la conjugaison z— z par la formule :

xo+ :t:le1 -l-x2e2+x3e3 = xo- xlel- xzez- x3e3 .

La norme réduite et la trace réduite sont données par N(z)=zz et tr(z)=z+z .
Ces opérations sont prolongées par linéarité 3 D®R . Soit p un élément de
D tel que -pz est rationnel et positif. (Les possibilités pour _pZ se déduisent
de [14], th. 3.8, p. 78). Comme l'application D®R — CZ qui envoie sur

f(d) (;) est bijective on peut définir la forme E sur (Lz par la formule

E((d;) (7). £d,) ()= ctrod, T,

ol ¢ #0 estun entier tel que E(A(z), A(z)) SZ . On vérifie aisément que E
est bilinéaire et antisymétrique. En outreona E(ix, iy)= E(x, y.) . En effet,
il existe un élément e D®R avec f(u) (; )= 1(? ). L'élément P satisfait
u2= -1 et ﬁ == Alors :

E(f(d,) i(3), £d,) i(7) =ctrlod udu)=crrlfpd d,).

Pour H on prend la forme hermitienne H(x,y)= E(ix,y)+i E(x,y). Il faut mainte-
nant vérifier que H(x,x)>0 pour x#0.Ona H(x,x)=ctr(p du d) et

M=AYpP Y-I pourun A¢R, A>0, e¢ YyeD®R . Donc H(x,x) est égalea

c N(y)tr(ayp E—Y_ p-l) . On choisit c tel que ¢ N(y)>0 eton considere sur D
l'involution ¥ : d~— p Ep-l . Un calcul explicite montre que tr(d d*) >0

pour chaque deD, d# 0 . Cela montre que H(x,x)>0 pour x#0 .

Soit maintenant A une surface abélienne sur € munie d'un homomorphisme
2
M— End(A). On représente A comme € /A . L'homomorphisme se prolonge
2
32 un homomorphisme D®R—+M(2, C). Apres un changement de base de C

on peut supposer que cette application n'est autre que
D® R —-;f,-—-» M(2, R) € M(2, C).

On constate que le réseau /[ estun M-sous-module de A®DR>=M®D=D.

D'apres un théorgdme d'Eichler une algebre de quaternions indéfinie a les propriétés :
(i) tous les ordres maximaux sont conjugués ;

(ii) chaque ordre maximal est un anneau principal a gauche.
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z

On en déduit que A est engendré comme M-module par un seul élément (z

Les nombres complexes zy, 2, 2
z

f(D®R)( z])= c? . Quitte a multiplier le réseau A par une constante, on peut

sont indépendants sur IR parce que

supposer que /A est engendré par (lz) ou z=:!:z1/z2 et zeX

Nous avons donc vérifié que A est la surface algébrique correspondante au
point z de X . Un calcul immédiat montre que (EZ/A (zl) et CZ/A (zz) avec
leurs structures (i) et (ii) sont isomorphes si et seulement s'il existe un
YyeI'(D,n) avec y‘(z2)= zy - Soit a-—-r-r-+ S une famille analytique de surfaces
abéliennes munies des structures (i) et (ii).

On peut montrer que l'application g : S — X /I"(D,n) donnée par
g(s) = z modulo I'(D,n) si ﬂ-l(s)i‘ (EZ/A (z) pour les structures (i) et (ii),
est analytique. Cela montre que 3} /I'(D,n) est la variété grossiére de modules.

Pour n:=>3 on peut montrer en plus que 3 /I'(D, n) possede une famille uni-

verselle de surfaces abéliennes ayant (i) et (ii) (comparer avec (4.1)).

§.2.- Groupes de quaternions p-adiques et courbes de Mumford

C désigne le complété de la cldture algébrique de D . Le groupe
PGI(I; D ) = GI(2, D )/Q agit de fagon naturelle sur la droite projective
IP ((E ) . Ce qui nous 1nteresse ce sont les sous-groupes discrets I' de
PGI(Z Qp) et leur action sur ]Pl(Cp) . D'abord quelques résultats généraux
(comparez aussi [10], p. 113, 114).

(2.1) PROPOSITION. - Soit I" un sous-groupe discret de PGI(2, Dp) . Les

conditions suivantes sont équivalentes

(1) T\PGI(2, D est compact ;
(2) T\T est fun ou T désigne l'arbre de Bruhat-Tits de PGl(2, Q )

(3) T est engendré par un nombre fini d'éléments et IP (Q ) est l'ensemble

des points limites de I .
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Démonstration. - L'arbre de Bruhat-Tits T de PGI(2, Qp) est défini par :

(i) les sommets de T sont les classes d'équivalence [M] des Z -sous-
P
modules M , libre de rang 2, de D . La relation d'équivalence est donnée

par M~M' s8i M=)AM' pour un AGD

(ii) {[M],[M']} estune arete de T s'il existe M, € (M], M€ [M']

tels que MlCM2 et MZ/MI—Zp

On sait que T estun arbre et que chaque sommet de T est 1lié avec (p+1)
autres sommets de T . Les demi-droites (ou plutOt leurs classes d'équivalence)
sont en relation biunivoque avec les points de IP (Qp) Le groupe PGI1(2, Q )
agit sur T par la formule y[M]=[YyM]. Soit M = - z%c Q . Alors le
stabilisateur de [MOJ est égale au sous-groupe ouvert zt compact PGL(2, Zp)
de PGI(2, Qp) . Comme l'action de PGI(2, Qp) sur T esttransitive, on a

un isomorphisme :

PGI(2, D )/PGI(2, Z )= T .
) p P
Donc T \ PGI1(2, Dp) est compact si et seulement si

r\T=r\PGl(2, Dp)/PGl(Z, zp) est fini.
Cela montre 1'équivalence de (1) et (2).

Un point p de ]Pl(Qp) est un point limite s'il existe une suite (yn) d'élé-
ments distincts de I" et un point q de ]PI(DP) tel que lim yn(q)= p . Sup-
posons maintenant que I'\T est fini. Soit L une demi-droite de T . Il existe
[M] et une suite infinie (Yn) de T tel que les [YnM] sont des sommets
de L . On peut remplacer (y ) par une sous-suite et on peut choisir des re-
présentants y € Gl(2, R ) de vy_ tel que lim y = AgM(2, Q ), AZ0 et
dét A=0. Le point p= A(Q ) de IP (Q ) est un point limite, Un calcul
facile montre que p correspond ala dem1 droite L . Ce qui montre que
IPI(Q ) est l'ensemble des points limites de I' . Finalement, dans [6], p. 20,
lemmI:x (3.2.2) on a démontré qu'un groupe discret I’ avec points limites
P! (Qp) satisfait : "\ T est fini si et seulement si I est engendré par un
nombre fini d'éléments., Nous remarquons que la proposition reste valable si

on remplace Qp par un corps local quelconque.
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(2.2) Nous rappelons un résultat de [6], p. 19 : Si le groupe discret I' est
engendré par un nombre fini d'éléments, alors I' posséde un sous-groupe dis-

tingué I‘o , d'indice fini dans I" , tel que 1"O est un groupe libre.

Nous appliquons les résultats précédents a une algébre de gquaternions D
sur ) te'le que = est ramifié et p estnon ramifi€. Soit M un ordre maximal
de D. Alors A= (M wz[-]—] * /{+ p". id|neZ} est un sous-groupe discret de
(D®Dp)*/ Q; = PGI(2, Q;)) et le quotient A\ PGI(2, Qp) est compact. Cela
résulte de la propriété (d) du §.1. Le groupe /. possede des sous-groupes
de congruence A(n)= A(0, n) pour chaque entier n=1 tel que pfn. La pro-

position (2.1) et les résultats généraux de [ 6] montrent la proposition suivante :

-

(2.3) PROPOSITION. - X = Cp—Qp /A(D,n) est une courbe non singulidre et

complete. La réduction stable de cette courbe n'a yue des composantes irréduc-

tibles de genre 0 (on dit, dans ce cas, que X est une courbe de Mumford)

(2.4) Dans [6], chap. IX, on a fait un calcul explicite des groupes A(D, n) et
des réductions stables pour le cas ou D est 1'algébre de Hamilton. Cela veut
dire que D est donnée par (a,b)= (-1, -1). L'ordre maximal M de D est

le Z-module engendré par -1‘(e0+e te +te. ), e, ,e, ,e_ . L'algebre D est

2 1 72 73 1’72’73
ramifiée en 2 et ® . Soit p#2. Pour p=1 mod. 4 le corps Qp contient
un élément i avec %= -1. L'isomorphisme D® Dp-:'—-+ M(2, Dp) peut etre
donné par la formule usuelle

. +i
a0+1a1 a2 1a3

2 ta e + + —— . .
2 1]e1 aZeZ a3e3 -a.tia a -ia
2 3 o 1

Pour p :3 mocd 4 le corps QP contient des éléments q et B tels que
a2+ BZ: -1 . L'isomorphisme D&Qp——'—"—o M(2, Dp) peut &ire donné par les
formules

1 0, a B
01)’1 (B-a

e ——
)

Le groupe 1 n'est pas libre. Grace au fait que M est un anneau euclidien
pour la norme on peut faire un calcul explicite des générateurs et des relations
A

de . . En particulier, on essaie de trouver un sous-groupe libre de ! , d':n-

dice fini dans .\ .
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(2.5) ' PROPOSITION ([6], ch. IX).- (a) Pour p=1 mod 4 ou p =7 mod 8
le sous-groupe A(2) estlibre de rang ptl et A/A(2)= A4. ‘La_réduction

+
2
stable de la courbe CP-QP/A(Z) est une courbe rationnelle sur ]Fp avec

ptl

2
(b) Si p=3 mod 8 le sous-groupe A(2) n'est pas libre. Il existe un sous-

points doubles ordinaires

*
groupe A (2) de A(2) d'indice 2 qui estlibre de rang p . La réduction stable

. #*
X de la courbe Cp-Dp/A (2) est

C'est-a-dire X a deux composantes irréductibles X] , X2 . Chaque Xi a s

points doubles ordinaires et les composantes se rencontrent normalement en t

. 1 .
points. En plus t=‘2‘ (le nombre de représentations de p comme somme de

trois carrés) et 2s+t = p+1 .

(2. 6) Remarque. - Ce qui manque dans le cas p-adique c'est le lien de
Cp-Dp /A(D,n) avec une famille de surfaces abéliennes. Dans les deux para-

graphes suivants on étudie le lien entre les deux familles de courbes des

paragraphes 1 et 2.
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§.3.-Le théoreme de Cerednik

Soit D une algebre de quaternions sur ) . On suppose que ® es8t ramifiée
et on écrit 1'ensemble S des places ramifiées de D comme S=T({{=]} avec
©gd T . Soit p un nombre premier, p¢g S et soit D l'algebre de quaternions

sur  ramifiée en TU{p}. Alors

(3.1) THEOREME (Cvlerednik (2], [3]).- Les courbes CP-DP/AI(D,n) et
X/ (D, n) sont isomorphes.

Idée de la démonstration

Comme les deux courbes sont définies sur des corps différents, il faut préciser
1'énoncé. Le théoreme veut dire que les deux courbes ont un corps de définition
commun K , extension finie de @), et que ces deux courbes sur K sont iso-
morphes. Le groupe A] (D,n) est le sous-groupe de A(D,n) qui correspond
aux éléments de norme 1 . D'apreés (d) du §.1, le sous-groupe D1 de

] #* 1
(ben ) x| | (DeW,)
P 4p 1

est discret et est a quotient compact.

N 1 1
Posons E = | l (D®QL) , i.e., le produit restreint des groupes (D®QL) .

L#p
C'est un groupe localement compact tel que les sous-groupes U , ouverts et

compacts, forment une base des voisinages de 1 dans E . Pour un tel U

1

on écrit D_ = D! n((De Qp)] x U). Le groupe D1 est discret et 4 quotient

U U

1 1

compact dans (D®MD =~ S1(2,R ) . On associea U 1la courbe S_=C - /D
p ( P) ( p) v~ R,/ Dy
sur (Ep et son corps de fonctions rationnelles LU. Le corps L = lim LU

-

(qui correspond a une tour lim SU de courbes) admet une action naturelle du

groupe E . C'est-i-dire, il existe un homomorphisme continu E— Aut(L /Cp)

tel que LU = L. pour chaque sous-groupe ouvert et compact U de E .

U
Le corps (Ep = LE est appelé le corps des constantes de L . Cerednik montre
que L, avec son action de E , peut &tre défini sur 0 = la cloture algébrique

de D . Cela veut dire qu'il existe un sous-corps L' de L invariant par E tel

que (L')E= 0 et L'®6 (Bp = L. Le corps L'" = L'®ﬁ C possede les propriétés :
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(x) il existe un homomorphisme injectif et continu E— Aut(L''/C).

U
(8) il existe un sous-groupe ouvert et compact U de E tel que (L")
est le corps des fonctions rationnelles d'une courbe XU sur € de

genre > 1 .,

(Y) pour chaque sous-groupe ouvert et compact V de U 1'application naturel-

le XV-—’ XU est non ramifiée.

Un théoréme d'Thara [7] dit que chaque (L'", E) avec les propriétés (a),
(8) et (y) peut &tre construit a partir d'un sous-groupe I' de S1(2,R)x E
ayant les propriétés : [ est discret et est a quotient compact ; les projections

de I' dans S1(2, R) et E sont injectives.

Pour un " donné, on fait la construction d'une tour le courbes comme avant,

Pour un sous-groupe ouvert et compact U de E on pose I“U =TN(S1(2, R)x U)
= J’C - - .
et XU /I‘U et MU le corps des fonctions rationnelles de XU

M= lim MU posséde une action naturelle de E . Le théorgme d'lThara dit que

. Le corps

(L", E)= (M, E) pour un T convenable.

L'algebre des quaternions D donne un sous-groupe ]51 de

#*
(D ®IR)1 x I—T (D ®DL)] 2 S1(2,R)x E du type considéré. La démonstration de
L#p

. ~1
Cerednik se termine par identifier D et T .

v
Remarque. - La démonstration de Cerednik est assez longue et compliquée. Un
outil essentiel me parait &tre le théoréme d'lhara. Je n'ai pas pu consulter [ 7]

pour avoir une idée de sa démonstration.

§.4.- La courbe modulaire attachée & une algeébre de quaternions sur 0

Nous présentons ici la méthode de V. Drinfeld [5] pour obtenir les résultats
de Cerednik. Soit D un corps de quaternions sur ) non ramifié en «

On désigne par M un ordre maximal de D .’
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. < 1
(4.1) THEOREME. - Soit n>3 . Il existe un schéma projectif Sn sur Z[‘I';]

qui est le schéma de modules des surfaces abéliennes (ou plutdt des familles de

surfaces abéliennes paramétrisées par des Z[i]-schéma) A avec les structures

supplémentaires :

(1) un homomorphisme M— End(A)

(2) un_isumorphisme -l-M/M—ﬁ-’ A[n] (= les points d'ordre n de A)
n ae

(3) si A est définie sur un corps de caractéristique p ol p}’n et D est

ramifié en p, alors l'action de M sur l'espace tangent T o est spéciale.
Remarques. - 1°) La partie (3) veut dire que TA o®-I€‘p possede une base
e,, e telle que l'action de M®Z sur T ®TF restreint au sous-anneau ©
1° 72 P A,o ¢
de M®Z , non ramifié et de rang 2 sur 'Z,p , a la forme matricielle

. X1(m) 0
6 +—— ? , . — T hi
me ( y (rn)) ol Xl XZ 6 — IF‘q sont les deux homomorphismes

d'anneaux po gsibles.

2°) Soit p un élément de D avec -pz= le produit des nombres premiers p
qui sont ramifiés dans D . (L'existence de ) se déduit de [14], th. 3.8, p. 78).
L'application X —— x* = ¢ p  estune involution de D telle que tr(X X*)
est définie positive, Drinfeld montre d'aborc¢ a 1'aide de (1) et (3) que A possede
une polarisation principale unique telle que 1'involution de Rosatti qui y correspond
est Xr—s X' . On peut donc ajouter aux structures supplémentaires de A la

polarisation principale correspondante a X+ X* . D'apres des théorémes de

Mumford [8] il existe un schéma de modules Sn jqui est quasi-projectif.

3°) Soit A une surface abélienne définie¢ sur un corps K complet par rapport
2 une valuation discréte. On suppose A munie d'un homomaorphisme
M—— End(A). 11 cxiste une extension finie L. de K telle que le modele de Néron
a de AC\QK I. a réduction stable.. Soit I. le corps résiduel de L . Il existe
alors une suite exacte 11— (-L_..”.)1 — Q®L—= B — 1 ou ic¢ {0,1,2} et
ou B est une variété abélienne sur L . L'action de M sur A induit un homo-
mo=phisme M-——vEnd((-I:* )i) . Le groupe End((i*)i) est ézal a4 : 0 pour i=0,
Z pour i=1 eta M(2, Z) pour i=2. Comme M®D =D estun corps de
quaternions, les possibilités i=1 ou 2 sont exclues. Cela entraine que A sur

K a potentiellement bonne réduction. On sa t que cela implique que Sn est pro-

jectif,
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4°) On appelle Sn la courbe modulaire attachée a2 un corps de quaternions

sur Q . C'est 1'analogue de la courbe modulaire usuelle qui correspond a

M(2, D).

(4.2) THEOREME. - Soit én le complété de Sn par rapporta (p) ou p est

un nombre premier avec p}/n et D est ramifiée en p. Le schéma formel

Sn sur Zp est isomorphe A une réunion finie de schémas formels de la forme

'\Q ol I estun sous-groupe discret de PGI(2, Qp) associé & D et n et

o 1 estle schéma formel sur Zp associé A l'espace analytique (Bp- D

(4.3) Remarques. - 1°) La courbe sur Qp qui correspond a gn est
Sn X%l 1/n] Qp . Le théoreme dit que chaque composante de celui-ci est isomorphe

a Cp- QP/I‘ (ou je pense que T = Al(ﬁ, n)).

D'autre part, chaque composante de Sn xZ[l/n] C est isomorphe a X /I'(D, n)
parce que ces deux courbes paramétrisent les surfaces abéliennes A sur C

munies des structures supplémentaires M-—— End(A) et ‘lr;M/M —:—OA[_'n] .

La courbe snxz[l/n] 0 est probablement connexe et son corps de définition
K est une extension abélienne de D (voir [12]). Cela explique que

et € peuvent avoir plusieurs composantes connexes

5y *Z[1/n] Dp Sn XZ [1/n]
(qui sont conjuguées). Je note que V. Drinfeld ne donne pas explicitement la
structure du groupe I' dans le théoréme (4.2), mais on peut deviner que

r-= Al(ﬁ ,n). Cela entraine le théoreme (3.1)

~ o 1=
X/T(D, n)= a:p DP/A (D,n) .

2°) Jen'ai pas réussi & comprendre (ou plutdt a reconstruire) la démonstration
de (4.2). Néanmoins je termine le paragraphe en établissant la raison de l'ap-

parition de D dans ce théoreme.

3°) M. M. Rapoport m'a communiqué qu'il a calculé la fonction z&ta de Hasse
de la courbe Sn en utilisant pour le facteur local en p le théoreme (4.2) ;

(voir aussi la remarque [4], p. 155).
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(4.4) Supposons encore que D soit un corps de quaternions indéfini sur Q et

que D soit ramifié en p. Pour n>3 tel que p/n , on a d'aprés (4.1) une
famille universelle @— Sn de surfaces abéliennes munies des structures (1),
(2) et (3). Soit s un point de Sn de caractéristique p . La surface abélienne

A =@ x k(s) est définie sur un corps fini de caractéristique p . En plus il existe

un homomorphisme M— End(A). Le module de Tate Tp = l‘i_m A[pm] est un
M®Zp-modu1e. Son rang, comme Zp-module, est <4> et alors l'espace vectoriel

a gauche T ® @)  sur le corps D®MN  est réduita 0. Donc aussi T_=0
PZ_ p p p

p
et A est supersinguliere (i.e. p : A— A est purement inséparable). D'apres

un théoreéme de Tate [13], A ®IE‘p est isogéne a un produit de deux courbes el-
liptiques supersingulieres. Un autre théoréme de Tate [9], appendix I, permet

de calculer End(A)®D et EndM(A) ®0D . La derniere algebre s'identifie a D.

- = -
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HYPERGEOMETRIC FUNCTIONS AS p-ADIC ANALYTIC FUNCTIONS
by

B. DWORK

The object

of this talk is to indicate how a Frobenius structure may be as-
signed to the system

. < a-c
_ d - A -1

(] )a, b, C— (1) d}\ (ul ) uz) "(ul ’ uz)
c-b c-a-b

Let a, b, c be elements of BN Z lying in the interval (0,1)
may be 1 ).

(except that ¢
We assume that the least common multiple of the denominators

of a, b, ¢ is strictly less than p .

Let Q be an algebraically closed field complete under a non-archimedian
valuation extending that of 0

For each A #0, 1, in Q we put
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'

r

. 1
O—Mm(l,m‘)

I, = Min (1, |a-1]/]A])

1

1“/}\=Min(1, [x-1])

1
r_= Min(1,[r ).

We define Lk to be the space of analytic elements on a region of the form

1
{x{ 'xl>1‘o-e , lx-l[>1‘1—5, ‘1—x?~|>l’1/)\-8 , IXI>I‘E—€}

where O<e< Min(I" , T, , T, , ') and ¢ is not fixed but is free to vary for
0’17 1IN ©
different elements of L

)
b-1

Let f=x2  (1-x°"P(1-ax)"2

1 d
We define D .= —— ox 7— o xf and set W (=W ):Lx/DfL

f dx f f, A A

L . . 1 : .
This is a space of dimension two and 1, Tx represent a basis of this space.

The Cartier operator in characteristic p may be lifted to characteristic

zero in the following way.

Let (a', b', c') be subject to the same conditions as (a, b, ¢) above and

related by the condition that

= L.
b =Ppa'-a

p,b =pb'-b all lie in IN in the interval [0,p-1]

'. 1 1 _at
Put h(x,A)=x> 1 (1-x)° P (1-1x)"2

G(x,x_)=—iﬁ’—"—"—)——
<P h(xp, kp)

1/p-1

Subject to the condition A#0, 1, In-1]> |p| we define a mapping

to W b
af.h of Wf.k on h,xp y

g— § (5. G(x,1))
where

(k8) (x)= =2 & (2
p'—' X .

o=

the sum being over all .z such.that z
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The matrix of Crp (relative to the bases represented by 1, Tl—}; in each

space) is analytic as function of A in the region
1/p-1
(A0, o, |a-1]>[p|1/PY

and furthermore the matrix has at most poles at 0, * and the coefficients are

bounded by 1 in the region
R_={r] [al=1=]a-1]3

A dual theory is constructed by means of the direct sums of function analytic

on the four disks
(el <y} el Ix-11<Ty 3, (] [1-sal<Ty )

{xl l'jzl/\'l"m} , and if Kf A represents in this theory the space dual to Wf A

then there exists a commutative diagram, (except for a factor of p )

Kea = Wi/6.a

#

% h “(1/f) (1/h)
K — W
h, AP (1/n), AP

where the horizontal maps are suitable rational maps (i. e. their matrices are

rational functions of A ). This diagram gives the symplectic structure. By means

of it we establish that relative to the bases represented by 1, ]];x , the matrix
of aQry has the following form
3 Paj
1 M < Min(u_, K, ) (
c a b a, jo) ay

2 g > Max(u , M
C a

[\

)
[\

N

o
o]
/—-\/—-\
NN
R
N———— N
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where in all cases the function a, (i=1,2,3,4) is bounded by 1 on R,

a
Idet(l E |=1 on Ro

3 0

In case 1 (resp. case 2), the reductions mod p of a, > a (resp. a, , a

2 3 4)
are non-tritial polynomials of degree strictly less than p . We have no need

for a more explicit representation of the a, -

We now indicate the relation between af h and the differential equation (1) .

Let B¢l . Then for

|A -8l <8l Min(1, |g-1]),

there exists a natural map TB A f of Kf 3 onto Kf A whose matrix relative
* s ? s b
to the dual bases 1, 1—1;) is a solution matrix of (1) at B which reduces to
the identity at A =8 . Furthermore we have the commutative diagram :
T
B x
£, B f, A
#* o
%, h, B “t,h, A
Kh, s Tp » - Kh,xp
B s )\ s h

Let Cf(B ,A) be the solution matrix of (1) at B satisfying Cf(B ,B)=1. Like

wise let C (B,A) be the solution matrix of (1)

h at B which reduces to

a',b', !
a

a
identity at g=A , then (with Q=( 1 2) in case 1, etc)
Pa3 p 3y

(2) c, (8" AP) ah)=a(®) Cle.1) .

£ )
We deduce from this, letting BP =B, a semilinear mapping

(30— (ag.u,) (F) @)

1

of solutions of (1) at B defined over QP(B) onto solutions of (1)

a', b" C‘ a, b: C,

at B, the symbol (ul, uz)cI (Ap) being explained by
E ah-p) — 2 & (P

where ¢ is the Frobenius antomorphism of DP(B) over Qp .
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To indicate the consequencesof this structure, let us restrict our attention to

the case in which (a',b',c')= (a, b, ¢)-

£
Then in case 3, case 4, B#0,1,=, Bp = B, the solutions of (1) at B

converge and are bounded in D(8,1 ). In case 1 (which we will now discuss,

there being a similar theory for case 2), there are two possibilities

Ordinary Case. - | 3, (B)l =1 . Then there is a unique solution at 8 convergent

on D(B, 1 ). The second solution is unbounded on D(8 , 1°) and grows like

log A/JB as |r-g|— 1.

Super singular Case. - ’aI (B)l <1 . Then all solutions are unbounded on

D(B,1 ) and grow like ./logA/B as IX-BI——# 1.

Furthermore in the ordinary case, by the theory of semilinear mappings there
exists a solution matrix Y defined over Qo the maximal unramified extension

of Qp such that

O,WP, .., 1 O
¥ 0P am= (g ) Y0
Writting
u u
e ( 1 vz)
ioo"2
we normalize Y by the condition [u] (B )|= 1, I det Y(B)I =1 . We then show
that
~,1 1 u 0 /.1 n

where u assume only unit values on D(B, 1-) ,

n is an analytic element on Rf= ()] la,l()\)l =1}
B . ()+p a () 1AP)
uo(hp) 1 3

. P
© (P)-pr(h)= p o)Al —
u()w (WP)
w=detY.
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The relations show that while u is only defined on D(B, 1), the ratio

u(A)/uo (Ap) is an anlytic element on Rf . It also follows that T is unbounded.

For further information we refer the reader to the Princeton Ph D Thesis of
Mark Heiligman and also to the Lecture Notes of our course at Strasbourg in
the winter of 1980. A discussion of the canonical lifting, i.e. of the solution of

the equation
T (AP+2)= pT(d)

was given in a D.P.P. talk on Dec. 1, 1980.

(texte regu le 13 janvier 1981)

B. DWORK

Maths Department Fine Hall
Princeton University
PRINCETON N.J 08540
U.S. A
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SUR LE THEOREME DE FUKASAWA-GEL'FOND
par

Francois GRAMAIN

1. - Introduction

En 1915, G. Pdlya [P], montrait qu'une fonction entiere f telle que f(IN)ZZ,

et de type exponent1e1 log 2 (id est telle que 11m qixp (log Iﬂ /r) < log 2, ou

6] = sup (It 5 |2

ndme, ce résultat étant le meilleur possible, comme le montre la fonction

<
€ r} et log désigne le logarlthme nepérlen) est un poly-

f(z) = 2% . L'étude des fonctions entitres telles que f(N)CZ ou f(Z)<Z est
maintenant trés complé‘e, en particulier grice a Ch. Pisot (on trouvera une bi-
bliographie importante dans [Gra 1], [Gra 2] et [Wa]). Les fonctions entigres
f telles que f(Z[i])=2Z[i] furent étudiées en premier par S. Fukasawa en
1926 [F], et, en 1929, A. Gel'fond [ G] améliorant le résultat de Fukasawa

montrait que

Il existe un réel 0.>>0 tel que, si f est une fonction entiere vérifiant

lim sup (log | f| r/r2)<oc et f(Z[i])<zZ[i], alors f est un polynSme.
r - 4o
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En 1929, Gel'fond trouvait pour a une valeur < 10-45 . Il faut attendre 1979
et L. Gruman [ Gru] pour améliorer cette constante, et obtenir aq =0,0396...
En 1980, D. Masser [M] publie une note aux C.R. A.S. dans laquelle il donne la
meilleure constante a que puisse fournir la méthode des séries d'interpolation,
utilisée par Gel'fond (voir [Gra 3] pour une démonstration complite des résultats‘
de [M]). On peut vérifier (voir [Gra-We]) que a_ est voisin de 1/2e . De
plus, D. Masser montre qu'on ne peut avoir a>1/2e, en construisant une
fonction entigre (non polynémiale) de type 1/2e d'ordre 2 telle que

f(z[i))= Z[i]) .

Les démonstrations de ces résultats utilisent des propriétés arithmétiques de
Z [i] de plus en plus fines, en particulier sur les premiers de 2Z[ij. En fait,
une méthode ''de transcendance', la méthode de Schneider, permet d'obtenir la
meilleure constante a possible (dans le théoreme de Gel'fond), dans des cas

plus généraux que celui de Z[i].

THEOREME. - Soit K le corps quadratique imaginaire de discriminant -4, et

a=,/A/2 laire d'un parallélogramme fondamental du réseau GK des entiers

de K.
(i) Si f est une fonction entiere vérifiant f(@K)CZ @K et
lim sup ¢ ,flr < I
r -+ 4o r2 2ea ’

alors f est un polyndme.

(ii) Il existe une fonction entiere f telle que f(@K) C(9K et

log,flr -
2 “2ea

lim sup
r 4o r

On trouvera la démonstration compléte de ce théoréme dans [Gra 4] . Nous don-
nerons ici la preuve du résultat suivant, un peu plus fort que la partie (i) du

théoreme :
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PROPOSITION. - Soit K le corps quadratique imaginaire de discriminant -4,

et a=,/A/2 l'aire d'un parallélogramme fondamental du réseau ®K des entiers

de K . Il existe une constante C>0 (ne dépendant que de K ) telle que, si f

est une fonction entieére vérifiant f(@K)C GK , et, pour r assez grand

1
2ea

1og}flrs S r5/3 (log r)1/3 ,

alors f est polyndme.

Au paragraphe 2 nous donnons les lemmes nécessaires a la preuve de la pro-

position qui fait 1'objet du paragraphe 3.

2. - Quelques lemmes

Les lemmes 1 et 2 sont dus 2 D. Masser (le deuxiéme dans le cas particulier
de Z[i]). Le lemme 3 est un lemme de Schwarz pour les fonctions analytiques
ayant de nombreux zéros dans un réseau, et il est, au terme correctif pres, le
meilleur possible. Le lemme 4, le plus original de ce travail, montre qu'une
fonction entiere vérifiant '"deux équations aux différences finies dans deux direc-
tions différentes' est d'ordre <1 . Quant au lemme 5, il est dd a M. Waldschmidt

[W2] et il repose sur l'utilisation de la méthode de Schneider.

LEMME 1. - Soit z¢€U et r20. Si dw désigne 1'élément d'aire de ]R2=>-C,

1'intégrale

Ir(z)zﬁ‘_ log |z-t| dw(t)
D(0, r)

existe. On a Io(z)=0 , et, 8i r>0,

rrrzlog[zl si ,ler

I (z)=
r ,z,S r

[

mrl logr - % (rz-lzlz) si
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Démonstration. - La convergence de cette intégrale provient de ce que

2 x X
[ ] (logp)pdods =21 (logp)p do
00 0

existe. En effet, par intégration par parties, on a :

1 2 1 2
f(logp)pdp=‘2'p logp-%fﬂdp=gp 1089-19 ’

2
et p logp— 0 quand p++0.

T 21T ;
On a donc Ir(z)=f P(p)pdp , avec ®(p)=[ loglf(p ele)l ds , ou f(t)=z-t.
0
Si z=0 le résultat e(s)t immédiat ; et si z#0 , la formule de Jensen ((W1],
1.5.3) montre que, pour p>0, ona %(p)= 2M max(log|z|, logp ). Le lemme

en découle aussitbt.
-c.q.f.d.

LEMME 2. - Soit {(.}. = A un réseau de IR2=' €, oules QJ sont ordonnés

de sorte que Ig l = I QJ+1€| pour tout jE€IN. Soit a l'aire d'un parallélogramme

fondamental de A Il existe une constante C1 (ne_dépendant que de /)

aisément calculable, telle que, si z¢ € vérifie lzl =§ Ignl , on ait, pour n=2

llogl.]—_(z —-—n logn-nw(9)| =< C1 max(1,9)vn log n ,

ol 1l'astérisque signifie qu'on omet dans le produit les facteurs de module <1 ,

et ol

log 8 -%logz- si p=1

6 1 1 n e
_Z.-E-Z.loga si =<1 .

Ce lemme résulte du fait qu 'un réseau est bien réparti dans le plan, donc que

logl_—f(z g)l est voisin de —I

le_ Iu/“ +0(1) .

I (z) . On utilise aussi l'estimation classique

[¢

LEMME 3. - Soit A un réseau de 1R2=~ €, dont l'aire d'un parallélogramme

fondamental est a . Il existe une constante. C2 (ne dépendant que de A)

aisément calculable, ayant la propriété suivante : si p , R1 et R2 sont des
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réels vérifiant 3< p+ISR] < RZ’ et f une fonction holomorphe au voisinage de

B(O,RZ) , telle que f(A ND(0,p))={0}, alors on a

2
R R
T 2 2 2
1og[flR _<.1oglf|R -~ P log g +C, R logp
1 2 1 1

Démonstration. - Soit { 1'élément caurant de A . La fonction

RZ- z Q_
g(Z) = f(Z) T—I RZ (Z_g)
2

lcl=p
est holomorphe au voisinage de ]S(O,RZ), et, d'apres les propriétés élémentaires

des produits de Blaschke, on a lgIR = If‘R . D'autre part,
2 2

2 = 2
Rz"zC_z(Rz_c( -1
R,(z-C) R, =z )=-C)

et le réseau des ( est symétrique de A par rapport 3 1'axe réel. Le nombre n

des facteurs de Blaschke vérifie 'n-ﬂ Qz/alS C,p , etona R:/Rlpa Rl/p>l ,

3
donc le lemme 2 montre que

2, By R, R Ri
m —_— - - —
[10g lglRl- loglflRl-;—fD (log R2+ log R.p log—=) |=sc, g5 loge

—

Il suffit alors d'appliquer a g le principe du maximum ('g]R s 'glR ) pour ob-
1

2
tenir le lemme.

c.q. f.d.

LEMME 4. - Soit a et B deux nombres complexes linéairement indépendants

sur IR, et f: € » € une fonction bornée sur tout compact vérifiant les deux

équations fonctionnelles

®(z) + > Pn(z) f(z+an)=y(z)+ E Qn(z) f(z+gn)=0,

=n=< s ns<
Oan OnN2

ou les P (resp. Qn) sont des éléments non tous nuls de C€[z]. Alors, siles

fonctions ® et y : €+ C sont bornées sur tout compact et vérifient
log |@|_ log [y]_
lim sup —————< 7T, et lim sup <T', avec T et T'20,

-+ r logr T+ 4o r logr
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la croissance de la fonction f est limitée par

, log |4, pip
lim sup =< +
r+ 4o T log r T o

max (¥,T') ,

o D (resp. D') estle maximum des degrés des polyndmes P (resp. Qn) ;

T, le diametre du plus grand disque contenu dans le parallélogramme de sommets

0O,a,B et atp ; et r1 le diametre du plus petit disque contenant ce paral-
1élogramme.

Démonstration. - Tout z¢ € a une écriture unique sous la forme

z = ca(z)a+cB(Z)B , avec ca(z) et CB(Z) réels. On peut supposer, sans perte

de généralité, que P P._ Q Q _#0 . Soit M tel que le parallélogrémme
o Ny o N2
{max(‘ca(z)] | CB(Z)' )S M} contienne les zéros de PoPN QoQN , et soit

N = max(N] , NZ). Pour R réel positif, posons 1 2

[£)g = sup { [f(2)] 5 max(fe_(2)] . [e (2)])=R}
et
{f) = sup {[f(z)] 5 [ (2)]=R+1, lcﬁ(z)lS R} .

On a noté, comme d'habitude

g = sup {1 £(a)] 5 [2l<R) .

Fixons un R >M+N+1 assez grand pour que log pr,rS‘f rlogr, et
log Ilﬂrs T'rlogr, si rZrl(R+1) .

Soit z tel que R= ca(z+aN1)SR+1 , et ch(z+o:N1)|SR . On a

N]-]
P (z)
- _%(z) _S_ n
f(z+aN1)~- PNI(Z) - i pN ) /f(z+c1n) )
n=0 1

donc il existe une constante C4 ne dépendant que du réseau engendré par a et

B et des polyndmes Pn , telle que

Tr

D R+1) 1og(r1(R+1))
lf(szl)lsc4R (£l +e

1
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De mé&me, pour -R- 1<c (z)S -R et lcs(z)lSR , ona

Nl
P(z
f(z)= - %)g—z(—)z— ———(——f(z +an) ,
n=1

d'ou l'existence de C5 telle que

Tr

R+1) log(r, (R+1))
[£(z)] =cg RP [l +e

1

Cela montre que

{ } : ] 1(R+1)10g(r (R+1))
f} = C R fl_+ e

Une utilisation analogue de la deuxieéme équation fonctionnelle vérifiée par f
montre que

D T'rl(RH) 10g(r1(R+1))
[fJR+IS C, R {f}R+e

On a donc
r, (max(T,T')+e)R logR
D+D' 1 ‘
<
[fg1S Cg R Lilgte

pour tout €>0 , des que R>Ro(€) .

Par itération, si K est un entier positif, et si on a choisi C_>1, on a

8
r (max(T,T')+€)(R+K)log(R+K)
K K(D+D') 1
= + .
[f]R+K Cq (R+K) ([flgte )
Mais, si p estun réel positif, on a If[r 0 s [f]p , d'ou :
o

log ,flro(R+K)S K(D+D')log(R+K)+ T (max(t,7')+e) (R+K)log(R+K) +9(K) ,

et on en déduit immédiatement le lemmme en faisant tendre K vers l'infini.

c.q.f.d.
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LEMME 5. - Soit K un corps quadratique imaginaire, et @K l'anneau des

entiers de 1! . ]l existe une constante C_>0 (ne dépendant que de K, telle

9

que, si f 2st ine fonction entidre vérifiant f((q )< @K et

Poe

log Hl
lim sup ““'E""—< C9
r 4 r

alors f est i polynidme.

C'est un cas particulier du théoreme 2 de W2]. En fait, on n'a pas besoin
d'un résultat aussi précis, et le théoréme 2.2.1 de (W17, qui est un raffinement

du théoréme de Schneider-Lang, suffit pour conclure, au paragraphe suivant.

3.- La preuve de la nroposition_

Soit donc f une fonction entiere vérifiart f(@K)C 6, et

2 5/3( 1/3

r -Cr Jogr)

( In
log |f] ==

pour r assez grand. Soit « # 0 un entier d: K , et H un entier suffisamraent
grand. Ncus allons construire une fonction
<< Ay
f(z) = g ) a() z " fz+ad,)
= <L,
0 AIS L1 (1= )\2 2
5/3 -2 2 3

17 H / (log H) /3 et L,= H /3 (log H)l/ , et ol a(l)=a(}\.1, K&)E Z

pour A E{O 1, ...,[Ll]] et 126{0,1,...,[1'..2]}, telle que F(()= 0 pour tout

avec L

Ce (9 ﬂD(O H). Pour cela, il suffit de résoudre un systeme linéaire homogene
en 1es a(\), de TH /a+ O(H) équations a ([Ll_] +1) ([sz +1)2H7/3(10g H)_]/3
inconnues, dont les coefficients sont des entiers de K dont le logarithme du
zn 2 + O(H /3( H)1/3)

([W1], lemme 1.3.1) montre qu'il existe une solution non triviale a(A)€ Z,

module est majoré par Le lemme de Siegel

vérifiant

2
log max |a(\)| = -F—?: H5/3 (log H)]/3 (1+o(H'1/3(1og H)1/3))
ea
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On veut montrer que F est identiquement nulle. Comme F(0)=0, le
théoréme de Liouville montre qu'il suffit de prouver que F est bornée. On va
faire la démonstration par récurrence suivante : Supposant que

F(@Kﬂﬁ(O,N))={O} on va montrer que |F| <1 . Comme F(@K)C@ , il

N+1 K

en résultera que F(GKﬂﬁ(O , N+1))= {0} .
Par construction, 1'hypothe¢se de récurrence est vérifiée pour N=H . Sup-
posons donc N>H et F({)= 0 pour tout ( GGKﬂﬁ(O,N) . Le lemme 3, appliqué

a F, avec p= N, R1= N+1 - et R2=,\/e-(N+1) fournit

< N2
log IFIN+1—1og ,F]ﬁ(N+1) 5- N"+O(N1logN) ,

d'ou :
2
log |F|. .s—— H5/3 (log H)1/3+ H5/3(10g H)'Z/3 log N+'T,T—"—LCLI'H2/3(Iog H)1/3N
N+1 eaz Ve a

/
¢ ¥ 83 0g M) 24 0?3

Compte tenu de la forme du second membre de cette inégalité, pour obtenir

log IFIN+1<O , il suffit de vérifier que log|F]| et cette derniere inégalité

<0,
H+1
est réalisée, pour H assez grand, si

5/6 T Trlal
C e > 2+1+J§a'

ea

On a ainsi montré que, sous cette condition sur C, la fonction F est identique-
ment nulle. Si nous faisons cette construction pour deux valeurs IR-linéairement
indépendantes de a e@K , nous voyons que f vérifie les hypoth¢ses du lemme 4

(avec 9 =y = 0), donc que, d'apres le lemme 5, f est un polynSme.
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PADE-APPROXIMATIONS IN NUMBER THEORY
by

F. BEUKERS
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« ™. .

Introduction

In 1873, Hermite [H], was the first to construct explicit simultaneous Padé-
approximations to the system of functions 1 , e” , ezz, vees e'? and discovered
the transcendence of e . Since that year there have been several other applications
of Padé-approximations in number theory. Very recently there has been an
upsurge of interest in the use of Padé-approximations in irrationality and trans-
cendence proofs, stimulated by Apéry's remarkable irrationality proof for ((3).

In this exposition we give a rough overview of these various applications.

We first define the term Padé-approximation, which we shall abbreviate as
P.A. in what follows. Let fl ) fz ,
z=0 and suppose f (0)# 0 . We distinguish two kinds of P.A.'s (see

K. Mahler [Ma], H. Jager [J]).

vees fk be a system of functions analytic around
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»...,n  such that

Type I : polynomials Pl(z),...,Pk(z) of degree n K

1
P (z) f,(2)+...+ B (2) f, (2) = 0Nt

where N= I ni .

Type II : polynomials P1 (z),...,P

k(z) of degree N-rxl,..., N-nk with

Zni = N, such that

Pi(z) fj(z)+P3,(z)f.(z)= 0(z ) i,j=1,...,k .

1

Notice that if k=2 then both types coincide, and the rational functions

-P1 (z) /PZ(Z)’ constitute the so-called Padé-table of the function f] (z)/fz(z).

Various applications

One of the first to apply P. A.'s in number theory was A. Thue, although he
does not refer to them as such. For an account of this see C. L. Siegel [Si 3].
In 1937, Siegel [Sil] used P.A.'s to the function (l-z)] /n to study the diophantine
equation

(1) axn-byn=c (a,b,c,n€ Z,n=3)

in the unknown positive rational integers x,y . He showed,
n-1

n-2
THEOREM 1. - If labl>knl cl (where An is an explicit constant) then

equation (1) has at most one solution.

By elaborating Siegel's method one can show that if n =5 and c=1, equation (1)
has at most 2 solutions, see [D]. Very recently J. Evertse showed that it ¢

is a prime power then there are at most 2n+6 solutions (unplished yet).

By examining Siegel's method and applying an ingenious trick on the coefficients

of the P. A.'s of (1—2)1/3 A. Baker [Bal] was able to show,
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THEOREM 2. - For any %E O we have

6
2 955
q

1B -2z)>

This was the first example of an explicit bound for the approximation of an alge-
braic number by rationals which is better than the trivial Lionville-estimate
(which would be l% -3;/7|> 10_1q-3) . It seems extremely hard to find non-trivial

lower bounds for other algebraic numbers beside the ones mentioned in Baker's
paper.

In 1977 the author [Bel], using P.A.'s to ,/1-z obtained

THEOREM 3. - For any x,r€IN we have

-43 9

I—-—fl

Multiplication of this inequality with 22r(,\/§+x. Z“r) ' yields

lx2-22r+1f> 20. 2r 2—-43.4

from which we easily derive

COROLLARY. - Let DE€Z andlet x,n ¢IN be a solution of the diophantine

equation x°+D = 2 . Then n< 435410 log |D|/log 2 .

. . . . 2
As a consequence we see that for given D€Z the diophantine equation x +D =2
can be solved in finitely many steps. Moreover, after some technical considerations
it is possible to show that x2+ D= 2" has at most four solutions, unless D=7

in which case the solutions read (x,n)=(1,3)(3,4)(5;5)(11,7)(181,15).

. 2Zm  3m r
By using P. A.'s to the function X (m+ )(-z)" the author [Be4] showed
r=0
in 1980,
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THEOREM 4. - For all k>5000 we have

I l>2 %

where “x“ denotes min lx-ml .
me Z
. . k k
It is a well-known fact that if “(3/2) ]|> (3/4)" for some k=5 then
k
glk)= 2k+ [(3/2) ]-2 for this value of k , where g(k) denotes the number

min [sl a =nk +... +n1; for all a¢ N} in Waring's problem. Unfortunately

1

Theorem 4 does not give the required lower bound. It seems very hard however

to obtain anything better than the trivial lower bound Z-k .

Irrationality results. - In attempts to interpret and generalise Apéry's irrationali-

ty proof several people began to reappreciate the older methods that existed in
irrationality and transcendence theory and added many new and interesting results,
In this way E. Bombieri in 1979-80 continued Siegel's [Si2] and Galoschkin's
[G] work on G-functions and obtained some strong theorems, of which we mention

one

COROLLARY. - Let Lr(z) be the rth polylogarithm defined by

2 2 3
Lr(z)="';+"zr—+'z';‘+ .
1 2 3
Then, for any € >0 and any d¢& IN there exists an explicit constant
c=clk,d, €) such that for q > c|p| 1+e the numbers
Ll(p/q) , Lz(p/q) ) eees Lk(p/q) (p/qe Q) do not satisfy an algebraic relation of

degree d with coefficients in @ .

In another direction, G.V. Chudnovsky and others have constructed explicit
P.A.'s to functions or systems of functions to obtain irrationality results. In
particular Chudnovsky [C2] succeeded in ﬁqding a very wide class of explicit
type I and II approximations of generalised hypergeometric functions. To quote

a few results,
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1
1) I"(Z)4/1T2 is irrational [cCc2]

2) LZt‘ll‘)éD for all qe Z , q214 [C1,2]
1

k+1
l

3) 1 g>(ek) |p|" then 1,L,(p/a),... L(p/a)  [C2]

are QD-linear independent

I__P 1 P 1
4) 'ﬁ ql>q8.31 and llogz-al> q4‘63 [c1]
for q sufficiently large
1
5) [n-%l>—1—§—‘é‘§ for q sufficiently large. (c1]
Ry

Unfortunately, Chudnovsky's papers refered to are difficult to read if the reader
does not fill in the detailed computations by himself. For a more detailed ac-
count of results 4) one may consult [A-R1,2] or [Ba2] for a weaker version
of this result. A proof of result 3) can be found in [N] although there is a mis-
take on the last page which yields an exponent 2 for ,pl instead of the correct
k+1 . For a weaker form of 5) see [M1]. Finally, the author [Be 3] proves
irrationality of some classical constants by using a simple trick involving

Legendre-polynomials.

¢(3) Again

Despite the interest in P.A.'s that Apéry's discovery of ((3)¢ @ has aroused,
it is still not clear from which P. A.'s one might obtain irrationality of ((3).

However, it becomes possible if we extend the idea of P. A. a little.

They by now traditional way to prove ((3)¢ R can be sketched at follows.
Define

D n 2,n+k .2

= 2 G0

-3
Then there exist numbers b_€ [1,...,n] * Z such that

(2) 0<la_c(3)-b | <3(/2-1)"
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If ¢(3) were rational, say p/q, then lan§(3) -bnl > q-1 [1,... ,n]-3 contradic-
ting the upper bound in (2) for n sufficiently large. For full details, see

[R], [P] or [Be2]. ‘

We will now show how the numbers a and bn can be derived from Padé-tvpe
approximations. We look for polynomials An(z) , Bn(z) , Cn(z) , Dn(z) of degree
n such that

A _(z) L,(2)+B (z) L (2)+C_(z)= 0(z2™*1

) 2A (z) L.(z)+ B _(2) L_(z) + D_(z)=0(z>""?
nz) 3z) nz) 2z) nz)- z )
and Bn(1)= 0 . The four polynomials have 4(nt+l) coefficients and the system
(3) together with Bn(1)= 0 gives 2(2n+1)+1 = 4n+3 linear conditions, so that
A ,B , C , D really exist. Write
n n n n
n n

r
An(z)— rEO a_z and Bn(z)-ril0 B, 2

r

Since degree Cn’ DnSn , the Taylor coefficient of 2 (n+1=m=<2n) in

An L2+Bn L1 ) ZAnL3+ BnLZ respectively must be zero, i.e.

n a B
T T —X—=0

r=0 - -

(4) ’ (m-r) m-r m =n+l, ..., 2n

n 2 B

z L —y L —-o

r=0 (m-r)” (m-r)

Furthermore, Bn(1)= 0 implies Zsr= 0 . This system of linear equations for
a and B is easy to solve. Consider the rational function
r r

a 8 Q (t)
n T—y L = '
Ba®= 2 (tn? ter 1) (en)

The conditions (4) now imply that Rn(t) and its derivative are zero for
t=n+l, n+2, ..., 2n . This implies that Qn(t‘) is a multiple of
(t-n-l)z(t--n-Z)2 (t-Zn)2 . If we put Qn(t) equal to this product, then degree
Qn(t)= 2n , whereas the denominator has degree 2n+2 . This automatically

implies L 8 _=0 . Therefore, the coefficients Qs Br can be obtained from
r

the partial fraction expansion of
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(t—n-l)2 (t-n—Z)Z (t-.?.n)2
tz(t-l)z (t-n)2

In particular, it is easy to see that

2n -
=(n)2( n r)Z.

r r n

Substitute z=1 in (3) and use Bn(1)= 0 . Then the second line yields

(5) 2An(1) ¢(3) +Dn(1) = remainder
where

An(l )3 (n)Z(Zn r 2_% (n Z(n;k)z

r=0 T

-

Thus we have recovered the number a from (3). It is now a matter of compu-

tation to show that approximation (5) is actually the same as (1).
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SUR LA DENSITE DIVISORIELLE D'UNE SUITE D'ENTIERS
par '

Gérald TENENBAUM

Nous reproduisons ici l'introduction et la bibliographie de 1'article portant le

méme titre, a paraftre au '"Journal of Number Theory''.

Introduction

Soit n un nombre entier et T(n) le nombre de ses diviseurs ; pour toute
suite d'entiers strictement croissante (@, on désigne par ¥(n, Q) le nombre

des diviseurs de n qui appartiennenta a.

Dans [7], Hall introduit la définition suivante :

DEFINITION 1 (Hall).- On dit qu'une suite d'entiers @ possdde une densité

divisorielle z , et l'on note D@=2z , s'il existe une suite d'entiers 42 de

densité asymptotique 1 telle que l'on ait

"C(n, @) ~ Z T(n)

lorsque n tend vers l'infini en restant dans /2
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Contrairement & ce que laisserait supposer la relation asymptotique

L t(n,Q)ux T =

n<x d<x ¢
1 dea
qui a lieu des que la série X 3 diverge, les notions de densités divisorielle et
a

-

logarithmique sont assez dépendantes : Hall constuit, pour tout couple (z,w)
de [0, 1]2 une suite @ satisfaisantad D@ =z et 0@ =w (ici et dans la suite,
6 désigne la densité logarithmique). Il prouve cependant le résultat suivant,
conjecturé par Erdds, qui établit l'existence d'un lien entre les deux densités

our une suite constituée par des blocs suffisamment longs d'entiers consécutifs.
P P g

THEOREME A (Hall [7]).- Soit {bJ} une suite de nombres réels satisfaisant a

bj-H zcbj pour tout j, avec c>1, et soit @ la suite d'entiers définie par

¢ ={d:3j: bj.<_d<b

2 2j+1

Alors, si 6@ =2, on aaussi D@ =1z.

La notion de densité divisorielle est également liée a celle d'équirépartition

modulo 1 sur les diviseurs.

DFFINITION 2 (Hall [6]).- Pour toute fonction arithmétique réelle f, on pose

A(n;f):= sup L card{d:d|n, f(d)e [u, v[ (mod 1)}-(v-u)]| .

0<ucvy<y *)

On dit que f est équirépartie (mod 1) sur les diviseurs s'il existe une suite

d'entiers 4 de densité asymptotique 1 telle que l'on ait :

i1) lim A(n;f) =0 .
n-+o

n¢z

Considérons, pour z dans [0,1], la suite

Q(z;f):={d : f(d)<z (mod 1)} .

Il est clair que (1) implique

(2) DQ(z;f) =z ;

réciproquement, si (2) a lieu pour tout z de [0,1] alors f est équirépartie

(mod 1) sur les diviseurs (Hall [8]).

La méthode naturelle pour établir des résultats du type (1) consiste 2 majorer

les sommes de Weyl
g (n,f):= & e(vd), 1
v d|n

ot veZ\{0} etou e(x):= erﬂx, et 3 appliquer 1'inégalité d'Erdds-Turén.
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Lorsque f est additive, les sommes de Weyl sont multiplicatives et cela re-
présente un atout précieux dans la conduit des calculs. La fonction f(d)=1log d
a été étudiée dans [2], [4] et [5] ; elle est équirépartie et 1'on a pour tout

A< l%g—;—- 1=0,651... etpresque tout entier n

log
-\
&(n;log)<t(n) " .
Le cas des fonctions f non additives est plus délicat. On peut utiliser le théoréme A
pour montrer par exemple que (log dfx et (loglog d)s sont équiréparties
respectivement pour 0<a<l et 8>1 (cf. [7]). La restriction concernant B est
nécessaire mais Hall a conjecturé qu'il suffit de supposer a>0 (cf. [6]). Dans

[8], il a montré que l'on peut prendre 0O<a<1+log 2.

-

Nous avons cherché une condition nécessaire et suffisante simple pour DQ =z
s'exprimant sous forme de propriétés de moyennes. Bien entendu, le critére obtenu

permet également de prouver des résultats d'équirépartition.

THEOREME 1. - Soit ¢ une suite d'entiers de fonction caractéristique y . Alors

D@=2z si, et seulement si, on a pour x infini

(3) b3 IS > —X—(’—lliﬁl = o(/Tog x)
k<x n<x Q(n)
n=0 (mod k)

ou (U(n) désigne le nombre des facteurs premiers d'un entier n, comptés avec

leur ordre de multiplicité,

Remarques. - (i) Ce résultat permet de vérifier directement certaines propriétés
connues, comme le fait que les progressions arithmétiques distinctes de IN ou la
suite des entiers sans facteur carré ne possedent pas de densité divisorielle ou encore

que, si ¢(n) » » , la suite des entiers n satisfaisant a

(4) |Q(n)—%loglog nl:&’w(n)\lloglogn

est de densité divisorielle unité (cf. [3], [7]). Pour ce dernier point il suffit

de constater que D@ =1 si et seulement si

5 an[ ‘L'gn[ 5 Tgn[

~

n<x 4Q(n)n n<x 4Q(n)n
et la conclusion découle du fait classique que la somme de droite est dominée par

les entiers n satisfaisanta (4).

(ii) On peut aussi donner une nouvelle démonstration du theorem 2 de [8].
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Soit f une fonction multiplicative satisfaisant a

(a) f(p)=1 +O(p-°) , ou 0 estun réel positif fixé, uniformément

pour tout nombre premier p,

(b) 0sf(p)s ele; , ol 6. et §, sont deux réels positifs, §,<2,
uniformément pour tout nombre premier p et tout entier non négatif Vv .

Alors la condition (3) implique

y Anlxin) o oq) g flo)

n<x 1 ¥(n) n<x N T(n)

En effet, si 1'on définit une fonction multiplicative g par l'identité

_ f(n) £10)
dln

on constate facilement que g satisfait (a) et que, pour tout nombre premier p

et tout entier non négatif vV, on a

. \% ' \%
glp)se, (46,)
De plus,
S(x):= 3 Km)-2z)i(n) _ 5 X(n)-z i
G nT(n) n<x (n kfn glk)
=L gk) X 'XE()—li g(k) A (x) , disons.
k<x n< x 4 (n) n k<x k
n=0 (mod k)
Maintenant, si r estun réel>1 tel que (462)r<8 et si s= _1:1'_1 y 1'inégalité de

HVlder implique

seal={ = el la 6ol 170 = [a Gal3®

k<x k<x

1'inégalité (3) implique que le second facteur est o((log x)l/ ) etl'estimation

1/4/4

triviale |A, (x)] << ((log x , valable uniformément pour k<x,

k
permet de majorer le second par

1/4r{ 5 Ig( )l l/r ‘1/4r T lg(E )I 1/21'
k<x p<x V=0 (4p

(log x)

d'ou la conclusion souhaitée.

L'emploi du théoréme 1 permet de généraliser le théoréme A de la maniere

suivante :
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THEOREME 2. - Soit {bj} une suite croissante de nombres réels satisfaisant

pour x infini a

(5) card {j : b<x}< (log = ;

ol a estune constante positive, et soit @ la suite d'entiers définie par

= : 35 s
a={d: 3j sz d<b2j+1]

Alors, si Q@ =2z, on a aussi D@=z .

COROLLAIRE 1. - Soit f une fonction dérivable réelle, définie sur r* . Si

f'(x) »0 et si la suite {f(n) :n=1,2,...} estéquirépartie (mod 1), alors la

. a P “ g P . P .
fonction f((log d)”) est, pour tout réel positif a , équirépartie (mod 1) sur les

diviseurs.

COROLLAIRE 2. - Soit g une fonction dérivable réelle, définie sur i . Si

| xg'(x) log x| ++= et s'il existe un réet a>-1 tel que la fonction xg'(x)(log x)-a

soit monotone et tende vers 0 2 l'infini, alors g est équirépartie (mod 1) sur

les diviseurs.

L'un ou l'autre de ces corollaires implique 1'équirépartition de (log d)a pour

tout a >0 .

Le théoreme suivant donne un critére d'équirépartition (mod 1) sur les di-
viseurs qui est 1'analogue du critére de Weyl dans le cadre de 1'équirépartition

classique.

THEORIME 3. - Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit équiré-

partie (mod 1) sur les diviseurs est que l'on ait, pour tout entier non nul v et

x infini,
(6) L | oz i'((%)(—rf‘)('r}'nl=0«/10gx) .

k<x n<x
n=0 (mod k)

n
Je tiens & remercier ici Richard R. Hall qui m'a éclairé, au cours de
nombreuses et amicales discussions, sur les notions nouvelles qui sont a la base

de ce travail.
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REPRESENTATIONS DES CORPS DE NOMBRES
ET THEORIE DE BAKER

par

Daniel BERTRAND

§.1. - Introduction

Le présent exposé reprend, en la précisant, une méthode élaborée en colla-
boration avec D. Masser (voir [3]) pour l'étude des combinaisons linéaires a
coefficients dans 6 de certains nombres transcendants (on a/désigné par B
la cloture algébrique de @) dans € ). Cette méthode repose sur le critere de

transcendance suivant, dont on trouvera une discussion dans [4], chap. 5 et 7.
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THEOREME 1 (Schneider-Lang). - On désigne par K un corps de nombres,

par n et £ deux entiers =1, par f_,... 'fL des fonctions méromorphes sur

1
n ..
C , d'ordre fini, et par T° un sous-groupe de (En engendrant Cn sur C .

On suppose. que 1l'algebre K[fl’ cees f{,] est stable sous les dérivations
d3/d Zys e d/3 zn , et que son degré de transcendance sur K est > n+1 .
Alors, les fonctions fl, cees f{, ne peuvent prendre simultanément des valeurs

-

dans K en tous les points de I

Comme il est bien connu, cet énoncé, appliqué au cas n=1, contient les
théorémes de Hermite-Lindemann et de Gel'fond-Schneider sur les valeurs de la
fonction exponentielle. La méthode évoquée plus haut permet, pour des choix
convenables de n , d'en déduire une nouvelle démonstration des résultats qualita-
tifs de la théorie de Baker sur les formes linéaires de logarithmes (voir [1],
chap. 2). En voici, dans le cas n= 2, une illustration, tirée de 1'exposé de
D. Masser au Colloque de Durham de 1979, et qui concerne le probleme de Siegel

sur la transcendance du nombre

1
I:j dt 1

N =375 (/-3 Log 2+ 1im) .
Considérons le corps K = D(/-3, I), et soit T le sous-groupe de (EZ en-

gendré par les vecteurs (im, Log 2) et (-3Log2, im). Leur déterminant

3(Log Z)Z-ﬂ2 étant non nul, I’ engendre (132 sur € . Or les fonctions

exP(zl) , exp(zz) , z1+A/-3 z, vérifient les hypotheses du théoreme 1, et prennent

sur [’ des valeurs dans K. Donc K ne peut &tre un corps de nombres.

On reconnaft dans T° 1'orbite du point (iT, Log 2) sous l'action de Z[./-3]
induite par la représentation réguliere du corps quadratique F = D(/-3) sur (EZ.

C'est cet aspect de la méthode que nous allons préciser.

§.2.- Endomorphismes de groupes algébriques

Le théoréme de Schneider-Lang est bien adapté a 1'étude des sous-groupes
analytiques de groupes algébriques commutatifs, définis sur D (voir (4],
chap. 3, 5, 6). Soient G un tel groupe algébrique, T G l'espace tangent a

1'origine de G, et e_ : T G(C)—— G(C) 1l'application exponentielle sur le

G
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groupe des points complexes de G . Notons ?RG 1'ensemble des éléments de

T G(C) dont 1'image par e appartient a G(B) , et soit W un sous-espace

G
de TG, défini sur . Le théoreme 1 admet dans ces conditions le corollaire

suivant (voir [4]) : si W(C) est engendré sur C par des éléments de 7N

G 2
l'image de W(C) par e est un sous-groupe algébrique de G(C). En effet,
le théoretme 5.2.1. de (4] entrathe alors que la cléture de Zariski G, de

1
eG(W(C)) dans G(C) a une dimension < dim W . Comme la différentielle de

e . al'origine est 1'identité, dim G, est donc égale a dim W , l'espace tangent

G 1
T G1 cofncide avec W, et il en est de méme de Gl((]:) et de eG(W(C)).

Cet énoncé peut €tre amélioré sous certaines hypothe¢ses sur 1'anneau d'endo-

morphismes End G de G . On fixe pour la suite un corps de nombres F . On

dira qu'une représentation linéaire de 1l'algebre semi-simple F n'a pas de mul-

tiplicité si sa décomposition en représentations irréductibles ne contient pas la
représentation nulle, et ne fait pas apparaftre deux fois le méme plongement de

F dans B

On suppose désormais que le groupe algébrique G est de type (F), c'est-a-
dire qu'il existe un homomorphisme injectif j de F dans EndoG= D® End G.
La composition de j par l'injection canonique de EndoG dans End(T G) four-
nit une représentation ¥ de F sur TG . Soit alors W un sous-espace de TG
défini sur 6 et stable sous 1'action de x(F), de sorte que X induit une re-

présentation Xw de F sur W . Dans ces conditions, on peut énoncer :

THEOREME 2. - Soit D un élément de 77(Gﬂ W(C). Si XW n'a pas de multipli-

cité, D appartient 3 un sous-espace W'(C) de W(C), défini sur 0, dont

l'image par eG est un sous-groupe algébrique de G, de type (F).

Démonstration. - Soit I' 1l'orbite de D sous l'action de x(Fﬂj-l(End G)). Le

sous-espace W' de W engendré sur C par [ réponda la question. En effet,
d'apres 1l'hypothese faite sur Xy W' est défini par 1l'annulation de formes li-
néaires a coefficients dans la cléture galoisienne de F , qui sont propres pour
1l'action de t)((F) (écrire D dans une base de W diagonalisant 1'action de F ).
Donc W' est défini sur B , et est de plus stable sous l'action de % (F). En par-

ticulier, eG(W'(C)) a pour cldture de Zariski dans G(C) un groupe algébrique
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de type (F). Par ailleurs, la relation eG(d(cx) D) =q (eG(D)) , valable pour tout
élément ¢ de End G, montre que I" est contenu dans WZG . Le corollaire au
théoreme 1 cité plus haut permet de conclure.

Le théoréme 2 ramene un probléme de transcendance a 1'étude des sous-

groupés algébriques de type (F) de G . Lorsque le groupe algébrique G est -

(F) -irréductible, c'est-a-dire qu'il ne contient pas de sous-groupes algébriques

propres de type (F), il admet en particulier le corollaire suivant : si W est
distinct de T G, l'intersection de W(C) avec mG est réduite a3 {0} ; par
exemple, si x elle-m@&me n'a pas de multiplicité, tout élément non nul de 7

engendre le ¥ (F)® C-module T G(C).

G

§.3.- Applications

Des choix convenables du groupe algébrique G permettent de déduire du
théoreme 2 les énoncés de transcendance de la théorie de Baker et de les géné-
raliser. Soit ainsi G la puissance n-ieme du groupe multiplicatif Gm
(resp. d'une courbe elliptique E , définie sur @ ). Pour toute extension F de
D (resp. du corps k=0Q® End E) de degré n, le groupe algébrique G est
de type (F), et est méme (F)-irréductible (dans le cas d'une courbe elliptique
a multiplications complexes, cela se voit par exemple en notant qu'un corps de
nombres de degré 2n ne peut agir sur une variété abélienne de dimension < n ).
Soit {al, ,an} la base duale de la base de F sur D (resp. sur k) as-
sociée a une représentation de F sur T G. On déduit du corollaire au théoreme 2
que pour tout n-uple {{;1, cees Ln} de logarithmes non tous nuls de nombres al-
gébriques (resp. de valeurs non toutes nulles d'intégrales elliptiques de lere
espece prises entre des points de E(B)) , le nombI;e a1L1+ ot (xn{,n est non
nul. L'indépendance linéaire sur ) de logarithmes de nombres algébriques,
linéairement indépendants sur 0 , en découle (pour le cas elliptique, voir

D. Bertrand et D. Masser, Invent. Math., 58 (1980), pp. 283-288).
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Voici pour conclure une liste d'applications du théoréme 2 a d'autres groupes

algébriques G :

- produit de G:n par le groupe additif (Ea : on obtient le théoreme de
Baker ([1], Th. 2.1) sur la transcendance de combinaisons linéaires A coefficients

dans N de logarithmes de nombres algébriques ;

- extension d'une variété abélienne a multiplications réelles par G : on en
a
déduit la transcendance de combinaisons linéaires A coefficients dans @ d'inté-
grales abéliennes de leére ou de 2&¢me espece (voir [3], th. 2, et, dans un cadre

plus général, D. Bertrand, Séminaire Delange-Pisot-Poitou, 1979-80) ;

- carré d'une extension par Ga d'une variété abélienne de type CM : on
obtient la transcendance de combinaisons linéaires 3 coefficients dans @Q d'inté-
grales abéliennes de lere et de 2eme espeéce (voir M. Laurent, C.R.A.S. 290

(1980), pp. 397-399 pour le cas elliptique, et [3], th. 3, dans le cas général);

- carré d'une variété abélienne de type C.M., moyennant certaines hypotheéses
sur le groupe des automorphismes du corps de multiplications complexes : ce
cas a été étudié par M. Laurent, qui en déduit de nouveaux résultats de trancen-

dance sur les quotients de valeurs de la fonction B d'Euler ;

- produit de deux courbes elliptiques a multiplications complexes par des
corps D(./-d) , Q(4/-d") distincts : si uy s u, (resp. u'1 suly) désignent des
"points algébriques'' des fonctions elliptiques de Weierstrass corresondantes, non

tous deux nuls, on obtient la transcendance du nombre complexe

(u.1 +a/=d’' uz)/(u'1 +,/-d ut) (on fait ici agir D(4/-d, 4/-d') sur G2 ) s

- extension d'une courbe elliptique a multiplications complexes par Gm
ce cas fournit la transcendance de certains nombres 1iés aux fonctions sigma de

Weierstrass (voir D. Bertrand et M. Laurent, C.R.A.S., 1981, 2 paraftre).

Nous renvoyons 4 [2] pour un exposé plus complet de ce type de résultats.
Signalons enfin un probléeme ouvert : démontrer par la méthode précédente les
énoncées quantitatifs de la théorie de Baker (voir [1], chap. 3), et les généraliser

aux autres situations considérées ici.
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K-THEORIE ET CORPS CYCLOTOMIQUES
par

Christophe SOULE

Soit A un anneau unitaire. D. Quillen [7], [9], a associé 3 A une suite de
groupes abéliens KnA , n20 . Dans cet exposé on montre comment, si A est

l'anneau des entiers d'un corps de nombres F , les groupes KnA sont reliés a

l'arithmétique des extensions cyclotomiques de F .

1. - Préliminaires

1.1.- La K-théorie de Quillen

Le groupe KO(A) a été introduit par A, Grothendieck [4]. Pour n21,
Quillen considére le groupe GLm(A) des matrices mxm a coefficients dans A

inversibles. On plonge GLm(A) dans GLm+1(A) par

0

et 1'on note GL(A) le groupe de matrices infinies GL(A)= li'm GLm(A) .
m
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Une définition de Kn(A) est alors la suivante :
K (A) = (BGL'(a
p )= )) >

+
ou BGL (A) est un espace topologique obtenu en attachant deux cellules (en
dimension deux et trois) a l'espace classifiant du groupe GL(A), de facona
obtenir un H-espace dont 1'homologie est la méme que celle de GL(A) (pour la

définition exacte, voir [7]).

On ne sait pas calculer Kn(A) en général. Si A est l'anneau des entiers dans un

corps de nombres F , ce que nous supposerons désormais, Kn(A) est de type
fini et A. Borel [1] a calculé son rang. De plus, K,(A)= A et K_(A)=Z@Cl(a),
ou Cl(A) estle groupe des classes d'idéaux de A [8]

1.2. - Module d'lwasawa

Soit p un nombre premier impair. On pose

n+l
Fn = F(pA/ 1) (dans une cléture algébrique fixée de F ),
A = éléments de F entiers en dehors de p ,
n n
F =UF ,
© n n

G_= Gal (F_/F),
M = plus grande p-extension abélienne de F_ non ramifiée en dehors

de p,
X = Gal(Mm/Fm) ,

Zp: entiers p-adiques,
Z

(1)= lim p _ , le module de Tate.
ra n

p n p

Si M estun G_-module on pose

M@) = X® Zp(l i

MG = groupe des coinvariants de M sous G

@
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Si Q1 estun Zp-module de type fini, on note

t{. le dual de Pontryagin de sa partie de torsion,
#2 l'ordre de t{
et {£i! = Hom(Q, Zp) .

2. - Conjecture principale et K-théorie

2.1.- THEOREME 1.([10], [3])- Pour tout entier i=2, il existe des morphis-~

mes

ch : K (A) ®zp — Zp(i)

i1 C2i-1 ® ¢ X(i)g

<] -]

G

Chi, 5 KZi—Z(A) ® Zp—-——-o t X(1)G

[e o)

dont le noyau et le conoyau sont finis. De plus chi > est surjectif, et l'image

de ch, contient Z (i)
de ; contient £.Ug

, 1

On pense que ch, 1
1,

2,2

et ch. sont des isomorphismes. Ceci a été prouvé
1 .

’

par Tate pour ch

2.2.- Notons QF(S),SE(E, la fonction zéta de F . Si F est totalement réel

et i pair, Siegel a montré que QF(I-i) est un nombre rationnel.

La conjecture principale des corps cyclotomiques implique que la partie

p-primaire de QF(I—i) est
p FZ g

©

lcp(1-l

Cette conjecture est démontrée si FCQ(I:/_I) (Mazur et Wiles, a paraitre).

On obtient ainsi des éléments non triviaux dans la K-théorie de A .

Exemple. - Si F=0, ona QF(1—1)= bi/Zi , ou les nombres de Bernoulli bi
sont définis par la formule

x/e*-1= % b, x' /il
i
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2.3.- Si F/D n'est pas abélien, le théoreme 1 fournit, 4 l'inverse, quelques
informations nouvelles sur le module X . Ainsi, quand F est totalement réel

et i pair. le groupe X( est fini, et nul pour presque tout p .

i)G

3. - Régulateurs p-adiques

Soit E la limite projective pour les applications normes des groupes d'unités

A*n Le théoreme 1, joint aux résultats de Borel [1] et Iwasawa [5], montre

que si i=22 on a:

G

K (A)® QR = E(i-1) . ® R
p - p
En particulier, si F est abélien sur @ , les tours d'unités cyclotomiques

fournissent des éléments explicites de K2i 1(A) ® Dp .

z

Soit Ap le produit des complétés de A aux places divisant p . Si w dé-
signe le caractere de Gal(F(up) :F) obtenu par action sur les racines p-iémes

de 1'unité, et & l'ensemble des caractéres de F/Q, on désigne par

y - .
L(F.o sy = ] Lixu 's), scz_,
XEP P

I

1-i :
la fonction L p-adique du caractére w ', ieN, [6].

THEOREME 2. ([11])- Soit F/Q abélien et totalement réel. Si i est impair,

1-i
i=3, et sile nombre Lp(F , W 1, i) est non nul, alors le morphisme

-~

K (A)® Q — K (A )®Mn
P P

2i-1 2i-1 p

est injectif.

Si i=1 le résultat analogue classique est la formule de Leopoldt pour le
résidu en s=1 . La non nullité de ce résidu montre que les unités globales

(i.e. Kl(A)) ont une image de rang maximum dans les unités locales.
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4. - Théoreémes de Stickelberger

Soient Q=e2m/f, A=2Z[C] e G-=Gal(R()/R). Si anf=1 on pose

oaQ = Qa , oae G. Paur tout entier i on définit
2 si i1 est impair
! dén. bi/Zi si i est pair.
Enfin, on note Bi(x) le i-eme polyndme de Bernoulli (Bi(0)= bi) .
Si b est un entier premier a f on définit :

6, =w(b-0) £ B.(2) ¢!
b,i i b i if! %3

a/\f:l
O<a<f

dans l'algebre de groupe D[G].

Un théoreme classique de Stickelberger affirme que Bb 1 Cl(Aa)=0.

X({) . =0

Coates et Sinnott [2] ont montré que 9. .€ Z[G] etque 6, ..
b, 1 b, i Goo

quand p ne divise pas b . Ils conjecturent que Qb i KZi 2(A) 0.

’
Récemment, j'ai pu montré l'analogue de cette conjecture ol 1'on remplace A
par une courbe sur un corps fini [12]. Les outils essentiels sont la structure

de A-anneau sur @ Kn(A) et la preuve par Tate et Deligne de la conjecture de
n

Stark pour les corps de fonctions.
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Séminaire de Théorie des Nombres
13 mars 1981

Année 1980-1981 - exposé n®lé

ACCELERATION DE LA CONVERGENCE
DE CERTAINES RECURRENCES LINEAIRES

par

Henri COHEN

Le but de mon exposé était de généraliser la '"'méthode d'Apéry' exposée

tres endétail dans [1] a des récurrences d'ordre supérieur 3 2 , et de montrer

quels résultats arithmétiques on peut en déduire. Exemple typique

telle que pour tout a, b, c€Z avec

THEOREME. - Il existe C>0

(a,b) # (0,0) on ait :
2 C
’a Log 2+b Log2+ c|> H286,819

ou H=sup([al,[b]).

La méthode et quelques applications sont données en détail dans [2].
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Depuis mon exposé, j'ai obtenu d'autres résultats en collaboration avec
G. Rhin. Par exemple nous savons maintenant faire marcher la méthode
d'Apéry pour ((4). La récurrence diagonale obtenue est la suivante :
8 2
3n_(9n -1)
u =3(45n4+90n3+72n2+27n+4)u +3n n -1 u .
n+1 n 2 n-1
4n -1
La convergence est exponentielle et un/(n! )4 possede de bonnes propriétés arith-

métiques, mais malheureusement pas tout a fait assez bonnes pour conclure a

l'irrationalité de ((4) (qui bien sfir est déja connue, mais 13 n'est pas la question).

Nous savons également faire marcher la méthode pour obtenir des approxima-
tions simultanées 2 ((2) et ((3) en utilisant la formule habituelle pour ¢{(2)

tla formule ¢(3)= ¥, 2 5 &
et la formule ((3)= _I'Tkzlk.

r=1
Les convergences sont exponentielles et on a de bonnes propriétés arithmé-

tiques, mais a nouveau insuffisantes pour conclure a l'indépendance linéaire de

1, €(2), ¢03).
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SUBSTITUTIONS ALEATOIRES ITEREES

par

Jacques PEYRIERE

Pour étudier simultanément plusieurs constructions de B. Mandelbrot ([3] a
[6]) nous avons introduit [9] ce que nous avons appelé les systémes de
Mandelbrot (M-systémes). Ils définissent un nouveau type de processus de nais-
sance. Dans le cas ici traité, ces processus sont des chaines de Markov dont les
états successifs sont des mots : en passe d'un mot au suivant en remplagant au
hasard chacune de ses lettres par un mot. On autorise, en outre, une certaine
dépendance entre les substitutions de lettres voisines. Le résultat dér'nontré ici
concerne l'estimation asymptotique, presque slire et en moyenne quadratique, du
nombre d'occurences d'un mot déterminé dans le ni®™M€ terme de la suite.

Dans [9] on étudie des M-systemes plus généraux qui engendrent des graphes

colorés au lieu de mots.
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1.- Les M-systéemes

Soit A un ensemble fini que nous appellerons alphabet. L'ensemble des mots

4
non vides formés avec A est noté A .

. . +
On considéere une partie £ de A , stable par passage aux sous-mots et l'on

d ~ s 1 . . Z Z ,
se donne un systéme (ﬂw pw)w cr d'espaces probabilisés dénombrables

projectif dans le sens suivant : si w' est un sous-mot de w , on se donne aussi

une application r (dépendant non seulement de w et w' mais aussi de la

1
’

position de w' dans w) telle que l'image de p, par rw|’ soit P -

On suppose aussi que l'ona r chaque fois que w' est

" e T, =T u
w,w W, W W, W

un sous-mot de w',lui-mé&me sous-mot de w . Enfin, pour chaque lettre a,

on se donne une application g, de Qa dans £

Si w= aja,...a est un mot appartenant a £ , on définit une application g
w

+ Pl .
de @~ dans A ainsi : gw(m) est la concaténation des mots

o T '
{gaj AWl
Nous supposons que les données précédentes sont telles que, pour tout w,

Tjsw
l'image de g  soit contenu dans £ . Dans ces conditions, on dira que l'on a
w

défini un M-systéme.

Un M-systéme définit une probabilité de transition Q sur £, f
Qw,w")=p (g;vl (w")). La chatne de Markov stationnaire ayant Q pour probabilité
w

de transition sera notée {X } La probabilité sur les trajectoires issues de
n'n>

=0

Xo sera notée IP, et 1'espérance correspondante IE

X X

(o] o

2. - Exemples

+ i 5
1) Une substitution ¢ : A — A  définit un M-systeme : pour tout mot w,

(0 est réduit 2 un seul élément et g, " a(a)
w

2) Donnons-nous, pour chaque a dans A , un espace probabilisé dénombrable

(Q_ ,p_ ). A chagquemot w = a, a,...a on associe l'espace probabilisé
a a 1 .
= . L lications sont les projections.
(wa PW) lSjS‘\) (Qaj’ Paj) es applicati rw.’w proj

On obtient ainsi un systéme projectif. Dans ces conditions, les substitutions de

deux lettres distinctes d'un mé&me mot sont indépendantes.
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3) Voici une des constructions de B. Mandelbrot ayant motivé 1'introduction
des M-systemes. On part d'un triangle To dont on distingue deux des cdtés,
1'un est le c6té d'entrée, 1l'autre celui de sortie, On sélectionne au hasard et in-
dépendamment une moitié de chacun de ces cd6tés. Pour joindre, en passant par
1'intérieur de T0 , les deux moitiés sélectionnées, on est amené a traverser un
ou trois des quatre triangles homothétiques de TO dans le rapport 1/2 et quile
pavent. Chacun des triangles traversés est naturellement muni de c8tés d'entrée
et de sortie. On remplace T0 par le ou les triangles traversés et 1'on répete
l'opération précédente indéfiniment, étant entendu que 1l'on sélectionne la méme
moitié d'un segment qu'il soit considéré comme c6té de sortie d'un triangle ou
cb6té d'entrée d'un autre. A part cela, tous les choix sont indépendants et faits
selon la méme loi. Il s'agit d'un processus de naissance : un triangle en engendre
un ou trois ; de plus deux triangles voisins interagissent. Nous ne détaillons pas
de M-systeme le décrivant (on peut en utiliser un qui agisse sur un alphabet a

deux lettres).

Voici une figure qui illustre la construction précédente.

étape 0 étape 1 étape 2

Dans [9] on trouve plus de détails et d'autres exemples. Enfin nous ren-

contrerons d'autres M-systémes dans les démonstrations qui suivent,
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3. - Résultats

Considérons un M-systeme. Nous noterons E  1l'espérance associée a2 p .
w w

Nous ferons les hypothéses suivantes :

2
H.1.- Pour tout a dans A, Ea(lgal ) estfini ( |w| désigne la longueur

du mot w ).

H.2.- 11 existe un entier { , positif ou nul, tel que, quel que soit le mot w ,
concaténation des mots {Wjjlfé i< 2n-1 tels que la longueur de chacun des w2j
soit supérieure ou égale a £ , les variables {rw ,W}IS i<n définies

sur (QW, p,) soient indépendantes. 2j-1
Si w est un mot, L(w) désigne le vecteur de IRA dont la composante cor-

respondant 3 a est le nombre de fois que a figure dans w . On note M la

matrice, indexée par Ax A , dont la colonne correspondant 3 a est Ea(L ° ga) .

On adopte la terminologie de [ 10] en ce qui concerne les matrices a coefficients

positifs,
Avec ces notations on a EW(L o gw) = ML(w) , d'ou :

PDlIxX) =MLX) .

IEXO(L ° Xn+

telle que la décompo-

2
S T
sition correspondante de M en blocs soit de la forme ( o U ) .

en outre que la matrice S est primitive (c'est-a-dire, pour un k convenable,

H. 3. - On suppose que l'on a une partition A = A1 UA

On suppose

. k .
aucun coefficient de S n'est nul) et que sa valeur propre de Perron-Frobenius

p est strictement supérieure 2 1 et aux modules des valeurs propres de U .

On désigne par € le vecteur propre de M, associé a p , dont la somme

]g[ des composantes est égale 3 1 .

THEOREME 1. - Sous les hypotheses H.1, H.2 et H.3, pour tout a dans A

1 bl
-n
il existe une variable aléatoire Z telle que p L(Xn) tende IPa—presque sGre-

ment et en moyenne quadratique vers ZE . De plus la variable aléatoire Z est

IP -presque sirement non nulle.
a
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Désignons par Bk 1'ensemble des mots de longueur k qui peuvent appraftre
avec une probabilité non' nulle dans la descend%nce d'une lettre de A1 . Siw
k
est un mot, L( )(w) désigne le vecteur de R K dont la composante correspon-

dant 2 w' est le nombre de fois que w' figure dans w . On note Mk la matrice

indexée par ka Bk dont le terme correspondant 2 (w', w) est l'espérance

par rapport a P du nombre de mots égaux a w' qui figurent dans gw(.) et

dont la premiere lettre est engendrée par la premiere lettre de w .

THEOREME 2. - Sous les hypotheses H.1, H.2 et H.3, pour tout k, Mk a

p pour valeur propre simple et si §k désigne le vecteur propre associé tel

que lgkl =1, alors, pour tout a dans A1, pnnL(k)(Xn) converge IPa-Eres_

que siirement et en moyenne quadratique vers 2Z §k .

La démonstration de la premiere assertion du théoréme 1 fait 1'objet des
paragraphes 2 et 5, celle du théoreme 2 est faite au paragraphe 6. L'assertion

]Pa(Z =0)=0 n'est pas démontrée ici.

Ces résultats sont a rapprocher de certains obtenus dans le cas déterministe

[1].

4, - Changement d'alphabet

Nous avons déja défini Bk . Notons B'k l'ensemble des mots de k lettres

qui apparaissent avec une probabilité non nulle 2 la fin de 1'un des mots engendrés

(k)

1
par une quelconque lettre de A, . Onpose A" '=B U( U B') et A( )= A
1 k™ <jck J
A chaque mot X = x_ x x construit sur 1'alphabet A , on associe un

1% X,
mot pk(X) construit sur 1'alphabet A

(k)

par le procédé suivant :
si |X|[<k, alors P (X)=X,
et si ‘X,_>_k , alors
pk(X) = (xlx2 e x) (x2x3 xk+1) (xv—k+1x\)-k+2"' xv) (xv-k+2x\)-k+3"' xv)

( pk(X) est constitué de v -k+1 éléments de Bk suivis d'un de B'k__1 ).
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- N . (k) . . .
Nous allons définir un M-systéme, opérant sur A" ', qui soit essentiellement
équivalent au M-systéme de départ. On note £k l'ensemble des sous-mots des

mots {pk(X) } Xes" A chaque pk(X) on associe l'espace probabilisé

(QX, px) et au mot W= (xlxz...xk)(x2x3...xk+l) (xv X010 %, +k-1) apparte-
nant a .ﬁk on associe l'espace probabilisé (QW , pw) ou

WX Ky X xv+1...xv tk-1 Les applications rW',W sont des applications
Tl w Pour des w' et w convenablement choisis dans £ . Définissons
maintenant les applications de génération g((xk) pour a dans A(k) . Si a ap-
partient a B, . gcl:( ) estle mot obtenu en ne gardant dans p, (ga(. )) que les
éléments de Bk dont la premiere lettre est engendrée par la premiere lettre de
a . Si a appartient a (U B'., alors on pose g((xk)z pko ga .

1<j<k

(k)

Nous venons, comme annoncé, de définir un M-systéme opérant sur A et
{pk(Xn)}n>0 est une chafne de Markov stationnaire dont la probabilité de transi-
tion est celle que définit ce M-systéme. Observons que, l'hypothese H.2 étant
satisfaite pour le M-systeme du départ, elle 1'est aussi pour le nouveau en

remplacant { par {+k-1.

Notons M. la matrice associée a ce M-systéme. A la partition

A(k)= B. U( U B') correspond une décomposition de M, en blocs

k™ 9< i<k k
Mk M'k
Mk=( ) . La matrice M"k est stochastique par rapport a ses
"
0] M K
colonnes. La matrice Mk s'obtient en remplagant chacun des éléments m_
de la matrice M par une matrice dont la somme des éléments de chaque colon-
ne est m . On en déduit que les valeurs propres de Mk sont en module
inférieures a p
k
. Ak By X . AW\ p,
Notons P, le projecteur de R sur R parallelement a 1R .

k

Si W appartient a .Ek , notons Lk(W) le vecteur de RY ' décrivant
k k
la composition de W . On a, si X appartienta £ , L( )(X) = PkL (pk(X) ) -
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5. - Estimation des moments d'ordre 2

Si w= X Xy oo X appartient 3 £, on pose, si v>1,
VW:EW(LOgXO rx ,W®L°gx orx ,W+L°gx orx ,W®L° gx °1‘x ,W)
1 1 Y v \Y v 1 1
-E (Log )®E (L.g )-E (L.g )®E (L.g )
Xy Xy X, x,, X, X, Xy x4

et, si a appartienta A,
V = E Lo g ® L o 8 - E(L - g ® E(Lo g .
a a( a a) ( a) ( a)

Si w a une longueur strictement supérieure & { , l'hypotheése H.2 entraine

que V  est nul,
w

On a :

E (Logy®Laog )= MOM L(X)@L(X)+ r V L
1skst weB,

ce que nous écrirons de la fagon suivante :

i

k
E (Leg ®Lo gy )=MEMLX)®L(X)+ Z_ V.LI(X) .

1<ks=se
On obtient

U S | n-j=1 _k ~j .k
IE:X (L(Xn)® L(Xn))-M @M L(Xo)® L(Xo)+ z L (MeM) v 'PkMkL (p(Xo))

° 1ISskst 0<j<n

k

k ~
(on a, en effet, E L (g (X)) = ML, (X))
o

d'ol, puisque l'on a p—n M™ = M'+ O(an) oW a appartienta ]0,1[ et M'

est un projecteur sur M § ,

-2n e -2 k -2 -1 _k
o ]EXO(L(Xn)® L(X_))=M'@M'[L(X )8 L(X )+p ; };qv LB (1-p" "M )T L(X )]

+ 0@ .

La démonstration de la premitre assertion du théoréme 1 se termine alors
comme celle de Harris [2] relative aux processus de Galton-Watson a plusieurs

types. On peut trouver une démonstration de la seconde assertion dans [7] ou

[9].
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6. - Etude spectrale des mots engendrés (théoréme 2)

Le théoréme 2 résulte de 1'application du théoreme 1 aux M-systémes cons-

truits au paragraphe 4. On a simplement a2 démontrer qu'une certaine matrice

Sk est primitive : Agk) est constitué des éléments de Bk dont la premiere let-
k

tre appartient a A1 ) A(2 ) est constitué des autres éléments de A( ), la dé-

~ ~ Sk Tk
composition correspondante de M, étant M_ = ( ) .

k k O Uk
k

Soit Vv le plus petit entier tel que tout o de Ag ) apparaisse avec une
IPX -probabilité non nulle dans 1'un des termes de la suite

o ~
un Xo appartenant a A

pour

(k)

1

telle que o figure, avec une IP -probabilité
a

{Xj} 1<j<v
1° I1 est clair que, pour chaque a appartenanta A
il existe une lettre o dans A1
non nulle, comme sous-mot de X\) . Observons que, si a est un élément de

A1 , quel que soit N, il existe T tel que, avec une IPao-probabilité non nulle,

XT contienne plus de N fois chaque lettre de A, (toutes les composantes de

1

€ indexées par A sont en effet non nulles). On choisit N assez grand et

1

k N .

l'on prend l'espérance de L (pk(Xr+v)) par rapport a IPa , ce qui montre que
+ Pe 2 0

la matrice S‘(i'( v possede une colonne dont tous les éléments sont non nuls et

donc que la matrice Sk est primitive.
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ESTIMATING lim inf (p__ - pn)/log P,

by

Martin HUXLEY

Hardy and Littlewood conjectured that the number of solutions of
p'-p=n, p'=N in primes p, p' is

N

logZN

H(n)

to within a factor (1+o0(1)). For simplicity of exposition factors (1+o0(1)) will

be omitted from formulae. Here H(n) is an arithmetic function

— 1 . =+ p-1
Hn) = 1+(-1)") T | (- ) [T 2=
p>2 (10-1)2 pln P72

p>2

Equivalently, the conjecture is that

Z(2n)= g logp . log p' ~2NH(2n) .

P'-p= 2n
p>N, p's2N



18-02

This corresponds to a distribution histogram for (p'-p)/logp which is constant

since H(n) has mean value unity. This conjecture goes back to Hardy and

Littlewood. Erdds proposed that (pr+1 —pr) /log 1 should have the distribution

histogran of e

\4

Very little has been proved ; we cannot show that

pn-’rr-_p_n

E = lim inf ]
r n - og pn

is zero, even for r=1 .

The direct attack rests on three inequalities. From the Brun sieve we get the

first inequality

Z(2n)<2cNH(2n) .

Thus the distribution histogran is bounded.

P_.,-P
il n ) for Ns P, <P_,; 2N . The distribution his-

Now suppose that log P

togram is

\

g ol S
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a distribution of total mass 1 with centre of mass at 1 on a suitable scale,

since the mean of p -P, is log N . log P - The worst case is

n+l

v

T e e m - - —p
bl R N

The conditions give A+p=2, A-pzl/c , 8O
n=1-1/2c.

This is Erdds bound E1 S1-1/2¢.

Bombieri's theorem with the linear sieve [1] gives c=4 . Chen [2] has

obtained c= 3.917... .

The second approach is that of Hardy and Littlewood. If

S(a) = E logp. e(lpa) ,

N=p<2N
then

1 -
Z(Zn)=‘f S(a) S(a) e(2na) do. .
0
The major arcs contribution is

[ S(a) S(a) e(2na) da = 2NH (2n)
"M

exactly as conjectured (if one neglects the error term in the prime number

theorem). But there is no good enough estimate on the minor arcs, and in fact
1
{ S(a) S(a)da = Nlog N
0

[ S(a) S@) da=NlogQ,
M
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where the major arcs are defined by the Farey dissection of order Q.
Q< N% is necessary if the major arcs have length 1/e N, so half the support

2
of |S(a)|” is on the minor arcs.
The way forward is to take weights t(n) and let
T(a)= Z t(n) e(2na)

such that T(¢)=0 . Then

2 tln) z(|2n;) ~ % t(n) 2NH(2n) ,

an jnequality in the right direction. Unfortunately there must be a term t(0)
with a weight on n=0 Using Bombieri's theorem Q can he close to NZ )

and one gets

I tn) Z(2n) > N T(N)- 1 t(0) N log N .
n.>-0 4

The right hand side is positive when
1 .
T(0) > y 1(0) log N,

so that the support of t(n) is of order log M in length, aad one cannot hope to

get a smaller order of magritude inr Poy1"Pn - J.et us chocse the best weights.
T(a) is a sum of squares, but if T(o)= T1(<x)+ TZ((L), and both ’I‘1 and TZ are
non-negative, the inequality given by T(z) is a consequence of those given hy

T1 () and by TZ((}, ). So we may suppose

2

T(n) = [U(@)]” = U(a) U(-c)

(since we want real coefficients). Let

k
U(x) = ¥ u(n) e(2na) ,
-k
then
T(0) = IU(O)[2 =¥ a(my!®
) ! 2
t(0) =2 Ju(r)]
and

T(0) < (2k+1) & :u(njlz = (2k+1) t(0) ,
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equality when u(n) is constant.

L u(n) t(n)

v

-k k

-3 f 1 t
n -2k 2k n
The right hand side is positive when
1
2k > " log N,

so Z(2n) >0 for some 2n~4k~‘12‘10gN, and EIS'IE.

To deal with P ,.- P, Wemay put

s(i)(a): § logp . e(pa)

N= Pj< 2N

j=i (mod r)

Zr(Zn) = E log p. . log pj

pj—pi: 2n

j=i (mod r)
We use [3] Bombieri's theorem on

I E ‘S(i)(c,)|2d0, = j PX ,main+error terms 2 da
M i=1 i

The main term is tractable ; the squared error term is positive. In the cross-
product term, we may sum over i to obtain a sum over all primes, and then

apply Bombieri's theorem. This gives

r % tn) Z_(2n) = N'T(0) -1 (r-1) t(0) N1og N,
1

giving Er <r -5 in the same way.

Suppose now that Z(2n) =0 for n<h, but 2k>h

2k . 2k
ZI t(n) Z(2n)= 5}31 t(n) Z(2n)

2k 2k
< E 2cH(2n) tn) N=N X 2ct(n)

h
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Hence we have

2k 1
T(0)<2c £ t(n)+ Y (t0) log N .
h

The right hand side is a quadratic form in u(n), which is minimum when

S u(n) + Z'{':' u(m)=20U(0) (4 =1log N)

hx= ] m-n|=< 2k

for some constant p . This gives the weights as simultaneous equations. Dif-

ferencing eliminates p
4
u(m+1-h) ~u(m+h) = - —-~2A {u(m+1) -u(m) }

Changing to a continuous variable by

1 1
- - :""\l [
m Zx{,, 2k 2'\,, h

N b=
T
e

we have

f(x)= 0 for [x|=r/2,

f'(x)= 2c {f(x+i1) - f(x-pu) 7 ,

where u(n) is supposed to be a piecewise differentiable function of x .

There are three pieces

J

W /2 A/2

A/2 S /2

On the middle range f'(x)= 0, on the right, if we assume symmetry
f'(x) = -2c¢ f(u-x) .

The solution of this functional equation is a cosine

a2

A/2 N2 u-rA/2  n/2
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or, if we choose A optimally

-A/2 A/2

This corresponds to weights t(n)

L)

- A

Hence even if the distribution of (pn+1-pn)/log P is as bad as it can be, we get

a bound, which terns out to be

1 1
< - —
E1=%4" 16
and similarly
2r-1 T
< - -—
Er ar {2r-1 +4 ]

The A, | idea is from [1)], the choice of weights is mine [4].

Now for Er it so happens that 4 and A are more than 1/c apart, so the
worst possible distribution is height ¢ between x =u and x = u+1/c,

0 elsewhere.

|

T4 e
o L
4

+1/c A
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Hence we have

2k j Jj
iv, t(n) Zr(Zn) < %31 t(n)2¢NH (2n) < 2c¢ E t(n) N

1 .
where j= 3 ve , and we take v =u+1/c . This gives a quadratic form as
before, and leads to a functional equation

f'(x)
2c

= f(x4u) - f(x4+v) - f(x-p)+ £(x-v) .

The formula must change at u-A/2, v=X/2, v-A/2-u ,... in fact, at a set of
points which are generated by those translations by u or v lying within the
interval [-\A /2, A /2] . If this set is infinite, the method fails. If it is finite,

the solutions contain linear combinations of sines and cosines. It's very compli-

cated, and kepts Dr Siebert calculating for weeks.

We can enlist a third inequality by considering instead of U(a) a function
2
W(a) with w(-n)=-w(n), and for T(a) consider V(a)=|W(a)|” , so that
V)= £ w(a) wb)=-2 w(@)w).
a-b=n atb=n
The circle method result now reads

2k
-'T v(n) Z(2n) = N v(0)+:11- v(0) N log N< -}; v(0) N¢ ,
1

Since W(0)= 0 . There are now two sets of weights u(n), w(n), and the third

inequality is an upper bound again. Again if the worst distribution histogram is

this,

|

-
T
1

T
g

< T mmmm—————

jo

fixing A and W(a) gives an inequality between u and Vv . Choosing U(a)
gives another inequality between o and Vv , and so a bound for p when we eli-

minate v . Next one varies A , the weights m(n) and the weights u(n) ,
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checking whether the distribution histogram given is really ‘he worst case.
In the end I found the optimum choice [5] by accident. It is a '"'singular

solution" with A = u+v and no change of formula at x = % A-p (=v -%— A).

¢4 v(n)

Pw(n)

2 - »

-x/z. £}27 A \_" -

B L“”/////////;
/2 z

-i/z A/2 -

} t(n)

.
v

w(n) is a sine, u(n) is l+4cosine. This method gives

6
2r-1 r
E) & 4 ; - _
by lé6r {4r+(4r-1) sin er} s El—*0.4425... ,

where er satisfies §+sin § = m/4r . All previous bounds are improved, but only
slightly. These numbers are with c= 4, substituting Chen's 3.9 changes the

fourth decimal place.

A curiousity is the use of the circle method with an integrand V(a) which

vanishes at the centres of major arcs.

-l -l -
« = ..
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[1]

[2]

(3]

(4]

(5]
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EXTENSIONS WITH IDENTICAL WILD RAMIFICATION

by

S. M. J. WILSON

-l leml-

Let R be a Dedekind ring with field of quotient ¥ and let © be an R-order
in an algebra A . We denote by G® (©) the Grothendick group of all D -lattices

(finitely generated R-torsion-free O -modules) with respect to direct sum.

For the purpose of this paper, Martinet's conjecture may be restated as

THEOREM 0 (Frdhlich).- If N is an algebraic number field, I' S Gal(N) and

N/Nr is not wildly ramified then [DNJ = [free] in G®(Z T) .

(Here DN= int(N) is considered as a ZT -module,).

Some years ago I made a suggestion (which I might now call a conjecture...)

that this result might generalize as follows :
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CONJECTURE. - If N and N' are algebraic number fields with monomorphisms,

I'— Gal(N) and TI'— Gal(N') and if DN is locally isomorphic to DN' as a

ZT -module then [DN] = [DN,] in Gg (zT).
(The condition that O__= 1Y) is certainly necessary. )

N_locally N'
Some recent work of Queyrut [Q1] and [Q 2] has led me to take my conjec-

ture more seriously and this has resulted in the

THEOREM 1. - The conjecture is true if there is a bijection p+~—— a(p) between

the primes of Nr , wildly ramified in N and those of N’r wildly ramified in

(p)

are isomorphic as I'-algebras.

N', such that N and N'
- — o

I. - Relative groups and K

1

With © and A as above we have a relative group G (®) , fitting

@, rel
into the following exact sequence (see [B]).

(D)—b—o G®(D) @—F») G®(A) (1)

@F) d
Gy (0)——G (A)— Gg 1o

We recall that the relative group is generated by triples (M, N, q) where M
and N are D -lattices and o is an A-isomorphism a : M@RF —_— N®RF R
that d: (V,a)— (M, N, ) where M is any full D-lattice is the A-module
V and that & : M, N, a)— [M]-[N].

(1) is natural with respect to extension of O
If p is a maximal ideal of R we write M_ for the p-adic completion of an
R-module M . Then localizations induce a map

© ) (2)

C'D,rel(o) 'Ll Gai),rel p

p

which is an isomorphism (see e.g. [Q1]). We shall regard these two groups

as identified by this map.

Although much of what follows is true more generally we make the following
assumptions which lead directly to the case in question. First, let Q be an al-

gebraic closure of . We assume that F <@ , ’ F: QI <o and R=int(F).
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We put Q_ = Gal(Q/F), A=A ®FB and R, =K _(A) . Then we have the "det"

maps of Frdhlich :

det : G, (4) ~ Ho ;F Ry, ) (3)
det : Gl(Ap)-——L——. HomQF(RA—, (ﬁ);) (4)

for any maximal ideal p of R . (Here the "+' restricts to those maps f such
that, for every embedding i : @ -+ C such that i(F) SIR and every simple

- ® == , i .
A-module V such that EndA®i(F)]R (v QC) H, if([V])>0.)

Also (cf. [W]), writing Z = int(@),

det(G, (9)) = Hom;K Ry, Z¥) (5)
_ _ v X
det(Gl(Dp))- HomQK(RA, (Z)p ). (6)

Examining the local components ((2)) we see that Gy rel(D) is torsion free
’

so that if K/F is finite (K @) the extension map

1(D) —_— G rel(s ®0K)

GGa,re @,

is injective (since the composite with the restriction map is multiplication by

[K:F]). Hence putting

G ). = lim G ( 9_)
@, rel' 'F DoK =2 F @, rel ®R K
’K:F]<°°

we have, from (1) to (6), a commutative diagram with exact rows and injective

columns

+ = + - d
HomQF(RA,Zx)C._..._. Horth(RK, 0*) —— (0) — Gy ©)
| _
HomQF(RA,UO(D))C___, HomQF(RA., I@)— Gg .o

| ! A =

Hom (RA-. UO(Q)) C—p Hom (R—, JO(Q)) —_ G@,reI(D )F

G@ , rel

(9) (7)

A

where the d maps are formed from maps of the form det-lo d using (2).
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Here Uo= finite unit ideles and Jo: finite ideles,
1f feHom(RA, JO(D)) we write (f) for 4a(f) .

Suppose K< 0, IK Q| =n<e we choose o,,...,0 D — D extending

1 n
the n embeddings of K in 0.
.
If Y is on Q-group then we unite 7 : Y— Y by y— 1y ' . We note that
n : G@, rel(ﬁ)——-o G®’ rel(D) extends the restriction map :

G@’ o108y D)= Gy (0) .

And that, in fact, 7 provides a morphism of diagrams from (7) with

0:-98,9, , R=0, to (7) with D=0 and R=2Z . (8)

II. - The resolvent

Take new N , I' as in the statement of the theorem and put K = Nr. From

nowon 9=RT and RA= RI" character group.

For the sake of clarity take a finite extension M of N normal over K

(M =N will do). We have on isomorphism of MT -modules (I’ acting on N)

¢ : NOO. M ——m—— MT
K -1
Y

by n®m v + Z n' mY.

Abusively we shall write ¢(n®1)= ((n) .

Put = (DNQDKDM , DMI‘ ,C)e G@(KI‘). Choose a€eN so that aKT =N .
We see that

(DN,aoKr,1)=(DN®DKaM, (2a®1)9 T, 1)
= (D ®; 9. C(a®1) O T, ()
K
=r+(det €(a)) ... . (9)

For each maximal ideal  of DK put

rp= component of 'r at p (=r "®:8K" » cf. (2)).
p
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If is tame in N we choose a € N suchthat a 9, I'=9 and we
P p-p p K- N

rapidly obtain, as in (9) p p

rp = (det g(ap)). (10)

In any case we have, for an integer prime p

(W(r))p = N(r (11)

).
P
o, plp
Note that r  is independent of the choice of o, so that 'fl(rp) is independent

of the choice of [oi} .

ITI. - Galois Gauss sums

From [Q] and [F. T.] we know that for the Galois group I" of N we have
local and global Gauss sums Tp » for each p of SK , and T with the following
properties

T, Tp € Hom(Rr , D), rp depending only on I" and Np

=] ' (12)
b p
(Tp(x),q)=1 if qeZ \p . (13)
7(det {(a)) /T € Hom, (R, o*) (14)
(where Q :QD)_

R Zx) such that

There is a map y EHomQ( r

y N(det ¢(a)) /T lies in Homg (RI‘ , D)

15
and so is equal to det(A) for some \¢ GI(D,I") (15)
and finally if p is a prime of K, tame in N then
n(det ¢(a ) T, Hom(Rp,, (Z)])
so by (6) ,
(M (det Q(ap)))= (Tp)
and by (10)
= (T . 16
(N ( o) (16)
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IV. - The proof of Theorem 1

Let p be an integer prime. Then the component of N(r) at p can be expressed

as follows

= by (11
(71(1‘))p pzip ﬂ(rp) y (11)

=L (T)+ £ Nr) by (16)
plp P plp P
p tame p wild

=(t )+ X n -(T by (12 d (13
(p) oo ((rp) (p)) y (12) and (13)
p wild

We now assemble a new set of data for N' corresponding to that we have for

N, distinguishing the new objects with a ' ' ',

Then (7 r)p- (ﬂ'r')p=

= (1) -(T')p+ ) (ﬁ(rp)-ﬂ'(ra(p))+1"a(p)-f )

p wild

= (r)p-(r')p (17)

The wild sum vanishes as the extensions are identical at the wild primes and
moreover 72(rp) does not depend on the choice of the {Oi} and rp depends

onlyon ' and Np .

Hence in 6®(z T)
(O 20T . 1)- @, a' 9, .1

=Nr-N'r'+N(det (a))-N'(det C'(a')) by (9)

(t) - N (det ¢(a)) -(y) -((v") -N'@et C'(a')-(y")) by (17)

nd

(using the 2"% row of (7) to insert the (y)'s)

det(d) -det(A') e d(G,(R T)) .

Hence form (1) [DNJ-[DN,]=[aDKI“]-[a'DK,I‘]=O in G@(Z r).

-l -l -
P it R
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THEORIE D'IWASAWA DES TOURS METABELIENNES
par

Jean-Francois JAULENT

Résumé

Soient £ un nombre premier impair, et K un corps abélien imaginaire de

degré d, dont le groupe de Galois A = Gal(K/D) est annulé par (¢-1).

Nous étudions les %Zé-extensions N de K, galoisiennes mais non abélien-
nes sur 0, qui sont associées aux caractéres {-adiques impairs x du groupe
& ; et nous considérons leurs {-groupes de classes respectifs comme modules
sur l'algébre a produit croisé @ = ZL [[6]]o[A] du groupe de Galois A sur

l'anneau d'Iwasawa ZL[[ 8]], pour l'action de A sur @ définie par le carac-

tere x .

Nous montrons que tout ©@-module noethérien est pseudo-isomorphe a un
®-module élémentaire, ce qui nous permet d'attacher aux {-groupes de classes
d'idéaux d'une telle tour d'extensions, des invariants }‘q') ,y M et vcp indexés

®
parles caracteéres {-adiques de & . L'étude des invariants ch releve de la

théorie des genres.
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1. - Position du probléme

Soient £ un nombre premier impair, et K un corps abélien imaginaire de
degré d étranger avec 4 , de groupe de Galois 4 . Nous supposons que l'ex-
posant de A divise (£ -1), ce qui apporte une simplification technique (les re-
présentations de A& étant réalisables sur Qé) mais cette restriction n'est pas

indispensable au développement des considérations qui suivent.

D'apres l'exactitude de la conjecture de Leopoldt pour les corps abéliens,
le groupe de Galois Gal(lv(/K) de la composée K de toutes les Z‘L-extensions
de K estun ZL-module libre de rang §+1 . Plus précisément, le résultat de
Brumer [1], joint au résultat classique de Herbrand sur les unités, permet
d'affirmer que la somme des deux représentations de A données respective-
ment par Gal(k/K) et par le tensorisé ZL ®Z UK du groupe UK = EK/%{ des

unités de K modulo son sous-groupe de torsion, est égale & la représentation

réguliere ; ce qui s'écrit :

Gal(K/K) @(ZL®ZUK) = ZL[A] .

En particulier, parmi les Z{ -extensions N de K , il en est exactement

d . L . . .

E+1 qui sont galoisiennes sur ) : ce sont la Z{’—extensmn cyclotomique, qui
d

est abélienne sur @Q ; et les ‘é‘ ZL—extensions non abéliennes indexées par les

caractéres {-adiques y de & quiprennentla valeur -1 sur la conjugaison

complexe, lesquelles sont métabéliennes sur @) . Pour chacune d'elles en effet,
le groupe de Galois Gal(N/@Q) s'écrit comme produit semi-direct du groupe
Gal(N/K)a-ZL et de 4 , l'actionde A sur Z{, étant définie par le caractére

x de & , conformément a 1'identité :

-1
TNt =nx(‘r), pour tous n de Z, et T de 4 .,

4
Par exemple, si K est quadratique imaginaire, l'unique Zé-extension de K

qui est galoisienne mais non abélienne sur 0 est la prodiédrale, étudiée dans
[2].

Considérons donc une Z‘L-extension N de K, métabélienne sur Q , de
caractéere x d'ordre n divisant d i notons G son groupe de Galois,
T = Gal(N/K) le sous-groupe dérivé, isomorphe & Z, 6 , puis 4 un releve-

2
ment de Gal(N/RQ) dans G et H= Ker X le centre de G . Le quotient G/H
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est en particulier un groupe meétacyclique de centre trivial qui s'identifie au
produit semi-direct de ' par T= A/H pour l'action fidele de T sur ' dé-

finie par le caractére ¥y

Faisons choix d'un générateur topologique y de I' et posons &=y-1.
La théorie d'Iwasawa (cf. [3] et [8]) étudie le groupe de Galois ¥ dela
t-extension N abélienne maximale non ramifiée sur N comme module sur
l'algébre formelle A = Z{/[[é]] . Or, ici, le corps N étant supposé galoisien
sur D, il en est de méme de son extension N de sorte que le groupe H est
aussi un Z.,[A] -module. Pour tenir compte de ces deux structures, il est alors

-

naturel d'introduire la résolvante :

Il vient en effet :

LEMME. - La résolvante § est un générateur de l'algébre d'Iwasawa A= Z;Lﬁb]] .

(i) Plus précisément, ona 0=06 (mod 62) et donc A:ZL[[ 8171 .

-1
(ii) Pour tout T de &, ona T8T =x(T)0

Démonstration. - Pour toute racine ni€me de l1'unité r dans Z{/ , nous avons,
par la formule du bindme :
k
yi-1=(+8)7 1= T ()8
k=1 K

I1 suit : |

1 -1 T 1 -1 x(T

o= = @ Flay= ez o = xl )((k))ka
% 1eT k>2 ' TeT

ce qui établit (i). L'assertion (ii) est immédiate.

Considérons par conséquent l'algéebre de groupe 9= ZLIIG JJ«LA] 2 coefficients

dans l'anneau local complet ZLEE 8]], tordue par la relation :

rer'1=x(r)e , pour tout T de &,
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. -1
Les idempotents centraux €p = % @(r )T , attachés aux induits des
TcH
caracteres irréductibles du centre de G, donnent lieu 2 un isomorphisme d'al-

oo

gebres

@=2z/[.6]l.[8)= & Z [[6]]e[T]e
t s 2t T

Le premier probléeme qui se pose est donc d'étudier 1l'algebre a2 produit croisé

L=z, ([8])e[T] dugroupe cyclique T sur l'anneau d'Ilwasawa ' = z, (e17.

2. - Description des & -modu‘es projectifs de type fini

Rappelons que l'anneau d'lwasawa . = ZL[I;B'J’] est un anneau local régulier

complet de dimension 2, donc, en particulier, factoriel. Et l'algébre i est
n.

N . . . 2 - ; .
une algebre noethérienne de cimension n  sur son centre C= Z,[LG 1, qui

admet A = ZL[[G]] comme sous-algebre commutative maximale. En effet, si

-

C = QL((en)) désigne le corps des fractions de C, le tensorisé o= é&c %
1L

est une algthre simple centrale sur @, (67 ), am contient ©Q,(6)) comme sous-

corps commutatif maximal.

Pour étudier les z -modu es projectifs de type fini, introduisons les idempotents

1 . -1 . N . s .
e == %L ¢(t )1, associis aux caracteres {-adiques irréductibles ¢ de T .

® n TeT
Nous avons

PROPOSITION 1. - Tout Z-rmnodule projectif de type fini est somme directe es-

sentiellement unique de L -modules projectifs indécomposables de type fini.

Plus précisément

(i) La décomposition de }'algébre & est donnée par : = G"/I‘* T e

Ve

(ii) Il existe n classes d'isomorphie de L -modules noethériens projectifs et

indécomposables ; elles sont représentées par les n modules A ecp

Démonstration. - Le fait que tout I -module noethérien M s'écrive de fagon es-

sentiellement unique comme somme directe d'indécomposables résulte directement
du théoréme de Krull-Schmidt. Bien entendu, si M est projectif, il en est de

méme de ses facteurs directs.
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(i) La décomposition directe de I est immédiate, Il suffit donc de vérifier
que les modules A ecp sont indécomposables. Et cela résulte de ce que,si I est
un X-module projectif noethérien et indécomposable, le tensorisé DL((en»®CI

est somme directe d'exemplaires de Q{, (s) .

(ii) D'apres ce qui précede, il reste 2 montrer que deux modules Aecp et
A ew associés a des caractéres distincts, ne sont pas L -isomorphes. Or cela
est clair, puisque si Ae  était l'image de e dans un tel isomorphisme,
A serait inversible dans A , contrairement 3 l'identité e,k A ew =0, quien-

]
tratne A(0)=0 .

SCOLIE. - Les & -modules noethériens qui sont X -projectifs sont exactement

ceux qui sont C-projectifs.

Démonstration. - Le résultat sera acquis si nous montrons que tout X -module

noethérien C-projectif M est facteur direct de son tensorisé ME =X ®CM .
Or, la suite exacte naturelle
p
0—— Ker p—— ME"“‘:' M + 0, définie par p(0®m)=0om,
q

-1
est scindée par 1'application q[mr— £ T ®Tm .
TeT

PROPOSITION 2. - Tout idéal projectif de 1'algéebre X s'écrit comme somme

directe indécomposable d'idéaux principaux Ae_ XA

P

En particulier, les idéaux de 1'algebre A qui sont des X -modules projectifs

A
avec che

sont exactement les idéaux principaux ambiges, c'est-3-dire les idéaux

M 9\) P(en)A , ol P(en) est un polyndme distingué dans Z{,[ enJ , de valuation

nulle.

Démonstration. - D'apres la proposition 1, tout idéal projectif I de l'algébre X

s'écrit comme somme directe d'idéaux indécomposables principaux Icp=/\(x

¢ ’
avec I_==Ae_ . Maintenant, pour chaque idéal Icp , nous avons ew acp € Icp

pour tout caracteére | , c'est-a-dire e\l’aq’: Cp(lll)o.cp avec quq;)el\ ; puis,
par orthogonalité des idempotents, ecp(w)= 0 pour tous les caractéres, sauf un.
Autrement dit, nous pouvons écrire Qg = ecp >‘cp avec chel\ ; ce qui conduit

a la décomposition annoncée.
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D'autre part, si I est un idéal principal de A , le théoréme de préparation
de Weierstrass nous assure l'existence d'un unique générateur de I de la forme
L“ Gv Q(8) ol Q(8) est un polyndme distingué de valuation nulle. Cela étant,
1'idéal I n'est un X -module que s'il est invariant par le groupe T = Gal(A /C) ;
autrement dit, lorsqu'a tout T de T correspond une unité u(t) de zL don-
née par u(‘l.'){,u e\) Q(e) = M xv (T) 6\J Q(x(t)8). Egalant les termes constants,
nous obtenons u(T)= xv(T) ; puis Q(x(¥)8)=Q(0), c'est-a-dire finalement

Q(e) = P(en), pour un polyndme distingué P de valuation nulle.

. . A%
Notons qu'il vient Ie_ = Ae v{’“e P(en) , pour tout caractére ¥ , conformé-

ment a la premiére partie de la'proposition.

COROLLAIRE., - Le groupe des idéaux I -projectifs de 1'algébre A est le groupe

abélien libre engendré par les idéaux LA et gA, etles idéaux P(en)/\ S -

sociés aux polyn8mes distingués irréductibles de valuation nulle de l'algebre

zéte 1.

3. - Classification des X -modules noethériens

Intéressons-nous maintenant aux Z -modules noethériens sans hypotheése de
projectivité. Un tel module M est en particulier un A-module de type fini, donc
pseudo-isomorphe comme tel 3 une somme directe finie de quotients de A par

des puissances d'idéaux premiers principaux.

Ceci nous amene a poser :

DEFINITION. - Par &-module élémentaire, nous entendons toute somme directe

finie d'exemplaires des n I -modules projectifs Ae et de leurs quotients res-

e
pectifs Aegp/evl\e@, ainsi que des quotients /\el/{,u/\e1 et Ae]P (en)/\e1 as-

sociés aux polyndmes distingués P(en) de Zl, [en] qui sont irréductibHes et de

valuation nulle.

Cela étant, le résultat fondament est le suivant :
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THEOREME 1. - Tout £ -module noethérien est I -pseudo-isomorphe i un unique

X -module élémentaire,

Démonstration. - Commengons par établir 1'existence d'une pseudo-décomposition.

Considérons pour cela un Z -module noethérien M ; faisons choix d'un systeme

fini de générateurs de la forme (e._ m.) et écrivons M comme quotient d'un

@, iliel”’
L -module projectif de type fini : !

0 — R — @/\ewm.—-—* M—— 0
iel i

Cela étant, le noyau R est A-engendré par un nombre fini de relateurs
(¥ A..e_ m,),
el 1) P, I)JE J
e, ™, isotypiques, nous sommes assurés que les transformations admissibles

; et comme nous avons pris soin de choisir des générateurs

1
sur les relateurs sont compatibles avec la Z -structure., Autrement dit, a un
L-pseudo-isomorphisme prés. nous pouvons supposer que R est A-engendré
par un systeme de relateurs de la forme (Ai e, ) . Maintenant, d'apres

ig!'

la proposition 2, les A-modules A}“iecp-mi ne sont des X -modules que si les
1

ki engendrent autant d' ideaux principaux ambiges dans l'algebre Ecrivant
donc Ai/\ = {, 6 ]—T P IJ avec les pij(en) distingués irréductibles dans
JEJ,
Z{’ [en] et de valuatllon nulle, nous obtenons :
\)____ ei, n
Mn{ ® fe 1L ® (fe /L 6 T B 06M0e, )}
e INI' 7§ ierr % jes, M i
i
puis finalement
By Vi
M~ { @ ]O{@[(Ae /L Ae) Ae /o ‘he )
ena v e, % ¥ ®i
®@(® Ae /P 136 )neqp )13
jer, U i

de sorte que la pseudo-décomposition annoncée sera établie si nous montrons que
deux modules Ae /Iecp avec I=L“A ou I= P(Bn) A attachés a des carac-
teres différents sont néanmoins pseudo-isomorphes. Or cela résulte de ce que,
pour tout caractere ¢, le quotient (8 A ecp+ Iecp)/Iecp est un sous-module
d'indice fini de A ecp/lecp , qui est isomorphea § A ecp /8 Iecp , c'est-a-dire 2

I
/T
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Pour ce qui est de 1'unicité, renvoyons a 1l'appendice pour une démonstration
compleéte et contentons-nous de vérifier ici que les I -modules élémentaires in-
décomposables énumérés dans la définition sont bien deux & deux non pseudo-iso-
morphes : compte tenu du résultat classique sur les A-modules, il nous suffit
de remarquer que s'il existait pour ¢ # § un pseudo-isomorphisme f de A ecp

dans Aew (ou de A ecp/evA ecp dans Ae“J /Gv A e‘V ) ce ne pourrait &tre que 1'ho-

mothétie associée a2 un élément A de A non multiple de § ; ce qui contre-
dirait 1'identité e Ae =e f(e_ )=0.

vy v e
4, - Y-composantes d'un 2 -module noethérien

Soit M un I -module noethérien. Nous disons qu'il est de torsion lorsque sa
pseudo-décomposition élémentaire ne comporte aucun facteur projectif A e(p ,
c'est-a-dire lorsque M est I -pseudo-isomorphe 2 un module :

Y My %, n
M.[ @ @ Aecp/e Aecp](@[ ® A el/L he o[ @ Ael/Pk (6)he].
PeT” €T, je g kex

L'unicité d'une telle écriture nous conduit a poser :

DEFINITION. - Nous appelons polyndme caractéristique d'un I -module noethérien

v,
de torsion M, le produit XZ(M) =[ l l* eg‘;p ] ‘LH P(en) des dénominateurs
¥veT

intervenant dans sa pseudo-décomposition élémentaire. Nous disons que l'indice

V = ¥ V., représente la ecp—valuation de (M) ; et nous notons

P ieq, | Xg

v= L #Vo la valuation totale, A=V (modn) le degré de XE(M) et 4 sa
eecT

{ -valuation.

Bien entendu, le polyn8me caractéristique XA(M) de M comme A-module
s'obtient en identifiant a § dans XZ(M) les n indéterminées ecp . Et réci-
proquement il est immédiat d'écrire XE(M‘) a partir de XA(M) deés que sont

connus les indices ch
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Ceci nous ameéne 2 considérer les ®-composantes d'un L-module M .
Pour tout caractére ® dans TV » le projecteur associé A 1'idempotent °cp est
un C-endomorphisme de M, ce qui permet d'écrire M comme somme directe
de n C-modules :
M= ®& % € M.
YeT

Cela étant, puisque deux modules X-pseudo-isomorphes ont clairement des
@-composantes respectives C-pseudo-isomorphes, il suffit pour étudier celles-
ci de se limiter au casout M est un I -module élémentaire indécomposable.

I1 vient alors

PROPOSITION 3. - Soit M un X-module élémentaire indécomposable.

(i) Si M s'écrit Ael/LuA e, Ses P-composantes sont toutes C-iso-

morphes a C/LHC H

e
(ii) Si M s'écrit Ael/P (en)A e, ses p-composantes sont toutes C-iso-

morphes a C/Pc(en)C ;

(iii) Si M s'écrit Ae /ev A e , sa $-composante est donnée par

e M>C/8" C avec n =[(v-6)/n], ou 0e{0,1,...,n-1} est défini par
-1 o

Py =x

Démonstration. - L'identité T ek e, = xk('r)ek e qui définit 1'action de T sur
A e, nous donne immédiatement :
(o) [0)
eXGAel—e e Ael—-e Ce

La proposition en résulte.

I1 est d'ailleurs possible de comparer directement les ®-composantes d'un
Z -module M au moyen de la relation de décalage ecpx g =26 €s donnée par

l'opérateur ¢ . Il vient ainsi :

PROPOSITION 4. - Pour tout & -module M, l'opérateur § donne lieu 3 une

suite exacte de C-modules

0—— e_Ker 6 — eCpM—e-o ecpo——-’ eCPX Coker g = O .
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Les résultats de la proposition 3 peuvent donc s'interpréter i 1'aide du ta-

bleau suivant :

M ¢, n v
M Ae]/{, Ae] Ael/P (8 )Ae1 Aecp 9’\%
Ker ¢ 0 0 e
cva-]
Coker ¢ pseudo-nul pseudo -nul Z{, ecp
T .
Pour tout naturel m , introduisons les éléments w_ =y -1 puis §m :wm ,
qui engendrent autant d'idéaux ambiges de 1'algebre A . Nous pouvons enfin m-1

énoncer

THﬁOREME 2. - Soient M un X -module de torsion de type fini et V un sous-

ZL-module noethérien de M , tel que les quotients M/gm(eM+ V) soient
4 -

m
d'ordre fini 4 our tout m . Alors, pour tout caractére ® de T, l'ordre
e pour tout ae 2 ordre

]
4™ dela 9-composante du quotient M/Qm(eM +V) est donné par la formule :

m
RIS
m

+ chm+ Ocp(m) ,

ou u et qu sont indépendants de m , et Ocp(m) constant pour m assez grand.

v
Démonstration. - Notons XZ(M) =[ l* ec;p] i P(en) le polyndme caractéris-

peT
tique de M et b le degré de P . Nous savons, par la théorie d'Iwasawa

(cf. [3] et [7]), que l'indice em est donné par la relation :
m
¢m=u£ +Am+0(m), avec A=bdn+v.

Le théoreme résulte alors des propositions 3 et 4 qui donnent immédiatement :

™1
n

[ =M

- + (04 ncp)m+ocp(m) ,

l'indice TTCp étant calculé comme dans la proposition 3 (iii).
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5. - Application au {4 -groupe des classes H

Nous reprenons les notations de la premidre partie. En particulier, x désigne
un caractere {-adique impair du groupe de Galois A d'un corps abélien ima-

ginaire K de degré d, et N l'unique Z, -extension de K , galoisienne sur @Q,

1

qui lui est associée.

Nous notons I' le groupe de Galois Gal(N/K), isomorphe 3 Z 6 ; et, pour

1
tout naturel m , nous désignons par Km le sous-corps de N, métabélien

de degré @™ sur D, qui est fixé par I‘{'m , puis par f(m son {-corps de
classes de Hilbert, qui est galoisien sur @ . Nous nous intéressons au groupe
de Galois #= Gal(N/N) de la %-extension abélienne maximale non ramifiée N
de N : le corps N estla réunion des f(m , de sorte que par l'application de

réciprocité du corps de classes, le groupe H s'identifie 2 la limite

# = 1i )
im Mm
du systéme projectif des 4-groupes de classes respectifs des corps Km , pour

les applications normes.

Le groupe ¥ est ainsi un ZLMGJJ o[ & }module noethérien de torsion, et c'est
comme tel que nous nous proposons de 1'étudier. Suivant l'usage, nous notons
H multiplicativement, en faisant opérer exponentiellement les groupes de Galois.
Cela étant pour touteidempotent central s de l'algébre @ = ZL[[QJ] o[ 8],
la $-composante h‘p du groupe H estun IL-module a droite auquel nous pouvons

appliquer les résultats de structure qui précedent.

En particulier, reformulant le théoréme 2, nous obtenons :

THEORE‘ME 3. - Soient 4 un nombre premier impair, K un corps abélien

imaginaire dont le groupe de Galois & est annulé par (£-1), puis X wun ca-

ractére 4{-adique impair de & , et N l'unique ZL-extension de K, galoisien-

ne sur 0, qui est associ€e 3 ¥ . Alors pour tout caractere {-adique ¢ de & ,

il existe des entiers u_ , ch et % tels que, pour tout naturel m assez grand,
m
e

l'ordre 4 7 de la ®-composante du 4 -groupe des classes um du sous-corps

Km de N cyclique de degré Lm sur K , soit donné par l'identité :

m
m 2 -1
¢ '“cp - +kcpm+o

@ "
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Dans cette formule, l'entier n est 1'ordre du caractére x et l'indice M

ne dépend que de la restriction de ® au noyau Ker ¥y .

Maintenant, une premiére approche de la @ -structure du groupe H consiste
a introduire le sous-groupe HQ , limite projective des groupes HQ (Km) engendrés
par les classes des idéaux au-dessus de 4 : Par l'isomorphisme de réciprocité
du corps de classes, le quotient H'= H/hg s'identifie, en effet, au groupe de
Galois Gal(f\I'/N) de la 4 -extension abélienne maximale non ramifiée de N,

ou les places au-dessus de { se décomposent compleétement. Et, d'autre part,

si K., estle corps de décomposition dans N/K des places au-dessus de ¢ ,
o m

o
L N P : . . P
ie groupe T opere trivialement sur Jiﬁ de sorte que celui-ci est annulé par
m
o
1'opérateur W = YL -1 . Autrement dit, dans la pseudo-décomposition du
: o

® -module HQ , ne peuvent figurer au dénominateur que les idéaux §iA ,

pour i=0,...,mo (cf. [4], th. 9). Plus précisément, si D désigne le groupe
m
: o
de décomposition de £ dans K et I‘m = I‘/I‘L le groupe de Galois
o
Gal(Kmo/K), le tensorisé %B(Kmoh Zl; ®Z.BQ(KmO), du sous-groupe d'idéaux
de K | engendré par les places au-dessus de {4 , s'écrit comme @-module :
o
D (K )=%,[[ ].[D]~ ® he /w  Ae_ .

Et il vient donc, avec les notations du théoréeme 3 :

THEOREME 4. - Soient D le groupe de décomposition de £ dans K, et Kmo

son sous-corps de décomposition dans N/K . Le sous-groupe Jig , engendré

dans ¥ par les places au-dessus de £ , est un ®-module de torsion pseudo-

isomorphe comme tel 4 un facteur direct de la somme :

mo )
o)A 10 "% /8 e [(hey/ohe)®( 8 Aeg/Shey)]

® (D) #1
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COROLLAIRE. - Sous les hypothéses du théoreme 3, il existe des entiers )
.l

“'cp = “cp s )‘::p et o’cp tels que, pour tout naturel m assez grand, l'ordre ¢ m

de la ¥ -composante du groupe de Galois H'm = Gal(f{ 'm/Km) de la {-extension

abélienne maximale non ramifiée de Km , ou les places au-dessus de {4 se

décomposent totalement, soit donné par l'identité :

P L

m “cp n

-1
+)\l +
m [o]

Démonstration. - D'apres le théoréeme 4, l'invariant Mg attaché au sous-groupe

.]43 est nul ; de 1a 1'égalité “ép = ucp , pour tout caractere ¢ .

SCOLIE. - Pour tout idempotent central e de l'algébre ® , l'indice

¢
A_= ¥ A vérifie la congruence
® 9l @
A=V d ,
® ® (mod n)
‘P
ou V(b désigne la valuation du polyn8me caractéristique xA HT) .

!

@

Un résultat analogue vaut pour A

C'est immédiat, d'apres 1'écriture du polynéme caractéristique ; ce qui

généralise le résultat donné par R. Gillard dansle cas prodiédral (cf. [2]).

Bien entendu, contrairement 4 ce qui se passe pour H{ , les indices "cp
attachés 2 des caracteres qui cofncident sur le noyau Ker x ne sont pas, en
général, égaux. Plus précisément, la suite exacte de la proposition 4, appliquée
au groupe H , faisant apparafitre le sous-groupe ambige (@ et le quotient des
genres G , la comparaison des indices )‘cp se ramene essentiellement 4 un

probleme de théorie des genres dans l'extension procyclique N/K (cf. [5]).

6. - Appendice

Nous complétons, dans ce qui suit, la démonstration du théoreme 1, en

établissant 1'unicité dans la pseudo-décomposition d'un X-module.
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Considérons donc un Z-module noethérien M ; supposons le pseudo-isomorphe
a deux XZ-modules élémentaires E et E' ; et faisons choix d'un multiple com=

mun assez grand neszen] des polyndmes caractéristiques XA(E) et XA(E') .

Cela étant, dans la suite exacte courte :
%
00— Keru— M— Imun —— 0 ,

le noyau N=Ker# est alors pseudo-isomorphe aux sous-modules de A-torsion
T(E) et T(E') etl'image I=Im» aux modules projectifs E/T(E) et
E'/T(E") .

a) Partie projective

Comme tout pseudo-is omorphisme arrivant dans un Z-module projectif
(et donc sans ZL-torsion) contient dans son noyau les éléments d'ordre fini et
ceux-1a seulement, nous pouvons, quitte & remplacer x par un multiple
convenable, supposer que I s'injecte avec un conoyau fini dans E/T(E) comme
dans E'/T(E'). Ecrivons alors E/T(E)=. @ Aecp, . D'apreés ce qui précede,

le quotient 1/ 1 est isomorphe a un sous-module d'indice fini de la somme

directe j%J ZL €p. Le théoréeme de la base adaptée appliqué a l'anneau princi-
pal semi-local ZL[T] nous donne l'isomorphisme
I/gl>~ @& ZL ecp ; ce qui entratne E/T(E) = E'/T(E') comme annonc§.

JjeJ j

b) Partie de torsion

Notons T(N) le sous-module fini engendré par les noyaux des pseudo-isomor-
phismes de N dans T(E) et T(E'). Le quotient N/T(N) s'injecte alors avec
un conoyau fini dans T(E) comme dans T(E'), et il est alors facile de construire
un pseudo-isomorphisme injectif de T(E) dans T(E') ; par exemple, en re-
marquant que si T(E) s'écrit :

\)j \ ¢
T(E) = [J'E@g /\ecpj/e A ecpj] ® [k@e’(A e1/13k e, 1

le sous-module d'indice fini :
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V., e
T'(;E)={,h['@ he /9ine 10¢™ o Ae/‘DkeIJ»

est isomorphe 3 T(E) , et contenu dans l'image de N pour h assez grand.

c) Localisation

Il reste donc a établir qu'un module de torsion élémentaire, qui s'injecte avec
un conoyau fini dans un autre, lui est nécessairement identique. Or, pour toute

suite exacte a conoyau fini

v,
00— @ /\e /'ZD ey @ Ae /‘P.le )
ey ¥ A ie g i 1%y

la multiplication par un élément convenable de C, étranger a un ‘{.‘»i donné,

o
conduit a une suite exacte a conoyau fini :

0—— & Ae, /‘p e .0 Ne_ /‘B.ie
icd 1 ‘o 1 el i ‘o i
LIRS P=%

o o

De plus, puisque le quotient /\/‘D est infini, le plus petit entier v tel que
‘D.O annule 1'un, et donc l'autre, des termes de cette derniére suite, est la

o
bornesupérieure commune des indices \)i lorsque i décrit § ou Jd', avecla

restriction P. =P,
1 i
o
La démonstration se poursuit alors par récurrence sur le nombre de termes

dans chacune des sommes directes, en distinguant deux cas

- s8i P estl'idéal premier engendré par §, il faut tenir compte de l'a\.;ctu])n
1 -

o
de 0 sur les idempotents e C'est ainsi que par action de l'opérateur §°

o -

nous obtenons la suite exacte & conoyau fini :

vo-l vo-l
00— @ Z _— @ Z, e s
icd 1 CPIX iegr 4 CPix
‘131.- ‘910’ e vo $i_$i°’vi_ Yo

v
et les termes /\ecp /’Dio € dans T(E) et T(E') sont associés aux mé&mes

caracteres,

- sinon, la démonstration n'est rien plus que la démonstration classique.

-l -
e =
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SERIES DE DIRICHLET
par

Pierrette CASSOU-NOGUES

La fonction z&ta de Riemann est définie pour Re(s)>1 par

® -8
=3
C(s)= Z n

~

Cette série se prolonge a tout le plan complexe, en une fonction méromorphe
ayant un seul pdle pour s=1 et pour tout entier k>0
b

C1K)=- ==

ou bk est le k-ieéme nombre de Bernoulli., Donc, pour tout entier k>0,

C(1-k)e.

Soit K un corps de nombres quelconque et QK(.) sa fonction z&ta de
Dedekind. Shintahi a montré que l'on pouvait écrire gK(. ) comme une somme

finie de séries de la forme
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Il a montré [10] que ces séries se prolongeaient & tout le plan complexe en des
fonctions méromorphes dont tous les pdles se trouvent sur la droite réelle et qui
prennent de: valeurs rationnelles sur les entiers négatifs ou nuls. Ceci lui permet
de retrouver le fait que C,{(l -k)e ) pour tout entier k>0 (Siepel [9],

Klingen [7]).

Soit maintenant Pg¢ C[Xl, ces Xr] tel que Re(P(t] y..o»t ))>0 pour tout
r . s 32
(t1,...,tr)eﬂi+(t],. .,tr)%(O,...,O) . Soit Qe(IJ[X.l,...,Xr] ; considérons

Z(P,0)(s)= £' Q) Pn)°

ne T

I1 existe I 0 tel que cette série soit ahsolument convergente pour Re(s)>o°

~

et Mellin [8] a montré qu'une telle série se prolonge A tout le plan complexe en

ure fonction méromorphe dont tous les pdles sont sur la droite réelle. Deux

questions se posent alors
a) Peut-on calculer les valeurs aux eatiers négatifs ?
b) Lorsque l'on peut les calculer, ces valeurs sont-elles dans le corps engendr¢

sur ) par les coefficients de P et Q ?

On peut calculer les valeurs aux entiers négatifs de Z(P,Q)(.) lorsque P

satisfait la condition suivante que nous noterons ''condition ¥ ' , Ecrivons
=3 = ~
T (x].... X)) POL (Xl, e X )4 pa_l(xl, e X )H Lt Po(,.l, s X )
ol pi(Xl’ w+.» X ) estun polynéme homogeéne de degré i .
r -
Alors Re (Poc (tl, .+.»t)) >0 pour tout (tl, ,tr)elR+ (tl’ ,tr);f (0,...,0).

On constate alors que les valeurs aux entiers négatifs n'appartiennent pas

toujours au corps engendré par les coefficients du polynéme.

Exemple 4 4
P(Xl,X2)= X1 + X2 + Xlx2

2(P,1)(0)=
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Le but de cet article est de lier la nature de ces valeurs 2 la géométrie de

certaines hypersurfaces définies A partir de P .

Dans toute la suite, nous fixons P satisfaisant la condition % . Nous supposons

en outre P homogene. On note K le corps engendré sur Q par les coefficients
de P et les racines g -idmes de 1'unité€. On é&tudie pour tout polynSme
Qe K[Xl, cees Xr]

Z(P,Q)(.) .

Cette série se prolonge en une fonction holomorphe sur € sauf aux points s = k/qg

o kEZ tel que k<deg Q+r et —sé]N, ou elle peut avoir des pbdles simples,

On convient de noter "
Z(p, Q)(;)

pour désigner soit le résidu de Z(P,Q)(.) si cette fonction a effectivement un ~

pdle pour s =Z(—L , soit la valeur au point s =§' lorsque -se¢IN.

On définit 4 1le K-espace vectoriel engendré par les 2Z(P,Q)(k) lorsque
Q parcourt K[Xl, ey Xr] et lorsque k€ Z, k= gg%._-_Q_j_l; (on trouve donc ici,

les valeurs aux entiers négatifs ou nuls et les pdles pour s entier
0< s< _@sgﬂ_tr_)_
a

On obtient le résultat suivant :

THEOREME 1.- & est de dimension inférieure ou égal 3 ar-l. et un systéme

de générateurs est donné par

r
v, -1 v-1 K \4
zZ(P, X! x T y(El
» Xy e XL a
ou (vl, ,vr) parcourt les r-uples de Z tels que
r
& v.=0(a) et O<v=qa .
i=1 ! 1
Remarques r v
v1-1 v -1 i)zl i
i) Les valeurs Z(P, X1 er ) (— ) sont en fait les résidus de
vl-l v -1 '
zZ(P, X1 er )(.) sur sa droite. de convergence.
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ii) On connaft des cas ol la dimension de 4 est strictement inférieure 2
r-1
Par exemple dans le cas ou P est un produit de formes linéaires (séries

de Shintani) elle est égale a 1 .,

Nous étudions ensuite la nature de ces générateurs.

Nous supposons maintenant que la variété projective V déinie par l'annulation

de P est non singulidre et en position générale par rapport aux axes de coordon-

nées, ce qui signifie que les formes Xi —d—}% n'ont pas de zéro commun différent
i

de (0,...,0). On définit sur K[Xl,...,le :JA par
0 si igA

X, si i€A
Notons P, = UA(P) et V. la variété définie par l'annulation de P, .

A A

THEOREME 2. - Les éléments de @ sont des combinaisons a coefficients dans

K de m-fois des '"périodes' sur les variétés VA , de 1 et de m .

Remarques

i) On obtient des résultats analogues en considérant les résidus. On définit tSi

le K-espace vectoriel engendré par les

Z(P,Q)(%) k€éZ , k< deg Q+r
avec k=i(a), pour tout O<i<a .

ii) Si l'on consideére
1 n -8

Z(P,Q,8)(s)= 2 Q(n) § P(n)
ou &= (51, ,Qr)e c’ et lgi|.<_1 , 517’1 pour tout i€ {1,...,r}, alors
Z(P,Q,€)(.) aun prolongement holomorphe sur € et pour tout entier k=0

K(E) étant le corps engendré sur K par les gi .
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I. - Préliminaires

Tous les résultats qui vont suivre reposent sur le théoréme 0 qui donne une

forme adéquate des résidus aux pdles et des valeurs aux entiers négatifs.

Notons J la forme € -linéaire définie sur C[Xl, ,Xr] par
i1 i
Ir
IX; . X T)=b by

THEOREME 0. - Soit un polyndme P satisfaisant 1'hypothtse ¥ . Pour tout

polyndme Qe € [Xl, cees Xr] et tout entier k¢ Z , k= deg Q+r , il existe un
polyndme Sk QE C [Xl, cees Xr] tel que

lim (s_(l;.) T(s) 2(P,Q)(s)= J(

S )
sk K, Q

On a des formules explicites.

Notons
(04
P(X,,....X ,Y)=P + Xy oot yeeer X
(XI Xr Y) (}(X] Xr) YP(‘(—I( 177 Xr) ¥ Po(xl r)
ou P‘i est le polyndme homogene de degré i tel que
P , , = , , X )+P , , +...+P (X, » X
(Xl Xr) P(L(Xl \(r) a—l(Xl X o( 1 r)

On peut toujours supposer que Q est un polyndme homogene. Pour tout

r+1
(x] b X t)e R
o o —6’(t1, ot s t)
S(xl,...,xr,t)= K‘ u(\ Q(tl’""tr)e dt1 ...c\tr
x,t x t R
1 T
Alors Sk O est le polyndme associé a la fonction polyndme
1 d degQ+r-k i
L‘ 2 e 9 = . S ) ’ ,t
Sk,Q(XI Xr) (deg Q+r-k)! ‘dt (Xl *y )t=0

On peut montrer que le polyndme Sk Q défini par le théoreme 0 , vérifie
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r

d k! . _

53X ..3%X Sk’Q—QP si k= -k'a
1 r

CH S =0 ino

39X, ...3X_ "k, Q° sinon.

Nous supposons dans tout ce qui suit que P est homogene.

II. - Etude de la dimension

Notons S={1,...,r}.
Pour tout AcCS, on définit

£, le K-espace vectoriel engendré par les mondmes

A
| ] X, telsque Iv = 0() et v.,=0
ieA
A . . .
.ﬂA le sous-espace vectoriel de .(!A engendré par les mon8mes qui
satisfont en outre vi>0 . On écrit £ pour £S et £S pour .!!g ; .:¢ =K.

Soit AA= [(xi)ieA | 0<xi<°°} .

Définissons CPA 1'application

A

“Palt) 4

w * » [ we —
A t
A

Ces intégrales ont été étudiées par E. Stevenson [11].

PROPOSITION 3. - Pour tout polynSme QeK[Xl, cees Xr] , pour tout ke Z ,
K < deg Q+r
a

A
Z(P, k p) I .
(P Q) )€, E 9,(8,)
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Pour montrer cela on utilise le théoreme 0. On a donc :
A
gc 4 @ (£)).
Acs A N
LEMME 4. -
A S
by £)= iy
Wl CpA( )= %(27)
Preuve. - S A
_ £7) )
g (L) AES NN
. A , 3P Au{i}
Si we.tA , pour tout i gA , wti -——atie AU{i} et
-PL(t) 4 3 p 'PAu{i](t) dt, dt
X we —= S wt 3 e _—
A t A ti ti t
A AU {i}

On peut donc étudier 8 par l'intérmédiaire de £S

quotients de cet espace.

Notons Dj les opérateurs sur £

DJ_: exp (P(X)) . Xj 3 XJ- o exp(-P(X)
Y 2P
DjQ = Xj _—_an -Q Xj 3% Xj

Dwork [3] a étudié des

)

LEMME 5. - ]Il existe un homomorphisme surjectif ES qui rend le diagramme

suivant commutatif

L -

\S

?s

(5
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. . - Aw ) IP S
Preuve, - Soit Wy Xj 3X. jo 3% X wedl
J J
© dt.
[u PO & . 2w P % a
A 1 t % A j ot, t. ot
s s-{ ) g
“j , 2P -P(t) dt; at
- Jo A W, 3t € t, ot
S-{j}
-] -
=j‘ X Sw_ e P(t) dt.g‘t"
0 ‘a atj jt
s-{j}
t.=e ®
-P(t) 4] Ow -P(t) dat
+[we ],=0-§0S 3t °© dtjt =0.
) s-{j}

S S
Dwork [3] a montré que £ /X Dj £ estun K-espace vectoriel de dimension

. . < s r- S
inférieure ou égale a q dont un systeme de générateurs est donné par

I v
X!,
1

i=

MR

v.=0(a) O<v.=a
1 i i

1

Donc CPS(IS) est de dimension inférieure ou égale a ar-l et un systéme de

générateurs est donné par

r

X tV e_P(t) d , & v.=0(@), O<v.<a .
t i=1 1 1

AS

Donc #C CPS(J:S) est de dimension inférieure ou égale a ar-l De plus
r

v,
j‘ ¢V e-P(t) dat _ zZ(P, Xv-l)(l—l )
A t Qa

S

Donc & = CPS(£S) et le théoreme 1 est montré.
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III. - Identification avec les périodes

On suppose maintenant que la variété projective V définie par 1'annulation
de P est non singuliére et en position générale par rapport aux axes de coordon-

nées (ceci signifie que les formes X, ob

3% n'ont pas de zéro commun) .
i

Notons My le groupe des racines a-iémes de l'unité,.

Si Q estun polyndme homogene tel que deg Q+r = 0(a), on définit pour

r
tout
Ce Hy

ZC(P,Q)(SF z
nelN

Ql Qr Q(anl, vee s Crnr) P(Clnl, vees Crnr)-s
On remarque que si {=({,...,(), alors

ZC (P,Q)(s)= z(P,Q)(8) pour tout seC.

Notons —ﬁ; le quotient de u; par la diagonale.

Nous allons considérer maintenant les vecteurs
r

i Vi
z. (P, X )(——))
< = e >§eu;

Notons AS(C) l'image de A par l'application

RS — 4 CF

(¢;,)

i'ieg s ¥ 16i%iies
I1 est facile de voir que
r
1o Vi P(t) dt
z, (P, X' )(1‘OL y=§ e ) =
A
s(©)
Définissons maintenant 1'application
r-1
S o
: £ -
Vs C
' . -P(t) .si&)
W ? Q we t

-r
84(C) Cehy
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THEOREME 6. - Le K-espace vectoriel ws(.ts) est de dimension ¢

et une base est donnée par

(z (P, x"" 1))

17 vr) parcourt un systeme de r-uple d'entiers tels que I vi'=- O(a)

Preuve. - Pour montrer le théorgme nous allons montrer qu'il existe un iso-
morphisme i'.S qui rend le diagramme suivant commutatif

’
S

£
l A
J:/g Dj.cs

Dwork [3] a montré que dans le cas o V est non singuliére et en position

# S . . -1 ~ P
générale £S/_E Dj.E est de dimension a et que le systeme de générateurs
donné précédemment est une base. —wS existe et est surjective pour les mémes

raisons que Pour montrer l'injection nous allons montrer que la matrice

S -
Zv
1

V-
=<~Zg<p’x )IEV 0@ O0<v,Sa

ceua

est inversible,

Nous utilisons maintenant la théorie de la déformation introduite par Dwork pour

étudier les fonctions z&ta des hypersurfaces [5].

r
. _ a
On définit PA (Xl' s X )= ifl a, Xi + A R(Xl’ cers Xr)
bl O
On a P (X,,....,X )= X a.,X, polynéme de Fermat et
o1 by j=1 1 i
Pl(xl,. , X )= P(X Xr)
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On suppose que A appartient a un domaine £ du plan complexe qui contient

0 et 1 tel que la variété V, soit non singuliére et en position générale.

A
S -
Alors £ /E DJ » ¥ est encore de dimension a et admet la m&me base
r
xV, E V.EO(a) s 0<v =q
i=1 r
1 g5 Y
_ v-1  i=
xk—<ZQ(PA’X ) ))v
Cen
T
On étudie 1'équation différentielle en A satisfaite par i;\ :
-P -
x“)dt . v RO g
I o o 1)e M
d) t A t
~, Z Pd 3 - S
ou g, est l'opérateur défini sur £ par

J
o, = exp P?\ o3y ° exp(-Px)

L operateur % commute avec les opérateurs DJ A et donc opere sur le quotient
S ’

L /2 DJ A . Soit G)\ la matrice de G)\ dans la base X' . Alors G}« est

une matrice a coefficients rationnels en X , et on péut supposer qu'elle est sans

singularités dans £ . On a alors

d
L - .
et donc A det 1;\ trace G}\ . det \

Pour montrer que det I)\ #0 dans B , il suffit de montrer que det Io;‘ 0.

On peut calculer Io et on trouve

detf T—[—[—Tal“

v,
J

Vo _r

Ce Lla

Le déterminant qui apparaft a2 droite est un déterminant de groupe ; il est non nul.
On a donc montré que

S s, I S
£~/ DL,
wS( ) Gzl J

Pour tout ACS , notons Di,A= JA o Di .
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. Al
Définissons w, = £A /1§AD A A .

Dwork ([5]) a montré que

S, o S
£/ Z DI~ @® W
j=1 J ACS A
et Katz ([6]) a montré qu'il existe un isomorphisme eA qui rend le diagramme

suivant commutatif

6 r, -2
A X . A
W, + Prim (VA/K)
d
UL ax
rA-Z
WA , + Prim (VA/K)
A

r -2 r -2
ol PrimA (V /K) désigne le sous-espace de I-IDR (V /K) des classes pri-

mitives (dans le sens de la théorie de Hodge).

S
Nous recherchons maintenant les sous-espaces de ws(.ﬁ ) qui correspondent

aux WA .
On définit
r-1
A a
—_—
o C
N A(t) dt
w * -+ (j w
Notons M, =y (£A)
_ A "A A
On peut montrer que :
~m,/ L M =M
/51" "
et que le diagramme suivant est commutatif
e WA eA . a2 /K
77(A———-0 WA —2eey Prim (VA )
4 a
dA % A A
r, -2
m W, ———— Prim (V. /K)

amrea——
A ,
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Considérons la base de WA

A
TT X7 on T v.=0(a) et O<v.<a
jea jea !
rA-Z
On note (w) son image dans Prim (VA/K)

Considérons une base de cycles (y) et la matrice des périodes

p}\:(j’ w)(u
Y Y

L'image dans —7-72-A de la base de V& nous donne la matrice

eo=( tve-P"’A(t)it-
3 t 'v|Z vjEO(a) 0<vj<0.

-r
Ceu,
Les deux matrices vérifient la méme équation différentielle. On en déduit donc
que

-1 -1o

PA PA =PO o

On peut remarquer que cette égalité ne dépend pas de la base de cycles choisis
(si 1'on change cette base on multiplie & gauche les deux membres par une

méme matrice), ni des geﬁ;

On peut faire des calculs effectifs de Po (Deligne [2]) et de Po (cf. io) et on

1 _-1 . .
montre que Po Po est une matrice a coefficients dans K . Donc pour tout A

P{lﬁi est une matrice A coefficients dans K .

Le théoreme 2 est démontré.

BIBLIOGRAPHIE

(1] P. CASSOU -NOGUES, Etude de certaines séries de Dirichlet associes
un polyndme (en préparation).

(2] P. DELIGNE,



22-14

[3] B. DWORK, On the Zeta function of a hypersurface, Publ. Math. I.H.E.S.
(12) (1962), 5-85.

[4] B. DWORK, On the Zeta function of a hypersurface II, Ann. of Maths 80
(1964), 227-299.

[5] B. DWORK, A deformation theory for the Zeta function, Cong. Math.
Stockholm (1962), 247-259.

[6] N. KATZ, On the intersection matrix of a hypersurface, Ann. Scient. Ec.
Norm. Sup. 4&me série, t. 2 (1969), 583-598.

[7] H. KLINGEN, {Iber die Werte der Dedekindsche Zeta funktion, Math. An-
nalem 145 (1962), 265-272.

[8] H. MELLIN, Eine formel fir den Logarithmus transcendenter Funktionen
von endlichen Geschlecht, Acta Soc. Stient. fennicae 29 (1900) n° 4.

[:9] C.L. SIEGEL, Uber die Fourierschen Koeffizienten von Modulformen,
Nachr. Akad. Wiss. Gbttingen, Math. Phys. K 1, 3 (1970), 15-56.

(10] T. SHINTANI, On evaluation of zeta functions of totally real algebraic
number fields at non positive integers, J. of Fac. of Sc., Univ. of Tokyo,
section 1, 23 (1976), 393-417.

[11] E. STEVENSON, Integral representation of algebrafc cohomology classes
on hypersurfaces, Pacific Journal of Math. 71 (1977).

(texte regu le 21 mai 1981)

et
-l -

Pierrette CASSOU-NOGUES
U.E.R. de Mathématiques
et d'Informatique

Université de Bordeaux I

F 33405 TALENCE CEDEX



Séminaire de Théorie des Nombres 23-01
Année 1980-1981 - exposé n°®23 15 mai 1981

APPLICATIONS POLYNOMIALES A JACOBIENNE CONSTANTE

par
Hyman BASS

1. - La conjecture jacobienne

Soit F : €"—— C€" une application polynomiale. Ainsi F(x)= (Fl(x) yeoes Fn(x))
ol chaque Fi est un élément de C n] . C[Xl, cees Xn] . La matrice jacobienne
de F est

3
J(F)= (D, F.)

i “j1<i, j<n (Dizaxi

Pour une application composée G(F) ona J(G(F) = J(G)(F).J(F). Si F est
inversible, d'inverse G , de sorte que Gi(F)= Xi (i=1,...,n), on trouve que

J(F) est inversible, ce qui revient & dire que det J(F)eg € .

CONJECTURE JACOBIENNE. - Si J(F) est inverisble, alors F est inversible.
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Cette conjecture a été énoncée pour la premidre fois par O.H. Keller [K]
en 1939. Elle reste un probldme ouvert pour tout n>2 . (Son analogue en carac-
téristique p>0 est fausse, comme le montre l'exemple xr—t x+xP pour
n=1.) Il y a une littérature assez ample, y compris plusieurs démonstrations

fausses, consacrée a ce probléme.

J'annonce ici quelques résultats partiels d'un travail en collaboration avec

E.H. Connell et David Wright [BCW].

2. - Le théorédme de réduction

Notons GAn((E) le groupe des automorphismes polynomiaux de c” , le

'"groupe affine de Cremona'.

Soit F = (Fl’ cees Fn) un endomorphisme polynomial de (En . Pour tout
m >0 posons F[mj =(F,,....,F , X yeees X ), qui est un endomorphisme
n4m n n+1 [m] n+m
polynomial de € . Ona Feg GAn(C)“F € GAn+m(C) , et

(m],_ J(F) O
IETH= o )

THEOREME. - Supposons que J(F) soit inversible. Il existe un entier m =0,

des éléments G, L de GAn+m((B), et un endomorphisme polynomial g(T) de

n+m s . . . ces .
C[(T] , T étant une indéterminée, satisfaisant aux conditions suivantes :

[m] ~

(a) Pour T=1, ona F(1)= GeoF oL, de sorte que si F est inversible

alors F est inversible.

(b) Posons r=n+m+l et notons F 1'endomorphisme polynomaial de (Br

correspondant & F. Ona pour chaque i=1,,...,r, fi= Xi--Hi ou Hi est un

polyn®me cubique homogeéne et la matrice J(H) est nilpotente.

COROLLAIRE. - Pour démontrer la conjecture jacobienne il suffit de la démontrer

(pour tout n) pour des applications de la forme F= X-H avec H cubique homo-

géne et J(H) nilpotente.
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Remarque.- S. Wang [W] a démontré la conjecture jacobienne pour tout n

et toute application polynomiale quadratique, m&me sur tout corps de carac-

téristique # 2 .

3.- L'inverse formel

Notons C[[n]] l'algeébre des séries formelles C[[Xl, cees Xn]] . Un endomor-
phisme de C[[n]] est donné par la suite F = (Fl’ ,Fn) des images F. des
Xi . Ona Fi(O) =0 (i=1,...,n), et F définit un automorphisme de G[[;n]J 8i

et seulement si sa composante linéaire est inversible, ou également si et seule-

ment si J(F)(0) est inversible.

cLInT

Supposons que Fi: Xi-Hi ol Hiem2 , m étant 1'idéal maximal de
(i=1,...,n). Alors F est inversible. Nous présentons une formule de Abhyankar

pour son inverse G.

Pour tout U ¢ C[[n]] posons

<U,F> = % nD(p) (U(F). j(F). HP)

peN
ou P
szHll H"
p
(p) Dl1 D"
D - Pyt ! (Dizéa;c?

j(F) = det J(F)= det(Di FJ.) .

THEOREME (Abhyankar [A]).- <U,F> =U .
COROLLAIRE. - Si G,(F)=X, ona

o p(P) (Xij(F).Hp) .

peN
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4. - Le développement arboréal de l'inverse

Revenons a la conjecture jacobienne. D'apres le théoréme de réduction, il
nous suffit de considérer une application polynomiale F = (F,,..., Fn) de la forme
Fi= Xi-Hi ou Hi est cubique, homogene (i=1,...,n) et J(H) est nilpotente.
On a alors j(F)=det J(F)=1. Soit G = (Gl" ..., G ) llinverse formelle de F .

La conjecture jacobienne €quivaut & dire que les séries formelles Gi sont des

polyn8mes.

D'apres la formule d'Abhyankar pour les Gi on a

(d)

G. =X G,
1 dZO 1
avec
9.z plP)(x . wuP.
i n i
PEN
lp[=d .
Ici lp, désigne p1+...+pn , .et on voit tout de suite que Gg ) est un polyndme

(@_

homogene de degré 2d+1 . Par conséquent, Gi est un polynéme *© Gi =

pour tout d>0 .

THEOREME. - On a G§0)= X, G§1)= H, , et, pour tout d>1,
(d) 1
G, ' == L P
i T a(T) £ T,f

ou :

- T parcourt l'ensemble (des classes d'isomorphismes) des arbres ''racinés"

(i.e. munis d'un sommet distingué) 3 d sommets,

- a(T) désigne le nombre d'automorphismes de T,

- f parcourt l'ensemble des applications de l'ensemble V(T) des sommets de

T dans {1,2,...,n} telle que f prend la valeur i en la racine de T

- ona P_ = T—T D H
AT vy Kv) W)

ou v, désigne 1'ensemble des sommets juste au-dessus de v, et

D = D .
£(v,) T—L £(w)
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P, ;=(Dy D, H).H, . (D, D, D H). H. H. H

Pp,¢=H,(D, H) (D, H) (D _H,) (D, H) .

Ainsi

r P “Il:l H JH4
f T'f—a=1 a()a,i

Rappelons que J(H) est nilpotente. Ainsi si T est une droite, de longueur d» 0,

ona L PT’f=O.

o
3.- Si T contient un sous-~-arbre de la forme W on a PT f= 0

quel que soit f, car si on dérive quatre fois, un polyn8me cubique on trouve

zéro.

Ona: JH)®=0 avec esn.

CONJECTURE. - Il existe un entier d(e) tel que, pour tout arbre raciné T,

A d=d(e) sommets, ona X P =0.
¢ T.f

Pour e=2, on peut prendre d(2)=2 , en se servant de 1'identité d'Euler.

Pour e= 3, on a montré, par un calcul assez pénible, qu'il faut prendre

d(3)>8 . Ce probléme est en train d'8tre traité sur ordinateur par D. Grayson.

et
-l =l -
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BRUMER-STARK-STICKELBERGER

par
John TATE
§.1.- Définition et propriétés de es K /k

Soit K/k une extension galoisienne finie abélienne de corps de nombres,
soit G = Gal(K/k) son groupe de Galois, et soit S un ensemble fini de places
de k contenant les places archimédiennes et les places qui sont ramifiées dans
K/k , et contenant au-moins deux places. Un caractére ¥ : G— c* se prolonge
par linéarité en un homomorphisme de l'algébre C[G]= Z €o dans €, encore

ceG

noté yx . On définit alors noté également eS G’ ou mé&me simple-

O, K/
ment 6 , comme étant l'uniue élément de €[ G] tel que l'on ait, pour tous

les caracteres xy de G, 1'égalité
-1
X<GS,G)—LS(O’X ’K/k) ’

ou Ls(s , X » K/k) désigne la fonction L d'Artin privée de ses facteurs d'Euler

relatifs aux places peS.
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En d'autres termes, on a :
) = % C.(0,0) 0_1
S,G 0€G s’ ’

ol CS(O ,8) désigne la fonction z@ta partielle construite avec les idéaux premiers

non dans S, comme elle est définie par exemple dans [C].

Exemple. - Soit m un entier > 2, impair ou =0 mod. 4 . Posons (= eZm/m ,

et considérons la situation suivante : k=0 , K = Q({), et S est l'ensemble de
la place a 1l'infini de @ et des nombres premiers qui divisent m . Il existe un
#*
unique isomorphisme de (Z/m Z) sur G qui a un entier a modulo m premier

o
a m,associe 1'automorphisme o, de K pour lequel ( 2= ga , etl'on a alors :

9 = r§r:1 (1/2 - a/m) 0;1 .

(a,m)=1
En effet, la fonction z&ta partielle associée a 1'automorphisme Ua de K est

la fonction zé&ta de Hurwitz

® -8
(o ,8)= ¥ n
a n=1
n=a mod m

et il est bien connu (voir par exemple [ W-W], §.13.21, p. 271) que l'ona

C(ca, 0)= 1/2-a/m

Propriétés de §

S, K/k

-1
1) x(6g: K/k) = Lg(0, x

, K/k) .
Cela est la définition meéme de § .

2) Pour pg{S, eSU{p},K/kz(lnop )GS,K/k’ ou ong désigne la

subsitution de Frobenius associée a 1'idéal premier p

Cela est une conséquence immédiate de la définition de § .

3) Pour ve¢S, ona Nve ou N = 3% o0 désigne la somme

=0,
,» K/k
S / \4 GGGV
(dans €[ G]) des éléments du groupe de décomposition G, de v.
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Cela résulte du fait que, si x(Gv)= {1}, alors L(0,x%)=0 pour x #1, et que
l'on a également L(0,1)= Qs(0)= 0 gr&ce a l'hypotheése ''card S>2",

Donc, on a es= 0 chaque fois qu'une place de S se décompose compleétement
dans K .
En particulier, si § estnon nul, k esttotalement réel et K est totalement

imaginaire.
Comme dans l'exemple donné plus haut, on a :

4) es K/ke D[G] , i.e. les valeurs des fonctions z&ta partielles en zéro
sont rationnelles. Ce résultat, di a Siegel ([S]), n'est pas facile. Il résulte

également des formules de Shintani ([Sh]).

Soit = My le groupe des racines de 1'unité de K , et soit w = w(K) son

ordre. Alors, ona :

5) w 85, K /i € Z[G].

Plus généralement, ona § es K/kEZ[GJ pour tout élément £¢ Z[G] qui

annule le G-module monogene fini My -

Ce résultat est dd a2 Deligne et Ribet ([D-R]) ; Pierrette Cassou-Nogueés et
Barsky en ont aussi donné indépendamment une démonstration basée sur les

formules explicites de Shintani ([Sh]).

Donnons nous maintenant un corps K' intermédiaire entre k et K

(kcK'cK), etposons H = Gal(K/K') et G'= Gal(K'/k)

rK )
H{ |
L K" 1.
G'=G/H1l
k
\

6) L'homomorphisme d'algébres R[G]— Q[G'] induit par 1'homomorphis-

, .
me naturel G— G' envoie eS,G sur eS,G' .

Cela résulte immeédiatement des définitions de BS et de ¢

» G S,G'
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Soit S' l'ensemble des places de K' au-dessus d'une pace de S . Comme
1'algebre Q[ G] estun Q[H]-module libre de rang [ G : H], on peut définir
la norme

ND[ G)/0rH] : R[G] — Q[ H].

7 =N .
) 8s', 1" Nora) /ora) s, 6
Cela résuite de la formule d'induction des fonctions L d'Artin : pour tout carac-

téreq, de H, ona :

L(s,y,K/K") = L(s, Indg(q;),K/k) =|_T L(s,x, K/k) .
X|H=W

§.2.- La conjecture de Brumer-Stark : propriétés générales

#*

Notons K° 1l'ensemble des éléments de K  vérifiant la condition ,alv= 1
pour toute place archimédienne v de K (groupe des 'anti-unités'' de K ).
Clairement, si q¢K’, la connaissance de 1'idéal principal (a) détermine a

au produit pres par une racine de 1'unité. Par ailleurs, notons A l'ensemble

K/k
des éléments £ de Z[G] qui annulent le G-module Mk (cf. §.1). La pro-
position suivante est inspirée par le lemme 6 de [St, IV] et a donc son origine
dans le travail de Gilles Robert sur les unités elliptiques (Bull. Soc. Math.

France, mémoire 36 (1973)).

PROPOSITION. - Soit a un idéal fractionnaire non nul de K . Les conditions

suivantes sont équivalentes :

/w

o 1
I) Il existe aecK tel que o8- () et tel que K(a /k soit une extension
) Il existe tel que et tel que

abélienne de k .

(II) Il existe une extension L de K abélienne sur k et un élément B¢ L’
0 wo . 1/w
- @)/

tel que ae = (B) (o ae est défini par la formule a dans une ex-

tension convenable de K ).
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(III) Pour presque tout idéal premier p de k, il existe (xpEKc tel que

(c -Np)e
ap =1 modyp OK et que a soit 1'idéal principal de K engendré
par a .
p
(IV) Il existe une famille finie de générateurs (a.) de A et des

-~ i IEIa"" K/k

éléments (ai)ieI de K° tels que a - (ai), et que aiJ=°“j1 , Vi

Démonstration. - (Pour plus de détails, voir [T], ch. II, prop. 1.2 .)
1/w

L'implication (I) = (II) est immédiate (prendre Bg= q et L =K(B)).
Pour prouver (II) = (III), on considere les idéaux p non ramifiés dans L/k
et premiers 3 w(L) eta a8 (o m#0 est un entier tel que mpe Z[G]),

O’L-Np

et 1'on prend qp =B P , ou O;J € Gal(L/K) est la substitution de Frobenius

associée 2 p et a l'extension L/K ( Np estla norme absolue de l'idéal p ;

(o Np

ona x P =x mod p pour tout x entier dans L ).

Pour montrer (III) = (IV) on utilise le fait que les cp -Np engendrent
1'idéal AK/k de Z[G], qui résulte lui-méme, via le théoréme de densité de

Cebotarev, de ce que w(K) estle P.G.C.D. des éléments (Np-1) de Z
o -Nqa ¢ -Np
et du fait que apq = aq parce qu'ils engendrent le meéme idéal et sont

congrus a 1 modulo p DK . Il reste 2 prouver (IV) = (I). Paur cela, on montre
d'abord que,s'il existe des @, comme dans (IV) pour un systéme de générateurs

de A alors de tels o existent pour tout autre systéme. Choisissons alors,

K/k’ n
pour tout o€ G, un entier n_ vérifiant 1'égalité o = ¢ ° pour tout (¢ Mg

(on peut écrire o = op pour un p convenable et prendre n = Np ).
(¢

On prend comme systéme de générateurs de A w etles (o -n_ )CI

K /k
Il existe donc des éléments o et aoeK tels que QWB = (a) et
(G-n)e 1/w
a = (@ ). Soit alors L =Kf(a ) (cette définition ne dépend pas du choix
o 0 -n

€G’

de a). L'égalité « 9 = a: montre que L/k est galoisienne, et que son
o-n T-n
groupe de Galois est une extension centrale de G . Les égalités q C = a T

T
montrent que L/k est abélienne, C.Q.F.D.
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Si, dans la conjecture principale de [St IV], on remplace la place archimédien-

ne de k qui se décompose complétement dans K par une place non archimédienne
[K:k]
p qui se décompose completement, soit p =l I Epi ol les ‘bi sont distincts,

i=1
on obtient (voir [T], ch. IV, §6 pour plus de détails), en tenant compte du fait
que le groupe des classes d'idéaux de K est engendré par les idéaux premiers
de K au-dessus des idéaux premiers de k completement décomposés, 1'énoncé

suivant :

CONJECTURE (Brumer-Stark).- Chaque idéal @ de K vérifie la propriété

suivante :
o W05 K /k
Il existe un élément ac¢K tel que a = (@) et tel que l'extension
1
K(a /w)/k est abélienne.

On reconnait 13 1'énoncé (I) de la proposition ci-dessus.

La conjecture que 1'élément. W Bg K/k€ Z[G] tue le groupe des classes

d'idéaux de K a été énoncée par Brumer, et est discutée dans [C]. L'idée

/w

0 1
que l'on peut prendre acK et qu'alors K(a ) est une extension abélienne

de k est due a Stark.

*
Notons S'K le groupe des idéaux de K et SS,K/k

formé des idéaux a qui vérifient les propriétés équivalentes (I), (II), (III),

le sous-groupe de :IK

(IV) de la proposition ci-dessus pour § = § La conjecture de Brumer -

S,K/k
1 14 e 2 3 -
Stark est que 1l'on a 1'égalité US,K/k JK .
Propriétés générales des groupes 35*, K /k
(0) g* est stable par G, et méme plus généralement par tout automor-

S,K/k o o
phisme ¢ de K telque k =k et 5 =85,

Cela est immédiat.

(1y 3 contient le groupe P_  des idéaux principaux de K .

*

K

S,K/k 2.6
Cela résulte de la propriété (IV) : pour a = (y), yeK* » on pose q. =Y ,

ce qui a un sens grice a la propriété 5) de g, et l'on a alors aieKo grice

a la propriété 3) de g .
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I1 résulte de cette propriété que la conjecture est une question de classes
d'idéaux ; pour la vérifier, il suffit de montrer que des idéaux engendrant le
groupe des classes vérifient les propriétés (I) a (IV) ; on peut, par exemple,

utiliser les idéaux premiers de degré 1 de K .

(2) Soit p wun idéal premier de k non dans S . Alors,

o -1
#* - p *
Supl. K/ feedy|a? ¢ %,k /i) -
Ce groupe contient SS* K /K ° Donc, si la conjecture est vraie pour S, elle est

vraie pour S'=SU{p}. En particulier, étant donné une extension K/k, sila
conjecture est vraie pour l'ensemble S formé des places archimédiennes et des
places non archimédiennes ramifiées dans K/k , elle est vraie quel que soit
1'ensemble S choisi ; dans ce cas, on dit que la conjecture de Brumer-Stark

est vraie pour K/k sans mentionner S .

(3) Revenons a la situation envisagée avant 1'énoncé de la propriété 6) de o .

Soit K' un corps intermédiaire entre k et K. Soit £ : J_ — & 1'ho-

K' K
momorphisme évident d'extension des idéaux : f(a')= a' DK . Alors,
2* -1
= Hy .
T, k/k =t Os k)

En effet, soit @' un idéal de K'. D'apres la propriété 6) de § , ona
f(a'6 )= f(a')e pour §'= O K /k et § :65 K /i * D'apres (II), on a 1'équi-

valence a'eﬂ'* fla") e J Ainsi, si la conjecture est vraie pour

Q .
S ,K'/k S, K/k
(S, K/k) , elle est vraie pour (S, K'/k). Il faut toutefois noter que s'il existe
un idéal premier p de k ramifié dans K/k mais non dans K'/k , on ne peut
pas affirmer que la conjecture pour l'extension K'/k est une conséquence de la

conjecture pour l'extension K/k sans mentionner l'ensemble S .

(4) Considérons toujours un corps K' intermédiaire entre k et K ; soit
H= Gal(K/K'), et soit S' 1l'ensemble des places de K' au-dessus d'une pace
de S. Notons N : Z[G] — Z[H] la norme, de sorte que, d'apres la

propriété 7) de §, l'ona @'=N§ pour 6= et 8'=9

S, K/k S', K/K!



24-08

Posons A = AK/k et A'= AK/K'= ANZ[H], et soit NA 1'idéal de Z[H]
engendré par les Na, a€¢A . On a trivialement NAC A' ., Alors, 1'égalité

- ' Vs . * c 3* .
NA = A' entraine l'inclusion US K /k s', K/K!

En particulier, si NA = A' et si la conjecture est vraie pour le couple

(K/k , S), elle est vraie pour le couple (K/K', S').

§.3.- Cas dans lesquels la conjecture est démontrée

(a) Corps de fonctions

Comme 1'a remarqué B. Mazur, il y a une conjecture analogue a celle
de Brumer-Stark dans le cas ou k est un corps de fonctions algébriques
d'une variable sur un corps fini. Cette conjecture a été démontrée par Deligne
qui a prouvé 1'analogue de la propriété (III) en utilisant ses 1-motifs, griace au
théoréme fondamental de Weil gui exprime les fonctions L a l'aide du polyndme

caractéristique de 1'automorphisme de Frobenius opérant sur la jacobienne de K .

(b) k =N (théoreme de Stickelberger)

En utilisant le théoréme de Kronecker-Weber et les propriétés (2) et (3),
on se ramene tout de suite au cas ot K est un corps cyclotomique. On prend
2iT/m

K=0() (¢=&

formé de la place a 1'infini de @ et des diviseurs premiers de m . La propriété

, m>3, m impairou m = 0 mod. 4), et on prend S

(1) montre qu'il suffit de prouver la propriété (II) pour les idéaux premiers P
premiers 3 m et de degré 1 . Un tel idéal a une norme p congrue3 1 mod m.

Soit X‘D : (OK/‘p)*—-——-——o u,p défini par X‘p (x mod P) = C(p-l)/m mod P
et soit :

_p-l 2imv/p
gy = E Xg(We

la somme de Gauss correspondante.

Stickelberger a montré 1'égalité ‘
(2 EGO) +8
= (S ,
(gg)= P
m

S oA - 1l a, -1 ;
ou e'es,K/D'a§1 (2 m)oa , comme expliqué au §.1 (cf. [C], prop. 3.8).

(a',m) =1 . 2im/mp -%
Donc, P vérifie la propriété (II) avec L = D(e ,/p) et BP=p g‘:|3 eL.
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(c) Extensions quadratiques

On considere une extension K/k quadratique ; on pose G = {1,T}. Pour
tout veS, ona Gv= {1} ou Gv=[1,1']. Mais si Gv=[1} pour un V€S,
alors =0 (cf. la propriété 3) de g ). On peut donc supposer que l'on a
G = {1,T} pour tout veS.

3 13 1
Soit CIS,k (resp. CIS,K) le groupe des classes d'idéaux de l'anneau DS

vk
(resp. DS,K:DS,kDK) des S-entiers de k (resp. de K). Soit Coker
(resp. Ker) le conoyau (resp. le noyau) de la fléche canonique ClS k——-o Cls K®

LEMME 1.- Si Gv= G={1,T} pour tout veS, alors :

ZIS‘ -2 lCoker[

Os, K /K ~ w (1-1).
Démonstration. - Parce que (dés le début) nous supposons ]SlaZ , on a
cS,k(o): 0 . Donc eS,K/k= b(1-7), avec b tel que

X (8g g )7 28 = Lg(0, %)

¥ désignant le caractére non-trivial de G . Mais dans le cas quadratique, on a

Cq 1 (8)
LS(S'X) = —S-.L_I-S—.__—

cs’k(s)

Rappelons que, d'apres 1'équation fonctionnelle de la fonction L combinée
avec la formule du résidu de la fonction z&ta au point 1, ona :

Ps,x B

S,k _|s|-1
¢ (s)~ = 8
S,k wk
~ = "nag. "

pour s »+0, ol hS,k ICIS,kl' RS,k estle " S-régulateur' de K et
Wk = ]p.k] . En combinant ceci avec la mé&me formule pour K au lieu de k,
on trouve :

h R w

S,K S,K 'k

o) Lg(0,X) = 7

s,k Ns,k VK

Soit (Ei) une base du groupe U des S-unités de k mod. uK , et soit

S,k
VOES . Alors, par définition,

Rg | = det (log || ":iuv )>0.
1,v€S-{vo}
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Pour chaque v¢S, soit v' la place de K au-dessus de S . Alors :

-1
Rg g == (Ug 1 1Ug 1) det (log [ieillv,).

i,v ES—[VO]
Mais il s'agit des valeurs absolues normées ; donc, || Ei“v'z ZHEiHV , etl'on en
déduit que
Rg g ) 2]3[-1 ) 2[51-1
R “[U U Wl ~..T-1 2
S,k S,K S,k K [US,K .uK]

Rappelons que K est totalement imaginaire et que k est totalement réel.

Donc T est induit par la conjugaison complexe pour n'importe quel plongement

K<€, de sorte que pour chaque racine de 1'unité QeuK , ona QT = g'l .

Donc u;-l = u12< . D'autre part, T agittrivialement sur US K / UK , donc un

147 1+T
élément EGUS.K tel que ¢ =1 est dans My - Comme M~ = {1}, on

. 1 _ T-1 L. . 14,
voit que H (G, US,K)_ UK/HS,K . Désignons simplement par H™ 1l'ordre de ce
dernier groupe. Alors

Rk _ zlsl“1 ! B lel-z -
R - 2 -
S,k [uK :pK]

LEMME 2.- Soit G un groupe fini d'automorphismes d'un anneau de Dedekind

(% %)

(‘
O tel que D est non ramifié sur O 4 ; alors il vy a un isomorphisme

Ker (Pic (DQ)-——o Pic(0)) ~ HI(G, 0% .

En effet, si un idéal a de Dq devient principal dans O , disons a9= (a) ,
alors, o— ao/a est un 1-cocycle de G dans D* , dont la classe dans
HI(Q ) D"S ne dépend que de la classe de a dans Pic(Dq) . Sile cocycle est un
cobord, on voit que a est principal. D'autre part, soit o +— €, un 1-co-
cycle de G dans D* . Par le théoreme 90 de Hilbert, il existe un o tel que

=ao—1 , donc (a)o_l“—“ 1 ; alors, 1'idéal (a) est invariant par G , et

o
D/Dq étant non ramifié, alors q = a pour un idéal a dans Dq , et le lem-

me 2 est démontré.
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On a, avec les notations introduites avant 1'énoncé du lemme 1 et au début de

la démonstration du lemme 2,

Coker hS, K

Ker hS,k

En combinant cette égalité avec le lemme 2, (¥) et (¥%), on obtient

w
L(0,%)= 2,8’-2’ Coker| k
w.
K
1 |s]-2 -1
On a w, = 2 parce que k est totalement réel, donc b = '2‘ L(0,x)= 2 ,Cokerlw
ou w= Wy comme toujours. Le lemme est démontré.

Maintenant, la proposition suivante est a peu prés évidente :

PROPOSITION. - Soit K/k une extension quadratique. Alors, la conjecture est

vraie pour K/k , et méme, plus précisément, dans les propriétés (I)-(IV), on
|s| -2

peut remplacer § par 9/2

Démonstration. - D'apres le lemme, il nous faut montrer que, pour chaque a ,

ilyaun a €K tel que .
l:lICOker,(l-'L‘)___ (@)

/¥

un idéal ¢ de k etun yeK* tels que

et que K(c,1 est abélienne sur k . Alors, par définition de ''Coker'", ily a

lCokerl _
o g,k Y ¢ U5 k
donc :

Coker] =y

Q, cb:

ol b estun idéal de K a support au-dessus de S . Mais pour untel b nous

avons br =b , parce que G_,= G pour toute place finie v ¢S . Donc

QICOker"(l'T)z (Yl 'T) , et yl're K° , parce que G = G pour toute place archi-

médienne v¢S . Posons q= yl_T . Alors, ar = a-l , ce qui implique que

L= K(al/w) est galoisienne sur k . Désignons encore par T un automorphisme
de L quiinduit T sur K, et par B =a

1/w
T+1

Alors ar+1 =1 =28 "= QEuK , donc T centralise Gal(L/K), C.Q.F.D.

un élément de L tel que pw= a .

"
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(d) Cas ot G est engendré par les Gv pour des v¢S tels que IGVI =2

D'apres la proposition que nous venons de démontrer, la conjecture ne semble

peut-&tre pas assez forte, parce que, au moins dans le cas quadratique, on a un

Z,SI -2 de trop. Voici l'explication (voir lignes 24-34 a la page 199 de [Stark IV]) :
Supposons d'abord simplement que Gv= {I,TV} est d'ordre 2 pour chaque v

dans un certain sous-ensemble S'CS . Soient H le sous-groupe de G engendré

+
par les produits 'rvrv pour v, v'eS' , et H 1le sous-groupe engendré par

les T, veS'. D'apres la propriété 3) de §, ona :

(1+Tv)6 =0 pour veS' (g ZGS,K/k) ,
donc 'L've =-9 , et rvrv' =6 ; ona of=6 pour g €H . Ceci implique
H
[ - [ -
que, pour K'=K' ", ¢ —eS,K'/k et G _l;l PH, ona

=X a p Z o et 6'=2 a_ p |H| ;
o p

donc, pour un idéal a de K,

Il s'ensuit que si la conjecture est vraie pour (S, K'/k), avec §' remplacé

par e'IH, -1 dans la propriété (II), alors la conjecture est vraie pour (S, K/k) .

Supposons maintenant que les T, pour v €S' engendrent G, c'est-a-dire
que G = H+ . Alors K'/k est quadratique ([K': k]=[G:H]< 2 parce que G
est engendré par H et un T, quelconque ; si K' =k, alors un produit d'un
nombre impair de T, est égala 1, donc §=-6 , =0, etiln'ya riena
prouver).

D'apres la proposition qui suit (c), combinée avec le paragraphe précédent, la

- S|-2
conjecture sera prouvée Tour K/k si nous pouvons montrer que IHIS 2l l )

S| - L'inégalité IGIS 2,5'I est évidente, G étant

c'est-a-dire que |[G|< 2
engendré par IS'| éléments T, d'ordre 2. Donc c'est gagné si S' #S .
Si S'=S, il nous faut montrer qu''l y a une relation entre les T, Ilyena
une ! Soit -1 =(..., --1V , ...) 1'idele -1 de k . Pour chaque place v
de k, soit T, kt-—-—’ Gv 1l'application d'Artin locale. On a Ivl rv(-lv)= 1

par la loi de réciprocité. Pour v¢ S, rv(-lv)= 1, parce que S contient les
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places ramifiées. Donc ‘ ! rv(-lv) =1 . Pour chaque veéS =S', ona
v
rv(-lv)z 1 ou T, » mais pour v archimédien rv(-lv)= T, parce que —1v<0

n'est pas une norme de KV ~ € . Donc il y a une relation non-triviale entre les

'L'V comme nous espérions, et la conjecture est vraie pour K/k .

(e) K2k Dko avec Gal(K/ko) non-abélien d'ordre 8,
G = Gal(K/k) d'ordre 4 .

Sous cette hypothése, avec K totalement imaginaire et k totalement réel,
comme toujours, soit, pour chaque place réelle v de k, G, = {1, Tv} son
groupe de décomposition. Si les T, ne sont pas tous égaux, ils engendrent G,

et on gagne grace a (d). Supposons donc T =TV pour tout v, et soit

G={1,t.p,0}. Posons
g = QS,K/k=b+CT +dp +teqo

Comme T g =-p§ ona b=-c, et d=-e. D'autre part, p et g sont conju-
gués dans G = Gal(K/ko) (sinon ce groupe serait abélien, parce que T , lui,

est invariant par conjugaison), et il en résulte que d = e .

Conclusion : § = %(1 -T) pour un a€M. Maintenant;, soit H={1,T} et

K' =KD . Alors lanormede Q[ G] a Q[H] de § est 62=(a2/2)(1-t) par-
ce que N[ H]. Par la propriété 7) des §, ona :

2

a_ - = = ! =
> (1-1)=Ng =0'=0g, ¢

Mais, K/K' étant quadratique,on a, par le lemme 1 du cas (c)

|s'] -2
o = 2 | Coker| (1-1) .

w

Dans la situation envisagée, w= 2, sinon, il y aurait une racine de 1'unité
CeK, ¢ ¢K' (qui, lui, est réel), donc K = ko(g , K') serait abélienne sur ko
Donc on a :

2 _ le']-z

a | Coker|

ou Coker est le "Coker" du (c) pour S' et K/K', et pour démontrer la
conjecture pour K/k il nous faut montrer, pour chaque idéal a de K, que

2®1°%) 2 (1) avec aeK® tel que K(/@)/k soit abélienne.



24-14

(1-

est totalement réel implique (parce que chaque place archimédienne de k devient

deux places dans K ) que ls'lzlsl +[k:D@] >|S|+22 4, donc :

En fait, nous allons voir que a? Y. (Bz) avec BeK . Le fait que K'

2 - 22+n

a ’Coker[

avec ngZ, n=0. Le '"Coker'" estun § def Gal (K/ko) -module fini sur lequel

T agit comme -1,

LEMME. - Soit G un groupe non-abélien d'ordre 8 dont le centre est {1,7T]}.

Soit M un G-module fini sur lequel T agit comme -1 . Alors IMI = m2 ou

2
‘Z‘m pour un entier m>0, etl'ona mM = (O) .

Admettons ce lemme pour le moment. Alors pour M = Coker, on a
(a/2)2= anM’ = anZ ou Zn-lmz , donc (a/2)éem Z . On en déduit que (a/2)
tue Coker, donc .
aa/z =ye¢b ,
ou ¢ estunidéalde k, Y€K , et b un idéal de K 2 support au-dessus
de S, comme a la fin de (c). On peut supposer Gv% (1) pour tout v dans S
comme toujours, donc TE€ GV pour tout v €S, donc bT =b . Il en résulte que

a(a/Z)(l—'r) - (Yl -1‘)

donc on peut prendre B = Yl-‘r €K’

Démonstration du lemme. - On peut supposer que M est indécomposable, donc

]Ml est une puissance d'un nombre premier p . Supposons d'abord p ¥ 2

pour le G -module M . Alors chaque quotient simple N\) = M\;/M\; +1 est tué
par p, donc est l'espace d'une représentation irréductible de G sur IF_,

sur lequel T agit comme -1. Pour p# 2, p ne divise pas [Q] , donc

les représentations de G (mod p) sont relevables sur Zp . Une représentation
irréductible de § sur @ avec T agissant par -1 est de dimension 2.

Donc N\) est de dimension 2, INV’ = p2 ) IM, = pZL , et (par induction sur ¢ )
p{’ M =0 . Pour p=2, on peut gagner en considérant M comme un module

sur Z[y], ou Yy estun élément de G tel que Y2=T, au-lieu de Z[G] .
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. 2 .
En effet, puisque y = T agit comme -1, M estun module sur l'anneau de
Gauss Z[i]= Z+Zi, avec i2= -1 ; M étant indécomposable d'ordre une
puissance de 2, ona M=~ Z[i] /(1+i)4' pour { = longueur de M . Donc

+
IM' = ZL , et m2= 2{' ou 2& 1 est divisible par (1+i){' , donc tue M, C.Q.F.D.

§.4.- Choses a faire

Je crois que la conjecture générale sera longue 2 démontrer. Néanmoins, on
peut essayer de la démontrer dans des situations particulieres ; il peut &tre aus-

si possible de faire des calculs numériques pour la tester.

Calculs numériques. - Le cas ou k =@ étant réglé, on doit commencer par

des corps k quadratiques réels. Alors, le corps K étant totalement imaginaire,
ce qui entraine que [K:k] est divisible par 2, et le cas ou K/k est une ex-

_ tension quadratique étant réglé, le premier cas ouvert est [K : k]=4; le corps
K est déja de degré 8 , et c'est probablement 2 cause de 1l'importance du degré
que personne, a ma connaissance, n'a entrepris d'étude numérique. Mais cela
doit &tre possible a 1'aide d'un ordinateur. Bien entendu, si K/Q est galoisienne
non abélienne, on est dans le cas (c) et il est inutile de faire des calculs. Si

K/Q est une extension abélienne, la démonstration doit pouvoir se faire sans
calcul 2 1'aide du théoréme de Stickelberger. Donc, pour faire des calculs nu-
mériques, il faudrait commencer par les extensions K/k de degré 4, telles

que K n'est pas une extension galoisienne de @ . Pour calculer § , on peut

utiliser les formules de Siegel ([S]) ou de Shintani ([Sh]).

Cas spéciaux 3 considérer. - D'abord,il y a la situation dans laquellé K est

une extension abélienne de M , le sous-corps k de K n'étant pas le corps N

lui-m@me. Je crois possible de traiter le cas ou K est contenu dans un corps

. 2itr /p™) L. . iy . .
cyclotomique D(e , P premier impair, en utilisant les idées discutées

3

S, K/k’ mais je n'ai pas écrit les détails,

dans la propriété (4) des groupes J
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Un autre cas abordable doit &tre celui d'un groupe G d'exposant 2 .
Dans ce cas, on peut donner une formule explicite pour § a l'aide du lemme
utilisé dans (c) qui permet de trouver l'image de 8 dans Q[ G'] pour tous
les quotients G' de G d'ordre 2. En particulier, le cas du groupe de Klein

d'ordre 4 doit &tre étudié en détail.

-l =t -
T e=.
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ZEROS OF p-ADIC L-FUNCTIONS
by

Lawrence C. WASHINGTON

Let X be a non-trivial even Dirichlet character and let Lp(s,x) be the as-
sociated p-adic L-function. It is natural to consider the location of the zeros
of this function. For example, is there a disc around s=1, independent of ¥ ,
in which there are no zeros ? This could be regarded as a possible analogue of
the Riemann Hypothesis. However, the following result shows that this is probably

false ; in particular, it yields 3-adic L-functions with zeros very closeto s=1.

THEOREM. - Let X be a non-trivial even quadratic character of conductor f

and assume 3 does not divide f. Let & be the fundamental unit of Q(J/1).

Suppose that
3™| h(@WT) =h'

37| %1 (o 3% 1og,(e)),

m+n=3,

9} h(R(/-3%) =h .
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Then Lp(s , X) has a unique zero B, B € Zp with

+n-2
=1 mod3 0

+
Examples. - To obtain examples, we can either use h (i.e., make m large)

oruse ¢ (n large).

(1) With b
f h+ h™ n zero
21 433 27 60 1 g=1 (mod 9)
36 073 27 84 1 =1 (mod 9)
94 865 54 156 3 g=1 (mod 81)
(2) With e
+ -
f or /4 h h n zero
2
122 =117 + 1 2 12 5 g=1 (mod 27)
48 845 = 221%+4 12 192 6 B=1 (mod 243)
64 517 = 254°+1 6 276 7 §=1 (mod 729) .

The proof of the theorem may be sketched as follows. Leopoldt's class number

formula says that

+
2h log., €
T 0 X)) Ly
JE 3 3
m+n-1 . . . .
It follows that 3 divides L3(1,x), so L3(1,x) is small 3-adically.
Also,
L,(0,%x) =-B = h ,
3 : wa'l

where ( is the Teichmiiller character. Iwasawa has proved that there is a power

series

£f(T)= b°+b1T+... € Z3E[T]]
such that

L,(s,X) = £((1+3£)°- 1) .
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It follows easily from the above that 3 divides bo but 3 does not divide b1 .

The p-adic We‘erstrass Preparation Theorem implies that
f(T) = (T-a) U(T)

with U(T) invertible and a€3Z It follows that there is exactly one zero B

3"
of L3(s,x). Since L3(1,x) is small, B must be near s=1 . This completes

the sketch of the proof.

In classical analytic number theory, the possibility of zeros near 1
(""'Siegel zeros'') arises in problems such as the Brauer-Siegel theorem. The
main result needed is that there is, in a certain sense, at most one such zero.
However, in the p-adic case there is the additional possibility of many such zeros,
and correspondingly (but not as a consequence) the p-adic Brauer-Siegel theorem

fails.

THEOREM. - There exists a sequence of totally real fields K such that
[K: @]

-+ 0
v ()
but
h_ R
volhye Ry )
v W)
( vp = p-adic valuation, hK= class number, RK,p = p-adic regulator).

The p-adic analogue of the Brauer-Siegel theorem would have required the
limit to be 1, not » . However, there is a result analogous to the '""easy' half

of the Brauer-Siegel theorem (where Siegel zeros do not play a role).

PROPOSITION. - If K is a sequence of totally real number fields such that

[K( : 0] - 0 ,
v )
then P dK

v (g Ry o)

lim inf > 1.
v W)
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Finally, we consider a function field k over a finite field IF‘:l . The classical
zeta function has the form

-8

(8) - P(q )

-8 1-s

(1-q )(1-q° )

, P(T)ez[T] .

Let { be a prime not dividing q . To get a continuous {-adic function, we

replace q by <q>, where q=w(q)<g> with <g>=1 mod 4 . Then

P(<q>"%)

¢, ,(s)=
k.4 (1-<q>'s)(l-<q>1's)

PROPOSITION. - Let 4 # p be two primes and let S ={s¢ ZL, there exists

q = a power of p, and there exists k of genus 1 and constant field IFq with
(8)=0}. Then S is dense in Z

Ck,l, A

This shows in particular that there are examples of zeros arbitrarily close to
1 in the function field case, ahd it is likely that a similar result holds for number
fields. Note that although the polynomial P(T) satisfies a Riemann Hypothesis,
Ck,{, does not. In the number field case, one might therefore expect the Iwasawa
power series f(T) to satisfy some type of Riemann Hypothesis. However, £(T)
depends on the choice of a generator of the Galois groups of a certain Zp-extension,

and at present there is no obvious way to make this choice.

(texte recu le 29 septembre 1981)
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SUR L'HISTOIRE DES EQUATIONS INDETERMINEES DE GENRE 1
DEPUIS DIOPHANTE

par

André WEIL

Parmi les problémes mathématiques qui remontent a 1'antiquité grecque, il n'y
en a peut-&tre que deux qui demeurent ouverts, et un seul qui reste actuel ;
celui-ci consiste en la recherche des points rationnels sur une courbe de genre 1,
donnée sur N ; l'autre étant le probleme de l'existence de nombres parfaits im-

pairs.

Les problemes traités dans la collection qui nous est parvenue sous le nom de
Diophante (III® sidcle de notre &re) se ramenent tous a la recherche de points
rationnels sur des courbes de genre 0 ou 1 ; chez Diophante il s'agit toujours
d'équations ou de systémes d'équations qui, lorsque nous les considérons comme
définissant des courbes dans des espaces projectifs, ont au moins un point rationnel

évident (s'il s'agit du genre 0) ou en ont au moins deux (s'il s'agit du genre 1).
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Dans 1'un et 1'autre cas chacun sait & présent qu'on peut, par voie purement al-
gébrique, déduire d'autres points rationnels, et mé&me le plus souvent une infinité
de tels points, de ceux qui sont connus. Le cas du genre 0 est relativement
trivial, et en tout cas a été completement et définitivement résolu par Lagrange ;
il sera laissé de cdté dans le présent exposé.

Quant au genre 1, il se présente toujours chez Diophante sous la forme
soit d'une équation P(x) = yz ot P estun polyn8me de degré 3 ou 4, soit
d'une '"double équation' F(x)= yz , G(x) = z2 , ou F et G sont du second
degré. Dans ce dernier cas, qui est le plus fréquent, il se trouve toujours que les
coefficients de x2 dans F et G, ou bien les coefficients constants, sont des
"carrés parfaits'" ; de notre point de vue moderne, si les coefficients de x2 sont
des carrés, cela veut dire que, dans l'espace projectif, la courbe a quatre points
rationnels a 1l'infini. De m@&me, si le coefficient de x4 dans P estun carré,
la courbe P(x)= yZ , regardée comme droite projective double, a deux points a
1'infini ; etc. Le caractére systématique des procédés que Diophante applique aux

problémes de cette espece indique qu'il avait conscience d'un début de classification

Diophante fut redécouvert au XVI® sidcle par Bombelli, puis par Viete ;
celui-ci, le plus grand algébriste de son époque, donna la transcription des
procédés de Diophante en notation algébrique moderne (ce qui incidemment, com-
me le fit en substance observer Fermat, montre qu'ils restent valables sur un
corps quelconque). Bachet, qui édita, traduisit et commenta Diophante en 1621,
n'y ajouta rien d'utile ; mais c'est son Diophante qui servit de point de départ a

Fermat.

En ce qui concerne les équations de genre 1, 1l'ceuvre de Fermat se divise en
deux parties. D'une part il fut le premier a voir que 1'application répétée des
procédés de Diophante permet en général d'obtenir une infinité de solutions d'un
probléeme donné ; parfois il semble me&me admettre qu'on trouve ainsi toutes les
solutions, mais il ne s'explique jamais clairement sur ce point. Mais sa contri-

bution la plus originale & ces questions fut la ''méthode de descente', au moyen

de laquelle il put démontrer que certaines équations de genre 1 n'ont pas de



26-03

solution non triviale ; par exemple 1'équation x4-1 = yz (ou, ce qui revient au
méme, 1'équation X4- Z4= Y2 a résoudre en nombres entiers) n'a que les so-
lutions évidentes ; nous possédons me&me sa démonstration pour cette dernidre
équation, mais il est certain qu'il en traita aussi beaucoup d'autres (y compris

1' "équation de Fermat' pour les cubes, X3- Z3 = Y3 ).

S'inspirant de Fermat, Euler reprit l'oeuvre de celui-ci dans 1'une et 1'autre
des directions indiquées, et d'abord reconstitua les démonstrations perdues de
Fermat. Aux divers types d'équations hérités de Diophante et de Fermat, il en
ajouta un nouveau : c'est le type F(x,y)=0, ou F est de degré 2 en x et
de degré 2 en y ; ce type, qui apparaft vers la fin de la vie d'Euler, est
celui mé&me qui joue le rdle principal dans ses recherches sur les intégrales el-
liptiques. Par exemple, lorsqu'il s'agit de trouver des intégrales algébriques
pour une équation différentielle

dx __dy
VP(x) ~ J/Ply)

ou P estun polyndme de degré 4 (probléme équivalent a 1'addition des fonctions
elliptiques), c'est sous la forme F(x,y)=0 qu'Euler les obtient, avec F com-
me ci-dessus. C'est ce qui a fait dire a Jacobi qu'Euler, méme s'il n'en dit

rien, avait di avoir conscience du lien entre ces deux genres de questions.

Effectivement Jacobi s'apergut du fait que les courbes de genre 1 s'unifor-
misent par les fonctions elliptiques et que par conséquent les théorémes d'ad-
dition et de multiplication de ces fonctions rendent parfaitement compte des
procédés de Diophante, de Fermat et d'Euler pour trouver de nouvelles solutions
a partir de solutions connues. Aprés quoi les équations diophantiennes disparurent
pour un siecle du champ de vision des mathématiciens, et il fallut Mordell pour
faire voir, en 1922, qu'en fait, sur toute courbe de genre 1, il suffit de con-
naftre des solutions en nombre fini (les '"générateurs' du groupe des solutions)
pour avoir toutes les autres par voie algébrique. Quant a trouver ces solutions

en nombre fini, nous ne sommes guere plus avancés que Diophante.

(texte regu le 20 octobre 1981)
André WEIL

The Institute for Advanced Study
School of Mathematics

PRINCETON, NEW-JERSEY 08540
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A NEW METHOD IN THE ELEMENTARY THEORY OF -PRIMES
by

Mohan NAIR

Let m(x) denote the number of primes not exceeding x and {(x) denote,
as usual, the Chebyshev | -function. It is well-known and easily proved that the

Prime Number Theorem,

(%)~ (x +=),

log x
is equivalent to
¥ (x) ~ x (x+ @)
and also to
b~ s X (xaw)
1 2
where

)= I y(m) .
<

m= X
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It is also well-known that, for neIN, y(n)= log d_ where

dn= L.C.M.{m]}.
1=m=n
In this talk, I shall describe a new method to obtain good lower bounds for the
functions ¢(x) and ¥y (x). This has the surprising feature, in elementary prime
number theory, of leading directly to a lower bound for q;l (x) rather than for
¥(x) as may be expected. The bound for {(x) can then be deduced from the one
obtained for q,] (x) although some precision is lost in the process. For this reason,

we shall only describe the technique for obtaining lower bounds for xyl(x) .

An expanded version of this talk has been submitted for publication in the

Journal of the London Mathematical Society.

We begin with a simple application of the ideas involved.

THEOREM 1, - For sufficiently large x,

b () = (0.47459) x° .

Proof. - Cauchy proved that, for n¢IN ,

| 1 (a;-2;,)(b;-b)

n P
det(ajb ) =i‘>—']

i LIl ] (a+b))

ij

A proof may be found in [1]. Put a = m+i, bj= j where meIN. Then

a0 1 -1
m+2 m+3 77 m+n+l
— ;. .2
1 1 1 [ G-))
“ee P>
D = m+3 m+4 m+n+ 2 - 1__] . (1)
| | (mtitj)
: i,j
1 1_
m+n+l °°° m+2n
Note that d x D makes the first row of D into integers,
m+n+1
. . . . 1,
dm+n+1 . dm+n+2 x D makes the first two rows of D into integers and in genera

n

! l dm+n+i x
i=1
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is a determinant with integer entries which is positive and hence its value is a

natural number. Therefore we have that

.jz
o

.xD =21
i=1 m+n+i

so that, taking logs,

n

L ¢ (m+n+i) =-log D

i=1
or

¥ (m+2n) - wl(m+n) >-logD. (2)

It only remains to evaluate log D from (1) and this can easily be done, via

Stirling's formula, to obtain

__(_2n+m)2 log (2n+m)

> + (n-!-m)2 log (n+m) + nzlog n

log D =

2
- E_l__él_ggﬁ + O(n+m) log(n+m)) . (3)

Put m=[sn] where s is a real parameter in [0,1] to deduce, from (2)

and (3), that

2 T2
q,]((2+s)n)-4,]((1+s)n)2[(2+s) 21°g(2+8)+ (1+8)% log(1+s) -5——2193-5—} w2 +O(nlogn),
> f(s) n2+0(n10g n) , say. (4)

For any x=>3, wemay put n=[ x/(2+s)] to obtain from (4) that

f
(2+s)

This quickly leads, by summation, to

¥ (x) = —fzis% x2 + O(xlogzx) .

We now choose s appropriately. Note that for s=0, f(s)/28+3 = 21log 2/3

so that we obtain

2 2 2
1 (0 = 25 54 0(x log®x)

> (0.4634) x2 for large x .
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The optimal choice of s is s8=0.222676 which gives

¥ (x) = (0.47459) x%  for large x .

This completes the proof of Theorem 1.

In order to proceed further with these ideas, we may observe that the entries

of D are of the form )

{ t© at
0
for suitable r ¢ N . We should therefore consider determinants with entries of

the form

1
) " w(t) dt
0
where w(t) is a suitable non-negative polynomial weight function.

THEOREM 2. - For sufficiently large x,

b (x) 2 (0.49517)x2 .

Proof. - Let n,p, q€eN andlet w(t)= t3(1-t)P . Put, for re N,

1

1 ¢ 1 r+ P j |
c =t wtydt={t q(1-t)pdt=j_z0 (—I)J(?)m

T 0

Note that d is a natural number. By repeated integration by parts,

ptqtr+l °r
we get

+qtr+l

l/cr = (r+q+l )

Hence taking logarithms and choosing p=q and r=0 already leads to
y(2p+1) = (21og 2)p .

(For full details of this argument and also of a corresponding upper bound,
see [2].) We, however, proceed in the spirit of Theorem 1 and consider the
determinant

A =]|c (15i,jSn), neIN .

i+j! !

Before we can proceed any further, we need to confirm that A is non-zero.
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Fortunately we can write A as the following n-dimensional integral (see e.g.

[3] for details).

1 11 1 n_ — 2
a==—101 .. | I ow(t,) || (t.-t)" dt, dt, ... dt
nt 'Yo 0 j‘0 i=1 Py 1012 n

In particular, since w(t) is non-negative for 0St<1, we have that 4>0 .
As before, we may now observe that

n

a ]jl dp+q+n+1 +1i

is a positive determinant with integer entries and hence is =1 . Thus, taking

logs, we obtain

n
'El y(ptqtntl+i) 2 - log A
i=

or
b (p+q+2n+1)-¢,1(p+q+n+1)2-1og b . (5)

The problem now is to determine log & . Let, for 0= tiSl )

n
el 2
> ’ = . ."t. .
T(t,» ¢, )= 11wl _I l. (- t)
i=1 i>j
Since T(tl,tz, ,tn) i8 a continuous function defined on a compact set,
sup T(t],tz,...,tn)= T

=t =<1
i

exists and from the above integral representation for A, we have

A=< L T
n!
so that, from (5), we get
\yl(p+q+2n+1) -4 (ptq+n+l) >log(n!)-log T . (6)

We now evaluate log T. Rather surprising, T can be exactly determined.
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LEMMA

=}

+p-1yP /n+q-1.4 i-2n+2 i-1 i-1 n-i
Clrf ) ( qn ) TI ! (i+q-1) * (i+p-1) = (ntp+q+it+2)
1=

(2n+p+q-2 )2n+p+q— 2

n

Details of the proof of this lemma may be found in my paper. The idea of the
proof goes back to Stieltjes in the 1850's . We show that tl’ et which attain T
are the zeors of a certain Jacobi polynomial normalised to [0,1]. Results for

the discriminant of this polynomial are required because of the term

7 2
]t
e j
1>

in the expression for T(t1 , t ,tn) .

PARIE
Assuming the lemma, we proceed as in Theorem 1. Put p=q=[sn] where

s8€(0,1) to get from (6) that

q;l((23+2)n) "1’1((25+1)n) > gélﬂ n2+ O(n log n)

where

2 2 2 2

g(s)=2(148)" log(l1+s) + 4(1+s) log 2 -(1+2s) log(l+2s)+2s log s
For any x>4, put n=[x/(28+2)] to deduce
g(s) 2 2

w1(5)28s+6 x + O(x log x) .
Note that for s=1/2, g(1/2)=9 log3/2 so that we get

¥ (x)= (-ZLO log 3) x2+ O(x logzx)

2 (0.494375) x2 for large x .

The optimal value of s is 8 = 0.39191162 which leads to
wl(x)z (0.49517) %% for large x .

This completes the proof of Theorem 2.
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In conclusion, it is perhaps appropriate to mention that there are good reasons

for believing that weight functions of the form

w(x) = x93 (1-x)P (1-2%)%7

and

w(x) = xq(l -x)p (1 -2x)2r (5x2- 5x+1 )Zs )

where p, q, r, s ¢ N, would lead to better results but the exact limit of this

method is not known.

-l -t -
e e =
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TWO RESULTS IN METRICAL DIOPHANTINE APPROXIMATION

by

Kunrui YU

-l -

I. - Hausdorff dimension and simultaneous rational approximation

Let us recall the definition of the Hausdorff dimension of a set S in ]Rk .
By C we signify a finite or denumerable set of k-dimensional cubes C whose
sides have length {,(C) . The Hausdorff dimension of S, termed dim S, is
defined as the supremum of the values of 8> 0 for which there exists p >0
such that

inf £ @(c)®#£o,
e cec

where the infimum is taken over all coverings C of S with ¢(C)sp for

all C in C .

For real numbers x, let ”x” =Lm§ ,x-{,l , x = max(1, lxl ). Let & be a

given positive number. Denote by E(m,n ; 6) the set of all
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(911 R 91n , n s aml’ cees emn) in R™ for which there exist infinitely many
(9y,---,q )€ Z" satisfying
- - 1+6
(a .- q T_ [z o;;9; /<1 1)
i=1 j=1

We have the following.
THEOREM 1.- dim E(m, n; §) =mn-1 + 2/(2+)).

This generalizes the well-known theorem of Jarnik [8] and Besicovitch [5] (on
taking m=n=1 in Theorem 1) and the theorem of Bovey and Dodson [6] (on
taking n=1). Our proof requires some techniques from linear algebra together

with the basic method of Bovey and Dodson.

Note that this theorem implies, in particular, that E(m, n; 6) has Lebesgue
measure zero (see also Wang and Yu [8]). On the other hand, the famous Thue-
Siegel-Roth-Schmidt theorem [11] asserts that (1) (with n=1) has only finite-
ly many solutions in positive integers 9 when 911 youns eml are algebraic

numbers with 1, ces em1 linearly independent over @) ; and the important

8,4

theorem of Baker [111] shows that the same holds for 911 = eYil where
Yi10 0000 Y1 2T distinct non-zero rationals. These theorems lead one to conjec-
ture that (1) has only finitely many solutions in (ql, . q_n)e z" when eij

are algebraic numbers which, together with 1, are linearly independent over D ;
further the same probably holds when eij = eYi'j with Yij distinct non-zero
rationals ; in fact the latter conjecture almost certainly holds more generally
when the Yij (1S j<n) are distinct non-zero rationals and (Yil’ cees Yin) are

distinct vectors for 1Si<n.

II. - A note on a problem of Baker in metrical Diophantine approximation

Let P(x) = a + a1x+... + anxn € Z[x] ‘have degree n and height

h= max la l Mahler conjectured in 1932 that for almost all real numbers § ,

0si<n
any positive integer n and any positive number € there exist only finitely

many polynomials P as above such that

[p(e)] < ) (2)
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he further conjectured that a similar result would hold for almost all complex
numbers § , in terms of planar Lebesgue measure, with the exponent n in (2)
replaced by ’lz"n . Mahler originally proved that, in both cases, the conjecture is
true if the exponent n in (2) is replaced by 4n, and 4n was reduced to 3n
and %n in the real and complex cases respectively by Koksma in 1939. Leveque
improved these in 1953 to 2n and §-n , and Volkmann further reduced them in

3
1964 to in and —Z'n . Moreover in the cases n=2 and n=3 proofs of Mahler's

3 3
conjecture were obtained by Kubilyus, Kasch and Volkmann. Finally Sprind%uk
[13] established in 1965 a complete proof of the conjecture for all n , and indeed
with the best possible exponent —;‘(n-l) instead of ';‘n in the complex case. His
paper contains references to the earlier works.
In 1966, Baker [2] obtained a refinement of SprindZuk's theorem to the effect

that (2) can be replaced by

IP(Q)I <(¢(h))n and 'P(e')] < (q;(h))é(n'l)

in the real and complex cases respectively, where y(h) is any positive monoto-
nic decreasing function such that I y(h) convefges. Further, as Baker pointed
out in [2], the refinement implies that for almost all real § and any positive
integer n , there exist only finitely many positive integers q such that
J -1/n n

max [qo’l| < ¢ (@),

=j=n
where ((q) is a positive monotonic decreasing function of the integer variable
q>0 suchthat I @(q)/q converges. In particular it follows from the truth of

Mahler's conjecture that, for any € >0, the inequality

max | q g¥]<q /™)

1= j=n
has only finitely many solutions for almost all real ¢ .

In his book [3] (see also Sprindzuk [14]), Baker raised the problem of

confirming the stronger proposition in which the above inequality is replaced by

€ el fas®ll<1.
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Again, by transference (see, for example, Wang, Yu and Zhu [19]), the problem
is equivalent to showing that for any n and € as above, there exist for almost

all real numbers g only finitely many polynomials P(x)= ao+ a x+... +anxne Z[x]

1
such that

.._)-(1+e) .

Ip(e)l<(.—:f1 3. & (3)

So far, the problem has been solved only in the case n=2 ; the solution is given
in SprindZuk [15]. The argument utilizes a result similar to that of Schmidt [10]
established in 1964 which generalized the work of Kasch [9] mentioned earlier.
Sprindzuk derives in fact a theorem to the effect that the inequality

' lla g0l a 1,00)ll< 1

has only finitely many solutions in positive integers q for almost all real § in
any given interval, where fl(x) and fz(x) are functions satisfying
f'l f'z‘ # f'l' f'z almost everywhere on the interval, and f'l’ ) f"2 are assumed

continuous.

The above problem of Baker concerns the real case. An analogous problem can
be formulated in the complex case. In fact, in analogy with (3), one would
1
conjecture that for any n>2, any u> ‘2'(1-;11-) and for almost all complex numbers

§ there exist only finitely many polynomials P(x)= a°+ a,x+... +anxne Z[x]

1
such that

IPe)l < G5, . 2™ . (4)

n
The condition on | is best possible for it is easily shown by means of Dirichlet's
""pigeonhole principle' that, for any complex transcendental number g , there

(n-1)

exist infinitely many P(x) as above satisfying |[P(8)] < h-% (see Schneider

[12]) whence satisfying (4) with u=% (1--11;) .

Our purpose here is threefold. First we shall refine the work of Kasch [9] to
give a sharper form of the result of Sprindzuk in the case fl(x)=x , fz(x)= x
Accordingly, let §(q) denote a positive monotonic decreasing function of the in-

teger variable q suchthat £ y§(q) converges. We prove :
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THEOREM 2. - For almost all real numbers § there exist only finitely many

polynomials P(x)= ax2+ bx+ce€Z[x] such that
[Pe)|<y(a) y(b) .

Further, let @(q) denote a positive function of the integer variable q such
that q #(q) decreases monotonically and X @¥(q) converges. Then by the trans-

ference method of Baker [1] we obtain the following result.

THEOREM 3. - For almost all real numbers § there exist only finitely many

positive integers q such that

alaelllae’ll< (ad@)?

Our method of proof of Theorem 2 depends on the estimation of weighted
sums involving the discriminant of P . The paper of Kasch [9] depends on an
analysis of similar but unweighted sums. Kasch's work was extended by
Volkmann [ 17] to deal with the real case n=3 of Mahler's conjecture ; the
proof depended on a theorem of Davenport [7] concerning binary cubic forms.
It might be expected that an analogous extension to n=3 would apply to our
analysis but unfortunately this does not seem to be so. However, we are able to
solve the problem for n= 3 in the complex case, and this is our second pur-

pose.

We shall prove that for almost all complex numbers § , for n=2 and 3,
the inequality (4) has only finitely many solutions. In fact rather more will be
proved. Let {(q) be a function of the integer variable q such that I y(q)

converges and 0 < y(q) <C/q, where C is an absolute constant. We have :

-

THEOREM 4. - For almost all complex numbers § , there exist only finitely

many polynomials P(x)= axi+bx + ¢ € Z[x] such that

T SR
[P(8)] <(ab)* (y(a) y(b))* .

THEOREM 5. - For almost all complex numbers g, there exist only finitely

many polynomials P(x) = ax3+bx2+ cx+deZ[x] such that

/6

IP)] <(5e) /4@ vB) v(@nt .
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The demonstrations will involve a modification of the method of Volkmann [16].
As already remarked, it is8 known (see Schneider [12]) that Theorems 4 and 5
are best possible ; in fact they become false with y(q)= 1/q.

Thirdly we calculate the Hausdorff dimension of the set referred to in

Theorem 2 in the case {(q)= q-(1+e). We have :

THEOREM 6. - For any given €>0, the Hausdorff dimension of the set of all

real numbers § for which there exist infinitely many quadratic polynomials

(+e) 15 2/(2+e).

P(x)= ax2+ bx +c € Z[x] such that [P(g)|<(ab)”

Theorem 6 leads us to conjecture that, more generally, the Hausdorff dimen-
sion of the set of all real numbers § for which (3) has infinitely many solutions
is 2/(2+e). This conjecture is true for n=2 by Theorem 6 and the theorem of
Jarnik [8] and Besicovitch [5]. An analogous conjecture can be made in the
complex case, namely the Hausdorff dimension of the set of all complex numbers
o for which (4) has infinitely many solutions is 2/(u+1) for W >1 and
(n+1)/(nu+1) for %(1-%;) < M=<1. This conjecture can be verified for n= 2
with p > 1 and for n=3 with '1-<u S 1 following the proofs of Theorems 4

4 3
and 5 and utilizing Theorem 6 and some results of Baker and Schmidt [4]

ot
...~
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MULTIPLICITIES OF BINARY RECURRENCES
by

R. TIJDEMAN

be elements of a ring R

1.- Let Qys Qpseees O and co,c],...,cn 1
A (homogeneous linear) recursive sequence {c } is a sequence satisfying
= +a +...0+ =n, ntl, ...
(1) CvT% SNa1T %2 %2 U Sy (VERL L)

Here n is called the order of the recurrence. In this paper we
R=0 (an algebraic

with o #0 .
n
shall restrict curselves to R = C (a complex sequence),
R=0 (a rational sequence) and R=2Z (an integer sequence)

sequence),
From the companion polynomial
m
wi?’wj if ifj,

z T_T -w)

n
2 -
(2) z -az
and the initial values Co? €qoe-+» € 1 » OMe can deduce an explicit expression
for <, of the form
m
Vv
e, Z BMuw , v=0,1,2,...,

(3) vo &



29-02

m
. where Pi is a polynomial of degree at most pi-l (i=1,...,m) and i§=:1 p;=n.
On the other hand, every sequence (3) satisfies the recurrence (1) where the
a.;'s are determined by (2). Since both the Taylor coefficients of a rational
function and the values of the exponential polynomial (3) at integers satisfy a recur-
rence relation (1), any result on recurrences can be transformed into statements

about these functions (cf. Loxton and van der Poorten [12]).

We shall deal with the multiplicity of a recursive sequence. For any complex

number a the a-multiplicity of a sequence {cv} is the number of indices Vv

for which c,=a. The multiplicity of the sequence is the supremum of the a-mul-
tiplicities taken over all a¢C . Since every exponential polynomial (3) satisfies
relation (1), the multiplicity of a recursive sequence of order n is equal to the

0 -multiplicity of a recursive sequnece of order at most n+l . On the other hand,
if the characteristic polynomial of a recursive sequence of order n has a simple

zero, then its 0-multiplicity is at most the multiplicity of some recursive se-

quence of order n-1 . Indeed, if w is a simple zero of (2), then Pm is a

constant anci the 0-multiplicity of {c } o is equal to the (-Pm(O))- multipli-
m- v

cityof { Z P(v) wi/wm) }

i=1

2. - The so-called Lech-Mahler theorem gives a simple property of recur-

rences with infinite multiplicities

THEOREM A. - If c, " 0 for infinitely many V , then those V for which

C\J =0 form a periodic sequence for v>\)0

The result was proved by Skolem [22] for rational sequences, by Mahler [13]
for algebraic sequences, by Lech [11] for sequences in a field of characteris-
tic 0, and later once more by Mahler [14] for complex sequences. It does

not hold for fields of p081t1ve charactenetm It is an immediate consequence of
the theorem that if [c } has an 1nf1n1te 0 -multiplicity, then wi/wj is a
root of unity for some 1nd1ces i,j with i#j. A recurrence satisfying the latter

property is said to be degenerate, while the other recursive sequences are cal-

led non-degenerate.
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It follows from the preceeding remarks that the multiplicity of a non-degenerate
recursive sequence of order n (>2) is bounded. The proof of the Lech-Mahler
theorem is ineffective and no general method to find an upper bound for the mul-
tiplicity of a non-degenerate recurrence is available. Even for integer sequences
hardly any results for recurrences of arbitrary order are known. Berstel and
Mignotte [4] showed that it is a decidable question whether a given recursive inte-
ger sequence {C\)} of order n is degenerate or not (cf. Robba [19]). Loxton
and van der Poorten [12] indicated how known techniques involving the theorem
of Strassman on p-adic analytic functions can be used to estimate the multiplicity
of a given recursive integer sequence. If all numbers wj are real, then a straight-
forward estimation suffices. A result of Mignotte [17] can be used to give an up-
per bound for the multiplicity of a recursive sequence (1) if the number of wj of
maximal modulus is at most three and each of these wJ_ is a simple zero of (2).
For more details I refer to the survey paper of Loxton and van der Poorten [12].
They state the remarkable conjecture that there should exist an upper bound for
the multiplicity of a non-degenerate recursive integer sequence which depends

only on the order of the recurrence. .

3. - Most attention has been paid to binary recurrences, recurrences of or-
der 2. The more specific conjecture that the multiplicity of a non-degenerate
binary integer sequence is at most 5 is known as Ward's conjecture. This con-
jecture has been established by Kubota [7,8] who showed that the multiplicity is
even at most 4 . He improved upon previous partial results of Skolem, Chowla
and Lewis [23], Chowla, Dunton and Lewis [6], Laxton [10] and Alter and
Kubota [1]. Beukers [5] has obtained a further improvement by showing that the
sum of the a-multiplicity and the (-a)-multiplicity of a non-degenera{te binary

integer sequence is at most 3, with essentially five exceptions, namely

= 1, a2= -2, Co=Cy= 1, where c= c1= 1, Cy=c,= c12= -1,

a,=1, a2=-2 R c°=1, cl=-1, where co=1 , c1=c3=c11= -1,

1
0'-1=3 s G.2= -4, Co= C1=1 s where co= c1=1 , C2= c6= -1,
al=2 s 02= -3, Co= CI= 1, where co= c1= c5=1 , c2= -1,

a, =1, a,z: 1, co=1 s c2=-1 , where c°=1 » €4= €, 4= -1.
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It is easy to show that there are infinitely many binary integer recursive sequences

of multiplicity three : for any positive integer N take @q,=-1, a, =N,
p g 1

2
c, 5= 1 . Then also Cj3= 1. I conjecture that all binary recursive sequences
. - - . v _ .
have the property that if c, =¢, CV with v1< 2<v3 , then V3 \Jl is bounded

2
by an absolute constant. Suc]h a result does not hold for recursive sequences of

multiplicity two, as is shown by the following example :
For any positive integer N take

c\’=5cv_1-6c\)_2 , C0=3 -2, ;= 2.3 -3.2

Then c°= Co .= 3N- ZN .

N
Shorey [21] has shown that the gap N between the indices is essentially maxi-

mal with respect to the sizes of the initial values.

Closely related is the question of the 0-multiplicity of ternary sequences
(i.e. n=3). There is a claim of Kubota [9] that a non-degenerate ternary in-
teger sequence has 0-multiplicity at most 6 . The following example due to

Berstel [3] shows that this bound is sharp :

c = 2c

v cv_1-4 c_.=0.

4cv_ with ¢ = c,=¢c,= cy= C13= 52

C\)-2+ 3 o 1 4
(cf. Mignotte [ 15].) If the three zeros of (2) are distinct, non-zero and real,
then the 0-multiplicity of a corresponding non-degenerate ternary sequence is at
most 3. This was shown by Smiley [24] in 1956 (cf. Scott [20], Ricon [18]).
More history on the problem and further results can be found in a survey paper

of M. Ward [25].

4. - Non-integral binary recursive sequences have not been studied so intensi-
vely. Kubota [9] proved that the multiplicity of a binary non-degenerate recursive
sequence of algebraic integers in a fixed algebraic number field K is bounded
above by an effectively computable number‘ M depending only on the degree of K
over 0 and wondered whether a bound would exist which is independent of this
degree. Quite recently Beukers extended Kubota's result by giving an explicit

value of M for general algebraic sequences. His results will be published later.
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5.- As an illustration of some of the underlying ideas we shall deal with a
related problem which Beukers and I investigated. It follows from Beukers'
paper [5] that for computing the multiplicity of a binary integer sequence it is
important to know how many powers of w, are lying on a line. For example, in
the above mentioned first exceptional example = g+ g»f-_'?‘ whereas
W wz, w3, w5 and w13 are on the lines Im z=4+ ﬁﬁ . We might consider any
complex number z and wonder how many of its powers zj (jeZ) canbeona

straight line. Obviously infinitely many among them are located on a line if 2z

is real or a root of unity. We have proved :

If L is a line in the complex plane not passing through the origin and z is a

number such that infinitely many of its powers are on L , then z is a root of

unity.

If lz’= 1, then L intersects the unit circle in at most two points and the assertion
is valid (even for three powers of z on a line). Now let L be a line not passing
through the origin and z a complex number, not a root of unity. We know that L
contains only finitely many powers of z and we want to give an upper bound for
that number. Without loss of generality we may assume that Izl >1, since the
cases z=0 and lz|= 1 are trivial and we might consider powers of z.1 instead
of z . Since we can divide all powers of z by the lowest power of z in the se-

quence, we may assume without loss of generality that the powers of z on L

o M 2 N

are given by 1=2 , z"~ ,z ,...,z with 0<v1<...< VN . We suppose N>3
and put Vi=P . V,=q, V=T, The connection with recursive sequences becomes

clear when one looks at the real binary recursive sequence {z } defined by

=0
(4) z,= (12°) 2 + (2°-1) 2"

v
It is a recursive sequence, for it is of the form (3). If 1, zp, z areon L,

we have (zp-l)/(-z.p-l)= (zv -1)/(;\)-1) and hence
(5) *(1 zp)z +(zp-1 ‘(1 zp)+(z -1)"z
Thus z =2, =...=2 and the multiplicity of the sequence is at least N+1.

Y1 YN
I shall sketch the proof of the following result.
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THEOREM (Beukers and Tijdeman).- If L is a line not passing through the

origin and z is a complex number with ,z[ >e, then there are at most nine

powers of z on L.

The proof consists of three steps. Of course we may assume that z is not real.

Step 1. - If four powers of z areon L, then z is an algebraic number of

bounded degree and height.

Step 2.- If z is an algebraic number of degree d and height H , then the num-

ber of powers of z on L can be bounded in terms of d and H .

Step 3.- The powers of z on L are so far from each other that there can be no

more than nine together.

Ad step 1. - The basic principle can be found in the paper of Lech [11], but for

this special case there is an elegant argument due to Beukers.

Assume 1 , zp, zq, zr areon L and O0<p<qg<r . Without loss of generality

we may assume (p,q, r)=1. Put
F(X,Y)= (xP-1) v9-(x%-1) YP+ x%- X2,

G(X,Y)= (XP-1) v'-(x"-1) YP+ x*- xP
Hence,

F(z,z)= G(z,2)=0 .

It is clear that F and G have simple factors X-1, Y-1, X-Y in common.
Write
F(X,Y)

F (X, Y) P(X,Y)(X-1)(Y-X)(Y-1)

G(X,Y)
with (F1 ) G1)= 1. Let a be a primitive r-th root of unity. It follows from

"

G, (X, Y) P(X, Y)(X-1)(Y-X)(Y-1)

Gla,Y)= (ap-l)(Yr-l) that every root Y =g of P(a,Y) is a simple r-th root
of unity with 8 #1,0. Moreover, we can‘apply a geometric argument to the
equation

@-1a- @t p+at-aP=0, [Al=ul=1,
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to conclude that there are at most two solutions, (kl , ul) and ().2, p.z) say.
Since (A\,u4)=1(1,1) and (A, )= (aq, c,p) provide solutions, we can deduce that
B=1 or a, a contradiction. Hence P(a,Y) is a constant, that is

P(X,Y)e Z[X] .

It is not hard to show that GZ(X, Y):= GI(X’ Y)P(X,Y) has no factors Y-X or
Y-1. Hence the greatest common factor of F and (.T,2 is a constant with res-

pectto Y . The resultant R of F and G, is therefore a non-trivial polynomial

2
in X . A simple calculation gives that its degree is at most 2qr and its height
at most 24qr . We know that z and z are zeros of R . A standard argument in
transcendental number theory (cf. Mignotte [16]) implies that z and z are al-

gebraic numbers of heights at most 25qr .

Ad step 2. - Here we apply an estimate of Baker on linear forms of logarithms of
algebraic numbers twice (Baker [2, Theorem 2]). Better estimates could be
used, but they would not a yield far better final result. J, Oesterlé has obtained

part of this step independently.

MooV VN ;
Suppose 1,z",z “,. ..,z with 0<v,<v,<...<v. . areon L and N=>3.

1 2 N
Put v(1=p , V2=q , v3= r, VN_1=L , szrn. We have
(6) : zL-l - zm-l
z -1 z7-1
and
j J j =] J =J
z'-1 z z' -z z° -1 z" -1 2
(n |- = s + <

-1 2 #F@E-1 71y FEF-1) |z

for every j . Hence, by the triangle inequality,

Z.m-4 _1,zm oz d 2 2 4
I(E) 'll—l(z) _(E) lS m+ Ls 4
l2I =" =
Since || eTI’iCP -1 24H€PH for all real ® , there is an integer h with |2h|<m-4
such that
(8) |(m-1) 1og 2 - 2h log (-1)] = -~

="
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A straightforward application of Baker's estimate gives

| (m-¢) log .‘:." - 2h log(-1)| > exp (- (12 qr)804 log m)

and hence, by ,z|>e ,
8
(9) 1< (12 qr) 05 log m .

Similarly, from (6) and (7) with j=m , we have

IZ -Z-L-l_l < 2
™ |z ™

and hence

Z&-IIS 2
ASE R b

| m log g + 2h1 log (-1) - log

Standard arguments can be used to estimate the heights of the algebraic numbers
in the logarithms. Then Baker's estimate implies

2
m-<~(10qr)1 12& logm .

On combining this with (9) we obtain

m=s (12 qr)2015 (log m)2
and therefore
2
(10) m= (12 qr) 021
Ad step 3.- The basic idea behind this step is well known by the work of Thue and
Siegel.
o 1 N
As in step 2 we assume that z ,z",...,2 with O<v1 <..< VN areon L
and that N>3. The letters p,q, r, 4, m have the same meaning and further
i,jrokef 0,v1, e Vg } with i<j<k . Hence, for suitable integers h2 and

h3 we have like in (8)
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.. z . 1)
| (j-i) log 2 - 2h, log (-1)|=< m
and
. n
|tc-j)10g 2 - 2n, 10g(-1) | < W
z

It follows from a geometrical argument that hz/(j-i) # h3(k-j) . The observation
that the argument of zx/z1 for x>i is strictly monotonic leads to a proof that

equality of both sides cannot hold. Hence, by the triangle inequality,

h h

e el L R
G- lzl" -3z’ |2l
Thus
k-i> IZIIZel
r
r e’ e
<. . . oy > - .
This implies VS \J32e , v7 \Js_e R v9 v7ze , but since
el‘
e 2.2021

e > (12r7)

for all r =3, this is a contradiction. Hence N =8, and the theorem follows.
The theorem can be modified in a number of ways.

1. - By splitting the sequence of V's in subsequences it is possihle to show that
the number of points on L which is a power of some complex number 2z is at

most

9 (102l )" .

2. - It is possible to give bounds in terms of p,q and r . If r is large, then

the bound can be improved. Bounds for small r- could be investigated separately.

3.- It is possible to use hypergeometric functions instead of or in combination
with Baker's bound. In the general case this gives bounds which are in certain

respects far better.

et
-lm = l-
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ON IRRATIONALITY OF THE VALUES OF CERTAIN SERIES

by

Iekata SHIOKAWA

et
-

§ .I. - Introduction

In 1916, Bernstein and Szdsz studied the irrationality of certain values of the

series

which is the right half of the Jacobi's theta series

bt n2 g n'2 n
8,(v,T)=142 £ _q cos2nMv= 3% q z |,
3 n=1 n=-o
where z= '12 (eZTTIV + e-ZTTlV) and q = e™  with ImT >0 .

They proved in [1] that, if q= ql/q2 with q1 q,€ Z and
lq2|>lqll >1, ]qzlzz then 2 q 2" 5 0 foranynon -zero a €.
Their method is to apply an irrationahty criterion for continued fractions to the

. . . . )
Eisenstein's continued fraction
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2 3 3 2 4n-1 2n+1 2n
5 n n=1+g_z__l_'_gl_zj+ 1- z q ﬁ+ (1-q ’_“

1 T | 1

Szasz [6] gave another proof using the following series of functional equations :

4v+1

Emu)zmmwﬂﬂ'q 2w2@) (v=0,1,2,...)
9 (z):D (Z)+ 2 (1~ 2V+2) zm (z) =Vl &y oo
2v+1 2v+2 q q 2043
where
2 2v +2 2 - \
D, (z)=1+% ¢&vin) (Ll Y a-a®Vth g n
2v - > 3 >
n=l (1-a“)(1-q")...(1-¢“" |
= n(2v+n) (1- q )(1 2V+2)' (1_q2v +2n) a
Dour1 @)= 1% “7 q o ,
(l'q )(l'q )...(I-q J

2

. g n n
(v=0,1,2,...), and so especially 3)1 (z)= 20 q z
n=

Tschakaloff [8] considered the entier function

f(z) = ; a-%n(n-l) z"

n=0

3

where a is any given complex number with ,a|> 1, and proved the following
theorem : let a= s/f with r, s¢Z and

(1) [s]>]|C*5) /25,

Then f(a) & R for any non-zero a€f. Noticing the relation
2
© . -
qn Yn___ 5 agn(n 1) 2P

with q-z- a, qy =z
0 n=0 ’ ’

M8

n

we can deduce the theorem of Bernstein and Szasz with a weaker condition

a,l>1q,13*®)/25 4

Tschakaloff [8] has also obtained a linear independence results for £(z).

In 1974, Bundschuh [4] improved the above mentioned theorem of Tschakaloff

by proving the following.
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THEOREM 1.- Let K be any given imaginary quadratic field and let a= s/r

with integers s, reK satisfying (1). Then f(a)5K for any non-zero acK.

THEOREM 2.- Let K , a, and a be as in Theorem 1 and let

_ oy —14/F _ log |r|

2-(3+/5)y with -y = log | s] -~

Then for any given €>0 the inequality

@) [f(0-Bl < [af ¢

has only finitely many solutions in non-zero integers p, q¢K .

Bundschuh's proof is of an analytic nature. He made use of a Newton inter-

polation series for f(z) ; i.e.
© o
f(z)= A+ I A [ (z-z,) .
. v=1
with
1 f
A = _n.__(C) ac ,
n-1 21mi T ‘ ! (Q-Z)
n v
v=1
1-p .
a a if n=[Bu]+y for some pcZ,
z =
n

0 otherwise,

1:22,...,Zn .

By a similar method Bundschuh:[ 2], [3], [ 4], and Walliser [10] have obtained

where B>0 isa parameter and Tn is a circle containing 0, z

some irrationality results for the values of entire functions satisfying certain

kind of functional equations.

In this note we prove Theorem 1 and 2 by an elementary method [7] which

is a refinement of that of Tschakaloff.
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§.2.- The auxiliary function

In this section a with |a|>1 and a#0 are any given complex numbers not

neeessarily in K . We start with the functional equation for f(z) ;

f(z) =1+z+ ; a-%k(k-l) zk
=2

k
m - - -
=1+z+z Zla ﬁk(k 1) akzk
k=

f(z) =1+ zf(a'1 z) .

=1+z f(a-lz) , i.e.

Repeating this we have

-k - - -k -
oAk (k1) k<R (ktl)k K+l k-l

(3) f(z)=1+z+a'1z2+...+

(

z)
or equivalently

k . . .
SEk(kt1) f(z) = (k1) b o B (k) (k=j=1) k-j kel (a1

j=0

z) .

Let n be a large integer. We define

(4) F(z)= 2 o | atkll) k LB 0e-)) (k-j-1) k-j
k:o n"k j:O
where c_, cy,....c € Z[a,a] will be chosen in the sequel.

Then by the functional equation

F(z) = F(0) £{(z) - G(z) ,

where

n
(5) G(z) =% c
k=0

Hence, since f(0)=1 and G(0)= 0, we have

(6) p F(0)- qF(a)= F(0)(p-q f(a)) +q G(a) ,

where p and q are any complex numbers.
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It follows from (4) that :

P2 8 5 o oFUMD-HIGH) o)
k=0 j=0 n-k
-3 n)-:j o (k) (+1) -3j(+1) n-k-j
j:O k=0 k

n-k-j

n e n-j .
= 5 IE-F1600 DR _aJ+lz) ’

j=0 k=0 K
and so
F(z)= fo(z)+f1(z)+ ot fn(z) ,

where

n-k .
2) = a%k(kﬁl) 5 c.(ak+1 2“)n-k-.]

(1 £ E

(0<k=<n)

Using this with k=0, we define Cyr CqrerC € Z[a,a] as follows ;

fo(z) = g cj (az)n-j

j=0 .
M o -
(8) a2 ] @z-a"a) (=22 T] (2",
h=1 h=1

where A ,u €Z with A+u=n and A -1>u>1. Then

(-a)j w, (0sjsp)
(9) c. = J
. 0 (u<j<n)

th
where @w =1 and wj (1=j<p) is the j elementary symmetric polynomial
in a, a,..., a"l , which can we written, in the depending order of the exponents

of a, as

_ a}.er;,L-1+...+u-_]+1+ . aJ+J-1+...+1

AY j
(05 ogiGe1) 3i(+1)
a +...+ a

Thus we have polynomials fk(O) , fk(a) (1=k=Sn) and F(0), la)eZ[ a,a] .
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LEMMA 1. - If we write F(0) and F(a) in the desending order of the exponents

of a, then

(i) F(0)= a2 R(0H1) oM EAMDHRu(AT) deg  F(0)=u

ﬁn(n+1)+ :tak ak(u+1)

(ii) Fla)= a , dega Fla)= 1 .

For any polynomial P(a) in a , we denote by D(P) and d(P) the maximal

and minimal exponent of a in P .

Proof. - (i) By (7) and (9) we have
agk(k+1) c

fk(o) B n-k
0 (0=k<i) ,
(11) - |
()P 4 BK0cH) . (SkSn) .
where noticing (10)
D(fk(O)) = #n(n+1) - A (n-k)
(A<ks=n) .

d(fk(O)) = $k(k+1) +# (n-k) (n-k+1)
So we have

max D(fk(O)) < D(f (0)) = #n(n+1) ,
(11) Ak<n n

min d(fk(O))> d(fA(O)) =AM +1)+du(u+l) .
A<k=<n

(i) follows from (11) with (11)',

(ii) Case 1.- Let 0<k<=A. Then it follows from (7), (8) and (9) that

ik(z)= agk(k+1) f .. (ak+1 z)n—k—j
j:O J

- z-k a—ﬁk(k+1) g c.(ak+1
j=0 )
_ k() (A -k/2

z)n_‘]

k+1 h
| @ " z-a a) .
h=1



Thus we have
0 (0=k<p)
(12) f (o) = M
k OLn-k a(1<+1)(>t-1</2) T (ak+1_ah
h=1

) (u<ksk)

where

D(f, (@)) = (k+1) (n-k/2), d(f, (@)= (k+1) (A -k/2)+§: H(p+l)  (USkS))
and so

max D(fk(cn)) < %n(n+1),
MSk=A
(12)
min d(fk(cx,))> d(f (a))=A(u+1) .
H<k=S A M

Case 2.- Let A<k=n. We have by (7) and (9)

-k . .
n-k a(k+1)(n—k/2)nz (_1)_) 0. a-(k+1)_] (\<k<n) ,

(13) f (a,): Q

where noticing (10)

' D(£, (@) = (+1) (a-k/2), d( (@) = 3 k(c+1) 43 (nek) (n-k+1)
Hence

max D(fk(a))< D(fn(a)) = 'lz'n(n+1) ,
A<k<n
(13)"
min d(fk(a)) >A(u+1)= d(f (a)).
A<k<n H

(12) with (12)' and (13) with (13)' imply (ii).

§.3.- A lemma
We restrict n, from now on to integers of the form

n=A+ wich A=[pu] ,

30-07

where B>1 is a parameter and [x] is the greatest integer less than or equal

to a real number x.



30-08

LEMMA 2.- Let a=8/r and a=0/p with non-zero integers s, r, g, P EK

such that each '""s and r', "o and p'", and "s and ¢ " have no common

factor except units in K. Then there are positive integers “o and { depending

only on B such that, if p >uo ,

pF(0)-qF(a)# 0

for at least one ne{[ Bu']+u' [ USU'SP+L , '€ Z]} and for all integers

P,9€K not both zero.

Proof. - We denote by Fl(z) and Fz(z) the auxiliary function F(z) defined by
(4) with n=[gpul+un and n=[B(u+L)]+u+L respectively, and assume that

P FI(O)-q Fl(a)= 0 and p FZ(O)- sz(a)= 0

for some integers p,qe K not both zero. Then

(14) F1(0) F (@)= F,(0) Fl(a) .
It follows from Lemma 1 that
D 61 d1
(15) FI(O) F(a)=a +..£a a , deg Fl(O) F,(a)= o »
D %, %
(15)" Fy(0) Fy(@)=a +..xta " a ", deg, F,(0) Fila)=8,,

where the right-hand sides are written in the descending order of exponents of a

and

94

)

;= mt[Bu+L)]=0, = u+e+[pu].

SAQH1) + 51 (1) + [B() ] (44 +1)<D

n

20B0+4) 1 (T8 (+4) 141)+ 31 +4) (4 +4+1) +A(+1)< D

Here, using the relation x-1<[x]=<x, we find
2
d,-d; = u{e(g-1)"-(g+2)} -C,
where C is a constant depending only on B and 4 . So, if we choose

L=[(p+2) /(5-1)2] +1 and Mo large enough

(16) d?_>d1 (u>po) .
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Now we prove FI(O) Fz(a);! 0 . For this we assume FI(O) Fz(o.)= 0 and put

% b 4 4 d,+1
u=p  r (F(0) F(@)Fa a”). Then u# 0 and by (15) s |u . But at the
same time u can be written as u=F o r g 1 , where both "8 and o"

P

and "s and r '" have no common factor except units in K ; which is a contra-
diction.
61 D
So the number v=p ~r FI(O) FZ(G.) is a non-zero integer in K with
d +1 d
sl Jv (by (15)) and s 2| v (by (14) and (15)') ; which is impossible because

of (16), and the lemma is proved.

§.4.- Proof of Theorem 1

Let a=s/r and o = 0o/p with non-zero integers s, r, 0, p €K such that
"s and r " and " o0 and p " have no common factor except units.
Case 1. - Let s and o have no common factor except units in K .

Suppose that f(a)e @ , so that p-q f(@)= 0 for some integers p,qeK not

both zero.

a—k(u+1)(

By Lemma 1 pF(0)-2F(a)) e Z[ a,a] with degree

-;-n(n+1)-k(p.+1) and A in a and o respectively, and so

+1) -A(ut+1) -A(u+
R = T(p F(0)-q Fa) with T =p* 2@ -AM+1) -A(u+1)
is an integer in K. Using now Lemma 2, as we may in this case, we obtain

lRIzl for infinitely many J .

On the other hand, we have by (6)

R=TqG().

Here
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2
(17)  log |T| = {2 (8+1)%-8} u’ 10g x| -pn’ 10g |a| + B

2
= {%(BH)Z y-B}u log |[s| +Bu ,

where y is given in Theorem 2, and
1 2
(18) log |Gla)|= 5 (1-y)u" log|s[+Bu ,
since by (5) and (8)

H h- P
IG@)ISE” 2 |cfs 87 TT (el al ™= B2 [at™
=0 ") h=1

where and in what follows B denotes constants, independent of |4 , which are
not necessarily the same at each occurence. Thus
1,2 1 2
log | R|= {5 (8"+28)y-p+5) n"log [s| + By .
So, if y<(28-1)/(62+25 )= h(B) say, we get
log ,RI <0 for all large u ,

which is a contradiction. We have assumed (1), since

max h(B)=h

1+,/5 2
(522 =
g>1

3+./5

Case 2.- Let s and 0 have common factors except units in K . We can choose
a positive integer k for which a_ka can be written as a a = % , where o'
and p' are integers in K such that both '""s and ¢''" and "g' and p'"

have no common factor except units in K . The functional equation (3) with

a' = a-ka impli
plies
(19) f(a') = %" + —g— f(a) with integers A, B, C, DgK .

So Case 2 can be reduced toCase 1, and the proof is completed.

§.5. - Proof of theorem 2

Let a and o be as in the begimiing of the preceeding section. We suppose
that there is an &€ with 0<€&<1 such that the inequality (2) has infinitely many

solution in non-zero integers in K .
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Case 1.- Let s and ¢ have no common factor except units in K . Choose a
solution p, q of (2) with ’ql sufficiently large and then a positive integer v

such that

§(1-2 )v% 1og| 8| S1og [a|S 5(1-2) (v+1)? 1og |s] ,
where

1+./5

11,2 .
ng'E'E(B +2B)y with g=",

so that, by the condition (1),

€>0 and guz-;-(a2+23)(l-y) .

By lemma 2, there isa pu€Z with VSuSv+{ suchthat pF(0)-qF(a)#0
with n=[p uJ]+n, and so

IR[=1,
where R is defined in the preceeding section.

On the other hand, we have by (6)

log |R| = log |T| + log|q|+ IOgIF(O)(‘:'~f(a))+ Gla)| -
Here
log | q| =§(1—%) u’ log|s| + B u

and, by (11) and Lemma 1 (i),
n
[F0)[s 8™ & [a|2E®D |
k=) n-k

< Bn ZulaID(F(O))S Bnlalén(nﬂ) ’

and so

log IF(O)(ﬁ-f(a»l < log | F(0)| - (n+¢) log]ql

< {% (5+1)2(1-Y)-§(n+8)(1-i)}“2 log|s| +B p

1 82 2
={3@-v)+§ =} " log|s[+ By,
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which together with (18) lead to

2
tog |F(0) E-f(a)+ Gle) [ {3(1-)+8 &} ¥ 10gs] +B 1 .

Using this and (17), we obtain

2
2R S%(BH)ZY-B+§(1‘i')+%(1‘”+§ S+ o)
K logls'

< € f (e-1)+0(1)< 0,

a contradiction.

Case 2.- Let s and o have common factors except units in K choose a' as

in §.4 Case 2. Then by (19)

' Ll -
@) - ol <la'| ™ */2 with p'= ADq+BCp, q'=BDq

holds for all integral solutions p, qeK of (2) with lql sufficiently large.

Thus Case 2 is reduced to case 1, and the proof is completed.
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Correction to my paper :

ARITHMETIC PROPERTIES OF CERTAIN POWER SERIES
WITH ALGEBRAIC COEFFICIENTS

(Séminaire de Théorie des Nombres, année 1979-1980, exposé n°27)

by Iekata SHIOKAWA

et
-l -

Theorem 5 sould be corrected as follows :

THEOREM 5. - Let f(z) be the power series defined by (5) with (6). If

0.1, ,q,t are t algebraic numbers with 0 < Iatl <...< lall< R': such that
t P (a_)
l l ak—(a;r—%o (k eM) and
T= k T)
. Bl ) Qo) o, e B
lim B [ | =0 @stst)
ke, keM Qo) Plog) o
for some infinite sequence M of integers, then f(al) yeee ,f(at) are algebraic

independent.
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ON THE STRUCTURE OF SELFGENERATING SEQUENCES

by

F. M. DEKKING

- -t -
P Ty

Consider the sequence x = x x defined by the following rules,

1
(i) x°=1, (ii) x consists of single 2's separated by 1's , (iii) the sequence

of lengths of runs of 1's in x equals x :

1 211 21 2 1 2 11
-~ ~ ~ — N
1 2 1 1 2

The sequence x is a typical example of a selfgenerating sequence as defined in

Section 2.4.4 of [5].

Since x is clearly generated by the substitution ([1, p. 902]) 6 given by
8(1)=12, 6(2)=112, a lot is known about the structure of x . We mention the

following properties.
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Recurrence. - Every word which occurs in x, occurs infinitely often in x .
In fact x is almost periodic, i.e., every word occurs with bounded gap

(cf. [1, p. 9047).

Linear subword complexity. - Let (n) be the number of subwords of length n
B, g

which occur in x . Then Bx(n) < cn for some ¢>0 (cf.[1, Prop. 4.2]).
In fact Bx(n) = n+l . This can be seen as follows. From Markov's Theorem
(cf. ref. 31 in [1]), one infers that (1) 62(1) 63(1)... =z, where z=2z,z_...

172
is defined by

z, = [ (k+1) (/2-1)] - [k(/Z-1)] +1 .

Therefore, Bx(n)S Bz (n) (x starts with ek(l) for all k ). Now either by a
result of Knuth [4], or by ref. 4 in [ 1] (noting that z is a Sturmiian sequence
([1, p. 903]) z=(z;:') with @ =,/2-1 and I=[1-a,1), since [(k+l)a]-[ka]=1
iff ka€I), one has Bz(n)= n+l. Since Bx(n)>n for all n (by [1, prop. 4.1]),

5x(n) = n+l follows.

In the sequel we shall consider another remarkable selfgenerating sequence y
(cf. [1, Ex. 4]) defined in a similar way. (i) Yo 2, (ii) y consists of 1's and
2's , (iii) the sequence of lengths of runs of y equals y :

2 2 1 1 2 1 2 2 1
. N NS
2 2 1 1 2 1

The mirror image of a word is the word obtained by the interchange of 1's and

2's . Words occurring in y are called admissible. In [3] the reader is asked

to prove or disprove the following two properties for y .

Mirror invariance. - A word is admissible iff its mirror image is admissible.

Recurrence. - Every admissible word occurs infinitely often in y .
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To the best of my knowledge these two problems are still unsolved. I shall
merely offer some simple propositions connected to these problems (*) , and show
that y has polynomial subwordcomplexity, which immediately implies that y
has zero entropy (cf [1, p. 905]).

Any word W of 1's and 2's in which neither 111 nor 222 occur will be called

differentiaHe, and its derivative W' is the word whose jth symbol equals the length

of the jth run of W, discarding the first and/or the last run if these have length 1.

For example (22112122)'=22112 , (12211)'=22 and (212)'=1.

We put A'= A, where A is the empty word., Also (12)'=(21)'=2'=1"'=A\

(in accordance with the definition). A word V suchthat V'= W is called a
primitive of W . A word can have at most 8 primitives (the primitives of 22

are 1122, 2211, 21122, 12211, 11221, 22112 , 122112, and
211221). The two primitives with minimal length are called principal primitives.

PROPOSITION 1. - Mirror invariance implies recurrence.

Proof. - Since any admissible word occurs in some begin segment of y , if suf-
fices to show that any begin segment occurs infiniteiy often. It even suffices to
show that any begin segment Yo " Ym occurs twice. (Suppose Yo' Vim occurs

twice for all m . Given k , choose m such that Vo o occurs twice in

Yk
Yo Y, occurs at least three times, since Yo' Ym occurs

twice, etc... .) Choose n such that (yo...y

Y Then Vg o

n)' = Yo Y By assumption,

the mirror image Yo' ¥n of YooY, Occurs in y . But then

(yo ...y'n)' Yo Vim occurs in y , not as a begin segment. Hence Yo 'Y

occurs at least twice. O
We call a worda C -word if it is arbitrarily often differentiable.

(221122 is a differentiable word which is not c” . ) Obviously any admissible

(=]
word is a C -word.

(*) After giving this talk, I recieved a letter from C. Kimberling, who was so
kind to send me a copy of a private letter (dated Dec. 7, 1979) adressed to him

by F. Galvin. This letter mentions most of these results.
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PROPOSITION 2. - Mirror invariance holds iff each Cm-word is admissible.

Proof. - Clearly the set of Cm-words is mirror invariant. Hence admissibility of
all C -words implies mirror invariance of all admissible words. To prove the
converse, suppose W is a Cm-word which is not admissible. We may assume
that W is the shortest such word, andthat 11 or 22 occurs in W . Then W'
is a shorter C -wordthan W, so W' is admissible. But then at least one,
and by mirror invariance both principal primitives of W' are admissible.

One of these must be equal to W . Contradiction. o

PROPOSITION 3. - Let y(n) be the number of C -words of length n. Then
y(n)= nP |, where p= log(8)/log(4/3).

Proof. - Let IW[ denote the length of W . Let W be a Cm-word. Let ¢ be

the number of 1's , and d the number of 2's in W', Suppose W' starts and

ends with 2 . Then (by differentiability of W') c¢=<2d, and
|W|l=c+2d=c+4/3d+ 2/3d>4/3c+4/3d=4/3|W'| .

Treating the other 3 cases similarly, we find that for all non-empty c”-words
W , one has
|w'|= 3/4|w|.

o (k) (k)
This implies that IW |<1 as soon as k=>log ]WI /log(4/3), where W
denotes the k'P derivative of W . Since a word has no more than 8 primitives,
it follows that

y(n)= 810g(n) /log(4/3) _ log 8/log(4/3) .

Since all admissible words are C , and hence sy(n)s y¥(n), we obtain :

COROLLARY. - The sequence y has zero entropy.

It is easy to give sharper estimates for the exponent p .

CONJECTURE. - For some constant c , By(n)wcnq as n-+ o , where

q= log(3)/log(3/2) .



31-05

PROPOSITION 4.- y(n)>cn' , where c>0 and r=log(3)/log(5/3) .

Proof. - Let W a non-empty Cm-word. The degree d of W is defined by
+
W(d) A, W(d 1)= A . The trace sequence (to TR ,td) of W is determined

by .(i) t, is the first symbol of W, (ii) tj equals the first symbol of W(j) if
W(J-l) does not start with 122 or 211, and t, = 2+ in the remaining case.
Example : 1221121122 has trace sequence (1, 2+ , 2,1), Conversely any
sequence of symbols 1, 2 and 2+ determines at least one C' -word in an

obvious way, and it is easily proved by induction that these C”-words are dif-
ferent (in the strong sense that neither is a begin segment of the other) if the
corresponding trace sequences are distinct - unless one of these begins with 2

and the other with 2+ . An argument similar to the one given in the proof of
Proposition 3 shows that |W|<5/3|W'[+8/3 for all C -words W . This implies
that the length of a C”-word with degree d is less than 5(5/3)d . Since any

Cw-word can be extended (to the right) to a longer Cm-word, we can conclude to

y(5(5/3)% = 2.3

This yields the desired lower bound. 0

It is known ([2]) that Bz(n)S an (¢c>0, n=1,2,...) if z is a sequence
generated by a substitution. Since log(3)/log(5/3) > 21/10 we obtain as a corol-
lary to Proposition 4 (applying Proposition 2), that y cannot be generated by a

substitution if mirror invariance holds.

Finally we cannot restrain ourselves from giving a (computer generated)
list of the first 39 valuesof y(n): 2, 4, 6, 10, 14, 18, 26, 34, 42, 50,
62, 78, 94, 110, 126 , 142, 162, 186, 218, 250 , 282, 314, 346, 378 ,
410 , 446 , 486, 534, 590, 654, 718, 782, 846, 910, 974, 1038, 1102,
1166 , 1234 . This sequence has two peculiar (unexplained) properties.
Firstly y(n+l)-y(n) tends to be a power of 2, and secondly Y(3n)= 3Y(2n-1)
holds for n=1,2,...,12 (but not for n= 13). The latter formula is connected

to the conjecture above.

-t
-l -
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THE ARITHMETIC OF FUNCTION FIELDS

by

David GOSS

-

Introduction

The purpose of this article is to give a summary of the arithmetic of function
fields as it now stands. We present here, without proofs, the main ideas and

results.

§.1.- Background

Let C be a geometrically connected, irreducible curve over IFr , T= pn ,
p a rational prime. Let ® ¢ C be a rational point and let A =T(C-=, Gc) .
Thus A is a Dedekind domain with unit group equal to IF: . The general theory
concerns the ring A and its ring of integers in finite extensions. For simplicity

we set A = ]Fr[T] ; though most of the results are entirely general. We set
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1 -
k=F(T), K= F,((3))=k, andfor xeK*, we set D(x)= ord_(x 1.

If v is a finite prime, then we Bet Av to be the local ring of integers in k

Finally we let 1 -;i'l;’ + E c, T eK be a fixed uniformizer at « .
1_

An element xeK* is said to be monic if and only if ﬂD(x)xe?,{1= {1-units S K}.

Dx)

If X is monic, then we put <x> = TT If a lower case Roman letter de-

notes an element of k , then it denotes a monic element.

Let pESpec(A) and set, for JEN 3’(p ) to be the group of A fractional
ideals prime to p . We set P(p ) to be the group of principal ideal generated
by all agk with a=1 (p ). We set P(p e ) to be the group generated by all
ack with a=1 (pj) and <a>_ =1 (M

1.1. - LEMMA. - 3’(pJ)/P(pJTrm) is a finite abelian group.

By class field theory U(pJ)/P(pJ Trm) is canonically the Galois group of an
abelian extension k(pJTrm) of k. We set (9(pJ Trm) to be the corresponding

ring of integers. Let G(p‘] Trm) be the associated Galois group.

§.2. - Explicit constructions via the Carlitz-module

Let F be the rt power map and let k{F} be the ring (under composition)
of finite polynomials { )J.'.' a, F' | a. €k all i}. It is easy to see that k{F} is a
non commutative ring of endomorphlsm of k Let C(T)= TF +F €k{F} and
for a e],'Fr let C(a)=aF°. As F is IFr-linear, we can extend C to an injection

of A into k{F}. If McA, then for xck, we have

D(M) i

CM)(x)= T c.x M A all i, c *
( )(x)—i=0 c;x ,c =M, c€A all i, D(M)E F_

We call C the Carlitz-module. It is an A-analogue of Gm . Let peSpec(Ar),
with p=(f). Let

o]} pj] = {roots of C(i‘i)(X) in k }
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One knows that C[pJ] forms an A-module =-A/p" . Any generator a(p") of
Clp’] is called a primitive p’-th division point.
2.1.- THEOREM. - a) k(p’)= k(a (p’))

b) ()= Ala(p’)]

c) 6 (pJ) is totally ramified at p and unramified elsewhere.

. . K] . R
Note that T(p’) /P (p')~ A/p’ . Let k(p‘])+ be the fixed field of IF:CA/pJ

2.2.- THEOREM. - a) k(pJ) /k is totally split at infinity.

b) k(p /k(p is totally ramified at all infinite primes.

Thus k(pj) is analogous to D(u ,) and k(pj)+ to D(u o4
. ) p

2.3.- PROPOSITION. - 6(y" m)" = 6(p")}

2.4.- THEOREM. - Let a,,a, be two primitive p?-th division points.
6 (p0)*
Then al/aze (p )+

We call the group generated by all such units, the group of C-units of level

p‘] . We denote it by E(p ).

i =2
Let [i]= T -T, andlet A =i|=:|l [[11_313) e'L(

Let o be any (r-1)-st rootof -[1] and let A=aA. It is known that A is
transcendental. Let L = AK and let
e (=211 (1-z/a)
ae L

a 70

2.5. - PROPOSITION, - a) eL(z) is every where convergent.
b) eL(z) is IFr-lmear_.

c) Let MeA . Then eL(Mz)= C(M)(eL(z)).
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Thus eL(z) is the A-analogue of the classical exponential function.

Let ae€A with D(a)< D(f’). Clearly all the division points of level pJ are
of the form eL((a. /fJ)x ).

-1 -
As e' (z)=1, we see e_(z) = I (z+0) 1. Thus we see the C-units have the

description

T (a+fj6)'1/z (B+1‘ia)'1
deA deA

where (f,a)= (£,8)= 1 and the level is p’ .

§.3.- The two-variable z&ta-functions

We now present the theory of zeta-functions that goes alohg with the construc-
tion of §.2. Let Sw= K*x Zp and let s = (30’81)€Sm . Let ac A . We set

-]
a,s = s?(a)< a.>m1 .

This definition has all the usual formal properties and the integer powers occur

as (Tl‘-i, i). We set gw(s)= nat= T—I (l‘f—s)—l .

ag f prime

Clearly (_(s) converges for all s with D(so)>0 .

3.1. - THEOREM. - a) Qm (8) can be ané.lﬁically continued to a continuous K-

valued function on all of Sm .

. C -1 . P
b) For each fixed s, Qm(so, sl) is a power series in 8 _ with an infinite

1
radius of convergence.

We call such functions two variable. Theorem 3.1. is proved by resumming

the series for gm(so, sl) according to degree.

-1 -
3.2.- THEOREM. - a) Let i¢ ]N+ . Then C,m(so , -i) is a polynomial in sc’1 .

b) ¢ (-)=Z (T n)ea.
j=0 D(a)=j
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Indeed the expression in parathesis can be shown to be zero for j>0 .

3.3.- PROPOSITION.- (_(-i)=0 for ieN*, i=0 (r-1).
Let £(X,-i)=C_(XT, -i). Then C(X,-i)cA[X']. Let E‘(X,-i)=—d";i'('E(X, -i).

Wet set g(0)=0, g(l)=1, and for i>0
¢ (-i) for i 0 (r-1)

Bl=q
¢'(1,-i) for i=0 (r-1) .

3.4, - PROPOSITION. - a) g(i)#0 for i#0.

b) Let r=p . Then B(i) is a constant (=1) if and

only if the sum of the p-adic digits of i<p-1.

3.5.- COROLLAIRE. - ( has a simple zero at -i, i=0 (r-1) .
3.5. is the exact analogue of the result for Riemann's z&ta function.

Let (f)= p¢cSpec(A) and let
. D j
5, = Lim Z/((x ®)_1)pd)
J
andlet X =k xS
p pp

3.6. - THEOREM. - a) (l-fl) B(i) interpolates to a confinuous function

=S —-A
P p p

. D .
b) (l—f1 X (p)) € (X, -i) interpolates to a continuous

function { : Xp————o k . This function is represented by everywhere convergent

power series in the first variable.

It is important to notice that 3.6. gives a very strong relationship between
the zeroes of gw for all the places w of k. We will present measures for B

a bit later.

We next discuss the theory at the positive integers. At this point there is no

functional equation relating the two.



32-06

3.7.- THEOREM. - Let ic¢ N with i=0 (r-1). Then O%QQ(-i)(I)-ieIE‘r(T).

3.7. is shown with the use of eL(z) .
i-1
Let D =1 and for i>0, D, = [i][i-1]"...[1]"
t .
Let meIN+ with m= _EO aj ) , 0= ajS(r-l). We set
J:

The elements I‘m have all the classical properties of a 'factorial'.
We also put
0 if m#0 (r-1)

I‘m Qm(m)(-k_)-m m=0 (r-1).

The next result is a von-Staudt type result. We present it only for the case

pn= r#2. When r= 2 there are apropriate modifications.

v
3.8.~ THEOREM. - Let i = ZO Bepe be written in its p-adic expansion.
e=

We have two conditions on i :

1) (2 8,)/(nlp-1))=heZ
2) («P-1)]i.
If i satisfies these conditions then the denominator of Bi: ,—f f . If not,

f prime

then BiGA . D(f):h

3.9.- COROLLAIRE.- Let r=p # 2. Then the denominator of Bi =TP.T
if pli)=1. |

Proof. - Follows directly from 3.8 and 3.4.

We know show how I‘m may be interpolated at all the places of k to two-

D:
i) D,(X).

variable I'-functions. We begin first with » . We put Di(X)= X

It is immediate that as i-+», Di(X)-—b 1, SCL-adically. Let

OSaj<r , be a p-adic integer. Let X€K be monic. We then set

[~ .
m=2 a,rJ,
j=0 J

- a.
T_(X,m) = ] Dj(<X>a'1) J
j=0
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It is immediate that T_ (X,m) converges to a continuous function which is local-

ly-analytic in the first variable.

Next, let ‘DeSpec(lF [X]). It is known that D, (X)— i ’ f

felF [X]
We set D, (X) I | £ . f monic
? feIF [X] D(f) = i

D(f) < i
(£,P)=1

It is not too hard to show that -—ﬁi(X)-—-—b 1 P-adically as i — o . Now let
a€A and peSpec(A). We have a map from Spec(A)— Spec(IFr[X]) which is
dual to the map X+ a . Set a(p) to be the image of p under this map.

We then set for

m:Ea.rIEZ
P

a,
1

(-D(

Iy (am)= 1 i®a(p)

T
=0

3.10. - THEOREM. - I“p (a, m) interpolates to a two-variable function

' . A xZ — A* . It is analytic in the first {zariable on each coset of A /p .
) P

The above constructions are similar to the classical construction of the

p-adic TI'-function.

§.4.- Kummer and Herbrand criterion and Iwasawa theory

We now show how the B-function appears in Kummer and Herbrand criterion
for the fields k(p). By using the classical Weil zeta-function associated to the
curves defined by k(pn) , k(pn)+ , one can show the following : let h(pn),
h(pn)+ be the class number of the fields k(p ), k(p"), resp.. Let

e )=- I Oa-l
D(a)<D(p")
(a,p)=1

®(pn) = % -D(a) 0-1 , where o represents the associated Galois element of
+ a a

k(p™) or k(pn)+ . Then we have
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4.1.- THEOREM. - a) h(p)= h(p), ];% x(8(p))
X€ %p)

x| E_#

b) h(p), =T | x(k),) -
X €Glp),
X %X,

Following classical theory it is clear how to deduce a plus and minus part for

h(p). Both of these numbers are integers and

h(p) = h(p) /hp)"
D(p)

Let ( be a primitive (r -1)-st rootof 1.

Set B=Z [g] and choose an isomorphism of B/(p) with A/p . Via this, we

have a B valued character w with

w(@ +(p) +(p) = a+(p)

Thus we have

D(p)_,
4.2.- THEOREM. - a) h(p), +(p) = I'T s+
i=0
(r-1)]1
) rD_(___)_—_Z
b) h(p) +() = || Bli)+
i=0
(r-1)}i

4.2. is an obvious Kummer criterion. Via it and previous results one can

show that, when r = p> 2, there are an infinite number of primes with plh(p)—

Let Cl(pn), Cl(pn)+ be the class groups of k(pn), k(pn)+ resp. . Let
Cl(p )(p) , etc, be the p-primary component of such groups. Of course
Cl(p )(p) » Cl(p )(p) are Galois-modules. We may decompose these groups into

isotypic components for [wl} by tensoring with B . Our next goal, a Herbrand
criterion, is to give a sufficient criterion for these isotypic components to

vanish. To do so we first present a Stickelberger Theorem due to Tate.
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4.3.- THEOREM. - a) 6(p") annihilates Cl(p") .

b) o(p") annihilates <:1(|p“)+

4.3. is proved thru the use of the Jacobian and it is valid quite generally. By

reducing mod p, we have as before.
D .
4.4, - COROLLARY. - Let 0<i< (r (p)-l). Then Cl(p)(wl);( 0=p|p (rD(p)-l-i) .

4.5. - COROLLARY. - Let the sum of the p-adic coefficients of (rD(p)—l-i)S (p-1).
Then Cl(p)(wl)= 0 when r =p.

Let n(p )= o(p)-N/(r-1)

n(pn)+(= Z (D) -Dla)-1) o - N/(e-1))
)
<D(pn

where IN is the norm element. Both elements are in the p-adic group ring and

(p)’ Clip )(p)

One can therefore, in classical Iwasawa-theory fashion extend the results of 4.5

give rise to distributions. They also annihilate Cl(p ) etc.

to arbitrary level.

We let u, u+ be the p-adic measures on Y = A: determined by
n(pn), n(pn)+ . Let u, II+ denote their reductions mod p .

4.6.- THEOREM. - a) Let i¢IN, i#0 (r-1). Then

[ = c (1) .
E

b) Let i=0 (r-1). Then

PR ACRCR
P
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It is known that cyclicity of the Galois modules Cl(p), Cl(p ), implies the converse

to Herbrand and gives a complete global Iwasawa theory.

§.5.- C-units

We finish by representing the main Theorems in the C-units.

+
5.1. - THEOREM. - (Gn)*/E(pn) is a finite group of order equal to the class

number of 61 .
——— " n
p
Let S(pn) be the group of divisors of degree zero supported at infinity. Let
d(pn) be the divisors of elements in E(pn). Let Q(pn)= S(pn) /é’(pn) .

5.2. - THEOREM. - Q(pn) is a finite group of order h(pn)+ .

#* *
5.3. - THEOREM. - Q(pn)(p)a- z [ A/p" /F_ )/ (N, 6(p")).

5.3. implies that Q(pn)(p) should be isomorphic to Cl(pn)ﬁ_p) . This would then

imply cyclicity !

§.6.- Open Problems

It is quite important to show the converse to the Herbrand criterion, whether
by cyclicity or by Ribet's method. This, perhaps, will involve finding the meaning

of the Bernoulli-Carlitz numbers,

It is equally important to find the meaning of the two variable zeta functions
themselves, not just their special values theory. This, no doubt, will include

the meaning of the associated two-variable I'-functions.

DI
- -
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