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Einleitung.

In seinem Buche: ,,Spezielle ebene Kurven* gibt Wieleitner
ein Verfahren an'), aus zwei gegebenen Kurven durch Kon-
struktion neue abzuleiten. Kine Anwendung davon, eine Spezi-
alisierung der Methode, zeigt die Arbeit von Rolle?), in der
bekannte Kurven, die Kegelschnitte, als Grundlage dienen und
durch Bilden der Differenz von Strahlen neue Kurven gewonnen
werden. In der Hauptsache behandelt Rolle die Kurven, die aus
Parabel, Ellipse und Hyperbel dadurch entstehen, dass man
Brennstrahlen zieht, diese zum Schnitt mit den Kegelschnitten
und ihren Hauptkreisen bringt und dann die Differenz von
Kegelschnitt- und Hauptkreisradius vom Brennpunkt aus abtrigt.
Nun sind bekanntlich die Hauptkreise der Kegelschnitte Fuss-
punktkurven in Bezug auf den Brennpunkt, und es bietet sich
daher eine naturgemisse Erweiterung der Arbeit von Rolle in
der Richtung, dass man als Grundkurven neben den Kegel-
schnitten Fusspunktkurven in Bezug auf andere ausgezeichnete
Punkte der Kegelschnitte widhlt und die Konstruktionsstrahlen
von diesen Punkten aus zieht. KEs soll die Hauptaufgabe der
vorliegenden Arbeit sein, diese Betrachtungen fiir Scheitel und
Mittelpunkt der Kegelschnitte durchzufiihren und die entstehenden
Kurven moglichst genau zu diskutieren.

Im 1. Abschnitt soll der Scheitel der Kegelschnitte als
Pol gewihit werden, Grundkurven sind also dann die Kegel-
schnitte und ihre Fusspunktkurven bezogen auf den Scheitel.
Die Betrachtung wird im Vergleich zu der von Rolle insofern
erweitert, als dieser nur die Differenz der Strahlenabschnitte

1) Wieleitner: ,Spezielle ebene Kurven“ p. 3 (Sammlung Schubert LVI).
®) Rolle: ,Uber einige von den Kegelschnitten abgeleitete Kurven
biheren Grades“, Schulprogramm, Ilmenau 1909,




— 6 —

bildete, wihrend hier die Kurvengleichung lauten soll p=px
~+<c.pr, wo px und pr Radienvektoren von Kegelschnitt, be-
ziiglich Fusspunktkurve sind, wihrend ¢ einen beliebigen Faktor
darstellt, der in einigen Fillen auf 41 und — 1 beschrinkt
werden soll. Im allgemeinen hat man also Kurvenscharen, denen
auch die Kegelschnitte selbst angehoren, man erhilt sie fiir e=0.

§ 1 bebandelt den Fall der Parabel, wihrend Ellipse und
Hyperbel den Paragraphen 2 und 8 zur Grundlage dienen.

Im zweiten Abschnitt, § 4 und § 5 sind zu Grundkurven
gewidhlt die Mittelpunktskegelschnitte und ihre Fusspunktkurven
beziiglich des Mittelpunktes. Zur Konstruktion, die ganz analog
der im ersten Abschnitt durchgefiihrt ist, benutzt man hier
Mittelpunktsstrahlen.

Der dritte Abschnitt, §§ 6 und 7, steht mit dem Vorher-
gehenden in loserem Zusammenhang, gewissermassen als Anhang
bringt er eine andere Methode konstruktiv aus gegebenen Kurven
neue zu gewinnen. Man nimmt nicht mehr Streckensummen oder
Differenzen, sondern bildet die mittlere Proportionale und trigt
diese vom Pol aus auf dem betreffenden Strahl ab. Als Beispiele
wurden die Grundkurven gewi#hlt, die Rolle am Schluss seiner
Arbeit erwihnt, in § 6 die Mittelpunktskegelschnitte und ihr
Hauptkreis, zur Konstruktion dienen Mittelpunktsstrahleu, in § 7
hat man neben Ellipse und Hyperbel die b-Achse, die y-Achse
des Koordinatensystems. Dabei werden die Brennstrahlen der
Kegelschnitte gezogen und zur Konstruktion benutzt.

In mehreren Fillen wurden auch die Hesseschen Kurven
der gefundenen Kurven aufgestellt und diskutiert.

Von Wichtigkeit fiir die genaue Diskussion war mir ein
Satz, den Herr Professor von Brill in Tibingen Herrn Professor
Gutzmer brieflich mitgeteilt hat, und dessen Veroffentlichung an
dieser Stelle er mir giitigst gestattete. Es handelt sich um die
Multiplizitit des Schnittes der Hesseschen Kurve mit ihrer Grund-
kurve in einem mehrfachen Punkte der letzteren bei teilweise
zusammenfallenden Tangenten. Der Wortlaut der Mitteilung des
Herrn von Brill ist folgender:



— 7 =

»1st die Gleichung der Kurve f=f(x,y) = bx + cx+1
+dxto-t....=0, wo bx=04%- Bx_; ist und «, B, b, ¢, d...
Binédrformen von den Dimensionen des Index sind (« =a,), dann
hat f eine i-fache Tangente in x =y = 0. Man erhilt dann
fiir die Gleichung der Hesseschen Kurve die folgende Form
(nach Dimensionen in x, y geordnet):
0=H(x,y) = H = Hax—¢ + Hax—3 -+ Hax—o 4 Hax1 4. . . ..
und (fir 1 <<i < k— 2 jedenfalls):

Hskg=a, 3= 2. B - for—9i—9; Haxs=0,""2. pax_si 1;
Hok—s = o,'72 - q3x—i; Hax— = rsx—1;
usw., wo «, B die friihere Bedeutung haben, 7, p, q,r gegen sie
(im allgemeinen) teilerfremde Bindrformen sind. Man bilde nun:?)
H (x, Y) H(X3Y) — % H-2. * Tok—2i—2 f(X9Y)
= H'se—3 -+ Hsk-z + Hige—1 4. .
wo Hous=a,212 . s3x_9i1; Hak 9=, 2. ‘rsk—i; H’3k-—1=u3k
u.s.w. ist und s, t, u gegen «, § teilerfremd sind.
Ist weiter: H” (x,y) =H' (x,¥) - Bx—i — ¢, 72 - s3k—2i—1 - [ (X,¥)
= H"x—i—2 + H"sx—i1 +
80 ist Hk 12 = o' - my—9i; H11 = n4k—i—l u. 8. W,
wo wieder m, n gegen a teilerfremd sind.
Endlich setze man:
H" (x,7)=H*(x,y) - o, Bii— Maicsi - 105, 1) =Hk_sipr+ . . -
Dann ist Hsk—2:41 gegen a und B teilerfremd.
Bezeichnet man nun mit (H”, f) die Anzahl der in die Stelle
x=y==0 fallenden Schnittpunkte von H" = 0 mit f = 0,
so ist (H“, )=k (5k —2i-1). Andererseits ist:
Hf) = H"-o®f — mf, ) = H", ) + @) + B, )
= H“f)+2 (k+ 1) 4 (k—1i) (k- 1); woraus sich ergibt:
H f)=4k*—2k—i-k}i— 2.
Andererseits ist: (H”, f) = (H'B — asf, f) = H, ) + B, 0
= (H, f) 4+ (k —1i) (k 4+ 1). Dabher:
Hf) =38k k—1) +2i—2.
Und weil (H, f) = (H— ayf, f) = (H, f) ist, so ergibt sich
fir die Anzahl der in den Punkt x =7y =0 entfallenden
Schnittpunkte von H mit f:
(H,f) = 8k k—1) + 2i — 2,
eine Zahl, die mit der bekannten fiir i =2 iibereinstimmt,*

') Minch, Akad, Ber, 1888, p. 88,




1. Abschnitt.

Kurven, die von einem Kegelschnitt und seiner
Scheitelfusspunktkurve abgeleitet sind.

§ 1. Der Kegelschnitt ist eine Parabel.

Die Parabel y*= 2px besitzt als Fusspunktkarve in Bezug
auf den Scheitel die Cissoide x (x*++y?) = — —g- y? die ganz

auf der negativen Seite der x-Achse liegt. Betrachtet man die
absoluten Werte der Strecken, die auf den Nullpunktstrahlen
von den Kurven abgeschnitten werden, so haben diese die Grosse:

__2pcos¢ __p-sin’e

b= sin %¢ und pe = 2. coso
wenn ¢ der Winkel des betreffenden Strahls mit der positiven
x-Achse ist. Der Radiusvektor der zu untersuchenden Kurve

hat dann die Gleichung:

2pcos ¢ , p - sin %p
e T & ’
sin %¢ 2. 0089

p=rpptc-po=

Zur niheren Diskussion soll diese Gleichung in recht-
winklige Koordinaten transformiert werden. Man erhélt folgende
Form:

oder:

2px - VxT4y? Py

VxZ L vy2 = e .

Ty y? T 2% l/x”—l—y
2xy?(x*+y?) —4px® (x*+y) —epy'=0.

Wie gross auch ¢ sein mag, die Kurve ist von der

finften Ordnung. Fir e=0 zerfillt sie in die Grund-
parabel, die y-Achse und ein imagindres Geradenpaar. Zur ge-
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naueren Kenntnis der Higenschaften der allgemeinen Kurve muss
ihr Verhalten im Koordinatenanfang und im Unendlichen, der
Schnitt mit den Achsen und den Grundkurven, die Lage der
Maxima und Minima und endlich die der Wendepunkte bestimmt
werden.

Die Eigenschaften des Koordinatenanfangs erkennt
man dadurch, dass man die Kurve zum Schnitt mit der Geraden
y=1p-X bringt. Setzt man y =p . x in die Kurvengleichung
ein, so erhélt man:

xtofept (4ph)x - 4p (4 p) —copopt [ =0

Der Koordinatenanfang ist also stets ein vierfacher Punkt
der Kurve. Fiir x =0 gibt die Klammer die Richtungsfaktoren
n der Tangenten in O: e.p-p*~-4p(1-4+p?==0. Diese
Gleichung hat die Wurzeln:

n? = g(_ 1+V1—¢) oder

1,2 =il/%(—— 14 V1—e); s :il/:i- (—1— V1—=%)

Je nach der Grosse von ¢ werden die Tangenten im
Koordinatenanfang verschiedene Lagen annehmen. TIst speziell
e == — 1 und e = - 1 (Tafel 1 der Zeichnungen), so bekommt man

fﬁl‘ e—=—1: 3L1,2==j‘_ V2 (] ._V—Q-) und 34 = i ]/2(1.%_l/§)
Die Kurve besitzt im Koordinatenanfang zwei reelle und zwei
imagingre Tangenten, die alle von einander verschieden sind.
Fir e= 4 1: pro=-+i- V2 pas=+i-V2. Je zwei der
imaginiren Tangenten fallen zusammen, der Koordinatenanfang
ist ein isolierter Puukt der Kurve. Die Zahl der Doppelpunkte,
denen diese vierfachen Punkte dquivalent sind, wird sich erst
ergeben, wenn die Hessesche Kurve benutzt wird.

Zur Bestimmung des Verhaltens unserer Kurve
im Unendlichen ist es ndtig, dass man die Kurvengleichung

- . X X,
homogenisiert, indem man x = -;—- und y = }3— setzt. Man be-

8 8
kommt dadurch folgende Gleichung in homogenen Koordinaten :

2x, X,° (x,” -+ x,%) —{4px12(x12—{—x2‘3)——s.p~x24}~x3=0.
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Die unendlich fernen Punkte der Kurve erhiilt man, wenn
man sie zum Schnitt bringt mit der unendlich fernen Geraden
X; = 0. Ftir die Schnittpunkte gilt dann: x, x,%(x,>+ x,%) = 0.
x,%>+ x,” == 0 zusammen mit x; = 0 gibt die imaginiren Kreis-
punkte oder absoluten Punkte I und J, alle Kurven der Schar
sind zirkulare Kurven. x,?= 0 zeigt, dass die unendlich ferne
Gerade im ersten Kardinalpunkt zwei Punkte mit der Kurve ge-
mein hat, dass sie also Tangente ist. Hier verhalten sich alle
Kurven der Schar wie die Parabel, sie beriihren die unendlich
ferne Gerade, also auch sich untereinander. x, = 0 bedeutet,
dass auch in Richtung der y-Achse, der ersten Fundamentalgeraden,
ein Kurvenpunkt zu suchen ist.

Zur Bestimmung der Asymptoten y=m-x-4 a der
Kurven muss man m und « aus den Aggregaten n” und(n — 1)t
Ordnung berechnen. fn(1,m)=2m?(1-}m? = 0 ergibt m;2 =10
mse = + i. Die Gleichung fo1 (1, m) -+ «-fy (1,m) =
—4p 0 +m®) —c-pm*+ 4am (1 + 2m? = 0 liefert fiir
m;2 = 0 folgenden Ausdruck: — 4p-}+4a- 0= 0. Diese Gleichung
kann nur durch « —= o erfiillt werden. In homogenen Koordinaten
lautet die Asymptotengleichung: x, =m-x, +a-x;. Flirm=0
und a= o geht sie diber in: x, = 0. Die unendlich ferne Gerade
ist Tangente im Punkte (x, = 0; x; = 0), wie schon oben gefunden
war. Setzt man mss in die Gleichung zur Bestimmung von e ein,

- Die Asymptoten nach den

so erhilt man: ass = -+ = i !

imagindren Kreispunkte haben also die Gleichungen:
y=ti-x+i Lt

Um das Verhalten der Kurven im Punkte (x, = 0; x; = 0)
zu ermitteln, muss man von einem anderen Ansatz der Asymtoten-
gleichung ausgehen, nimlich von der Form: x =py- 8. Nach
derselben Methode wie oben erhdlt man: p, =0; p,3=-+1i.
pos gibt wieder die Asymptoten der imaginiren Kreispunkte.

g .

Zu g, =0 gehort B, = Die Asymptote des Punktes
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(x, = 0, x; = 0) hat also die Gleichung: x = i;gﬁ -+ Setzt man

X = 5—22 oder x; = °—§£ -X; in die Kurvengleichung ein, so
erhilt man drei unendlich ferne Punkte. Der reelle Kurvenpunkt
im Unendlichen ist demnach ein Wendepunkt der Kurven, das
muss sich auch spiter bei der Berechnung der Hesseschen Kurve
ergeben.

Die unendlich fernen Punkte sind bei allen Kurven identisch,
wie gross auch & sein mag, die Asymptoten dagegen verschieben
sich und zwar liegt die reelle Asymptote auf der negativen Seite
der x-Achse fiir negatives &, auf der positiven fiir positives.
Dieser reelle unendlich ferne Punkt der Kurvenschar ist auch
unendlich ferner Punkt der Cissoide, die Cissoide wird also im
Unendlichen von simtlichen Kurven der Schar beriihrt, denn die
Tangentenrichtung stimmt auch iiberein.

Schnittpunktemit den A chsen besitzen die Kurven
nicht, abgesehen vom Koordinatenanfang und den unendlich fernen
Punkten. Auch die Parabel y?=2px wird in keinem anderen
Punkte geschnitten, als im Scheitel und dem unendlich fernen
Punkt der x-Achse. Anders verh#dlt es sich mit der Cissoide.
Fir die Abscissen der Schnittpunkte unserer Kurven mit der

Cissoide ergibt sich: x = ] 3_ —(—1ki- Ve).  Die Ordinaten
werden dann: y =+ l/ 2pX |
14«

Ist ¢ positiv, so wird jedes x imaginir, es gibt keine
reellen Schnittpunkte mit der Cissoide. Fiir negative ¢ dagegen
kann x reell und nagativ werden, denn nur dann kann man ja
reelle Cissoidenpunkte erhalten. Ist e, absolut genommen, kleiner
als 1, so geben beide Vorzeichen negative x, der Ausdruck fir
y zeigt aber, dass es trotzdem keine reellen Schnittpunkte gibt,
weil der Radikand negativ wird. Ist |¢| > 1, so ist im Aus-
druck fiir x nur das - Zeichen brauchbar, diesem einen Wert
von X entsprechen dann zwei reelle y, man bekommt also zwei
reelle Schnittpunkte der Kurven mit der Cissoide. Alle Kurven
haben ausserdem noch den Koordinatenanfang und den unendlich
fernen Punkt mit der Cissoide gemein.
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Um den Verlauf der Kurven noch genauer festzustellen,
ist es vorteilhaft zu bestimmen, wieviel Werte von y zu jedem
x gehoren und aus wieviel Ziigen die Kurven bestehen. Setat
man in der Kurvengleichung x =a - p und l6st nach y® auf, so

a?p? o
erhalt man: y'= 2L (5,4 a2 19).

Ist a << —%s so wird der Nenner negativ, 2 — a aber
grosser als }/(a -+ 2)2 —4¢, y® also negativ. Zu keinem x,

das kleiner ist als i‘gl,’_, gehort ein reeller Kurvenpunkt. Wird

a > %, so ist der Nenner positiv, gleichzeitig aber (2 — a) <<
V(a-}2)® —1 e Man erhilt also zwei reelle Werte von y, die
sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden. Dass die Kurven
fir das ganze Intervall von x =i—'2£ bis X = 4 ® zwei sym-

metrisch zur x-Achse liegende Teile haben, kann man daraus er-
kennen, dass die Wurzel ]/(a -+ 2)* — 4 < innerhalb dieses Inter-
valls nicht imaginir werden kann, denn nur fiir (a | 2)%? < 4c¢,
also fiir a < 2 (/= — 1) wird der Radikand negativ. 2 (}/s — 1)
ist aber kleiner als —;« Ist a <~;~’ so gibt es eben, wie wir
oben sahen, keine reellen Kurvenpunkte.

Zur Bestimmung der Maxima und Minima der
Kurven muss man Z;'d—ﬁ = 6x"y*+2y*—16px®*—8pxy?
bilden. Am einfachsten gestaltet sich die Rechnung, wenn man
die Kurvengleichung und die fiir Z—;‘Zhomogenisiert, die erste durch
x,°, die zweite durch x,* dividiert und% undi—z als neue Un-

2
bekannte u und v ansieht. Die beiden Gleichungen lauten dann:

2u4-2u—v (4put44putfep)=0
6u'F2—8v 2pu+4pu)=0.



Eliminiert man v, so ergibt sich fiir u die Gleichung:
4u'+8ut4(4—8¢) v —e=0.

Ist € negativ, so kann diese Gleichung von keinem reellen u
erfilllt werden. Zu einem imagin&ren u gehdrt auch ein imagindres

v. Nun war v = %- Von homogenen Koordinaten gelangt
2 .

man dadurch wieder zu gewohnlichen, dass man x,=1 setzt
und fir X, und x, wieder x und y schreibt. Tut man das hier,
so folgt aus dem imagindren v ein imaginires y. Fir negative ¢
besitzen also die Kurven kein reelles Maximum oder Minimum.

Ist dagegen ¢ positiv, so hat die obige Gleichung - auf
jeden Fall eine positive Wurzel u% also zwei reelle u. Doch
ist damit noch nicht gesagt, dass es zwei Werte x gibt, zu
denen ein Maximum oder Minimum gehort. Fir den Falle=--1
tritt dies deutlich hervor. In der Gleichung 6%* Grades steckt
dann der Faktor (2u®--1). Ohne diesen lautet die Gleichung:

2u*-}+ 8 u? — 1=0. Ihre Wurzeln sind: u=+ ]/71 (—3+V17).
Aus der Kurvengleichung ergibt sich:

eu’+4n* - @Cu41?
Y=P oy TP e

Der ausgehobene Faktor (2 u®- 1) =0 macht x und y zu Null,
das ist nur das bekannte Resultat, dass im singuliren Punkt die
ersten Differentialquotienten verschwinden. Die anderen Werte
von u geben fiir x und y:

Xg =2 (—1845-V10); x = P (18— s ViT);
ym-—i (23—1—1/“) V—3+V17
yse = IE(% —V17).- V—s—V11.

Man bekommt also,- trotzdem zwei verschiedene reelle x vor-
handen sind, nur zwei reelle Punkte mit horizontalen Tangenten,
die symmetrisch zur x-Achse liegen. Der zweite Differential-

d*y Positiver Zahler

quotient hat die Gestalt: o— o e 7 Positive Grosse’ Fiir ein po-




sitives y bekommt man also ein Minimum, fiir ein negatives ein
Maximum.
Zur Bestimmung der Wendepimkte der Kurven benutzt
P11 P2 i3
man die Tatsache, dass die Hessesche Kurve H(¢) = |95, $ss @as
P31 Ps2 Pss
die Grundkurve ausser in den singuliren Punkten noch in den
Punkten schneidet, fir die die Kriimmung Null ist. Bildet man
die zweiten Differentialquotienten und rechnet die Determinante
aus, so bekommt man fiir H(¢) folgende Gleichung:

16 x,° -+ 64 x,” x,® -} (56 — 24 ¢) x,° x,* + (8 — 16¢) x,% x,°
+(8e* — 8¢)x, x,°
— D% {82x,° 4 (16 +48¢) x,° x," — (16 — 64¢) x,* x,*
+ (12 4¢) x,° x,° - 2¢* Xes} =0

Eigentlich ist ja nur ndtig, die Schnittpunkte dieser Kurve mit
der Grundkurve zu bestimmen, doch soll hier eine moglichst voll-
stindige Diskussion der Gleichung gegeben werden, da sich
besonders beziiglich der singuliren Punkte Resultate ergeben,
die spiater noch verwertet werden sollen.

Setzt man in der Gleichung von H(¢) x, = .- X,, so erhilt
man die Multiplizitit des Koordinatenanfangs angegeben . durch
die Potenz von x,, in der diese Grosse ausgehoben werden kann.
Man erhilt:

x,* {— P x; - [82 - (16 + 48 ¢) p* — (16 — 64 <)
ptti12ef 4o ptf-2ep8 (1)
+x,-[16 464 p? (56 — 24 ) p* - (8 — 16 ¢)
P Be—89p =0

Der Koordinatenanfang ist demnach achtfacher Punkt der Hesse-
schen Kurve. Die Richtungsfaktoren der Tangenten in diesem
Punkte folgen aus der Gleichung:

e pf (6e?-2¢) ' — (8 —32¢) pt - (8 24¢) p2 16 =0.
Nun besteht zwischen dem vielfachen Punkt von ¢ und H(p)
die Beziehung, dass ein k-facher Punkt von ¢ ein (3k—4)-facher
von H(g) ist. k der Tangenten von H(y) sind identisch mit
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.den k Tangenten der Grundkurve ¢ ). Fiir ¢ waren folgende
Tangentenrichtungen gefunden: 9% = —3 (—1+V1-¢) und

Lag® = %(— 1—V1—¢). Die Gleichung (1) muss also durch
9 - —
(n?— S(=14 Vi—e) (n2— 72 (—1—V1—¢)) teilbar sein.

Die Division ergibt: u* -+ (6 — %) - p? —}—4—; = 0 oder

5,6 = 1= l/ -l;(l — 38—[—1/1—108—!—982);

s =+ ]/% (1 — 8e— V'1—10e I 969,

Fir positive ¢ hatte die Grundkurve im Koordinatenanfang
vier imaginire Tangenten, der Punkt lag isoliert. Fir pse und
trg erhdlt man in diesem Falle imagindre oder reelle Werte je
nach der Grosse von e Wird e>>}, so ist der Ausdruck
unter der inneren Wurzel negativ, so lange ¢ ein echter Bruch
bleibt. Dann ist also 56 und p7s imagindr. Ist ¢ > 1, so ist
zwar V' 1 — 10e - 9 ¢? reell, da aber dann (1 — 3¢) negativ
und, absolut genommen, grosser ist als die innere Wurzel, so
wird der ganze Radikand negativ, die ;. werden auch imaginir.
Nur fir e <Z§ erhilt man sowohl psg, als auch pag reell.  H(p)
hat dann im Koordinatenanfang vier reelle Tangenten und zwar
sind es die, die nicht mit denen von ¢ zusammenfallen.

Fir negative ¢ wurden die Grundkurventangenten im
Koordinatenanfang teils reell, teils imaginir und zwar, wie es ja
bei der Symmetrie der Kurve zu erwarten ist, je zwei der vier
Tangenten. Die Richtungsfaktoren der vier tibrigen Tangenten
von H(p) werden auch teilweise reell, teilweise imaginér, so dass
H(y) vier reelle und vier imaginire Tangenten in O hat. Fir
den Spezialfall ¢ = — 1 haben die vier hinzukommenden Tangenten

von H(¢) die Gleichungen: y = + V' —4 +2.V5.x und

1) v. Brill: ,,Uber die Hessesche Kurve". Mathem. Ann. XIII, p. 178.
Salmon-Fiedler: ,Analytische Geometrie der hoheren ebenen Kurven®, p- 38.
Wieleitner: ,,Theorie der ebenen algebraischen Kurven htherer Ordnung*, p. 66.
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y=+1i. V4 +2V5 .x Iste=-1,s0 zerfillt H(y) in zwel
Teile, in (2x*4-y*)*=0 und — 4 x*— 12 x* y2 5 x y* |
p-(8x*- 8x*y* 4 2y*)=0. Der erste Teil ist ein imaginires
Geradenpaar mit dem reellen Schnittpunkt (x = 0; y=10), wo-
bei jede Gerade doppelt zu zi#hlen ist. Der zweite Teil ist eine
eigentliche Kurve flinfter Ordoung. TIhre Tangenten im Koor-
dinatenanfang haben die Gleichung: y=-+1i V' 2.x, das ist die-
selbe, wie die der beiden imaginiren Geraden. Je vier der acht
Tangenten von H(¢) in O fallen zusammen, das zeigt schon an,
dass der Koordinatenanfang fiir e = -} 1 eine hthere Singularitit
besitzen wird. Genauer wird dies spiter erortert werden.

Die unendlich fernen Punkte der Hesseschen Kurve sind be-
stimmt durch x; = 0 und 16 x,° 4 64 x,7x,” -} (56 — 24 ¢) x,° x,*
+(8—16¢) x,°x,° 4 (8¢ —8¢) x, x,° = 0. Setzt man die
Asymptoten an: X = j y - B, so bestimmt sich p. aus der Gleichung:
p {16 1046400 4 (56 —24¢) pi 4 (8 — 16) p? 4 (3 < —89)}
==0. Ein p ist immer Null, wie gross auch ¢ sein mag. Zu

é—%_e“g ; eine reelle Asymptote von H (¢)

hat demnach die Gleichung: x =

diesem p. gehort B, =
_2pe
3e—8

ist parallel der y-Achse, fur negative e liegt sie auf der Seite

Diese Asymptote

der positiven X, ebenso fiir positive ¢, die grosser als g sind.
Dagegen liegen die Asymptoten von H (¢) bei positiven ¢ kleiner
als g- auf der Seite der negativen x. Fir ¢ = % riickt sie ins
Unendliche. ¢ = 0 gibt die y-Achse.

Ist ¢ negativ, so gibt die Bestimmungsgleichung der . keinen
weiteren reellen Wert, die Hessesche Kurve hat nur einen reellen
Punkt im Unendlichen. Anders ist es fiir positive e Solange

g < —g— ist, gibt es stets nur ein positives p?% zwei reelle p,

also zwei reelle Asymptoten. Ist ¢ <Z —Z—, so kdnnen 2 oder O

positfve p? existieren, dem entsprechend auch 4 oder 0 reelle
Asymptoten. Fiir den Spezialfall e=-}-1 werden die ;1, denen reelle
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Asymptoten entsprechen: p =+ ]/___3‘2*;[1% . Dazu erhilt

man folgenden Wert fiir f: 4_%"7“0& . p- Die Gleichungen der

Asymptoten lauten daher:
_ l/—3+1/ﬁ 12—V1g
X j:_ — Y + g P

Mit der y-Achse hat H (¢) keinen weiteren reellen Schnittpunkt, als
den Koordinatenanfang, dagegen gibt y=0 ausser x®= 0 noch
X==2p. Der Punkt (x =2p; y=0) ist allen Kurven H(¢)
gemeinsam, wie gross auch ¢ ist. Der erste Differentialquotient
zeigt, dass alle Kurven in diesem Punkte dieselbe Tangente
haben, nimlich die Senkrechte auf der x-Achse.

Bevor die Schnittpunkte der Hesseschen Kurve mit der
Grundkurve, also die Wendepunkte ermittelt werden, diirfte es
am Platze sein, den Verlauf von H (¢) fir die beiden Spezial-

fille e = -1 und e = — 1 etwas genauer zu verfolgen (Tafel 1,
Figur 1 und 2).
Ist e= —1, so hat H(¢) die Gleichung:

16 x° 4 64x"y* - 80x"y* 4 24x®y* 4 11 x y* — p (32 x*
—32x°y* —80x*y* 4 8x2y° -} 2y% =o.

Fasst man die gleichen Potenzen von y zusammen, so kann
man die Glieder der Gleichung folgendermassen ordnen:

(16 x* — 32 p x*) 4-y* (64 x” 4 32 p x%) -} y* (80 x* -+ 80 p x%9
+y°(24x*—8px®) 4y*(11x —2p) = 0.

Die Faktoren von y® und y* konnen fiir positive x ihr
Zeichen nicht #ndern, wihrend jeder der anderen Faktoren fiir
einen Wert von x durch Null hindurchgeht. Fir positive x er-
gibt sich folgendes Zeichenschema:

X zwischen 0 und 1—21— p|— ~-———2 oder 0 positive Werte von y?
2 1

X 0 _l—l_p It ?p*++—'+3 w 1 ) 9 9 y2

X . é—p » 2 p|—- -1 positiver Wert von y?

X grosser als 2p -+ |kein positiver Wert von y2

2



Im Koordinatenanfang waren vier reelle Tangentenrichtungen
vorhanden. Da die Kurve kontinuierlich sein muss, so folgt, dass
es zwei positive Werte von y? also vier reelle y geben muss,

2
11

wenn X von O bis —p wichst. Fir x = %pwerden2 Werte

von y unendlich, x = —1—2I p ist eine Asymptote, und zwar eine
Wendedsymptote, da die Kurve oben und unten auf derselben
Seite beriihrt?). Wichst jetzt x weiter von x = %p ab, so

muss ein Wert von y* weniger da sein, man hat also zwischen
2 . e .
X =P und x = 2 p einen positiven Wert von y? zwei reelle

Kurvenpunkte. Fiir Abscissen grosser als 2p gibt es dann keine
reellen Kurvenpunkte mehr. Fiir negative x kann man aus dem
entsprechenden Zeichenschema nur entnehmen, dass zwischen
X =0 und x= —p keine oder zwei positive Wurzeln von y* be-
stehen konnen, dass es dagegen fiir x < —p keinen reellen Kurven-
punkt mehr gibt. Bis zu welchem Punkt aber 2 Werte y? da

sind, ldsst sich nicht erkennen. Ist x = — —g«, s0 bekommt

man fir y* die Gleichung: 38 y* -+ 2 p? y® — p* y* -+ _1_16 p*=o.

2
Setzt man —g—g == v, 80 hat man die Gleichung: 8 v*-2v* —v? |

I%: 0. Wenn ein positives v die Gleichung erfiillen soll, so

1 1 .
muss v? T > -, Sein. Ausserdem muss aber auch bestehen:

vi >3 vt 2% oder v <-§—- v kdnnte also nur in den Grenzen

% und —:T liegen, oder y zwischen 0,5p und 0,577p. Rechnet

1) Reuschle: ,,Praxis der Kurvendiskussion" p. 55.

Wieleitner : ,,Theorie der ebenen' algebr. Kurven hoherer Ordnung" p. 39.

Sauerbeck: , Einleitung in die analytische Geometrie der htheren alge-
braischen Kurven.“ (Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik XV) p. 85.
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man aber die v aus der Gleichung 4t» Grades wirkiich aus,” $6
sieht man, dass es fir x = — —211 kein reelles v und damit auch
kein reelles y gibt. Die beiden Schleifen von H(¢) werden also
nicht bis zur Geraden x == — «3 gehen, sondern sich schon frither

schliessen. Dieses Resultat e}*halt man auch, wenn man die
Sturmsche Kette bildet und zusieht, wieviel Zeichenwechsel im

Intervall von v =10 bis vzé, in dem ja die reellen Wurzeln

liegen miissten, verloren gegangen sind. Man erhilt keinen ver-
loren gegangenen Zeichenwechsel, also keine reelle Wurzel v fiir

X = — —g— Fiir den Schnitt der Hesseschen Kurve mit der

Parabel y* = 2px gilt: x* (16 x®* -} 96 p x* -+ 384 p? x®
+512p® x* 112 p*x — 82 p°)=0. x*=0 gibt den Koordi-
natenanfang, der ja sicher bei beiden Kurven als Punkt auftritt.
Die Gleichung 5% Grades muss nach dem Satz von Descartes®) eine
positive Wurzel haben, man bekommt also ein Paar reeller Schnitt-
punkte von H (¢) mit der Parabel. Dies gilt nicht nur fir
e =—1, sondern fir jedes beliebige e. Durch Einsetzen ver-
schiedener Werte findet man zunichst, dass x zwischen 0,157 p
und 0,158 p liegt. Mit Hilfe der Newtonschen Anniherungs-
methode?) ergibt sich aus dem noch genaueren Wert 0,1578 p

der Wert x—=a, — ff.:((&:)) = 0,15782 p. Hierzu gehort
1
y =+0,56182 p. Die Tangentenrichtung in diesen Punkten von
daf
. dy dx .
H(¢) findet man, wenn man in == 7F die gefundenen Werte
dx
. ., [dy i
einsetzt. Es ist {—= = + 7,805.
dx H(p)
Parabel

Die Schnittpunkte von H(p) mit der Grundcissoide erhilt
man ganz analog. Die Gleichung fiir die Abscissen lautet:

1) Bauer: ,,Vorlesungen iiber Algebra.“ 2. Auflage p. 208.
’) ” ” ” » ” p. 225.

2!‘



19x°+32x*p—21x°p?— 46 x2p® — 18 x p* — 2 p®=0.
Diese Gleichung hat 4, 2 oder 0 negative Wurzeln, nur diese

kommen ja in Betracht. Durch FEinsetzen der Werte 0,—2,

— g, — p, — 10 p kann man sich iliberzeugen, dass zwischen den

angegebenen Werten je eine Wurzel liegt. Als Schnittpunkts-

koordinaten kommen nur die Werte zwischen 0 und ——g in

Frage, das sind zwei Werte von x, es wird also vier Schnittpunkte
von (Hy) mit der Cissoide geben. Die Koordinaten sind:
(X1,2 = —0,2099 p; yi2=10,1785p);
(X34 = — 0,3250 p; ys. = 10,4429 p).
~Ganz ebenso soll auch die Hessesche Kurve, die zu dem
Fall e = 1 gehort, niher untersucht werden. H(¢) zerfillt
hier, wie schon erwiéhnt wurde, in einen Teil 4t¢* Ordnung (zwei
imagindre Gerade, jede doppelt geziéhlt) und einen Teil 5t Ord-
nung mit der Gleichung:
4xt(x—2p)+4x*y*Bx—2p)—y' (G x-2p =0 (1)
Fiir positive x ist das letzte Glied stets negativ, wihrend die
beiden anderen das Zeichen wechseln koénnen. Das folgende Schema:

Keine positive Warzel y?,
kein reeller Kurvenpunkt.

X , 3% ,2p|— -+ — | 2odero0 positive Wurzelny=

__ | Eine positive Wurzel y?
X grosser als 2p + + 2 reelle Kurvenpunkt,e.

gibt schon einigermassen ein Bild vom Verlauf der Kurve, nur
muss noch die Stelle ermittelt werden, von der ab im Intervall
3p bis 2 p reelle Kurvenpunkte auftreten. Das wird sich weiter
unten ergeben, wenn von den vertikalen Tangenten die Rede
sein wird. . :

Fir negative x ist das erste und zweite Glied der Gleichung
(1) stets negativ, nur das dritte dndert das Zeichen, je nachdem

< __
X

reellen Kurvenpunkt, dagegen bekommt man stets zwei fir Werte

xzwischenOund (p | — — —

%p ist. Zwischen x =0 und x = — % p gibt es keinen

P . ©2
von x, die kleiner sind als —5 P
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Da hier die Gleichung von H(9) so einfach ist, sollen auch
die Maxima und Minima, sowie die Punkte ermittelt werden, die
eine zur x-Achse senkrechte Tangente haben. Es ist

d?f:?) =20x*4-36x2y?—5y*—p (32x* -+ 16 xy%). Homo-
genisiert man H(¢) = 0 und _“%I.(_‘P—) = 0 und setzt X _ 1 und
X Xg

% =V, 80 bekommt man folgende Gleichungen:
2
20u*+4-36u*—5—p-v-(382ut4-16u) =0

4u°+120° —s5u—p-v-(B8ut-8ulF2) =0
Eliminiert man v, so ergibt sich: (20 u* - 86 u? — 5) (2 u® - 1)?
—8u'(2u+1) dut4 120 —5) =0. (2u®+1) =0 gibt
kein reelles u, kein reelles Maximum. Es bleibt: 8 u® — 4 u*
~+66u®—5 =10. Setzt man als neue Unbekannte u?==w, so

hat man die kubische Gleichung: w® — % w2 %:93 w— -g= 0 oder
reduziert: z® — %9 z g-?— = 0. Diese Gleichung hat eine reelle

Wurzel z= — 0,0906. Daraus folgt u®=0,0761; u=-0,2759.
20’41

2003607 — 5’

x und y durch u ausgedriickt, lauten: x = 16 p u®
20’1
20u*+4 36 u>—5’
S0 ist X=-—0,654p; y=-12.372p. Dem - Zeichen in y
entspricht ein Minimum, dem — Zeichen ein Maximum von H(y).

Setzt man fir u den Wert ein,

y=16pu-

Aus a’(dHycp) erbilt man als Koordinaten der Punkte, deren Tangenten
senkrecht zur x-Achse stehen: (x =— -g p;y=tw ),den unend-

lich fernen Punkt der Asymptote, und (x = %O py=+= —?p . 1/5)-
Diese Punkte geben an, von welcher Stelle an reelle Kurven-
punkte von H(p) im Intervall von % p bis 2p auftreten. Dass

die Tangente im Punkte (x =2 p; y =0) senkrecht der x-Achse
verluft, war ja fir ein beliebiges ¢ gefunden, es gilt daher
auch fir s = -+ 1.
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Der Schnitt von H(g) mit der Parabel y?=—2px ergibt
sich durch Elimination von y® aus der Gleichung von H(p). Das
Resultat lautet: x* (x®*4-4px? —9p?x —2p%=0. x2=0
gibt den Koordinatenanfang. Reduziert man die kubische Gleiehung

43

x®4-4px®... =0, so erhilt man: z* ——~—3—p —{— p—O
Diese Gleichung hat zwar 3 reelle Wurzeln, doch lst die eine
negativ und die andere positive kleiner als iip. Deshalb gibt es

nur eine Schnittpunktsabscisse: x = 1,760 p. Dazu y =+ 1,876 p.
Die Bestimmung der Schnittpunktskoordinaten von H(g) mit

der Cissoide fiihrt auch auf eine kubische Gleichung: x3 —{— 1i3 p x?

3 . o1
+ T + 3p = 0. Diereduzierte Gleichung z* - __13 39 p?
+ = g

789530 p®>=0 hat nur eine reelle Wurzel z = — 14 45_928 p. Da-

raus folgt X = — 0,485p; y=+ 2,758 p.

Jetzt sollen die Schnittpunkte der Kurve ¢ von Seite 8
mit der Hesseschen Kurve, also simtliche singuliren Punkte und
die Wendepunkte von ¢ bestimmt werden. ¢ hatte die Gleichung:
2xy* (x* 4y’ —4px?(x®-}y?) —epy*=0. Die Gleichung
von H(p) war: 16 x°4-64x"y?4- (56 —24¢) x®y* 4 (8 —16¢) x®y®
+(8e?—8e)xy*—p { 32 xs—l—(le—l— 48¢) x%y?— (16 — 64¢) x*y*
a2t F4exty'f 2y =

Homogemswrt man beide Glelchungen und setzt wieder

X .
}—{l=u und x—z——v, so hat man die 2 Gleichungen:
2 2

2u4-2u—pv(@ut+4u?+¢)=0 und
16u®+-64u”4 (56 —24¢)u®+ (8 —16e) ul-}(3c>—8¢)u
—p-v {820+ (1648 ¢) u* — (16 — 64 ) u*
+(2etagui42ert —o.
Durch Elimination von v erh#lt man: ,
u(4ut+ 4u“‘—f—s)«{16u8+48u°+(48——488)u4—|— ‘
(16-44)u’+ (B —129)) =
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Die Koordinaten x und y der Schnittpunkte von ¢ und
H(p) ergeben sich aus den Wurzeln dieser Gleichung durch die

dut4-4ut4e 0 dut44utte
s+ Y TP Tourn

die aus ¢ folgen, wenn man x =u-y setzt.

Beziehungen: x =p -

Die Wurzeln von u sind: 1. u=0. Dazu gehort

D-¢
2

p-e

X = : Y= ». Der Beriihrungspunkt der Asymptote x = ry

ist demnach ein Wendepunkt von ¢, x = p——; eine Wendeasymp-
tote. Einen reellen Wendepunkt haben also alle Kurven, wie
gross auch ¢ sein mag. 2. Die vier Wurzeln der Gleichung
4 u* -+ 4 u?+4 ¢ =0 machen sowohl x als auch y zu Null, man
bekommt den Koordinatenanfang. Dieser ist, wie Seite 9 ge-
funden wurde, vierfacher Punkt fiir ¢. Abgesehen vom Fall
¢=--1, der noch einer besonderen KErdrterung bedarf, waren
die Tangenten in diesem Punkte untereinander verschieden.
Seite 14 ergab sich bei der Diskussion von H(y), dass der Punkt
(x =0; y=0) 8-fach ist und dass von den acht Tangenten vier
identisch mit denen der Grundkurve sind. Wie man aus der
auf Seite 15 angegebenen Literatur entnehmen kann, gilt daher
der Koordinatenanfang fiir 4 - 8 4~ 4 = 36" Schnittpunkte von ¢
und H(g). Es bleiben jetzt noch die Wurzeln der Gleichung:

16 ut -+ 48 u— (48 — 48 ¢) u*- (16 — 44 ) u* - (82— 12¢) =0

zu betrachten. Ist ¢ negativ, so gibt es kein reelles u, das diese
Gleichung erfiillen kann, man bekommt keinen reellen Wende-
punkt. Hierher gehort auch der Fall e=—1. Ist ¢ positiv,
so erhdlt man fir alle ¢, die kleiner als 4 sind, ein positives
u?, also zwei reelle u und dazu zwei reelle Wendepunkte von s.
In der Zeichnung (Tafel 1) gibt die 2. Figur den Fall e =1
wieder. TIst e=>4, so kann man aus der Zeichenfolge nicht
sicher bestimmen, ob ¢ vier Wendepunkte hat oder keinen. Die
Entscheidung ist aber auf einem anderen Wege moglich. Die
Kurve g, die ja die Gleichung hatte: (2xy* — 4px? (x>} y?)

— ép y* =0, hat stets die Asymptote x = 12—9 Im unendlich
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fernen Punkt der x-Achse berihrt sie die Parabel y?=2p x.
Zwei reelle Wendepunkte miissen also jedenfalls da sein bei
positivem ¢, wenn die Parabel nicht geschnitten wird. Mehr als
2 Wendepunkte konnten nur auftreten, wenn die Asymptote von
der Kurve geschnitten und von der anderen Seite beriihrt wiirde.

Das tritt nun tatsichlich fiir ¢ > 4 ein. Setzt man x == 8—29 in

die Kurvengleichung ein, so bekommt man y?>= o und y =

+ VTPS—LL Fir ¢ <4 gibt es keinen reellen Schnitt von ¢
mit der Asymptote, bei ¢ =4 liegen vier Schnittpunkte im Un-
endlichen, der unendlich ferne Punkt ist Wendeflachpunkt. Fir
¢ 2> 4 erhilt man zwei reelle Schnittpunkte von ¢ mit der Asymp-
tote, es treten noch zwei Wendepunkte mehr auf. Von den
9 Wendepunkten sind also fiir ¢ > 4 fiinf reell und vier imaginir.
Iste =1, so gibt es 9 Wendepunkte, der Koordinatenanfang
vertrat 36 Schunittpunkte von ¢ und H(g), im ganzen hat man
also 45 Schnittpunkte, wie es auch nach dem Bézoutschen Satz
sein muss.

Der vielfache Punkt im Koordinatenanfang kann noch durch
einfache singuldre Punkte, Doppelpunkte oder Spitzen, ersetzt
werden. Im allgemeinen ist ein k-facher Punkt #quivalent

%k - (k—1) Doppelpunkten (einschliesslich Spitzen). Hier ist k=4,

also % k-(k—1)=6. Da nun jeder gewdhnliche Doppelpunkt

als 6-facher Schnittpunkt von ¢ und H(y) gezihlt wird, so sieht
man, dass unser 4-facher Punkt 6 einfachen Doppelpunkten
dquivalent ist. Jetzt kann man aus den Pliickerschen Formeln?)
die Klasse der Kurven, die Zahl der Riickkehrpunkte und der
Doppeltangenten ermitteln.

Ist n die‘Ordnung, m die Klasse, d die Zahl der Doppel-
punkte, t die der Doppeltangenten, r die Zahl der Riickkehr-
punkte, w die der stationfiren oder Wendetangenten, oder wie

1) Plicker: ,,Theorie der algebraischen Kurven“. Bonn 1839.
Wieleitner: ,Theorie der ebenen algebraischen Kurven“, p. 67,
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man gewOhnlich sagt, der Wendepunkte, so hatten wir bereits
folgende Zahlen: n = 5; d =6; w=9. Es folgt dann: r =0;
m=—28; t=12. Die Kurven haben also keine Riuckkehrpunkte,
12 Doppeltangenten und ihre Klassenzahl ist 8. Von einem be-
liebigen Punkte der Ebene sind also 8 Tangenten an ¢ moglich.
Die Maximalzahl der Doppelpunkte einer Kurve n** Ordnung

ot 8= (0 —=2) 1)9(“‘2) 1),

&

Hier bei n=15 wird diese Zahl 6. Nun

gibt es, wie wir oben sahen, tatsiichlich 6 Doppelpunkte, ndmlich
die Aquiva]enzpunkte des Koordinatenanfangs, also ist das Ge-
schlecht unserer Kurven Null?).

Eine besondere Betrachtung ist noch notig fiir den Fall
e == - 1. In der Gleichung fiir u auf Seite 23 fillt dann das
Glied (48 — 48¢)u* fort. Der Rest in der Klammer: 16 u®
- 48 u® - (16 — 44) u® -+ (3—12) ist durch den Ausdruck:
4u*-+4u®+1 teilbar. Man bekommt fiir u folgende Gleichung :
u(dut+40®+1)?-dut4-8u*—9)=0. u=0 gibt, wie
im allgemeinen KFall den unendlich fernen Beriihrungspunkt der
Asymptote. Dass der Ausdruck 4 u*—+4u®-1, der ja den
Koordinatenanfang ergab, quadratisch vorkommt, zeigt schon,
dass dieser Punkt eine kompliziertere Beschaffenheit haben wird,
als im allgemeinen Fall. Awuf Seite 9 war gefunden worden,
dass von den 4 Tangenten im 4-fachen Punkte der Kurve ¢ fiir
e=-}1 je zwei zusammenfallen. Fiir die Hessesche Kprve
ergab sich auf Seite 16, dass von den acht Tangenten in O je
vier zusammenfallen, also liegen alle Tangenten von H(y) zu-
sammen mit denen von . Nach dem auf Seite 7 mitgeteilten
Satze des Herrn Professor von Brill stellt ein k-facher Punkt
der Grundkurve, der i zusammenfallende Tangenten hat, 3k (k—1)
-+ 2i—2 Schnittpunkte von ¢ mit H(¢) dar. Bei unserer Kurve
fallen aber nicht einmal, sondern zweimal i Tangenten zusammen.

1) Wieleitner: ,Theorie der ebenen algebraischen Kurven®, p. 71.
Salmon-Fiedler: ,Analyt. Geometrie der hoheren ebenen Kurven*, p. 38 u. 39.

?) Clebsch: , Uber die Singularititen algebraischer Kurven®. Crellesches
Journal LXIV p. 98—100.
Salmon-Fiedler: , Analyt. Geometrie der hoheren ebenen Kurven“, p. 38 u. 89,
Wieleitner; ,Theorie der ebenen algebraischen Kurven, p. 71.
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Deshalb wird die Multiplizitit, da k=4 und i=2 ist, 12-3

(n—1)(n—2)
9

+2.2=40. Im ganzen kann ¢ nur =6 Doppel-

punkte haben. Der k-fache Koordinatenanfang ist %k(k—l)zﬁ

Doppelpunkten quivalent, andere singulire Punkte kann es nicht
geben. Unter den Doppelpunkten ktnnen auch noch Spitzen sein.
Fir d und r hat man also zun#chst die Gleichung: d -+ r = 6.
Bei der Zahlung der Schnittpunkte von ¢ und H(y) ist nun ein
Doppelpunkt 6-fach, ein Riickkebrpunkt 8-fach zu rechnen. Daher
bekommt man fiir d und r die zweite Gleichung: 6 d 4 8 r = 40.
Man erhilt daraus d =4 und r=2. Q ist also 4 Doppelpunkten
und 2 Riickkehrpunkten #quivalent. Der mnoch iibrigbleibende
Teil der Gleichung fiir u: 4u*+ 8 u?— 9=0 hat die vier Wurzeln

u‘=j-_ l/— 1+ é )/13. Dazu gehdren folgende Wendepunkts-

koordinaten:

—26+14-V13 _
= 13 Dy 117(60"”1/13’ l/ 2+F

Ausser dem unendlich fernen hat also die Kurve fiir ¢ =1 noch
2 reelle und 2 imaginire Wendepunkte. Die Koordinaten der
reellen sind in Zahlen: x =1,8829 p; y=-+2,1015p.

Aus den bekannten Plickerschen Zahlen: n=5; d=4;
r=2; w=2>5 folgen die beiden noch fehlenden: m=6; t=5.
Auch dieser Spezialfall ist vom Geschlecht Null, weil die
Maximalzahl der Doppelpunkte vorhanden ist.

Wie alle Kurven vom Geschlecht Null, so lassen sich auch unsere
rational durch Parameter darstellen. Setzt man y=2X-x in die
Kurvengleichung: 2xy*(x*+y?) —4px?*(x*+y?)—cepy*=0
ein, so bekommt man:

AN e 4N et
TNt n YT P T awa

Als Anwendung der Tatsache, dass sich die Kurve ver-
haltnisméssig einfach durch einen Parameter darstellen lisst,
soll die Quadratur der Kurve durchgefithrt werden. Es ist
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F= f y-dx. Aus der Parameterdarstellung von x folgt:

X

4+80+ (4 —¢) 2\

dx=—p- eSS A
A
2 2__ )\4 9 e 4
Es ist daher: F:fg (4+42 ;4()1(14:;&%13+(4 LS

Zerlegt man den Ausdruck unter dem Integral in Partialbriiche,
so kaon man die Integration ausfithren und kommt auf elementare
Funktionen. Es ist:

—Qz[ﬁ‘_ — g2 N — _é 2 i —“*.__1—_':
,F—2 VY (4e—c?arctgh— (2¢ z-:)-arcsm‘/H_.A2

LN (Qe—gsz)h]ls
RPTCEa U A TS T Y
Will man die Grosse des Flicheninhalts der Kurve von der

Y

Asymptote x = g an berechnen, so muss man beim Parameter

A= beginnen. Fir A= nimmt die Klammer den Wert
— (45 —¢?) % an. Besondere Beachtung erfordert der Fall, dass

¢ negativ ist und zwar dann, wenn der Koordinatenanfang zwischen
den beiden Grenzordinaten liegt. Man muss dann die Integration
zerlegen von A, bis & und von A, bis &,, wo A, der Parameterwert
von O ist. A, folgt aus der Gleichung: ¢-A*+4%>+4=0

als \, =+ I/———(l +]/1-e) Nur fiir negative e ist A, reell.

Das doppelte Vorzeichen vor der Wurzel deutet auf die zwei
Teile der Kurve hin, die filr negative ¢ durch O gehen. Das
-+ Zeichen gehort zu dem Teil, der fiir positive x positive y und
fir negative x negative y hat, wihrend das — Zeichen dem
anderen Teil entspricht. Bei negativem e erhdlt man fiir das
Flichenstiick zwischen den Asymptoten und den Kurvenstiicken
links der y-Achse:

F =p2{—1—6—-——(4e—e?)-arctgl ——~(2s—éeﬁ)-arcsin"“1—‘
! 3k, 0 8 V1+,®

8210 +(2e_352))\0

e e

+(4e—32)-—g}
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Ist €=0, so erhdlt man die Parabel y’=2px. Auch der
Fldcheninhalt F muss fir e=0 in den der Parabel tibergehen.

. 8p? [1]4 .
Es ist F, = —3 Zum Parabelscheitel (x =0; y=0)

A3y
gehtrt der Parameterwert y = . Der Inhalt des Parabel-

2
segments mit zur x-Achse senkrechter Sehne ist daher %6 %

Als Parameterdarstellung der Parabel erh#lt man: x == %, y= 2 p

2
Dann ist T‘r =Xy, wo X und y die Koordinaten des Parabel-

punktes sind, der auf der Begrenzungssehne liegt. F, kann man
daher auch schreiben: F, = % X-y. Das ist das bekannte

Resultat.

§ 2. Der Kegelschnitt ist eine Ellipse.

. . (x - a)2
Der Betrachtung soll die Ellipse ~—

—J,—b2=1 Zu-

grunde liegen. Koordinatenanfang ist also der Scheitel der
Ellipse, der in der Mittelpunktsform die Koordinaten (— a, 0)
hat. Die Fusspunktkurve der Ellipse in Bezug auf diesen Scheitel
ergibt sich durch Elimination von x, und y, aus den 3 Gleichungen:

—_3)? 2 . o o .
Q”;@'ﬂ + % =1 (Ellipsenpunkt); (x a)gl a) +yb 2371 —1

. ) . a'y .
(Ellipsentangente); und y = M, —a) -x (Lot von O auf die

Tangente). Das. Eliminationsergebnis liefert folgende Gleichung:
(439 —2ax(x?+y)—b'y* =0,

Ist b=a, die Ellipse also ein Kreis, so stellt diese

Gleichung die Kardioide dar. Die Fusspunktkurve der Ellipse

beziiglich des Scheitels ist eine Kurve, die eine Verallgemeinerung

der Kardioide ist und, wenigstens solange b < 2 a ist, nicht wesent-
lich in der Gestalt von dieser abweicht., Ist b>>2a, so tritt im



Punkte (2 a, 0) eine Einbuchtung auf, was man erkennt, wenn
man die Gerade x == 2 a zum Schnitt mit der Kurve bringt. Um
analog der Entstehungsweise im vorigen Paragraphen auch hier
die neue Kurve zu finden, muss man Ellipse und Fusspunktkurve
in Polarkoordinaten darstellen. Es ist:

. 2ab?cos ¢
P = b2 cos?o | alsin® e’

pr = a-cos ¢ 1 }/a? cos’ ¢ - b?sin’ ¢.
Die Gleichung der gesuchten Kurve ist daher in Polar-
koordinaten:

_ 2ab?cos o ( s —
p“b2cosch+azsing<? 1 ¢ (a- coso+)/a% cos? g~ bsin (p).

Transformiert man die Gleichung in rechtwinklige Koordi-
naten, so ergibt sich:

(X2 __|__ y2)2 (b2 XZ __I__ a2 y2)2 . b2 82 y2 (b2 X2 + a2 y2)2

—2ax(4y?) (b2 x2fa%y?) - {z (P x*+a?y)F 20* (- y?)

Faatb (2 L y) - (e (00X faty?) of b (2 4 yY)) = o

Da die Diskussion der Gleichung bei beliebigem & und ver-
gnderlichem Achsenverhiltnis % infolge des Auftretens mehrerer
Veranderlicher auf erhebliche Schwierigkeiten stosst und genaue
Kriterien tiber den Verlauf der Kurven nicht gewonnen werden
konnen, so soll im Folgenden nur behandelt werden: 1. Der
Fall der allgemeinen Ellipse mit beliebigen Achsen a und b,
wobei ¢ auf die Werte + 1 beschrinkt wird; 2. der Spezialfall
b=a, also der Kreis, wobei = jeden beliebigen Wert an-
nehmen soll.

Im Fall der ailgemeinen Ellipse ist die Gleichung
der Kurve vom achten Grade, die Kurve also von der achten
Ordnung. Die Glieder hochster Potenz zeigen, dass unsere Kurve
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im Unendlichen keinen reellen Punkt haben kann, sie tuss
also ganz im Endlichen verlaufen. Die Asymptoten haben
die Gleichungen:

. ie . ie e b
y_1x-—2—(a—-e),y_——1x—l——2~(a e),y_a-lx ib;

. ie . ie b .
yzlx—g(aJre);y:—lx—l-l—g(aJre);yz——-aj-lwa-

Die Kurve ist bizirkular; die imaginiren Kreispunkte sind
gewdhnliche isolierte Doppelpunkte.

Die beiden Asymptoten nach den anderen unendlich fernen
Punkten sind doppelt zu zihlen. Bringt man die Gerade

y::} ix—ib zum Schnitt mit der Kurve, so sieht man, dass

in Richtung der Asymptote vier Kurvenpunkte hintereinander
liegen. Da die Tangente in diesem unendlich fernen Punkte
Doppelasymptote ist, ein gewohnlicher Flachpunkt also nicht in
Betracht kommt, so hat man es mit einem imaginiren Selbst-
beriihrungspunkt oder Reriihrungsknoten zu tun. Jeder dieser
2 Punkte ist 2 Doppelpunkten #quivalent. Die Schnittpunkte
mit der unendlich fernen Geraden reprisentieren also im ganzen
6 Doppelpunkte.

Wie das Aggregat der Glieder niedrigster Potenz zeigt, ist
der Koordinatenanfang ein sechsfacher Punkt der Kurve.
Die Richtungsfaktoren der Tangenten in diesem Punkte ergeben
sich aus der Gleichung: .

ate?p®  9a2pt {(52—-2)1)2—263.2}
+p.2{82b4—-8 a.”b"’-—zlav.?e(;a.”—f—b“’)}—4312b2 14 =0

Fir e=--1 lautet diese Gleichung: a*p®—2 a*p* (2a?+b?
+pn?(b*—12a®b* — 4a*) —8a?b?*—=0. KEs kommt auf das
Vorzeichen der Klammer (b*—12 a?b? — 4 a*) an, wenn man ent-
scheiden will, wieviel positive p? und damit, wieviel reelle p.
die Gleichung erfillen. Die Klammer ist negativ, wenn

b <al/6 + 2V 10 << 3,510a ist. Fic b < a hat man auf alle Fille
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das Zeichenschema: + — — —. Es gibt nur einen Zeichen-
wechsel, nur eine positive Wurzel p% Die Kurve hat im
Koordinatenanfang 2 reelle Tangenten, wihrend die anderen vier
imagindr sind. Ist b > a, so gilt dasselbe Resultat nur solange,
als b < 3,p104a ist. Wird dagegen b > 3,510a, so wire es nach
dem Zeichenschema moglich, dass 3 positive reelle Wurzeln p?
und damit 6 reelle Tangenten in O da wéren. Um festzustellen, ob
die kubische Gleichung:

‘728 —2a?2% (2 a’ b))z (b*—12a%b? — 4 a') —8a’b? =0
drei reelle oder eine reelle und zwei imaginire Wurzeln hat,
reduziert man sie auf die Form
s b‘+52a2b2+28a*

3at

6 —1388a%b*— 456 a* b> — 136 a®
pg.b > —o0.

27 a8

1

Da der Faktor von u negativ ist, kommt es auf das Grossen-
verhiltnis dieses Faktors zu dem von u freien Gliede an. Sind

‘v \2
p und q diese Faktoren, so muss man feststellen, ob (%)

3
= (—g—) ist. Rechnet man die ziemlich grossen Zahlen aus, so
erhilt man folgende Ungleichung:
18496 a'? 4124032 a' b? 1245472 a% b* + 125584 a’ b®
118132 a*b® — 276 a®b'* = 21952 a'? |- 122304 a'* b*
422948828 b* 149344 a® b® 4 8196 a* b® 4 156 a® b*".

Kirzt man noch durch gemeinsame Faktoren und bringt
alle Grossen auf eine Seite, so ergibt sich: 8 a'® — 4a% b? —37a%b*
+55ath®—23a?b® 4 b'*=0. Die Ungleichung ist vom ste»

2
Grade in %—, Durch Einsetzen von Werten kann man die Zahl
der Wurzeln der kubischen Gleichung ermitteln, die positiv und
reell sind. Ist O <% <1, so ist die linke Seite der Ungleichung

grosser als Null, die kubische Gleichung hat 3 reelle Wurzeln,
davon ist aber nur eine positiv. HEs gibt daher nur ein Paar



reeller Tangenten in O (Tafel 2, Figur 1). Ist l<—:l < 4,518,

so ist die linke Seite der Ungleichung kleiner als Null, die
kubiseche Gleichung hat nur eine reelle Wurzel. Weil negative
reelle Wurzeln bei unserer Gleichung ganz ausgeschlossen sind,
so muss die eine reelle Wurzel positiv sein. Fiir alle b kleiner
als 4,516 a gibt es also in O nur 2 reelle Tangenten (Tafel 2,
Figur 2). Ist aber b > 4,516 a, so ist die linke Seite der Un-
gleichung wieder grosser als Null, die kubische Gleichung hat
3 reelle Wurzeln, die simtlich positiv sein miissen, im Koordi-
natenanfang gibt es 6 reelle Tangenten. Die Kurve hat bei O
5 Schleifen (Tafel 2, Figur 3). Die 6 Tangenten, ob sie reell
oder imagindr sind, sind alle verschieden. Deshalb hat die
Hessesehe Kurve in O einen 14-fachen Punkt, von dessen 14 Tan-
genten 6 mit denen von ¢ zusammenfallen. Der Koordinaten-
anfang zdhlt demnach als 90 Schnittpunkte von ¢ und H(yp), er
ist 15 Doppelpunkten #quivalent.

Ist e= — 1, so hat man fiir die Richtungsfaktoren der
Tangenten des Koordinatenanfangs die Gleichung:

p? {a" pt4 2a?p?(2a®— b)) (22— b“’)Z} =0.
n?— 0 gibt die Achse y =0 als doppelt zu zihlende Tan-
gente. Der Ausdruck in der Klammer gibt: p — _-t% -V'b*—2a’

Ist b<<a-V'2, so sind die weiteren Tangenten imaginir. Im
Koordinatenanfang liegt dann eine reelle Spitze. Fir b > a- Va
erhilt man dagegen 3 reelle Spitzen mit verschiedenen Tangenten
(Tafel 2, Figur 6). Die beiden noch auftretenden Spitzen riihren
daher, dass fir b >>a -V 2 die Fusspunktkurve der Kllipse, be-
zogen auf den Scheitel, mit der Ellipse 2 Punkte gemeinsam hat,
abgesehen von den Endpunkten der Achse a. Fillt man bei
b>a- V2 die Lote vom Ellipsenscheitel auf die Tangente, so
liegen die Fusspunkte zunichst unterhalb des Beriihrungs-
punktes. Fiir eine bestimmte Stelle, eben fiir den Winkel, der

aus tg @ =§ Vb®—2a? folgt, fallt Lotfusspunkt und Beriihrungs-

punkt zusammen und von da ab liegen die Fusspunkte oberhalb



der Beriihrungspunkte. Bildet man die Differenz der Radien
von Ellipse und Fusspunktkurve, so bekommt man in der Nihe
des Koordinatenanfangs zwei schleifenartige Teile, ausserdem
noch einen grosseren Kurvenzweig, der durch (x=2a, y=0)
geht und dhnlich verliuft wie im Falle ¢ =--1. Dasselbe
Resultat, dass namlich Ellipse und Fusspunktkure fiir

. R
v = arc tg ngg—— 2a®

einen gemeinsamen Punkt haben, erhélt man auch, wenn man
berechnet, fiir welche Ellipsenpunkte die Normalen durch den
Koordinatenanfang gehen, wenn die Ellipse ihren Scheitel in O
hat. Bei der Bestimmung der Aquivalenz des Koordinatenanfangs
ist es gleichgiiltig, ob die Riickkehrtangenten reell oder imaginir
sind. Nach der auf Seite 25 angegebenen Formel von Herrn Professor
von Brill, erweitert auf den Fall, dass mehrere Male i Tangenten
zusammenfallen, erh#lt man, dass der Koordinatenanfang bei dieser
Kurve 3k (k—1)-}s-(2i—2)=3-6-(6—1)43-(2-2—2)
= 96 Schnittpunkte von ¢ und H(g) reprisentiert. Ein k-facher

Punkt ist aber allgemein % k (k— 1) Doppelpunkten 4quivalent.

Fir die Zahl der gewohnlichen Doppelpunkte und die der
Ruckkehrpunkte hat man daher folgende beiden Gleichungen:
6 d4-8r=296; d-+r=15. Daraus ergibt sich, dass der Koor-
dinatenanfang der Kurven 12 Doppelpunkten und 38 Riickkehr-
punkten dquivalent ist.

Die Schnittpunkte der Kurven mit den Achsen
ergeben sich wie folgt: Auf der y-Achse gibt es ausser dem
Koordinatenanfang stets 2 Kurvenpunkte, die Punkte y=-+¢. b,
fir e=-+1:y=+b. Mit der x-Achse bekommt man die
Schnittpunkte x = 2a und x =2a (¢} 1). Fir = ¢ -} 1 hat der
letzte Punkt die Abscisse 4a. In beiden Punkten stehen die
Tangenten senkrecht auf der x-Achse. Ausser dem Beriihrungs-
punkt haben diese Tangenten im allgemeinen keinen weiteren
Punkt mit ¢ gemeinsam, die Kurve ist in beiden Punkten konkav
nach O zu, nur im Punkte (4a, 0) wird die Krimmung konvex
gegen den Koordinatenanfang, die Kurve hat zwei reelle Wende-
punkte und schneidet die Gerade x = 4a noch in zwei weiteren

Punkten, wenn b > a - Va ~+2V'2 > 2,197a ist. Dann zeigt die
3



Kurve im Punkte (4a, 0) eine Einbuchtung (Tafel 2, Figur ¢
und 3). Fiir e = — 1 erhiilt man ausser dem Koordinatenanfang,
der noch einen Punkt mehr aufnimmt, nur den Punkt (2a, 0).
In ihm ist die Kurve konkav gegen den Koordinatenanfang ge-
kriimmt, solange b<Ca - V2 ist. Fiir b>>a- V2, also von dem-
selben Grenzwert an, wo in O drei Spitzen auftreten, erhdlt man
auch eine konvexe Kriimmung. Die 'zur x-Achse senkrechte
Tangente x = 2a schneidet die Kurve dann noch in zwei weiteren
reellen Punkten. Zwischen diesen und dem Achsenschnittpunkt
muss notwendig auf jeder Seite der Achse ein reeller Wendepunkt
liegen. (Tafel 2, Figur 6).

Aus den KErgebnissen der vorigen Seiten beziiglich der
singuliren Punkte der Kurven kann man nach den Pliickerschen
Formeln die weiteren charakteristischen Zahlen fir die Fille
e=-1 und e=——1 ableiten. Fir ¢ =- 1 war gefunden:
n=8; d==21; r==0, denn die Maximalzahl der Doppelpunkte
ist fiir n =28 gleich 21. Man erhilt dann: m = 14; w=18;
t =260; p (Geschlecht) = 0. Die Kurve fir e= — 1 hatte
folgende Pliickerschen Zahlen: n=8; d==18; r=3. Daraus
findet man: m =— 11; w=—12; t = 33 und p = 0. Da beide
Kurven vom Geschlecht 0 sind, so muss eine rationale Parameter-
darstellung ihrer Koordinaten moglich sein. Man bekommt eine
solche fiir ein beliebiges ¢, daraus kann man schliessen, dass alle
Kurven, wie gross auch ¢ sein mag, vom Geschlecht Null sein
miissen, was auch allgemein gezeigt werden kann. Setzt man
in der Kurvengleichung der Seite 29 y =2 - x, so bekommt man:

X8 (122 (b 8% A2 — 2 x7 (112 (b a2 A7) - {e(b*-a%h?)
F2b7(1 A9 ) - x- { 48 b2 (1 22 - [¢ (07 8?2
4 p2(1 + )Lz)] — b?e?A? (b2 4 a? 12)}: 0.

Abgesehen von x®==0 ergibt sich eine quadratische Gleichung
fir x, die aufgeltst lautet:

x::a( IR ) SRR ST
14K " b24an?) — 122 )
Dies ist aber noch keine rationale Parameterdarstellung. Um zu
einer solchen zu gelangen, setze man Va? - b*A2 =1t b2,




i . _at—1 2 e 2_a‘é+té.
Dann ist A = Tp a—i—bk——-—g—t—,
9 4b2.t2__i_ (3;2—"52)2_ 2 R 2‘_4b4 T2+3;2 (3'2___ 12)2
]".—I_l - 4b212 k) b +a' l - 4:b2‘t2
Setzt man alle diese Werte in x ein, so bekommt man:
2¢eb?t(at1)? 8 a b*t?

X:4b2t2+(a2_72)2 —l— 4b4.:2_+_a‘2 (32“—'T2)2

y war ja A.x, also

eb(a+1)? 4abdt
y=(@*—T1) -{4 b2t (af — T2t + 4bfeF a2 (a,“—t’)*}

Setzt man ¢ =0, so hat man eine Parameterdarstellung der
Ellipse, bezogen auf den Scheitel als Koordinatenanfang.

Jetzt soll die Kurvenschar diskutiert werden, deren Gleichung
aus der auf Seite 29 dadurch hervorgeht, dass b=a=r gesetzt
wird, dass also an Stelle der Ellipse der Kreis tritt. Die Gleichung
lautet dann:

rt (2433t —2r°x (x2 + y?)? (2 +¢) — re?y? (x2 |- y2)2
+4rfx® (2 y?)* (1 4 ¢) =0.

r* (x* -+ y*)? ist gemeinsamer Faktor. (x* -} y*)* bedeutet vier
imaginire Gerade, von denen je zwei zusammenfallen und die
Gleichungen haben: x-iy=0; x—iy=0. Sieht man von
diesem Teil ab, so bleibt die Gleichung 4t Grades:

(xz+y2)z_2 (2—|—E)r- x(x2-+y) -+ 4(e—|-~1)r’x’-—sir’y2=0.

Man sieht der Gleichung sofort an, dass die Kurve bizirkular ist.

2t
2

‘ier;

Die Asymptoten haben die Gleichungen: y—ix —

y=—ix4 2 —2{- 2i-1. Jede von ihnen}ist doppelt zu zihlen.

Die imagintren Kreispunkte sind daher imaginire Riickkehrpunkte.
Die Kurven miissen ganz im Endlichen verlaufen, da reelle
unendlich ferne Punkte nicht da sind.

3*
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Der Koordinatenanfang ist Doppelpunkt der Kurven.
Die Richtungsfaktoren seiner Tangenten folgen aus der Gleichung:

m?’e? —4 (1 +¢) =0 als m——-j;%-]/l-{—s. Ist e >— 1,

also positiv oder ein negativer echter Bruch, so bekommt man in O
zwei reelle Tangenten (Tafel}3, Figur 1). Fir e = — 1 fallen beide
Tangenten in die x-Achse zusammen, die Kurve hat in O eine
Spitze (Fig. 2). Ist e <C— 1, so werden die Tangenten imaginir,
der Koordinatenanfang ist isolierter Punkt der Kurve (Fig. 3—6).

Die y-Achse hat mit den Kurven die Punkte y=-+c-r
gemeinsam, wihrend auf der x-Achse die Kurvenpunkte: x = 2r
und x =2r (1 +¢) herausgeschnitten werden. Der erste
Differentialquotient:

d_z=_2x(xﬁ+y2)—(2+E)r(3xg+y2)_|_4(1+E)rzx
dX‘ y'{2(X2+Y2)—2(2—|—8)rx—r2e2}

zeigt, dass die Tangenten in den beiden Schnittpunkten mit der
x-Achse senkrecht auf dieser stehen. Ferner gibt er fir die

Schnittpunkte mit der y-Achse die Tangentenrichtungen: -+ _g_:i:i

Ist e positiv, so bildet die Tangente im Punkte (0, zr) mit
der positiven x-Achse einen spitzen Winkel, fir ¢=0, also fiir
den Kreis selbst, steht sie senkrecht auf dieser Achse. Ist e
negativ, aber grosser als — 2, so bildet die Tangente im Schnitt-
punkt mit der y-Achse, der jetzt fiir positive ¢ auf der negativen
Seite liegt, mit der positiven x-Achse einen stumpfen Winkel,
fiir e = — 2 ist sie parallel der x-Achse, und fiir ¢ < — 2 wird
der Tangentenwinkel wieder spitz.

Die Tangente im Punkte (2r, 0) schneidet die Kurve noch
in den zwei Punkten: y=+r }/e*-4e. Fir positive ¢ und
fir negative e Kkleiner als — 4 bekommt man zwei reelle Schnitt-
punkte der Tangente mit der Kurve, dagegen treten fiir 0>>e>—4
keine reellen Schnittpunkte auf. Die reellen Schnitte bei den
positiven e rithren von dem Husseren Kurventeil her, der die
x-Achse im ‘Punkte x = 2r (1 -}~ ¢) schneidet. Fiir allee™> — 4
ist die Kurve im Punkte (2r, 0) konkav gegen den Koordinaten-
anfang. Die Schnittpunkte fiir Kurven mit ¢ <{— 4 dagegen
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konnen nur dadurch entstehen, dass im Punkte (2r, 0) eine Ein-
buchtung auftritt, die Kurve konvex gegen O wird (Tafel 3,
Fig. 6). Auch die Tangente im Punkte (x =2r (14 ¢); y=0)
verhilt sich verschieden, je nach der Grosse von s. Die
weiteren Schnittpunkte mit der Kurve sind ausgedriickt durch:
y= j;r]/—s (8 e-F4). Iste positiv, so bekommt man keine reellen

Schnitte der Tangente mit der Kurve. Auch fiir negative ¢

Kkleiner  als — % gilt dasselbe. Nur im Intervall von == 0 bis

£ = — —;« gibt es ausser dem Berithrungspunkt noch weitere reelle
gemeinsame Punkte von Kurve und Tangente (Tafel 8, Figur 3).

Von ¢ =0 bis ¢ ==-} o bildet der Kurventeil, der durch
(2r, 0) geht, den inneren Zug der Kkardioidenartigen Kurve.
¢=0 gibt den Grundkreis: (x —r)*+ y*=r% Zwischen e=0
und ¢ = —1 wird die innere Schleife von dem Teil der Kurve
gebildet, der durch (2r(1 -+ ¢), O) geht, wihrend der GHussere
Teil den Punkt (2r, 0) enthilt. Fir ¢ = — 1 hat die Kurve
im Koordinatenanfang eine Spitze, die innere Schleife ist ver-
schwunden. Man bekommt fiir e = — 1 die urspriingliche Kar-
dioide. Hs ergibt sich also der bemerkenswerte Satz:

Tragt man auf den Strahlen durch den Koordinatenanfang
die Differenz der Radienvektoren des Kreises (x — r)? -} y? =1?
und der Kardioide (x4 y*)? —2x (x*+y*) —r?y®=0 von
O aus auf, so bekommt man dieselbe Kardioide. (Figur 2
der Tafel 3).

Von e =—1 bis e = — % hat die Kurve im Punkte
(x =2r(1+t¢); y= 0) eine Einbuchtung, die immer flacher

wird, bis sie bei e = ——% verschwindet. Von jetzt an bis

¢=— 4 haben die Kurven die Gestalt eines Ovals. Als be-
sonderer Fall innerhalb dieses Intervalls ist zu erwihnen ¢ = — 2.
Fiir e= — 2 bekommt man, abgesehen vom XKoordinatenanfang
als isoliertem Punkt, den Kreis x*>-y*=4r% Auch dieses Er-
gebnis kann man in dem Satz aussprechen:
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Trigt man auf den Nullpunktsstrahlen die Differenz des
Radiusvektor des Kreises (x — r)? 4 y2=r? und des doppelten
Radiusvektor der Kardioide (x*+}+y?)? —2x (x*4y?) —r?y?=0
von O aus auf, so bekommt man einen Kreis um O mit dem
Radius 2r. (Figur 4).

Ist e <<—4, so bekommt die Kurve im Punkte (2r, 0)

eine Einbuchtung. (Figur 6).

Die Klassenzahl der Kurven soll mit Hilfe der ersten
Polaren bestimmt werden. Dadurch wird das Ergebnis, dass ein
Doppelpunkt die Klassenzahl um 2, ein Riickkehrpunkt um 3
reduziert, abgeleitet. Die erste Polare hat die Gleichung:
Y191+ Y2 P2+ ¥ - 95 =0, WO ¥,,¥, ¥, die homogenen Koor-
dinaten eines festen Punktes sind und ¢, ¢,, @; die ersten
Differentialquotienten der Kurvengleichung ¢==0 bedeuten. Wihlt
man als festen Punkt (y,, 0, 0) so lautet die Polarengleichung:

4x, (%, %) —6(0@2+¢)rx2—2(2+¢)rx,*48(14¢)r*x, =0
6(2+e)rx2—8(+¢)rrx, —4x,®
4x,—2@2-+9r

in die Kurvengleichung ein, so erhdlt man eine Gleichung 6%®
Grades fiir x,, respektive X, wenn man X; =1 setzt. Dicse
Gleichung lautet:

0-x°+0-x°+0-xt—4e2(2}¢)x?
+e2(16+16e+8)x2—4e2(2+3e+e?)rx=0.

Setzt man hieraus: x,*>=

38 Wurzeln der Gleichung, damit 6 Schnittpunkte von ¢ mit der
ersten Polaren, fallen ins Unendliche. Jeder imaginire Kreis-
punkt reduziert demnach die Klassenzahl um 3. Wie wir sahen,
gind die absoluten Punkte Riickkehrpunkte, das Ergebnis stimmt
also mit dem erwarteten tiberein. Ferner hat die Gleichung die
Wurzel x = 0. Diesem Wert entsprechen 2 Schnittpunkte. Der
Doppelpunkt im Koordinatenanfang vermindert demnach die Zahl
der Tangenten von einem festen Punkt an die Kurve um 2.
Es bleibt noch die quadratische Gleichung:

16+16e+362r’ +(2+33+e’)-r’_
1219 X 2 +¢ =

2

0.




Ihre Wurzeln sind:

_16+16:<+3¢ 1

T 8(2+e —8(@to
Dies sind die Abscissen der Maxima, beziliglich Minima der
Kurve ¢, denn in ihnen sind die Tangenten parallel der x-Achse,
Vom Punkte (y,, 0,0) sind daher 4 Tangenten an die Kurve ¢
moglich, die Klassenzahl der Kurve ist also 4. Die beiden noch
fehlenden Pliickerschen Zahlen erhdlt man dann aus den Formeln.
Es ist: w=2 und t==1. Die beiden Wendepunkte sind je
nach der Wahl von ¢ reell oder imaginir. Die Kurven sind
natirlich, wie die allgemeinen, vom Geschlecht 0.

1/52 ez 4 32 349 ¢t.

§ 3. Der Kegelschnitt ist eine Hyperbel.

—a)2 2

Wenn man von der Hyperbel (x aga) — %5

so erhilt man alle Kurven, die von dieser Hyperbel abgeleitet
werden, dadurch aus den entsprechenden der Ellipse, dass man
4+ b? mit — b® und demzufolge b mit i- b vertauscht. Die Fuss-
punktkurve in Bezug auf den Scheitel hat daher die Gleichung:

x*+y)r—2ax(x*+y)+b2y* = o.

== 1 ausgeht,

Die Haupteigenschaften dieser Kurve sollen kurz angegeben
werden. Die Form der Gleichung zeigt, dass wir es mit einer
bizirkularen Kurve zu tun haben. Der Koordinatenanfang ist
Doppelpunkt mit der zusammenfallenden Tangente y*=0. s ist
also ein gewohnlicher Riickkehrpunkt der Kurve. y =0 gibt
als weiteren Schnittpunkt der Kurve mit der x-Achse den Punkt
x = 2a, das ist der andere Hyperbelscheitel. Auf der y-Achse
liegt kein reeller Kurvenpunkt. Ferner besitzt die Kurve je ein
Maximum, resp. Minimum. Zwischen diesen beiden Punkten und
der Spitze im Koordinatenanfang befinden sich notwendig Wende-
punkte. Aus der Form der Gleichung in Polarkoordinaten:

pr = a - cos ¢ 1+ }/a*cos® p — brsin? ¢
sieht man, dass jeder Strahl, dessen Winkel mit der x-Achse



kleiner ist, als aretg %, die Kurve in zwei reellen Punkten

schneidet.  Fiir ¢ = arctg % wird pp= Vaz—.b—b—g. Ist © >
a

arc tg -%' , so gibt es keinen reellen Kurvenpunkt mehr. Der

Ausdruck von pr fiir ¢ =aretg % lasst sich konstruieren als

Linge des Lotes von O auf die Asymptote der Hyperbel, wie
sich leicht beweisen lisst. Der Fusspunkt dieses Lotes von O
auf die Asymptote ist daher jedesmal der #usserste Punkt der
Fusspunktkurve, der Punkt, dessen Tangente und Radiusvektor
zusammenfallen.

Jetzt soll die Gleichung der eigentlichen Kurve analog dem
Fall der Ellipse abgeleitet werden. In Polarkoordinaten ist ihre
Gleichung:

. 2ab?cos ¢
P b cos? ¢ — a’sin? o

+e (a cos 9+ a?cos? — b2sin® go) =0.

Ist ¢ > arc tg —E, so kann kein reelles p existieren, die Kurve
verlduft zwischen den Schenkeln ¢ = arc tg (+ %) und ¢==

arctg (~— —S) des Winkels, der von der x-Achse halbiert wird.

Je nachdem, ob die Hyperbelasymptote innerhalb oder ausserhalb
dieses Winkelraumes liegt, geht die Kurve ins Unendliche oder
bildet einen endlichen Zug. Dies richtet sich danach, ob b=a
ist. In rechtwinkligen Koordinaten lautet die Kurvengleichung:

(x?+ ys)a (a? y2 —b?x?)* — 2 b? y? (a? ys — b2x??

—2ax(x*+y? (a’y?—b?y?) - {s (a?y? — b?x?) — 2 b? (x®+ y2)}

— 4a?b%x? (x*+ y?) - {e(aﬂyﬁ-—b?x”)——b?(x”-{—y?)}= 0.

Die Ordnung der Kurve ergibt sich als acht. Hier wollen wir nur
den Fall der allgemeinen Hyperbel behandeln, wobei ¢ auf die



Werte + 1 beschriinkt wird, weil die gleichseitige Hyperbel keinen
einfacheren Fall darstellt als die allgemeine. — Die unendlich
fernen Punkte sind dieselben, wie bei der Ellipsenkurve, nur
die Asymptoten weichen etwas ab. Die imaginiiren Kreis-
punkte sind aunch hier Doppelpunkte mit denselben Tangenten:

y=ix — 1—21:' (ate)undy=—ix+ 158 (a—e). Dieanderenunendlich

fernen Punkte haben die Asymptoten: y — l; X—b;y=— —: x+b.

Es sind also stets reelle Kurvenpunkte mit den Hyperbel-
asymptoten als reellen Tangenten. Jede von diesen Tangenten
ist doppelt zu =zihlen, die Punkte sind daher, wie bei der
Ellipsenkurve, Selbstbertihrungspunkte. Ist e = -1, so liegen
beide Zweige dieses Berithrungsknoten auf einer Seite der Tangente,
wihrend fir e= — 1 ein Zweig links, der andere rechts der
Asymptote liegt. Solange b <Ca ist, geht die Kurve mit ihrem
reellen Zuge ins Unendliche, wihrend fiir b~™>a der unendlich
ferne Selbstbertihrungspunkt zwar reell bleibt, aber isoliert liegt?).
Ist b <Ca, so endet die Kurve noch nicht im Unendlichen, sondern
kehrt auf der negativen Seite der x-Achse ins Endliche zuriick,
wo sie sich dann schliesst oder noch im Koordinatenanfang einen
Knotenpunkt besitzt und Schleifen bildet. Das Nihere dariiber
wird noch erdrtert werden. Der Koordinatenanfang ist anch
hier ein 6-facher Kurvenpunkt. Die Richtungen seiner Tangenten
folgen aus der Gleichung:

“ate?pb—2a%pt. {(52—2) b+ 2e a2}
+p2{ b (b + 8aY) —4ale (a — b} + 4a%b? (1 +¢) = o.
Ist e = -1, so hat man:
atpf—2a’pt (2a?—0b?) | p? (b* -+ 12a°b?— 4 a*) -} 8a?b?=0.
Ob es im Koordinatenanfang reelle Tangenten gibt, ldsst

sich entscheiden durch Betrachtung der Vorzeichen der einzelnen
Glieder und mit Hilfe der reduzierten kubischen Gleichung.

Solange b > a,-\]/§> 1,414 a ist, kann es kein positives p?
kein reelles p. geben, das die Gleichung erfiillt. Fir b<1,414a

1) Wieleitner: ,Theorie der ebenen algebraischen Kurven“ p. 280.
Sauerbeck: ,Einleitung in die Theorie der hgheren algebraischen Kurven“ p 56,



bekommt man aber zwei Zeichenwechsel, es wiren also zwei
positive ® moglich. Negative p? kann es bei b>1,414a drei
oder eins geben, wihrend fiir b<C1,414a nur ein negatives
reelles p. existieren kann. Fasst man in der Gleichung der
vorigen Seite n? als Unbekannte auf, so kann man die nunmehr
kubische Gleichung reduzieren und bekommt:

b*— 52 a’b® - 28 a*
3at

uw—nu

— 272a“ (136 a® — 456 a* b -1 138 a? b4 -1 b) = 0.

Das Kriterium dafiir, ob diese Gleichung drei reelle oder
eine reelle und zwei imaginire Wurzeln hat, lisst sich in die
Form bringen:

" b+ 28b%a%}55b%at 437 b*a® — 4b%2at —8all=y.
Fiir positive % gibt es nur eine Stelle, bei der dieser Aus-

druck zu Null wird, diese ist 2« == 0,639. Ist b <{0,639a, so

wird die linke Seite kleiner als Null, es gibt 3 reelle Wurzeln
der kubischen Gleichung, ist b >>0,639a, so gilt das obere
Zeichen der Ungleichung, es gibt nur eine reelle Wurzel. Fasst
man dieses Ergebnis mit dem fritheren zusammen, so bekommt
man folgendes Verhalten im Koordinatenanfang: Ist b>1,414 a,
so gibt es nur eine reelle negative Wurzel p?, es kann also keine
reelle Tangente in O existieren. Liegt b zwischen 1,414 a und
0,639 a, so gilt dasselbe, wie vorher, das eine negative p? kann
keine reellen Tangenten liefern. Ist b <C0,639a, so besitzt die
kubische Gleichung 3 reelle Wurzeln, eine ist negativ, zwei
miissen daher positiv sein, es muss 4 reelle Tangenten in O geben.
Fiir alle Kurven, bei denen b < 0,639 a ist, ergeben sich daher
Schleifen, die um so grosser werden, je kleiner b im Verhiltnis
zu a ist (Tafel 4, Figar 1). Ist e==—1, bildet man also die
Differenzen der Kurvenradien, so erhilt man fir die i folgende
Gleichung:

u*-{a‘p‘~{—2a”(2a”—}—b”)pg—|—(2a“‘—i—b“')”}=0.
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Diese hat 3 Doppelwurzeln, eine reelle und zwei imaginire.
Die Kurve besitzt also 3 Riickkehrpunkte in O, von denen einer
reell ist. Dieser hat die x-Achse zur Tangente, wihrend die

beiden anderen y = -+ é]/ 2a2-}b?- x lauten.

Die Pliickerschen Zahlen sind fiir e = - 1 und fiir e == — 1
dieselben, wie sie bei den Kurven der Ellipse auf Seite 34 ge-
funden wurden. Man hat fiir e=-}1: n=28; d=21; r=0;
m=14; w=18; t=60; p=0; fire=— 1: n=8; d == 18;
r==38; m—11; w=12; t=2383; p=0. Da p=0 ist, so
miissen sich auch diese Kurven rational durch einen Parameter
darstellen lassen. Man kann die Kurvengleichung in folgende
Form bringen:

_ab’e(+0r-a+1) 2ab*(1+ 1?2 .
Xﬁa?(l——tz)"-i—b2(1-1-12)2 at(l— )2 —Dbt(1+ 122

_ a’be(1+7P(1—7) 2a?b?(1 — 1) )
y_ 3.2(1 . T2)2+b2 (1 _I_.t?)? a'4 (l ___.52)2 — b4 (l + .CZ)?

Es bleibt jetzt noch iibrig, die Eigenschaften der Schnitt-
punkte der Kurven mit den Achsen zu ermitteln. Die
y-Achse hat die imagindren Schnittpunkte y=+4ich. y=0
gibt dieselben Punkte, wie bei der Ellipsenkurve: x=2a und
x=2a(1+e¢). Auch hier sind die Tangenten senkrecht zur
x-Achse. Fiir weitere Schnittpunkte der Geraden x = 24 mit
der Kurve erhilt man die Ordinaten aus folgender Gleichung:

v +yt{eat(@ —e) +be) +y2- {162 (1 —¢)
+16632b2—852b4}+16{4sa“b2+e2b6}=0.
Ist e =1, so geht diese. Gleichung dber in:
v+ (4a+b?)y*+8b*(2a’—b? -y + 16 b2 (42*+b*)=0.

Fir b<a- ]/,5 gibt es sicher keine weiteren Schnittpunkte

mit der Kurve, dagegen konnten fir b > a]/§ zwei positive
reelle y* auftreten. Reduziert man die kubische Glejchung und
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bildet das Kriterium fiir imaginire und reelle Wurzeln, so be-

2 3
kommt man stets p negativ und (—g) >(—§«) - Es kann daher

nur eine reelle Wurzel y* geben und diese muss negativ sein.
Bei e=+1 gibt es also ausser dem Beriihrungspunkt keinen
Schnittpunkt der Geraden x =2a mit der Kurve. Iste=—1,
so lautet die Gleichung der y: '

y*+(12a2+b?) y*+(32a'—16 a?b*—8b*) y2+ 16 b? (b*—4a4) =0.

Fir b <7a - ]/§ <C1,414 a ergibt sich ein positives y? also
zwel reelle Schnittpunkte der Geraden x = 2a mit der Kurve
und zwar mit dem Teil, der in O die Spitze hat. Fiirb>a - ]/5
kann es zwei positive y* und damit vier reelle Schnittpunkte der
Geraden x —2a mit der Kurve geben oder es gibt tiberhaupt
keinen Schnittpunkt. Da ein reelles negatives y? stets da sein
muss, so kommt es darauf an, ob die kubische Gleichung der y2
drei reelle Wurzeln oder eine reelle und zwei imaginire Wurzeln
hat. Der Teil der Kurve, der in O die Spitze hat, hat sich ja
fir b>a mit dem anderen Teil, der durch den Punkt (2a, 0)
geht, zu einem im Endlichen geschlossenen Zuge verbunden
(Tafel 5, Figur 4 und 5). Die Kurve besitzt zwei spitzenartige
Teile, die mit wachsendem b Kkleiner werden. Nachdem fiir
b>a- ]/5 die Krimmung der Kurve im Punkte (2a, 0), die
bis dahin konvex war, konkav geworden ist und zwei weitere
Schnittpunkte der Geraden x = 2a hinzukommen, zieht sich der
spitzenartige Teil so weit zusammen, dass iiberhaupt keine reellen
Schnitte mit der Geraden x = 2 a mehr auftreten und verschwindet
endlich ganz, so dass ein birnenformiges Gebilde iibrig bleibt
(Tafel 5, Figur 5).

Der andere Schnittpunkt auf der x-Achse: x=23a (1+¢),
fallt fir e= — 1 mit in den Koordinatenanfang und verursacht
die Spitze, wihrend er fir ¢ =+ 1 an die Stelle x = 4 a riickt.
Die: Tangente in diesem Punkte hat ‘mit der Kurve, solange

b<a- V2.V2—1 ist, noch zwei Punkte gemeinsam. Diese
liegen auf dem Teil der Kurve, der durch (2 a, 0) geht und
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sich zlemlich dicht an die Hyperbel anschmiegt. Ist b >

die y? entweder vier oder keine Schnittpunkte der Geraden x =4a
mit der Kurve geben. Vonb=a- 1/2 V2 —1 an wird ¢ im
Punkte (4a, 0) konkav gegen den Koordinatenanfang, wihrend
sie bis dahin konvex war. Auch hier verschwinden die erst bis
ins Unendliche gehenden Spitzen, die sich fiir b > a abgerundet
und im Endlichen geschlossen haben, allmghlich ganz, die Kurve
nimmt die Gestalt eines schiefen Ovals an (Tafel 4, Figuren 3,
4 und 5).

Zum Schluss dieses Abschnittes soll noch gezeigt werden,
dass alle bisher behandelten Kurven miteinander in engem Zu-
sammenhang stehen. Die von der Hyperbel abgeleitete Kurve
ging ja aus der Ellipsenkurve von Seite 29 durch Vertauschen
von —-b? mit — b? hervor. Hier fragt es sich noch, wie man
die von der Parabel hergeleitete Kurve der Seite 8 aus den
spiteren Kurvengleichungen erhilt. Wie die Parabel aus der
Ellipse oder Hyperbel durch Grenziibergang entsteht, indem man
einen Scheitel festhalt, wihrend der andere ins Unendliche riickt,

2
wobei aber der Ausdruck: —I—% einen endlichen Wert behilt,

so ergibt sich auch die Parabelkurve aus der Ellipsen- oder
Hyperbelkurve, indem man die Achse a unendlich werden ldsst,

2
dabei aber —I—% gleich + p setzt. Das obere Zeichen gilt, wenn

man von der Ellipsenkurve ausgeht, das untere bei der Hyperbel-
kurve. Die Gleichung der Ellipsen- beziiglich Hyperbelkurve
lautete:

(2 ¥ @y E b XY) b7y a0y b !
—2ax(x’+y) @y Y {e (a7 £ b0 xY) £ 20 (x4 3
+42'bx (249 { @y £ b2 xY) + b (¥} =0,

Dividiert man die ganze Gleichung durch a®, so bekommt man:



%2 - 2\ b? 2 1 b2 2
( _I;yz_(yzia_gxa) +;‘82y2 (yzi“;@xﬁ)
2 2 2
——2x(x2+y")(y2i2§xz)'{€ (yzi%X“’):‘:?%(X?‘{—y?)}

b? , b? b?
tag @@y {e (P )+ Nyl =0

2
Jetzt setzt man a = o und i% =1p, dann erhilt man

folgende Gleichung:
—2xey (X4 y) —pe’y'+4epx*y* (X y) = 0 oder
- e-y"’-{2xy2(x2—!—y2)——4px2 (x2+y'“’)+spy4}=0.

Bis auf das Vorzeichen des letzten Gliedes stimmt die
Klammer mit der auf Seite 8 von der Parabel abgeleiteten
Gleichung fiberein. Das verschiedene Vorzeichen des ¢ riihrt
daher, dass auf Seite 8 der absolute Wert des Cissoidenradius
genommen wurde, wihrend hier beim Grenziibergang dieser Radius
mit dem negativen Zeichen in die Rechnung kommt. Die Parabel-
kurven gehen also aus der obenstehenden Gleichung durch Ver-
tauschen von -+ ¢ mit — e hervor. Auf die ganze Kurvenschar
ist das natiirlich ohne Einfluss, es wird nur die Reihenfolge ver-
tauscht, jedem Wert von e entspricht aber hier wie dort eine
eindeutige Kurve.



2. Abschnitt.

Kurven, bei deren Ableitung
ein Mittelpunktskegelschnitt und die Fusspunktkurve
seines Mittelpunktes zugrunde liegen.

§ 4. Fall der Ellipse.

Bisher waren die Scheitel der Kegelschnitte als Koordinaten-
anfang gewihlt worden und in Bezug auf diese die Fusspunkt-
kurven konstruiert. Jetzt nimmt man den Mittelpunkt sowohl
als Koordinatenanfang, als auch als Ausgangspunkt der Lote
auf die Tangenten und der Strahlen der zu konstruierenden
Kurven. Dabei konnen natiirlich nur die Mittelpunktskegelschnitte,
Ellipse und Hyperbel, in Betracht kommen. In diesem Paragraphen

2 2
dient als Ausgangspunkt die Ellipse ;%-f— %2‘ ==1. Der Radiusvektor
a-b
Va2sin® ¢ +bcos’ g

Die Fusspunktkurve der Ellipse beziiglich des Mittelpunktes
besitzt in rechtwinkligen Koordinaten die Gleichung:

(XQ + y2)2 J— 32 X2 + b2 y2'
Fiihrt man Polarkoordinaten ein, so wird: pr ="V’ cos? ¢ + b*sin%¢.

Der Radiusvektor der neuen Kurve soll nun sein: p=pg+¢- pp,
also lautet die Gleichung in Polarkoordinaten:

= Va? sin’ ?P-It-) b2 cos? ¢ e Vatostet Beinty
__a-b+e-Ve'sin’pcos’g+a’b?
- V/a’sin® ¢+ b2cos® ¢
Fiihrt man rechtwinklige Koordinaten ein, so bekommt man nach
zweimaligem Quadrieren folgende Gleichung:

vom Mittelpunkt aus hat die Grosse: pg =
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(Xz + y2)4 (3,2 y2 + b2 X2)2 + (1 —9 e2__]_554) a4b4(xz+y2)4

—_9 (Xﬂ +y2)2 (342 y2+ b2x2) . {32 b2 (1 +E2) ('X2 +y2)2+ 52 e4X2 y2}

+2e%(®—1) - a’bPet 32y  (x2+y?)? - etel xtyt = 0.

Diese Gleichung ist vom zwolften Grade in Bezug auf x und y,
und zwar kommen diese Grossen nur in gerader Potenz vor, die
Kurve ist daher symmetrisch zu beiden Achsen, wie es ja auch
die Grundkurven, Ellipse und Fusspunktkurve sind. Fir den
Fall e®=1, also e==+1 vereinfacht sich die Kurvengleichung
dadurch, dass zwei Glieder wegfallen. Es bleibt dann:

(X2+ y2)4 (a2 y2+ b? X2)2 —9 (X2 + y2)2 (a2 y2+ b2 X?)
. {2 a®b?(x*+y?)?+e! x“‘y”}-l- e® x*y* = 0.

Die Glieder hochster Potenz geben die unendlich fernen
Kurvenpunkte. Man bekommt hier die imagindren Kreispunkte
und die Punkte auf der unendlich fernen Geraden in der Richtung

+ 2 -i. Die Asymptotengleichungen lauten:

. e _ 4. e __ b
y_—j—_lx—!—é, y=-tix 5 y—ialx.

Jede dieser Asymptoten ist doppelt zu zihlen. Die imaginiren
Kreispunkte sind vierfache Punkte mit zweimal zwei zusammen-
fallenden Tangenten. Jeder dieser Punkte ist 4 Doppelpunkten
und 2 Spilzen dquivalent, wie Seite 26 fiir einen Punkt mit den-
selben Higenschaften festgestellt war. Die anderen Schnittpunkte
mit der unendlich fernen Geraden haben je ein zusammenfallen-
des Tangentenpaar. Analog den Punkten der Kurve auf Seite 30
hat man es mit imaginiren Selbstberihrungspunkten in Richtung
der Asymptoten zu tun, von denen jeder 2 Doppelpunkten #qui-
valent ist. Die imagindren Kurvenpunkte reprisentieren also im
.ganzen 12 Doppelpunkte und 4 Riickkehrpunkte.

Die Form der Kurvengleichung
a-b+e- ) etsin ¢ cos’p + a? b?

P: 9

Va¥sin? ¢ +b¥cos? ¢




wo ¢ == ist, zeigt, dass die Kurve aus zwei vollig getrennt
liegenden Teilen besteht, die sich im Endlichen schliessen, denn
fir ¢ =27 nimmt ja p denselben Wert an, wie fiir ¢ = 0.
¢ =-}-1 gibt den Husseren Kurventeil, ¢ = — | den inneren.
Das Verhalten im Koordinatenanfang zeigt das Glied
niedrigster Potenz der Kurvengleichung in rechtwinkligen Koor-
dinaten. O ist ein achtfacher Punkt, dessen Tangenten aus
wt=0 als y=0 (vierfach zu zihlen) und x =10 (auch vierfach)
folgen. Je vier der acht Tangenten von O fallen also in die
Koordinatenachsen. Nach der Formel fiir die Multiplizitit eines
k-fachen Punktes als Schnittpunkt der Grundkurve und der
Hesseschen Kurve erhilt man hier:
3k(k—1)+s-(2i—2)=3-8-7+2-(8—2) = 180.
6d-}-8r ist also 180. Ferner ist d+r =13k (k — 1) = 28.
Daraus folgt d =22; r==46. Der Koordinatenanfang liefert 22
Doppelpunkte und 6 Riickkehrpunkte. Im ganzen besitzt daher
die Kurve 34 Doppelpunkte und 10 Riickkehrpunkte. Da die
Maximalzahl der Doppelpunkte (einschliesslich Riickkehrpunkte)

(n—1) (n—2)
2

bei einer Kurve zwolfter Ordnung = 55 ist, so0

hat die vorliegende Kurve das Geschlecht 11, an eine Parameter-
darstellung ist also nicht zu denken. Die anderen charakteristischen
Zahlen ergeben sich aus den Pliickerschen Formeln. HEs ist:
m=—34; w=—76; t=—=441. Unter den Wendepunkten und
Doppeltangenten sind natiirlich sehr viele imaginir. Spiter werden
wir sehen, dass die Kurve hichstens 4 reelle Wendepunkte besitzt.

Der innere Teil der Kurve besteht aus vier Schleifen, je
eine in einem Quadranten. Die gemeinsamen Tangenten sind die
Koordinatenachsen. p wird von ¢ =0 an wachsen bis zu einem
dussersten Werte, dem ein bestimmtes ¢ entspricht. Von da an

muss es wieder abnehmen, dean fir cp———-;E ist p wieder Null.

Der Winkel des grossten Wertes von p ergibt sich aus % = 0.

Die vier Schleifen besitzen auch Punkte mit horizontaler und mit

vertikaler Tangente. Der Symmetrie halber milssen diese Tangenten

Doppeltangenten der Kurve sein. Dieser Kurventeil liegt also

stets innerhalb eines Rechtecks, dessen Mitte im Koordinaten-
4
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anfang liegt und dessen Seiten parallel zu den Achsen sind und
durch diese halbiert werden. Die Linge dieser Seiten, die
-natiirlich von der Grosse der Ellipsenachsen abhéingen, miisste

man aus der Gleichung g—z = 0 in Verbindung mit der Kurven-

gleichung ermitteln. Praktisch ist dies nicht durchfiihrbar, weil
man aus einer Gleichung 5%® und einer 6te" Grades, die beide
sehr lange Koeffizienten besitzen, eine Unbekannte eliminieren
miisste.

Der dussere Kurventeil schneidet die Koordinatenachsen in
den Punkten: (x=-+2a,y=0) und (x=0,y=-42hb). Der
erste Differentialquotient besitzt im Zihler den Faktor x, im
Nenner den Faktor y. Die anderen Faktoren im Zihler und
Nenner bleiben fiir x =0 und y==0 endlich. Setzt man also
die Koordinaten der Achsenschnittpunkte ein, so sieht man, dass
die Tangenten den Achsen parallel sind. Es kann allgemein als
Eigenschaft aller Kurven ausgesprochen werden, die symmetrisch
zu einer der beiden Achsen sind, dass die Symmetrieachse von
einfachen Kurvenzweigen, also von Zweigen, die mit der Achse
einen gewdthnlichen Schnittpunkt haben, stets senkrecht durch-
schnitten wird. Nur wenn auf der Symmetrieachse ein Doppel-
punkt oder Riickkehrpunkt liegt, kann eine andere Tangenten-
richtung auftreten. Diese muss dann aber noch eine symmetrische
besitzen.

Da die vorliegenden Kurven in so naher Beziehung zur
Fusspunktkurve der Ellipse, bezogen auf den Mittelpunkt, stehen,
liegt es nahe, dass sie sich in den Achsenschnittpunkten auch
dhnlich verhalten, wie diese. Die Scheitel der Ellipsenfusspunkts-
kurve beziiglich des Mittelpunkts haben folgende Eigenschaft:
Ist a=>D, so ist der Scheitel (+ a, 0) ein #usserster Punkt, jenseit
der Kurventangente liegt kein reeller Kurvenpunkt mehr. Da-
gegen hingt die Kurvenkriimmung im Puankte (0,+ b) von

der Beziehung a?=2b? ab. Ist a< b-¥ 2, so ist auch dieser
Scheitel ein &#usserster Punkt, das ist nicht mebr der Fall fiir
a>b-V2 Dann schneidet die Kurventangente parallel der

x-Achse die Kurve noch in zwei reellen Punkten (4 ¥ a? —2b?, 0).
Analog ist die Betrachtung fiir a < b, man braucht nur a mit b
vertauschen.



Jetzt betrachten wir wieder unsere Kurve mit der Gleichung
von Seite 48. Setzt man in diese y=2Db ein, so erhdlt man
eine Gleichung 6! Grades fir x? die sich aber auf den
finften reduziert. Es fehlt nimlich das Absolutglied, weil y=2b
Kurventangente in einem Punkte der y-Achse ist. Die Grenzlage
zwischen dem Fall, dass kein weiterer reeller Schnittpunkt der
Tangente mit der Kurve da ist und dem, dass solche Schnitte
auftreten, ist jedenfalls die, dass die beiden reellen Schnittpunkte
mit in den Beriihrungspunkt fallen. Die Bedingung dafiir, dass
dies eintritt, ist, wie wan leicht einsieht, dass das Absolutglied,
hier also der Faktor von x* in der urspriinglichen Gleichung
6% Grades, Null wird. Das gibt: a*— 2a2bh® — b*=0 oder
a’=b(112). Ist a2<<b2(1+V2), so gibt es keine
weiteren Schnittpunkte der Tangente im Punkte (0, 2b) mit der
Kurve (Tafel 6, Figur 3 und 4). Wird a>>b2(1+V'2), so
erhiilt man noch zwei reelle Schnitte. Der Punkt (0, + 2 b) ist
dann ein Minimum der Kurve, links und rechts der y-Achse
muss es noch je ein Maximum geben. (Tafel 6, Fig. 1 u. 2).
Zwischen diesen beiden Punkten und dem Minimum im Scheitel
milssen auf jeder Seite der y-Achse Wendepunkte liegen. Das-
selbe gilt fir den Kurventeil unterhalb der x-Achse, nur dass
dort Maximum und Minimum vertauscht ist. Ist a®>>b2(1+V 2),
S0 besitzt die Kurve 4 reelle Wendepunkte.

Ist a < b, so vertauschen nur die Scheitel ihre Rollen, der
Punkt (0,2Db) hat dann nie eine Einsenkung, wihrend die Kurve
im Punkte (2a,0) auch konvex gegen den Koordinatenanfang
gekrimmt sein kann.

§ 5. Fall der Hyperbel.

Ganz analog der Betrachtung im vorigen Paragraphen ge-

staltet sich die Behandlung dieser Kurven, denen als Grundlage
2 2
die Hyperbel z—:g— %521 und deren Fusspunktkurve in Bezug
‘auf den Mittelpunkt: (x®-+y*?=a?x®*—Db?y® dienen. Die
Fusspunktkurve ist lemniskatenartig und geht fir a=—=">b in die
eigentliche Lemniskate {iber. In Polarkoordinaten ist
4%
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b = —— ab und pr =V a’cos® ¢ — b2sin’ ¢,
Vb?cos®g —a’sin?¢
so dass fiir den Radiusvektor der gesuchten Kurve folgt:
_ a-b
Vb2cos® 9 —asin’¢
In rechtwinkligen Koordinaten lautet die Kurvengleichung:

(X2 + y2)4 (b2X2 . 3.2 y2)2__|__ (1 — 9 e2 + 84) a4 b4 (X2 ._]._ y2)4
—9 (x2+y“’)2 (b?x?— a2 yz) . {(1 +e?)a?b?(x2+ yz)zn_ e?etx? y2}
— 9 s2 (82___ 1) a2b2e4x‘3y2(x2+y2)2+E4e8X4y4 = Q.
Betrachtet man wieder nur die Fille e=-1, so vereinfacht

sich die Gleichung zu:
(X2 + y2)4 (b‘l x2 — 3:2 y2)2 — 9 (X2 + y2)2 (b2 Xi’ —— 3:2 y2)
{2 a?b?(x*+y?)? —e*x? y°} + efxtyt=o.

+¢.Va%cos’ ¢ — b?sin?¢.

Die unendlich fernen Punkte sind identisch mit denen der
Kurven des vorigen Paragraphen. Auch die Asymptoten nach
den imagindren Kreispunkten stimmen iiberein, nur die doppelt
zu zhlenden Asymptoten nach den anderen unendlich fernen
Punkten sind hier reell, wihrend sie frither imagindr waren.

Sie haben die Gleichung: y — —- —g x, es sind also die Hyperbel-

asymptoten. Der Charakter der Punkte ist derselbe geblieben,
man hat es mit Selbstberiihrungspunkten zu tun. Sie sind stets
reell, doch je nach der Grosse der Achsen sind es wirkliche
Kurvenpunkte oder isolierte Punkte. Ist b < a, so bekommt
man mit wachsendem Winkel ¢ zuerst die Hyperbelasymptote
und dann die Doppelpunktstangente der Fusspunktkurve, die den

Richtungsfaktor 2 hat.  Fir Winkel, die grosser sind, als der

b
dieser Tangente, gibt es keine reellen Kurvenpunkte mehr. Ist
b>>a, so ist arctg % kleiner als arc tg ::—, die Kurve verlsuft

dann ganz im Endlichen und verhilt sich #hnlich, wie die auch
von der Hyperbel abgeleiteten Kurven der Seiten 39—46.
Der Koordinatenanfang, der auch hier achtfacher Punkt
mit denselben Tangenten wie bei der Ellipsenkurve ist, unter-
scheidet sich von diesem Falle nur dadarch, dass in Richtung
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der y-Achse keine reellen Kurvenzweige auftreten, wahrend in
Richtung der x-Achse eine reelle Doppelspitze vorhanden ist, die
die x-Achse als vierfache Tangente besitzt. Die Multiplizitdt
als Schnittpunkt von ¢ und H(¢) und damit die Zahl der einfachen
Singularititen, die den Punkt ersetzen, ist nicht gesindert. Deshalb
sind aach die Plickerschen Zahlen dieselben geblieben. Es ist:
n==8; d -34; r—10; m-:34; w=76; t—441; p—11.
Die y-Achse schneidet unsere Kurve ausser im Koordinatenanfang
in keinem reellen Punkte. Als Schnitt der x-Achse mit der
Kurve ergibt sich (x =+ 2a, y=0). Die Tangenten in den
beiden zum Koordinatenanfang symmetrischen Punkten miissen
senkrecht auf der x-Achse stehen. Die Gleichung fiir die
Ordinaten der Schnittpunkte der Geraden x = 2a mit der Kurve
ist vom 6t® Grad in y». Sie lautet:
yi2+y (16 a? — 4 b*) + y® (88 a* — 80 a’ b? — 8 b*)
+32y%(6a®— 15a* b+ b% + 16 y* (9 a® — 60 a®b*+ 354 a* b*
+20a2b®-+b¥)+512a*b2y? (b* +2a’b?—a*) = 0.

Die Koeffizienten der Gleichung sind so beschaffen, dass fiir
a>V1-4V2-b oder a>>1,554b ausser y>=0 nur noch ein
positives y* besteht. Die Tangente x=—2a schneidet danu die
Kurve nur in zwei reellen Punkten, die auf den Kurvenzweigen
liegen, die in O die Spitze bilden (Tafel 7, Fig. 1). Ist a<C1554Db,
so wird die bis dahin gegen O konvexe Krimmung konkav, es
treten auf jeder Seite zwei Wendepunkte auf, im ganzen also 4.
Die Gerade x =2 a wird dann von dem sie bertthrenden Kurven-
zweige noch in zwei weiteren reellen Punkten geschnitten, ausser
dem Beriihrungspunkt liegen also auf der Geraden x=—2a vier
reelle Kurvenpunkte, ebenso auf der Geraden x=—-—2a. Doch
gibt es bei b>>a einen Grenzfall, von dem an sich die im
Endlichen schliessende Kurve ganz auf einer Seite der Linie
x = 2a befindet, ausser dem Beriihrungspunkt also tberhaupt
keinen reellen Schnittpunkt mehr hat. Dann nimmt die Kurve
die Gestalt zweier mit den Spitzen zusammenstossender birnen-
formiger Gebilde an (Tafel 7, Figur 4).




11I. Abschnitt.

Kurven, deren Radiusvektor mittlere Proportionale
zwischen Strahlenabschnitten von bekannten
Kurven ist.

Als Anhang sollen hier noch einige Betrachtungen gebracht
werden, die zeigen, nach welcher Richtung hin die Methode der
Konstruktion neuer Kurven aus bekannten Grundkurven weiter-
gebildet werden kann. Rolle hatte in seiner Arbeit nur Differenzen
von Kurvenradien gebildet, hier war die Addition zugrunde ge-
legt, nachdem ein Kurvenabschnitt mit einer beliebigen Zahl ¢
multipliziert war. Nun kénnte man ja auch Produkte von Kurven-
strahlen nehmen, oder besser, um wieder lineare Gebilde zu er-
halten, die mittlere Proportionale der Abschnitte der beiden ge-
gebenen Kurven aufsuchen und diese vom Koordinatenanfang aus
abtragen. Auf diess Weise bekommt man ziemlich einfache
Kurven, wenn man von den Grundkurven ausgeht, die Rolle auf
den letzten drei Seiten seiner Abhandlung erwihnt.

§ 6. Die Strahlenabschnitte sind der Radiusvektor der
Ellipse, beziiglich Hyperbel vom Mittelpunkt aus und der
Hauptkreisradius,

Um nicht viele Betrachtungen wiederholen zu miissen, soll
der Fall der Ellipse und der der Hyperbel zusammen behandelt
werden. Die gemeinsame Gleichung der beiden Mittelpunkts-

2 2
kegelschnitte ist %@ +% = 1. Ist ¢ positiv, so hat man die
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Ellipse, ¢ negativ gibt die Hyperbel. Die Achsen der Kegel-
schnitte sind a und J/Jc|. Der Radiusvektor vom Mittelpunkt

a-Ve
aus hat die L#nge: px = — . Der Radius des
S i ¢-4c-cos®e
Hauptkreises ist a. p soll die mittlere Proportionale sein zwischen
2.1 a
ek und a, also wird p® = —; ,T_?_Kc__m. In rechtwink-
Va’sin®¢4-c-cos’ o

ligen Koordinaten lautet die Gleichung:

X+ y)@’y’+e-xH) =a'ec

Ist ¢ positiv, so erhdlt man die von der Ellipse abgeleitete, ist
¢ negativ, die von der Hyperbel abgeleitete Kurve. c¢ kann also
alle Werte von — o bis -+ « annehmen.

Die unendlich fernen Punkte der Kurven sind die
beiden imaginiren Kreispunkte mit den Asymptoten y=-+1ix

und die zwei Punkte (x2 = + V—c. X5 Xg = 0). Fiir posi-
‘ a

tive ¢, im Falle der Ellipsenkurve, bekommt man also 4 imagi-
nire Asymptoten, wihrend fiir negative ¢ von diesen 4 Asymptoten

2 reell sind, nimlich die Hyperbelasymptoten y = i% - X,

Der Koordinatenanfang ist kein Kurvenpunkt, die
Gleichung besitzt ja ein absolutes Glied. Die Kurven liegen
symmetrisch zu beiden Achsen, ihre Achsenschnittpunkte sind:
(y=0; x==a); (y=0: x=+ia); (x=0 y=+VaVe)
(x= 0; y="+V—a-Ve ) Ist ¢ positiv, so sind 2 Kurven-
punkte auf der x-Achse und 2 auf der y-Achse reell. Fir
negative ¢ bekommt man dagegen nur 2 reelle Schnitte auf der
x-Achse, auf der y-Achse liegen keine reellen Kurvenpunkte.
Die Tangenten in den Achsenschnittpunkten miissen senkrecht auf
den betreffenden Achsen stehen, was aus Symmetriegrinden folgt
und sich auch aus dem ersten Differentialquotienten ergibt.

Die Tangente y =}/ . V¢ kann, wenn sie reell ist, die
Kurve in keinem weiteren reellen Kurvenpunkt schneiden. Auch
die Tangente x = a gibt fiir positive ¢ und fir negative c,
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|e| < a? keine reellen Schnitte, denn dann ist y=+17)/ (a®+c)
imagindr. Ist |¢|>>a? ist also die imaginire Hyperbelachse
grosser als die reelle, so gibt es noch 2 reelle Schnitte. Die
Kurve, die fiir negatives ¢ bis dahin konvex gegen den Koordi-
natenanfang war, wird nun konkav und muss zwischen Hyperbol-
scheitel und jedem weiteren Schnittpunkt mit der Scheiteltangente
je einen Wendepunkt haben. (Tafel 8, Figur 4). Das wird sich
noch aus dem Verhalten von H(g) ergeben. Die Gleichung
der Hesseschen Kurve in homogenen Koordinaten lautet:
x3”{2c(a‘-’—}—c) -x*+-2a’(a’+te)y*—(at—10 a%—{—cﬂ)x?y“’}zo.
Die unendlich ferne Gerade ist also ein Bestandteil von
H(p). Man konnte vermuten, dass die unendlich fernen Kurven-
punkte Wendepunkte sind. Doch muss ja x, = 0 zweimal ge-
nommen werden, die Punkte haben deshalb noch einen anderen
Charakter, als gewdhnliche Wendepunkte. Setzt man in
der homogenisierten Kurvengleichung: (x,® - x,?) (a®x,% ¢ x,?)

. a
—a*c x,* =0; x, =+1ix, oder x, =-l_-'17—:.x9, s0 bekommt
—e

man x;*=0. In Richtung der Asymptoten gibt es also im Un-
endlichen jedesmal 4 aufeinander folgende Kurvenpunkte, die un-
endlich fernen Punkte sind Flachpunkte. Ein Flachpunkt mit
vierfach beriihrender Tangente muss nun entstanden gedacht
werden als Grenzfall einer Kurve mit zwei Wendepunkten?).
Deshalb ist es natiirlich, dass H(¢) durch die unendlich fernen
Punkte zweimal hindurchgeht. Ist ¢ negativ, so werden 2 der
unendlich fernen Flachpunkte reell, nimlich die in Richtung der
Hyperbelasymptoten. Ausserlich sieht man hier das Vorhanden-
sein einer hoheren Bertihrung schon daran, dass die Kurve
zwischen Hyperbel und Asymptote verlduft. Der andere Teil
der Gleichung von H(¢) stellt keine eigentliche Kurve 4** Ordnung
dar, sondern zerfallt in 4 Gerade durch den Koordinatenanfang.
Die Richtungsfaktoren dieser Geraden erh#lt man aus der Gleichung
von H(p), wenn man y=m - x einsetzt. Fiir m bekommt man:

m:j:i—-l/a‘—- 10a%c+e?+ (a’+c) V(ai+e)—36a’c
28 a?tec '

') Reuschle: ,,Praxis der Kurvendiskussion* p. 38.
Sauerbeck: ,,Einleitung in die anal. Geom. der algebr. Kurven“, p. 29 u. 30.

%
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Ist c positiv, so wird der Radikand der inneren Wurzel, der sich
in (a?-}-c-+6aVe)-(a?+c—6aVe) zerlegen lisst, negativ,
wenn a zwischen (3 — 2V'2)Ve=10,172 - Veund 342V 2) - Ve
=: 5,828 Ve oder Ve zwischen 0,172 a und 5,828 a liegt, denn

a und Ve sind fir positive c¢ vertauschbar. In diesem Falle
¢ibt es sicher keine reellen Wendepunkte der Kurve. Nun kommt
es aber noch auf das Vorzeichen des Ausdrucks: a*—10a?c—c?

an. Dieser Ausdruck ist negativ, wenn Ve = b zwischen

V5 —2.V6-a==0316a und V52V 6.a=23,146 a liegt.
Fiir alle anderen Werte b ist er positiv. Das noch auszu-
schaltende Intervall fillt aber ganz in das erste. Fiir positive c,
also bei den Ellipsenkurven, treten demnach 4 reelle Gerade durch
O als H(p) und damit 8 reelle Wendepunkte der Kurve ¢ auf,
wenn die Kkleine Achse b Kkleiner als 0,172 a oder grosser als
5,828 a ist (dann ist b natiirlich grissere Achse). (Tafel 8, Figur 2).

Ist ¢ negativ, so gibt es stets 2 reelle Gerade durch den
Koordinatenanfang, gleichgiiltig, ob der Nenner positiv oder
negativ ist, ob a®*=|c| ist. Man konnte daraus schliessen, dass
die von der Hyperbel abgeleiteten Kurven stets vier reelle
Wendepunkte haben. Doch ist noch zu beachten, dass die
Kurve fiir negatives ¢ nur innerhalb des Winkelraums der
Hyperbelasymptoten verliuft, der von der x-Achse halbiert wird.
Die Geraden durch O, deren Richtungsfaktoren also grosser

. b . . . .
sind als . schneiden die Kurven in keinem reellen Punkte.

2 —
m? = % = —a; fihrt auf die Ungleichung:

at—6alc | 5c¢'+(al—ec)-V(@2+c)’ —36atc = 0.

Ist a*>>|e¢|, so gibt nur das -} Zeichen vor der Wurzel eine
reelle Gerade. Dann ist die linke Seite positiv, da ja ¢ negativ

. 2
sein soll. Es folgt m®> > 25, die Gerade durch O schneidet die

Kurve nicht, es gibt keine reellen Wendepunkte, wenn a>>b ist.
Fir a®<|c| gibt das — Zeichen vor der Wurzel die reellen
Geraden. Dann kann die linke Seite sowohl positiv, als auch
negativ sein. Die Entscheidung gibt die Ungleichung, die aus
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der vorigen entsteht, wenn man die Wurzel nach rechts bringt
und quadriert. Diese lautet:

ct—a’c’—atctat=o.
Ist |c| > a® oder b > 8 50 wird die linke Seite der Ungleichung

negativ, also m? < o Fir |e| < a® und ¢ negativ erhilt man

das schon vorher gefundene Resultat. Die Kurve, die von der
Hyperbel abgeleitet ist, besitzt also keine reellen Wendepunkte,
wenn a > b ist, dagegen hat sie 4, in jedem Quadranten einen,
wenn a<<b ist (Figur 3 und 4). Die Plickerschen Zahlen
der Kurven sind: n=—4; d=0; r=—0; m=—12; W= 24;
t=>56; p=23, gleichgiiltig, ob die Kurve von der Ellipse oder
der Hyperbel abgeleitet ist. Die 24 Wendepunkte ergeben sich
auch als Schnittpunkte von ¢ und H(®). Im Unendlichen hatte
man 2 - 4 Punkte. Die 4 Geraden durch den Koordinatenanfang
liefern mit der |Kurve 4%" Ordoung 4 -4 = 16 Schnittpunkte.
Im ganzen hat man 24 gemeinsame Punkte von ¢ und H(y).
Die unendlich fernen gemeinsamen Punkte sind gewdhnliche
Flachpunkte.

§ 7. Die Strahlenabschnitte sind der Radiusvektor der Ellipse,
beziiglich Hyperbel vom Brennpunkt aus und das Stiick
dieses Strahls zwischen den Koordinatenachsen, -

An letzter Stelle erwihnt Rolle in seiner Arbeit Kurven,
die folgendermassen entstehen: Man zieht die Brennstrahlen der
Ellipse und Hyperbel, bringt diese zum Schnitt mit der y-Achse,
die durch den Mittelpunkt der Kegelschnitte geht, und nimmt
dann die Differenz zwischen Kegelschnittradius und dem Abschnitt
vom Brennpunkt bis zur y-Achse als Radiusvektor der neuen
Kurve. Hier soll nun, analog der Behandlung im vorigen Para-
graphen, auf jedem Brennstrahl die mittlere Proportionale zwischen
Kegelschnittabschnitt und dem Stiick vom Brennpunkt bis zur
y-Achse vom Brennpunkt aus aufgetragen werden. Die Liinge

des Brennstrahls des Kegelschnitts ist pg — _Ifa“c Ist

e-cosg
¢ positiv, so hat man die Ellipse, dann gibt nur das -~ Zeichen
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vor dem a positive p. Ist dagegen der Kegelschnitt eine Hyperbel,
also ¢ negativ, dann konnen beide Vorzeichen des a positive p
geben. Der Abschnitt auf dem Brennstrahl vom Brennpunkt

bis zur y-Achse ist pa = (%P' Bei dieser Ableitung ist der

Brennpunkt mit den Koordinaten (— e, 0) gew#hlt, man konnte
nattirlich auch den anderen nehmen. p soll nun mittlere Pro-
portionale zwischen px und pa sein, also lautet die Gleichung
der gesuchten Kurve in Polarkoordinaten:

. c-e
e "~ cos ¢ (+a— e cos )

Fuhrt man rechtwinklige Koordinaten ein, so ergibt sich folgende
Kurvengleichung:

c-x'4a’x’y?—2ce?’x®*—c¢?e? = 0.

DieseGleichung ist bezogen aufein Koordinatensystem, dessen Anfang
im Kegelschnitthrennpunkt liegt. Die Kurve ist symmetrisch zur x-
Achseund zur neuen y- A chse, die durch F geht und der urspriinglichen
y-Achse parallel ist. Die unendlich fernen Punkte der

i-Ve

Kurven haben die Asymptoten: y = + -x und x = 0,

wovon die letzte doppelt zu z#éhlen ist. Ist ¢ positiv, so gibt es
nur eine reelje Doppelasymptote x==0. Wenn aber c¢ negativ
ist, so wird auch das andere Asymptotenpaar reell, alle unendlich
fernen Punkte der Kurve sind reell. Der Punkt in Richtung
der y-Achse, der diese als zweifache Tangente besitzt, muss
notwendig wegen der Symmetrie der Kurve zu beiden Achsen
ein Selbstberiihrungspunkt sein. Dies wird spater durch das
Verhalten der Hesseschen Kurve in diesem Punkte noch bestitigt.

Mit der y-Achse haben unsere Kurven ausser dem unendlich
fernen Punkt keinen Punkt gemeinsam. Daraus kann man
schliessen, dass in diesem 4 Schnittpunkte vereinigt sind, wie es
beim Selbstberithrungspunkt sein muss. Als Abseissen von Kurven-
punkten auf der x-Achse erhdlt man: x =+ Ve(e4a). Im Fall
der Ellipse ist a > e, dann gibt nur das -} Zeichen reelle x, im
Fall der Hyperbel, fiir e >>a sind beide Vorzeichen brauchbar,
man bekommt 4 reelle Schnittpunkte mit der x-Achse. Wegen
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der Symmetrie der Kurven miissen die Tangenten in den Achsen-
schnittpunkten senkrecht auf.  der x-Achse stehen. Dass die
Kurven keine Stelle besitzen konnen, in der die Tangente parallel

. . deo
der x-Achse ist, sieht man, wenn man aus d—v‘:ﬁ 0 und der

Kurvengleichung y eliminiert. Man erhilt: x:—l_—l/éff:é.
Fiir positive ¢ wird x ohne weiteres imaginir. Ist ¢ negativ,
gleich — b? so bekommt man zwei reelle x, x=-+1"¢-b. Die
dazugehdrigen y sind: y=-+ ]/——— 2 b: ¢
perbel ist nun aber e b, also wird der Radikand stets negativ
sein. Auch fiir negative ¢ gibt es kein Maximum oder Minimum.

Die vertikalen Tangenten in den Kurvenpunkten auf der
x-Achse haben keinen weiteren Punkt mit der Kurve gemeinsam,
daher ist diese gegen O im Punkte x = Ve (e -+ a) stets konkayv,
dagegen im Punkte x = V'e(e — a) konvex.

Zur Bestimmung der Wendepunkte der Kurve soll die
Gleichung der Hesseschen Kurve aufgestellt werden. H(p)
hat die Gleichung:

x‘-’-{2cx‘—axy — 3a’cy’ -} 2¢(e’ + 3¢)x* — 2c'3e’“’}=0.
Die y-Achse ist also ein Bestandteil der Hesseschen Kurve. Die
Klammer gibt eine eigentliche Kurve 4** Ordnung. Die Asymp-

(e —b). Bei der Hy-

toten der H(y) sind: x =4V — 3c und yzi—:ﬁ- x. Ist
¢ positiv, hat man also den Fall der Ellipse, so sind nur die

beiden letzten Asymptoten reell, es ist y———{—b—!—%x. Im

Fall der Hyperbel bekommt man als reelle Asymptoten: x=-bV3,
Die Hessesche Kurve schneidet die x-Achse im Punkte:

e ——
x=-+ l/_ (a* - 2¢) ;—'_ aVa’+8¢ g ¢ positiv, also gleich
b%und a=>b, so ist a - V'a? - 8¢ >>a® - 2¢, es gibt daher 2 reelle
Wourzeln x, H(¢) schneidet die x-Achse in 2 reellen Punkten. Fiir
a< b ist a-Va? 8e << a?’- 2¢, man bekommt keine reellen

Schnittpunkte. Ist ¢ negativ, gleich — b? so ist a-Va’-- 8¢
< a?+ 2c¢. Die innere Wurzel wird imagindr, sobald 8b?>>a’
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oder b >0,353a ist. (a’-} 2c¢) ist positiv, wenn b <% V2
~20,707a wird. Liegt also b zwischen 0 und 0,353a, so ist
die innere Wurzel reell, (a?-}2c¢) ist aber positiv. Da nun
(a®}-2¢)>aV a’-} 8¢ ist, so wird der Radikand negativ, x imaginr.
Ist b>>0,353a, so wird die innere Wurzel und damit auch x
imagingr. Die Hessesche Kurve fiir negative ¢ schneidet also
die x-Achse in keinem reellen Punkte.

Als Schnittpunkt von H () mit der y-Achse ergibt sich:

— 2 . —
(x =0, y=-1 ;—l/—jf—(éa‘——g)- Ist ¢ positiv, gleich -} b

so ist der Schnittpunkt imaginir, wenn a =>b ist, dagegen reell

fir a < b und zwar ist die Ordinate y + l%_e . l/g— Fiir nega-
tive ¢, also fiir ¢ = — b?% gibt es stets reelle Kurvenpunkte auf

der y-Achse mit den Ordinaten: y———i—— 1/2 In den

Achsensehnittpunkten stehen die Tangenten von H((p) senkrecht
auf den betreffenden Achsen. Im Schnittpunkt mit der x-Achse
ist die Hessesche Kurve konvex gegen den Koordinatenanfang,
weil es keine weiteren Punkte der Kurve mit der vertikalen
Tangente geben kann. 4 vertikale Tangenten sind vorhanden,

die beiden imaginiren Asymptoten x = + V' — 3¢ und die beiden
Tangenten in den Schnittpunkten mit der x-Achse. Mehr kann
es fir ¢ =0 nicht geben, wie man sich iiberzeugen kann, wenn

man die Schnittpunkte von ——a,;P) =0 und H(v) = 0 bestimmt.
Kurvenpunkte mit horizontaler Tangente erhilt man, weun
man aus ———((P) 0 und H(¢) das y eliminiert. Fir die Ab-

scissen solcher Punkte erhilt man: x? = — 3ci2e -V — ¢, ab-
gesehen von x =0, was ja schon friiher gefunden wurde. Ist
¢ positiv, so wird schon x* imagindr. Fir negative ¢, die also

gleich — b? sind, bekommt man: x=-+¥3b*+2eb. Ist 3D
> 2e oder b>§aV§> 0,894a, so hat man 4 reelle Werte

von X. Da aber, wie wir sahen, die Hessesche Kurve zwischen
den Asymptoten x = =+ b - V'3 verlaufen muss, so konnen nur die



x reelle Kurvenpunkte geben, die kleiner sind als b- V3. Das
—-Zeichen unter der Wurzel gibt ein grosseres x, also wird nur
das — Zeichen zwei x liefern, denen tatsichlich Kurvenpunkte ent-
sprechen. Fir die Hyperbelkurve, das heisst fiir negative c,
besitzt H(¢) im Schnittpunkt mit der y-Achse dann eine Ein-
senkung, wenn b >>0,894a ist. Die Kriimmung, die bis dahin
konvex gegen O war, wird nun konkav (Tafel 9, Figur 4). Ist
b <0,894a, so gibt das -} Zeichen kein reelles Maximum, weil
das x grosser ist, als der Abschnitt der vertikalen Asymptote.
Das — Zeichen liefert nur imagindre x, weil 3 b?< " 2eb ist.
Fir b<C0,894a ist die H(¢) im Schnittpunkt mit der y-Achse
stets konvex gegen O.

Jetzt ist der Verlauf von H (¢) schon ziemlich sicher fest-
gestellt, doch um noch etwaige Zweifel zu zerstreuen, soll das
Prinzip der Signierung auf die hauptsichlichsten Linien angewandt
werden. 1Ist ¢ positiv und a>b, so ist das Vorzeichen des
Ausdrueks H (¢) auf der ganzen y-Achse negativ, ebenso auf der
x-Achse bis zum Schnitt mit der Kurve, von da an ist es positiv.
Auf den Asymptoten hat man zunichst auch das Minuszeichen,

s
dann wird H (¢) Null fir y = i%~l/2, also fir x =+ b. Die

Hessesche Kurve schneidet daher ihre Asymptote und muss in
jedem Quadranten einen Wendepunkt besitzen, damit sie sich
derselben Linie asymptotisch n#hern kann. Vom Schnittpunkt
an wird H () auf der Asymptote positiv. Die Hessesche Kurve
muss demnach die Gestalt einer Hyperbel haben, nur dass die
4 eben erwihnten Wendepunkte auftreten, unterscheidet sie von
dieser. Der Schnittpunkt von H (¢) mit der x-Achse hat nun
von O eine geringere Entfernung als der Schnittpunkt von ¢,

es ist]/“@ b2+a’)2—{—aV8b”—{—a“<‘/?(e+a)' Da ¢ die

y-Achse zur Asymptote hat und H () die Gerade y ———21/5-}{,

so miissen sich ¢ und H (¢) in jedem Quadranten einmal schneiden,
¢ hat vier reelle Wendepunkte, wenn ¢ positiv und a > b ist.

Ist ¢ positiv, aber a<Cb, so ist H(p) auf der ganzen
x-Achse negativ, auf der y-Achse nur bis zum Schnittpunkt mit
H (), dann wird es positiv. Auf der Asymptote ist das Ver-
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halten genau wie im vorigen Fall. Die Hessesche Kurve hat
sich fiir a< b der Gestalt nach nicht geindert, nur der Lage
nach, sie ist um 90° gedreht. Auch hier erhiit man 4 reelle
Schnittpunkte von ¢ und H (¢).

Fiir negative ¢ wird H (¢) auf der ganzen x-Achse negativ,
auf der y-Achse bekommt man das Minuszeichen bis zum Schnitt
mit H (), von da an ein Pluszeichen. Auf der Asymptote
x="b-y3 ist H(p) stets negativ. Die Hessesche Kurve muss
ganz innerhalb des Streifens zwischen x = -4 b-¢3 und
X = — b -3 verlaufen. Die Grundkurve ¢ bestand nun aus
einem inneren Teil, der dhnlich dem bei der Ellipse geformt war
und aus einem #usseren, der eine hyperbelartige Gestalt hatte.
H () schneidet nun jedenfalls nur den inneren Teil. Auch bei
der Kurve, die von der Hyperbel abgeleitet ist, treten 4 reelle
Wendepunkte auf. — Im Unendlichen hat H (¢) zunichst mit
der Grundkurve 8 Punkte gemeinsam, denn x*® =0 war ja ein
Teil von H (9). Der andere Teil von H (¢) hat aber auch noch
diesen Punkt als Kurvenpunkt, wie das Glied hochster Potenz
zeigt. Im ganzen liegen daher im unendlich fernen Punkt von
© 12 Schuittpunkte von H (¢) mit ¢, der Punkt ist 2 Doppel-
punkten dquivalent, er ist Selbstberiihrungspunkt. Andere Doppel-
punkte besitzt die Kurve ¢ nicht. Weil sie von der 4** Ordnung
ist, die Maximalzahl der Doppelpunkte also 3 ist, so ist die Kurve
vom Geschlecht 1. Die anderen Plickerschen Zahlen von ¢
sind: m = 8; w=12; r=0; t = 8. Von den Wendepunkten
sind, wie wir sahen, stets nur 4 reell.

Zum Schluss mochte ich Herrn Professor von Brill in
Tibingen fir die freundliche Uberlassung seiner auf Seite 7
wiedergegebenen Mitteilung, sowie Herrn Professor Wieleitner
in Pirmasens fiir einige wertvolle Aufklérungen und Literatur-
hinweise meinen ergebensten Dank aussprechen.

Ganz besonderen Dank bin ich aber meinem hochverehrten
Lehrer, Herrn Professor Gutzmer schuldig, der die vorliegende
Arbeit angeregt und ihren Fortgang durch seinen giitigen Rat
wesentlich gefordert hat.
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