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Introduction

Le présent article est centré sur I'é¢tude des grands degrés de transcendance
pour les corps de définition de certains points de variétés abéliennes définies
sur @.

Le probléme des grands degrés de trancendance consiste a expliciter des
corps de degrés de transcendance arbitrairement grands. Ainsi le théoréme de
Lindemann-Weierstrass (cf. [21] et [17]) énonce que pour tout entier n le
corps engendré par les valeurs de la fonction exponentielle en n points
algébriques o, ..., a, linéairement indépendants sur Q est de degré de transcen-
dance égal a n.

Dans le méme ordre d’idée A.O. Gelfond et T. Schneider (cf. [16],
probléme n°7, page 138) ont conjecturé que, sous les mémes conditions, le
degré de transcendance du corps Q({*,...,{*) ou { est un nombre algébrique
+0, 1 est Zn—1. Des minorations de ce degré de transcendance tendant vers
I'infini avec n se déduisent des travaux de G.V. Choodnovsky en direction de
la conjecture de Schanuel cf. [4] et [5], (voir également [8] et aussi [20], [13]
et [15] pour le cas p-adique).

Des analogues elliptiques des résultats généraux de G.V. Choodnovsky ont
¢té récemment obtenus par D.W. Masser et G. Wiistholz dans [12].

Dans cet article nous améliorons les résultats de D.W. Masser et G.
Wiistholz dans le cadre d’'un analogue sur les variétés abéliennes du probléme
de Gelfond-Schneider. Le théoréme principal obtenu (voir théoréme 3.2, §3)
entraine dans le cas elliptique le corollaire suivant qui sera démontré au §3.

Corollaire 0.1. Soit ¢ une fonction elliptiqgue de Weierstrass (resp. de Weil-Lutz
pour un nombre premier p fixé, cf. [22]) d’invariants algébriques. Soit k le corps
des multiplications de . Soit f un nombre algébrique de degré d=2 sur k et u
un nombre complexe (resp. un nombre p-adique) tel que g soit définie aux points
u, Pu,...,p* 'u, alors le degré de transcendance sur Q du corps
Q(p(u),..., p(B*'u)) est supérieur ou égal a d/4 sik+Q et a d/6 sik=Q.
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Notons que dans tous les cas on attend la minoration d—1, et que pour les
petites valeurs de d de meilleurs résultats ont été donnés par D.W. Masser et
G. Wiistholz dans [11] (voir aussi [3] pour un cas particulier). Dans le cas ou
¢ (u) est algébrique, ce corollaire peut étre amélioré:

Corollaire 0.2. En reprenant les notations du corollaire 0.1, on suppose que ¢ (u)
est algébrique et qu'aucun multiple entier de u n’est un péle de g, alors le degré
de transcendance sur Q du corps Q(p(Bu), ..., (B~ 'u)) est supérieur ou égal a

max{l,ig—z} sik+@Q et ad max{l,d%:;} sik=Q.

Ce corollaire sera démontré au §5.

Dans le cas ou u=1 le corollaire 0.1 correspond a une situation «de type
Lindemann-Weierstrass», et pour les petites valeurs de d il a été traité par G.V.
Choodnovsky dans [6]. L’introduction d’opérateurs de dérivations
parallélement aux endomorphismes utilisés ici devrait permettre d’améliorer
notablement nos résultats présents pour une telle situation.

Le paragraphe 1 introduit deux critéres d’indépendance algébrique qui sont
utilisés au paragraphe 4. On peut donc, si 'on préfere, lire directement le
paragraphe 2 quitte a revenir au paragraphe l & la fin. Les démonstrations
reposent sur des techniques proches des résultants (cf. [9]) et s’apparentent aux
résultats de [7].

Le paragraphe 2 présente les objets étudiés par la suite et démontre deux
résultats auxiliaires trés utiles. D’une part, un lemme décrivant la répartition
de Torbite d’'un point d’'une variété abélienne sous 'action d’un sous Z-module
de 'anneau des endomorphismes de cette variété abélienne. D’autre part, un
lemme donnant des représentations polyndémiales de I’action des endomorphis-
mes d’une variété abélienne plongée dans un espace projectif.

Le paragraphe 3 énonce le résultat principal et démontre, parmi d’autres, le
corollaire 0.1 ainsi qu’un lemme technique.

Le paragraphe4 donne la démonstration du théoréme principal
(théoreme 3.2). Celle-ci utilise le résultat de [10] ainsi que les énoncés des
paragraphes précédents. Nous discutons également quelques problémes de
transcendance qui se posent naturellement a la suite de notre travail.

Le paragraphe 5, enfin, démontre dans un contexte plus général le
corollaire 0.2.

Je veux remercier ici D. Bertrand, D.W. Masser, K. Ribet, M. Waldschmidt
et G. Wiistholz pour leurs conseils lors de I’¢laboration de cet article. En
particulier le lemme 3.4 est entiérement di a D.W. Masser et le paragraphe 5
repose sur une suggestion de G. Wiistholz.

Avis au lecteur

Nous avons défini les constantes C,, C, C, et C; une fois et une seule dans
ce texte (lors de leurs définitions, nous avons indiqué de quels paramétres elles
dépendent) alors qu’a chaque paragraphe nous avons redéfini les constantes c,,
€y, Cy...,Cp¢ €N précisant, soit pour chaque constante, soit globalement au
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début du paragraphe pour toutes les constantes de quels paramétres elles
dépendent.

Enfin signalons que le présent travail démontre tous les résultats annoncés
précédemment dans [14].

1. Les critéres d’indépendance algébrique

Le but de ce paragraphe est de démontrer deux «critéres d’indépendance
algébrique», a savoir les théorémes 1.3 et 1.4, qui seront utilisés au paragra-
phe 4. Nous avons isolé sous forme de lemmes préliminaires I'argument central
de la preuve de ces deux théorémes.

Lemme 1.1. Soit & un corps de caractéristique zéro et t=R[X,,...,Xy]. Soit 3
un idéal de v engendré par des polynémes P,, ..., P homogénes de degrés <d. On
suppose que 3 est de codimension N +1, alors il existe un entier D <(N +1)d tel
que si tp, et I, désignent les éléments homogénes de degré D en X,..., X, de t
et 3 respectivement, on ait:

rp=3).

Démonstration. Avant d’en faire la démonstration remarquons que ce lemme
classique apparaissait déja essentiellement dans [7].

L’idéal 3 étant de codimension N+1 on peut trouver une suite Q,...,Qy
d’éléments homogenes de I de degrés d, ..., 0y =d tels que pour I=1,...,N on
ait:

{0€r;0-0,6(Qp, -0, 1)} =Qps -, Q1)

Le complexe de Koszul de cette famille Q,,...,Q, est alors la suite exacte:

N N+t N+1 N+1 N+1
0—>r(Nii —+r( v )—>—>t( : )—n:( i )—>r( 5

ou les applications sont données pour /=0, ..., N par:

N+1 N+1
;G ) 57
(Alo ..... i,)ogi0<...<i,§N*_"(Bi0 ..i,-l)0§i0<...<i,-1§N
N
avec B, ., =Y A, ., ,;-Q;etla convention suivante
j=0
AiOn--»il—l’j:O si j=ia (Oédél—l)
et Ay .= Ay ., lorsque ¢ est la signature de la permutation qui

ordonne ig,...,i_,,j de facon croissante.
Le conoyau du complexe de Koszul est t/(Q,,...,Qy). On obtient donc en
prenant les parties homogenes de degrés D de ce complexe que:

N+1

dimRtD/(QO,...,QN)D=l;)(—l)’ dim g( I fD_a.,—.,“a.}

0<i;<...<ijEN
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D’autre part, en remplagant la suite Q,,...,Qy par X%,..., X3 on calcule de
méme que:
N+1

dimRrD/(X‘f)“,,, Xﬁ")n Z( l)ldlma( n 'p_ 6, ~.—d ).

0<ij<...<iy <N "
On a donc un isomorphisme entre les deux R-espaces vectoriels

t5/(Qo, -, Qn)p €t rD/(X?)O’ s X

or on vérifie aisément que le second est nul lorsque D=J,+...+dy—N, on en
déduit que le premier I’est aussi sous cette méme hypothése, c’est-a-dire que

Stp=Q0 ., QpSp  pour D=3g+...+dy—NS(N+1)d.

Ce qui acheve la preuve du lemme 1.1.
Pour la suite de ce paragraphe, nous adoptons les notations suivantes:
e® N est un entier =1. On désigne par k un entier de I'intervalle [0, N].
e m est un entier > k.
o n,..,ny ., d,...,d,sont des entiers =1. Si k=N la famille (n;) est vide.
® pour tout entier d=0 on désigne par %, 'ensemble des mondmes en les
variables X, ..., Xy de degré total d. (Dans tout ce texte un mondéme sera une
expression de la forme X2=Xp... X3).
e pour i=1,...,N—k on désigne par #{ lensemble des mondmes en les
variables X, ..., X, ,;  de degré total d.
e on considére les familles de variables indépendantes suivantes:

pour i=1,...,.N—k Z={aq 1,...,n, meABY}

1}m’]

pour j=1,...,m P, ={Dj.msMESB, }.

Si k=N T'ensemble des familles ./ est vide.

e on pose R=Z[a;; .;P; ] Cest un anneau commutatif unitaire et integre.
On note Q son corps des fractions. La hauteur d’'un élément de R est le
logarithme du' maximum des valeurs absolues de ses coefficients en tant que
polyndme en les variables g, ; ., €t p; ..

e pouri=1,...,N—k on pose:

Ri(XOa'-' k+z) Xk+z+( Z )le-;ll_i-_f_( Z_ai,m,m'm)

me%“) megai:i)
et pour j=1,...,m;
P(Xo.... X, )= Y Pjm

mswdj

Ce sont des polynomes homogénes de R[X,,...,Xy]. Si k=N la famille (R))
est vide.
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e on pose R=Q[X,,..., X ]

e on note I=(R,,...,Ry_;,P,....,B) l’idéal homogene de R de codimension
N+1 engendre par les polynomes Ry,....,Ry_\, P,....P,.

e enfin si I, et I, sont deux idéaux homogenes de R on définit I,:41, par
I, I,=:{PeR;VQel,,P-Qel,}.

Lemme 1.2. Il existe une famille finie A d’éléments non nuls de R et un entier
D =(N +1)max{n;,d;} tels que pour tout le{0,...,N}, tout 64 il existe un sous
ensemble S de {1,...,m} de cardinal Zn, ... nN_k(D+1)" et des polynémes
(Airshict. Ny et (A;.Jyé)jes de R[X,,...,Xy] homogeénes de degrés en
X5 .oy Xy égaux a D—n; et D —d; respectivement, tels que:

—k
XP. 6—ZA,,,,R+ZAJ,(,

i=1 jes

et que les coefficients des (A;, ;) et (A}, s) ainsi que les éléments de A soient des
objets de R, homogénes en les variables (p;,m) de degrés en ces variables
<ny...ny_ (D+1), de degré total en les variables (a; ; ) ainsi que de hauteur

<AD*[D+klogD] <c,D¥+?
N—-k

(oa A=30Nn..ny_, Y log(n;+1) et c1=A(k+1)>.
i=1

Enfin lorsque lon spécialise les variables (a; ;) et (p;,) en des valeurs
dans un corps K de caractéristique zéro de sorte que Ulidéal spécialisé
s(I)=(s(R)), ...,s(P,)) soit de codimension N+1 dans K[X,,...,Xy], la famille
s(4), spécialisée de A, contient nécessairement un élément non nul de K.

Démonstration. Posons pour i=1,...,m;
I.=R,,....,Rxy 1 B,..., P_)x(P).

) 3

Cest un idéal homogéne de R.
On a alors un isomorphisme de Q-espaces vectoriels

@9{/1,.—~>I/(R1,...,RNA,(),

(Ap o) Y AP,
Jj=

Maintenant si on désigne par Ry, (I)p, Ip, ... les éléments homogenes de
degrés D de R, I, I, ... l'isomorphisme ci-dessus s’écrit en degré D;
(%) @SRD o/ I)p_ g, —Ip/Rys .., Ry _})p.

Mais I, étant de codimension N +1 on sait d’apres le lemme 1.1 qu’il existe un
entier D <(N +1)max{n,;,d;} tel que I,~R,. On choisit pour i=1,...,m des

i’ j
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bases #; des Q-espaces vectoriels R;,_, (I;),_,, formées de monomes. Et pour
le Q-espace vectoriel Rp/R,,...,Ry_,)p on considére la base # formée des
mondmes de degrés totaux D par rapport & X,..., X, et de degrés partiels
<n; par rapport a X,,; pour i=1,...,N—k. Montrons que ces mondmes
forment bien une base de R, /(R,...,Ry_,)p- Ils engendrent clairement cet Q-
espace vectoriel car R; €tant unitaire en tant que polynéme en X, ; on peut
réduire tout polynéme de R, modulo (R,...,Ry_,) & un polynéme de degrés
partiels <n; en X, ; pour i=1,...,N—k. Supposons que ces mondmes soient
linéairement dépendants sur Q2 modulo (Ry,...,Ry_,), alors il existe une famille
(Amea d’éléments de Q telle que:

z@'im‘m=Ql(X0, L XN RI(X g, L X )
F+FOn i Xgs ooy X3) - Ry (Xg, -, X i)

Comme on peut diviser dans R un polynéme en X, ; par R; (car R; est

unitaire en X, ;), on peut supposer que:

Visj d% ., Q;<d  R=n,.

On doit donc avoir, d} (Qy_,-Ry_)<ny_, ce qui implique que Qy_, doit
étre nul dans R car dy, Ry_,=ny_,. Et par récurrence on a dy, _, (Q;R)<n,
pour i=N —k, ..., 1 ce qui implique Q;=0 pour i=1, ..., N—k.
Onadonc ) A, -m=0,doul'on déduit que pour tout me#’ ona 4, =0
meA’
car les éléments de #’ sont Q-linéairement indépendants.

Nous allons écrire la matrice de I'isomorphisme (*) dans les bases choisies.
Pour m; e 4;, on peut écrire:

mais pour me#, et m;€Z; on a:
N—k

mom= ) ap o com'+ Y A (X, Xy Ry(X g, s X))
meR j=1

ou a. . et les coefficients de 4, ; , sont des €léments de R ne dépendant pas
des p; , de degrés totaux<(N—k)D en les variables a;;, et de
N—k

hauteur§(z10g(n,+1))N(D+1). On pose P, = 3 Dim Qo PpOUT

=1 me®
med, et A = Y ‘A 0 lors: &
» €L A ;= Pi,m* Ai jm- On a alors:

meBa,

N—k
m-B=Y A (Xor s X3) RiXogs o, X, )= Y Pl M,
j=1

me®
et la matrice de lisomorphisme () introduit précédemment, s’écrit dans les

m
bases B.et B
|
|

[T —

my—-—p

ou m; parcourt #; avec i=1, ..., m et m’ parcourt #'.
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Le déterminant de cette matrice est un élément 6 de R non nul (car cest le
déterminant d’un isomorphisme). La taille de ce déterminant étant égale a la

. . D+k
dimension de R,/(R,,...,Ry_)p, st =n,...ny_, ( : )
L’ensemble 4 du lemme 1.2 est 'ensemble des ¢léments J ainsi obtenus
lorsque I'on considére tous les choix possibles pour les bases &; (i=1, ..., m)

des Q-espaces vectoriels R;,_, (1)), _, formées de mondmes.

Fixons maintenant un élément de 4, c’est-a-dire un choix de bases %; et
montrons les estimations du lemme 1.2. Les (p; ) étant des formes linéaires en
les (p;,) de degrées <(N—k)-D en les variables (a;;,) et de hauteur

N—k
=< ( Y log(m+ 1)) N(D+1) on en déduit que é est un polynéme homogeéne en

=1
les (p; ) de degré total en ces variables <n,...ny ,(D+1)* et de hauteur ainsi
que de degre total en les variables (a; ; .) inférieurs a

i,j,m
N_k
4N [log(n1 oy DY+ ( Y log(i1,+1))D]-n1 ...ny_,-D¥
1=1

et donc <1AD*[D +klogD].

Mais, multipliant chaque ligne de la matrice ci-dessus par le monéme m’
associé et additionnant le résultat sur la ligne correspondant au mondéme m de
%', on obtient pour tout me %’ la relation:

m;

m —4-m

,m’
we#

|
|

m-o=det—{-) p;
|
|

IIMg

Z (Z p;,m"m)

i medR

en développant suivant la ligne m. Les ¢, ., sont des cofacteurs de la matrice
ci-dessus et sont donc des éléments de R satisfaisant aux mémes estimations que 4.

On sait que
N-—-k

Za,m—kZAI,R

me# Jj=1

ou ay ; et les coefficients des 4; ; sont des éléments de R ne dépendant pas des
(Pj, ), de degrés totaux <(N—k)D en les variables (4, ;,) et de hauteur
N—k
g(zlwnHA»Nw+n
=1
On a donc,

—k
XD&'—Z Z Zaml Zplm' +ZAU R

me® i=1 meRB, ms.@ j=1

i, j,m

mais
N-—-k
Y. Phw M =mB— ) A,

me® j=1
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On pose

Aj,s=— > DY U1 Aij Oyt A5 0,

me® i=1 m‘e!ﬂ:
' — ’ .
Ais= Z@ Y G O M
me® m e,

et on obtient
N-k

X:)‘5= Z AR+ Z A},z,a : P,
i=1 Jjes
On remarque que j ne parcourt que le sous-ensemble S des ae{l,...,m} tels

que #,+0 qui est de cardinal inférieur a la taille du déterminant, donc
<n,...ny_,(D+1) Enfin en reprenant les estimations que nous avons
données au long de la démonstration, on vérifie facilement les majorations
annoncées dans le lemme 1.2.

Pour montrer que par spécialisation des (g, ; ) et (p; ) dans un corps &,
telle que s(I) soit de codimension N+1 dans K[X,,..., X], il existe un
¢élément s(5) de I'ensemble spécialisé s(4) qui est non nul dans &K, il suffit de
remarquer que l'on a toujours I'isomorphisme (*) apres spécialisation (et ceci
sans hypothése sur la codimension de s(I)) et que si s(I) est de codimension
N +1, on a d’aprés le lemme 1.1

s(Dp~K[Xy, .-, Xnlp-

On peut donc trouver un choix de bases (%)),_,. ., des Ry _, [I)p_, tel que
les 5(#)) forment des bases de K[X,, ..., Xylp_,/As(I)))p_,, et Iélément s(J)
associé a ce choix de base est alors un élément de s(4), non nul car étant le
déterminant d’un isomorphisme. On a donc complétement démontré le
lemme 1.2.

On note F un corps de nombres d’anneau d’entiers Oy et F, le complété de
F pour une valeur absolue, notée |-|,, non triviale sur F. Dans tout ce qui suit
d°P désigne le degré total d'un polyndéme P de F[X,,...,X,] et h(Q) la
hauteur d’un élément Q de Oy [X,, ..., Xy], c’est-a-dire le logarithme du maxi-
mum des différentes valeurs absolues archimédiennes des coefficients de Q.

Nous démontrons maintenant notre premier critere d’indépendance
algébrique.

Théoréme 1.3. Soit (0, ..., 0y)€EN* et I un idéal homogéne de F[X,, ..., Xy]
de codimension N + 1.

Soit & un idéal homogéne de F[X,, ..., Xy] de codimension N —k et tel que,
d'une part F[X,,..., Xy]/€ soit une extension entiére de F[X,,...,X,] et
d’autre part que e(0,, ..., 0y)=0 pour tout e dans &.

Il existe une constante C, ne dépendant que de &, N, F et max {|0,],} telle
que: si I=(8,Q,,...,0,) ou Q, est un polynéme homogeéne de O [X,, ..., X ]
vérifiant pour i=1,...,n

(0o, ..., O)l, Sexp[—C, - max {h(Q)+d°Q;} +( max {d°0:)]

alors 0y=...=0,=0.
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Démonstration. Pour i=1,..., N—k appelons R, une relation homogéne de
dépendance intégrale de X,,; sur F[X,,...,X,,; ;] modulo& et notons
{P,,...,P,} un ensemble formé d'un choix de générateur de & et des
0Q,,...,0, Comme la codimension de I est N + 1, lorsque I'on prend la valeur
d’un ¢élément convenable § de I'ensemble 4 du lemme 1.2 pour les valeurs des
variables @, ; . et p; .. correspondant aux polynémes R,,...,Ry_,, P,,..., B,
ci-dessus, on trouve un élément non nul de F de taille majorée d’apres les
estimations du lemme 1.2 par

¢;( max {h(Q)+d°Q})- ( max {d°Q.}Y,

ou ¢, ne dépend que de &, N et F.

Reportant (X, ..., Xy)=(0,, ..., 0y) dans la relation du lemme 1.2 on a
pour tout [=0, ..., N et S un sous-ensemble de {1, ..., n}
0p-6="> A0, ..., Oy) - Q;(0o, ..., Oy).
Jjes

On obtient donc:
|01'UD ° |5|v§ Z |A;(60, (RAE) 0N)|v : |QJ(009 ey 0N)|u
JjesS

ou D=c, max {d°Q;} et c, ne dépend que de & et N.

i=1,...,n

Mais on a par I'inégalité de la taille dans F
l9],2exp[—c,( max {h(Q)+d°Q}) - ( max {d°Q:})]

ou ¢, ne dépend que de &, N et F.
D’un autre coté, on a, au vu des estimations du lemme 1.2:

14}(0,, ..., Oy)l, =exp(cs max {h(Q@)+d°Q;} - (._Hllalx {d°Q:})").

avec une constante ¢; ne dépendant que de &, N, F et max {|6;],}. On voit
donc que pour une constante C, convenable ne dépendant que de &, N, F et
max {|0,],} on a une contradiction si 'un des |0,], est non nul. C’est donc que
sous les hypothéses du théoréme 1.3 on a bien 6,=... =0, =0.

Le deuxiéme critére fait intervenir des idéaux de codimensions N et
s’énonce:

Théoréme 1.4. Soit (0, 0,,...,00)eF}xF) et (I,),.,, une suite didéaux
homogénes de F[ X, ..., Xy]1=:2 de codimensions N.

Soient 6(d) et a(d) deux fonctions croissantes de N dans IN et a un nombre
réel >0 tel que pour tout d>d;

o(d+1)Zac(d), o6(d+1)Lad(d) et lim d(d)= + .
d— oo
Soit & un idéal homogéne premier de & de codimension N —k tel que Z/8 soit

une extension entiére de F[X,, ..., X,] et que, e(0,, ..., 0y)=0 pour tout e dans
6.
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Il existe une constante C,>0 ne dépendant que de a, &, F, N et max {|6,],},
vérifiant I'assertion suivante: si pour tout d>d, I, vérifie

Vi dXo)=V1,).
et S’écrit sous la forme
1,=(6,09, ..., %)

ou QW est un polynéme homoge‘ne de O.[X,, ..., Xy] vérifiant pour un nombre
réel a>0 et a=2k—1 et tout i=1, ..., n(d):
(i) d°Q=4(d) et h(Q?”)éG(d),

(ii) 1{%(Oo, .., Oy, Sexp (= C1(6(d)* - (a(d) + (D)),

alors 0,/0, est algébrique pour j=1,...,N, et de plus pour d assez grand on a;
0“9b,, ..., 0y)=0 pour i=1, ..., n(d).
Démonstration. Les constantes cg,c,,... qui apparaissent dans la suite ne

dépendent que de &, N, F et max {|6;|,}. La stratégie de la preuve est de se
ramener au «critere de Gelfond classique» (cf.[19], p.144). Nous allons donc
construire pour tout i=1, ..., N une suite (G,),.,, de polyndmes homogenes de
Op[X o, X,] vérifiant:

(i) d°G =Zcq 0(d)* et h(G,) <cs0(d)~(a(d)+5(d)),

(ii) IGd(eo,f’,)l sexp(—(Cy—¢;)(a(d)+0(d)) - 6(d)).

Pour simplifier I'écriture nous choisissons i=1. Et nous fixons un d>d,.

Appelons R; pour i=1,..., N—k une relation homogéne de dépendance
intégrale de X, ; sur F[X,, ..., X,,;_,] modulo & et notons {P,...,F,} un
ensemble formé d’un choix de générateurs de & et des QP ..., Q%)

Pour i=1,...,m soit "P. un polynéme de F[X,, X,,Y,..., X)] tel que

4

"P(X o, X4, 1, ...,XN)=P,-(XO, .oy Xy), on a:

"BXo0, X135 Y, Xy, oo, Xp) =Py i X, X ) YU XT XY

ol la somme est étendue aux a de longueur égale & dy, . B. Les p,; sont
des polyndomes homogénes en X, et X, de degrés d°P—o,... —oy et de
hauteur <o(d). Le degré en Y, X ,, ..., X de "P, est <4(d). On définit de méme
"R, pour i=1,..., N—k.

Posons L=F(X,, X,) et montrons que "I,=("R, ...,"Ry_,, "P,, ..., "B,) est
un idéal homogéne de L[Y, X,, ..., Xy] de codimension N. Pour cela il suffit
de constater que la variété des zéros de "I, dans IP,_,(L), ou L désigne la
cloture algébrique de L, est vide. On distingue deux cas:

) Dans Phyperplan Y=0. On a, ou bien d°P,—dy, . x,B>0 et alors on a

,,,,,

toujours d°p, ;>0 d’out B(0,0, X ,, ..., X ) =0, ou bien
'O, Xy X)= Y puX%..XY  avec p,,€F.

lal=dx,, ..., xnPi
ay=0
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Et si on a une solution non triviale dans (L)¥~! du systéme;

"Ri(0, X,, ..., Xy)=0 i=1,.. N—k
PO, X5y, X)) =0 j=1,...,m

en la spécialisant on trouve des éléménts X,,...,Xxy de F non tous nuls tels
que:
0= Y Py X3 X3 =P(0,0,x,, ..., Xy).
lal=dO%, .. xxNPi

et de méme R;(0, 0, x,, ..., x,)=0. 3

Ainsi I, a un zéro dans I'hyperplan X,=0 de IPy(F) ce qui est impossible
car V1,: 4(Xo)=V1,. On en déduit que la variété des zéros de "I, dans
I’hyperplan Y=0 de IP,_ (L) est vide.

B) Dans Pouvert Y 0. Soit (1, x,, ..., xy) €(L)Y un zéro de "I, dans l'ouvert
Y+0 de IPy_,(L), alors on a pour tout i=1,...,N—ket j=1,...,m;

"Ri(1, X5, .y Xy)=Ry(X o> X, X5, ..., x\)=0 dans L
&t "P(1, X,, ..., xy)= P((X o, X1, Xy, ..., xy)=0 dans L.

Donc la variété des zéros de I, dans IPy(F) doit étre de dimension >0
contredisant ’hypotheése que I, est de codimension N.

En résumé on a montré que la variété des zéros de "I, dans IPy_,(L) est
vide et donc que "I, est de codimension N dans L[Y, X,, ..., Xy]. Le lem-
me 1.2 fournit un polynéme non nul G, de F[X, X,] vérifiant pour un entier
D=cgd(d):

N-k

YP-G,=3 A4;-"R;+ Y A;-"P.

i=1 jes
Les estimations du lemme 1.2 permettent d’affirmer que G, est un polyndéme
homogéne en X, et X, de degré <c,d(d)* et de hauteur =Zc,é(d)* '(c(d)
+0(d)): (ici faire attention: N est remplacé par N —1 et k par k—1). G, vérifie
donc le point (i) requis, pour le point (ii) on remarque que

G,(0,,0,)= ZSA;(()O, vy Oy) - PO, ..., Oy).
je

Et donc comme d’aprés le lemme 1.2, 4 est un polynome, homogene en X, et
X, de degré =<c,6(d)}, de degré en X,,...,Xy<cy6(d), et de hauteur
<cyd(d)~' - (a(d)+5(d)) on en conclut d’aprés ’hypothése (ii) sur les polyno-
mes 09, ..., 0, que

1G4(0, 01, =exp(—(C,—c,) - 0(d)*(a(d) +d(d))).

Le critére de Gelfond classique (cf. [19], p. 144) affirme alors que 6,/60, est un
nombre algébrique si C, est suffisamment grande par rapport a a, ¢4 et c,,
C’est-a-dire ne dépendant que de g, &, N, F et max {|0,],}.
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Nous avons donc démontré la premiére partie du théoréme 1.4. Mais alors

0
pour d>d, et pour i=1, ..., n(d) le nombre Q¥ (1, ’G_N
0
degré borné indépendamment de d et de taille <c,,(a(d)+ d(d)).

L’inégalité de la taille (cf. [19], p. 6) implique donc que si Q(8,, ..., 0y) *+0,

on a
0
@,
Q: (, ’00)

Comme o>0 et 6(d)T;+ oo ceci contredit '’hypothése (ii) du théoréme pour

) est algébrique de

>exp(—cq,(a(d)+5(d);

d suffisamment grand. On a donc bien Q“¥(0,, ..., 0,)=0 pour i=1, ..., n(d) et
pour d assez grand, et ceci achéve la preuve du théoreme 1.4.

Pour terminer ce paragraphe, signalons que si le théoréme 1.3 nous parait
tel quel relativement satisfaisant, il n’en n’est pas de méme du théoré¢me 1.4 ou
il serait trés intéressant de remplacer la condition a=2k—1 par a=k.
Notamment le fait de se ramener au critére de Gelfond classique semble bien
un pis aller. Enfin pour k=1 le théoréme 1.4 redonne (heureusement) ce critére
de Gelfond classique.

2. Endomorphismes de variétés abéliennes

Nous commengons par décrire la situation que nous considérons dans ce
paragraphe et les suivants.

Soit A une variété abélienne simple de dimension g, définie sur un corps de
nombres F. On note F, le complété de F pour une valeur absolue, notée ||,
non-triviale sur F et ¢y 'anneau des entiers de F. On pose k=0Q ®;End 4 et
'on suppose que tous les éléments de End A sont définis sur F. Enfin pour d
un entier positif on écrit G= A%

On se donne alors un corps K contenant k, qui est un k-espace vectoriel de
dimension d. Le choix d’une base de K sur k fournit un homomorphisme de k-
algébre p injectif de K dans lalgébre .#(d, k) des matrices d xd a coefficients
dans Kk, tel que p(1) soit la matrice identité.

On se donne encore un sous-anneau unitaire ¢ de End 4, de rang r sur Z,
et un @-module libre I' de rang d, engendrant K en tant que k-espace vectoriel,
et tel que p(I = (d, 0). L’action naturelle de #(d, ) sur G permet d’identi-
fier p(I') & une sous-Z-algébre de End G. Remarquons que comme I" engendre
K en tant que k-espace vectoriel, si 7y,,...,y, sont des éléments de I
linéairement indépendants sur @ alors p(y,), ..., p(y,) sont linéairement
indépendants sur k.

Des exemples de telles situations seront explicités au paragraphe 3.

Pour l'instant nous allons montrer un lemme précisant les points de G(F,)
(noté encore G par la suite) dont I'orbite sous I' est mal répartie dans G. Pour
cela nous reprenons la définition du coefficient de «bonne répartition» d’un
sous-groupe de type fini d’'un groupe algébrique commutatif, donnée dans [10].
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Posons A={p(y)- p; yeI'} pour peG, on a la définition:

. [corang, A mH)
4,G)= —_—
#(4, G)=min ( codimg H

HEG

ou H parcourt 'ensemble des sous-groupes algébriques de G distincts de G.

On a toujours u(4, G)<rang4/dimG et l'on dit que 4 est «bien réparti»
dans G si 'on a l'égalité.

Nous pouvons maintenant énoncer notre lemme:

Lemme 2.1. Soit p un point de G et A lorbite de p sous I', si u(4, G)<r/g, alors
p est un point de torsion de G.

Démonstration. Elle repose sur une idée que m’a aimablement communiquée
K. Ribet. Traduisons le fait que p(4, G)<r/g. Cela signifie qu’il existe un sous-
groupe algébrique H de G de dimension h tel que:

corang, 4 nH <(r/g) codim; H.

Si p n’est pas un point de torsion de G, on a rang; 4 =rang,I'=rd. En effet si
I'on a rang,d<rang,I" il existe un yel non nul, tel que y-p=0, ce qui
entraine que deg(y) - p=0, c’est-a-dire p est un point de torsion. On peut donc,
si p n’est pas de torsion, réécrire 'inégalité ci-dessus sous la forme:

rang; AnH>rh/g

{ entrai
ce qui entraine rang, A " H > h/g.

Remarquons que H est isogéne a une puissance de A, H et 4nH sont donc
bien des (-modules, et de plus on a g divise h. Posons u=d—h/g et t
=rang,AnH, on a t+u>d.

On déduit de ce qui précéde qu'il existe des éléments ¢,..., ¢, de
Hom (G, A) qui sont linéairement indépendants sur End 4 (ce sont les projec-
tions de G sur les différents facteurs de la puissance A* de 4 a laquelle G/H est
isogéne), et des éléments y,, ..., y, de I' qui sont linéairement indépendants sur
O et tels que:

¢i(p(y) - p)=0 pour i=1,...,u et j=1,..,t.

Comme nous lavons déja remarqueé, le fait que y,, ...,y soit linéairement
indépendants sur @ entraine que p(y,), ..., p(y,) sont linéairement indépendants
sur k.

Nous allons reformuler notre probléme en termes d’algébre linéaire sur k.

Introduisons A,=A(F,))/A(F,),, ¢t V=K ®,A, ou I'on considere K et A4,
comme des k-espaces a gauche.

On munit V d’une structure de K-espace vectoriel de la facon suivante:

VyyeK Vxed, 7V -(y®x)=("7)®x.
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L’application suivante identifie Hom, (¥, 4,) et K* =Hom, (X, k):
i;: K* 5 Homy (V, 4,)
P ®x—p(y) - X).
Identifions ensuite, non canoniquement, V et 44 en tant que K-espaces:
iy Vo A§
Y®x—p(y)(x,0,...,0).

Lapplication i, est clairement injective et pour montrer sa surjectivité il suffit
de constater que pour tout x dans A, on a i,(K®x)<=(k - x)* d’ou I'on déduit,
comme ces deux k-espaces vectoriels ont la méme dimension d, que i,(K ® x)
=(k - x)* et enfin quand x parcourt 4, on trouve i,(K ® 4,)=A%.

Maintenant la situation décrite un peu plus haut s’énonce: il existe
@4, ..., p,€ K* qui sont k-linéairement indépendants, et y,, ..., y,€ K qui sont
k-linéairement indépendants tels que

i (@)(y;-i3'(p)=0 pour i=1,...,u et j=1,..., ¢

Ecrivons i;'(p)=) 7,®p, ou les (p) sont k-linéairement indépendants, on a
alors: L

0=i (@)L (v; V@ P)=2 i(v; v1) Py
1 1
et comme ¢;(y;- 7)€k on a pour tout [, tout i et tout j:

oi(y; y)=0.

Mais t+u>d=dim, K et les (¢});_, ., sont linéairement indépendants sur k,
aussi pour tout [ les (y;y));_,,. ., doivent-ils étre k-lincairement dépendants, et
enfin les (y;);_, _, €tant linéairement indépendants sur k il s’ensuit que 'on
doit avoir y;=0 pour tout I, c’est-a-dire i; *(p)=0 ou encore p=0 dans Aj.
Mais on avait fait 'hypothése préalable que p n’était pas un point de torsion,
on obtient donc une contradiction, qui démontre le lemme.

Nous aurons en fait besoin au paragraphe 4 d’une situation produit, ce qui
nous améne a montrer le lemme suivant:

Lemme 2.2. Soient A4,, A,, A, des sous-groupes de type fini de groupes
algébriques commutatifs G, G,, G, qui s’inscrivent dans le diagramme de suites

exactes suivant:
G, G G
>4, Y| A4

#(45,Gy)zmin(u(4,,Gy); u(43, G3)).

S 8

0

3 >0

2

2 3 0

alors
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De plus si les suites exactes sont scindées, on a I'égalité. On en déduit que si A
est un sous-groupe de type fini d’'un groupe algébrique G commutatif et q un

entier 21, on a
u(49, G =u(4, G).

Démonstration. e Soit H, un sous-groupe algébrique de G,, posons
H,=f"'(f(G,)nH,) et H,=g(H,) on a les suites exactes:

0—— H, —— H, —— H; ——0
0——->A1J;Hl————>A2iH2v~——~>A3J\H3
d’ou I'on déduit les relations:
dimH,=dimH,+dimH,
rang, A, "H,<rang; A, nH +rang;A;nH;.
Comme par ailleurs on a:
dimG,=dimG, +dimG,
rang;4,=rangz 4, +rang; 4,
on en déduit les relations suivantes:
codimg, H,=codimg H, +codimg, H,
corang,, 4,"H,=corang, 4, nH +corang,, A;nH,

Zu(4,,G,)-codimg H, +pu(4;,G,) - codimg, H,
zmin(u(dy, G,); u(43,G3))-codimg, H,.

Lorsque H, parcourt I'ensemble des sous-groupes de G, de codimension >0
on obtient:

corang, 4,H

(4,,G,)= min 2>min(u(4,,G,); u(43, Gy)).

H2$G> codimGzHZ

e Quand la suite exacte de groupes est scindée, le sous-groupe H,=G, x H,
montre, pour H, convenable, que:

corang, 4, X(4;nH,) =corang43A3mH3
codimg, H, codimg, H,

“(A29G2)§ =l't(A S’GS)

et de méme le sous-groupe H,=H, x G5, pour H, convenable, montre que:

corang, (4,"H,)x A, corang, 4,nH,

4,,G,)= -
4y Gy)= codimg, H, codimg H,

=,U(A 1 Gl)'
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e Enfin pour la derniére assertion on raisonne par récurrence sur q. On a les
suites exactes scindées suivantes:

0 > Gt > G1 G 0
0 491 47 4 0.

Et donc, d’aprés ce qui précéde, on a:
#(4%, G =min(u(4?~*, G~ 1); u(4, G) = u(4, G).

On considére .#(q,I') agissant sur G% Pour p un point de G appelons 4,
'orbite de p sous .#(q, ). Nous utiliserons par la suite le corollaire suivant des
lemmes 2.1 et 2.2.

Corollaire 2.3. Soit p un point de G qui nest pas de torsion, et A, lorbite de p
sous M (q,T), alors u(4,,G")=r/g.

Démonstration. On peut €crire le point p comme un g-uplet (py, ..., p,) de points
de G. Comme p n’est pas un point de torsion de G 'un au moins des p,...,p,
n’est pas un point de torsion de G. Et, si p, est ce point, 4, contient le sous-
groupe de type fini suivant: {(y; - p;,, ..., 74" Pi)s V15 -+ 7,61} qui nest autre que
la puissance ¢'“™, 4%, de l'orbite 4 de p; sous I' On a donc u(4,, G%) = u(4% G
= u(4, G) d’aprés le lemme 2.2. Et enfin comme p; n’est pas un point de torsion
de G on a par le lemme 2.1, u(4, G)=r/g ce qui achéve la preuve du corollaire.
Pour continuer notre préparation des paragraphes suivants, nous allons
utiliser un plongement de G? dans un espace projectif. On sait qu’il existe un

plongement
¥: G-,

de G? dans un espace projectif IPy qui identifie G? & une sous-variété projective
lisse de IPy. C’est un tel plongement que nous utiliserons dans toute la suite.

Il nous faut maintenant démontrer un lemme décrivant I'action des endo-
morphismes ye.#(q, ') sur ¥ (GY).

Nous choisissons une fois pour toutes y,,...,7y,;, des ¢éléments Z-
linéairement indépendants de I' et nous définissons pour H entier positif

Iy={m;y,+...+my,,0u|m|<Hpouri=1,...,rd}.

Nous énongons alors:

Lemme 2.4. 1! existe un nombre réel C,>0 ne dépendant que de y,...,7,, G et
Y tel que pour tout HeN il existe un recouvrement fini de ¥(G?) (dépendant de
H) par des ouverts de Zariski (U, 4, tel que pour tout ye.#(q,Iy) et tout
a€Ay, il existe une famille de polynomes homogénes F® =(F(",, ..., F\",), en les
variables X,,...,Xy, @ coefficients dans Op, de méme degré <C,H? et de
hauteur < C,(H?+1), tels que pour tout Q=¥ (p)e ¥(G? de coordonnées projec-
tives (X (Q), ..., X y(Q)) la famille

(Fe (X (D), ..., XN(Q)), -, V(X o(Q)s .., X 4(Q))
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pour chaque a€ Ay ou bien soit identiguement nulle, ou bien forme un systéme de
coordonnées projectives du point ¥ (y-p) de Y(GY). De plus, pour tout Q et tout
yeM(q,Iy) il existe un ae Ay et un j tels que F{2(X o(Q), ..., X y(Q)) 0.

Démonstration. Considérons d’abord le morphisme de groupes algébriques
suivant:

@' G4 —(GYy?
P=(P1s-sP) = (V1 Pir--sV1 Pgs s Vea Pis -+ Vra* Py)-

On a pour ce morphisme un recouvrement fini de ¥(G% par des ouverts de
Zariski (Wj)g.p et des familles de (N+1)rd polyndmes homogénes
(D670, ..., 98 Dpep & coefficients dans O de degrés et hauteurs bornés par
une constante ¢, ne dépendant que de G, ¥ et des y,, ..., y,, tels que pour tout
point Q=¥(p) de W, de coordonnées projectives (X, (Q) Xy(Q)), la famille
(P4(X,(Q), .. N(Q)))]_ o....y SOit un systéme de coordonnees projectives du
point lI/((yi-pl, -o+> i+ g)) de W(GY), et ceci pour tout i=1, ..., rd.
Soit maintenant ye.#(q, I), on a
rd
'yz(‘))i,j)i.: 11 ,,,,, q avec ‘))1 i Z mul'yl et Imull =
j=1,....q

pour tout i, j et [. L’action de y sur un point p de G4 s’écrit
P p=7(P1,---,Pg) = ( Z Zm”,v, pj,...).
j=11l=1

On considére alors les morphismes de groupes algébriques:
o((m;;)): (GY? -Gt
q rd
(P1s ey Drd) <, Z Z My Pj1 )
j=11=1

OU p;=(py js -+, Py, )EGH, (LSiSTA).

D’aprés [18] lemme 7 pp. 176-177, et le fait que G est quasi-compact, on
sait qu’il existe une constante ¢, ne dépendant que de G, telle que pour tout H
entier positif, il existe un recouvrement fini (V});.p, de (P(G9)? par des
ouverts de Zariski, et pour toute famille (m,;;) d’entiers satisfaisant |m;;|<H il
existe des (N + 1)-uplets (¢, ..., %) de polyndmes homogenes a coefficients
dans O, de degrés majorés par c, H? et de hauteurs majorées par c,(H*+1)
tels que si Q=(¥(p,), ..., ¥(p,,))€V; de coordonnées multi-projectives

(X$(Q), ..., XJ(Q), ... X¢V(Q), ... X§(Q)

dans (IP,)", alors

@PXPQ), ..., XEOQ)), ., $R(XUQ), ..., XK(Q))

soit un systéme de coordonnées projectives de ¥ (¢((m;;))(Py, ---,p,s) dans Iby.
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On pose alors U, =W, n(Yog' oW~ 1)~1(V,) avec a=(B,f)eByxB =Ay
c’est un recouvrement fini de ¥(G9), et

fy(a) ¢(B)(¢I(ﬂ) gﬁ& ¢(ﬂ)(¢r(ﬁ) ., %ﬁrb))

Clairement pour tout point Q=Y¥(p)e ¥ (G? et tout ye.#(q,I;) il existe un
a€Ay et une famille F*(X,(Q), ..., Xy(Q)) formant un systéme de coordonnées
projectives du point ¥(y- p).

Soit o'+« dans Ay. Les familles £*(X,, ..., X ) et F*)(X,, ..., X ) sont des
systémes de coordonnées projectives de ¥(y-p’) lorsque ¥(p'), de coordonnées
projectives (X,,..., Xy), parcourt un ouvert de Zariski de ¥(G9%. On a donc
pour tout i, je{0,...,N}:

@), p@ _ p@, p) —
Fj.v F},v Fj,v Fi.y |'I’(G")'_0'

Comme F®(X,(Q),...,Xy(Q)) est un systétme de coordonnées projectives de
¥(y-p) il existe un i, tel que F,(X,(Q), ..., X5(Q)) %0, et 'on a donc:

10,7

F2)(X(Q).
ER(X Q)
Ceci montre que si F*)(X(Q))=0 la famille F*(X(Q)) est identiquement nulle

et sinon elle forme bien un systéme de coordonnées projectives du point
Y(y-p). Nous avons ainsi complété la preuve du lemme 2.4.

Vj=0,..,.N F3X(Q)= F(X(Q)).

3. Le théoréme principal

On reprend la situation du paragraphe précédent avec, notamment,
M(q,I)=EndG? et ¥: G!— IP, le plongement projectif déja choisi.
Soit p un point de G=G(F,), nous posons la définition suivante:

Définition 3.1. Un point p de G sera dite propre pour Paction de I, s’il existe un
homomorphisme analytique injectif

e V-G

d’un sous-groupe ouvert ¥~ de F, dans I'ensemble des points F-rationnels de G,
contenant un sous-groupe d’indice fini de I'orbite de p sous laction de I

Remarquons que dans le cas ou v est une valuation archimédienne, on aura
v =R ou C, et si v est une valuation ultramétrique, ¥~ sera un sous-groupe
compact de F,.

Le théoréme que nous allons montrer au paragraphe suivant s’énonce:

Théoréme 3.2. Soit p un point d’ordre infini de G propre pour laction de I Soit
X la plus petite sous-variété algébrique de G définie sur @Q et contenant p. Alors
ona:

dim X Zmin{gdr/(4g+2r);(gdr—2g—r)/(2g+71)}.

Remarquons tout de suite que la variété X est irréductible. Nous allons
maintenant déduire le corollaire 0.1 du théoréme 3.1.
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Déduction du corollaire 0.1. On prend G=E* et si U est 'anneau des endomor-
phismes de E, on pose ['=A+... + AP~ ! et K=Kk(B). On peut supposer que f
est un entier algébrique. La représentation p est 'homomorphisme qui, a un
¢élément yeK, fait correspondre dans .#(d,k) la matrice dans la base 1,...,5"!
(par exemple) de 'endomorphisme de multiplication par y. Il est alors clair que
le point (expg(u), ...,expg(B*~ 'u))e E* est propre pour l'action de I’ (Tout point
de E? est propre pour laction de 20) On est donc dans la situation du
théoréme avec g=1 et r=2 ou 1, suivant qu’il y a ou n’y a pas des multiplica-
tions complexes sur E. Enfin la dimension de X n’est autre que le degré de
transcendance du corps Q(@(u), ..., @ (B 'u)), et le théoréme de Schneider
nous assure que ce degré est = 1.
On a encore le corollaire suivant:

Corollaire 3.3. Soit A une variété abélienne simple définie sur F de dimension
g=2 et de type C.M. Soit p un point de A(F), propre pour End A, et dordre
infini. Alors le corps de définition de p a un degré de transcendance =g/4 sur Q.

Démonstration. On prend G=A et '=EndA4 (et K=k). Comme A4 est a
multiplications complexes, on a rang,I'=2g et p est un point de G propre
pour I' qui n’est pas de torsion, le théoréme avec r=2g et d=1 entraine
immédiatement le résultat si g>2. Dans le cas g=2 on sait que dimX >0 (cf.
[187], p. 106).

Soit TG l'espace tangent a l'origine du groupe G. On sait que I'application
exponentielle exp; du groupe de Lie G définit un difffomorphisme local a
lorigine de TG(F)~F!* vers G. Elle peut étre représentée, au moyen du
plongement ¥, par des fonctions ©,,..., @, analytiques sur un voisinage de %,
de lorigine de F*? qui ne s’annulent simultanément en aucun point de Z,.
Dans le cas archimédien (voir 18 p. 198) on peut choisir &, =IR#¢ ou C* et les
fonctions @, ...,0, sont d’ordre strict <2. Dans le cas ultramétrique, %, est
nécessairement un sous-groupe compact de F#%

Un homomorphisme analytique &: ¥ —G se factorise par I'application
exponentielle de G, plus précisément on a (cf [18] p.22) le diagramme
commutatif suivant ou & est une application F-linéaire, de F, dans TG(F):

yx/@o
Z..

Appelons ¢, ¥ —G? (resp. Z,: F!— TG*) T'application produit déduite de ¢
(resp. &£). En composant avec le plongement projectif ¥ de G? on obtient avec
2=(zy,...,2)e¥":

Voe(2)=Y oexpgq.° £ (2)=(0o(2), ..., py(2)).

ou @, ..., @y sont des fonctions analytiques de g-variables dans ¥
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Soit p un point de G vérifiant les hypothéses du théoréme 3.2. On peut
supposer, quitte & remplacer p par un de ses multiples, que l'orbite de p sous I’
est contenue dans I'image de &. Notons & I'idéal premier homogéne de 'anneau
F[X,, ..., X y] suivant:

&=(PeF[X,,...,Xx]; P(¥(p,...,p)=0).

Soient Ly, ..., Ly des formes linéaires dans F[X,..., Xy].
Et on dira que L,eF[X,,...,X ] est entiére sur F[L,,...,L; ;] modulo &
s’il existe une équation de dépendance intégrale ReF[L,,...,L;] telle que:

R(Lg,...,L)=L"+a, ;(Lg,...,L;_ )L}~ '+...+ay(Ly,...,L;_,)€8.

On note x la dimension projective de l'idéal &, c’est aussi la dimension de
la variété X du théoréme 3.2.

Pour pouvoir appliquer a la fin de la démonstration du théoreme 3.2 le
critere d’indépendance algébrique du §1 (théoréme 1.4), nous sommes amenés
des a présent a «normaliser» convenablement le plongement ¥: G‘—IB,, par
une transformation linéaire des X,,..., Xy a coefficients entiers. Ce sera le
lemme 3.5, mais auparavant montrons le résultat suivant que m’a communiqué
D. Masser, que je remercie ici.

Lemme 3.4 (D. Masser). Soient Lo, ...,L, des formes linéaires en X,...,Xy d
coefficients dans Q. Il existe une constante S=S(¥(G%);L,,...,L,), telle que pour
tout entier s> S et tout entier k=0, ...,n, la forme linéaire,

L =Ly+sL,+...+s"L,

s'annule en un point de torsion de ¥ (GY) si et seulement si les formes L,,...,L,
s’annulent toutes en ce méme point.

Démonstration. Soit H,,  la hauteur absolue sur IPy(Q) (pour une définition de
logH,, (X,,..., Xy) on se reportera a [18] p. 19). Sur ¥(G4(Q)) on a la hauteur
de Weil E(p’)———logHabs(p’), p'e¥(G4(Q)), et on sait qu’il existe une constante c,
ne dépendant que de ¥(GY) telle que si p’ est un point de torsion de ¥(GY)
alors ﬁ(p’)§cl. Si PeQ[Y]\{0} on définit H,(P)=H,,.((Po,---» D) dans I,(Q)
ou P(Y)=p,Y"+...+p,,. Les deux faits suivants sont alors classiques (cf. [18]
p. 21)

(i) Ho(P)Z1 pour PeQ[Y]\{0},

(i) Ho(P-Q)ze **"¢.Hy(P)-H,(Q) pour P, QeQ[Y].
Si donc L, s’annule en un point p’ de torsion de ¥(GY), soit x=(xg,...,Xy) Un
systtme de coordonnées projectives de p’ dans @, le polynome P(Y)=L(x)
+...+L,(x) Y* de Q(Y] s’annule en Y=s on a donc:

P(Y)=(Y-s)-Q(Y)
d’ou, si P#0:
s=Ho(Y—5)SHo(Y—5)-Hy(Q)SHo(P)-&F

<y Hypy(x) €Sy 0041y 000
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ou ¢, ne dépend que de L,,...,L,. Si S=c,e"*" et s>S on a une contradic-
tion qui entraine que P =0, cest-a-dire Ly(x)=...=L,(x)=0 et montre bien
que les formes linéaires L, ..., L, doivent s’annuler au point p".

Lemme 3.5. Il existe N+1 formes linéaires L,...,Ly en les X,,...,.Xy d
coefficients entiers rationnels, linéairement indépendantes, telles que pour
i=x+1,...,N la forme L, soit entiére sur F[L,,...,L,_,] modulo & et que de plus
L, ne s’annule en aucun point de torsion de ¥Y(GY).

Démonstration. On déduit aisément du lemme 3.4 qu’il existe N+1 formes
linéaires indépendantes et ne s’annulant en aucun point de torsion de ¥(GY).
(Appliquer ce lemme avec n=k=N, les formes linéaires X,,..., Xy et prendre
s=S+1,...,S+N+1). Soient I}, ..., [}) ces formes linéaires, on peut les sup-
poser indexées de sorte que les images de LY,...,[V) dans F[X,,...,Xy]/&
forment une base de transcendance de ce domaine intégre de type fini.

Et maintenant nous allons construire par récurrence les formes L, en
commengant par Ly.

Comme hypothése de récurrence supposons, pour k <i<N, construites les
formes linéaires Ly, Ly_,...,L;, ; ainsi que des formes linéaires L9),..., L ne
s’annulant en aucun point de torsion de ¥(GY) et telles que L ., Ly soient
entiéres sur F[LY,...,[?] modulo & et que l'on ait

P10

FILY,...,[),L;, ,...,L\]=F[X¢, ..., Xy

Nous allons alors construire des formes linéaires LY, ..., [ =1 ne s’annulant
en aucun point de torsion de ¥(GY) et telles que LY, ..., [} soient entiéres sur
FLLS Y, ..., [~ D] modulo & et que

FLLEY, LD IO L ..., Ly]=F[X,,...,Xy].

En posant L,=L? nous serons ramenés a ’hypothése de récurrence avec i—1
au lieu de i (en effet les formes linéaires L, ,,...,Ly étant entiéres sur
F[LY,..., "] seront également entiéres sur F[LE~Y, ..., [¢~ 1] modulo &).

Comme i>k on peut supposer, quitte & réordonner les formes linéaires
LY, ..., I que la forme LY est algébrique sur F[LY,...,[? ;] modulo &. Soit
donc R,(Y;Y,,...,Y;_ ;) un polynéme homogéne, a coefficients dans F, %0, et
tel que R,(LY;LY,...,[P ))e&. On note m son degré. On fait alors la substitu-
tion de variables:

Z;=L9+s,L pour j=0,...,i—1

ou s, ...,S;_, désignent i éléments de F.
Le polyndme R, sécrit alors en fonction de Z,,...,Z; ,L}:

R, (LY LY, .. L) )=R,(I')Z,,....,Z;_)=R(1, =Sg, ..., —8;_ )(LD"+...

ou les pointillés désignent un polynéme en Z,,...,Z; , et L? de degré en
LY<m,
On choisit alors s, ...,s;_, dans Z de sorte que pour j=0,...,i—1 on ait

s;>S(P(GY); L, I (cf. lemme 3.4 avec k=1) et R (1, ~s,,..., —5;_;) #0, ce qui
est possible car R, est un polynéme homogéne 0.
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On pose LY=L +s;L). Daprés le lemme 3.4 et le choix des s; on sait
que L~ ne s’annule en aucun point de torsion de ¥ (G pour j=0,...,i—1.

Comme R, (1, —sg,..., —5;_;)*0 la relation R,(L?,L%,...,[{-D)e& est
une relation de dépendance intégrale de LY sur F[L5 Y, ..., L[~ ] modulo &.

Drautre part on a ILP=IL%"Y—s [P, Tlintégralitt de LY sur
FILG Y, ., [i-D] modulo & entraine celles de L),...,L[Y ,, de plus il est
également clair que

FLLED, . 18D 9 = F[L9, ..., ¥, 19].

Pour i=N,...,k+1 on pose L;=LY et pour i=0,...,x on note L,=L. Ces
formes vérifient les assertions du lemme 3.5.

Remarquons, pour terminer ce paragraphe, que les formes linéaires
L,,...,Ly fournies par le lemme 3.5 ne dépendent que de G, ¥ et &. Dans le
paragraphe suivant, nous nous placerons systématiquement dans la situation
«normalisée» suivante: X,..., X, désigneront les formes linéaires L,...,Ly
données par le lemme 3.5 et ¥ sera la notation du plongement de G? dans IB,
obtenu en composant le plongement considéré au début de ce paragraphe avec
la transformation linéaire définie par L, ..., Ly.

4. Démonstration du théoréme 3.2

dr

2 . , ,
On peut supposer que gd—1—7g>0. Sinon rgl et I’énoncé du

théoréme 3.2 est trivial. Soient alors D un entier arbitrairement grand, ¢ un
nombre réel tel que

2
0<g<gd—1—7§

et ¢ un entier vérifiant
gd(gd+1)
q+gd

Les constantes ¢, ¢,, ... ne dépendent pas dans tout ce paragraphe de D.

Soit ¥={PeF[X,,...,Xy];PlyGq=0}, c’est un ideal homogene de codi-
mension N —gdgq (car dim Y(G%)=gdq) de F[X,,..., Xy]; Reprenons les fonc-
tions ¢, ..., @y introduites au paragraphe précédent, et soit B(O,R,) une boule
circonférenciée contenue dans ¥, on peut alors énoncer:

Lemme 4.1. Pour tout entier D>c,, il existe un polynome P de Z[X,,...,Xy]
homogéne de degré D et de hauteur bornée indépendamment de D tel que:
(i) P¢Y,
(ii) si @(zy,...,2,)=P(@o(2),...,p5(2)) on ait pour 0<R=R,;
sup {|(2)],} Sexp(c, D**~*-1og(R/Ry)+¢, DR?).

zeB(O,R)
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Démonstration. Nous allons construire un polynéme PeZ[X,,..., X ] de degré
D tel que P¢% et que la fonction:

(D=P((p0’ '-"(pN): B(O5RO)*)E;

sannule & un ordre = T=[c;D**~*]+1 & lorigine, et que H(P)<c,.

Soit Z un systtme maximal de mon6émes de degré D linéairement
indépendants modulo ¥. On sait que, ¥ étant de codimension N —gdg, le
cardinal de Z est =c D#%. La fonction & sécrit (on a noté X*=Xpx...
x X3M):

D=3 PO X .. XN
X2eZ
On choisit des bases de F! et TG(F)? ainsi qu'une base de transcendance
& & du corps F(&4,...,E,w) engendré sur F par les coefficients de la
matrice de l'application linéaire & écrite dans les bases choisies de F! et
TG(E).
En développant les fonctions ¢, ..., @, en-séries enti€res au voisinage de O,

ona:
D)= ) (Y a,,p)2) x... X209,

velNd X2deZ

ou les a; , sont des éléments du corps F(&,,..., ¢, w).
Les a, , peuvent s’écrire:

a4 =A; (& EW)/B(EY, .., &)

ou A4,, est un polynome de F[Y,,....Y,Y] de degré total =cq|v| et de
hauteur

Sce(|Al+|v]-loglv]), (oulv|=v +...+v et]|d[=4o+... +4y).

On a s=<gd. Les équations ( ) a, ,-p;=0),,_, donnent donc au plus ¢, T?**
Xdez ~ -

équations linéaires en les (p,),. s, & coefficients dans Z et de tailles majorées
par ¢gT-logT. o

Le lemme de Siegel nous permet (cf. [19], p.10) de trouver une famille
(Py)yzez d’éléments de Z, non tous nuls, vérifiant:

Z_aj,‘,-pizo pour tout velN?; |v|<T

X2-F
et telle que:
DEI-9@+5) gd(s+1)
d
i&?si{lpil}éexp (cgpx ._Bm_),s_cm (car8>T)_
Comme on sait que les fonctions ¢, ..., ¢y sont analytiques sur m (et

dans le cas archimédien d’ordre 2) on a donc:

Y lag.,l,-RY'<exp(c,, DR}) pour X?*eZ.

veN?
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D’ou I'on déduit que, pour R<R,:

sup {2@I}= Y | Y a,,-pyl,- R
zeB(0O,R) V2T X4eE
R\T v
§§ (‘“’) | E: aj v pllvlzhl
Ro veN? XZeZ

R\T
= () TSl RE)
0 Ae

g velN?

R\T 2
<(5) e DRY).

0

Ceci achéve de démontrer (ii). Comme les (p,)ys.z sont non tous nuls on a
bien également (i). o

Soit C, la constante ne dépendant que de ¥(GY%) intervenant dans le
théoréme de Masser-Wiistholz (cf. [10], p. 490).

D \s&/r . .
Posons H = [gdq (C_) ] +1, soit P le polynome fourni par le lemme 4.1,

0
considérons I'idéal suivant de I'anneau F[X,, ..., X y]:

Jo=(&, P(E®, ...,F®); yeM(q, Ty) et aeAy).

0,7

Comme 29, si (xg, ..., Xy) est un systéme de coordonnées projectives d’un
point p’ de IP, qui vérifie:

VOeJy,  QO(xg, ..., xy)=0

alors on sait que p’ est un point de ¥(GY) et que 'on a de plus pour tout y de
M (q, I'y) et au moins un « de Ay (dépendant de 7):

0=P(FS(Xgs +r Xy s FP (Xg» --s Xy))

ou (E‘,"‘y’(xo, ooy Xy))izo.....n €St €gal a un systéme de coordonnées projectives du
point y-p". En conclusion, si p’ appartient a la variété des zéros de J;, dans
IP,(@Q), que I'on notera & (Jp), le polynéme P de degré D s’annule sur:

MG, Ty) - p'={y-p"; yeM(q, T}y)},
et comme P¢% le théoréme principal de [10], p.490 nous permet d’affirmer
que ,
w(A (g, I)-p', ¥(G))<r/g.

Cette inégalit¢ comparée au lemme 2.3 entraine que p’ est un point de
torsion de ¥(GY), et on peut énoncer le lemme:

Lemme 4.2. (i) Si p'e Z(Jp) alors p’ est un point de torsion de ¥(GY).
(ii) La codimension de l'idéal homogéne J, de F[X,, ..., Xy] est ZN.

Démonstration. Nous venons de démontrer (i), et (ii) s’en déduit
immeédiatement.
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Dans le but d’appliquer les théorémes du paragraphe 1, pour conclure la
démonstration du théoréme 3.2, nous devons donner des estimations
arithmétiques et analytiques pour les générateurs de I'idéal Jp,.

On reprend le point p fixé au paragraphe 3 dont lorbite sous I est
contenue dans I'image de ¢&. On pose p=¢(z,) et z, =(z,, ..., z,) € FL

Lemme 4.3. Il existe des constantes c,, et ¢, telles que pour tout entier D>c,
D \g&r
et si H= [gdq (C—) ] +1, pour tout ye M (q, I'y) et a€Ay,
0

(i) P(FEL(X), ..., FY,(X)=P, (X) soit un polynome homogéne de
2g+r

Ol Xy, ..., Xy] de degré et de hauteur <c,,-D r
(ii) |P, ((@o(2y), .., @y ()|, Sexp(—c, 3 D#479).
Démonstration. () En utilisant le lemme 2.4, 'on constate que P,, est un

polyndme homogene de Up[X,, ..., Xy] de degré <C,DH? et de hauteur
<c,,D(H?*+1), I'assertion (i) du lemme 4.3 en découle immédiatement.

(i1) On sait que, puisque 'orbite de p est contenue dans 'image de &, pour
tout yeI il existe au moins un z €¥” tel que y - p=e(z,).

Choisissons arbitrairement des z,,...,z,, dans ¥  tels que y;-p=¢(z,)

(i=1,...,rd) pour la base y,,...,y,, de I' fixée au §2. Et pour y=m y, +
+mrd ')),dEr on pose Zy_ml Zy1+ +mrd Yrad® On a bien 'Y'p=8(Zy).

Enfin pour y=(7"/), .; ;<,€-#(q, ') on pose,

q
z ) avec ZW:Z Z0se

z =(zy’1, s Zy g

b
Et donc (¢(z,), ..., y(z,)) et un systéme de coordonnées projectives du point
(-, ..., p) de P(G).
Ainsi si @(z,)eU, et si i€{0,..., N} on a équivalence entre (pi(zyH:() et
Fi(,aJ(Q(Zl))#O, et alors:

o F® F@
P o(@(2)=[F(@(z)]*" - P ( F‘L.f((‘”fz ;)’ ”()((z((f)))) )

= [F9(p(z,)]*7 - P (Z(‘ZZ)) . ‘;;z)))

_ (Fi‘.“;@(zl» I
(pi(zy)
ou 9(zl)=(¢o(zl)’ v ON(Z4))

Nous devons maintenant distinger le cas ou v est une valuation
archimédienne et le cas ou v est une valuation ultramétrique.

P(po(2,), ..., on(2,)

ii,a) Le cas ou v est ultramétrique:

Dans ce cas ¥~ est un sous-groupe ouvert de F, et il existe une boule B(O, R)
circonférenciée de Ff contenue dans ¥ telle que tous les z, (yeI') soient dans
B(O, R), on choisit un R,>R tel que, B(O, Ry)= 7™ Le lemme 4.1(ii) nous
assure que pour yel":

|®(z,)|, Sexp(—c, s D*7°).
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(La constante c,s; dépend du choix de R et R, mais celui-ci est fait
indépendamment de D.)

Soit | le nombre premier associé a v; quitte a considérer dans ce qui
précede le point Y- p au lieu du point p avec ve N, on peut supposer que les
boules B(O, R) et B(O, R,) sont suffisamment petites pour qu’une des fonctions
@q, ---, @y ne sannule pas sur B(O, R,), soit ¢; une fonction réalisant cette

condition. On a min_ {|,(z)|,} =c,,>0 et Ton déduit donc de ce qui
z2e B(0, Ro)

précéde et du fait que DH? <c,,D®* "¢ que

P, o(@(z )], Sexp(—c 3 D).

ii,b) Le cas ou v est archimédienne:

Dans ce cas ¥ =R ou C et posant R=c,gH tous les z, (yel}) sont dans
B(0, R), on prend R,=2R et I'on applique le lemme 4.1(ii) qui donne, pour
veM(q, I): i
|‘I’(Zy)|u§CXp(—019Dg )
(DR?><c,,D#*~¢ car e<gd—1—2g/r).

Nous allons maintenant montrer que

min { max I</>( ).} Zexp(—coR?).
zeB(O,R) i=0,.

Pour cela il suffit de montrer que si B(O, R) est la boule centrée en O de
rayon R de TGY(C)~C&" on a, en reprenant les notations du début du § 3:

min { max |@(u)|}>exp(—czoR2)
ueB(O,R) i=0,.

Mais cela est une conséquence facile de ’existence des équations fonctionnelles
des fonctions théta.
Combinant cette minoration avec la majoration de |®(z,)], et I'égalité:

F2(o(z,)
i(z)

on trouve finalement: |P, ,(¢(z,)), <exp(—c,;D* % ce qui achéve de montrer
le lemme 4.3.

da°p

@(z,)l,

v

P, (@), =

Démonstration du théoréme 3.2. Réindexant les générateurs de I'idéal J,, on
peut écrire J;, sous la forme:

Jp=(&, P, ..., P)

ou & est I'idéal homogene premier de F[X, ..., Xy] de dimension « égale a la
dimension de la variété X intervenant dans le théoréme 3.2, tel que
F[X,, ..., Xy]/& soit une extension entiere de F[ X, ..., X, ], et que:

e(po(z,), ..., o5(z,))=0 pour tout e dans &.
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Les polyndomes P® sont des éléments homogénes de Op[X,,..., Xy] qui
vérifient les assertions suivantes pour i=1, ..., m(D):
2g+r
(i) d°P® et (P <c,,D r (lemma 4.3(i)),
(i) IB®(@o(2y), .., on(2,)|, Sexp(—c; 3 D %) (lemme 4.3 (ii)).

De plus comme X, ne sannule en aucun point de torsion de ¥(G?%, on
conclut du lemme 4.2 que la forme linéaire X, n’est pas diviseur de zéro
modulo VJ, (ce qui sécrit encore, cf §1, VJp:Xo)=VJp). oU
R=F[X,,..., Xyl

2g+r
Posons: é(D)=a(D)=[c,, D " ]+1. Si pour une infinité de D les idéaux
Jp sont de codimension N +1, le théoréme 1.3, joint a la non nullit¢ de ¢(z,),
nous permet de conclure que pour de tels D on a

D=t <y (e (D).
2g+r
Comme o(D)=[c,,D * ]+1 en faisant tendre D vers I'infini, on obtient:

(gd—s)r_I.

>
k= 2g+r

Si 'on n’est pas dans ce cas, alors il existe un D, tel que pour tout D>D, les
idéaux J, soient de codimension N (a cause du lemme 4.2(i1)). Comme le point
p considéré dans le théoréme 3.2 n’est, par hypothése, pas de torsion et que
d’aprés le lemme 4.2(i) la variétée Z(J,) des zéros de J,, dans IPy est contenue
dans les points de torsion de ¥(GY), le théoréme 1.4 nous permet de conclure
que: k=(gd—¢e)r/(4g+2r).

La construction du lemme 4.1 ayant été faite pour tout 0<e<gd—1-2g/r
on en déduit que

d d
K=min g4y —-1; gar .
2g+r 4g+2r

Le théoréme 3.2 est ainsi démontré.
Nous avons donc démontré, lorsque gdr—2g—r>0, que

. dr . . . .

dlmX_Z_4 g+2 >0 si p n’est pas un point de torsion. Il existe des cas, quand
dr grer . . . .
2g n <1, ou le point p considéré peut-&tre algébrique sans étre de torsion.

g+r

Nous discutons dans la liste ci-dessous les différentes situations possibles avec
gdr_y
2g+r—

Avant d’aborder la discussion, nous voulons souligner un point: la
définition de propre pour I' (définition 3.1) que nous avons donnée au paragra-
phe 3 n’est pas équivalente, dans le cas archimédien, au fait qu’il existe un
¢lément de TG(F,), 'espace tangent a I'origine de G, dont I'image par I'applica-
tion exponentielle de G soit p, et qui soit propre pour l'action naturelle de
I'application tangente a p(y) sur TG(F,) pour tout y dans I'. Si un point p
vérifie cette derniére assertion, nous dirons qu’il est fortement propre.
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1) r=1,d=1 et g quelconque: tous les points de G sont fortement propres pour
(O =Z. On ne peut donc espérer montrer en général que dim X > 0.

2) r=1,d=2 et g=2: le probléme de savoir si dim X >0 est encore ouvert (cf.
[18], p. 105) méme pour les points fortement propres.

3) r=1, d=2 ou 3 et g=1: le théoréme de Schneider nous assure que
dimX >0 si p est fortement propre (cf. [2] pour le cas ultramétrique). En
général, le probléme est ouvert. En particulier si g est une fonction elliptique
de Weierstrass, ,; une période non nulle et u un point algébrique de ¢, non

2
de torsion, le nombre p (——A}ﬁ——) est-il transcendant?
o+ o} +8u?
4) r=2, d=1 et g quelconque: si G est une variété de type C.M. et 7 un
nombre irrationnel dans le corps des multiplications complexes fixé par le type
C.M.; alors tous les points de G sont propres pour @#=Z+Zzt. On ne peut
donc dans ce cas espérer montrer en général dim X > 0.

S) r=2,d=2 et g=1: le théoréme de Schneider nous assure que dim X >0 si p
est fortement propre (cf. [18]). En général, le probléme est ouvert, (voir le
cas 3).

6) r=3, d=1 et g=3: le théoréme de Schneider donne encore dimX >0 si p
est fortement propre et non de torsion (cf. [1]). L’hypothése r=3 exclut g=1
ou 2.

7) r=4, d=1 et g=2: on sait que dim X >0 si p n’est pas de torsion et est
(fortement) propre (cf. [18], p.106). L’hypothése r=4 exclut g=1, en outre
dans ce cas particulier propre entraine fortement propre.

5. Le cas sans torsion

Ce paragraphe repose sur une suggestion que m’a aimablement faite
G. Wiistholz. Je veux I'en remercier en ces lignes. Grace a cette idée, nous
pouvons énoncer en reprenant les notations des paragraphes 2 et 3:

Théoréme 5.1. Soit p un point de G propre pour Paction de I'. Soit X la plus
petite sous-variété algébrique de G définie sur Q et contenant p. Alors si X ne
contient aucun point de torsion de G on a:

dimX >(gdr—2g—r)/(2g+7).
Avant de démontrer le théoréme 5.1, déduisons-en le corollaire 0.2.

Déduction du corollaire 0.2. Soit E la courbe elliptique associée a la fonction
elliptique g. Considérons le plongement canonique de Weierstrass ¥,: E—~IP,.
On peut voir ¥,(E)* comme une sous variété de IP4. Soit p le point de ¥, (E)*
de coordonnées multiprojectives (g (u), o'(u), 1; ...; (B~ u), ' (B*~1u), 1)
(rappelons quaucun des points u, fu, ..., f°~'u n'est pdle de g daprés le
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théoréme de Schneider). Soit X la plus petite sous-variété de G= ¥, (E)* définie
sur @ et contenant p; puisque g (u) est algébrique, cette variété est contenue
dans {p,}xIP4~' si p, est le point de IP, de coordonnées projectives
(9 (u), 9'(u), 1). Et comme p, n’est pas un point de torsion de ¥,(E) (car aucun
multiple entier de u n’est pdle de @), {p,} xIP4~! ne contient aucun point de
torsion de G. Il en est donc de méme de X.

Si A est 'anneau des endomorphismes de ¥,(E) on prend I'=UA+...+
ABI-1 (B étant supposé entier algébrique). Comme au §3, p. 19, si la
représentation p est ’homomorphisme qui a yeK fait correspondre dans
M (d, k) la matrice dans la base (1, ..., =) de ’endomorphisme de multiplica-
tion par y, le point p est propre pour I (il est méme fortement propre). On est
donc dans la situation du théoréme 5.1 avec g=1 et r=2 (resp. 1) s’il y a (resp.
n’y a pas) des multiplications complexes. On a donc:

. — d d
dim X = deg tg@( (B ., (B~ w) 251 (resp. 5-1).

Enfin on sait d’aprés le théoréme de Schneider que 'on a toujours dim X = 1.

Démonstration du théoréme 5.1. Elle coincide jusque, et y compris le lemme 4.3
avec la démonstration du théoréme 3.2, §2, 3 et 4, dont on reprend ici les
notations, sauf pour le lemme 4.2 ii qui est remplacé par:

Lemme 5.2. (i) si p'e % (Jp) alors p' est un point de torsion de ¥ (GY),

(i) la codimension de lidéal homogéne J,, de F[X,,...,Xy] est égale a
N+1.

Démonstration. La démonstration du point (i) est identique a celle du point (i)
du lemme 4.2. D’autre part, J;, contient I'idéal homogene de F[X,, ..., Xy]1:

E=(PeF[Xy, ..., X\1; P(¥(p, ..., p)=0).

Et donc Z(Jp)< P(X9, mais comme X ne contient aucun point de torsion de
G, la sous-variété ¥(X9 ne contient aucun point de torsion de ¥(GY), et
combinant ce fait avec (i) on en déduit que Z'(J,,) est vide, d’ou le (ii).

La suite de la démarche de la démonstration du théoréme 5.1 reprend, en
plus simple, la fin de la preuve du théoréme 3.2. Nous donnerons les détails.
Les constantes c,,c,,c;,c4, ne dépendent pas de D. Réindexant les
générateurs de I'idéal J;,, on peut écrire J;, sous la forme:

Jp=(& PP, ..., P,

ou les polynémes P® sont des éléments homogenes de Op[X,, ..., X\] qui
vérifient les assertions suivantes, pour i=1, ..., m(D):
2g+r
(i) d°P® et h(PP)<c,D r (lemme 4.3(i)),
(i) B2 (2,), .., @y (2 ), Sexp(—c, DF=?) (lemme 4.3(ii)

Pour tout D les idéaux J, sont de codimension N +1 (lemme 5.2(ii)). Le
théoréme 1.3 joint & la non-nullité¢ de ¢(z,) nous permet donc de conclure que
pour de tels D on a:

ped-¢ §C4 . D2g+rinG+1)
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. . . . d—e)r .
En faisant tendre D vers l'infini, on obtient Kg(%—:—)—— 1. La construction du
g+r

lemme 4.1 ayant été faite pour tout 0<g<gd—1—2g/r, on en déduit que:

d
dimX =x2> gar —1;
2g+r

ce qui est bien l'affirmation du théoréme 5.1.
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