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Uber das Abelsche Analogon
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GauBstrasse 20, D-5600 Wuppertal, Bundesrepublik Deutschland

1. Einleitung und Ergebnisse

Genau vor hundert Jahren, im Jahre 1882, bewies F. Lindemann [7] ein
bemerkenswertes Resultat iiber lineare Unabhéngigkeit von Werten der Expo-
nentialfunktion. Insbesondere bewies er das folgende Resultat. Es seien
o, ...,o, algebraische Zahlen, welche linear unabhingig iiber den rationalen
Zahlen seien. Dann sind die Zahlen

a @,
eM, ..., e

algebraisch unabhidngig iiber dem Korper der algebraischen Zahlen. Beinahe
fiinfzig Jahre lang war dies das einzige ernsthafte Resultat iiber algebraische
Unabhingigkeit, bevor Siegel Lindemann’s Methode auf sogenannte E-Funk-
tionen ausdehnte und so zum Beispiel algebraische Unabhdngigkeit von Wer-
ten der Besselfunktion bewies. Siegels Methode wurde spiter betrdchtlich von
Shidlovskij erweitert.

Erst kiirzlich entwickelten nun D.W. Masser und der Autor [10, 11] eine
neue Methode, um die algebraische Unabhingigkeit von Werten einer weiteren
Klasse von Funktionen zu beweisen, welche zum Beispiel abelsche Funktionen
enthdlt. Diese Funktionen treten auf als Komponenten der Exponentialabbil-
dung einer algebraischen Gruppe. Die Methode griindet sich auf die sogenann-
ten Nullstellenabschdtzungen auf Gruppenvarietidten, welche von D.W. Masser
und dem Autor in [9] eingefiilhrt wurden. Zum Beispiel gilt das folgende
Resultat. Es sei g eine WeierstraBsche elliptische Funktion, welche iiber @
definiert sei, und N und k seien positive ganze Zahlen mit N >3-2%*2(k+7).
Dann sind wenigstens k der Zahlen

P, ..., p(n")

algebraisch unabhiingig iiber Q.
In einem Spezialfall verschirfte kiirzlich P. Philippon [14, .15] diese Metho-
de und erzielte das folgende Resultat. Sei g wie oben die WeierstraBsche
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elliptische Funktion und u eine komplexe Zahl sowie « eine algebraische Zahl
vom Grade d=2. Ist p definiert fiir die Zahlen u, au, ...,a 'u, so sind
wenigstens d/6 der Zahlen

@), p(aw), ..., (o~ 1u)

algebraisch unabhidngig tiber Q. Ist u ein algebraischer Punkt unendlicher
Ordnung und besitzt o komplexe Multiplikation, so ist Philippon unter Be-
nutzung einer Idee des Autors, die wesentlich fiir die vorliegende Arbeit ist, in
der Lage, die Zahl d/6 durch max (1, (d —2)/2) zu ersetzen.

In dieser Arbeit werden wir ein Resultat tiber die algebraische Unabhingig-
keit von Werten abelscher Funktionen beweisen, das unter gewissen zusitzli-
chen Voraussetzungen das abelsche Analogon des Lindemannschen Ergebnis-
ses liefert. Dieses Ergebnis wurde in [19] vom Autor angekiindigt. Das erste
Resultat in dieser Richtung und Schirfe stammt von G.V. Choodnovsky [4],
der den elliptischen Fall unseres Resultats fiir n <3 bewies.

Wir werden nun einige Bezeichnungen einfiihren, um unser Ergebnis dann
anzugeben. Dazu sei A4 eine einfache abelsche Varietiit, die iiber @ definiert sei
und die Dimension d besitze. Der Ring der Endomorphismen End 4 von A4 ist
eine Divisionsalgebra und wir setzen k=(End A)®Q und m=[k:Q]. Sei o/
eine integre Unteralgebra iiber k von M, (k) der Dimension n iiber k. SchlieB3-
lich sei © ein Untermodul von o/ iiber End A4, der gleichzeitig eine Ordnung in
o sei.

Bezeichnen wir mit T(A4") den Tangentialraum der abelschen Varietit im
neutralen Element der Gruppe, so operiert die Algebra @ in natiirlicher Weise
auf diesem Vektorraum. Diese Operation kann in der folgenden Weise be-
schrieben werden. Es sei y ein Element von . Da ¢ eine Ordnung in .o/ und
eine Unteralgebra von M, (k) ist, kann y als eine Matrix y=(y;;) mit Elementen
7;; aus End A4 geschrieben werden. Diese konnen wir als Endomorphismen von
T(A), dem Tangentialraum von 4 im neutralen Element, auffassen, welche das
Periodengitter stabilisieren. Sei z=(z,,...,z,) in T(4" fir z; in T(4) und
1 <i<n Dann setzen wir

V- Z=W,

wobei w=(w,, ..., w,) definiert ist durch
W, =% 1Z;+...+y,2, (1ZiZn).

Hierdurch wird eine Operation von @ auf A" vermittels der Exponentialabbil-
dung definiert. Wir bezeichnen fiir Elemente y in ¢ und g in A" mit y-g das
Bild von g unter dieser Operation. Ferner sei p=p(g;0) die Dimension der
kleinsten analytischen Untergruppe B (s. [21]) von A", welche iiber @
definiert sei und die Bahn @g von g enthdlt. ¢ stabilisiert dann B und man
erhilt damit eine Darstellung von @ in der allgemeinen linearen Gruppe
G L(T(B), Q). Diese Darstellung ordnet einem Element aus ¢ sein Differential
zu. Da die Elemente aus ¢ wie auch B iiber Q definiert sind, erhalten wir ein

Element aus GL(T(B),Q) (siche hierzu auch [14]). Ist p=1, so ist
GL(T(B), Q)=Q.
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Satz 1. Es sei a0 ein Element in T(A")(®Q) und g=exp () sein Bild in A"
unter der Exponentialabbildung exp 4.: T(A")— A" der Lieschen Gruppe A". Ist

X(g) der Abschluf} von g iiber Q in der Zariski-Topologie von A" und gilt
p(g; 0)=1, so gilt

2dim X(g)=nm.

Wir sollten an dieser Stelle bemerken, daB die Einschrinkung p(g;0)=1
nicht wirklich notwendig ist. Im Beweis von Satz 1 werden wir sie an zwei
Stellen benutzen. Zum einen werden wir sie im analytischen Teil benutzen, wo
wir das Schwarzsche Lemma bendtigen. Diese Einschrinkung erlaubt es, im
wesentlichen ein Schwarzsches Lemma in einer Variablen zu beniitzen. Dies ist
vollig klassisch. Lassen wir diese Einschrinkung fallen, so miissen wir eine
schwierigere Version eines nicht effektiven Schwarzschen Lemmas fiir mehrere
Variablen anwenden. Diese wurde von J.C. Moreau bewiesen (s. [ 18], Corollai-
re 7.6.2). Das zweite Hindernis ist etwas ernsthafter. Die Bedingung p(g; 0)=1
zieht nach sich, daB wir mit einer analytischen Untergruppe der Dimension
eins arbeiten und daher nur eine Derivation zur Verfiigung haben. Nun benéti-
gen wir im Beweis des Satzes eine Nullstellenabschidtzung mit Multiplizititen.
Da wir nur mit einer Derivation arbeiten, konnen wir ein Ergebnis von D.W.
Masser und dem Autor [12] benutzen, wo die dafiir notwendige Nullstellenab-
schidtzung bewiesen wird. Vor kurzem hat nun der Autor diese Nullstellenab-
schdatzungen mit Multiplizititen erweitert auf Nullstellenabschédtzungen mit
Multiplizitdten, in die eine beliebige Anzahl von Derivationen eingehen kon-
nen. Benutzt man diese Ergebnisse, so kann der Satz leicht auch ohne die
Einschriankung p(g; 0)=1 bewiesen werden. Mit den Bezeichnungen in Satz 1
erhalten wir dann

2p(g; 0)dim X (g) =mn.

Da die Dimension der abelschen Varietdt gleich nd ist, gibt uns Satz 1 die
Abschitzung

nd <2 dim X(g)<2nd.

Es ist bekannt, daB die Dimension m des Korpers k die Zahl 24 teilt. Damit
erhalten wir offenbar die besten Ergebnisse, wenn m=2d ist. Dies ist der Fall,
wenn die abelsche Varietit 4 vom Typ CM ist. Dann erhalten wir das folgen-
de Resultat.

Korollar 1. Mit denselben Bezeichnungen wie in Satz 1 erhalten wir fiir abelsche
Varietdten vom Typ CM, dafp X (g)=A" ist, falls p(g; O)=1 ist.

Wir geben nun eine Anwendung dieses Resultats auf elliptische Kurven mit
komplexer Multiplikation. Es sei E eine elliptische Kurve definiert iiber @ mit
komplexer Multiplikation und zugehorigem Korper k vom Grade 2 {iber den
rationalen Zahlen. Sei g die zugehorige Weierstraf3sche elliptische Funktion.
Ist F ein algebraischer Zahlkorper vom Grade n iiber k, so kann F dargestellt
werden als eine Unteralgebra iiber k von M,(k) der Dimension n. Eine Ord-
nung von F hat dann die Dimension 2n iiber @. Benutzt man dies, so erhilt
man aus dem Korollar 1 leicht das folgende elliptische Analogon des Satzes
von Lindemann.
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Korollar 2. Sei E eine elliptische Kurve definiert iiber @ mit komplexer Multipli-

kation. Die algebraischen Zahlen a,, ...,a, seien linear unabhdngig tiber k. Dann
sind die Zahlen

gg(al)’ teeo 59(“)1)
algebraisch unabhdingig iiber den rationalen Zahlen.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen zum Beweis von
Satz1. Der Beweis ist sehr kompliziert, doch haben wir versucht, ihn so
transparent wie moglich zu machen, indem wir die verschiedenen Ingredienzien
separiert haben. Wir hoffen, daBl sie dadurch so in sich abgeschlossen wie
moglich geworden sind. Die grobe Idee des Beweises ist sehr dhnlich zu der,
welche der Lindemann-Siegelschen Methode zugrunde liegt. Diese ist sehr klar
zum Beispiel in dem Buch von Th. Schneider [16] dargestellt. Der Unterschied
besteht sehr grob und vereinfacht gesprochen darin, daB die lineare Algebra
durch die kommutative Algebra ersetzt werden mufl. Der Beweis von Satz 1
kann in fiinf Hauptschritte unterteilt werden. Der erste Schritt besteht in der
Konstruktion des Hilfsideals. Dies wird ein gewisses Ideal in einem Polynom-
ring iiber einem Zahlkorper sein und die bisher gebriduchliche Hilfsfunktion
ersetzen. Hier beniitzen wir unter anderem eine Idee von P. Philippon [13].
Sie besteht in der Verwendung von Polynomen in sehr vielen Variablen, um
dadurch Polynome mit ganzen Koeffizienten zu erhalten. Dies wurde auch von
D.W. Masser und dem Autor in [11] benutzt, sowie spéter auch von Philippon
in [15]. Der zweite Schritt besteht in einer Verallgemeinerung einer Idee von
D.W. Masser, die von M. Anderson in seiner Thesis [1] ausgearbeitet wurde,
sieche auch Choodnovsky [4]. Wir erweitern diese ingenidse Idee auf beliebige
algebraische Gruppen. Der nichste Schritt ist eine Nullstellenabschidtzung mit
hohen Multiplizitdten und nur wenigen Derivationen. Diese Hilfsmittel wurden
von D.W. Masser und dem Autor in [9, 11, 12 und 20] entwickelt in dem
Falle, daB} die Multiplizitdt nicht zu hoch ist. Da wir aber mit hohen Multipli-
zitdten arbeiten miissen, miissen wir zusdtzliche Betrachtungen anstellen, um
diese Schwierigkeiten zu bewiltigen. Diese Multiplizitdtsabschdtzungen erlau-
ben es, den Spezialisierungstrick von Lindemann zu immitieren, um ein System
von homogenen Polynomen zu gewinnen, welches keine nichttrivialen Nullstel-
len besitzt. Dies ist der vierte Schritt. Im letzten Schritt haben wir die Elimina-
tion durchzufiihren. Hier wenden wir alte Techniken der Resultantenbildung
an, wie sie zum Beispiel in dem Buch von Macaulay [8] dargestellt sind. Die
Benutzung der Resultanten ersetzt das Losen von linearen Gleichungssyste-
men, wie dies in der Lindemann-Siegelschen Methode gebrduchlich ist. Unsere
Elimination spiegelt die Tatsache wider, daB die Projektion von einem Pro-
dukt IP" x A™ eines projektiven Raumes mit einem affinen Raum auf A™ eine
abgeschlossene Abbildung ist. Dies ist nicht mehr linger der Fall, wenn man
den projektiven Raum IP" durch einen affinen Raum A" ersetzt. Dies ist auch
der Grund fiir die Schwierigkeiten, die auftauchen, wenn man versucht, diese
Methoden auf nicht-vollstdndige algebraische Gruppen auszudehnen. So sind
wir zum Beispiel nicht in der Lage, mit Hilfe von unserer Methode einen
neuen Beweis des Lindemannschen Satzes zu geben.
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Alle von nun an auftretenden algebraischen Objekte seien iiber einem
algebraischen Zahlkorper K definiert, sofern wir dies nicht ausdriicklich anders
vermerken.

Diese Arbeit ist eine der Folgen einer sehr fruchtbaren Zusammenarbeit
mit D.W. Masser, dem wir an dieser Stelle herzlichst danken mdchten.

2. Additions- und Multiplikationsformeln

In diesem Abschnitt werden wir explizit einige Morphismen einer algebrai-
schen Gruppe in eine zweite studieren. Wir werden hauptsichlich interessiert
sein in dem Morphismus, der durch die Addition mehrerer Punkte der algebrai-
schen Gruppe gegeben wird sowie in dem Morphismus, der durch die Multipli-
kation eines Punktes der Gruppe mit einer ganzen Zahl gegeben ist.

Es sei G eine kommutative algebraische Gruppe definiert iiber K und G
ihre Kompaktifizierung (s. [17]). Wir konnen die Varietit G in einem projekti-
ven Raum IPM fiir ein geeignetes N wie in [17] einbetten. Fiir eine positive
ganze Zahl n sei G" das n-fache Produkt von G mit sich selbst. Dies ist dann
eingebettet in dem Produkt IPY x... xIPY von n Exemplaren des projektiven
Raums IPY. Seien

X =Xog. 150 Xy oo X=X o oo, Xno0)

die homogenen Koordinaten der verschiedenen Faktoren. Wir nennen ein
Polynom P(X,,...,X,) multthomogen vom Multigrad (D, ..., D,), falls es ho-
mogen vom Grade D, in X, fiir | £i<n ist. Weiter bezeichnen wir fiir (P, ..., B)
in G" mit S(P,..., B) die Summe P, +...+P. Es seien ey, ..., e, fest gewidhlte
Elemente aus dem Endomorphismenring von G. Die Summenbildung ist ein
Morphismus von G" nach G. Dann zieht die Definition eines Morphismus (s.
[5]) sofort das folgende Resultat nach sich.

Lemma 1. Es gibt eine endliche offene Uberdeckung {U;} von G" mit der fol-
genden Eigenschaft. Fiir jedes i existiert ein System von multihomogenen Polyno-
men mit Koeffizienten in K

Xy, ., X)=(4 Xy, LX), L 4 X X))

vom Multigrad (d,, ...,d;) fiir positives ganzes d;, so daf fir (P, ..., P) in U, die
homogenen Koordinaten von e, P,+...+e,PB, durch «(X,(P),...,X,(B)) gegeben
werden.

Beweis. Dies ist nichts anderes als eine lokale Beschreibung des Morphismus
So(e,...,e,): G">G.

Im nichsten Lemma werden wir eine Beschreibung des Morphismus geben,
der durch die Multiplikation mit einer festen ganzen Zahl gegeben wird. Dazu
sei m eine solche ganze Zahl und [m];: G —» G der Morphismus P—mP. Ferner
definieren wir die Hohe eines Polynoms mit algebraischen Koeffizienten als
das Maximum der Hohen dieser Koeffizienten (s. hierzu [18]).
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Lemma 2. Es gibt N + 1 homogene Polynome mit Koeffizienten in K

DX gy ooy Xp)s s O X gy -vvr X y)

in den homogenen Koordinaten X:=(X,,..., Xy) von P mit den folgenden
Eigenschaften. Der Grad dieser Polynome ist m* und die Hohe héchstens gleich
™ fiir eine positive Konstante c,. Sie verschwinden nicht gleichzeitig in irgend
einem Punkte von G. Ist P ein Punkt auf G, so werden die homogenen Koordina-
ten von mP gegeben durch

(¢5"(X), ..., pF(X)) = p™(X).
Beweis. Dies ist eine einfache Folgerung aus Corollaire 2 der Proposition 3
und Proposition 5 aus [17], sowie Lémme 7 aus [3].

Wir kombinieren nun diese zwei Lemmata in der folgenden Weise. Dazu
setzen wir fiir ganze Zahlen m,,...,m, m=m e, +... +m,e, und betrachten den
Morphismus von G" nach G, welcher durch

(P,....,R)y—>mie A+...+me,P,

gegeben wird. Dann haben wir die folgende algebraische Beschreibung dieses
Morphismus.

Proposition 1. Es gibt eine endliche offene Uberdeckung {U;} von G" mit der
folgenden Eigenschaft. Fiir jedes i und fiir alle ganzen Zahlen m,, ..., m, gibt es
N + 1 multihomogene Polynome

UEmX, X, s YEMX, LX)

mit Koeffizienten in K, mit dem Multigrad (m,d,,...,m,d;) und mit Hohen
hdchstens 51+ *™, so dap fiir (P,, ..., B) in U, die homogenen Koordinaten von

mye, P +...+m,e, P, durch

WM X (B, s X, (B)), s Y™ (X (B), .., X((B))
gegeben werden.

Beweis. Wir wiihlen die Uberdeckung {U} wie in Lemma 1 und definieren die
Polynome y/{"™ fiir 0<j< N durch

U = A4, G, s BT,

Dann priift man die in der Proposition angegebenen Eigenschaften leicht unter
Benutzung von Lemma 1 und Lemma 2 nach.

Seien X=(X,,..., Xy) projektive Koordinaten von G. Dann konnen wir
diese Proposition in dem Spezialfall P, =...=P=:P anwenden. Es gilt dann
mP=m, e, P,+...+m,e, P, und m ist ein Endomorphismus von G wie in Pro-
position 1 mit X, =...=X, =X.
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3. Der Trick von Masser-Anderson fiir beliebige algebraische Gruppen

In seiner Thesis [1] arbeitete Anderson eine sehr ingeniose Idee von Masser
aus, um sehr gute Schranken fiir den Grad und die Hohe von abgeleiteten
elliptischen Polynomen zu erhalten. Dieses Hilfsmittel wurde darauf von einer
groflen Zahl von Autoren benutzt und wir werden es in diesem Abschnitt auf
beliebige kommutative algebraische Gruppen ausdehnen. Um dies zu ent-
wickeln, werden wir weiterhin mit der algebraischen Gruppe G wie im voran-
gegangenen Abschnitt arbeiten. Die Gruppe G ist in einem projektiven Raum
IPY vermdge eines sehr amplen Divisors eingebettet. Dies ermdglicht es uns, ein
System von Koordinaten X,,..., Xy so zu wihlen, daB fiir eine endlich
erzeugte Untergruppe I' von G fiir alle y in I' gilt X (y)=0. Denn sind die
projektiven Koordinaten der Elemente von I' so gewdhlt, daB sie in einer
endlich erzeugten Erweiterung von @ liegen, so gibt es eine Linearform X in
Xo, ..., Xy mit algebraischen Koeffizienten, so daB X{(y)=+0 gilt fiir alle y aus
I'. Wir brauchen nun nur noch X, durch Xj zu ersetzen und erhalten die
gewiinschte Eigenschaft. Insbesondere gilt dann fiir das neutrale Element O der
Gruppe X,(0)+0. Wir nehmen nun ein zweites Exemplar G' von G mit
projektiven Koordinaten Xy, ..., Xy und betrachten das Produkt G x G’ einge-
bettet in dem Raum IPY xIP". Auf der algebraischen Gruppe G der Dimension
n konnen wir die Derivationen d,,...,0, wie in [20] definieren und wir
bezeichnen die zugehorigen Derivationen auf G’ mit 9/, ..., d,. Wir wihlen nun
fiir eine fest vorgegebene positive ganze Zahl d in dem Vektorraum, der durch

0y, ..., 0, iber dem Korper K erzeugt wird, d linear unabhingige Derivationen
4,...,4, und bezeichnen die entsprechenden Derivationen auf G’ mit
4}, ..., ;. Diese Wahl entspricht in eindeutiger Weise der Wahl einer analyti-

schen Untergruppe von G (s. ebenfalls [20]).

Wir setzen nun x;=X,/X, fir ganze Zahlen i mit 1<i<N und
x=(1, x,, ..., xy). Dies sind affine Koordinaten fiir die affin offene Menge X,+0
in IPY. Wie iiblich bezeichnen wir mit x},...,xy und x’ die entsprechenden
Koordinaten auf G’. Sei o/ eine Additionsformel, so daB A4,(X, x'(0)) nicht
identisch verschwindet. Dann gilt auf der offenen Teilmenge X, +0, 4,(X, x'(0))
+0von G

A} . AF(PX)/XG) =AY ... 474(P o o/ A7) (X, X (0)) (1

fiir homogene Polynome P(X) vom Gerade D. Wir sollten bemerken, dafl beide
Seiten von (1) definiert sind, da sowohl P(X)/X% als auch (P o .o/)/Af rationale
Funktionen auf G und G x Gy sind, wenn wir mit G, die offene Teilmenge von
G’ bezeichnen, wo X #0 ist.

Fiir nichtnegative ganze Zahlen o,,...,0, 0d},...,0; und 7,,...,7, setzen
wir 6=(0,,...,0,), 0'=(d},...,0y) und t=(1,,...,7,). Dann definieren wir A4°
=A49"...43" und entsprechend 4%, sowie ¢!=0,!...0,!. Wir schreiben o<1
dann und nur dann, wenn o, <1,,...,0,<7, gilt. Damit kdnnen wir die rechte
Seite von (1) schreiben als

!
A" (Podt[A5) X, X' (0)= ) o,t',, A°(Ag°) 47 (Po ) (X, x(0), (2

o+a'=10:0
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wobei wir die Leibnitzsche Regel beniitzt haben. Bezeichnen wir mit M die
multiplikative Menge der Potenzprodukte von X, und A4,(X, x'(0)) mit nicht-
negativen Exponenten und mit I(G) das definierende Ideal von G, welches
dasselbe ist wie das von G, dem AbschluB von G, so folgt aus (1) und (2)

!
APX)XD= Y —

&
6+0'=:0:0:

A°(A5P) 47 (Po o) (X, x'(0))

modulo I(G) M~!. Deswegen konnen wir die Ausdriicke 4*(P(X)/X5) modulo
I(G)M ~! ausdriicken durch die Ausdriicke 4'°'(Po.«/)(X, x'(0)). Es kann leicht
verifiziert werden, daB das Gleichungssystem (3) sukzessive modulo I(G) M ~!
gelost werden kann, da es Diagonalgestalt besitzt. Wir gehen etwas anders vor,
um dieses Gleichungssystem zu losen. Unser Vorgehen hat den Vorteil, da3
wir einen expliziten Ausdruck erhalten. Wir schreiben

Pogf
(Post)(X, X')=A3-A—D(X, X’)
0

und wenden darauf den Differentialoperatoren 4'* an. Dann erhalten wir mit
Hilfe der Leibnitzschen Regel
, 7!
A(Po )X, X (0)= )

/
g+o'=1 o'l

A(AQ) 477 (Po o JAD) (X, X (0).  (4)

Darin ersetzen wir den Ausdruck 4’ (Po.o//AP)(X,x'(0)) durch 47 (P(X)/X?)
und erhalten dann schlieBlich

!
A (Pod)(X, X (0) = ) G.T(;fg

c+o' =t *

A7 A5(X, x'(0)) 47 (P(X)/X 5) )

modulo I(G) M~. Dies fassen wir in der folgenden Proposition zusammen.

Proposition 2. Es sei P(X) ein homogenes Polynom vom Grade D und <f
=(Aqg, ..., Ay) eine Additionsformel, so daf} A, (X, x'(0))%0. Dann gilt fiir beliebi-
ges 1=(0,...,0)

7!

A (PX)/X5)= )

’
o+a'=1 !G!

A°(AgP) 47 (Po o) (X, X'(0)
und

!
APot)XXO)= Y, —r 47(48) (X, X(0) 47 (P(X)/X?)

o+a' =19 "

modulo dem Ideal 1(G) M 1.

4. Wurzelziehen

Ein sehr niitzliches Hilfsmittel in der algebraischen Geometrie ist das Wurzel-
ziehen. Diese Technik wurde in der Theorie der transzendenten Zahlen von
D.W. Masser wiederentdeckt. In diesem Abschnitt geben wir eine Modifikation
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davon in einer multiplikativen Version an. In diesem Abschnitt sei € der
Grundkorper.

Es sei wiederum G eine kommutative algebraische Gruppe, die wie iiblich
projektiv eingebettet sei. Fiir eine positive ganze Zahl [ sei [I]; der Endomor-
phismus g—Ig auf G. Da wir die Gruppe G festhalten wollen, schreiben wir
dafir kurz [[]. Fiir genauere Einzelheiten verweisen wir auf [17]. Auf dem
Tangentialraum T(G) induziert dieser Morphismus eine lineare Abbildung, das
Differential d[!], und auf dem Korper der rationalen Funktionen C(G) einen
Endomorphismus [[]*. Er wird gegeben durch F—[I]*(F)=F[I].

Wir konnen nun die Basis 0, ..., 0, von T(G) so wihlen, dal3

d[l] (6i)=lai (I=isgn),

wobei n=dim G. Wir setzen 0;:=d[l] (0,) fiir 1 £i<n. Sei nun ¢ ein Element des
Vektorraumes, der durch ¢,,...,0, iiber dem Korper der komplexen Zahlen
erzeugt wird. Dann gilt

0=a,0,+...+a,0,
fir oy, ..., o, in C. Wir erhalten dann
0 :=d[l](0)=o,d[1](0,)+... +a,d[I](0,)=I0.

Wir definieren nun die Verschwindungsordnung einer rationalen Funktion auf
G und bestimmen ihr Verhalten unter dem Morphismus [[].

Sei F ein Element aus dem Korper der rationalen Funktionen €(G) auf G.
Weiter seien fiir eine ganze Zahl d mit | <d<n Derivationen 4,,...,4, aus
dem Vektorraum fest gewihlt, der von 0, ..., 0, liber dem Korper der komple-
xen Zahlen erzeugt wird. Wir definieren dann die Verschwindungsordnung von
F im Punkte g aus G lings 4,,...,4, in der folgenden Weise. Zunichst
schreiben wir 4=(4,, ..., 4,). Dann sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit
Xo(g)+0. Dann konnen wir F schreiben als

F(x) =G(x)/H(x)

fir Polynome G und H. Fiir ein Polynom P(x) definieren wir nun die Ver-
schwindungsordnung in g als die kleinste ganze Zahl T=0 mit der Eigenschalft,
daB es nichtnegative ganze Zahlen ¢, ..., t, mit t, +...+t,=T gibt, so dal}

A4} .. A3 (P)(x(g) +0
gilt. Wir schreiben dann T=ord, ,(P) und definieren
ord, (F)=ord, ,(G)—ord, (H).

Es kann leicht gezeigt werden, daBl diese Definition nicht von der Wahl von G
und H abhdngt. Sind weiter von Null verschiedene komplexe Zahlen a, ..., o,
gegeben und setzen wir ad=(a, 4, ..., 2,4,), so gilt

ordaA'g(F)=0rdA‘g(F).
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Sei nun g’ in G so gewahlt, daBl g'=Ig gilt fiir ein g aus G. Dan erhalten wir
fir F aus €(G) und ganze Zahlen 0=¢,,...,t; mit t=(t,,...,t,) und den
Bezeichnungen aus Abschnitt 3 mit 4'=1[4

A" (F)(x(g")=U4) (F)(x(Ig)=(4)' ([IT*(F))(x(g)).
Daraus erhalten wir sofort das folgende Lemma.

Lemma 3. Fiir eine positive ganze Zahl | sei [1I] der Endomorphismus von G, der
gegeben wird durch gwlg. Dann gilt fir alle nichttrivialen Derivationen
44, ..., 4, welche in dem Punkte g aus G definiert sind,

ord, (F)=ord, ([]*(F))
fiir alle rationalen Funktionen F auf G.

Wir werden dieses Lemma im ndchsten Abschnitt benutzen, um eine Null-
stellenabschdtzung mit hohen Vielfachheiten zu beweisen. In [20] und [12]
haben wir Einschrinkungen an die Gr68e der Ordnung der Differentialopera-
toren. Diese Restriktionen konnen mit Hilfe dieses Lemmas eliminiert werden.
Weiter konnen wir mit Hilfe dieses Lemmas die Grad-Theorie fiir Produkte
projektiver Rédume in vielen Féllen vermeiden einschlieBlich des Falles, den wir
spdter betrachten werden.

5. Eine neue Nullstellenabschiitzung

In diesem Abschnitt werden wir die Theorie der Nullstellenabschitzungen
weiter entwickeln, die von D.W. Masser und dem Autor in [9] begriindet
wurde und in [12] und [20] auf Multiplizitdtsabschidtzungen erweitert wurde.
In all diesen Arbeiten hatten wir groBe Einschrinkungen an die GroBenord-
nung der Nullstellenordnungen zu machen, um bestmogliche Resultate zu
erzielen. Dies war notwendig wegen der Nichtlinearitdt der Differentialglei-
chungen, die von den Funktionen erfiillt werden, die in der Exponentialabbil-
dung der algebraischen Gruppe auftauchen. In viele Problemen konnen diese
Einschrankungen leicht in Kauf genommen werden. Ein gutes Beispiel hierfiir
ist Bakers Methode. Jedoch hier in dieser Arbeit haben wir ein Beispiel
vorliegen, wo diese Einschrankungen ernsthafter Natur sind. Deswegen sind
wir gezwungen, sie zu eliminieren. Dies kann mit Hilfe der Resultate in
Abschnitt 4 zusammen mit einigen Erweiterungen der Nullstellenabschéatzun-
gen, die in [12] bewiesen wurden, sowie einigen sehr einfachen Ideen durchge-
fiihrt werden. Jedoch konnen diese Restriktionen wegen einiger technischer
Schwierigkeiten nicht im allgemeinsten Falle elimiert werden, sondern nur in
einem Spezialfall, welcher den Fall umfat, an dem wir hauptsichlich interes-
siert sind.

Wie bereits bemerkt beniitzen wir dazu ein Resultat, das in [12] bewiesen
wurde. Der besseren Lesbarkeit halber wollen wir diese Resultate hier kurz
referieren. Auch in diesem Abschnitt wiahlen wir € als Grundkorper.
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Es seien Gy, ..., G, kommutative algebraische Gruppen und G=G, x ... X G,
ihr Produkt. Fiir 1<i<n bezeichnen wir mit d; die Dimension von G,
und setzen d=d,+...+d,. Wir stellen dann an die Gruppen G,,...,G, die
folgende Bedingung. Ist H eine zusammenhéngende Untergruppe von G, dann
gibt es zusammenhidngende Untergruppen H; von G; fir 1<i<n, so dal H
=H, x...xH,.

Sei I' eine endliche Menge in G, die das neutrale Element 0 der Gruppe G
enthalte. Dann definieren wir fiir positive ganze Zahlen r die Menge rI” als

rF'=Ir+...+T,

die Menge aller Linearkombinationen von r Elementen aus I Da I' das
neutrale Element der Gruppe enthilt, gilt I'crI. Fiir nicht-negative ganze
Zahlen ry,...,r, mit 0=<r,<d, fir 1<i<n definieren wir die ganzen Zahlen
Q,,...,, (I in der folgenden Weise. Gibt es keine algebraische Untergruppe H
von G der Form H=H x... x H, mit cod H,=r, fir 1<i<n, so setzen wir

,,,,,

Andernfalls setzen wir
0,,....(N=min((I" + H)/HJ),

wobei das Minimum iiber alle zusammenhidngenden Untergruppen H von G
genommen wird, fiir die cod H,=v, fiir I Si<n.

Die Gruppen G, seien nun in einen projektiven Raum IP™ und G deswegen
im Raum IPMx... xIP" eingebettet. Dann seien X;=(X,,,...,X;y) fur
1 <i<n projektive Koordinaten von IP. SchlieBlich sei 4 eine Derivation auf
G, die einer eindimensionalen Unteralgebra der Lie-Algebra von G entspreche.
Sei weiter B die zugehorige eindimensionale analytische Untergruppe von G.
Dann wurde in [12] das folgende Ergebnis bewiesen. Es verallgemeinert in
einer Richtung das Theorem ABC aus [9].

Satz. Es gibt eine positive Konstante c, die nur von der Gruppe G abhdngt, mit
der folgenden Eigenschaft. Sei fir ganze Zahlen 0<D,,...,D, und T>0 ein
multihomogenes Polynom P(X,, ..., X,) vom Multigrad (D,, ...,D,) gegeben, wel-
ches auf dI" mindestens von der Ordnung T lings A verschwinde. Gilt dann

WD Z(eDy)...(eD,)™ (6)

fiir 0Sr,<d,und |<is<nmit | Sr=r +...+r, und

Q,,...nD)Z(D,Y"...(cD,) "5 (7)

fir 1=r<d mit §=max(1l, min(cD;)), wobei das innere Minimum iiber alle i
genommen wird, fiir die die Gruppe G; nichtlinear ist und das Minimum iiber
einer leeren Menge als Null gesetzt wird, so verschwindet das Polynom P auf
ganz B+ fiir einy in I

Wir werden nun den Spezialfall betrachten, wo n=2 und G, =4 ist fiir eine
abelsche Varietdt 4 und G, das d,-fache Produkt der additiven Gruppe G,.
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Wir werden dann zeigen, dal der Satz auch ohne die Bedingung (7) richtig ist.
Um genau zu sein, seien Z die homogenen Koordinaten, welche der Gruppe
G, entsprechen mogen und X die zur Gruppe A gehorigen homogenen Koor-
dinaten.

Satz 2. Sei in dem Satz G,=A fiir eine abelsche Varietit A, G,= G und P ein
bihomogenes Polynom wie im Satz. Ist dann B dicht in G und gilt

TQ,, . ,INZ(cDy)(cD,)? ®)
fir 0=r,=d; und i=1,2 mit r=r;+r,=1. Dann verschwindet P auf ganz G.

Bevor wir den Satz 2 beweisen, machen wir noch eine Bemerkung. Erstens
ist es kein Problem, den Satz 2 auf den Fall auszudehnen, wo G, =4,,...,G,_,
=A,_, und G,=G% ist, wobei A4,,...,4, , abelsche Varietiten sind, sofern
nur die Voraussetzungen vom Satz erfiillt sind. Dies erreicht man dadurch, daB3
man die Ergebnisse aus Abschnitt4 auf diese etwas allgemeinere Situation
ausdehnt. Zweitens ist es moglich, ohne groBere Anstrengung ein Produkt von
multiplikativen Gruppen mit einzubeziehen. Dafiir sind keine neuen Ideen
notwendig.

Beweis von Satz 2. Wir werden den Satz 2 aus dem Satz herleiten. Dazu wihlen
wir eine positive ganze Zahl I mit ¢/>D, > T und bezeichnen wie in Abschnitt 2
und Abschnitt 4 mit [[] den Morphismus, der durch die Multiplikation
gr—lg auf der Gruppe G=A4 x G% gegeben wird. Wir kdnnen dann den Satz
auf das bihomogene Polynom [I]*(P) anwenden. Dieses hat den Bigrad
(1D, D,). Dies folgt aus Lemma 2 aus Abschnitt 2 und der Tatsache, daB auf
der Gruppe G¢ die Multiplikation mit ! durch Multiplikation der Koordinaten
mit [ gegeben ist. Fiir I' nehmen wir die Menge [[]~*(I') und miissen nur die
Zahlen Q,mz([l]“(l“ )) berechnen. Um dies zu tun, sei H eine zusammenhin-
gende algebraische Untergruppe der Form H=H, xH, mit cod H; =r, und
cod H,=r,. Dann erhalten wir

(O~ '("+H/H=[1""(I'+ H)/H),

wobei [I] der Morphismus ist, der durch [I] auf G/H induziert wird. Dessen
Kern ist eine Untergruppe von G/H der Ordnung [?", so daB wir

I(CO~*(")+H)/H|=1*""|(I' + H)/H]
erhalten. Dies zieht

Q... y=rrg,, I

nach sich. Weiter folgt aus Lemma 3, daB das Polynom [[]*(P) in [I[]~}(I)
wenigstens mit der Ordnung T ldngs 4 verschwindet. Daher gilt

TQ,, .1~ (M)=TI*"Q,, (I

Die rechte Seite ist wenigstens gleich [?"'(cD,)*(cD,)* wegen (8). Deswegen
erhalten wir

TQ,, (N7 (I)z(cI*D,) (cDy)™, ©)
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und deswegen ist (6) fiir [[]*(P) erfullt. Aufgrund der Wahl von [ erhalten wir
aus (9)
c’DQ,, (-1 Z(cI*D,)*(cD,)?,

und dies zieht (7) nach sich, da G,=G% linear ist und somit =max(1, cl’D,)
ist. Der Satz impliziert deshalb, daB [[]*(P) auf ganz G verschwindet und somit
auch P, wie dies behauptet war. Damit ist der Satz 2 bewiesen.

Wir konnen nun Satz 2 auf die folgende Situation anwenden, wie sie spiter
im Beweis von Satz 1 auftritt. Sei G die Gruppe (G, x A")* fiir ein k=1 und 4
eine Derivation auf G, x A", welche einer dichten analytischen Untergruppe B
von G, x A" der Dimension 1 entspricht. Seien 4,, ..., 4, k Exemplare von 4,
die den verschiedenen Faktoren vom Typ G, x A" von G entsprechen. Sei g
=(g’,g") ein Element von G, x A". Dann definieren wir mit der Bezeichnung
von Abschnitt 1 fiir y in @ das Element yg=(yg’,yg”’) und fiir Elemente
gy, 8 in G,x A" die Mengen I}=0g; firr 1 <i<k. Wie iiblich definieren wir
weiter I(S) fiir reelle Zahlen S=0 (s. [9]) und I'(S)=I(S)x...xL(S) in
G=(G,x A")*=GL x A"™. Da die Operation von I' auf G,x A" auf dem ersten
Faktor komplexe Multiplikation ist, erhalten wir

ILS) =S (1Li<k),
falls g, +0, ..., g, *0 ist.

Korollar. Es gibt eine positive Konstante ¢ mit der folgenden Eigenschaft. Fiir
ganze Zahlen $20, D=0, L=0 und T=1 sei P(Z,,X,,...,Z,,X,) ein multi-
bihomogenes Polynom vom Multi-Bigrad (L, D), welches auf (nd+ 1) I'(S) minde-

stens von der Ordnung T lings B* verschwindet, aber nicht identisch auf G. Gilt
dann

Tz(cLy™ (10)
und
TS™>=cD(cL)", (11)
so ist wenigstens eines der Elemente g\, ..., g. das neutrale Element der Gruppe
G

a*

Beweis. Wir sind in der Produkt-Situation von Satz 2. Ein einfaches Argument,
das wir dem Leser iiberlassen konnen, zeigt, daB es geniigt, das Korollar fiir den
Fall k=1 zu beweisen. Dazu miissen wir nur noch die Zahlen Q,, ,,(I'(S))
berechnen. Sei dazu H=H, x H, eine algebraische Untergruppe von G, wobei
H, in G, und H, in A" liegt und cod H,=r, fiir i=1,2 sei. Bezeichnen wir mit
I'" die Projektion von I'mH auf H, so erzeugt I'"" einen Untervektorraum des
komplexen Vektorraums H, dessen Kodimension wenigstens gleich r, ist.
Deswegen ist der Korang von I wenigstens gleich r,mn und dies zieht

er,rz(r(S))gS"nmn

fiir alle r,,r, mit 0<r =1, 0=r,<dn und r=r, +r,21 nach sich. Gilt r, =0, so
folgt in Verbindung mit (10) die Ungleichung

TQq.,,(I(S)Z(cL)™Zz(cLy>.
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Gilt r, =1, so erhalten wir wegen (11) die Ungleichung
TQ,,[TS)ZTS"™zcD(cL)™
In beiden Fillen erhalten wir schlieBlich
TQ,,, (I(8)2(cLy*(cD)".

Wegen der Ungleichung (12) sind alle Voraussetzungen von Satz 2 erfiillt, und
wir erhalten, daBB das Polynom P auf ganz G verschwindet oder aber das
Element g’ das neutrale Element der additiven Gruppe ist. Da das Polynom P
nicht identisch auf G verschwindet, muB} das letztere eintreten. Damit ist aber
das Korollar bewiesen.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer zusdtzlicher Bemerkung zum Be-
weis des Korollars von Satz 2. In unserer Anwendung dieses Korollars im Beweis
von Satz 1 werden wir die Zahlen S, T, D und L so wihlen, dal D>cL gilt.
Dann kénnen wir das Wurzelziehen mit einer Zahl [ so vornehmen, daf3 cl’>L
=D gilt. Dann wird das Polynom [[]*(P) multihomogen vom Multigrad
(D, ..., D). Wir erhalten dadurch ein homogenes Polynom vom Grade 2xD. In
diesem Falle benétigen wir nicht den Satz fiir verschiedene Grade, sondern es
geniigt ein Resultat im Stile von Theorem A in [9].

6. Das Hilfsideal

In diesem Abschnitt werden wir in allgemeiner Form die Konstruktion des
Hilfsideals durchfiihren. Dies werden wir spater im Transzendenzbeweis beno-
tigen. Von nun an sei der Grundkorper wieder der in Abschnitt 1 eingefiihrte
algebraische Zahlkorper K.

Um dies durchzufiihren sei ¢ die Ordnung, die wir in Abschnitt 1 einge-
fithrt haben. Wir halten dann ein fiir alle Mal eine Menge von freien Erzeugen-
den e,,...,e,, von O iber Z fest, die wir auch zur Definition von ©*(S)
benutzen. Diese bilden dann eine Basis von O®Q iiber @. In Abschnitt 1
haben wir weiter eine Operation von ¢ als Endomorphismen von G, und 4"
definiert. Auf G,, wir erinnern nochmals daran, ist dies einfach die Multiplika-
tion mit einer komplexen Zahl. Ihr algebraischer Grad ist daher gleich 1. Wir
betrachten nun die Gruppe G=G, x A" und fiir eine positive ganze Zahl « die
Gruppe G*. Wir betten G in das Produkt von projektiven Riumen IP x IPY wie
iiblich ein. Dadurch wird die Gruppe G* in den Raum (IP xIPY)* eingebettet.
Seien Z;=(Z;,, Z;,) fir 15j<x projektive Koordinaten von IP und X;
=(X; o, .--» X y) projektive Koordinaten von IP". Weiter seien «/,, ..., o/, fir
eine positive ganze Zahl u ein vollstindiges System von Additionsformeln, die
den  Morphismus der  Addition  vollstindig  beschreiben. Sei
P(Z,,X,,...,Z,,X,) ein multihomogenes Polynom und fiir ein weiteres System
von affinen Variablen z; und x| wie in Abschnitt 2 Po o/ das Polynom

(Po)(Zy, Xyy ooy L, Xy, 24, X5 ooy 2y X0).

s Ly Ry
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Dies ist wieder ein multihomogenes Polynom in denselben Variablen. Die
Differentialoperatoren 47, ..., 4, aus Abschnitt 5 mit den Bezeichnungen aus
Abschnitt 3 operieren auf den inhomogenen Variablen z|, ..., x,. Wie iiblich
setzen wir fiir nichtnegative ganze Zahlen ¢,, ..., ¢

K
1t __ Aty rt
A=A A

mit t=(t, ..., t,). SchlieBlich definieren wir fiir y,,..., 7, in ¢ den Endomor-
phismus y=(y;,...,7) von G* durch g=(g;,...,8)>78=(71 81> > Vx &)-
Dann folgt aus der Proposition 1 zusammen mit der Bemerkung nach ihrem
Beweis und der Tatsache, daB auf dem linearen Faktor von G* diese Operation
Multiplikation mit einer komplexen Zahl ist, daBl es eine endliche offene
Uberdeckung {U,} von G gibt, so daB der Morphismus [y], der durch y auf
G* induziert wird, auf U, eine iiberall definierte rationale Abbildung [y], ist.
Diese wird gegeben durch homogene Polynome wie in der Proposition 1
in den Variablen X; und durch lineare Polynome in den Variablen Z;. Ist
7;=S; 1€+ . +S; ym€m fir 1=<j<xk und P ein multihomogenes Polynom
vom Multigrad (D,, L,, ..., D,, L,), so ist das Polynom [y]* (P) multihomogen
vom Multigrad

Dy, (51 +.c45 ) diLy, ..., Dy, (2 1+ ... +52 ) di L.
Nun definieren wir fiir ganze Zahlen >0 und T =1 das Ideal I(S, T) durch
IS, T)=(A"[y]F PoAtyZ, Xy, ..., L, X, 21(0), ..., x,(0)))

fir t=(t,...,t) mit ¢, +...+6,=|t|ST y in 0(S), | £j<u. Dabei durchlduft
die Zahl i die endliche Indexmenge der offenen Uberdeckung {U,}.

Dies ist ein multihomogenes Ideal und wir bezeichnen mit I(S, T)(1) das
Ideal, das in C[X, ..., X, ] von denselben Polynomen wie I(S, T) erzeugt wird,
wobei nur die Variablen Z,, ..., Z, durch (1, 1), ..., (1, 1) ersetzt werden.

Proposition 3. Es sei h die Hohe des multihomogenen Polynoms
P(Z,,X,,...,Z,,X,), dessen Multigrad in den Z; hochstens D und in den X
hochstens L fiir 1 i<« sei. Dann wird das Ideal 1(S, T) erzeugt von multihomo-
genen Polynomen mit Héhen hochstens gleich

T1 (,s‘2L+T+Dlogsh

fiir eine Konstante c,, die nur von der Gruppe G* abhingt, deren Multigrad
héchstens D in den Variablen Z; und ¢, LS? in den Variablen X, ist fiir 1 Si<k.
Dies gilt insbesondere fiir das Ideal I(S, T)(1), das multihomogen in den Variablen
X, vom Multigrad héchstens (c, LS?, ..., c, LS?) ist, wo ¢, wiederum nur von der
Gruppe G* abhdngt.

Beweis. Die Abschidtzungen fiir den Grad der Erzeugenden des Ideals I(S, T)
und a fortiori des Ideals I(S, T)(1) folgen unmittelbar aus der Proposition 1.
Die Abschdtzungen fiir die Hohen dieser Erzeugenden folgen ebenfalls aus
dieser Proposition zusammen mit der wohlbekannten Tatsache, daB3 der zu-
sdtzliche Beitrag, welcher von den Differentialoperatoren kommt, hochstens
gleich T!cT+L+PleS jst wo ¢, ebenfalls nur von der Gruppe abhingt.
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Bis jetzt hiangen die Ideale I(S, T) und I(S, T)(1) noch von dem Polynom P
ab. Wir werden es nun festlegen. Um dies zu tun, miissen wir die Parameter
k,S, T, D und L, die in dem Ideal I(S, T) auftauchen, einschrinken. Wir wihlen
eine positive Zahl 1/4>¢>0 und definieren die positive ganze Zahl x durch

k=[N/e]+1. (13)

Weiter wihlen wir hinreichend groBe ganze Zahlen L und S mit
[M4%>8>]9m Es sei D ein Parameter, welcher nach unendlich geht. Dann
setzen wir

TZ[DLnd—a/Smn+281 (14)

Wir bemerken hier, daB die Wahl von k und T nach sich zieht, daB fiir eine
beliebige Konstante ¢, >0 gilt

T S"™ (LS <, (DL (15)

sobald nur L oder S hinreichend grof} beziiglich dieser Konstanten sind.
Es sei y=(yo,...,Vy) €in weiteres System von unabhidngigen Variablen.
Damit definieren wir das multihomogene Ideal m(y) durch

m)=((G"), Z; o —Z; 1, X; jyi—XixVjs 1SiSK, 0=k, jS N).

Dies ist ein Ideal der Dimension Null in dem Polynomring K[y][Z,, ..., X,]
iber K[y]. Das folgende Lemma beendet die Konstruktion des Hilfsideals.

Lemma 4. Es gibt ein multihomogenes Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten
vom Multigrad hochstens D in den Z, und L in den X, fiir 1 i<, das nicht in
I1(G") liegt und dessen Héhe héchstens gleich

T! (,§2L+DlogS

ist, so daff
(I(G¥), I(S, T) =m(y). (16)

Bemerkung. Ist h ein Punkt aus A" und spezialisieren wir y zu
(Xo(h), ..., Xy(h), so bedeutet (16) nichts anderes, als daBl das fragliche Poly-
nom in (O(S)(1, 1, h))* mindestens mit der Ordnung T verschwindet.

Beweis. Da die Dimension von A" gleich nd ist, gibt es nd+1 unter den
Variablen X fiir jedes i mit 1<i<k, die algebraisch unabhingig modulo dem
Ideal von G sind. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit seien dies die ersten
nd+ 1 Variablen, d.h.

Xio=(X; 0 oos Xiansr)  (15iZK).

Dann gilt fir jedes von Null verschiedene multihomogene Polynom
P(Z,,X,,....,Z.,X.)
P+0 (modI(G¥)).

Wir nehmen nun ein multihomogenes Polynom solch einer Gestalt mit Multi-
grad D in den Variablen Z; und L in den Variablen X; fiir 1<i<x mit
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unbestimmten Koeffizienten. Dei Bedingung (16) ist dquivalent zu einem Sy-
stem von homogenen Gleichungen fiir diese Koeffizienten. Die Zahl dieser
Gleichungen ist hochstens gleich ¢, T*S"™*(LS?)". Die Koeffizienten dieses
Systems liegen in einem algebraischen Zahlkorper und werden in der Proposi-
tion 1 abgeschitzt. Wegen (15) konnen wir das Siegelsche Lemma anwenden
und erhalten ein von Null verschiedenes Polynom P(Z, ..., X}), dessen zuge-
horiges Ideal die Bedingung (16) erfiillt. Dies beweist das Lemma.

7. Die Nullstellenabschétzung

In diesem Abschnitt werden wir den Hauptschritt im Beweis von Satz 1 tun.
Wir werden zeigen, daB fiir geeignetes S'>S das Ideal I(S’, T)(1) keine Null-
stelle auf A™ besitzt. Wir werden dies mit Hilfe des Korollars von Satz2
beweisen. Um dieses Ergebnis anzuwenden, miissen wir eine weitere Bedingung
an die Wahl unserer Parameter stellen. Wir wihlen die Parameter, so dafl

TngH—s (17)

gilt. Da L groB3 genug gewihlt war, impliziert diese Bedingung die Bedingung
(10). Wir konnen nun die Nullstellenabschdatzung angeben.

Proposition 4. Es sei S’=S(LS?)**™". Dann hat unter der Voraussetzung (17) das
Ideal I(S', T)(1) keine Nullstelle auf A" .

Beweis. Wir nehmen an, da3 das Ideal I(S’, T)(1) eine Nullstelle g” besitzt.
Dann konnen wir g” schreiben in der Form (g, ..., g/) fir g}, ..., g/ in A"
Nun setzen wir gi=(1, 1) fir 1<i<x und g,=(g}, g’). Dann liegt g, in G fiir
1<i<k. Da I(S’, T)(1) in g"” verschwindet, verschwindet das Ideal I(S’, T) in g
=(g,, ..., &) Wir konnen nun erreichen, daf} der Orbit Og von g ganz in der
offenen Menge X, ,... X, ,+0 liegt. Dies erreichen wir mit einer Anderung
der Einbettung von A" in IPN in der folgenden Weise. Sind X, ..., X die
projektiven Koordinaten in IPY, so wihlen wir eine Linearform LO(XO, vy Xp)
mit algebraischen Koeffizienten mit 6)(7( Ly#0 und Ly(X,, ..., Xy) (yg)+0 fir
alle y aus 0. Dies ist moglich, da wir dle projektiven Koordinaten der Elemen-
te aus Og so wihlen konnen, daBl sie in einem iiber @ endlich erzeugten
Korper liegen. Wir definieren nun die lineare Abbildung L als (Y, ..., Yy)
=(Ly, X4, ..., Xy) und dies sind die neuen Koordinaten. Dieser Koordinaten-
wechsel induziert einen Wechsel der homogenen Koordinaten auf jedem Fak-
tor der Gestalt IP x IP¥. Wir bezeichnen diese Koordinatentransformation von
(IP xIPY)* mit ¥ und mit #~! die inverse. Dann definieren wir fiir multiho-
mogene Polynome F das Polynom F, durch Fo % ~'. Die neuen Additionsfor-
meln .« , sind dann definiert durch

A =(ELx Lo (LI x L)
Da das Ideal I(S’, T) in g verschwindet, verschwinden die Polynome

(Post)),:=Podi(Z,(yg), ..., X, (y8); Zj, ..., X})
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mindestens mit der Ordnung T+1 in O fiir alle y aus 0*(S’). Es folgt, da} das
Polynom

(PL ° .52{, L)y =((Po '«Q{j)l)y

mindestens mit der Ordnung T+1 in O verschwindet. Nun konnen wir die
Proposition 2 beniitzen, um die Derivationen 4, ..., 4, und 4, ..., 4. beziig-
lich der neuen Variablen in Verbindung zu bringen. Zunéchst ergibt sich

A" (Pos) (78, 0)=0

fur alle t=(¢y,...,t,) mit t;+...4+t, =T und alle y aus 0*(S’). Wegen der
Proposition 2 und wegen Y, ;(yg)#0 fiir alle i und alle y folgt, daB das
Polynom

D, D Ly L
BJZB, ... ZP= Yl . Yk

mindestens mit der Ordnung T+ 1 in 0*(S')g verschwindet, wobei D, der Grad
von P in den Variablen Z; fir 1<i<x ist und L, der Grad von P in den
Variablen X; ebenfalls fir 1<i<k.

Mit anderen Worten haben wir hergeleitet, da das Polynom P, auf der
Menge 0*(S’) mindestens mit der Ordnung T verschwindet. Dies ist genau die
Situation in dem Korollar von Satz 2. Die Wahl der Parameter S’, T, D und L
implizieren unmittelbar die Bedingungen (10) und (11) und deswegen hat
mindestens eines der Elemente g; fiir 1 <i<«k das neutrale Element der Gruppe
G, zu sein. Aber dies heiBt nichts anderes als gi=(1,0) und dies ist ein
Widerspruch zur Wahl von g. Deswegen hat das multihomogene Ideal I(S’, T)
keine Nullstelle auf der Gruppe A"*. Damit ist die Proposition beweisen.

8. Das Approximationsideal

In Abschnitt 6 haben wir das Hilfsideal I(S, T) und in Abschnitt 7 das Ideal
I(S’, T)(1) eingefithrt, von dem wir gezeigt haben, daBl es auf 4" keine Null-
stelle besitzt. Wir nennen es das Approximationsideal und werden diese Be-
zeichnung spiter rechtfertigen. Wir beginnen nun damit, den Punkt o in T(A4")
in Erinnerung zu rufen und setzen

g:=(1, 1, exp 4n ()

fir 1 <i<x und weiter g=(g,, ..., g,). Dann definieren wir wie gewohnlich y- g
fiir y in 0. Das Ideal I(S, T) war so konstruiert, da es auf ¢0*(S)- g verschwin-
det.

Proposition 5. Es gibt eine positive Konstante cg, die nur von G und a abhdngt,
so dap fiir die ausgezeichneten Erzeugenden A''[y]} Po.of; von I(S', T) gilt

log|4"[y]¥ # o (g, 0)| < —c, TS™" log T (18)

fur alle i, j, fiir alle nichtnegativen ganzen Zahlen t,,...,t, mit t,+...+t, =T
und fiir alle y in O*(S'). Insbesondere geniigen die ausgezeichneten Erzeugenden
von I(S', T)(1) dieser Abschitzung.
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Beweis. Da nach Konstruktion das Ideal I(S, T) auf ¢0*(S)-g verschwindet,
erhalten wir fiir alle nichtnegativen ganzen Zahlen ¢t,, ..., t, mit t, +...+t,<T
und fiir y in 0*(S)

A"[y]F Po (g, 0)=0.

Da wir annehmen konnen, daB fir jedes 7y in OF gilt
Zo 1Ly Xo X0, (78)#0, so konnen wir mit Hilfe von Proposition 2 dies
auf die Derivationen 4,, ..., 4, iibertragen und erhalten

A(P/Z3 X§ ... Z35 X )(v8)=0 (19)

fir y in 0*(S) und alle nichtnegativen ganzen Zahlen ¢,,...,t, mit ¢, +...
+t.,=T Daraus folgt, daB das Polynom P auf ¢(S) mindestens mit der
Ordnung T verschwindet. Nun konnen wir das Schwarzsche Lemma fiir Pro-
dukte anwenden (s. [18], Proposition 7.2.1).

Es sei ¢: € —> A" die analytische Darstellung der analytischen Untergruppe
B, die zu Beginn eingefiihrt wurde. Wir konnen ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit annehmen, dal3 B bereits ¢g enthdlt. Dann ist ¢ =(¢,, ..., Py), und
wir konnen die Darstellung des Produktes B* schreiben als

D=(dl, ..., p): T - A™,

wobei ¢p'=¢ ist fir 1 <i<«k. Seien z,, ..., z, die Koordinaten von B*. Dies ist
nach Voraussetzung eine x-dimensionale Untergruppe von A™. Nun ersetzen
wir in dem Polynom P die Variablen Z, durch (1,z) und X; durch ¢(z).
Dadurch erhalten wir eine analytische Funktion in den Variablen z, ..., z,.
Die algebraischen Differentialoperatoren 4, ..., 4, entsprechen den analyti-
schen Differentialoperatoren 0/0z,, ..., 0/0z,. Dann folgt aus (19), daB die
daraus resultierende Funktion ¥(z, ..., z,) eine Nullstelle mindestens der Ord-
nung T in den Punkten y(l,..., 1)=(y,, ..., 7, fiir Elemente y=(y,,...,7,) in
0*(S) hat. Die Funktionen, die in @ auftauchen, haben alle die Wachstumsord-
nung zwei. Setzen wir R=T"4 so finden wir mit Hilfe des Schwarzschen
Lemmas fiir Produkte und der Cauchyschen Ungleichung, daf3 fiir alle nichtne-
gativen ganzen Zahlen t,...,t, mit ¢, +...+t, =T

log

o [\
(o) (o) @b @999, s 0] s =y TS™ 0g T
1 K

gilt fiir y in 0*(S’). Dies konnen wir auch in der Form
log 4% ... Ax(P/ZB!, ... Xk=) (79)| < —cg TS™ log T (20)

schreiben. Um (18) zu erhalten, miissen wir nochmals die Proposition 2 anwen-
den. Eine einfache Rechnung zeigt dann, daf3

log|41... A<[7]¥ Po 4(8, 0| < —co TS™ log T

gilt. Daraus folgt die behauptete Ungleichung in Proposition 5. Die zweite
Behauptung ergibt sich unmittelbar hieraus und der Definition von
I(S', T)(1, 1).
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9. Volistindige Durchschnitte

Ein wichtiges Hilfsmittel, um am Ende den gewiinschten Widerspruch zu
erhalten, wird die Resultante sein. Dazu ist es niitzlich, das folgende Resultat
zu haben. Wir betrachten fiir eine nichtnegative ganze Zahl M den Polynom-
ring K[Y,, ..., Y] und darin ein Ideal, welches von einer groBen Zahl von
homogenen Polynomen erzeugt wird. Wir mochten gerne die Anzahl der
Erzeugenden moglichst weit reduzieren, ohne aber den Rang des Ideals zu
verdndern. Dies ist der Inhalt der folgenden Proposition.

Proposition 6. Es sei v eine nichtnegative ganze Zahl und fiir eine positive ganze
Zahl | seien I, ..., I, homogene Ideale in dem Ring K[Y,, ..., Y, ] mit den
folgenden Eigenschaften. Fiir 1 <A< sei das Ideal I, durch homogene Polynome
B ,...,B_, vom Grade D, erzeugt. Seien p,, ..., p, ganze Zahlen, so daf} r,=p,
+...+p, der Rang des Ideals (I,,...,1,) ist fir 1<A< 1 Dann gibt es fiir
1SAZI, 1sp<p, ganze Zahlen u, , , mit 1<v=v und den folgenden Eigen-
schaften. Der Absolutbetrag von u;_, , ist héchstens gleich Df'...D5* und fiir
1A, 1=p<p, sind hochstens DY'...D5* der Zahlen u, ,,,...,u; , , von
Null verschieden. Setzen wir

v
Fl,uz Z Uyny Pl,v

v=1

Sfur 1A=, 1S u<p,, dann hat das Ideal

(Fyres Fy s By Fy )

> T A,pa
den Rang r, fir 1SAZ1

Beweis. Wir beweisen diese Proposition durch Induktion. Wir kdnnen zunéchst
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB alle p; von Null ver-
schieden sind fiir 1<A<I. Dann betrachten wir zuerst den Fall A=1. Hier
konnen wir annehmen, daB3 wir fiir ein p mit 1<p=<p, wir bereits die Polyno-
me F, ,, ..., F; , so konstruiert haben, da} das von ihnen erzeugte Ideal I den
Rang p besitzt. Gilt p=p,, so sind wir fertig. Andernfalls konnen wir die
Anzahl der Primidrkomponenten von I durch Df abschdtzen. Da I, den Rang
p, besitzt, finden wir fiir jede Primkomponente von I eines der I, erzeugenden
Polynome, welches nicht in dieser Primkomponente liegt. Den Fall A=1 erle-
digt man nun mit dem Lemma 1 aus Kap. IV in [11].

Wir konnen nun annehmen, daB3 die Proposition bereits fiir 1 £4A<! bewie-
sen ist. Dann betrachten wir den Fall A+ 1. Wir bezeichnen mit I das von
Fy 1, ..., F; ,, erzeugte Ideal. Die Anzahl der Primdrkomponenten ist hoch-
stens gleich dem Grad von I, welcher seinerseits durch D%'... D4* beschriankt
ist. Da I in (I, ..., I,) enthalten ist, hat es den Rang r,, und es gibt fiir jede
Primkomponente von I eines der Erzeugenden von I, ,, welches nicht in
dieser Primkomponente enthalten ist. Wiederum erledigt das Lemma 1 aus
dem Kap. IV in [11] den vorliegenden Fall. Wir konnen daher annehmen, dal}
fir 1Sp<p,,, die Polynome F, {,...,F, , , bereits so konstruiert sind, daf
sie ein Ideal J vom Rang r,+p erzeugen und die in der Proposition geforder-
ten Eigenschaften besitzen. Wir wollen dann das Polynom F, , ,,, konstruie-
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ren. Wiederum ist die Anzahl der Primdrkomponenten von J hochstens gleich
dem Grad, welcher durch Df'...D5*D%, , abgeschdtzt werden kann. Wieder
konnen wir annehmen, dall p<p,,, gilt. Da der Rang von J gleich r,+p ist,
finden wir wieder in dem Ideal I, , fiir jede Primidrkomponente von J eines
der Erzeugenden von I, ,, welches nicht in der entsprechenden Primkompo-
nente liegt. Wiederum gibt uns das Lemma 1 aus Kap.IV in [11] das ge-
wiinschte Polynom F,,, ,. ;. Damit ist der Induktionsschritt getan und die
Proposition bewiesen.

Wir werden die Proposition in der folgenden Situation anwenden. Sei
I(A" ) das Ideal von A" in dem Ring K[X,, ..., X,] und J das Ideal, welches
zur Diagonalen in (IPV)* gehort. Es wird erzeugt von den Polynomen X L Xk
=X, X, fur 1<i, 1=k, 0<j, k< N. Weiter sei I(S’, T)(1) das Ideal, das in
Abschnitt 8 konstruiert worden war.

Das Produkt von projektiven Rdumen (IPY)* kann in dem projektiven
Raum IPM fiir M =(N +1)*—1 mit Hilfe der Segre-Einbettung eingebettet wer-
den (siche [6]). Die entsprechenden Koordinaten bezeichnen wir mit
Yy, ..., Y. Die Varietit V in dem Raum (IPM)* sei durch die Polynome
G,(X,, ..., X,) fir 1 £i<m definiert. Dann konnen wir ohne Einschriankung der
Allgemeinheit annehmen, daB fir 1<i<m der Grad von G, in jedem Block
von Variablen derselbe ist. Denn ist D, ; der Grad in den Variablen
X 0> -+» X n» 50 setzen wir D;= max (D, ;)+1. Dann konnen wir G; mit allen

1sjsx
mdglichen Monomen vom Multigrad D;—D, ; in den Variablen X o, ..., X y
multiplizieren. Diese haben keine gemeinsame Nullstelle in (IPV)* und so erhal-
ten wir neue Polynome G, ..., G, fiir ein neues m'. Jedes G/ ist ein Produkt
eines G, mit einem Monom. Die Segre-Abbildung wird gegeben durch
XX PY, =Y

s erin J

fir 0<iy,...,i, =N und eine beliebige Anordnung Y, ..., Y,, der obigen Va-
riablen. Da der Grad von G, fir 1<i<m in jedem Block von Variablen
derselbe ist, konnen wir die Polynome G, ..., G,, schreiben als

G(X,,...,X)=H,(Y,, ..., V)

fir 1 <i<m und homogene Polynome H, vom selben Grad wie die Polynome
G;in X; o, ..., X; y. Die Polynome H,, ..., H, sind natiirlich nicht eindeutig
bestimmt. Jedoch sind sie eindeutig modulo des definierenden Ideals des Bildes
von (IPY)* in IPM unter der Segre-Abbildung. Dieses Ideal wird erzeugt in
K[Y,, ..., )] durch Polynome der Form Y;Y;-Y, Y, fir gewisse i,j, 7, (fir
Details s. [6]). Wir bezeichnen dieses Ideal mit I,. Auf diese Weise erhalten
wir aus dem Ideal 1(A4") ein Ideal I, und aus den Idealen J und I(S’, T)(1) die
Ideale I; und I, in dem Polynomring K[Y,, ..., Y;,]. Wir wihlen nun ein
beliebiges multihomogene Ideal E in K[X,, ..., X,] mit assoziiertem Ideal I,
in K[Y,, ..., Y/]. Gilt mit denselben Bezeichnungen wie in der Proposition 6
p:=p,=r,—r;>0, so erhalten wir die folgende Konsequenz aus der Proposi-
tion 6.

Lemma 5. Wird das Ideal E durch multihomogene Polynome vom Multigrad
héchstens D, und mit Héhe héchstens H, erzeugt, so gibt es homogene Polynome
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Fy,...Fy_ 4, Gy, ....,G,, Hy, ... ,Hyy_, in K[Y,, ..., Yy] mit den folgenden
Eigenschaften. Die Polynome F,, ..., Fy,_,, sind in dem von I, I, und I erzeug-
ten Ideal und ihre Hohe und ihr Grad sind durch eine Konstante beschrdnkt. Die
Polynome G, ...,G, sind in I, und haben hdchstens den Grad D,+1 und
héchstens die Hohe D3” H,,. Die Polynome H,, ..., H,,,  _, liegen in I und ihr
Grad ist héchstens ¢, LS'? und ihre Hohe hochstens D3P cTiosT+LS?+DloeS gy
eine positive Konstante c, 4. Schlieflich ist der Rang des Ideals, welches von all
diesen Polynomen erzeugt wird, gleich M + 1.

Beweis. Das Ideal, das von I(S’, T)(1) und I(A") erzeugt wird hat den Rang
M +1. Dies folgt aus der Proposition 4. Aufgrund der Eigenschaften der Segre-
Einbettung zieht dies nach sich, daB der Rang des von den Idealen I, ..., I,
erzeugten Ideals ebenfalls gleich M +1 ist. Nun folgt das Lemma aus der
Proposition 6 zusammen mit den Abschdtzungen in Proposition 3 and Lem-
ma 4.

10. Die Resultante

In diesem Abschnitt werden wir das folgende Problem diskutieren. Gegeben
seien N+ 1 homogene Polynome F,, ..., Fy in den Variablen X, ..., X. Thre
Hohe sei h; und ihr Grad D, fiir 0<i<N. Wir nehmen weiter an, daB sie keine
nichttriviale gemeinsame Nullstelle besitzen mdgen. Dann ist es wohlbekannt,
daB das Radikal des von ihnen erzeugten Ideals das Ideal (X, ..., Xy) ist.
Dabher gibt es eine positive ganze Zahl e>1 mit der Eigenschaft, daBl

Xos s XS (Fy, ..., Fy)
gilt. Insbesondere konnen wir X§ in der Form
X{=H,Fy+...+HyFy

darstellen. Hierin sind H, ..., Hy homogene Polynome. Wir sind nun interes-
siert in moglichst guten oberen Schranken fiir die Hohe und den Grad der
Polynome H, ..., Hy.

Wir beginnen mit einem Resultat, welches im wesentlichen von Macaulay
[8] stammt. Um es anzugeben, miissen wir einige Bezeichnungen einfiihren. Es
seien G, ..., Gy homogene Polynome in X,,...,Xy mit den Graden
D, ..., Dy und unabhédngige Variablen als Koeffizienten. Fiir 0<i< N definie-

ren wir die Zahlen /,+1= (D';N) und bezeichnen mit g;=(g; o, ..., &; ;) die
Koeffizienten von G;. SchlieBlich setzen wir

e=Dy+...+Dy—N+1
und D=D,,... Dy. Dann gilt das folgende.

Proposition 7. Es gibt ein multihomogenes Polynom

R=R(g, .-, &)
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mit ganzzahligen Koeffizienten vom Grade D/D; in den Variablen g, , ..., g, , fiir
0<i<N mit den folgenden Eigenschaften. Das Polynom R verschwindet fiir
spezielle Werte g, ..., gy von g, ..., gy dann und nur dann, wenn die speziali-
sierten Polynome Gy, ..., Gy, die man dadurch erhilt, dafy man die Koeffizienten
g;,; von G; durch die speziellen Werte g; ; fir 0Si<N, 0Sj<I; ersetzt, eine
gemeinsame Nullstelle (&, ..., Ey) besitzen. Weiter ist die Hohe h(R) von R

héchstens gleich exp ((e+N)) : (e—i—N) .

N N
Beweis. Wir betrachten das Ideal in dem Polynomring Z[g,, ..., gynJ[ X0, ---» Xx1,
welches durch die Polynome G, ..., Gy erzeugt wird. Es ist ein multi-

homogenes Ideal vom Rang N+1. Es folgt dann aus [8], S. 8, daB3 es Poly-
nome A und Rin Z[g,, ..., gy] mit den folgenden Eigenschaften. Beide Polynome
sind koprim und multihomogen. Das Polynom R ist prim und verschwindet dann
und nur dann fiir gg, ..., gy, wenn die Polynome Gy, ..., Gy, die man dadurch
erhilt, daB man die g; durch die g} ersetzt, eine gemeinsame Nullstelle besitzen.
Der Grad von R in den Variablen g, ,,...,g;, ist D/D; fir 0Si<N. Das

L . . . . N
Produkt AR ist eine Determinante einer U x U-Matrix mit U < (e;] ), deren

Koeffizienten entweder gleich Null oder eine der Variablen ist. Es folgt, daB
die Hohe h(AR) durch die Anzahl der Glieder in der Determinante beschrinkt

. . Ny, . .
ist, welche hochstens gleich (e-;] )! ist. Da aufgrund eines wohlbekannten

Lemmas (s. z.B. [2], Chap. 12, Lemma 2) gilt
h(AR) R > p(R),

so erhalten wir fiir die Hohe h(R) von R die gewiinschte Schranke.
Wir werden nun die Proposition 7 dazu benutzen, das folgende Resultat
herzuleiten, welches eine grofle Rolle im Beweis von Satz 1 spielt.

Proposition 8. Es seien F, ..., Fy homogene Polynome der Grade D, ..., Dy und
mit Hohen hy, ..., hy=4, deren Koeffizienten in einem algebraischen Zahlkorper
K liegen. Diese Polynome seien ohne gemeinsame projektive Nullstelle. Dann gibt
es eine nur von K abhingige positive Konstante c¢,, =21 mit der folgenden
Eigenschaft: Es sei X, fir 0SISN eine homogene Koordinate, ¢ ein Punkt in
PN(C) mit X,(§)#0 und D=D,,... D\ gesetzt. Dann gilt

—Cqa (N2 eV loge+ i (D/D)) log h, ) < max (log|(F/XD')(é)|) (21)

Beweis. Wir konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB
X,(&)=1 gilt. Damit identifizieren wir ¢ mit einem Punkt in A¥*!(C). Ferner
konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafl =0 gilt
und setzen X ,()=¢,. SchlieBlich konnen wir noch annehmen, daB die rechte
Seite von (21) negativ ist. Denn andernfalls folgt die Behauptung der Proposi-
tion trivialerweise.

Wir ersetzen nun die Koeffizienten von F,,...,Fy durch Variablen
go, ..., &y und bezeichnen mit g, ..., gy die Koeffizienten der hdchsten reinen
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Potenzen von X, in G,,...,Gy. Da fir g,=...=gy=0 die Polynome
Gy, ..., Gy die gemeinsame Nullstelle (1,0, ..., 0) in IP¥ besitzen, verschwindet
die Resultante R. Wir haben deshalb

R=R(gy, ..., nEg0> ---» EN)-
Wir schreiben nun

D/Dg D/Dn ) .
R= 3 oo 3 Tig i 883

0= iN=0
wobei die Koeffizienten r;, ;. in Z[g,,...,gy] liegen und nicht von
g0, ---» 8y abhdngen. Thre Hohen sind beschrankt durch die Héhe h(R) von R.

Ersetzen wir in G, ...,Gy die Koeffizienten g,,...,gy durch g,

—Gy(é),...,gn—Gp(&), so haben die daraus resultierenden Polynome G;
=Gj(X)-—Gj(§)XD (0<j=N) ecine gemeinsame Nullstelle, nimlich &, Daher
verschwindet ihre Resultante. Wir erhalten dann

D/Do  D/Dn ' ‘
0=_ZO"‘.Zorio,...,iN(go_-GO(é))m'--(gN—GN(f))lN~

ig= iN=
Wir konnen die rechte Seite als ein Polynom in G (&), ..., Gy(£) schreiben. Der
konstante Term dieses Polynoms ist gerade die Resultante R(g,, ..., gy) und
nun folgt die Proposition aus der Tatsache, daB die obige Relation giiltig
bleibt, wenn wir die Spezialisierung g,—f; fiir 0<i< N durchfithren, wobei die
f.=(f.0,-..,f;,) die Koeffizienten von F;, sind. Der konstante Term
R(f,, ..., fy) ist die Spezialisierung der Resultanten R(g,,..., gy) und ver-
schwindet nicht, da F,, ..., Fy keine gemeinsame Nullstelle besitzen. Die Be-
hauptung in der Proposition 8 folgt nun aus leicht durchzufiithrende Abschit-
zungen.

11. Beweis von Satz 1

Wir sind nun in der Lage, den Beweis von Satz 1 zu beenden. Wir betrachten
n (A" den Punkt &=(exp .(®), ..., exp(®)). Sei W sein Zariski-Abschlufl
iiber Q. Dies ist eine projektive Varietit in (IPY)*. Sei E’ das entsprechende
Ideal in Q[X,, ..., X,]. Dann besitzt E’' eine Basis von Polynomen, die iiber
einem algebraischen Zahlkorper definiert sind. Wir wollen in Zukunft daher
annehmen, daB alle auftretende Objekte iiber einem algebraischen Zahlkorper
K definiert sind. Wir setzen E=E'nK[X,, ..., X,]. Mit den Bezeichnungen
aus Abschnitt 9 erhalten wir die Ideale I,,...,I5 in K[Y,,..., Y,]. Wir neh-
men nun an, daB der Satz 1 falsch ist und erhalten insbesondere, da p=p,>0.
Nach Lemma$5 erhalten wir Polynome F,,...,Fy ,; G, ....,G, und
H, ., H, ,_,in K[Y,,..., Y] mit den folgenden Eigenschaften. Die Poly-
nome F,...,Fy_ .4 Gy, ..., G, liegen in dem Ideal, welches von den Idealen
I,,1,,1; und I, erzeugt wird und ihre Hohe und ihr Grad sind durch eine
Konstante ¢, beschrinkt. Sie verschwinden alle auf dem Bild von W in IPM



Uber das Abelsche Analogon des Lindemannschen Satzes | 387

unter der Segre-Abbildung. Die Polynome H,, ..., H,,_,,, schlieBlich liegen
in Iy und ihr Grad ist hochstens gleich ¢,4LS’? und ihre Hohe hdchstens
gleich cTleeT+L5?+DloeS fiir positive Konstanten ¢, und ¢,,. Alle diese Poly-
nome haben keine gemeinsame Nullstelle. Daher konnen wir die Proposition 8
anwenden und erhalten

max (log|Fy(m)l, ..., 10g|H g, _,(mMh= -V, (22)
wo V=c,g[(LS'*" log(LS")+(T log T+ D log S)(LS'?"~*] und 7 das Bild von
¢ unter der Segre-Abbildung ist. Da F,(n)=...=G,(n)=0 ist, geniigt es, die

Absolutbetrdge von H,(y), ..., H,;_, () abzuschdtzen. Die Polynome H, sind
fir I<i<nd—p+1 Linearkombinationen von hochstens ¢, (LS’ ?)" der Erzeu-
genden von [ mit ganzzahligen Koeffizienten, deren Absolutbetrige die Zahl
C50(LS"?)" nicht iibersteigen. Da weiter das Ideal I das Bild von I(S’, T)(1)
unter der Segre-Abbildung ist, erhalten wir schlieBlich aus der Proposition 5
die Abschdtzung

log |H, ()| < —cy, TS™ log T. (23)

Nun vergleichen wir die Abschidtzungen (22) und (23). Dazu wihlen wir T so
groB, daB DlogS=<TlogT ist. Dann sind (22) und (23) dquivalent zu der
Ungleichung

2(nd —p)+ 8¢(nd — p)/mn=mn.
Da dies fiir jedes positive ¢ richtig sein muf3, muf3
2(nd—p)=mn

gelten. Da aber p gleich der Kodimension des Zariski-Abschlusses von
exp 4. (o) liber @ ist und da die Dimension von A" gleich nd ist, erhalten wir
die gewiinschte Abschitzung fiir die Dimension dieses Zariski-Abschlusses.
Damit ist der Satz 1 vollstindig bewiesen.
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Oblatum 11-VIII & 22-X1-1982

Nachtrag bei der Korrektur

Der Beweis von Satz 1 wurde so gefiihrt, daB man sofort ein MaB fiir die algebraische Unabhin-
gigkeit erhilt. Dazu seien die Voraussetzungen dieselben wie vom Korollar 1.

A" sei wie iiblich in einen projektiven Raum IP" eingebettet. Dann sei Y = A" eine Hyperfliche
vom Grad d(Y) definiert iiber einem algebraischen Zahlkorper K. Wir definieren dann die Hohe
H(Y) von Y als das Minimum iiber die Hohen aller homogener Polynome mit Koeffizienten in K,
welche auf Y verschwinden und deren Grad durch d(Y) beschrinkt ist. Ist A ein Punkt auf 4" so
bezeichnen wir mit dist(h; Y) den Abstand von h zu Y. Dann gilt der folgende Satz.

Satz 3. Es gibt eine effektiv berechenbare Konstante ¢, >0, welche nicht von H(Y) abhdngt, so daf8
unter den Voraussetzungen von Korollar 1 gilt

log(dist(g; Y))= —c, (1 +log H(Y)).

Der Beweis von Satz 3 motiviert insbesondere das Lemma 5, welches wir nicht in voller Schir-
fe im Beweis von Satz 1 ausgenutzt haben. Die Konstante ¢, hidngt natiirlich von dem Grad d(Y)
von Y ab. In einer nachfolgenden Arbeit soll unter anderem diese Abhingigkeit genauer untersucht
werden. Dies fiihrt dann zu dem folgenden Ergebnis.

Satz 3. Es sei >0 eine positive reelle Zahl. Dann gibt es eine effektive berechenbare Konstante c,>0,
die nicht von d(Y) und H(Y) abhdngt, so daf} unter den Voraussetzungen von Korollar 1 gilt

log(dist (g; Y))Z —c, d(Y)"**(d(Y)+log H(Y)).



