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Variétés abéliennes et indépendance algébrique I1:

Un analogue abélien du théoréme
de Lindemann-Weierstraf§

P. Philippon

Centre de Mathématiques de I'Ecole Polytechnique, Plateau de Palaiseau,
F-91128 Palaiseau Cedex, France

§ 0. Introduction — Enoncé des résultats

Le présent article est la suite de [5] et [6] et s’appuie notamment sur certains des
résultats qui y sont démontrés. Nous nous intéressons ici & un analogue du
théoréme de Lindemann-Weierstral3 (cf. [7]) sur les variétés abéliennes. Dans le
cas des variétés abéliennes a multiplications complexes le résultat principal de
ce travail fournit 'indépendance algébrique de valeurs de fonctions abéliennes
en des points algébriques, voir le corollaire 0.2 et surtout le corollaire 0.3 qui
répond a une conjecture bien connue. On retrouve ainsi tous les résultats de
[2] que I'on étend au cas des variétés abéliennes de dimensions quelconques.

Signalons que dans [9] G. Wiistholz a annoncé qu’il avait également obte-
nu une démonstration du théoréme que nous nous proposons d’établir.

La différence essentielle entre ce qui va suivre et [6] réside d’'une part dans
l'introduction d’opérateurs de dérivations et d’autre part dans le fait que I'on
travaille sur un groupe algébrique produit (c’est en fait une extension triviale,
par une puissance du groupe additif, de la variété abélienne considérée).

Soit F un corps de nombres que I'on considére plongé dans C. Soit 4 une
variété abélienne simple de dimension g définie sur F. On pose k=Q ®,End A
et G=A" pour un entier d= 1. Soit K un corps contenant k de dimension d sur
k. On dispose alors d’une représentation fidéle de K de degré d sur k, c’est-a-
dire un homomorphisme p injectif de K dans l'algebre .#(d,k) des matrices
d x d a coefficients dans Kk, tel que p(1) soit la matrice identité. Soit @ un sous-
anneau unitaire de End A de rang r sur Z et I" un sous-¢~-module de K de rang
d et engendrant K sur k. L’action naturelle de .#(d, 0) sur G permet d’identi-
fier I' a une sous-algébre de End G, et .#(q,I') & une sous-algébre de End G

On dira qu'un point p de G(C) est fortement propre pour I' s’il existe un
élément z de TG(C)~C** tel que 'application exponentielle exp; du groupe de
Lie G(C) vérifie expg(z)=p et que z soit un vecteur propre pour l'action natu-
relle de d,y sur TG(C) pour tout y dans I

Laboratoire associé¢ au C.N.R.S. n° 169
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Le résultat principal s’énonce alors:

Théoréme 0.1. Soit p un point non nul de G(C) fortement propre pour I" apparte-
nant d expg((Q)g"). Si X désigne la plus petite sous variété algébrique de G
définie sur Q) et contenant p, on a:

dim X >rd/2.
Le corollaire le plus frappant est le suivant:

Corollaire 0.2. Si A est une variété abélienne a multiplications complexes et si
Pon choisit O =End A alors sous les hypothéses du théoréme 0.1 on a: X =G.

Et enfin dans le cas ou la variété abélienne est de dimension 1 le corollaire
0.2 entraine:

Corollaire 0.3. Soit & une fonction elliptique de Weierstraf d’invariants
algébriques admettant des multiplications complexes, et o, ...,a, des nombres
algébriques linéairement indépendants sur le corps des multiplications complexes
de §. Alors les nombres

(), ..., 9(,)
sont algébriquement indépendants sur Q.

Le corollaire 0.2 découle immédiatement du théoréme 0.1. Pour le corol-
laire 0.3 il convient de remarquer qu’il suffit de démontrer que sous les mémes
hypothéses sur la fonction g, et si § est un nombre algébrique de degré d sur
le corps des multiplications complexes de g, les nombres

@), PB), ..., (1)

sont algébriquement indépendants sur @. Or ce dernier énoncé se déduit du
corollaire 0.2 de la méme fagon que le corollaire 0.1 de [6] se déduit du
théoréme 3.2 de [6], on se reportera donc au paragraphe 3 de [6] pour les
détails.

Cet article se présente comme suit. Dans le paragraphe 1 on rappelle, dans
le contexte du théoréme 0.1, quelques faits classiques sur les groupes
algébriques et I'on prépare les notations pour la suite. Le paragraphe 2 est sans
doute le point le plus important qui permet d’améliorer la méthode de [6]. Il
s’agit de formaliser pour les opérateurs de dérivations sur le groupe algébrique
considéré une idée de Baker-Coates-Anderson déja utilisée par G.V.
Choodnovsky dans [2], et dans une situation identique. Nous travaillerons
avec des dérivations sur un groupe algébrique produit d’'un groupe linéaire et
d’une variété abélienne en séparant systématiquement les opérations sur 'un et
lautre des deux facteurs, les résultats de [3] ne suffisant pas a nos besoins
nous démontrons dans le paragraphe 3 un lemme de zéro ad hoc pour la suite.
Nous n’avons pas cherché a démontrer le lemme de zéros le meilleur possible ni
le plus général, mais avons essayé d’étre relativement brefs. Le paragraphe 4
donne la démonstration du théoréme 0.1 et quelques commentaires.

Pour conclure ce paragraphe fixons une fois pour toute la notion de hau-
teur d’un polynéme a coefficient dans un corps de nombres F, que nous utilise-
rons. Si p,,...,p, désignent les coefficients dans F d’un polynéme P, sa hau-
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teur, notée h(P), sera la hauteur logarithmique, telle que définie dans [8] page
19, du point (1, p,, ..., p,) de 'espace projectif IP,(F).

Dans tout cet article nous ferons librement référence a [6].

C’est lors d’un séjour & Wuppertal en février 1982 que j’ai pu boucler la
démonstration du théoréme 0.1. Je tiens a ce propos a remercier G. Wiistholz
qui m’a alors aimablement expliqué les détails qui forment maintenant 'impor-
tant paragraphe 2.

§ 1. Préliminaires

Soit ¢ un entier =1.
On choisit un plongement de G? dans un espace projectif IPy:

¥: G- P,(0).
Identifions I'espace tangent TG? de GY a T'origine avec C&%%, 'application
¥oexpgq: €49 — IPy(C)

est représentée par des fonctions analytiques (O,(u), ..., @ y(u)) ne s’annulant
simultanément en aucun point de C#? et d’ordre strict <2.

Nous allons décrire trois types d’opérations sur ¥ (GY (que 'on identifie a
G9. Apres le choix d'une base 7,,...,7,; du Z-module I' on définit I}; pour
HeN comme dans [8] page 16.

o) Les lois d’additions (cf. [3] pages 492-3).

Lemme 1.1. 1! existe un recouvrement fini de G%x G4 par des ouverts de Zariski
(Upseww et des familles de polynomes (AP, ..., AD)),ew bihomogénes en
(Xoys -oor Xns Xb, .., Xy) tels que pour tout couple (p,p')eG4 x G, si (xq, ..., Xy)
(resp. (xp, ..., X)) sont des coordonnées projectives de p(resp.p’), chaque famille
(AP (x, x), ..., AP (x, X)) est soit identiquement nulle, soit forme un systéme de
coordonnées projectives du point p+p'. De plus la famille d’indice o est non nulle
si (p, p)e U

Démonstration. C’est une conséquence directe de la définition d’un groupe
algébrique.

f) Les dérivations (cf. [1] page 289).

Soit fe#B={0,...,N} et V;=G'n{X,;=+0}. La famille (V});_4 est un recou-
vrement de G? par des ouverts de Zariski. Sur chaque ouvert expg,' (V}) et pour
tout i=1,...,gdq et tout j=%f on a (cf. [8] page 26):

2 (@) (O, %)
au, \@,) " i \e, v e,)

ou @) est un polynome homogene de F[X,, ..., Xy] de degré d+1, ol & est
indépendant de i et j. On peut donc énoncer le lemme:
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Lemme 1.2. Lopérateur

4; 5 F[ X, ..., Xy] = F[Xo, ..., Xy]
- ¥
i*p
qui transforme le polynéme homogéne P de degré D en un polynéme homogéne de
degré D+ 0, vérifie:

A; gPo¥oexpg,

0 (Po¥oexpg,
o)

@D

) ~ou exp LV )

v) Les endomorphismes (cf. [6] lemme 2.4).

Lemme 1.3. 1] existe un nombre réel c, ne dépendant que de ¥, G, vy, ..., 7,  tel
que pour tout HeN il existe un recouvrement fini de G? par des ouverts de
Zariski (W))seq,, et pour tout ye.l(q,Ty) des familles F\¥=(Fg,, ..., F{),
indexées par E€%y, de polyndmes homogénes de méme degré <c, H? en
Xy, ..., Xy @ coefficients dans Op de hauteurs <c,(H>+1) et tels que pour tout
point p de G? de coordonnées projectives (X, ..., X y) la famille F{*(X,, ..., X y) ou
soit nulle ou forme un systéme de coordonnées projectives du point y-p. De plus
pour au moins un & la famille d’indice & est non nulle.

Démonstration. Cest le lemme 2.4 de [6].

0) Normalisation des coordonnées projectives.

Nous désignerons dorénavant par p le point fortement propre pour I' de
expg(TG(Q)) considéré dans le théoréme 0.1. Et (p, ..., p) est un point de G%
On définit les idéaux de F[X,, ..., Xy]:

4 =(PeF[X,, ..., Xy]; Plg.=0)
et
8=(PeF[X,, ..., Xy1; P(p,...,p)=0).

La dimension x de l'idéal & est égale a la dimension de la sous-variété
algébrique X de G du théoreme 0.1. On a bien slir § o %.

Lemme 1.4. Il existe des formes linéaires L, ..., Ly en X,, ..., Xy linéairement
indépendantes sur F telles que L, ..., L, (resp. Lo, ..., L,4,) forment une base de
transcendance sur F de lanneau F[ X, ..., X\]/€ (resp F[X,, ..., Xy1/9) et que

de plus L; pour i=k+1,...,N (resp. L; pour j=gdq+1,..., N) vérifie une relation
de dépendance intégrale sur F[L,,...,L; ;] modulo & (resp. F[Ly,...,L; ]
modulo %).

Démonstration. Le lemme 3.5 de [6] nous fournit des formes linéaires
Lo, ..., Lyags Lyagi1s ---» Ly €n Xo, ..., Xy linéairement indépendantes telles que
Ly, ..., Ly, forment une base de transcendence sur F de F[X,,..., Xy]/% et
que L pour j=gdqg+1,..., N vérifie une relation de dépendance intégrale sur
F [LO, ..., Lj_;] modulo {9. Réutilisant le lemme 3.5 de [6] on trouve des for-

gdq’



Variétés abéliennes et indépendance algébrique 11 393

mes lineaires Lo, ..., Ly, en L, ..., L,, donc en X,, ..., Xy, linéairement
indépendantes telles que L, ..., L, forment une base de transcendance sur F de
F[L,,...,L /6 NF[Ly,... g‘,q] et que L; pour i=x+1,...,gdq vérifie
une relatlon de dependance mtegrale sur F [LO, v Li_4] modulo &. Et comme

F[Lg, .., LygJ=F[Lq, ..., La,],

d'une part L, ..., L,,, forment une base de transcendance sur F de
F[X,, ..., Xy]/¥9, dautre part L, pour i=gdq+1,..., N vérifie une relation de
dépendance intégrale sur F[L,, ..., L;_;] modulo ¢ et donc aussi modulo &
car 6 9. Enfin L, ..., L, forment clairement une base de transcendance sur F
de F[X,, ..., Xy1/&, ce qui achéve la preuve du lemme 1.4.

Désormais nous choisissons une fois pour toutes (N +1) formes linéaires
que nous notons encore X,, ..., Xy et qui satisfont aux assertions du lemme
1.4. On en déduit que pour i=k+1,..., N il existe des relations homogénes de
dépendance intégrale de X, sur F[X,, ..., X, ] modulo &,

R(Xog, .., X)=X"+d (Xq, ..., X) X" 4. +dl (X, ..., X)EE.
i 0 i i 1 K i "

Et pour j=gdq+l , N il existe des relations de dépendance integrale de X;
sur F[X,, .. ] modulo 9,

gdq

R¥(Xgs oy X)= XD 408 (X, ooy Xpa) X0 4+ aH(X g, oy X g )E%.

gdq

Soit z=(z, ..., z,,) un €élément de Q*¢ propre pour l'action de d,y lorsque y
parcourt I et tel que p=expg;(z).
Nous allons considérer le sous-groupe a g-parameétres de G? suivant:

Yoexpga

g C1—2 et » 1P,

ou .¢ est I'application linéaire de matrice g x gdq, dont la transposée s’écrit:

Zyzgg 0
0 0 zy...zy O...

¢ est représenté par les fonctions analytiques ¢, ..., ¢, vérifiant:
Pilty, s 1) =0(L(ty, ..., 1,)).

Remarquons que I'image &(C? du sous-groupe a g-paramétres de G? ci-dessus
contenant l'orbite sous I du point p, qui n’est pas de torsion dans GY est
Zariski dense dans GY. En effet s’il n’en était pas ainsi on devrait avoir
u(I - p, G)=0 contredisant le lemme 2.1 de [6].

Le lemme 1.3 nous a permis de décrire 'action sur G? des endomorphismes
y€(q,I'), terminons ce paragraphe en expliquant comment nous ferons agir
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ces mémes endomorphismes sur G plonge dans IP,- 4 tout élement yPerl et au

vecteur propre z de d,7° est associé la valeur propre A(y°)e®@. Pour (Z,, ..., Z)
un (g + 1)-uplet on pose:

“/Zz')’(zos ”'qu)

q

q q
= (20, 3 26412 3 26°0Z,) 0l 1=,
1= 1= 1

i
J

HAIA
IATIA

Pour un g-uplet t=(t,, ..., t,) on notera aussi y-t, le g-uplet défini par:

'))(1, Lyyens tq)=(1, Vt),

ce qui décrit I'action de y sur GZ.

Dans toute la suite on supposera sans perte de généralité que les composantes
Zy,...,2,, de Z ainsi que les (l(yo))yoer sont dans F. Remarquons encore que si 1
est le g-uplet (1,...,1), pour tout y dans #(q,I') le (N+1)-uplet
(Po(y-1), ..., oy(y-1)) est un systtme de coordonnées projectives du point
(P, ..., ), (s --., P)EGY).

§ 2. La remarque fondamentale

Nous considérerons dans la suite le groupe algébrique G¢x G? A Tlaide du
plongement ¥: G? — Py on identifie GZx G? & un ouvert de Zariski d’'une sous-
variété de IP, x IPy.

Soit ¥ I'ideal bihomogene de F[Z,, ..., Z,, X,, ..., Xy]=F[Z, X] engendre
par lidéal homogéne 4 de F[X,, ..., X,] introduit précédemment au paragra-
phe 1.5. Ainsi 4 est un idéal premier de codimension N —gdg, et sa variété des
zéros Z (%) dans IP, x Py est IP,x G%. A un polynéme PeF[Z, X] bihomogene
en Z et X on associe la fonction analytique des g-variables t=(t,, ..., t,):

O(ty,..n t)=P(1, 11, ..., 1, @o(t), ..., @y(t) =P(1, t. (1)),

et 'on déduit aisément du paragraphe 1.f le lemme suivant qui décrit 'action
lol

des opérateurs " (ou 6eN? et |g| =0, +...+0,) sur l'algebre des poly-

otg' ... otge
noémes bihomogénes en Z et X.
Lemme 2.1. Pour tout multi-indice 6 =(0,, ..., 0,) de IN? et tout Be il existe un
opérateur
A0y FIZos s Zgy Xos ooos Xyd = F[Zgy oy Zyy X, ooy X
P4, ,P

transformant le polynéme bihomogéne P de degrés L en Z et D en X en un poly-
néme bihomogéne de degrés L en Z et D+9|a| en X, vérifiant

4, 4P(1,t, 0(t) o (P(l, t, (p(t)))

(@)1 |- 0t7 .. 0851\ (@p(1)°

E_l(Vﬁ).
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On considére I'ensemble {U,; aeo//U,n{e(0)} x GI+0} ={U,; xeo/'}, cette fa-
mille forme un recouvrement fini de {&(0)} x G4 Soit ae.o/’, fe# et t vérifiant
e(t)eVy et (e(0), e(t)el,, alors pour tout w suffisamment proche de 0 on a
encore &(t+w)el et (e(w), &(t)eU,. Et I'on peut écrire:

d(w+t) =P(l,w+t, AL (W) p(1)), ..., AP (p(W); (1))
[pp(w+1)]° LA (p(w): p(6)]° '

|o]
pe a cette formule (aprés multiplication des deux
w

Appliquant P'opérateur

membres par [AY(@(w); ¢(t))]°) on trouve:
la]

ow°®

P(Lw+t, A% (p(W); ¢(1)

AN ) ol =le]
B Zs (:I) ow” ((pl,((vvvvitt))") e ([[A5 (@ (w); @()1°).

a’cN4

On remarque alors que:

Prenant la limite lorsque w — 0 dans la formule ci-dessus on obtient;

0ntlto®= 3 (0) T (29) B, sto0)

L o’ (Pﬁ(t)D

w=0

ou
0,..(Z, X)=
el
Ng P(ZO7 WI +Zl, seey Wq+Zq> A(g)((_P(w), X)a ceey Ag]”(_(_p(w), X))lw:()

est un polynéme bihomogeéne en Z et X et B,_, ,,(X) un polynome
homogéne en X qui vérifie pour |6|—|6’| < D:

[P ((0); X)IP*11-171 divise B,_,, 4(X).
Mais on a, B

! ( o(t) )zA,,,,,,P(l,t,g(t)
0s0°) ~ (py(®) "1

ot
sur s"(V,,), et donc, en utilisant le fait que (€Y est Zariski dense dans G% on
a pour tout ae.o/ et feB:

Xp+olelg, &G, 4, ,P; |d'|<|al).
De méme on voit facilement que, du fait que By , 4(X )=[A},°"((_p(0), X)1°,
[45((0), X)]°*1914, ;Pe(,Q, ,; l6'|<la]).
On pose A (X)= A ((0), X).
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Et des estimations aisées permettent d’énoncer le lemme:
Lemme 2.2. Soit T un entier 20, L et D des entiers =1, et P un polynéme
bihomogéne de F[Z,, ...,Z,, X, ..., Xy] de degrés L en Z et D en X et de
hauteur =<h. Il existe des familles (4, ;P)y <1 €t (@, )<t de polynomes

PeB acd

bihomogénes, et une constante c, ne dépendant pas de T et P, telles que:

(i) d9Q, <L, d30,,<c,D et h(Q, )<h+c,(D+Tlog(T+L+D)) pour
tout |o| LT et aesd’

(i) ([A;2(X)1°*T- 4, ,P; 16| T, peB)=(%,Q, ;6| <T)

(iii) pour tout |6|<T et acs/' et feP on a:

X;3)+6T' Qd,azE Z Ca’,a,li. Ao",ﬁP(mOd g?)’

ou C, , ; est un polynome homogene de degré <c,D+06T en X et de hauteur
h(C, . p)Scy(D+ Tlog(T+ L+ D))

(iv) pour tout |6|<T et feB on a:

4, 4 P(L,t, o(t)

al°l (P(1,t,¢(t))
(@y(t)P+21°] - ( )

(@p(0)°

e~ 1(Vp) 0t6 5"(V,;).

§ 3. Le lemme de zéros

Ce paragraphe est consacré a la preuve du lemme 3.2. Je remercie Y.V.
Nesterenko pour ses remarques sur une premiére version de ce paragraphe.

Lemme 3.1. Il existe une constante cy;=1 ne dépendant que de % et vérifiant ce
qui suit. Soit PeF[Z, X] un polynéme, wappartenant pas a 9, bihomogéne de
degrés L en Z et D en X avec 1<D<L. Soit T un entier >c,-gdq-D*" et
(Q4.2) la famille de polynémes introduite dans le lemme 2.2. On pose;

1;=4%,Q, ,;0esl,|6|<T)

alors 1, engendre dans F(Z) [X,, ..., Xy] un idéal de codimension N+ 1. (cdd la
variété des zéros Z(Iy) de I dans TP, x Py est contenue dans Hx Py ou H est
un sous-ensemble algébrique de codimension 1 de IP,))

Démonstration. On va faire la démonstration par récurrence en montrant pour
tout r=1,...,gdq+1 l'assertion (), suivante:
(A),: pour T>cy-(r—1)-D"~' il existe une décomposition primaire
normale
I;=Q,n...nQ,,

et un entier he{l,...,h'} tels que:
- Vi=1,...,h QnF[Z]=(0) et ‘Bi=]/5i est un idéal premier de codimen-
sion 2N —gdq+r,
- Vi=h+1,... .0 QnF[Z]+(0).

1°) Pour r=1, comme on sait que codim ¥=N-—gdq, et P¢% on a
codimI,=N —gdq+1 pour T>0 et donc l'assertion (¢'), est immédiate.

2°) Montrons que pour re{l,...,gdq} T'hypothése (X"), entraine (X),, .
Soit T un entier tel que I, vérifie 'assertion (X),.



Variétés abéliennes et indépendance algébrique 11 397

Soit i un indice entre 1 et h tel que I'idéal premier B, soit de codimension
exactement N —gdg+r (s'il n’y en a pas alors assertion (X),,, est vérifiée).
On continue la preuve en trois temps:

i) D’abord on montre que I'exposant e; de 'idéal primaire Q; associ¢ a B,
est <[c;-D"]. Pour cela on va localiser par rapport a F [Z]\{O} Désignons
par I T,D ‘B,, ... les 1idéaux engendrés dans Il'anneau F(Z)[X] par
I1,%Q;,%B;,.... On démontre alors comme dans [1] (voir le paragraphe 2) que,
lorsque ‘B nF [Z]=(0) 'idéal ‘B est premier dans F(Z)[X] de codimension
égale a celle de B; dans F[Z, X] et l'idéal Q est primaire associé a ‘B de
méme exposant e; que Q;. Enfin

I;=9,n...nQ,

est une décomposition primaire normale de I .
A Tlaide de combinaisons linéaires génériques des générateurs de I, on
construit une suite réguliere dans I, de la forme:

Qla Tt QN-gdq’ QN—gdq+17 ""QN-gle—r

ou Qy,...,0y_,a, ne dépendent que de ¥ et Qu_ 4,0 15---» On_gaqs, SON des
polyndmes homogenes de F(Z)[X] de degré D en X.

Comme Q, est une composante primaire de I, on sait que son exposant e,
est majoré par le degré de I'idéal I,. Utilisant la suite réguliére ci-dessus et le
lemme 3 de [1] on conclut que le degré de I'idéal I, est majoré par c,-D" ou
¢; ne dépend que de Q, ..., Qy_.,4,, donc de .

Ceci fournit la majoration de 'exposant e¢; de I'idéal primaire Q; cherchée.

ii) On pose V {Z,=+0} x V; pour feA.

Soit f,e# tel que V JNZ(B)£0. 11 y a nécessairement un tel f, car
(V),,egg est un recouvrement de {Z,+0} xIP, et Z(PB,)Et{Z,=0}. On montre
alors que 4, ; I,+¢ B, pour un multi-indice o tel que |o|=e;.

Pour cela, suivant [1] et [4], on définit pour QeF[Z, X], etp eV ZNZ (B,

ord, Q=max{l/V|a|<l, 4, 5 Q(p)=0}.
Et I'on pose
ord, *B,=min {ord, Q; QeP;} >0.

Si P, est un polyndme de B, réalisant ce minimum il existe un multi-indice a,
de la forme 6,=(0,...,0,1,0,...,0) tel que ord, 4, , F<ord, P, ce qui entraine
que Aau Bo 1¢‘B

Choisissons pour tout j#i un élément PeQ;~P,. On peut méme, pour
jZh+1, prendre PeQ;nF[Z]. Alors si 6=¢;-6, on a:

Ao polP [T D)= (g 5, P[] P %0 (mod ),
J¥1 JFi
et comme P [[Pel; on a bien montré que 4, 5 I ¢ B; pour un multi-indice
Jj¥i

o vérifiant |o| =e;.

iii) D’aprés le lemme 2.2 on a pour e, aef et |6/|S T,

XproT.Q, €@, 4, 4P;l6"|ST)
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d’ou pour le 6, du (ii) et pour tout fe4,

D+6T — D+4T D+6T
Aao,ﬂo(Xﬂ+ 'Qa’.a)"Aao,ﬂg(Xﬁ-F )'Qa'.a+Xﬁ+ 'Aag,ﬁoQa’,as

avec
X5 Ago 5o XBTT-Q, )@, 4,. 4P;l6"| ST +1).

Et enfin pour 6=¢;0,;
bl i 2 R
Xf,’* T+e). Ay 50D 1€, A, 4P |6"| ST +e).

Soit T'"=ZT+[c3D"]=T+e;, on déduit toujours du lemme 2.2 que pour tout
peB et d'ed’
[A5UX)- X517 A, 5O ol 7.

o' a

Comme lorsque o parcourt /' et f parcourt # les polynomes X, A;*)(X)
n’ont pas de zéro commun on obtient que, pour ae.o/’ et |¢'| < T,

Aﬂ»ﬂo Qa',aEI?:

ou le symbole * signifie que 'on omet les composantes primaires de radical
contenant (X, ..., Xy).
D’ou il découle que:
Ag g lr <=1t

On en déduit que pour T'ZT+[c3D"] on a 1§ & B; pour tous les ie{l,...,h}
tels que la composante B; de I, soit de codimension N —gdq+r. Et par suite,
vu que I 21, les seules composantes PB; de I de codimension <N —gdq+r
sont parmi celles qui proviennent des ‘B, avec i=h+1,...,h" et vérifient donc
B;"F[Z]+(0). Mais pour tout T'>c,-r-D" on peut trouver T >c,(r—1)D"*
tel que T2 T+ [c;D"], I'assertion (X'),, , est donc vérifiée.

Pour achever la preuve du lemme 3.1 il suffit de remarquer que les idéaux
Q primaires bihomogénes de F[Z,X] de codimension N+1 vérifient
nécessairement QN F[Z]+(0) ou ]/5=(X0, ...» Xy), le lemme découle de Ias-
sertion (A),4441-

Le lemme de zéro que nous avons en vue s’énonce:

Lemma 3.2. Il existe une constante c,>0 ne dépendant que de G? et des
relations (R¥) choisies au paragraphe 1 telle que la proposition suivante soit
vraie.

Soit P un élément de F[Z, X| bihomogéne de degrés L en Z et D en X, nappar-
tenant pas a 9. Soit T et H des entiers vérifiant :

(T—c3gdD?%)- H™ >c, LD®.
Alors lidéal
J=(9,0,.(7-Z, FO(X)); ae ', E€By, |6| < T et yeM (g, Iy))
veérifie:
ZN<cZ(ZHhvZ(Zy, ..., 2)).
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Démonstration. On procede par récurrence sur q.

(i) le cas q=1: Le lemme 3.1 avec g=1 nous assure que dans l'anneau
F(Z2)[X,,..., X y] lidéal engendré par I, pour T'>c,gdD®® est de codimen-
sion N+1. Les relations RY,,,,...,R¥ introduites a la fin du paragraphe 1
étant dans ¢ sont dans I,.. Notant P,,..., P, des générateurs de ¢ et les (Q,, ,)
on peut alors appliquer le lemme 1.2 de [6] qui fournit un polynéme A4 de
F[Z], non nul, homogéne de degré <c,L-D®*¢ ou c, est une constante ne
dépendant que des (RY).

Comme XN +DP. Ael,, on déduit du lemme 2.2 que:

X2+ Ae(@, A, 4P; 10| ST
ou ¢, =1+c,(N+1). D’ou encore,
X?D+6T'+(al . A,,ﬁ(A)e(?’ Aq 4P;161ST +|o))
et enfin,
[A5(X)- X Jes2+oT+leb. 4 (A)e(@,Q, . acd’ et |6| ST +]a))

pour tout o'/’ et tout fe.

01

On remarque alors que 4, ﬂ(A)= zs - T
1
donc comme 4 la fin de la preuve du lemme 3.1 déduire que:

A est indépendant de . On peut

A, 4(A)EF,Q, ,;aest et|o| ST +|al)*,
d’ou:
Vel ST-T', Vyely 4,40 -2)el*

Si (29,24, Xg,--.,Xy) €5t un systéeme de coordonnées projectives d’'un zéro de J
dans IP, x IP, avec z,z, +0 on doit avoir:

o1
Yo, sT-T', Vyely a—azFA(v'z)=0
ce qui est clairement impossible pour (T—T')H™>c, LD* car le degré de 4
est borné par c, LD#.

(ii) la récurrence q—1—-q: On suppose que contrairement a la conclusion
du lemme 3.2 il existe un zéro (zo,...,z,) X (py, ..., p,) de J dans P, x G? tel que
202;%+0 pour un certain i entre 1 et g. Quitte a remplacer ce zéro par son
image par un élément de .#(q, I';) convenable et a remplacer H par [H/q] on
peut faire 'hypothése que z,...z,#0. On peut également supposer ce point
rationnel sur une extension finie de F, que I'on notera encore F. Soit zxp un
point générique de G, x G et J' I'idéal de F[Z, X] suivant,

J,=(g5 Zq—ZZO’ Qa,a(v'Z’ _I_;;,({)(X)); aEJ%/, ée(gH, aezq‘T et -))Er/”(q_l, FH))
ou X, r={6=(0,,...,0,_4,0); lo| <(1-1/q) T} et ol un élément ye.#(q—1,Iy)

est identifié & élément (g (1)) de M(q, T).
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Comme ¥ =(QeF[X]; Qlg- 1., =0) le lemme admis & 'ordre g—1 entraine
que lideal J' n’a pas de zéro de la forme (zo,...,2,_y,220) X (Py, ..., Py_1, D).
(notons que 'on utilise en fait le lemme 3.2 4 'ordre g—1 avec F remplacé par

F(z), et que ceci est bien licite). 11 existe donc un polyndme PV'=Q, . n’ap-
partenant pas a I'idéal

gl =(Q€F[X], Q"/o((px,.u,ql_ ) xG)EO)'
Ecrivons y,- (2o, .-+, 2)=(2¢, 2}, .-+, 2, _1, 2,), un des z; est non nul. Soient T’ un

entier >c,gdD®? et Q‘” les polynomes ‘donnés par le lemme 2.2 & partir de
PW), Utilisant le lemme 3.1 pour g =1 on déduit que I'idéal
1,=(9,,2,2,—Z,2,,0%),; i=1,...,q—l,aed',6=(0,...,0,0,) avec 6,<T'/q)
engendre dans F(Z)[X] un idéal de codimension N + 1.

Réduisant les polynémes Q%, modulo les relations Z,z,—Z;z, (i=1,...,q—1)
on obtient des éléments QV), de F[Z,,Z,,X,,...,Xy] bihomogénes de
degré L en (Z,,Z)) et <c,D en X. Posons:

J,=(%,,00.00-Z, FO(X)); aest, Eeby, 6=(0,...,0, 0,) et 0,<T/q, et yel}y)

Id 0
ou I'on a identifié yel} et 'élément ( 0 y) de M (q, I'y).

On reprend alors la construction du pas g=1 qui fournit un polynéme 4,
de F[Z,,Z,] homogéne de degré <c, LD* et tel que pour tout 0,=(T-T')/q
et tout yely on ait,

Tq

8 gz 41 ZosVZ)eIT

On vérifie alors par des arguments similaires a ceux utilisés dans les
démonstrations des lemmes 2.2 et 3.1 que pour tout les «, £, 6 et y intervenant
dans la définition de I'idéal J, et tout {'€%y on a:

Q(l) (VVO F(§)(F(C )(X)))EJ*

Mais (zo, ...,2,) X (py, ---» P,) étant un zéro de J (donc de J*) on en déduit que
(29,29) X V(P15 --->P,) st un zéro de J; et donc, comme z,+0, que,

Tq

0
Vyely, Vo,<(T-T)/q 277 4,(z9,72,)=0.
q

Ceci contredit la majoration du degré de 4,, car (T—T')H"*>c,LD* et z,+0,
et établit le lemme 3.2 au pas q.
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§ 4. Preuve du Théoréme 0.1

Soit ¢ un nombre réel >0 arbitrairement petit et g un entier >2(gd + 1/¢). Soit
L un paramétre entier arbitrairement grand, on pose D=[(log L)*]+ 1. Dans ce
qui suit cs, ¢, ... sont des constantes réelles strictement positives ne dépendant
pas de L.

Lemme 4.1. I] existe un polynéme PeZ[Z, X] bihomogéne de degrés L en Z et
D en X et de hauteur <c4 L tel que:

(i) P¢4

(i) la fonction ®(t,...,t)=P(1,t,...,t,, @o(t), ..., y(t)) vérifie pour tout
réel Ry<LogL et tout |o|<L/logL,

sup
teB(0,Ro)

—
=)

Démonstration. Soit & une base des mondmes de F[Z, X] bihomqgénes de
degrés L en Z et D en X linéairement indépendants sur F modulo ¥. On sait
que Z(¥9) étant IP, x G?<IP, x IPy, le cardinal de Z est >c,[4D#. Ecrivons

D(t)= Y P, ptit ... 57 0f(1) ... RN (D),

ZeXPez

olel

otf*...otge 2

} <exp(—csL(log L)' *¢/?).

la non nullité de la famille (p, ;) entrainera bien que P¢9.
En développant les fonctions ¢,, ..., ¢y en séries entiéres au voisinage de 0,

on obtient:
PO)=) (Y Pttt

velNa ZzXBe= )

ou les a, v sont des éléments du corps de nombres F dont un dénominateur
commun et les tailles sont majorés par cg(|2| +|Bl+|v|log|vl).

Soit T=[L-D#~-1/2] les équations (Zm; Gy,p.v Pa,p=O)yj<r donnent
au plus ¢y T équations linéaires en les (p,, t,) a coefficients dans Z et de tailles
majorées par c¢;, T log T. Le principe des tiroirs (de Dirichlet) nous perment
donc de trouver une famille (p,, ,,) d’éléments, non tous nuls, de Z vérifiant
d’une part

aa.é,,‘,-pg‘é,:() pour tout |v|<T,

Z2XPex
et d’autre part

max {|pa I,[}<exp (‘31 LDgd—(1/2) log L x

ZxXBeE

[ape#da—(a/2)
[2D8% )

mais on a D¥2-8d+1/D>(jog LY (5w )>log L(car g=2(gd+(1/¢)) et donc la
majoration ci-dessus se réécrit:

max {lp, 4|} =exp(csL).

Z2XBeZ
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De plus le polyndme P= ) p, I,Z?)_(l’, ainsi déterminé, vérifie bien (i) et

Z2XBeZ
la fonction & associée 2 P sannule a l'ordre T a lorigine. Un “lemme de
Schwarz” trés classique (par exemple le théoréeme 7.1.5 de [8] avec
r=R,<log L et R=I}*) nous permet de conclure, étant donné que les fonc-
tions @, ...,y sont d’'ordre strict <2, a la validité de (ii) pour la fonction @.
Ceci achéve donc la preuve du lemme 4.1.

Démonstration du théoréme 0.1: On sait d’aprés le théoréeme de Schneider-Lang
(cf. [8] page 59) que dans la situation du théoréme 0.1 on a toujours dim X
=k=1, on peut donc sans perte de généralité supposer pour la démonstration
que rd>2.

La démonstration se fait par un raisonnement par 'absurde en supposant
au départ que 1<k <rd/2, on choisit alors un nombre réel £¢>0 tel que

& <min 1 rd-2x
2g dx(g+r)|’

q et D sont alors choisis en fonction de L et ¢ comme précédemment, et on
considere le polyndme P fourni par le lemme 4.1.
Nous décomposons la suite de 'argument en trois pas.

i) Les estimations analytiques

On sait d’apres le lemme 2.2 (iv) que pour f et t tels que &(t)eV; on a:

olel
46,4 P(L, 6 0 ()= (05 (1) = (((p ((tt)))")

= o D+ Ial.aa i 1 E
“.,éa (0,)(%(:)) BT ((%(t))l’) o (@O

0_;;‘:_’ (((p,jzt)) ) }

En faisant les hypothéses que |¢|<L/logL et Ro<logL on déduit du lemme
4.1 (ii) et des égalités ci-dessus que pour tout feZ et tout te B(0,R,)

Posons

M(o, t) =max {(1 +ly@))P+ole!.
¢'so

14,5 P(1,t, @(t) S M (o, t)exp (—c, , L(log L)' *¢2),

et combinant avec le lemme 2.2 (iii) on trouve que pour tout ae.o/’, tout fe%
et tout te B(0,R,) on a

I‘pﬂ(t)in+a'¢,'lQa,a(lata?(t))l
S( Y 1Cq gl t, @(O)) My(o, t) xexp (—c,, L(log L)' *¢2).

o'seo

Mais un argument classique utilisant les équations fonctionnelles des fonctions
théta montre qu’il existe pour tout teB(0,R;) un Be# tel que |@4(t)
>exp(—c;3R3) ou ¢, ne dépend pas de g, tet R,.
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Une conséquence immédiate est que pour tout te B(0, R,) il existe un fe#
tel que
My(o, ) sexp(c,4(D +0])(RG +log|al))

Le lemme 2.2 (iii) montre que pour ce méme f et pour tout aeof’ et tout ' <o
on a

|Cor 0 (L, t, @) Sexp(cy4 |01 (R +1og (ja] + L))).
D’ou enfin si |6| <L/log L et R,<logL

max sup  {|Q, ,(1,t, @(V)} Sexp(—c,s L(log L)' ***?).

aed’ teB(0,Rp)

Soit 1=(1, ..., 1)e@* On a remarqué a la fin du paragraphe 1 que (@,(y-1), .
oy(y-1)) est un systétme de coordonnées projective du point y-(p, ..., p)eG%, et
comme (F§,(¢(1)), ..., F{Y,(¢(1))) est un autre systéme de coordonnées projec-
tives de ce méme point on peut écrire si @,(y-1)*0:

F© 1
Qaall, 71, FP (@ (1)= (;_(‘;”(T)”
B

On note alors que pour ye.#(q, I'y) avec H=c¢,cR, on a y-1€B(0, R,) et donc
il existe un Be# tel que |@y(y- 1)|=exp(—c,3R2) d’ou 'on déduit que pour tout
ael’, tout ye.# (q, Iy) et tout Ceby;

dxQo «
) Q171,00 1)),

10,..(Ly- LEP (@) = sup  {IQ, (1t (1)} x exp(c,, D(H*+RY)).

teB(0,Ro)

On peut donc écrire si |g| <L/logL, et H<c,4Ry<c,¢logL,
1Q,,.(1,7- 1, (@) Sexp(—c,; 5 Llog L)' +©12)

pour tout aeel’, (€6 et yed (q, Iy).

iy Lélimination
Posons T=[L/logL], H=c,4(log L)!""+&" et Ry=H/c,, de sorte que l'on
ait pour L assez grand (T—c,gdD**)H" >, LD*. Remarquons que l'on a aus-

si Rg<logL car rd>2 et ¢<1/2g.
Reprenons I'idéal J introduit dans le lemme 3.2

J=(%,Q,.0-Z.FO(X)); aet', €y, l6| ST et ye M (g, Iy)).

Etant donné que T et H satisfont & 'hypothése du lemme 3.2 et que P¢% on
sait que, dans IP, x IBy;

ZNSZ(ZNZ(Zy, .., Z)).
En reprenant I'idéal & de la fin du paragraphe 1, on a § >%. L’idéal de F[X]
suivant
J=(6,0,.01,7-1, FO(X)); aeot’, by, |6| ST et yeM (g, Iy))
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vérifie donc quun point p’ de Z(J) dans IPy donne un point (1,1) x p' de Z(J)
dans IP, x By, comme Z'(J) ne contient pas de point de la forme (1, t) xp’ dans
P, xIPN avec t+0, on en conclut que la sous-variété Z(J) de IPy est vide.

Les relations R, , {, ..., Ry introduites avec I'idéal & a la fm du paragraphe |
sont dans cet idéal et donc dans J. Notons {P,, ..., P,} un choix de générateurs
de & etles (Q, ,(1,7-1, F¥(X))). On peut alors appliquer le lemme 1.2 de [6] qui
nous fournit un élément 6, non nul, dans F.

iii) Les estimations arithmétiques

Rappelons que k=dim X et que N —« est la codimension de I'idéal & de F[X].
D’aprés les estimations des lemmes 1.3, 2.2 et 4.1 on peut affirmer que les
polyndémes P,, ..., P, introduit ci-dessus sont des éléments homogeénes de F[X]
de degré <c,,DH? et de hauteur <c,,(Llog H+ T log L+ DH?). Reportant ces
estimations dans ’énoncé du lemme 1.2 de [6] on trouve que d’'une part J est
un élément de F~ {0} de taille majorée par

¢,;(Llog H+ Tlog L+DH?*)(DH?)*
’ 2k 2g+r

<c,,-L-(logL) ™ loglogL,
et d’autre part que pour tout feZ on a;
XppPo= ¥ A4(X)-RX)

ou A; est un polyndme homogéne de F[X] de degré <c,,DH? et de hauteur
<c,,(Llog H+ Tlog L+DH?*)(DH?*¥. On en déduit que pour i=1, ..., m

2k 2g+r

|4,(p(1) Sexp(cys Llog L) ™ "7 -loglog L),

mais on sait a la suite du (i) que pour i=1,...,m
‘P( (1)) =exp(—c,gL(log L)t +(e/2))

2g+r
r

. . 2K . .
et comme on a fait 'hypothése que —d+£1c <1 il s’ensuit que
r

0] sexp(—cyL-(log L)' *¥/%).

D’un autre co6té I'inégalité de la taille nous assure que

Z)c 2g+r

|0|=exp(—c,, L (logL)"’ e -loglog L).

. . 2K 2g+r
Mais alors ’hypothese 7+8K 4 ———<1 entraine une contradiction entre la
r r

majoration et la minoration de || obtenues, c’est donc que 'on ne peut choisir
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2 2
O<e< (1 ——E) N d’ou 'on déduit que —K; 1. On a donc bien montré
rd/] x(2g+r) rd

que
k=dim X =rd/2

dans tous les cas du théoréme 0.1, et ceci en achéve la preuve.

En conclusion faisons quelques remarques:

La démonstration ci-dessus s’apparente naturellement a la
démonstration du théoréme de Lindemann-WeierstraB3 (cf. [7]), elle en différe
néanmoins en plusieurs endroits. D’abord la construction de la fonction auxi-
liaire se fait de fagon beaucoup plus grossiére que dans le cas exponentiel,
ensuite le lemme de zéro que I'on utilise est nettement moins précis que celui
que 'on démontre dans le cas exponentiel. Ces deux défauts sont palliés par I'utili-
sation d’'un grand nombre d’endomorphismes et ce n’est que lorsque 'on a
suffisamment d’endomorphismes (i.e. dans le cas de multiplications complexes)
que l'on obtient le meilleur résultat espérable.

Enfin on se sert d’'un procédé d’élimination projective inutilisable tel quel
dans le cas exponentiel, ou le fait que le groupe algébrique considéré n’est pas
fermé pour la topologie de Zariski nécessite l'emploi de techniques
d’¢limination affine.
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