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Résumé. Soit F un corps local non archimédien a corps résiduel fini. La conjec-
ture de Langlands locale (prouvée par Laumon, Rapoport et Stuhler quand
F est de caractéristique non nulle) associe a une classe d’isomorphisme ¢ de
représentations irréductibles du groupe de Weil de F une classe d’isomorphisme
n(o) de représentations admissibles irréductibles supercuspidales d’un groupe
linéaire sur F, le groupe GL,(F) si ¢ est de dimension n. Nous prouvons dans
cet appendice qu’il existe au plus une telle correspondance qui préserve les
facteurs ¢ de paires et coincide, en dimension 1, avec I'application donnée par
la théorie du corps de classes.

Summary. Let F be a non-archimedean local field with finite residue field. The
local Langlands conjecture (proved by Laumon, Rapoport and Stuhler when
the characteristic of F is positive) associates to an isomorphism class ¢ of irreduc-
ible representations of the Weil group of F an isomorphism class n(¢) of admissi-
ble irreducible supercuspidal representations of some linear group over F, viz.
GL,(F) if dim(¢)=n. In this appendix we prove that there is at most one such
correspondence which extends local class field theory in dimension 1, and pre-
serves e-factors for pairs.

1 Introduction

1.1 Soit F un corps local non archimédien, & corps résiduel fini de cardinal
g. On fixe un caractére additif non trivial ¢ de F.

Soient n et r deux entiers =1, et soient = une représentation admissible
irréductible de GL,(F), T une représentation admissible irréductible de GL,(F).
A la paire (r, 7), Jacquet, Piatetski-Shapiro et Shalika [JPS 2, JPS 4] ont associé¢
des facteurs L(n x 1,s), (X 1,5,¥) et p(nx1,s5,¥) (Pour les facteurs ¢ et y, le
choix, sur le groupe additif localement compact F, de la mesure de Haar

* Un complément a Particle «@-elliptic sheaves and the Langlands correspondence» par G.
Laumon, M. Rapoport et U. Stuhler.
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autoduale pour ¥, est sous-entendu dans [JPS 4] et n’apparait pas dans la
notation).
Nous prouvons le résultat d’unicité suivant.

Théoréme 1.1 Soit n un entier =2, et soient & et ' deux représentations admissi-
bles irréductibles de GL,(F). Supposons-les génériques. Supposons en outre que
pour toute représentation admissible irréductible générique v de GL,_,(F), on
ait I'égalité

Y(EXT,8,Y)=y(n' x1,5 ).

Alors m et ' sont équivalentes.

Appliquant ce théoréme au cas ou = et n' sont supercuspidales, on obtient
la conséquence suivante:

Corollaire Soit n un entier 22, et soient © et n’ deux représentations admissibles
irréductibles supercuspidales de GL,(F). Supposons que pour tout entier r, 1 <r
<n—1, et toute représentation admissible irréductible supercuspidale t© de GL,(F),
on ait I'égalité

e(mx1,8,Y)=¢e(n' x1,5 ).

Alors m et T’ sont équivalentes.

Pour n=2, ces résultats remontent a Jacquet et Langlands [JL]. Pour n=3,
ils sont dus a Jacquet, Piatetski-Shapiro et Shalika [JPS 1, § 7.5]. Notre méthode
est d’ailleurs inspirée de [JPS 1], une fois acquises les constructions et définitions
de [JPS 4]. Un reésultat plus fin (ou, pour n=3, n—1 est remplacé par n—2)
est annoncé par Jacquet, Piatetski-Shapiro et Shalika dans [JPS 2]. Jacquet
a posé la question de savoir si on peut remplacer n—1 par n/2.

Remarque Le referee a suggéré la variante suivante du corollaire précédent
(cf. § 3.5). Soit n un entier =2, et soient = et 7’ deux représentations admissibles
irréductibles génériques de GL,(F). Supposons que pour tout entier r, 1<r
<n-—1, et toute représentation admissible irréductible supercuspidale t de
GL,(F), on ait I'égalité

y(rxt, s ¢)=y(n' 1,8, ).

Alors 7 et ' sont équivalentes.
Ce résultat est d’ailleurs aussi valable pour un corps local archimédien.

1.2 Nous appliquons ensuite ces résultats d’unicité a la correspondance de
Langlands établie dans le corps de Iarticle [LRS], quand F est de caractéristique
non nulle.

Plagons-nous dans ce cas, et choisissons une cldture algébrique séparable
F de F. Pour chaque entier n>1, notons %2(n) 'ensemble des classes d’équiva-
lence de représentations complexes continues irréductibles, de dimension n, du
groupe de Galois G de F sur F, et o/¢(n) Pensemble des classes d’équivalence
de représentations complexes admissibles irréductibles supercuspidales de
GL,(F), dont le caractére central est d’ordre fini.
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Laumon, Rapoport et Stuhler construisent [LRS, Theorem 15.7], pour
chaque entier n=1, une bijection n+— o, de o/¢(n) sur % (n), ces bijections véri-
fiant

Lrx7',s)=L(6,Q0,,5)
et

e(nxn,s,¥)=¢(0,R0,,s, )

pour tout choix de n=1, n'21, neof?(n), n'esfg(n). Les facteurs ¢ galoisiens
sont ceux de [De], relatifs au choix de la mesure de Haar sur F autoduale
pour .

Plus exactement, le théoréme 15.7 de [LRS] affirme I'existence de telles bijec-
tions si I'on considére des représentations @Q-adiques (ou ¢ est un nombre pre-
mier distinct de la caractéristique résiduelle de F) au lieu de représentations
complexes. Cependant, le choix d’un isomorphisme de @, et €, effectué dés
Iintroduction de [LRS, p. 1.5], permet d’identifier représentations @Q;-adiques
et représentations complexes, de sorte que les facteurs L et ¢ se correspondent.
A vrai dire, le choix d’un tel isomorphisme ne joue qu’un rdle mineur, élucidé
dans [He].

Pour chaque entier n= 1, nous notons o7, la bijection de % (n) sur /¢ (n)
réciproque de n—o,,.

Théoréme 1.2 Supposons F de caractéristique non nulle. Soit n un entier =2,
et soient e @R (n) et me L7 (n) vérifiant

e(mxm,,s,Y)=¢e(d®1,s, )

pour tout entier r, 1 Sr<n—1 et tout 1€ 9 (r). Alors  est équivalente a =,,.

On voit bien que le théor¢me 1.2 donne, par récurrence sur l'entier n, et en
partant pour n=1 de l'application de réciprocité de la théorie du corps de
classes, une caractérisation de l'application o=, de %2 (n) dans «/2(n), par
la préservation des facteurs ¢ de paires. Bien entendu, 'hypothése sur la caractér-
istique de F n’intervient que par lintermédiaire de I’existence des bijections
a+>7,. Nous énongons au § 4 un résultat utilisable en toute caractéristique.
Pour une généralisation aux représentations non nécessairement irréductibles

de % et aux représentations non nécessairement cuspidales de GL,(F), voir
[He].

1.3 Le plan de cet article est le suivant. Aprés quelques rappels sur les représen-
tations génériques et les facteurs L et ¢ de paires (§ 2), nous prouvons le théoréme
1 et son corollaire, en suivant la méthode de [JPS 1, § 7.5] (§ 3). Le théoréme

2 — ou plut6t sa version utilisable en toute caractéristique — en est une consé-
quence facile (§ 4).

2 Représentations génériques et facteurs ¢ de paires

2.1 Pour tout entier =1, nous notons G, le groupe GL(r, F) et N, son sous-
groupe formé des matrices unipotentes triangulaires supérieures. Le caractére
additif ¢ de F définit un caractére y, de N, par la formule

r—1

v/,(n)=¢(z ni,m) pour n=(n)eN,.

i=1
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Soit 7 une représentation admissible irréductible de G,, agissant sur I'espace
vectoriel complexe V. On dit que t est générique (cf. [JPS 4, § 2]) si 'espace
V4 des formes linéaires A sur V vérifiant

2.1.1) Alt(n)v)=¢,(n) A(v) pour neN, et vel,

est non nul. Il est alors de dimension 1. On sait que la propriété d’&tre générique
ne dépend pas du choix de ¥ et que si 7 est supercuspidale, elle est générique
[GK, Theorem 6]. On note # (t, y) l'espace des fonctions (dites de Whittaker)
W sur G, définies par

(2.1.2) W(g)=A(t(g)v) avec eV} et veV.

Le groupe G, agit sur # (z,y) par translations a droite; on notera p cette
action, sans autre précision. Si 7 est générique (rappelons qu’elle est supposée
irréductible), T est équivalente a cette représentation de G, sur #7(z, ¥).

L’outil principal de ce paragraphe est le lemme suivant de [JS, lemme 3.2,
voir aussi JPS3, lemme 3.5], ou dg désigne n’importe quelle mesure G,-invariante
sur N\G,.

Lemme 2.1 Soit H une fonction lisse (a valeurs complexes) sur G, vérifiant
(2.1.3) H(ng)=y,(n)H(g) pour geG, et neN,,

et a support compact modulo N,.
Supposons que pour toute représentation admissible irréductible (générique)
T de G, et tout choix de We W (t,y), l'intégrale

(2.1.4) § H(@@W(g)dg

NAGr

s’annule.
Alors on a H=0.

2.2 Soit n un entier, n=2; posons r=n— 1. Soit 7 une représentation admissible
irréductible générique de G, et soit T une représentation admissible irréductible
générique de G,. Pour We# (r, ) et W'e W (t, ), on pose

.2.1) W(s, W, W)= | W(g N W ()det g~ 2dg
NG, 01

ou la valeur absolue est la valeur absolue normalisée de F.

On sait [JPS 4, Theorem 2.7] que cette intégrale converge pour seC de
partie réelle assez grande et se prolonge en une fonction rationnelle de g~*
(ou, rappelons-le, g est le cardinal du corps résiduel de F); on note encore
¥ (s, W, W’) cette fonction prolongeée.

Quand Wparcourt # (r, ) et W’ parcourt % (t, ), les fonctions rationnelles
obtenues engendrent un idéal fractionnaire de €[g°, ¢~ ] possédant un généra-
teur L(n x 7, s) uniquement déterminé par le fait que L(n x 1, s) est de la forme
P(q™%"!, ot PeC[T] est un polyndme de terme constant égal a 1.
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2.3 Dans le cadre de 2.2, nous aurons besoin principalement de I'équation
fonctionnelle des fonctions ¥. Notons

1 1
w, la matrice de G, et w, la matrice

1 1

de G,.

Pour We# (n, ), on définit We# (z, ) par la formule

(2.3.1) W(g)=Ww,'s™") pour geG,.

De méme, pour W’e# (t, ) on définit W'e# (z¥, ) par la formule
23.2) W' (g)=W(w,'g"!) pour geG,.

Notant w, le caractére central de t, on sait [JPS 4, Theorem 2.7] qu’il existe
une unique fonction &(n x 1,s, ) du paramétre complexe s telle que l'on ait,
pour tout We# (=, ) et tout W’ e# (z, /) Péquation fonctionnelle

P(—s,W,W) ,
(2.33) m—wr(—l) 8(7'6)(1:, S, l//)

Y(s, W, W'
L(n x1,5)

pour tout seC.
Le facteur ¢ est en fait un monéme (non nul) en g~ % Si 'on introduit le
facteur y(zn x 1, s, ) par

L(nY xtv,1—5s)

(2.3.4) y(mx1,s,Y)=e(mx1,s5V¥) Lxes)
I’équation fonctionnelle prend la forme
(23.5) P(A—s, W, W)=w,(—1)y(@rx1,54) Ps, W, W).

24 Comme en 2.2, notons n un entier =2 et r I’entier n—1. Nous aurons
encore besoin des résultats suivants concernant les fonctions de Whittaker.

Lemme 2.4.1 Soit © une représentation admissible irréductible générique de G,.
Soit H une fonction lisse sur G,, a support compact modulo N,, et vérifiant

(2.4.1) H(ng)=y,(n) H(g) pour neN, et gegG,.

Alors il existe une fonction We ¥ (r, ) telle que

W((g) (1))=H(g) pour gegG,.

Ce résultat est d{i & Bernstein et Zelevinsky [BZ, 5.15, 5.16].

Lemme 2.4.2 Soit © une représentation admissible irréductible générique de G,,
et soit WeW (n, ). Alors pour chaque entier m, il existe une partie compacte
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C de G, (dépendant de m) telle que si geG, vérifie |det g|=q™ et W(g ?)#0
alors geN, C.

C’est une conséquence de la proposition 2.3.6 de [JPS 1]. En effet utilisons
la décomposition d’Iwasawa

G,=N, 4, K,,

ou A, est le sous-groupe des matrices diagonales de G, et K, le groupe GL,,(0p),
O étant 'anneau des entiers de F.
Soit a une matrice diagonale de la forme

diag(a, ... a,,a, ... a,, ..., a,_1 a,,a,)

ou les a; sont des éléments de F. La proposition citée implique qu’il existe
une constante ¢>0 telle que, si neN, et keK, vérifient W(nak)=+0, alors on
ala;|=cpouri=1,...,n—1. Sion ajoute les conditions a,=1 et [det(nak)|=q",
Cest-a-dire |a, a%...al|=q™, on voit qu’il existe alors une constante d>0 telle
que

lajj=d pour i=1,...,n—1.

Par suite en utilisant la décomposition d’Iwasawa pour G,, on voit que pour
r q

4

geG, les conditions W( 0):&:0 et |det g|=q™ impliquent que g appartient a

0 1
N, BK,, ou B est I’ensemble des matrices diag(a,...q,,qa,...q,, ..., a,), les coeffi-
cients g; vérifiant d<|a;|<c pour i=1, ..., n—1. On peut donc prendre C =BK,,

qui est une partie compacte de G,.

3 Preuve du théoréme principal

3.1 Prouvons ici le théoréme 1. On fixe donc 'entier n=2 et on pose r=n—1.
On dispose de deux représentations admissibles irréductibles génériques = et
7' de G, qui verifient

(3.1.1) Y(rx 1,8 Y)=y(1' x1,5,)

pour toute représentation admissible irréductible générique 7 de G,.
Soit & le sous-espace de # (n, y)@ ¥ (n', Y) formé des couples (W, W') véri-
fiant

(3.1.2) W((g) (1)>=W’(g (1)) pour geG,.

D’aprés le lemme 2.4.1, espace & est non nul, loin s’en faut. De maniére ana-
logue, nous notons S le sous-espace de # (n ¥, J)@# (n "', ) formé des couples
(W, W') vérifiant (3.1.2).

Soit (W, W)e#. D’aprés la définition (2.2.1), on a alors

(3.1.3) P(s, W, V)="P(s, W,V)
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pour toute représentation admissible irréductible générique t de G, et tout
Vew (1, ).

Il découle immédiatement de I’hypothése (3.1.1) et de I’équation fonctionnelle
(2.3.5) que I'on a aussi

(3.14) P, W, V=¥ W, T)

pour tout T et ¥ comme plus haut.
Pour chaque entier m, notons H,, la fonction sur G, telle que

H,(g)=0 si|det g|#q™
- 0\ -~ 0\ .
Hm(g)=W(0 1)—W’<g 1) si|det g|=q™.

Considérée comme une égalité de séries de Laurent formelles en g%, I'égalité
(3.1.4) signifie que I'on a

(.15 | H.(g)V(e)dg=0

NAGr

pour tout entier m et tout choix de 1, V comme plus haut. Remarquons de
plus que la fonction H,, est, pour chaque m, lisse et, par le lemme 2.4.2, a
support compact modulo N,. Lorsque V parcourt #(z, ), la fonction ¥ parcourt
W (t¥,¥). Lorsque t parcourt les représentations admissibles irréductibles gén-
ériques de G,, il en est de méme de t". On peut donc appliquer & H,, le lemme
2.1.1 et conclure que 'on a H,,=0, et par suite (W, W’)eS.

On a donc prouvé une implication du lemme suivant:

Lemme 3.1 Soient We W (n,y) et W'eW (', ). Alors on a (W, W')eS si et
seulement si on a (W, W)e .

Réciproquement, remarquons que l'on a, par I'équation fonctionnelle (2.3.5)
appliquée dnxtetnY x1V,

Y xtY, s Pyt I—s,)=1,

et que par suite ’hypothése sur n et n’ s’écrit aussi

Yy XYL s )=y x1v,5,4)

pour tout T comme plus haut. On peut donc utiliser exactement le méme raison-
nement, en remplagant n par nV, ' par n’ ¥ et y par , pour prouver I'implica-
tion réciproque.

3.2 Notons P le sous-groupe de G, formé des matrices dont la derniére ligne
est (0, ..., 0,1). Considérant G,=G,_, comme sous-groupe de G, par I'applica-

tion gv—»(g (1)>, ona P=N,G,=G,N,.

Faisons agir G, par translations a droite sur

W(m )W (W, y) et # (@, P)OW (@Y, ¥)
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Il est clair, par définition de & et 2, que le sous-groupe P de G, stabilise
chacun des sous-espaces & et . Cependant, soit We# (n, /) et soient g et
hdans G,;on a

(@ W))=(p(g) W)(w,'h™ ")
=Ww,'h™'g)
—Wihg™)
=(p(g™") W)(h).

Comme & est stable par P, ce petit calcul et le lemme 3.1 montrent que &
est stable par 'P.

Par suite & est stable par le sous-groupe de G, engendré par P et ‘P. Mais
P U'P contient toutes les matrices élémentaires, donc le sous-groupe engendré
contient SL,(F). Comme ’application det: P — F* est surjective, ce sous-groupe
engendré est G, tout entier.

On voit donc que & est stable par G,. D’aprés le lemme 2.4.1 &% n’est
pas égal a # (m, \)@W (7, ), et les deux projections de & sur # (r, ) et
W (n', ) (qQui sont évidemment G,-équivariantes) sont non triviales. Comme
les représentations de G, sur les espaces # (m, ) et W (', ), respectivement
équivalentes a m et 7', sont irréductibles, il s’ensuit que & est le graphe d’un
G,-isomorphisme de # (n, ) et # (%', ) et par suite que = et ' sont équiva-
lentes.

On a prouvé le théoreme 1.1.

3.3 Pour prouver le corollaire au théoréme 1.1, nous nous appuyons sur la
classification de Zelevinsky [Ze] et les calculs de facteurs L et ¢ de [JPS 4].

Soient donc n un entier =2, et z, n’ deux représentations admissibles irréduct-
ibles supercuspidales de G,. On suppose que pour tout entier r, 1<r<n—1,
et toute représentation admissible irréductible supercuspidale = de G,, on ait
I'égalite

(3.3.1) e(mxt,s¥)=¢e(n' x1,s,).

Le corollaire est une conséquence immédiate du théoréme 1.1 et du lemme
suivant

Lemme 3.3 Pour tout entier r, 1 <r<n—1 et pour toute représentation admissible
irréductible générique t de G,, on a

(3.3.2) L(nx1,8)=L(#n'x1,8)=L(z¥ xtv,s)=L(n'~ x1V,8)=1
(3.3.3) e(mxt,s,Y)=¢(n x1,85,)
(3.34) y(rx1,8,Y)=y(7 X1,85 ).

3.4 1l s’agit donc de prouver ce lemme. Rappelons le concept de segment [Ze,
§3.1]. Soit a un entier =1. Notons || le caractére g |det(g)] de G,. Soient
p une représentation admissible irréductible supercuspidale de G, et b un entier
= 1. Le segment de base p et de longueur b est 'ensemble A={p, p|| , ..., p|I® "'}
A A4 est attachée une représentation <{4) de G, (ou c=ab), qui est I'unique
quotient irréductible de la représentation de G, obtenue par induction parabo-
lique a partir de 4, de la fagon suivante:
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On considére le sous-groupe D, , de G, formé de blocs diagonaux (g, ..., g)
de taille a x a, et sa représentation (g, ..., g,)— p(g)®p (22)® ... ®p > ' (g,);
on étend trivialement cette représentation en une représentation du sous-groupe
parabolique triangulaire supérieur par blocs, dont D, , est un sous-groupe de
Levi, et on induit a G, par induction normalisée. La contragrédiente de <4)
est équivalente & {4V ), ou 4" estle segment AV ={p"¥ [|'7%, ..., p¥}.

C’est un des résultats fondamentaux de Zelevmsky [Ze, Theorem 9.7] que
toute représentation admissible irréductible générique t de G, est obtenue par
induction parabolique a partir d’une représentation {4,Y® ... ®<{4,), ou les
4; sont des segments, I'induite étant irréductible. De plus, il découle de [JPS
4, Proposition 9.4] qu’on a alors

L(nx1,5)= li[ L(m x {4, 5)

i=1

Lz xtV,s)= fI L(nY x {4 Y, s)

i=1

e(mxT,s, l//)—n (mx {45, ¥)

d
yrx1,s,9)=[] y(mx {4, s, ¥) et de méme pour ',

i=1

Pour prouver le lemme 3.3, il suffit donc de prouver les égalités (3.3) lorsque
7 est de la forme <{4) ou 4 est un segment {p,p|,..., p°"!}. On a alors
[JPS 4, Theorem 3.1 et 8.2].

b
Y(rx1,5,¢)= n)’(ﬂxp‘|j_1,5,‘//)

j=1
L(nxts)=Laxp|*',s)
L(rY x1V,s)=L(n" x pV, s) et de méme pour 7'.
L’égalité (3.3.4) découle donc de ’hypothése faite sur = et 7'. D’autre part, puisque

7 est une représentation supercuspidale de G, et p une représentation supercuspi-
dale de G, aveca<n, on a

L(mxp|'~"s)=L(z” xp¥ |71, 5)=1
pour tout entier j [JPS 4, Proposition 8.1], ce qui entraine les égalités (3.3.2).
L’égalité (3.3.3) est alors conséquence de la définition (2.3.4) des facteurs y.

3.5 De maniére analogue, la remarque de 1.1 découle du théoréme 1.1 et du
lemme suivant, qui se prouve comme plus haut en utilisant la classification
de Zelevinsky [Ze] et I'inductivité des facteurs y [JPS4, Theorem 3.1].

Lemme 3.5 Soient n un entier 22 et n, n' deux représentations admissibles irré-
ductibles génériques de G,. On suppose que pour tout entier r, 1Sr=n—1, et
toute représentation admissible irréductible supercuspidale © de G,, on a l'égalité

y(rx1,8Y)=y( X1,8, ).
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Alors, pour toute représentation admissible irréductible générique © de G,_, on
a également

Y(rx 1,8, Y)=y(1' x1,s5, ).

4 Applications a la correspondance de Langlands

4.1 Choisissons une clbture galoisienne F de F et notons Wy le groupe de
Weil et G le groupe de Galois de F sur F.

Théoréme 4.1 Soit n un entier =2. Supposons que pour chaque entier r, 1 <r
<n—1, on ait associé a chaque classe d’isomorphisme p de représentations com-
plexes continues irréductibles de dimension r de Wy une classe d’isomorphisme
7, de représentations admissibles irréductibles supercuspidales de G,, et que toute
telle classe soit de la forme m,. Soit ¢ une représentation complexe continue irré-
ductible de dimension n de Wy. Alors il existe au plus une classe de représentations
admissibles irréductibles supercuspidales n de G, telle que l'on ait

4.1.1) e(mxm,,s, Y)=e(c®p,s,¥)

pour tout entier r, 1 Sr<n—1 et toute représentation complexe continue irréduct-
ible p de dimension r de Wj.

Remarque Suppons que pour r= 1, 'application p+ m, soit donnée par la théo-
rie locale du corps de classes. Sous les conditions du théoréme, si n existe,
son caractére central w, correspond au déterminant de ¢ par la méme théorie
locale du corps de classe [He].

Le théoréme 4.1 découle aisement du corollaire au théoréme 1.1. En effet
soient w et n’ deux représentations admissibles irréductibles supercuspidales de
G, vérifiant (4.1.1). On a alors

(4.1.2) g(mxm,,s,y)=e(n xm,,s,Y¥)

pour tout entier r, 1<r=<n-—1 et toute représentation complexe continue irré-
ductible p de dimension r de Wy. Par 'hypothése de surjectivité du théoréme,
on obtient

(4.1.3) e(mxt,s,Y)=¢e(n' x1,5 )

pour tout entier r, ISr<n—1 et toute représentation admissible irréductible
supercuspidale t de G,. Le corollaire au théoréme 1.1 entraine alors que =
et ' sont équivalentes.

4.2 Pour terminer, montrons comment déduire le théoréme 1.2 du théoréme
4.1. La seule difficulté est d’ailleurs de passer des représentations de G a celles
de Wi ! Une représentation complexe continue de G, définit par restriction une
représentation complexe continue de Wy, dont le déterminant est d’ordre fini.
Inversement, une telle représentation de W, si elle est irréductible, s’étend par
continuité, de maniére unique, en une représentation complexe continue de Gg.
D’autre part tout caractére de W; est de la forme | ou w est un caractere
d’ordre fini, s un nombre complexe, la notation || désignant par abus le caractére
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de W correspondant au caractére || de F*. Soit ¢ une représentation complexe
continue de dimension n de W;. Comme on a det(c|*)=deto- || pour tout
nombre complexe s, on voit que si ¢ est irréductible, il existe un nombre complexe
s tel que o||* ait un déterminant d’ordre fini donc s’é¢tende par continuité a
GF.

4.3 Supposons que la caractéristique de F soit non nulle. On veut étendre
pour chaque entier r I'application t+>7, a toutes les classes de représentations
complexes continues irréductibles de dimension r de W;. Si 7 est une telle classe
et s un nombre complexe tel que det(t ||*) soit d’ordre fini, on a envie de poser

n,=7r,||s®(|| 'SOdet).

Cela est licite pourvu que cette définition ne dépende pas du choix de s. Soit
donc s un autre nombre complexe tel que 7|* ait un déterminant d’ordre fini.
Alors ||*~% est un caractére d’ordre fini y de F* et désignant par la méme
lettre le caractére correspondant de Wy, on a [LRS, Theorem 15.7]

T, Is®@x= . |Is” ®(X © det):
c’est-a-dire

s ®([ S odet) =7« ®(]| " odet).

On a donc prolongé 'application T 7, des classes de représentations complexes
continues irréductibles de G a celles de W;.

Soit r un entier =1 et soit n une classe de représentations admissibles irré-
ductibles supercuspidales de G,. Pour tout nombre complexe s, le caractere
central de n®(||*-det) vaut w,|". Par suite il existe un nombre complexe s
tel que n®(||°~det) ait un caractére central d’ordre fini. De la surjectivité de
l'application t+7, de %4%(r) vers 2(r), on tire que 7 est de la forme =, ou
7 est une classe de représentations complexes continues irréductibles de dimen-
sion r de Wg.

4.4 Plagons-nous maintenant sous les hypothéses du théoréme 1.2. Par la con-
struction précédente, 'hypothése du théoréme 4.1 est satisfaite et par suite il
existe au plus une classe d’é¢quivalence de représentations admissibles irréduct-
ibles supercuspidales 7 de G, vérifiant (4.1.1). Mais = et 7, vérifient toutes deux
(4.1.1): en effet on a bien par hypothése 1’égalité (4.1.1) quand p a un déterminant
d’ordre fini et dans le cas général cette égalité découle des identités suivantes,
conséquences des propriétes €lémentaires des facteurs ¢ (cf. [De, § 5] et [JPS
2.
(M X Ty, 5, ) =¢(m X T, @ (|[*odet), s, )

=e(mxm,,s+u, )

=¢e(o®p, s+u, )

=e(a®p|l", s, ¥),

pour tous nombres complexes s et u.
On a donc bien n=r, par le théoréme 4.1, ce qui prouve le théoréme 1.2.
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