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Ueber die Einteilung der Variationsprobleme
von Lagrange nach Klassen

Von C. CARATHEODORY, z. Z. Athen

Einleitung

1. Das Ziel dieser Arbeit ist die Aufstellung einer fiir alle reguldren
Punkttransformationen geltenden Invariante, die fiir das Studium der
Variationsprobleme von Lagrange grundlegend ist. Es handelt sich um
Folgendes: ist im (z -}- 1)-dimensionalen Raum der (¢, %, ..., #,) ein
Variationsproblem mit der Funktion Z (¢, x;, ;) unter dem Integral und
und den p Differentialgleichungen

(1.1) Gyt #; x) =0 * =1,..,p)

als Nebenbedingungen gegeben, so fiillen die Extremalen, die aus einem
beliebigen aber festen Punkt 4 des Raumes ausgehen, einen Raumteil
aus, dessen Dimension mit (z 4 1 — ¢) bezeichnet werden soll. Die Zahl
g, die fiir das betrachtete Problem jeweils charakteristisch ist, soll die
Klasse des Problems heif3en; es wird sich zeigen, da3 sie von Null
bis p inklusive variieren kann, und daf3 sie aus den Funktionen Z und
Gy mit Hilfe von Differentiationen (und Eliminationen) bestimmbar ist.
Es handelt sich also um eine reine Differentialinvariante,

2. Das Problem von Lagrange ist in den letzten Jahren von ver-
schiedenen Autoren, besonders von B/iss') und seinen Schiilern und

1) G. A. Bliss. A note on the problem of Lagrange in the calculus ot
variations. Amer. Bull. 22 (1916) pp. 220— 225.

D. M. Smith. Jacobi’s condition for the problem of Lagrange in the
calculus of variations. Trans, Amer, Math, Soc. 17 (1916) p. 459.

(. A. Bliss. The problem of Mayer with variable end points. Amer, Trans,
19 (1918) pp. 305—314.

Miss G. A. Larew. Necessary conditions in the problem of Mayer in the
calculus of variations. Amer. Trans, 20 (1919) p. I.

G. A. Bliss. Some recent developments in the calculus of variations,
Amer, Bull. 26 (1920) pp. 343—361.

G. A. Bliss. The transformation of Clebsch in the calculus of variations.
(Proceed. intern. mathem. Congress Toronto 1924, Vol. I, pp. 5§89—603".

Miss G. A. Larew. The Hilbert Integral and Mayer Fields for the
problem of Mayer in the calculus of variations. Amer. Trans. 26 pp. 61— 67.

4. A. Bliss. The problem of Lagrange in the calculus of variations,
Autograph. Vorlesung (1925) pp. I—75.

G. A. Bliss. The problem of Lagrange in the calculus of variations.
Amer. Journ, of Mathem. 52 (1930) pp. 672—748.
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auflerdem von Marston Morse®) behandelt worden. Der Grund aber,
weshalb die Lagrangeschen Probleme nicht schon in diesen sehr sorg-
faltigen Arbeiten nach Klassen eingeteilt worden sind, ist folgender: nach
den Arbeiten von E. v. Escherick®), der zuerst auf gewisse Singularititen
der Lagrangeschen Probleme hingewiesen hatte (cf. §18), hat man sich
im Anschlu3 an A. Hakn und Bolza*) gewdhnt, nur solche Extremalen
zu betrachten, die sich, wie man sagt, «normal verhalten». Auf diese
Weise konnte man allerdings die Schwierigkeiten, auf welche v. Escherick
hingewiesen hatte, umgehen, aber es wurde gleichzeitig der Weg ver-
baut, der zu den feineren Unterscheidungen im Verhalten der Extre-
malen fiithrt. In der Tat ist z. B. die Bedingung des normalen Verhaltens
einer Extremalen bei den Lagrangeschen Problemen mit festen End-
punkten im wesentlichen mit der Forderung identisch, daf3 die Klasse
des Problems verschwinden soll. Und ganz dhnlich ist die Theorie des
normalen Verhaltens der Extremalen von Lagrangeschen Variations-
problemen mit variablen Endpunkten mit der Klasse des Problems ver-
kniipft. Diese Zusammenhinge werden erst recht verstindlich, wenn man
den Begriff der Klasse unabhingig von der iiblichen Theorie entwickelt,
und deshalb werde ich von allen oben zitierten Arbeiten absehen, und
mich nur auf die Formeln stiitzen, die ich in einer frilheren Unter-
suchung angegeben habe®). Diese Abhandlung wird im Folgenden mit
Geod. Aeq. zitiert.

3. Zusammenstellung bekannter Resultate.

Wir nehmen an, daf3 die Funktionalmatrix

(3-1) (-——aa——if—') =1, .., p;7=1, ..., n)

2) a) The problems of Lagrange and Mayer under general end
conditions. Proc, Nat, Acad. of Science. 16 (1930) pp. 229—233.

b) Sufficient conditions in the problem of Lagrange with variable end
conditions, Amer. Journ. of Mathem. 53 (1931) pp. 517—546.

c) Sufficient conditions in the problem of Lagrange with fixed end
points. Annals of Mathem. 32 (1931) pp. 567—577.

Ferner:

M. Morse and S. B. Myers. The problems of Lagrange and Mayer with
variable end points, Proceed. Amer. Acad. of Arts and Science (Boston Mass.) 66
(1931) pp. 235—253.

3) E. v. Escherich Die zweite Variation der einfachen Integrale. Wiener
Sitzungsber. Mathem. Naturw, Klasse 107, 108, 110 (1898, 1899, 1901).

4) H. Hahn. Math. Ann. 58 (1903) p. 152.

O. Bolza. Vorlesungen iiber Variationsrechnung. (Leipzig, Teubner, 1909) p. 564.

5 C. Carathéodory. Die Methode der geoditischen Aequidistanten und
das Problem von Lagrange. Acta Mathematica 47 (1926) pp. 199—236.
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der linken Seite von (1.1) den Rang p besitzt. Auferdem soll fiir die
Linienelemente, die man betrachtet, die Legendresche Bedingung erfiillt
sein (Geod. Aeq. p. 210). Es soll also, wenn man mit g, ..., ¢, Lagran-
gesche Multiplikatoren bezeichnet, und die Funktion

(3. 2) Mt ) 2%y u) =L + up Gp

einfithrt, die Gleichung in o

.. 0 Gy
D Missy—95.0:75>
(3-3) (o) = 5 G =o
. , O
0x;

lauter positive, von Null verschiedene Wurzeln besitzen.

Unter diesen Umstinden kann man an Stelle der (27} p 4 1) Ver-
inderlichen, die in (3. 2) auftreten, und die auf3erdem den p» Bedingungs-
gleichungen (1. 1) geniigen sollen, (22 -+ 1) von einander unabhingige
kanonische Koordinaten (¢, #;, y,) einfilhren, die erlauben, alle Einzel-
heiten des Problems mit Hilfe einer einzigen Hamiltonschen Funktion
H (¢, x;, ;) zu untersuchen (Geod. Aeq. p. 218).

Ist umgekehrt eine beliebige Funktion # (¢, x;, y,) gegeben, die min-
destens zwei Mal stetig differentiierbar ist, so kann sie als Hamiltonsche
Funktion eines Variationsproblems angesehen werden, fiir welches die
Legendresche Bedingung erfiillt ist, wenn die Gleichung in ¢
(3-4) | 4,

7, —0y0|=0

keine einzige negative Wurzel besitzt (Geod. Aeq. p. 221).

Die Anzahl ferner der verschwindenden Wurzeln der Gleichung (3. 4)
ist immer gleich der Anzahl der Bedingungsgleichungen (1. 1) des La-
grangeschen Problems, welchem die Funktion A zugeordnet ist. Ist also
insbesondere die Hessesche Determinante | A, 571720, so ist die Anzahl

der Bedingungsgleichungen gleich Null, d. h. das betrachtete Variations-
problem ist ein gewdhnliches und kein Problem von Lagrange.

4. Die Losung eines Variationsproblems mit der Hamiltonschen Funk-
tion H (¢ x;, y;) hidngt bekanntlich von der Konstruktion einer ,voll-
stindigen Figur® ab, die aus einer Schar geoditisch dquidistanter Flichen

(4. 1) St ;) = A



und der sie durchsetzenden Extremalenschar besteht. Man erhilt die
Flachenschar (4. 1) durch Integration der partiellen Differentialgleichung
(Geod. Aeq. p. 222)

(4-2) Se+ H (4 x5 Sey) =0

Die Cauchyschen Charakteristiken von (4.2) sind Losungen des
Systems

(4-3) xi:Hy;; yx':'—Hx,-
von kanonischen Differentialgleichungen.

Die Extremalen unseres Variationsproblems werden durch die Pro-
jektion x; = x;(¢) dieser Kurven auf den (2 -} 1)-dimensionalen Raum
der (¢, x;) dargestellt.

Betrachtet man ein Stiick des Raumes, das von der Flichenschar
(4. 1) einfach iiberdeckt wird, so bilden die sie transversal schneidenden
Extremalen, die man auch als Lésungen der Differentialgleichungen

(4. 4) v = H,.(t, 7, Se.),

gewinnen kann, ein Feld, auf welches die Weierstraf3sche Theorie an-
wendbar ist (Geod. Aeq. p. 215)°).

5. Ein Hilfssatz.

Wir betrachten nun einen Punkt /A, des Raumes der (4 x;) und ein
Extremalenstiick ¢,, das Z, enthilt. Aus der Integrationstheorie der
partiellen Differentialgleichung (4.2) folgt ein Resultat, das fiir alles
Weitere grundlegend ist.

Man kann mzt P, als Mitielpunkt cine Kugel x abgrenzen, sodafs
Jede Extremale e, die in einer gewissen Nachbarschaft von e, liegt, in
ein Feld eingebettet werden kann, das die Kugel » vollstandig iiberdeckt.

Wir bezeichnen mit €& die Gesamtheit der Extremalen ¢, die nach
geeigneter Wahl von x die vorstehende Eigenschaft besitzen. Erinnert
man sich daran, daf3 fiir alle betrachteten Extremalen die Legendresche

6) Man bemerke, daff durch die Benutzung der kanonischen Koordinaten jeder Unter-
schied zwischen den gewdhnlichen und den sogenannten ,Mayerschen“ Feldern von Extremalen
in Fortfall kommt. Es ist ein grofier Vorteil, dafy die sehr komplizierte Begriffsbildung der
Mayerschen Felder vermieden werden kann.
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Bedingung erfiillt sein soll, so folgt, wenn man bei der Wahl von &
einige auf der Hand liegende Einschriankungen macht, die die Beniitzung
der Weierstraf3schen FE-Funktion sicherstellen, der

Satz 1. Keine swei Extremalenstiicke e, und e, aus €, die beide im
Innern von » liegen, konnen dieselben Endpunkte besitzsen, ohne susammen-
sutallen.

Um dies zu zeigen, nehmen wir an, daf3 ¢, und ¢, dieselben Punkte 4
und B verbinden, ohne identisch zu sein, und bezeichnen mit % und %
die Werte des Integrals iiber L lings e, und ¢,. Nach Konstruktion
eines Feldes von Extremalen, das ¢, enthilt, kann man die Differenz
(%.— %) mit Hilfe der E-Funktion, die zu diesem Felde gehort, durch
die Gleichung

(5. 1) %—%:fEdt

darstellen. Nun ist einerseits £=o0, aber £ ist in der vorstehenden
Gleichung nicht durchweg Null, weil nach unserer Voraussetzung Punkte
existieren, in welchen ¢, die durch diese Punkte gehende Feldkurve unter
einem von Null verschiedenen Winkel schneidet, und weil dann in diesen
Punkten £ > o ist. Hieraus schlief3t man, daf3 %, > % sein muf3. Durch
Vertauschung von ¢, mit ¢, hitte man aber %, > % gefunden, was zu
einem Widerspruche fiihrt.

6. Das accessorische Variationsproblem.

Die kanonischen Koordinaten z;, y; sollen lings einer festen Extremalen
¢, den Gleichungen

(6. 1) xp = x; (8), g =i ()

geniigen. Wir fiihren zur Abkiirzung folgende Funktionen von ¢ ein,
die also langs ¢, definiert sind:

(6 2) a;; (f) — Htizj (ty ;‘;k; .;k)
(6° 3) bij (t) — Hziyj (t, ;k; ;’k)
(6. 4) Ciy (1) = Hyyy, (b %25 7).



Stellt man durch die Gleichungen

(6. 5) x; = x; (4, w), y=y:(t,u)

die kanonischen Koordinaten der Linienelemente einer Extremalenschar
dar, die von einem Parameter # abhangt und reduzieren sich fir x = o
die Funktionen (6. 5) auf x; bzw. 7;; setzt man ferner

0x; (¢, )

6 V ta
Y ) i (;):_JLﬂ

2%=0 a u u=0

(6.6) &)=

b

so sind bekanntlich die Funktionen §&;(?) und 7, (#) Losungen der
Differentialgleichungen

éi = by; §k + Cik Nk

(6. 7) .
Ni— — Qi & —ba Nk -

7. Man bemerke jetzt, daf3 die Funktion
. I . , I
(7. 1) e &vm) = a3 & &+ by Somy + S cymimy

als Hamiltonsche Funktion eines Variationsproblems angesehen werden
kann, dessen Extremalen durch die kanonischen Gleichungen (6. 7) be-
stimmt werden. Die Determinante (3. 4) des urspriinglichen Variations-
problems fillt, wenn man sie fiir die Linienelemente von ¢, bildet, mit
der analogen Determinante des neuen Variationsproblems zusammen,
woraus man schlief3t, daf3 auch hier die Legendresche Bedingung erfiillt ist.
Von einem verwandten Resultat ausgehend, hat Blzss in der Arbeit, die er
dem Toronto Congref3 vorgelegt hat, auf3erordentlich elegante Schliisse
gezogen. Fiir uns wird vor allem maf3gebend sein, daf3 man den Satz 1
des § 5 auch auf die Losungen der Differentialgleichungen (6.7) an-
wenden kann, Wihlen wir fiir die eine der beiden Extremalen, die in
diesem Satze benutzt werden, die Losung &; = o, ; = 0 der Gleichungen
(6. 7), so konnen wir nunmehr folgenden Satz aussprechen:

Satz 2. Feder Punkt t, der t-Achse, [fiir welchen die friiheren Voraus-
setsungen gelten, ist Mittelpunkt eines Intervalls (%), in dem eine be-
liebzge Losung der Differentialgleichung (6.7) hichstens eine gemeinsame
Nullstelle der &; (t) besitzen kann, falls nicht fiir diese Lisung alle &;(t)
identisch Null sind.
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8. Aufstellung der Klasse des Variationsproblems.

Wir betrachten die Gesamtheit der Extremalen unseres Variations-
problems, die durch einen festen Punkt (#°, x%) hindurchgehen, und in
einer Umgebung einer Extremalen ¢° liegen, die diesen Punkt ebenfalls
enthilt. Diese Extremalen werden durch Lésungen

(8. 1) x; = x; (¢, 1), i =y: (6 uy)

der kanonischen Differentialgleichungen (4.3) dargestellt, die von =
Parametern (,, ... #,) abhdngen, und den Anfangsbedingungen

(8. 2) 2 (0 u) = 2%, P (& ) = u;

geniigen.

Um die’ Dimension desjenigen Teiles des Raumes festzustellen, der
von der Extremalenschar (8. 1) iiberdeckt wird, muf3 man den Rang der
Funktionaldeterminante

6,1‘,-

auj

(8- 3)

untersuchen.

Nun fithre man die Bezeichnungen ein:

. . bxl. . . ajll.
(8.4) &y () = duy 255 () = du;’

wobei man in die rechten Seiten dieser Gleichungen diejenigen Werte
der #, einsetzt, die zur Extremalen ¢° gehoren. Dann sind die Funktionen
&, ny; Losungen der kanonischen Differentialgleichungen (6.7) des
accessorischen Problems, die in Folge von (8. 2) die Anfangsbedingungen

(8' 5) ‘;CU (to) =0, Nif (to) = Jij
befriedigen miissen. Die Determinante (8. 3) nimmt jetzt die Gestalt an
(8.6) 4@ £) =155 ()]

und alles kommt darauf hinaus ihren Rang R (#) zu bestimmen, falls
tF 1, ist.



9. Entweder ist jetzt im ganzen Intervall J (%) des Satzes 2 (§ 7) der
Rang R (?) von 4 (¢, t,) gleich », oder es gibt im Innern dieses Intervalls
einen Punkt #, fiir welchen dieser Rang gleich (z—¢) und ¢ > o0 ist.

Im letzten Falle gibt es ¢ linear unabhingige #-dimensionale Vektoren

(9. 1) AP (BF=1,..,n; a=1,...,q),
so dafd mit den Bezeichnungen

(9. 2) E0 =20, 70 =N 5a )
fir jedes a und jedes 7 alle Gleichungen

(9-3) g =o

erfiillt sind. Da nun fiir jedes « die Funktionen &7, 5" Losungen der
Differentialgleichungen (6. 7) sind, und da die £ alle in den beiden
Punkten 4, und # verschwinden, miissen nach dem Satze 2 des § 7 die

Gleichungen

(9-4) £ =o

tdentisch befriedigt sein.

Hieraus folgt nun weiter, daf3 in jedem Punkt (7) des Intervalles J ()
mindestens ¢ linear unabhingige Kombinationen der Zeilen der Deter”
minante (8. 6) existieren, die in diesem Punkte verschwinden, und man
entnimmt hieraus, da iiberall R (?) = R (#,) sein muf3. Da nun # einen
beliebigen von #° verschiedenen Punkt des Intervalles J () bedeuten sollte,
fir welchen R () <<#» war, ist dies nur dann mdoglich, wenn R (¢) fiir alle
von # verschiedenen Punkte immer denselben Wert (»—y¢) besitzt. Diese
Zahl ¢, die auch Null sein kann, soll die Klasse der Extremale ¢ im
Punkte £ genannt werden.

10. Die ¢ Funktionen 7 (), die in der zweiten Gleichung (9.2)

vorkommen, sind Lésungen der Differentialgleichungen (6. 7), in welchen
man die &, identisch gleich Null gesetzt hat. Sie sind also Losungen
der Differentialgleichungen

(10. 1) = —bans,
die auf3erdem noch die 2 linearen Gleichungen
(10. 2) Cirfr = O

8



befriedigen. Fiir # = #° hat man aufJerdem, wegen (8. 5) und (9. 2)
(10.3) 7 () = A%,

und hieraus entnimmt man, daf3 die ¢ Funktionen 77?) (¢) linear unab-
hingig sind.

Wir bezeichnen mit §* ein belicbiges Teilintervall von ¢ (/) und mit
¢* die Anzahl der linear unabhingigen Losungen von (10.1) die im
Intervalle J* den Relationen (10. 2) geniigen. Es ist selbstverstindlich, daf3

(10. 4) *F=q

ist. Nun bemerke man, daf3 jede dieser Losungen auch aufgefaf3t werden
kann als Losung von (6. 7), fiir welche alle &; in J* identisch verschwinden.
Da nun nach Voraussetzung J* in J(#°) enthalten ist, miissen nach dem
Satze 2 des § 7 alle diese &; iiberall in J (%) verschwinden. Hieraus folgt,
daf3 der Rang R (#) der Determinante (8. 6) der Bedingung

(10.5) R(t) = n—g*

geniigt. Man hat also insbesondere z—g¢ = z—¢* und durch Vergleichung
mit (10. 4)

(10. 6) F=gq.

Andererseits ist aber auch ¢* die Klasse der Extremalen ¢, in einem be-
liebigen Punkte von J*; man sieht also, daf3 die Klasse von ¢, unabhingig
ist von der Wahl des Punktes 7, auf dieser Extremalen. Es gilt daher der

Satz 3. Es sez ¢ ein Extremalenstiick, auf welchem die Legendresche
Bedingung erfiillt ist. Die Gesamtheit der Extremalen, die durch einen
belzebigen aber [festen Punkt von & hindurchgehen, bildet etne Punktmenge,
deven Dimension (n 4 1 — q) 2st; die Zakl q, die positiv oder Null ist, und
die aufSerdem unabhingsg von der Wahl von P, ist, heifst die Klasse der
Extremalen & . Ste ist gleich dev Ansall derjenigen linear unabhingigen
Losungen von (10. 1), die der Bedingung (10.2) geniigen.

11. Berechnung der Klasse. Ist das gestellte Variationsproblem
ein gewdhnliches, so ist der Rang der Matrix (¢;) gleich » und das
System von Gleichungen (10. 2) besitzt dann keine von Null verschiedene
Losung. In diesem Falle ist selbstverstindlich die Klasse ¢ gleich Null.

Wir nehmen also an, daf3 wir ein Lagrangesches Variationsproblem mit p
Differentialgleichungen als Nebenbedingungen vor uns haben, was gleich-
bedeutend damit ist, daf3 der Rang der Matrix (¢;;) gleich (z—p) sein soll.

9



Wir fiihren nun die Bezeichnung ein
(11.1) v; (1) = can (2) - e (2).

Setzen wir fiir die 7, beliebige Losungen der Differentialgleichungen
(10. 1) ein, so sind die Funktionen (11. 1) mindestens p Mal stetig differen-
tilerbar, falls, wie wir von jetzt ab annehmen wollen, die Hamiltonsche
Funktion A/ mindestens (p 4 2) Mal stetig differentiierbar ist. Aus (11. 1)
und (10. 1) folgt dann

d‘ZJ,' . .
Y e

= (et — iy b8) e -
Setzt man also zur Abkiirzung
(I I. 2) [,',7,(1) = Cip — Cyf bjk
und allgemein fiir w2 =1, 2, ...
(11.3) D = Culm) — g m by

so hat man fiir alle betrachteten Werte von

am v;
(11'4) dim fr— cik(m)ﬂk'

Es handelt sich jetzt darum, die Anzahl der linear unabhingigen Losungen
975:‘) von (10.1) zu bestimmen, fiir welche alle

o)
(11.5) 2 =y 7](1;)

identisch verschwinden.
12. Zu diesem Zweck betrachten wir die Matrix

Cir
(1)
Ci b
(12.71) 4,=1 1,
()
5:’:&

10



die » Kolonnen und # -7 Zeilen besitzt und bezeichnen mit #, ihren
Rang. Das heif3t 7, soll die Ordnung der grof3ten Unterdeterminante
von (12.1) darstellen, die auf dem betrachteten Extremalenstiick ¢, nicht
zdentzsch verschwindet. Es ist jedenfalls

(12.2) (=) =r=..=7.

Hat man nun 7, = #, so gibt es keine einzige nicht identisch ver-
schwindende Lésung #; von (10. 1), fiir welche die rechten Seiten von
(11.1) und von (11.4) fiir m» = 1, ..., p alle identisch Null sind. In diesem
Falle muf3 die Klasse von ¢ gleich Null sein.

Ist dagegen 7, < 7, so gibt es wegen (12.2) einen kleznsten Wert fiir
m zwischen Null und (p — 1), sodaf3

(12. 3) Vol = Vom
ist; auf3erdem ist
(12. 4) N—"V, > O.

Es gibt ferner auf der #Achse ein Intervall J, auf welchem eine
7. -reihige Unterdeterminante der Matrix A4,, von Null verschieden ist.
Man kann dann Koeffizienten

gi#), g7 O, a8 O
finden, die auf ¢ stetig sind und fiir welche die Gleichungen

(12. 4) C;’ZH) —= &ji Cik —{—gﬂl.cfi’k + ... —]—gﬁ’,",l ('Z) (k=1,..,7)

samtlich erfiillt sind.

Auflerdem konnen wir (»—7,,) linear unabhingige Losungen 7;,, von
(10. 1) ausfindig machen, die in einem Punkte #* von ¢ den Bedingungen

o (#9) 479 (#9)
(0‘) 0 __ ‘ _ 7
(12.5) () =0 ———=0 ..., /2

geniigen. Aus (11.4) und (12. 4) folgt aber andererseits daf3 diese Funk-
(%)

tionen 7; samtlich Losungen der linearen homogenen Differential-
gleichungen

arntly 0 du, o an Vi,

dt”"“l — &V “‘a; s SR E iy ai
sind.
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Hieraus folgt, daf3 die 2% in § identisch verschwinden miissen, und
es mufd daher die Klasse ¢ unseres Variationsproblems der Relation

(12'7) Qzﬂ—rm

geniigen.
Andererseits ist der Rang 7, der Matrix 4, hochstens gleich (z—g);
man hat daher, mit Beriicksichtigung von (12.2)

(12. 8) rm =1 =(n—9q)

Die Vergleichung von (12.7) mit (12.8) und (12. 2) liefert schlieBlich
die Relationen

(12.9) Fon = Vo1 = ... =¥y = (—9).
Man sieht auf3erdem, daf3 fiir ¢ die Bedingungen
(12. 10) 0=g¢=s

gelten, und man kann durch Beispiele feststellen, daf3 ¢ alle Werte
zwischen Null (inklusive) und p (inklusive) annehmen kann.

Es ist sehr bemerkenswert, daf3 man den Rang der Determinante
4 (2, ¢°) des §8 bestimmen kann, ohne die Differentialgleichungen (6. 7)
zu integrieren. Es gilt also der

Satz 4. Die Klasse g der Extremale e ist immer gleich (n—r,),
wenn vy den Rang der Matrix Ay beseichnet.

13. Probleme von der Klasse Null.

Aus unseren fritheren Ausfithrungen folgt, daf3 alle gewdhnlichen
Variationsprobleme von der Klasse Null sind. Aber auch fiir Lagrangesche
Variationsprobleme sind die Probleme von nicht verschwindender Klasse
die Ausnahme. Wir nehmen als Beispiel die Hamiltonsche Funktion

(13.1) H=1%1354 2.

Hier ist » =2 und man findet, da3 die Matrizen der c¢; und ¢
folgendermaf3en lauten:
(oo )
0,0/’

(13.2) @=(g0)

12



hieraus folgt dann sofort, daf3 p —= 1 und ¢ = 0 ist. Die kanonischen
Differentialgleichungen der Extremalen

(13.3) L=, Hh=—Ih, J=x, =0

lassen sich sofort integrieren. Z. B. konnen die Extremalen, die durch
den Anfangspunkt der Koordinaten hindurchgehen, folgendermaf3en ge-
schrieben werden

x, = 3at -} 26t x, = at® -+ bf,

und man berechnet, daf3 die Funktionaldeterminante

a(xl,xZ) R tl
0(a, b)) 7’

wie es sein soll, nicht identisch Null ist.

Fiir die Probleme der Klasse Null ist es auf3erordentlich einfach, die
hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz eines Minimums und auch
die Theorie der konjugierten Punkte aufzustellen. Diese Dinge sind
wiederholt, zuletzt von Morse (s. Ful3note 2)c)), behandelt worden. Die
Behauptung von Morse, dafd die iblichen Methoden hier versagen, ist
aber nur bedingt richtig. Man kann sehr gut die gewohnliche Methode
benutzen, wenn man sich eines Kunstgriffes bedient, den L. Zonelli er-
funden hat7).

14. Probleme mit endlichen Gleichungen als Neben-
bedingungen.

Unter den Lagrangeschen Problemen, deren Klasse nicht verschwindet,
sind diejenigen am einfachsten zu behandeln, die unter den Neben-
bedingungen einige von der Gestalt

(14. 1) y (4, ;) = const,,

oder, was auf dasselbe hinauskommt, Nebenbedingungen von der Form

(14.2) W—‘}——‘*‘szo

7 L. Tonelli. Sul problema isoperimetrico con un punte terminale
mobile (Mem. R. Acc. Bologna (7) Vol. 10, 1922—23). S. auch Geod. Aequid. p. 217.
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enthalten. Allgemeiner kann man verlangen, daf3 nach einer geeigneten
Punkttransformation die Hamiltonsche Funktion A (¢, x;, 7,) in den neuen
Koordinaten die Veridnderlichen (4,,41, ..., ¥,) nicht enthilt.

Die Behandlung dieser Probleme kann man offenbar auf diejenige eines
Problems in einem Raume niedrigerer Dimension zuriickfiihren, und in
diesem reduzierten Raume kann die Klasse des Problems sehr wohl
gleich Null sein.

Dies ist z. B. der Fall, wenn man das Lagrangesche Problem mit der
Hamiltonschen Funktion

(10.3) H= ()’%}’*‘Y

betrachtet; man verifiziert sofort auch auf direktem Wege, daf3 man hier
(14. 4) n=2, p=1, ¢g=1

hat.

15. Die Mayerschen Probleme.

Eine andere Art von Lagrangeschen Problemen, deren Behandlung
bekanntlich keine Schwierigkeiten bereitet, sind die sogenannten Mayer-
schen Probleme, solange diese von der Klasse Eins sind.

Die Mayerschen Probleme sind solche, bei denen die Funktion L (¢, J;,-)
die Gestalt hat

(15.1) L= U, + U, .

Definiert man dann nach (3.2) die Funktion M, so hat man weiter mit
Benutzung von (15.1)

(15.2) Yi=M;, = U, + uw bai”

(15. 3) H=—L+4yzi=— U+ ur aaik z:.
Setzt man also

(15.4) Vi=yi— Uy,  H=H4 U,

14



so muf3 man, um /A zu berechnen, die x;, ;s als Funktionen von (¢, »;, 7;)
aus den Gleichungen

_ d G

(15.5) yi=pw 5o, Ge=0
entnehmen, und hierauf

(I 5 . 6) ]_{_ = 5/1~ ,1:’,'

setzen. Aus den Gleichungen (15.35) folgt, da3 die z; als homogene
Funktionen von der nullten Ordnung in den y, erscheinen, und daher
muf3 A/ homogen erster Ordnung in diesen Grofden sein. Man hat also

_ &
(15.7) H—J’ja—J—/j:
nun ist aber auch
0H
(15.8) 65/, = H}'j’

und man kann statt der Gleichung (15.7) mit Benutzung von (15. 4) und
(15.8) schreiben

(15'9) H=— (/t_{"(yj— Ux.)HJ,j.

7

Die Identitdt (15.9) ist andererseits charakteristisch dafiir, daf3 das vor-
liegende Problem ein Mayersches sei; denn die Gleichung (15.1) folgt
aus

(15. 10) L=—H+y: H, v =H,,

z

sobald (15.9) besteht.

16. Es ist sehr leicht zu zeigen, daf3 die Klasse der Mayerschen
Probleme, wie zu erwarten ist, immer von Null verschieden ist. Diffe-
rentiiert man namlich die Identitit (15.9) nach x; und y;, so erhilt man
(16. 1) Hy=—Uy —Usyu; 4, + (3, —Us;) A,

*iYi

(16.2) 0= (y; '—ij) [{J,':/,' :

15



Setzt man also jetzt, um Anschluf3 an die Bezeichnungen der §§8-12
zu bekommen,

(16. 3) 7 = Yi—Usy,
so folgt durch Differentiation lings einer Extremalen

7}:‘ =J;i —D}x; _Ux,-xf /'t':j
- _Hxi '_'[]txi _"Uxt-xj Hy]- )

also mit Beriicksichtigung von (16.1) und (16. 3)
(16. 4) N = —n; Heyy, -
Andererseits hat man nach (16. 2) und (16. 3)
(16. 5) 7y My, 5, = O.

Sind also die Grofden g; nicht alle identisch Null, so besagen die
beiden letzten Gleichungen, daf3 die Differentialgleichungen (10.1) L&-
sungen besitzen, die den Bedingungen (10.2) geniigen. Hier ist also
immer ¢ > o.

Die einzigen Extremalen auf welchen die vorige Schluf3weise nicht
anwendbar ist, sind diejenigen, lings welchen alle y; = U, sind; diese
werden aber ofters, wie das folgende Beispiel zeigt, auch aus anderen
Griinden ausgeschlossen.

17. Beispiel.

Es sei eine einzige Differentialgleichung, ndmlich

(17.1) G=2zr1—1=0
1

gegeben. Man hat dann

(17.2) Vi =2/Iﬂ;’z'

und

H=y; x; = 2u.
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Andererseits folgt aus (17.2) und (17.1)

Iyt =44
und es ist daher
(17.3) H=V33z,

also nach (15.4)

(17. 4) H=—U+VZ(3:— U, .

Fiir die Legendresche Bedingung hat man nun nach Geod. Aquid. p. 220.
D () = D(0) | dij— @ Hy,y, |

und man findet nach einigen Rechnungen
; 0 n—1
(17.5) Do) =DO)(1—-2-] .

Die Legendresche Bedingung ist also dann und nur dann erfiillt, wenn
H > o ist, woraus folgt, daf3 nicht alle y; = U, sein diirfen.

18. Hohere Singularitdten.

Die Lagrangeschen Probleme der Variationsrechnung, die nicht unter
die schon genannten Kategorien fallen, sind fast gar nicht erforscht
worden.

Das einzige mir bekannte derartige Beispiel, das in allen Einzelheiten
behandelt ist, befindet sich in meiner Dissertation®). Es handelt sich um
folgendes Problem:

Eine Kugel wivd von threm Mittelpunkt aus auf eine ihrer Tangen-
tialebenen projisiert; man verlangt swei Punkte dieser Ebene durch eine
Kurve von gegebener Linge su verbinden, die den Schatien einer mig-
lichst kursen spharischen Kurve darstellt.

Die Losung besteht hier immer aus zwei geradlinigen einen Winkel
bildenden Strecken, wobei die Winkelhalbierende stets durch den Be-
rithrungspunkt der Kugel mit der Ebene hindurchgeht.

8) C. Carathéodory. Ueber die diskontinuierlichen Lésungen in de
Variationsrechnung. (Gétt. Diss, 1904) p. 50—62.
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Als Lagrangesches Problem aufgefasst, ist die Klasse dieses Problems
gleich Eins, solange man nur kontinuierliche Extremalen betrachtet;
durch die Einfihrung der diskontinuierlichen Losungen geht nun das
Problem in ein solches von der Klasse Null iiber.

19. Es gibt aber auch Fille, in denen auch die Betrachtung diskon-
tinuierlicher Losungen nichts niitzen kann. Nehmen wir z. B. die
Hamiltonsche Funktion

(3 — () ) o f(f) 10

(r9- 1) A=""20—) 2

an. Man setze zur Abkiirzung

(19.2) N5y _
I— 9,

Die Differentialgleichungen der Extremalen lauten dann

(19-3) Hn= H,—a

(19. 4) H= H, =% _fOra—fO)F
2 2

(19.5) Nn=— Hyy =) e+ f(t)yz e

(19.6) Yy =—H,, =o.

Man hat hier in der Tat p — 1, weil aus (19. 3) und (19. 4) folgt

(19.7) 2= ’iz‘- — F&) 22— FO ’; .

Andererseits entnimmt man aus (19. 3) und (19. 5)

d
Nh=I (Fx);
da nun nach (19.6) 7, konstant ist, folgt aus der letzten Gleichung

(19. 8) ¥, — [x, ¥, = const.
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und es ist daher auch o eine Konstante. Jetzt kann man, wegen (19. 3)
schreiben

(19.9) n=at-+g

und aus (19. 7) folgt dann die Berechnung von z; (¢) durch eine Quadratur.
Aus dem letzten Resultat sieht man, daf3 die Gesamtheit der Extremalen
durch einen Punkt eine zweidimensionale Fliche bilden, und daf3 daher
g =1 ist.

Diskontinuierliche Losungen sind hier nicht vorhanden; aus (19. 2) bis
(19. 4) folgt ndmlich, daf3, wenn man y, und p, vorgibt, die Gréf3en x
und x, esndeutig bestimmt werden.

Endlich sieht man daf3 die Legendresche Bedingung immer erfiillt
ist, wenn y, < 1 ist, denn man berechnet ganz ihnlich wie im §17

. (1 —7) (J’l —fx)
D(())_‘D(O)<I_ (I __yz)s Q)

Eine eingehendere Untersuchung scheint also hier notwendig zu sein.

(Eingegangen den 27. Februar 1932)
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Ueber eine Eigenschaft der Raumkurven

Von W, SCHERRER, Bern

Die Eigenschaft der Schraubenlinie, auf einem ausgezeichneten Zylinder
zu verlaufen, scheint auf den ersten Blick von sehr individueller Natur
zu sein. Es besteht aber die iiberraschende Tatsache, daf3 jeder be-
liebigen Raumkurve in eindeutiger Weise eine ausgezeichnete abwickel-
bare Regelfliche zugeordnet werden kann, welche im Falle der Schrauben-
linie in den Schraubenzylinder iibergeht.

Bei der Herleitung dieser Beziehung leistet die Vektoralgebra vor-
ziigliche Dienste. Ich bezeichne in der iiblichen Weise Vektoren mit
deutschen Buchstaben q, b, ¢, ...... r, v und speziell das skalare Produkt
mit ab, das vektorielle mit [ab].

Wir betrachten nun eine beliebige Raumkurve C, wihlen auf ihr die
Bogenlidnge s als Parameter und stellen ihren Verlauf in bezug auf ein
rechtwinkliges Koordinatensystem dar durch den vom Ursprung O zum
laufenden Punkt P(s) filhrenden Ortsvektor r(s).

Zu dem beliebigen aber bestimmten 7, = P(s,) auf C konstruieren

wir jetzt auf folgende Weise eine ncue Raumkurve C(s,): Wir ziehen
auf der Tangentenfliche von (C eine zu den Tangenten orthogonale
Trajektorie, welche durch 7, lauft. Sie sei bezeichnet mit C*. Hieraut
errichten wir in jedem Punkte P* von C* die Normalebene 7z der durch
P* laufenden Erzeugenden der Tangentenfliche. Wir erhalten so ecine
einparametrige Schar von Ebenen und die von ihr eingehiillte Raum-
kurve C(s,) soll die neue Raumkurve sein, welche den Mittelpunkt der
nachfolgenden Betrachtungen bildet.

Es wird sich zeigen, daf3 C (s)) ebenfalls durch 7, lauft, Ich konnte
also die eben beschriebene Konstruktion wiederholen, indem ich nun in

bezug auf C(s)) als Ausgangskurve durch 7, eine analoge Kurve Z‘(so)
bestimmen wiirde. Es wird sich aber herausstellen, daf3 C (s,) wieder mit

der urspriinglichen Kurve C susammenfillt. Ich nenne daher C(s,) die
zu C resiproke Kurve durch P,

Variiert man nun den Punkt 7, also s, in C(s,), so erhilt man die
Gesamtheit der zu C reziproken Raumkurven, dic offenbar eine Fliche

bildet. Greife ich eine bestimmte Kurve C(s,) heraus, so kann ich in
analoger Weise die Gesamtheit der zu ihr reziproken Raumkurven zu
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einer Fldche 7 (s,) zusammenfassen. Mit dem Parameter s, deuten wir
an, daf3 bei Abdnderung von s, eine Verinderung von /7(s,) zu erwarten

ist, da ja C(s,) in eine andere Kurve iibergeht. Wir werden aber im

Gegensatz zu dieser Vermutung als Hauptergebnisse unserer Untersuchung
folgende Aussagen gewinnen:

1. Dée Fliche F(sy) hiingt nicht vom Parameter s, ab, sondern fallt fiir
Jeden Wert von s, mit der urspriinglichen Fliche F susammen.

2. Die somit einsig vorhandene Fliche F ist eine abwickelbare Regel-
fldche.
Um den Beweis fiir diese Behauptungen zu fithren, suchen wir den

expliziten Ausdruck fiir den Ortsvektor des laufenden Punktes der

reziproken Kurve C(s). Zu dem Zwecke fiihren wir das begleitende
Dreibein des laufenden Punktes P — P(s) auf der urspriinglichen Kurve C
ein. Tangente, Normale, Binormale, Kriimmung und Torsion in diesem
Punkte seien bezeichnet mit t, n, b, + und 7. Neben der Gleichung

r(s) =t (1)

gelten dann die Formeln von Frenet:

t = rn
n = —uxt b (2)
b = —n

Auferdem fithren wir den Darboux’schen Vektor d der Momentandrehung
des begleitenden Dreibeins ein:

d=1rt-+ 2b. (3)

Die durch den Punkt A, = P(s,) laufende Trajektorie C* ist zugleich
eine Fadenevolvente von C. Der Ortsvektor ¢ * ihres laufenden Punktes P*
ist also als Funktion von s gegeben durch

=) — (s t(s) -

Die Gleichung der Normalebene zu der durch #* laufenden Erzeugenden
der Tangentenfliche lautet:

tE)y =t(s)z(s) — (s—s0)-

Hier ist y der laufende Punkt dieser Ebene.



Wir wollen nun im folgenden den Parameter s als Argument nur noch
schreiben, wenn es fiir das bessere Verstindnis notwendig erscheint.

Die Punkte y der gesuchten Hiillkurve C (s) miissen nun folgenden
Bedingungen geniigen:

ty =ty —(s—s)
ny = ng
by =br— 277" (s—3).

Die beiden letzten dieser Gleichungen erhilt man in bekannter Weise
aus der ersten durch zweimalige Ableitung nach s bei festem y unter
Beriicksichtigung der Formeln (2) von Frenet. Liegen allgemein drei
derartige Gleichungen vor:

ay = a
by =4
¢y =¢,

so lautet ihre Auflésung in Vektorform:

__albc]4b[c, a]+ ¢ [a, b]
Y= a[b,c] ’

Die Anwendung auf unsern Fall liefert bei Beachtung der Relationen
[m,b]=t; [b,t] =mu; [t,n] =D

und der Definition (3) die Losung:

Y =r()— 7 () - (s—s) O(s). |

Hilt man in dieser Darstellung s, fest, so liefert sie die durch 7, = P(so)
laufende Reziproke C(s,), als Funktion der Bogenlinge von C. Variiert
man aber auch s, so erhilt man die am Anfang beschriebene Fliche #.
Man sieht unmittelbar, daf3 £ eine Regelfliche darstellt. Hilt man
namlich s fest und variiert s, so resultiert eine Gerade durch den
Punkt P(s) (deren Ortsvektor ja r(s) ist), deren Richtung durch den
Darboux’schen Vektor 9 (s) in diesem Punkte gegeben ist.
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Wir wollen nun zeigen, daf3 man dieselbe Fliche erhilt, wenn man
eine der reziproken C (so) herausgreift und zu ihr in entsprechender
Weise die Fliche 7 (s,) konstruiert. Zur Vereinfachung der Rechnung
konnen wir annehmen, daf3 7, dem Anfangspunkt der Parameterzihlung,
also dem Werte s, — o entspreche und wollen diesen Punkt von nun
an mit O bezeichnen. Die zugehérige Reziproke C (0) bezeichnen wir

kurz mit C. Thre Gleichung lautet, wenn wir mit r ihren Ortsvektor
bezeichnen:

) =r()—s-7710().

Ihr Dreibein, ihre Bogenlinge, Kriimmung und Torsion bezeichnen
wir entsprechend mit t, n, b, # und 7. Um nun die analoge Konstruktion
durchzufithren, miissen wir in erster Linie die Bogenlinge s ermitteln.
Wenn man in (5) fiir & den Ausdruck zt -+ +b wieder einfithrt, erhilt
man leicht:

% = —{s-77'(s) x(s)} b.

s\2
Nun folgt aus (ﬂ) = (%

2
s > die gesuchte Bogenlinge:

“ |

=s-77'(s) x(s).

Jetzt erhilt man t aus

j 4 _ dr ds
T ds  ds  ds
und in analoger Weise alle iibrigen zu t gehorigen Grof3en. Wir stellen
die samtlichen so sich ergebenden Ausdriicke in einer Tabelle zusammen:

I
= | g

t
t{(sz™ %)}
—zx- st 2)}

{(st“ ,1:)'}‘1 L

I

ol S| R S | =] o]
I

23



In diesen Gleichungen sind also alle rechts vorkommenden Grof3en
Funktionen von s und der Strich bedeutet die Ableitung nach s.

Nun konnen wir leicht erkennen, da3 die Fliche /# mit # zusammen-
fallt. Die Gleichung (5) gestattet ndmlich folgende Interpretation: Der

dem Punkt g (s) von C entsprechende Punkt g(s) von C liegt auf der
durch ¢ (s) laufenden Erzeugenden von #. Durch den Punkt y geht

andererseits eine Erzeugende von 7 Nach der letzten Gleichung von (6)
fallt aber ihre Richtung mit derjenigen der ersten Erzeugenden zu-

sammen, / und # haben somit dieselben Erzeugenden, sind also identisch.
Die Wahl des Ausgangspunktes O war willkiirlich, entsprechend der

Festsetzung des Nullpunktes fiir s. Also gilt allgemein # (s,) = /. Da-
mit ist die erste Behauptung bewiesen.

Nun konnen wir leicht beweisen, daf3 die gefundene Regelfliche #
abwickelbar ist. Wir brauchen nur zu zeigen, daf3 die Flichennormale
lings einer Erzeugenden eine konstante Richtung aufweist. Wir be-
stimmen zunichst die Flichennormale im Punkte O (s = 0). Hier gilt:

U=t t]=[t,—b]=n.

Also fillt fiir jeden Punkt von C die Flichennormale X{ mit der Kurven-
normale n zusammen. Zufolge der gefundenen Reziprozitit gilt dasselbe

auch lings C und somit schlieBlich fiir alle Reziproken. Betrachten wir
nun speziell den Punkt p(s) auf C und den ihm auf den zugehorigen

Erzeugenden von F entsprechenden Punkt r(s) auf C (siehe (5)). Die
dritte der Gleichungen (6) ergibt n = n und nach dem obigen also
Y= 2. Halte ich nun den Punkt r(s) fest, verschiebe hingegen O auf

C, so durchliuft der Punkt t(s) die ganze zu r(s) gehorige Erzeugende
und immer ist die jeweilige Flichennormale X{ gleich der festen Nor-
malen T in g (s). Damit ist die aufgestellte Behauptung bewiesen,

Man kann noch bemerken, daf3 zufolge der Relation tt = —tb =o
die Reziproken sich gegenseitig rechtwinklig durchsetzen.

Im Falle der gewdhnlichen Schraubenlinie sind » und z konstant und
man bestitigt leicht, daf3 die gefundene Fliache # den Schraubenzylinder
darstellt.

(Eingegangen den 7. Mirz 1932)
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Geometrische Deutung des GauB’schen
Verschlingungsintegrals

Von W. SCHERRER, Bern

Sind x, (#), #, (%), 25 () und y, (), 3, (v), y;s (v) die Parameterdarstellun.
gen zweier geschlossener Raumkurven € und D, so stellt bekanntlich
das von Gauf3 eingefiihrte Integral

‘f (91-2,) (dxy dys-drs dys) + (9. -20) (Aas dyy-dx, dys) + (¥s-25) (A, dye-da, dyy)
(5 —2) + (e — 22 + (35— 7o)}

eine Invariante gegeniiber stetigen Transformationen von ¢ und D dar,
deren Nichtverschwinden mit Sicherheit auf das Vorhandensein einer
Verschlingung schlief3en 1df3t, wihrend das Umgekehrte nicht zu gelten
braucht.

Dieses Integral 1df3t sich in einfacher Weise als Raumwinkel einer
Flache in bezug auf einen Punkt deuten. Um die Verhiltnisse bequemer
zu beschreiben, bediene ich mich der Vektorsymbolik und setze

r () = (2, (%), x, (), 24 (u))
v () = (J’x (@), 72 (@), 75 (7’)) .

Das Integral 14{3t sich jetzt auch schreiben in der Form:

@) — () [ w), Y @,
/‘T {(YfU) r(z )}7g e

cD

Diesem Integral stelle ich nun gegeniiber den Raumwinkel £ einer be-
liebigen Fliche in bezug auf den Koordinatenursprung. Bedeutet ¢ (#, v)
den vom Ursprung aus zum laufenden Punkt auf der Fliche fiihrenden
Ortsvektor als Funktion der Flichenparameter #» und v, so ist der ge-
suchte Raumwinkel £ gegeben durch die Gleichung:

0 — U (uy v g:: ly 7)) , To (#, ’U)] A do.
o))
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Setze ich in diesen Ausdruck fiir g (x, v) den Wert y (v) — r (#) ein,
so erhalte ich abgesehen von einem festen und an sich willkiirlichen
Vorzeichen genau das Gauf3’sche Verschlingungsintegral.

Wir haben uns nur noch Rechenschaft zu geben iiber die Bedeutung
der durch

r(u,v) = v (@) — r (%)

dargestellten Fliche, Offenbar kann sie aufgefaf3t werden als Schiebe.
fliche :

r(w9) = y(0) + (—r@).

Sie entsteht also folgendermaf3en: Man spiegle die durch die Gleichung
t = — r(u) definierte Kurve C am Koordinatenursprung 0. Man erhilt
so die der Gleichung r = —p (#) entsprechende Kurve C. Nun ver-
schiebe man diese Kurve parallel mit sich selbst und starr verbunden
mit dem zu Beginn der Bewegung loszulésenden Nullpunkt soweit, bis
der mitgefiihrte Nullpunkt O auf die Kurve D zu liegen kommt. Schlief3-
lich fiihre man den Punkt O der Kurve D entlang und nehme dabei die
Kurve C starr in bezug auf O und parallel zu sich selbst mit. Diese
Schiebefliche bildet gewissermafden einen die Kurve D begleitenden
Schlauch. Willkiirlich bei dieser Konstruktion sind die Lage des Ur-
sprungs und die Reihenfolge der Kurven,

Am einfachsten liegen die Verhiltnisse, wenn eine der Kurven ein
Zentrum hat, welches man dann als Nullpunkt wiahlt. Man betrachte
etwa einen horizontalen Kreis ¢ und einen zweiten D, der durch das
Zentrum von C geht und senkrecht zur Ebene von C steht.

Daf3 der Wert des Gaufd’schen Integrals ein Vielfaches von 4 s ist,
erkennt man nun ohne weiteres, ebenso die Invarianz gegeniiber stetigen
Transformationen.

Auch die in dem Enzyklopadieartikel von Dekn und Heegaard iiber
Analysis situs angedeutete Verallgemeinerung von Dyck ergibt sich auf
diesem Wege unmittelbar. Sind nimlich.

Pty sty oo tg) = (2 (g, oo v ty)y e Zn (tyy ... Up))

Y@ Vay oo Ug) = (F @y oo a Ug)y e Va0, 7y e 1)
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die Parameterdarstellungen zweier Mannigfaltigkeiten C und D im R, mit
den Dimensionszahlen p und ¢, die der Bedingung p+¢ —=n—1 ge-
niigen, so bilde man die Determinante

Vi— Xy Ya—Fay erenrnnn. y V=X
dx, 07, 0x,
Ju.  om oy
o 0w e
4— ou, Juy 7 ' O,
9 97 0Fx
Jo. 7 Do ' S,
83’1 8}/: i}’l
do, ’ Du, ' D,
und die Distanz
r=Vnh—x)lP+ (r—x:) ... = (Y — Xa)%

Auf das Integral

ff}AT du, du, ... dug-dv dv, .... dv,

cD

l1af3t sich dann alles oben Gesagte iibertragen.

(Eingegangen den 7. Mirz 1932)
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Ueber die Kreise die von einer Riemannschen
Flache schlicht liberdeckt werden

Von LARS AHLFORS, Abo (Finnland)

1. Einleitung

In den Comptes Rendus') habe ich neulich als Verallgemeinerung des
bekannten Blockschen Satzes bewiesen, dafd3 von fiinf punktfremden
Kreisen wenigstens einer die Eigenschaft besitzt von einem Blatt der
von den Werten einer in der ganzen Ebene meromorphen Funktion
gebildeten Riemannschen Fliche schlicht iiberdeckt zu werden. Wendet
man diesen Satz auf eine ganze Funktion an, so sieht man daf3 dieselbe
Behauptung schon mit vzer im endlichen gelegenen Kreisen richtig ist.

In dieser Arbeit werde ich zeigen, daf3 die Anzahl der fraglichen
Kreise fiir ganze Funktionen in der Tat auf &res reduziert werden kann,
wie schon Block selbst vermutet hat®). Allgemeiner werde ich eine im
Einheitskreise % regulire Funktion f(z) mit f(0)=o, | /' (0)| =1 be-
trachten und eine von f(s) unabhingige Ungleichung herleiten, welche
eine hinreichende Bedingung darstellt, damit von drei gegebenen Kreisen
wenigstens einer innerhalb 7 schlicht angenommen werde. Aus dieser
Ungleichung folgt besonders der Blocksche Satz mit einem numerischen
(ibrigens sehr ungenauen) Wert der Blockschen Konstante. Es geht
ferner hervor, daf3 der Blocksche Kreis innerhalb eines um den Null-
punkt geschlagenen Kreises von festem Radius gewidhlt werden kann.

Auf die moglichen Erweiterungen meiner Resultate gehe ich in dieser
Arbeit nicht ein, um so mehr da ich die Absicht habe, in einer um-
fassenderen Abhandlung auf diese und dhnliche Fragen zuriickzukommen.

2. Vorbereitende Betrachtungen

Wir betrachten in der w-Ebene die drei auf3erhalb einander gelegenen
Kreise C;, C,, C; und zichen ihren gemeinsamen Orthogonalkreis C mit
dem Mittelpunkt 2, und dem Radius R. Von diesem Orthogonalkreis
schneidet der Kreis C; (z =1, 2, 3) einen Bogen ab, dessen Zentriwinkel
mit «; bezeichnet werde. Zwischen ¢, und C, fillt ein Bogen’ d;,; von

1 t. 194, p. 1145.
2) La conception actuelle de la théorie des fonctions entieres et
méromorphes, L’Enseignement Mathématique, 1926, p. 87.
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Z‘, zwischen (, und (; liegt J,, und zwischen C, und C, der Bogen
ds1 . Mit J; ; soll gleichzeitig der Zentriwinkel des entsprechenden Bogens
bezeichnet werden. Schlief3lich wird noch die Bezeichnung

d — Min <l§," fy Oy _.‘7_5—3——061)

eingefiihrt fiir die kleinste der neun eingeklammerten Grof3en. Es ist

offenbar 0o << d = %.

Die Funktion f(s) —= 2z - ...% sei regulir in £. Wir bezeichnen mit
4; die Gebiete, wo die Funktion w — f(s) zum Kreise (; gehorige
Werte annimmt. Falls ein Gebiet 4; ganz im inneren von £ gelegen
ist, so liegt in diesem 4; fiir jeden zu (; gehorigen Wert w dieselbe
endliche Anzahl von Wurzeln der Gleichung f(#) = w. Ich nehme an,
daf3 diese Anzahl fiir alle ganz innerhalb Z gelegenen Gebiete 4,, 4, und
4, gro3er als Eins ist, und werde aus dieser Annahme eine Ungleichung
zwischen |z,|, R und & herleiten. Falls diese Ungleichung nicht erfiillt
ist, so ist dies folglich ein Zeichen, daf3 es im inneren von |z|< 1 ein
Gebiet 4; (7 —1, 2 oder 3) gibt, wo /(s) jeden zum entsprechenden Kreise
C; gehorigen Wert genau einmal annimmt.

Die Punkte der w-Ebene projizieren wir stereographisch auf die Ober-
fliche einer die w-Ebene im Punkte v, beriihrenden Kugel vom Durch-
messer R. Der Kreis C geht dabei in den Aquatorialkreis iiber, und
den Kreisen C; entsprechen auf der Kugelfliche drei in Bezug auf die
Aquatorialebene symmetrische Kreise. Um den Punkt oo zeichnen wir
noch einen vierten Kreis C.., dessen Durchmesser ein Bogen vom Zen-
triwinkel & ist. Aus der Definition von & geht hervor, daf3 der Abstand
von (.. zu den Kreisen C; wenigstens gleich & ist. Dem Kreise (.. ent-
sprechen in der z-Ebene die Gebiete 4.., wo die Werte von f(z) inner-
halb (.. fallen. Diese Gebiete strecken sich alle bis zum Rande von £.

Die verschiedenen Gebiete 4,, 4, und 4, sind durch Kurven vy, ; ver-
bunden, auf welchen die Werte von f(s) zu dem zwischen (; und C;
liegenden Bogen d;, von C gehoren. Auf dem Rande eines vollstindig
innerhalb % gelegenen Gebietes 4; nimmt f(s) jeden auf der Peripherie
von (; gelegenen Wert wenigstens zweimal an. Folglich gehen von dem
Gebiet 4; wenigstens zwei Kurven y, ; und zwei Kurven y, ; (/5 j 7 £)
aus, welche zu einem Gebiet 4; bzw. 4, filhren*). Von einem beliebigen

8) Die Annahme f(0) == o ist natiirlich unwesentlich und bedeutet nur eine Verschiebung
der w-Ebene.
4) Die Kurven v, ; konnen beliebig oft verzweigt sein; es gibt aber immer einen Zweig,

der zu einem Gebiet A/ fiihrt.
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inneren Gebiete 4; ausgehend laf3t sich folglich eine Kette I ; bilden,
die aus abwechselnden Gebieten 4; und 4; verbunden durch Kurven
y:;; besteht. Diese Kette ist entweder endlos, oder endet mit einem
Gebiet, das sich bis zum Rande von £ streckt. Ebenso geht durch
4; eine Kette [} ,;.

Die Ketten I ; konnen nicht geschlossen sein, d. h. man kommt nie
zu einem Gebiet 4; oder 4;, das mit einem vorigen identisch ist. Man
zeigt namlich mit Hilfe des Argumentprinzips, daf3 die Funktion f(s)
in dem von einer geschlossenen Kette I'; ; begrenzten Gebiet nur solche
Werte annehmen konnte, die entweder samtlich zu (; oder sdmtlich zu
C; gehoren. In derselben Weise wird gezeigt, dafd3 zwei Ketten [} ; und
I'; , hochstens ezz gemeinsames Gebiet 4; haben.

3. Zuriickflihrung des Beweises auf den Beweis eines Hilfssatzes

Wenn f(z) im Kreise || < 7, <1 keinen zu C. gehorigen Wert
gilt, so folgt

annimmt, d. h. wenn in diesem Kreise |f(s) —w, | = 7

toe —
€%
R 4R

in bekannter Weise », = — < St

tg —

4
allen zu C; gehorigen Werten verschieden, so gilt, wenn der Mittelpunkt
I =t
[(8)—a: |~ eo:

im Nullpunkt ist

Ist /(2) in demselben Kreis von

und Radius von (; mit @; und g, bezeichnet werden,

1
fiir |z 7,. Die Ableitung der Funktion —————
51 <7 & f(8) —a;

2
7

gleich ———;I—. Daraus folgt

2

| 26| -+ o o 2

R cos — 2<|w0|cos~—1-~|—R)
_ !d,'l - 2 2
o= = - R sin o
0: % i

Rtg 5
_2(|ml+ RY _ 4(|w|+RY

I

Rsind < Rd

4(] 0] 4 R

R , und nehmen an, daf3

Im folgenden wihlen wir », =
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durch diese Wahl 7, < 1 ausfillt. Da die Ungleichung »,= 4;,@

a fortior: erfiillt ist, so sind wir sicher, daf3 es Gebiete aller vier Arten
4y, 4,, 45 und 4. gibt, welche ganz oder zum Teil im Kreise |z| <7,
liegen.

Ich fixiere nun ein Gebiet 42 der vierten Art, das vom Kreise |&] =7
getroffen wird, gehe von einem auf diesem Kreis gelegenen Punkt des
betrachteten Gebietes aus und beschreibe die Kreisperipherie im posi-
tiven Sinn bis ich zum erstenmal auf eine Kette I ,, I, oder I3,
treffe. Es sei dies die Kette Ir. Zwischen 4 und I} liegt ein ein-
deutig bestimmtes Teilgebiet D, des Kreisringes », < |s| < 1, das auf
seinem Rande einen Teil des soeben im positiven Sinne durchlaufenen
Kreisbogens enthilt. Falls in D, kein Gebiet 4, (z 32 j 7 £) liegt, so setzen
wir £, = D, und das Verfahren bricht hiermit ab. Im entgegengesetzten
Falle sei 4% dasjenige Gebiet 4, dessen Abstand 7, (> #,) vom Null-
punkt am kleinsten ist. Wir ziehen den Y beriihrenden Bogen des
Kreises | z| = #, und bezeichnen mit £, das zwischen diesem Bogen
und dem Kreise |z | = 7, fallende Teilgebiet von D,.

Durch das Gebiet 49 geht eine Kette I“,é,l}, welche in der einen Rich-
tung von 43’ gerechnet ganz innerhalb D, verliuft und zur Peripherie
des Einheitskreises fithrt. Das auf3erhalb £, gelegene Teilgebiet von D,
welches zwischen F,",)‘} und 42 liegt, ist von derselben Art wie D,. Wir
konnen also von diesem Gebiet ausgehend das auf D, angewandte Ver-
fahren wiederholen.

Andererseits betrachten wir die von dem Gebiet Y ausgehenden
Kurven 4., welche der kiirzesten Strecke zwischen (, und C.. ent-
sprechen. Es gibt eine dieser Kurven, welche innerhalb D, durch die
Kette [ '},,1} vom Kreise |s| = 7, getrennt wird. Sie fithrt entweder zum
Rande von £, oder zu einem neuen Gebiet 4... Wir bezeichnen mit
D, das auflerhalb £, gelegene Teilgebiet von D,, das auf der einen
Seite von F,{O}, auf der anderen Seite von 4%’ und den damit zusammen-
hingenden A, und 4.. begrenzt wird. Wenn nun weder im inneren noch
auf dem Rande von D, ein zu einem 4.. gelegener Punkt liegt®), so
setzt man £, — D, und das Verfahren bricht ab. Anderenfalls sei 4%
das in D, gelegene oder an D, grenzende Gebiet 4.., dessen Abstand
7, vom Nullpunkt am kleinsten ist. Durch ecinen Bogen des Kreises
| 2| = r,, der das Gebiet 49 beriihrt, schneiden wir dann das Teil-
gebiet £, von D, ab®).

5) Dieser Fall kann nur eintreten, wenn Az zum Rande von E fiihrt.

6) Falls schon das auf | z|==r, gelegene Randstiick von D, von einem A, getroffen
wird, so fillt der ganze Schritt aus.
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Schlief3lich betrachten wir noch das auferhalb 2, fallende Teilgebiet
von D,, welches zwischen 4% und I'f") liegt, und wiederholen von diesem
Gebiet ausgehend nochmals das auf D, angewandte Verfahren. Wir
haben hierdurch einen endlichen oder unendlichen Algorithmus definiert,
der zur Konstruktion eines Systems aneinandergelegter Gebiete £ fiihrt.
Jedes Gebiet 2 wird von zwei Kreisbogen || =7 und |z| = »" und
zwei die Endpunkte dieser Bogen verbindenden Kurven 7, und Z, be-
grenzt, Wiederholt man den ganzen Algorithmus, indem man von 4%
ausgehend die Peripherie |2| =17, jetzt in negativer Richtung durch-
lauft, so erhilt man ein neues, dhnliches System von Gebieten 2.

Die Funktion f(2) besitzt in jedem Gebiet £ eine der folgenden zwei
Eigenschaften:

1. Die auf L, angenommenen Randwerte gehoren zu C.., und die
Randwerte auf L, liegen auf (;, C; oder auf dem zwischenliegenden
Bogen J;;, wihrend f(s) im inneren von £ keinen zu Cj (577 k)
gehorigen Wert annimmt.

2. Die Randwerte auf Z, gehoren zu (;, C; oder J;;, und dic Werte
auf L, gehoren zu C, oder zu der kiirzesten Strecke zwischen C; und
Ce. Im inneren nimmt f(2) keinen zu C. gehorigen Wert an.

Der erste Fall tritt fiir £,, der zweite fiir £, ein.

Im nichsten Abschnitt werden wir einen Hilfssatz beweisen, aus dem
sofort folgt, daf3 die Gebiete £ in beiden Fillen einer Ungleichung

»

0 [ <#
J

geniigen miissen, wobei X eine Konstante und 76 () die Gesamtlinge
der in £ liegenden Bogen des Kreises |s| = # bezeichnen. Fiir jedes »
ist offenbar X0 (r) =2s, wenn die Summe iiber alle vom Kreise
|#] = » getroffenen Gebiete £ erstreckt wird.

Aus (1) 148t sich die gesuchte Ungleichung leicht herleiten. Es sei
in der Tat #(r) die Anzahl der vom Kreise |5| = » getroffenen Ge-
biete £. Dann ist, wie aus dem Aufbau des Algorithmus sofort hervor-
geht, die Anzahl der ganz oder zum Teil in |z| <7 gelegenen Gebicte
2 hochstens gleich 37(r) — 4. Wir erhalten folglich, wenn wir die zu
diesen Gebieten gehorigen Ungleichungen (1) addieren

@) [(Zar) % <wmn—ox

7o
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wo die Summe wieder iiber alle vom Kreise || = ¢ getroffenen Gebiete
£ zu erstrecken ist. Da die Anzahl dieser Gebiete gleich #(#) ist, so
erhilt man nach dem Satz vom arithmetischen und harmonischen Mittel

1 n() _ n(
Z e (l« o *
Wird dies in (2) eingefiihrt, so findet man
d at
f n () < (3nl)— 422K
oder, wenn das linksstehende Integral mit « (¥) bezeichnet wird,

do(r)

(m(?’) + 87Z K) < 36%2 K2d—10g7

3

welche Ungleichung tur », <7 <1 giiltig ist. Durch Integration ergibt
sich dann

_ 2 7‘)
1og fa’logr<36n [(f( +81K)
=< 362° Kzf do _9n K
_ o (e +8ax K} 2’
oder
Fo > e g7 £

Fiihrt man noch den Wert von 7, ein (S. 356), so erhilt man die end-
giiltige Ungleichung

) Allml R RY TEE
Rd

wo noch der Wert von A zu ermitteln ist.
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Bei der Herleitung von (3) wurde vorausgesetzt, daf3 der auf der linken
Seite stehende Ausdruck kleiner als 1 ist. Im entgegengesetzten Falle
ist die Ungleichung trivial.

4. Der Hilfssatz

Auf der Riemannschen Kugel seien E, und E, swei punktfremde
Kontinuen und Ey ein drittes Kontinuum, das sowokl mit E, als mit E,
wenzgstens einen gemeinsamen Punkt besitst. In einem Gebiet R der vor-
hin betrachteten Art sei eine mevomorphe Funktion [(z) gegeben, welche
keinen su Ey gehovigen Wert annimmt und deven Randwerte auf L, su
E und auf L, su E, gehorven. Dann gilt

[ ar 8z
@ J o=

e

wo O den Zentriwinkel des kleinsten, auy der Riemannschen Kugel ge-
messenen Abstandes swischen E, und E, beseichnet:

Vorbemerkung: Auch wenn F; keinen zu £, und Z, gehorigen Punkt
enthalt, bekommt man durch diesen Satz eine Schranke fiir das Integral (4),
vorausgesetzt daf3 £, und E; ohne Ueberschreitung von £, und ebenso
E, und £, ohne Ueberschreitung von £, verbunden werden konnen. Nur
bedeutet § dann nicht mehr den Abstand zwischen £, und £,, sondern
den Abstand der Kontinuen, die durch Hinzufiigung der Verbindungskurven
entstehen. Jedenfalls ist ¢ hochstens gleich dem Durchmesser von Zj.

Beweis: Es sei G das von E,, E, und E; bestimmte Restgebiet der
Riemannschen Kugel, das zu allen drei Kontinuen gehdrige Randpunkte
besitzt. Wir wihlen einen beliebigen zu £; gehorigen Randpunkt von
G und bezeichnen ihn mit .

Der in £ fallende Teil des Kreises |s| = » (' <<» < »") wird durch die
Funktion f(2) auf eine Kurve abgebildet, welche das Gebiet G in zwei
oder mehrere Teilgebiete zerlegt. Es sei g, dasjenige Teilgebiet, das
den Randpunkt W besitzt, und y, der Teil des Randes von g,, der die
Kontinuen £, und £, verbindet. Schlief3lich bezeichnen wir noch mit
¥, den Teil des Kreises || =7, der auf y, abgebildet wird.

Bezeichnet R den Durchmesser der Riemannschen Kugel, so ist die

Linge von y, wenigstens gleich (_?é@ Man hat folglich
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woraus durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung folgt

L VN o
f'd”lfl—klfl“ldzl ’B(Lf Ny AL

ke

Dividiert man durch 0 (») und integriert zwischen den Grenzen 7' und

7", so wird

(s) ‘Yfgfre(r <f f ZII;I) | ds .

Das rechtsstehende Doppelintegral stellt die Grof3e der von den
Kurven y, erzeugten Fliche dar. Wir werden zeigen, daf3 durch jeden
Punkt hochstens zwei Kurven y, hindurchgehen kénnen, und dafl die
betrachtete Fliche folglich héchstens gleich 2a R* ist”).

Wir nehmen an, daf3 durch einen Punkt w die zwei Kurven y, und
vy, (' < 7y < 7, < #") hindurchgehen. Wir verbinden w mit ¥ durch
eine Kurve I, die innerhalb des gemeinsamen Gebietes von g,, und g,,
verlduft, und betrachten den vom Punkte f(s) beschriebenen Weg, wenn
z die Randkurve des zwischen |s| =7, und |z| =7, gelegenen Teil-
gebietes von @ umliuft, wobei die Stellen wo f(s) = w durch kleine,
nach auf3en gerichtete Halbkreise zu umgehen sind. Es ist nun klar, daf3
der Punkt f(s) die Kurve I' nur dann iiberschreiten kann, wenn z einen

dieser Halbkreise beschreibt. Also ist die Variation von arg %3)_——_%

hochstens gleich 2 mal die Gesamtanzahl der auf | 5| =7, und |5 | =7,
gelegenen Wurzeln der Gleichung f(s) = w. Hieraus folgt, daf3 zwischen
diesen Kreisen keine Wurzel der genannten Gleichung liegen kann, womit
die Richtigkeit unserer Behauptung erwiesen ist.

Aus (5) folgt nunmehr

ot R* ¢ ar
4 u 70 (»)

=2ak?,

d.h. die Ungleichung (4).

7) Sie wird tatsichlich kleiner als 27 R2, wenn E, vom positiven Flichenmaf} ist.
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5. Zuendeflihrung des Beweises

Wir wenden jetzt den Hilfssatz auf die zwei auf S, 358 betrachteten
Fille an.

Im ersten Falle ist E; gleich C,. Fiir £, kann man (.. und fiir £,
das aus C;, C; und J;; bestehende Kontinuum wihlen. Um aber zu
erreichen, daf3 £; einen Punkt von £, und £, enthilt, rechnen wir zu
E, noch den kiirzesten Bogen zwischen (, und Ce, und zu FZ, den zu
demselben groBten Kreis gehorigen Bogen zwischen C., und dem Aqua—
torialkreis C, nétigenfalls unter Hinzunahme eines Bogens von C, der
den auf diesem Kreis gelegenen Endpunkt mit (; oder C; verbindet.
Fir den kleinsten Abstand J zwischen £, und £, kommen folgende
Bogen in Betracht: 1. Der Durchmesser a; von Cp; 2. Die Abstinde
a1 —d—o und n—-t;’—a,-
kleinste Abstand von C; oder C,; zu dem Bogen zwischen (), und C..;
dieser kleinste Abstand wird an einem der Endpunkte erreicht und ist

mithin grof3er als J,; bzw. J,, oder ﬂ_j__ % baw . Es

wird also jedenfalls § > 4.

Im zweiten Falle hat man Z; gleich Cw. £, ist das von C, und dem
kiirzesten Bogen zwischen (, und (. gebildete Kontinuum, und fiir
E, wiahlt man die Kreise C; und C; mit dem zwischenliegenden Bogen
d;,;, verbunden mit C. durch einen Bogen des durch die Mittelpunkte
von C, und C. gehenden grof3ten Kreises und nétigenfalls einen Bogen
des Aquatorialkreises C. Dann sieht man ganz wie im ersten Falle ein,
da3 02> 4 ist.

Sa

Wir sind also berechtigt, in die Formel (3) den Wert X = v ein-

zwischen C. und C; bzw. C;; 3. Der

aT—d—ay

zutragen, und haben damit unseren Hauptsatz bewiesen.

Satz. Wenn die drei Kreise Cy, C, und Cs der Bedingung

36 72
(6) (| 20| + R)? _‘i T
4

R

ill

gentigen, wobei die Bedeutung von w,, R und & dem vorhergelenden
Texte zu entnehmen ist, so wird der Einheitskrets | 2| < 1 durch jede
n thm rvegulive Funktion [(z) —= s ... auf eine Riemannsche Fliche
abgebildet, welche wenigstens einen der Kreise C; schlicht iiberdeckt.
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Es ist bemerkenswert, daf3 die rechte Seite von (6) nur die Grof3e
@ enthilt und also ausschlie3lich von der relativern Grof3e und Lage
der Kreise (; abhingt. Demnach kénnen wir immer durch eine auf drei
beliebige Kreise ausgeiibte Translation und Ahnlichkeitstransformation
erreichen, daf3 die Bedingung (6) erfiillt wird.

6. Verschiedene Folgerungen

Will man aus unserem Satze die urspriingliche Blocksche Formulierung
herleiten, so setzt man w, = 0 und betrachtet einen symmetrischen Fall,
wo die Kreise alle gleich grof3 sind und durch eine Drehung um 120°
um den Nullpunkt auseinander hervorgehen. Um ein moglichst grof3es

T — O 55

d zu erhalten wihlt man a; = 7 d.h, oc,-:%, woraus 5,~,,-__~I—5

und folglich & :—Z— berechnet wird. Die Ungleichung (6) ist erfiillt fiir

und die Radien der entsprechenden Kreise (; sind

—576

T T

Hierin ist das folgende Resultat enthalten:

Es gibt eine Konstante B von der Eigenschaft, dafs die von den Werten
Jeder dm  Einheitskreise regulidren Funktion [(5)—= 2+ ... erseugte
Reemannsche Fliche einen Kreis vom Radius B schiicht iiberdeckt, dessen

Mittelpunkt im Abstande vom Nullpunkt lzegt.

sin =
Es kann noch hinzugefiigt werden, daf3 die Strahle, die man vom
Nullpunkt aus durch die Mittelpunkte der Kreise mit der genannten
Eigenschaft zieht, wenigstens ein Drittel aller aus dem Nullpunkt aus-
gehenden Strahle umfassen.

Schlie@Blich betrachten wir noch eine in der ganzen endlichen Ebene

regulire Funktion f(z). Die Funktion —lf(l{%;,—f(-cg(g)— ist fiir jedes noch
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so grofde A regulir in £ und geniigt auf3erdem unseren Normierungs-
bedingungen. Uebt man auf drei beliebige, auf3erhalb einander gelegene

Kreise C,, (;, C; die entsprechende Transformation %—?—,j(%()?—)— aus, So
sieht man, daf3 fiir ein geniigend grofdes 4 die Bedingung (6) erfiillt
wird. Also wird wenigstens einer der Kreise C; von der Riemannschen
Fliche der Umkehrfunktion von f(z) schlicht iiberdeckt. Wir haben
hiermit den folgenden Satz gefunden, der zur Bestimmung des Typus
einer einfach zusammenhingenden Riemannschen Fliche angewandt

werden kann.

Von drei aulserhalb cinander gelegenen Kreisen wird wenigstens einer
von der Riemannschen Fliche der Umbkehr funktion einer gansen Funktion
schlicht iiberdeckt.

Geht man auf den Beweis zuriick so erkennt man, daf3 die Kreise
durch drei beliebige, einfach zusammenhingende Gebiete ersetzt werden
konnen.

(Eingegangen den 10. Mirz 1932)

Zusatz wahrend der Korrektur

Nachdem diese Abhandlung zum Druck gelangt ist, habe ich gemerkt, daf} die topologischen
Betrachtungen auf S.3/—32 nicht ganz einwandfrei sind. Da ich in einer bald erschei-
nenden grofleren Arbeit die Gelegenheit habe, den Fehler richtigzustellen, bitte ich die Leser,
sich mit dieser Erklirung zu befriedigen.
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Die Klassen der Abbildungen der n-dimen-
sionalen Polyeder auf die n-dimensionale
Sphare

Von HEeINz HoOPF, Ziirich

1. Eine Behauptung von Brouwer und ihre Modifikation

Der Grad einer Abbildung /f einer n-dimensionalen geschlossenen
orientierten Mannigfaltigkeit # auf eine ebensolche Mannigfaltigkeit c’
besitzt die wichtige Eigenschaft, bei stetiger Abinderung von 7 unge-
indert zu bleiben 1); mit andern Worten: zwei Abbildungen f und g von
w auf o', welche zu einer ,, Abbildungsklasse“ gehoren, haben denselben
Grad. Brouwer hat auf dem Internationalen Mathematikerkongref3 in Cam-
bridge 1912 die Behauptung ausgesprochen, daf3 7z vielen Fillen® die
Umkehrung dieses Satzes gelte, also aus der Gleichheit der Grade zweier
Abbildungen ihre Zugehorigkeit zu einer Klasse folge?). Er hat gleich-
zeitig einen Beweis seiner Behauptung fiir den Fall angegeben, in dem g
und g' Kugelflichen sind; dann hat er ihre Giiltigkeit fiir den allge-
meineren Fall erwiesen, in dem zwar ¢’ eine Kugel, x aber eine beliebige
Flidche ist®), und spiter habe ich gezeigt, daf3 dieser letzte Satz fiir be-
liebige Dimensionenzahl richtig ist, daf3 also 4 = 4/* eine z-dimensionale
Mannigfaltigkeit, &' = S” die z-dimensionale Sphire sein darf¥).

In der vorliegenden Arbeit soll nun gezeigt werden, dafd der Giiltig-
keitsbereich der Brouwerschen Behauptung noch weiter ist, falls man
sich nicht genau an jhren Wortlaut hilt, sondern sie einer Modifikation
unterzieht, die mir iiberdies, woriiber nachher (Nr. 2) noch einige Worte
gesagt werden sollen, die prinzipielle Bedeutung der Behauptung und
der an sie anschlief3enden Sitze in ein klareres Licht zu setzen scheint.

In der neuen Erweiterung soll wieder ' — S die z-dimensionale Sphire,
u = P aber soll ein beliebiges n-dimensionales Polyeder sein. Dann
hat eine Abbildung f von P7 auf S* keinen Grad im urspriinglichen
( 1) )Brou'wer, Ueber Abbildung von Mannigfaltigkeiten, Math, Annalen 71
1912).

2) Brouwer, Sur la notion de «classe» detransformationsd’une multipli-
cité, Proc. V. Intern. Congress of Math. (Cambridge 1912), vol. IL

3) Brouwer, Over één-éénduidige continuetransformaties..., Akad, Amster-
dam, Versl. 21 (1913); Aufzihlung der Abbildungsklassen endlichfach
zusammenhingender Fldchen, Math. Annalen 82 (1921).

4) Abbildungsklassen n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten, Math, An-
nalen 96 (1926).
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Sinn. Die Modifikation, die man hier vorzunehmen hat, ist durch die
Begriffsbildungen der algebraisch-kombinatorischen Topologie in natiir-
licher Weise gegeben. Ist Z”ein n-dimensionaler Zyklus?) in P#, so ist
sein Bild f(Z”) ein n-dimensionaler Zyklus in .S#; aber die einzigen #-
dimensionalen Zyklen in S” sind die S” selbst und ihre Vielfachen; daher
gibt es eine ganze Zahl ¢ so, daf3 f(Z”) = ¢.S» ist. Falls P~ eine
Mannigfaltigkeit ist, ist ¢ der Brouwersche Grad; wir nennen ¢ auch
jetzt den Grad von f(Z”). Die zu den verschiedenen Zyklen Z» in P~
gehorigen Grade sind innerhalb der durch f bestimmten Abbildungs-
klasse konstant. Ihre Betrachtung reicht jedoch fiir unsern Zweck, die
Aufstellung eines vollen Invariantensystems der Abbildungsklasse, nicht
aus; das sieht man schon im Falle » — 2, wenn man fiir /? die projektive
Ebene nimmt: dann ist in /? iiberhaupt kein Z* vorhanden, und es gibt
trotzdem zwei Abbildungsklassen; diese kann man aber durch ihre
yParitit® oder den ,Abbildungsgrad mod. 2% voneinander unterscheiden,
und daran erkennt man, wie man im allgemeinen Fall fortzufahren hat:
es sei Z,, ein Zyklus mod. » mit irgend einem ganzen s > 1%); dann
ist sein Bild f(Z,,) ein Zyklus mod. s in Sz, und daraus folgt, dhnlich
wie oben, daf3 es eine, mod. . eindeutig bestimmte Zahl ¢ so gibt, daf3
f(Zy) =c S» ist. Diese Zahl ¢, der ,Grad mod. m* von f(Z,), bleibt
ebenfalls in der Klasse konstant. Alle diese Grade und Grade mod.
mit beliebigen » > 1, die zu den, in 2* in endlicher Anzahl vorhandenen,
n-dimensionalen Zyklen und Zyklen mod. » gehéren, bilden nun aber —
das ist die Erweiterung der Brouwerschen Behauptung, die hier be-
wiesen werden soll, — ein volles Invariantensystem der Abbildungs-
klasse; es gilt also

Satz I. Notwendig und hinveichend dafiir, daf; swei Abbildungen [
und g von P* auf S* su einer Klasse gehiven, ist die Bedingung, dafs
jeder n-dimensionale Zyklus besw. Zyklus mod. m (mit belicbigem m > 1)
aus P* durch [ mit demselben Grade bezw. Grade mod. m abgebildet
wird wie durch g.

Der Beweis dieses Satzes wird in Nr. 3—5 geliefert werden ©).

5) Ein Zyklus ist ein unberandeter Komplex, ein n-dimensionaler Zyklus mod. m ein
Komplex, in dessen Rande jedes (n — 1)-dimensionale Simplex mit einer durch m teilbaren
Vielfachheit vorkommt. Die Grundtatsachen aus der kombinatorischen Topologie und aus
der Topologie der stetigen Abbildungen werden als bekannt vorausgesetzt.

6) Den Spezialfall, in dem g eine Abbildung auf einen einzigen Punkt von S# ist, habe ich
bereits frither bewiesen: Ueber wesentliche und unwesentliche Abbildungen
von Komplexen, Moskauer Mathematische Sammlung, 1930 (Satz II). Die dortige
Methode reicht auch zum Beweis des obigen Satzes I aus, jedoch scheint mir fiir diesen
Zweck die in der vorliegenden Arbeit verwendete Zuriickfiilhrnng auf einen ,Erweiterungssatz*
(Nr. 3) den Vorzug zu verdienen.
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2. Verallgemeinerung der Fragestellung; Klassen und algebraische
Typen von Abbildungen

Die Verwendung von Begriffen der algebraisch-kombinatorischen To-
pologie, wie sie fiir die Formulierung des Satzes I notwendig war, fiihrt,
wenn man sie konsequent weiter treibt, zu der allgemeinen Problem-
stellung, in deren Rahmen erst die tiefere Bedeutung der Brouwerschen
Behauptung sichtbar wird. Wenn man namlich zwei beliebige Polyeder
P,Q und die Gesamtheit der stetigen Abbildungen von 2 auf Q be-
trachtet, so gibt es zwei, ihrem Wesen nach voneinander verschiedene,
Gesichtspunkte, unter denen man versuchen kann, in diese Gesamtheit
Ordnung zu bringen, die Abbildungen also zu klassifizieren: erstens eben
den rein topologischen Begriff der ,,Abbildungsklasse“, wonach zwei
Abbildungen f und g zusammengehGren, wenn man die eine stetig in
die andere uberfithren kann; zweitens den, auf den Grundbegriffen der
algebraischen Topologie, den Begriffen der Berandung und der Homo-
logie, beruhenden Begriff des ,algebraischen Abbildungstypus“, den wir
folgendermaf3en definieren: f und g gehdren zu einem algebraischen
Typus, wenn von jedem Zyklus Z C P die beiden Bilder f(Z) und g (2),
die ja als Zyklen in Q aufzufassen sind, einander homolog sind, und wenn das
Gleiche fiir die Zyklen mod. # gilt, wobei man natiirlich den Begriff der
gewdohnlichen Homologie durch den der ,Homologie mod. #* zu ersetzen
hat. Mankann noch ein drittes Klassifikationsprinzip hinzufiigen, indem man
anstelle der Homologiegruppen die Fundamentalgruppe betrachtet, doch
soll darauf hier nicht eingegangen werden’). Die Dimensionen von P
und @ sind fiir diese Begriffe ganz unwesentlich, sie brauchen nicht
einander gleich zu sein. Ist O »-dimensional, so fillt fiir die z-dimen-
sionalen Zyklen und Zyklen mod. # in @ der Begriff der Homologie
bezw. Homologie mod. 7 mit dem der Gleichheit bezw. Kongruenz
mod. # zusammen; in diesem Fall wird daher der algebraische Typus
einer Abbildung, soweit er die »-dimensionalen Zyklen in P und Q be-
trifft, vollstindig durch die Angabe der Grade und Grade mod. # be-
schrieben; ist speziell Q = S*, so ist fiir 0 < » < # jeder r-dimensionale
Zyklus oder Zyklus mod. » in S* homolog o, so daf3 diese Zyklen
kein Unterscheidungsmerkmal fiir die Abbildungstypen liefern; mithin
sind dann die Grade und Grade mod. # die einzigen' Merkmale der
Typen. Daher kann man den Satz I auch so aussprechen:

Satz I'. Ist P ein n-dimensionales Polyeder, Q die n-dimensionale

7) Man vergl. etwa den §2 meiner Arbeit: Zur Topologie der Abbildungen
von Mannigfaltigkeiten, IL Teil, Math. Annalen 102 (1929).
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Sphiire, so gehvren swei Abbildungen von P auf QO dann und nur dann
zu einer Klasse, wenn ste denselben algebraischen Typus haben.

Der eine Teil dieses Satzes ist insofern trivial, als bei belzebigen P und
Q zwei Abbildungen, die zu einer Klasse gehoren, stets denselben alge-
braischen Typus besitzen, da ein Zyklus f(Z) in Q, wenn man ihn stetig
abindert, immer in derselben Homologieklasse bleibt. Die Einteilung
aller Abbildungen in Klassen ist also.im allgemeinen, jedenfalls begrzff-
lick, feiner als die nach algebraischen Typen; dafiir, da3 sie auch
tatsichlick feiner sein kann, gibt es Beispiele, von denen nachher noch
die Rede sein soll; im allgemeinen reichen somit die Homologze-Begriffe
nicht aus, um die Klassifikation der Abbildungen nach dem rein topo-
logischen Standpunkt der , Homotopie“, d. h. der stetigen Uberfiihrbarkeit,
durchzufithren. Das ist auch gar nicht zu erwarten, denn der Begriff der
Homologie hat kaum etwas mit stetiger Abinderung zu tun; anderer-
seits spielt der Homologiebegriff — und zwar gerade infolge der Entwick-
lung wiahrend der letzten Jahre — eine so beherrschende Rolle in fast
allen Gebieten der Topologie, daf3 die Frage nach den ,Ausnahme-
fillen® gerechtfertigt ist, in denen er doch dasselbe leistet wie die Homo-
topie; das sind, fiir unser Problem, die Fille, in denen fiir zwei Abbil-
dungen aus der Gleichheit des algebraischen Typus folgt, daf3 sie sich
stetig ineinander iberfithren, daf3 sie sich also auch unter dem Gesichts-
punkt der Homotopie nicht voneinander unterscheiden lassen. Wenn
man nun die eingangs zitierte Behauptung Brouwers weiter — allerdings
recht kriftig — modifiziert, so kann man sie so aussprechen: es gibt
eine grof3e Menge von Ausnahmen der eben genannten Art; und der
Satz I gibt eine wichtige Klasse aus dieser Menge an. Behauptung und
Satz gehdren also in den allgemeinen Problemkreis, in dem es sich um
die Zusammenhange zwischen Homologie und Homotopie, genauer: um
den Eznfluf; von Berandungs- und Homologieeigenschaften auf Homotopie-
ezgenschaften, handelt®).

Es sei nun noch etwas iiber die ,allgemeinen“ Fille gesagt, in denen
P und Q so beschaffen sind, daf3 die Einteilung in Klassen wirklich
feiner ist als die Einteilung nach algebraischen Typen, Bleiben wir zu-
nidchst dabei, daf3 Q = S» ist; (das ist fiir alle Anwendungen der wich-
tigste Fall;) ist dann P ein »-dimensionales Polyeder und » < #, so bleibt
der Satz I trivialerweise noch richtig, denn dann gibt es nur eine Klasse,
— da man das Bild f(2P) stetig auf einen Punkt zusammenziehen kann,

8) Dafi der in Satz I, in seiner in Nr. 1 gegebenen Formulierung, benutzte Begriff des
Grades zu den Berandungseigenschaften gehort, ist klar: er benutzt ja den auf dem Begriff
des Randes beruhenden Begriff des Zyklus (man vergl.%),
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— und a fortiori nur einen Typus; wir befinden uns also noch bei
einem ,Ausnahmefall“; ist dagegen » ™, so zeigt das Beispiel P = S?,
Q =S? dal3 der Satz I nicht fiir alle P gilt: es gibt dann offenbar nur
einen einzigen algebraischen Typus, da jeder 1- oder 2-dimensionale
Zyklus ~ o in S® sein Bild daher ~ 0 in S? ist, dagegen, wie ich
gezeigt habe, unendlich viele Klassen®). Ist O keine Sphire, so ist es
leichter, Beispiele zu finden, in denen ein Typus mehrere Klassen ent-
hilt; solche erhilt man bereits, wenn £ und Q geschlossene orientier-
bare Fliachen von Geschlechtern >> 0 sind; jedoch reicht in diesem Fall
zur Bestimmung der Abbildungsklassen die oben kurz erwihnte Betrach-
tung der Fundamentalgruppe aus®). Aber auch diese versagt z. B. in
folgendem Fall: P sei eine Kugelfliche, O eine projektive Ebene, / die
Abbildung von P auf (, die sich ergibt, wenn man P als zweiblittrige
unverzweigte Uberlagerungsfliche von Q auffaf3t, g die Abbildung, die
P auf einen einzigen Punkt von (Q abbildet; dann sieht man leicht, daf3
/ und g zwar denselben algebraischen Typus besitzen, aber zu ver-
schiedenen Klassen gehoren).

Demnach scheint sich der Satz I nicht auf eine wesentlich grof3ere
Gesamtheit von Paaren 2, Q ausdehnen zu lassen, es sei denn, daf3 man
neben Polyedern auch andere abgeschlossene Mengen in Betracht zieht **).

Abgesehen von diesen prinzipiellen Gesichtspunkten hat der Satz I
auch praktischen Wert insofern, als man mit seiner Hilfe alle Abbil-
dungsklassen von Pz auf S» wirklich aufzdhlen kann, wenn man die
kombinatorisch-topologische Struktur von ## kennt; denn der Satz besagt
ja, daf3 man nur die algebraischen Typen aufzuzihlen hat, und das ist
eine leichte, im wesentlichen algebraische, Aufgabe, die in Nr. 6 gelost
wird.

3. Zuriickfihrung des Hauptsatzes (Satz I) auf einen ,Erweiterungs-
satz“ (Satz Il).

Daf3 die im Satz I genannte Bedingung fiir die Zugehorigkeit von 7
und g zu einer Klasse notwendig ist, ist, wie schon mehrfach erwihnt,

9) Uber die Abbildungen der dreidimensionalen Sphire auf die Ku-
gelfliche, Math, Annalen 104 (193I).

10) Brouwer, wie unter3) (Aufzihlung..., ,Vierter Hauptfall*); Hopf, Beitrige zur
Klassifizierung der Flichenabbildungen, Crelles Journal 165 (1931).

1) In der Terminologie meiner unter 7) zitierten Arbeit hat der ,Absolutgrad“ von f den
Wert 2, von g den Wert 0; da er (a.a. 0.§2) in der Klasse konstant ist, gehdren f und g
zu verschiedenen Klassen.

12) Die Antwort auf die Frage, ob die Abbildungen einer abgeschlossenen Menge F auf
die $” mehr als eine Klasse bilden, ist fiir wichtige geometrische Eigenschaften von F
ausschlaggebend : Alexandroff, Dimensionstheorie, Math. Annalen 106 (1932), Nr. 81
(»5. Hauptsatz*); Borsuk, Uber Schnitte der n- dimensionalen Euklidischen
Riume, Math. Annalen 106 (1932).
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bekannt, da der Grad einer Abbildung /(Z*) und ebenso ein Grad mod.
m sich bei stetiger Abinderung von f nicht dndert. Zu beweisen ist,
daf3 die Bedingung hinreicht, daf3 es also, wenn sie erfiillt ist, eine
Schar f; von Abbildungen von P*auf S* gibt, die fir 0o <7< 1 stetig
von ¢ abhingt und in der f, = f, /i =g ist. Zum Zweck des Beweises
deuten wir eine solche Schar folgendermaf3en. P~+! sei das ,Produkt®
von P~ mit einer Strecke der Linge 1; dieses Produkt koénnen wir so
konstruieren: wir denken uns den euklidischen Raum AR?¥, in dem P*
liegt, im R¥+! gelegen und errichten nach einer bestimmten der beiden
Seiten von R¥ die Senkrechten auf R¥ in allen Punkten p von P*;
2: sei der Punkt, der auf der in p errichteten Senkrechten im Abstand
¢ von p liegt; die Menge aller p, mit 0 <¢<1 ist das Produkt. Es ist
ein (z 4 1)-dimensionales Polyeder P#+1,

Die Punkte p — p, bilden das Polyeder P#— P#, die Punkte p, ein
mit P* kongruentes Polyeder P»; unter P verstehen wir das Polyeder
Pz Pz, Uben wir die Abbildung 7 auf Pz, die Abbildung g mittels
der Festsetzung g (p,) = ¢ (p) auf P7 aus, so liegt eine Abbildung F
von P auf S* vor. Wenn wir F zu einer Abbildung des ganzen Poly-
eders P#+1 auf S* erweitern konnen, so sind wir fertig; denn dann
brauchen wir nur f; (p) = F(p,) zu setzen, um eine Schar der gewiinsch-
ten Art zu erhalten. Die Bekauptung lautet also: die Abbildung F(P)
lafst sich zu einer Abbildung F (P*%Y) erweitern.

Wie lautet jetzt, unter Verwendung von P»+!, P und F die Voraus-
setzung des Satzes I? Ich behaupte, daf3 sie folgendermaflen lautet: jeder
in P gelegene n-dimensionale Zyklus oder Zyklus mod. m, der ~ o besw.
o 0 mod. m in P+l ist, wird durch F mit dem Grade o abgebildet.

In der Tat: ist Z# C P, so zerfillt Z» in zwei zu einander fremde
Teile X7 < P, Y7 C Ppr; da Z» unberandet ist, haben sie selbst keine
Rinder, sind also Zyklen. Ist ¥Y» der Y» entsprechende Zyklus in Pz,
so ist Yz oo Y7 in P»+1, da offenbar ¥Y? — Y7 der Rand des (2 1)-
dimensionalen Produktes von Y7 mit der #-Strecke ist. Folglich ist Z» —=
Xz Yreo Xz Y7 in P+ und da wir voraussetzen, daf3 Z#cvo
ist, ist daher auch der in P? gelegene Zyklus X» 4 Y7 coo0 in P+l
K sei ein von X7+ V7 berandeter Komplex, X, seine Projektion auf
Pr, (die man erhilt, indem man fiir jeden Punkt p, C K ¢ durch o er-
setzt); da bei dieser Projektion (wie bei jeder simplizialen Abbildung)
der Rand von K in den Rand des Bildes X, iibergeht, der Rand
X» 4 Y7 von K aber fest bleibt, ist X7 4 Y7 der Rand von X,; also
ist X7 4 Yzcoo0 in P7, und da P7 ebenso wie X7 und Y7 7n-dimen-

0 0

sional ist, bedeutet das: X7 -} ¥Y»—=o0, also X? =—Y7». Da mithin
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Zr= Yr—Yzrist, gilt bei der Abbildung: F(Z*)=F(Y})— F (V)=
g(Yn—f(Y?), und da nach Voraussetzung /(¥7) und g (V7 den
gleichen Grad, etwa ¢, haben: F(7*)=cS*— ¢S*=0; das bedeutet,
daf3 F(7#) den Grad o hat. Diese Betrachtung gilt in gleicher Weise
fiir gewohnliche Zyklen und Homologien wie mod. 7. Damit ist bewiesen,
daf3 die Voraussetzung des SatzesI jetzt in der angegebenen Form aus-
gesprochen werden kann.

Somit ist der Satz I auf den folgenden allgemeineren ,Erweiterungs-
satz“ zuriickgefithrt*®), in dem P»+! irgend ein (7 1)-dimensionales
Polyeder ist:

Satz I1. In cinem Teilpolyeder™) P des (n - 1 )-dimensionalen Polyeders
Pr*Y sei eine Abbildung F auf die S* gegeben; [fiir jeden n-dimensio-
nalen Zyklus (und Zyklus mod. m) Z* C P, welcher ~ o (besw. ~ o0
wmod. ) in P+l ist, sei der Grad (besw. Grad mod. m) gleick (beswo.
kongruent) o. Dann [aft sich F su einer Abbildung des gansen Pr+!
aunf die S* erwertern®).

Da3 die in der Voraussetzung des Satzes ausgedriickte Bedingung
fiir die Erweiterbarkeit von # zu einer Abbildung von P»+! nicht nur
hinreichend, sondern auch notwendig ist, ist klar: wenn /7 (P»+1) existiert
und wenn Z#cv o0 in P?t! also der Rand eines A"C P»*! ist, so ist
F(Z#) der Rand von F (K), also ~~ o auf S*, also = 0; das Analoge
gilt mod. .

Der einfachste Spezialfall des Satzes II ist

Satz II'. Ist auf dem Rande eines (n—-1)-dimensionalen Semplexes
etne Abbildung F vom Grade o auf die S* gegeben, so lift sich F su
einer Abbildung des gansen Simplexes auf dee S* erweztern.

Dieser Satz, den ich friiher bewiesen habe ), bildet den wesentlichen
topologischen Bestandteil beim Beweise des Satzes II; es miissen aber,
wie schon die im Satz II vorkommenden Begriffe der Zyklen und Zyklen
mod. # vermuten lassen, noch algebraische Bestandteile hinzukommen;
auch diese werden sich auf die Erweiterungen gewisser Abbildungen,
nimlich homomorpher Gruppenabbildungen, beziehen.

13) Der Zusammenhang zwischen Sitzen tber Abinderungen von Abbildungen mit Sitzen
iiber Erweiterungen spielt in der unter 12) zitierten Arbeit von Borsuk eine wesentliche
Rolle; man vergl. auch die §§ 5, 6 meiner unter 4) genannten Arbeit.

14) Ein ,Teilpolyeder* P eines Polyeders P soll stets aus Simplexen einer gegebenen
Simplexzerlegung von P bestehen; die Dimension von P ist beliebig.

15) Man iiberzeugt sich leicht davon, daff man die auf die gewohnlichen Zyklen be-
ziigliche Voraussetzung sparen kann, da sie in der auf die Zyklen mod. m beziiglichen ent-
halten ist.

16) Wie unter 4); ein Beweis von II' ist dort im letzten Abschnitt der S. 224 enthalten,
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4. Algebraische Hilfssétze

Die hier vorkommenden Gruppen sind Abelsch, werden von endlich
vielen ihrer Elemente erzeugt und enthalten keine Elemente endlicher
Ordnung; die Gruppenoperation bezeichnen wir als Addition. Die Gruppe
G heif3t, wie iiblich, direkte Summe ihrer Untergruppen U, V' — ge-
schrieben: G = U -} IV — wenn sich jedes von o verschiedene Element
auf eine und nur eine Weise in der Form # 4+ v mit « C U, v C V' dar-
stellen 143t, oder, was dasselbe ist, wenn 1) jedes Element wenigstens
eine Darstellung # v besitzt, und wenn 2) U und V nur das Null-
element gemeinsam haben. Analog ist die direkte Summe von mehr als
zwei Gruppen definiert. Jede der hier betrachteten Gruppen ist bekannt-
lich direkte Summe von endlich vielen unendlichen zyklischen Gruppen;
d. h. jedes Element 1i{3t sich auf eine und nur eine Weise in der Form
2 a; x; darstellen, wenn die x; erzeugende Elemente dieser Zyklen, die
a; ganze Zahlen sind. — Die Untergruppe U von G heif3e ,abgeschlossen¥,
wenn sie folgende Eigenschaft hat: ist # eine von o verschiedene ganze
Zahl, » ein Element von G und mx C U, so ist auch »+ < . — Unter
einem ,Charakter® von G verstehen wir eine homomorphe Abbildung
von G in die additive Gruppe der ganzen Zahlen.

a) Ist U abgeschlossene Untergruppe von G, so ist G direkte Summe
von [ und einer anderen Untergruppe V.

Beweis: Die Restklassengruppe (Faktorgruppe) R von G nach U ist
Abelsch; sie wird von endlich vielen ihrer Elemente erzeugt; (als solche
kann man die Restklassen wihlen, die die Elemente eines Erzeugenden-
systems von ( enthalten); sie enthilt ferner infolge der Abgeschlossen-
heit von U kein Element endlicher Ordnung. Sie ist daher direkte
Summe unendlicher Zyklen; X; seien Restklassen, die diese Zyklen er-
zeugen, x; irgendwelche Elemente aus den X; (7 =1, ...,7), V sei die
von diesen z; erzeugte Gruppe, Ist y irgend ein Element von G, V die
7 enthaltende Restklasse, so ist ¥ in R von der Form V=2 ¢; X;
alsoist y =X a;2; +umit uC U, alsoy —u+ov mit ucC U, vC V.
Ist uoC U und #,C V, so ist uy—=2¢; x;, also in R:0o=2¢; X;;
folglich ist ¢; = 0, #, = 0, Mithin ist G—= U} V.

b) Ein in einer abgeschlossenen Untergruppe U von ( gegebener

Charakter li{3t sich stets zu einem Charakter von G erweitern.

Beweis: Man stelle G gemif3 a) in der Form U+ J dar und setze
fest, daf3 der Charakter fiir alle Elemente von J den Wert o hat.

c) Dafiir, da3 ein in einer beliebigen Untergruppe U von G gege-
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bener Charakter y zu einem Charakter von G erweitert werden kann,
ist die folgende Bedingung notwendig und hinreichend: ist » ein Element
von G, m eine ganze Zahl, und ist mx =« C U, so ist y («) durch m
teilbar.

Beweis: Die Bedingung ist notwendig, da, wenn y auf G erweitert
ist, ¥ () definiert ist und y (#) = m - (x) wird. — Die Bedingung sei
erfiillt. Unter U/ verstehen wir die Gesamtheit der Elemente x, welche
Vielfache mx in U besitzen; sie bilden eine Gruppe, da mit x+ auch —x
in U ist, und da aus mxr C U, ny C U folgt: mn(x 4y) < U. Die
Gruppe U ist ex definitione abgeschlossen. Daher lif3t sich nach b) der
Charakter, falls er sich auf J erweitern lif3t, auch auf G erweitern.
Wir haben also y auf U auszudehnen. Ist mx =— u C U, so setzen wir

%(x):i % (#); das ist nach Voraussetzung eine ganze Zahl. y(x) ist

auf diese Weise eindeutig bestimmt; denn ist auflerdem »'x — ' C U,
. I I

so ist mu' = m'u, also m -y (u')=m'"-y(u), also Pt @)= X (2).
" .

Diese somit in I/ eindeutige Funktion ist ein Charakter; denn ist mx = #,,

ny = #y, SO ist mn(x - y) = nu, + mu, C U, also y (x+y) = %Z("l) -+

%x(ux):x(XH—z(y)-

d) U und " seien Untergruppen von G; in U sei ein Charakter
gegeben. Dafiir, daf3 sich y derart auf G erweitern li3t, daf3 er in allen
Elementen von V7 den Wert o erhilt, ist die folgende Bedingung not-
wendig und hinreichend: ist x ein Element von G, m eine ganze Zahl,
v ein Element von V, und ist mx 4 v =u C U, so ist y («) durch m
teilbar.

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung ist wieder ohne weiteres
klar: wenn ein Charakter y mit den genannten Eigenschaften in G
existiert, so ist y (mx - v) = m .y (x) +  (v) = m -y (x). — Die Bedin-
gung sei erfiillt. Ist s ==« — v ein Element aus dem Durchschnitt D
von UV und V, so ist, wenn x, das Nullelement von G bezeichnet, # —
mx, | v mit beliebigem s, also nach Voraussetzung % (#) durch jedes
m teilbar, also y (#) = y(s) = o fiir jedes s C D. W sei die von U und
V erzeugte Gruppe, also die Gesamtheit aller Elemente « 4 v. Wir er-
weitern y zuniachst auf 17, indem wir festsetzen: y (x-}v) = y(«);
diese Festsetzung ist eindeutig; denn ist # 4+ v = «' | 2', so ist u—u' =
v'—v=5CD, also y(s) =0, d. h. ¥ (x) =y («'). Daf3 diese somit in
W eindeutig erklirte Funktion ein Charakter ist und in allen Elementen
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von V' den Wert o hat, ist klar. Ist nun » C G, m eine ganze Zahl und
mx C W, so ist mx = w = u + v, u = mx — v, also nach Voraussetzung
¥ (#) durch  teilbar, also, da y (w) =y (%) ist, 5 (w) durch = teilbar.
Daher 1af3t sich nach c) y auf die ganze Gruppe G erweitern.

5. Beweis des Satzes |l

Wir machen zunichst die spezielle Annahme, daf3 die in P gegebene
Abbildung F simplizial sei. Dabei ist eine feste Simplexzerlegung von
P»+1, und damit auch von P, zugrunde gelegt. Fiir diese Zerlegung sei
G die Gruppe der z-dimensionalen Komplexe in P~»+! d. h. der Linear-
formen mit ganzen Koeffizienten in den orientierten #»-dimensionalen Sim-
plexen, die wir mit 27 bezeichnen; U sei die Gruppe der zu P gehérigen
n-dimensionalen Komplexe, J die Gruppe der z-dimensionalen Rinder
in P»+1 d. h. derjenigen Zyklen, welche (2 -} 1)-dimensionale Komplexe
beranden; I/ und V" sind Untergruppen von G. 7” sei ein festes z-dimen-
sionales Simplex der bei der simplizialen Abbildung # benutzten Zer-

legung von S*, Jedes x% aus P, das durch F# auf z# abgebildet wird,
hat dabei den Grad - 1 oder — 1; wir nennen ihn y (27); fiir diejenigen
a7 aus P, die nicht auf dieses 7 abgebildet werden, setzen wir x (x%)=o.
Fir einen beliebigen Komplex 1* = Y@, 47 aus P hat dann £ in dem
Simplex z* den Grad y (%)= 2Xa,y (x7). y ist ein Charakter in der
Gruppe . Ich behaupte, daf3 er in bezug auf die Gruppen G, U und
V' die Voraussetzungen des Hilfssatzes d) aus Nr. 4 erfiillt. In der Tat:
ist, in der Bezeichnung von d), mx —l—/v — u, so bedeutet das jetzt: der
in P gelegene, #-dimensionale Komplex # ist mod. # einem Rande v
in P»*! kongruent, er ist also ein Zyklus mod. 2, der ~ 0 mod. » in
P»*1 ist; dann ist nach der Voraussetzung des Satzes II der Grad mod.
s seines Bildes # (#) Null; das gilt insbesondere in dem Simplex z* von
S, und das bedeutet in unserer neuen Ausdrucksweise: y (x) = 0 mod. .
Da somit die Voraussetzung von d) erfiillt ist, gilt auch die Behauptung,
und wir konnen daher y auf die Gruppe G aller z-dimensionalen Kom-
plexe von P»+! so erweitern, daf3 dieser Charakter fiir jeden Rand »
den Wert o hat,

Nachdem damit die algebraischen Vorbereitungen erledigt sind, wird
die gewiinschte Ausdehnung von #(P) auf das ganze Polyeder P#+! in
zwei Schritten vorgenommen werden: 1) Q sei das Polyeder, das aus
allen nicht zu P gehérigen z-dimensionalen Simplexen von P#+! besteht ;

dann wird 7 derart auf P Q ausgedehnt, dafd fiir jedes Simplex xy
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von P»+! y(x%) der Grad des Bildes /' (x7) in dem Simplex 7'# ist; (dabei
wird F(Q) im allgemeinen nicht mehr simplizial sein); 2) die Abbildung
F(P-+ Q) wird zu einer Abbildung F(P#+1) erweitert.

Wir zeigen zunidchst, wie man den zweiten Schritt vornimmt, wenn
der erste bereits ausgefiihrt ist: da y(«?) der Grad in ¢~ fiir jedes Sim-
plex x7 ist, ist ¥ a, y (v7) = y () der Grad in 77 bei der Abbildung des
Komplexes »— 23 a,4%; das gilt insbesondere, wenn » = v ein Rand
ist; fiir einen solchen ist der Grad daher y(v)=o0, und zwar ist dies,
da v ein Zyklus ist, nicht nur der Grad in z#, sondern der Grad der

Abbildung F(v) schlechthin. Ist nun p#+! ein (nicht zu P gehoriges)
(2 + 1)-dimensionales Simplex von P»+!, so a3t sich, da sein Rand v
mit dem Grade 0 abgebildet wird, diese Abbildung F auf Grund des
Satzes II' auf y»*! ausdehnen. Tun wir dies fiir jedes y#*!, so erhalten
wir die gewiinschte Abbildung von P~+1,

Die Ausfiihrung des ersten Schrittes, die nun noch nachzuholen ist,
ist ganz elementar und unabhingig von dem Satz II’ und den algebra-
ischen Betrachtungen. Im Inneren jedes »-dimensionalen Simplexes x%
von @ wihlen wir ein System von zueinander fremden z-dimensionalen
Teilsimplexen in der Anzahl | y(27)|; jedes von ihnen bilden wir affin
auf 7* ab und zwar mit dem Grade -1 oder — 1, je nachdem y(x+7)
positiv oder negativ ist. Wenn wir nun die Abbildung %, die jetzt auf3er
in P auch in diesen Teilsimplexen erklirt ist, so auf den Rest von Q
ausdehnen, daf3 die noch hinzukommenden Bildpunkte nicht im Innern
von z* liegen, so sind wir fertig; denn dann hat jedes +7 in z* den
Grad y(x7). Q' sei der Teil von @, der entsteht, wenn man die Innen-
gebiete aller der eben betrachteten z-dimensionalen Teilsimplexe aus O
entfernt. Die Rinder dieser Teilsimplexe und der Durchschnitt Q- P

bilden die Teilmenge Q von Q', auf der F schon erklirt ist; sie ist ein
(7 — 1)-dimensionales Polyeder, und # ist auf ihm simplizial; daher liegt
keiner der zugehorigen Bildpunkte im Inneren von z”. « sei ein innerer
Punkt von z#; wir fassen jetzt fiir einen Augenblick S* als euklidischen
Raum R” mit ¢ als unendlich fernem Punkt auf. Dann liegt die Bild-

menge F(Q) im R*; die euklidischen Koordinaten der Bildpunkte

sind stetige Funktionen auf Q; nach dem allgemeinen Erweiterungssatz
fiir stetige Funktionen) konnen wir diese Funktionen auf ganz Q' aus-

dehnen; dadurch wird 7 (Q) zu einer Abbildung 7, (Q') in den R”* er-

17) Hausdorff, Mengenlehre (2. Aufl. 1927), S. 248; won Kerékjdrto, Vorle-
sungen iiber Topologie (1923), S. 75.
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weitert; kehren wir zu der fritheren Auffassung der S* zuriick, so kann
bei dieser Abbildung die Bildmenge zwar ins Innere von z” eintreten;
jedoch bleibt der Punkt & unbedeckt. Wenn wir daher jeden im Inneren
von z* liegenden Bildpunkt durch den Punkt des Randes von z* er-
setzen, in den er von a aus projiziert wird, so erhalten wir eine stetige
Abbildung F(Q'), die alle Anforderungen erfiillt.

Wir haben uns jetzt noch von der am Anfang des Beweises gemachten
Annahme zu befreien, da3 # auf P simplizial sei. 7 sei also eine beliebige
stetige Abbildung von P, die die Voraussetzungen des Satzes II erfiillt;
dann sei 7’ eine so gute simpliziale Approximation von F, daf3 sie auch
noch diese Voraussetzungen erfiillt und da@ fiir jeden Punkt p C P die

Entfernung o (7' (p), F(p)) <1 ist; dabei fassen wir S als Kugel vom
Radius 1 im euklidischen R#+! auf. 7' (p) diirfen wir fiir alle p — P»+!

als definiert betrachten. Unter v (p) verstehen wir den Vektor

mit dem Anfangspunkt 7’ () und dem Endpunkt #(p). Die Kompo-
nenten dieser Vektoren sind stetige Funktionen auf P; wir konnen sie
nach dem allgemeinen Erweiterungssatz') zu stetigen Funktionen auf
Pr+1 erweitern; damit ist jedem Punkt p C P#+1 ein Vektor zugeordnet;
dabei konnen wir die Erweiterung so ausfiihren, daf3 nicht nur die Vek-
toren v (p), sondern alle Vektoren v (p) kiirzer als 1 sind. A" (p) sei
der Endpunkt des im Punkte /' (p) angebrachten Vektors v (p); dann
ist #" (p) = F(p) fiir alle p C P, und der Mittelpunkt » der Kugel fillt
mit keinem F" (p) zusammen. Ist nun /() der Schnittpunkt des Halb-
strahls 7 /" (p) mit S», so erfiillt die damit erklirte Abbildung # (P*+!)
alle Anforderungen.

6. Aufzahlung der Abbildungskiassen

Da auf Grund des Satzes I die Aufzidhlung der Klassen der Abbildungen
von P~ auf S* mit der Aufzdhlung der algebraischen Abbildungstypen
zusammenfillt, handelt es sich hier im wesentlichen um eine algebraische
Aufgabe. Wir beginnen mit einigen rein algebraischen Betrachtungen,
die an diejenigen aus Nr. 4 ankniipfen.

Neben den Charakteren, die homomorphe Abbildungen einer Gruppe
in die additive Gruppe der ganzen Zahlen sind und die wir jetzt als
wganze* Charaktere bezeichnen wollen, werden noch ,rationale“ Charaktere
betrachtet, die homomorphe Abbildungen in die additive Gruppe der
rationalen Zahlen sind. Ferner werden jetzt auf3er denjenigen Abelschen
Gruppen mit endlichen Erzeugendensystemen, die nur Elemente unend-
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licher Ordnung enthalten und die wir jetzt ,freie® Abelsche Gruppe
nennen werden, auch endliche Abelsche Gruppen vorkommen und in
ihnen ,zyklische* Charaktere, d. h. homomorphe Abbildungen in die
additive Gruppe der Restklassen mod. 1.

Fiir rationale Charaktere gilt der folgende einfache Erweiterungssatz:

e) Wenn U eine Untergruppe von endlichem Index in G und wenn
in U/ ein rationaler Charakter y gegeben ist, so laf3t sich dieser auf eine
und nur eine Weise auf die ganze Gruppe G erweitern.

Beweis: Infolge der Endlichkeit des Index gibt es zu jedem x C G
eine von Null verschiedene ganze Zahl m so, dall mxr—u C U ist.

. e . . 1 '
Wenn y fiir alle x erkldrt ist, so ist m -y (x) = x (), also y (x) = X (2);
mithin ist die Erweiterung auf hochstens eine Weise moglich. Daf3
umgekehrt durch y(r) = ml % () ein Charakter in G erkliart wird, er-

kennt man wie in Nr. 4, c.

e') Falls der eben betrachtete Charakter y fiir alle Elemente von U/
ganzzahlig ist, ist y (¥)= y(y) mod. 1 fiir je zwei Elemente x, y, die
einer der Restklassen angehoren, in welche G nach U zerfillt. Daher
ist in der endlichen Restklassengruppe R ein zyklischer Charakter ¢ durch
die Bestimmung definiert, daf3 {(X)= y(r) mod. 1 ist, falls X die das
Element x enthaltende Restklasse ist. Infolge von e) ist { bereits durch
den Charakter y(U), und nicht erst durch y(G), vollstindig bestimmt.
Wir sagen daher, daf3 der zyklische Charakter { in R durch den ganzen
Charakter y in U ,induziert* wird.

f) U sei eine Untergruppe von endlichem Index in der freien Gruppe
G, R die zugehorige endliche Restklassengruppe; ¢ sei ein gegebener
zyklischer Charakter von R, Dann gibt es (unendlich viele) ganze Cha-
raktere von U/, die ¢ induzieren.

Beweis: Es sei G=7,+ ... + Z,, wobei die Z; unendliche Zyklen
sind; x; sei erzeugendes Element von Z;, X; sei die x; enthaltende
Restklasse. Wir setzen y(x;) = §(Z;), wobei wir unter { (Z;) irgend
eine bestimmte Zahl aus der Restklasse mod. 1 {(Z;) verstehen. Dadurch
wird in G ein rationaler Charakter y erklart, fiir den y(#)={(X) mod.
1 ist, wenn x irgend ein Element von G, X die x enthaltende Restklasse
ist. Ist insbesondere x C U, so ist daher y(r)=o0 mod. 1; y ist daher
in / ganz. Daf3 { durch y induziert wird, folgt unmittelbar aus der
Definition.
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Wir betrachten jetzt das Polyeder P~ in einer festen Simplexzerle-
gung. Unter L” verstehen wir die Gruppe der »-dimensionalen Komplexe
von P~ (in dieser Zerlegung), unter Z» die Gruppe der z-dimensionalen
Zyklen, L~ ist eine freie Gruppe, Z* eine abgeschlossene Untergruppe
von L#. Daher gibt es nach Nr. 4, a) eine Untergruppe 7'» von L* so,
daf3 L7 = Z»+ P'»ist; die Gruppe V'* ist durch den Satz aus Nr. 4, a)
nicht eindeutig bestimmt, wir wihlen sie aber ein fiir alle Mal fest. Fer-
ner sei R»—! die Gruppe der (z—1)-dimensionalen Rinder, R»—! die
Gruppe der ,Randteiler®, d. h. derjenigen (»—1)-dimensionalen Zyklen,
von denen gewisse Vielfache Rinder sind; R#—! ist Untergruppe von
R»—' mit endlichem Index, die zugehérige Restklassengruppe 771 ist
die (z—1)-dimensionale Torsionsgruppe. Verstehen wir fiir jedes Element
»”»C unter o seinen Rand, so wird, indem man jedem 2 C IV'* den
zugehérigen 9* C R*~! zuordnet, V'* homomorph auf R»—1 abgebxldet
dies ist aber sogar ein Isomorphismus; denn ist 'zz" = v" so ist v” — =
(v7 —v7) = o, d.h. v2 —o7? ist Zyklus, also v» —o2 C 2Z» und vr—ut
C V», mithin v# — o2 —o.

Es sei nun f eine Abbildung von P» auf S*. Verstehen wir fiir jeden
Zyklus 5* C Z# unter y(s*) den Grad der Abbildung f(s*), so ist y
ein ganzer Charakter von Z#. Wir nehmen nun weiter an, daf3 / sim-
plizial sei, und daf3 dabei die urspriingliche Zerlegung von P» oder eine
ihrer Unterteilungen zugrundeliegt. Ist dann z* ein festes #-dimensionales
Simplex der in S” zugrundeliegenden Zerlegung, und verstehen wir fiir
jeden Komplex x* C L» unter y(x”) den Grad der Abbildung /(x*) in
7%, so stimmt diese Definition in Z» mit der eben gegebenen iiberein,
und y ist ein ganzer Charakter von L~ . Infolge der Isomorphie zwischen
V» und R*—! wird durch die Bestimmung }.((“;1"):;((%) auch in R*—!
ein ganzer Charakter Z definiert. Durch ihn wird — gemif3 ¢') — in
7%—1 ein zyklischer Charakter ¢ induziert, wobei ¢ nach folgender Vor-
schrift gebildet ist: X»—! sei ein Element von 7»~, also eine (z—1)-
dimensionale Homologieklasse, welche Randteiler enthilt (Restklasse von
R»—1 nach R»—1); 2! sei einer dieser Randteiler, und es sei ma"—1—

o; dann ist () = 71”‘)((7’") mod. 1, oder: m - { (X"~!) = y (v*) mod.

m; infolge von o% — man—! ist v ein Zyklus mod. m; die Restklasse
mod. 7 von y(v*) ist der Grad mod. » der Abbildung f(v*), da y(v*)
der Grad in dem Simplex z* ist. Mithin ist der zyklische Charakter ¢
von 7! durch die Grade mod. » der Abbildungen der z-dimensionalen
Zyklen mod. m fiir m > 1 vollstindig bestimmt, und umgekehrt be-
stimmt ¢ diese Grade eindeutig’).
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Demnach ist klar: sind f und g zwei simpliziale Abbildungen aus
derselben Klasse, so bewirken sie sowohl denselben ganzen Charakter
y von Z# als auch denselben zyklischen Charakter { von 77—!; da jede
Abbildungsklasse simpliziale Abbildungen enthilt, gehoren daher zu jeder
Klasse ein bestimmter Charakter y(Z*) und ein bestimmter Charakter
¢(77"). Gehoren dagegen f und ¢ verschiedenen Klassen an, so besitzen
sie nach Satz I verschiedene algebraische Typen, d. h, es gibt einen -
dimensionalen Zyklus oder Zyklus mod. #, der durch sie mit ver-
schiedenen Graden bezw. Graden mod. # abgebildet wird; folglich be-
wirken sie nicht sowohl denselben y(Z”) als auch denselben ¢ (77-).
Mithin entsprechen den Klassen eineindeutig Paare y, { von Charakteren;
umgekehrt gibt es, wenn y und { willkiirlich gegeben sind, Abbildungen,
die diese Charaktere bewirken. Denn zundchst gibt es nach f) einen
ganzen Charakter ;( der Gruppe R»~!, der ¢ induziert; erkliren wir dann
durch y(v*) = ;2(7./") einen Charakter » in J/#, so ist in Verbindung
mit dem in Z» gegebenen Charakter jetzt in L» — Z»-} }/* ein ganzer
Charakter y definiert. Wir konstruieren nun eine stetige Abbildung 7%,
so daf fiir jeden Komplex x» C L~ die Zahl y(+») der Grad der Ab-
bildung / (#) in dem festen Simplex z# von S” ist: a sei ein nicht zu

7# gehoriger Punkt von S”; in jedem n-dimensionalen Simplex 27 von
P~ wahlen wir | y(v7)| zueinander fremde 7-dimensionale Simplexe und
bilden jedes von ihnen so auf S* ab, daf3 der Rand von x7 auf @ ab-
gebildet wird, die Abbildung im Inneren von 1% eineindeutig ist und den
Grad + 1 oder — 1 hat, je nachdem y(27) positiv oder negativ ist; alle
tibrigen Punkte von P~ bilden wir ebenfalls auf @ ab. Dann ist y (+7) der
Grad von % (+7) in 7~ fiir jedes Simplex 27, und mithin y (27) = 3 a; y (+7)
der Grad von f(x7) fir jeden Komplex 1 = Xa;x7. /%, sowie jede
simpliziale Abbildung f aus derselben Klasse, bewirkt dann die ge-
gebenen Charaktere » und ¢ von Z» und 771

Damit ist folgendes bewiesen:

Satz III1. Fede Klasse von Abbildungen des Polyeders P” auf die
Sphire S* bewirkt einen gansen Charakter der n-dimensionalen Zyklen-
gruppe 2% von P* und einen syklischen Charakter der (n—1)-dimen-
stonalen Torsionsgruppe 1%~ von P* durch die folgenden Festsetzungen:
x (5%) ist der Grad, it dem der Zyklus 57 C Z* abgebildet wivd;

18) Man vergesse aber nicht, daf} in der Wahl der Gruppe V” eine Willkiir liegt. Ohne
die Auszeichnung von V” ist, wenn x”~! gegeben ist, v” durch mx®~!=¢” nicht ein-
deutig bestimmt, da auch mx = (v» - 27#)' mit irgend einem (gewdhnlichen) Zyklus z7 ist;
und im allgemeinen ist x (v7) 525 x (v - 27).
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ferner sei die Gruppe L* der n-dimensionalen Komplexe als divekte Summe
Lr =2+ V' dargestellt; ist dann X»-' eine Homologieklasse aus
Tn=1, 50 g2bt es in V'™ eznen Zyklus mod. m v* , dessen Rand 7./; c X1
ist; der Grad mod. m, mit dem v abgebildet wird, ist = m-§(X"*')
mod. m. Dzes ist eine eincindeutige Zuordnung swischen den Abbildungs-
klassen und der Gesamtheit aller Charakterenpaare y (2% ), {(T#7).

Hiernach kann man leicht die Anzahl der Klassen bestimmen:

Satz ITI'. Ist die n-te Bettische Zakhl wvon P* positiv, so gibt es
unendlich viele Klassen; ist sie o, so ist die Ansahl der Klassen endiich,
und swar gleich der Ordnung der (n—1)-dimensionalen Torsionsgruppe.

Beweis: Dafd die n-te Bettische Zahl positiv ist, bedeutet, daf3 7=
nicht nur aus dem Nullelement besteht; sie besitzt als freie Gruppe
dann unendlich viele ganze Charaktere 7 ; denn man kann, wenn 2* =
X, -+ ...+ X, ist und die X; unendliche Zyklen sind, die Werte von ¥
fir die erzeugenden Elemente der .X; willkiirlich vorschreiben. Ist die
n-te Bettische Zahl o, so besteht Z* nur aus der o, und y =0 ist der
einzige Charakter von Z». Man hat also zu zeigen, daf3 die Anzahl der
zyklischen Charaktere einer endlichen Gruppe 7»—! gleich der Ordnung
von 77~ 1ist. Nun ist 7»—! direkte Summe endlicher zyklischer Gruppen:
7 1'= X, + ...+ X,; x; seien erzeugende Elemente der .X,, ihre
Ordnungen seien ¢;. Da ¢;-z;—= 0 ist, muf3 ¢;- {(x;)=0 mod. 1, also

k; . . . .
¢(#;)=—" mod. 1 sein, wobei #; eine der Zahlen o, 1, ... ¢,— I ist.

€

i

fir 7 =

Wihlt man umgekehrt die #%; willkiirlich und setzt {(x;)=

z

1, ..., 7, so entsteht ein zyklischer Charakter von 77—, Daraus folgt,
daf3 die Anzahl dieser Charaktere gleich Il¢;, also gleich der Ordnung
von 7771 ist.

Als Spezialfall des Satzes III' sei noch hervorgehoben :

Satz III". Die Abbildungen von P auf die S* bilden dann und
und nur dann eine einzige Klasse, wenn [fiir P* die n-te Bettische Zahl
0 und keine (n— 1)-dimensionale Torsion vorhanden zst®).

(Eingegangen den 12. Mirz 1932)

19) Satz I der unter 6) zitierten Arbeit.
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Asymptotische Abschédtzung des absoluten
Betrages einer Funktion, die die Werte
O und 1 nicht annimmt

Von ALEXANDER OSTROWSKI, Basel

Es sei p (s) eine Funktion, die fiir | | <1 regulidr und von o und 1
verschieden ist. Dann gilt bekanntlich nach Sckottky die Ungleichung

(a) 12 ()| < £(20,7), 0 =2(0),

|z._<_r 1

wo £ nur von 7 und p,, sogar nur von » und einer Schranke fiir | p, | ab-
hingt. Daraus folgen insbesondere die Abschitzungen

(b) [pV ()| =Ly (p), v=1, 2, ...,

wo auch Ly nur von einer Schranke fiir |,| abhingen.
Ueber &£ ist durch Hrn. Landan') bekannt, daf3 es sich durch

(a) 2(po, 7) AIPO[“I‘B

abschitzen ldf3t, mit absoluten positiven Konstanten A4, B, C; ferner
durch Hrn. Valiron, dafd sogar

147

8 L2(pos 7 r)=(4( (20| +1) )) 1=

gilt fiir eine gewisse absolute Konstante 4, deren Wert nicht abgeschitzt
wurde?). Andererseits kann man mit einer elementaren (d. h. in diesem
Falle nur algebraische Hilfsfunktionen benutzenden) Methode beweisen :
Fiir || = ¢4, d=o0 gilt

(y) Q(po,r) =1 +e——1e 12,1 .1_.+2 7(1;;(1 )) —rt,ly—:d

1) Vgl. den von Hrn. Landau hertihrenden § 6 in der Abhandlung von Bohr und
Landau, Gétt. Nachr, 1910, pp. 303—330, iibrigens auch die Formel (54) in § 12 der
Abhandlung von Hrn. Landau: Ueber den Picard’schen Satz. Vierteljahresschr. d.
Ziirch. Naturf, Ges. 1906.

2) Vgl. G. Valiron, Bull. d. Sc. Math,, Bd. 51 (1927).
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wo also die Grof3enordnung in 1 — #» schlechter ist, wohl aber die nu-
merischen Schranken verhiltnismiig kleine Werte haben, was beim
Gebrauche fiir kleinere 7, z. B. » = 1 von Wichtigkeit ist®).

Wir wollen nun mit S* (@, ») die obere Grenze der absoluten Betrige

von |p (g)| fir |z| =7 <1 fiir alle Funktionen p (s) mit |p (0) | = a be-
zeichnen, die fiir | 5| <1 reguldr und £ 0, %1 smd ferner mit S{e, »)
die obere Grenze von |p ()| fiir | 5| =~ < 1 fiir alle solche Funktionen

mit p (0) = «; endlich mit @ (a, ») die obere Grenze von

|arg p (5) —arg p(0) ]

fir || =7 <1 fiir eine solche Funktion p () mit p (0) = a (natiirlich
bei stetiger Fortsetzung des Arguments). Dann kann man die obigen Ab-
schatzungen (a), (8), (y) als Abschitzungen von S*(a, ) und S (e, ») nach
oben auffassen. Fiir @ (e, #) ist durch Hrn. P. Lévy*) bekannt

©) P, =" @>o.

An Abschitzungen nach unten ist bisher nur bekannt (durch Hrn.
P. Lévy, 1. c.)

(@ g Sl +i006r=29, q@>o.

Nun sind fiir Z, asymptotisch genaue Schranken bekannt durch den
(ibrigens elementar, d.h. ohne Benutzung der Modulfunktion beweis-
baren) Satz:

Ist fiir po—=a, @y(a) die obere Gremze aller |p™(0)|, so gilt fiir
o —> oo und ebenso fir a—-0

- (Pv(a)______)_zv_a
(&) TalliglalF V7 )

Es sollen nun im folgenden in demselben Sinne asymptotisch genaue
Schranken fiir S* und S ermittelt werden. Hier handelt es sich aller-

8) Vgl. A. Ostrowski, Studien iiber den Schottky’schen Satz, Rektoratspro-
gramm der Univ. Basel fiir 1931 (als selbstindige Schrift erschienen im Verlag von B. Wepf
& Cie., Basel), pp. 96—102.

4) Vgl. P. Lévy, Bull. Soc. Math. d. France, 1912. Einen anderen Beweis gibt J. E.
Littlewood, Proc. Lond. Math. Soc. (2), 23 (1924), pp. 490, 509—5I0.

5) Vgl. A. Ostrowski, Berliner Sitzungsberichte, 1925, (math.-physik. Klasse) pp. 483-484.
Fiir v==1 riihrt diese Formel von Hrn. Landau her (Vierteljahrsschrift Ziirch, Nat. Ges.
51, 1906), dessen Resultat spiter von Gronwall, Paris C. R. 155 (1912), pp. 764—766 und
Bernays, Ziirch, Vierteljahrsschr, 58 (1913), pp. 203—238 auf anderem Wege hergeleitet wurde
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dings um Funktionen von zwei Variabeln (@, ) bezw. (¢, »). Dement-
sprechend sind verschiedene Auffassungen des asymptotischen Verhaltens
moglich.

Wir werden im ersten Teil dieser Mitteilung (§§ 1—3, Formelnummern
1—20) 7 fest (0 < » < 1) annehmen und |p,| — oo gehen lassen. Es
ergibt sich eine asymptotische Relation fiir S* (, #):

147

(4) 16 S* (10|, 7)o (1626 [) =7, | 20| = o0,

und zwar gleichmifizg in ». Hieraus folgt insbesondere, daf3 der

. I . . . .
Valiron’sche Exponent ?j_—: in (8) sogar in dem Sinne der genaue ist,

daf3 er sich fiir kein einziges » mit o < » < 1 verkleinern la3t, selbst
auf Kosten der Vergrof3erung der Zahlenkoeffizienten.

Der Beweis beruht wesentlich auf der Benutzung der elliptischen Mo-
dulfunktion. Zur Untersuchung von p (s) ist die Heranziehung von A (s),
des Legendre’'schen Modulquadrates, also einer Modulfunktion 2tr Stufe
notwendig. Andererseits hat die absolute Invariante J(z) den Vorteil,
da3 ihre Entwicklung nach Potenzen von g = ¢7% positive Koeffizienten
hat. Wir kombinieren daher die Betrachtung beider Funktionen. Dies
bringt mit sich, daf3 wir zugleich — und sogar zuerst — die analogen
Abschitzungen fiir Funktionen z (s) herleiten, die fiir | 2| <1 regular,
den Wert o nur in dreifacher Mehrfachheit, den Wert 1 nur in doppelter
Mehrfachheit annehmen. Es ergeben sich ganz analoge Resultate, nur
muf3 die Konstante 16 durch 1728 ersetzt werden®).

Es ist iibrigens von prinzipiellem Interesse, daf3 die ganze Unter-
suchung sogar unter Benutzung der absoluten Invariante J (s) allein durch-
gefiihrt werden kann, wenn man vom folgenden Satz ausgehen will, der
ja aus der Theorie der Modulfunktionen leicht herzuleiten ist, aber auch
elementar nicht schwer zu beweisen ist: Es gilt die Relation

. a4 (P —p) + 1)
) = TG G—r )

in dem Sinne, daf3 wenn rechts ein p (s) eingesetzt wird, links ein 7 (s)
herauskommt und umgekehrt, wenn man die Gleichung bei gegebenem

6) Bei Valiron und in einer fritheren Untersuchung von Landau (1. c.) wird zur Ab-
schitzung von p (2) nur die J-Funktion benutzt, sodaf} die betreffenden Abschitzungen sich
zugleich auf alle m (2) - Funktionen beziehen. Zum Nachweis aber, dafy die so gefundenen
Abschitzungen fiir p (2) die ,besten® sind, ist prinzipiell die Heranziehung von 4 (2) nétig.
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m (2) nach p (z) auflost, ergeben sich 6 verschiedene Funktionen p (z),

. . S 1 I
die auseinander mit Hilfe der bekannten Ausdriicke 1—p, —, 1— —,

? 2

?
p—1’ 1—p
Mit Hilfe dieses Satzes kann man erstens das Analogon des Sckozzky’schen
Satzes fiir Funktionen z(s) direkt und elementar aus dem elementar
beweisbaren Sckottky’schen Satz fiir p (z) folgern, wihrend der direkte
elementare Beweis fiir » (s) mit keiner der bisherigen Methoden geht,

hervorgehen.

wobei man ja lg m(s) oder Y m (s) betrachten miif3te. Sodann aber
lassen sich auf analogem Wege auch die Fille quantitativ genau unter-
suchen, die verschiedenen Sciwarz’schen Dreiecksfunktionen entsprechen,
und insbesondere auch fiir Scharen meromorpher Funktionen, die Hr.
Montel daraus gewonnen hat, quantitative Abschiatzungen finden. Darauf
hoffe ich in spiteren Mitteilungen cingehen zu konnen.

Die Benutzung der (c) entsprechenden Relation zwischen J (2) und A (5)
stellt den eigentlichen Gedanken dar, auf dem die Betrachtungen des
ersten Teiles dieser Mitteilung beruhen. Im Uebrigen lassen sich diese
Ueberlegungen durchfiihren, ohne daf3 man auf Einzelheiten der zu J (2)
und A (2) gehorenden Modulfiguren eingeht. Ueberdies reicht die Formel
(4) fiir viele Zwecke aus.

Ferner legt (4) die Frage nahe, ob die gleiche Relation auch
fir S(e, ) mit @ — oo giiltig bleibt. Endlich kann man fragen, ob fiir
feste @ der Grenzwert (1 —7) log S(e, ») fir » — 1 existiert und be-
stimmt werden kann. Beide Fragen werden in bejahendem Sinne im
zweiten Teil dieser Mitteilung (§§ 4—8, Formelnummern 21—j52) beant-
wortet. Zugleich wird auch die Frage nach dem Verhalten von S(qa, 7)
fiir ¢ — 0 entschieden. In dieser Beziehung lautet das einzige in der
Literatur zu findende Resultat, das (1927 L. c.) von G. Valéron gefunden
wurde: '

1 1—»

S (o, 7) < Bl |P0|m'

Andererseits lie3e sich aus der auch hierbei ihre Geschmeidigkeit neu
erweisenden Montel’schen Theorie der normalen Funktionenfamilien leicht
direkt folgern, da3 S (a, #)—0 mit a — 0 gelten mufd. Wir finden

nun, daf3
1—r
1+7r

Do

(B) o S(2os 7) | 20
16

16
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1—7r
gilt fiir | p,|  —> 0 gleichmiBig in p, und », wobei auch das Fehlerglied

sich weiter abschitzen laf3t. Man kann also in der Valsronschen Formel
1

B'-7 durch eine absolute Konstante ersetzen. Was nun das Verhalten
von S (a, #) fiir « — o oder » — 1 anbetrifft, so bezeichnen wir mit
o (g) denjenigen Zweig der Umkehrfunktion von X (s), dessen Werte im
Fundamentalbereiche von A (z) liegen, der zwischen den Halbstrahlen
32>0, 2=+ 1 und den Halbkreisen |5 + 1|=1, 3z > o liegt.
Dann lautet unser wesentlichstes Ergebnis, das als Verallgemeinerung
von (4) aufzufassen ist:

147
(1) S<po,r)~—l—‘gen3w(p°)‘_’,3w(;>o)§_+_:—>oo,
und sogar noch schirfer:

147
(I S( r)—;‘ge“w(po)’_’:om, Jelp) Tl o
Daraus folgt insbesondere fiir feste p,
(4) (1—71gS(p,7)>223e(p), rtr
Und fiir feste » und p, — oo ergibt sich aus (I)

L4y

(4¥) 165 (20, 7) ~ (1620 |) 177, po—> oo,

gleichmi@ig in » und arg p,. Fiir die genaue Formulierung der zum
Teil noch schirferen Ergebnisse vgl. man in § 8 die Formeln I—VI*%,

Methodisch ist aber zum zweiten Teil dieser Mitteilung folgendes zu
bemerken: Es ist seit der ersten Arbeit von Hrn. Carathéodory iiber
den Picard’schen Satz bekannt, daf3 S(p,, 7) gleich dem max | (s)| fiir
alle Punkte einer gewissen Kreislinie K ist, die ganz in der oberen Halb-
ebene verlduft und den Punkt w (p,) zu ihrem ,nicht euklidischen Mit-
telpunkt* hat. Und die Hohe g des hochsten Punktes von K iiber der

reellen Axe ist gleich J3 o (2,) ; _—_i__ :

Abschitzung von S (p,, #) erhalten durch das Maximum von | A (2)| auf
der Strecke 32—y, | R 5| =1, wenn nicht auch Punkte der unteren

. Man wiirde also ohne weiteres eine
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Kreishilfte in der Nihe gewisser Punkte der reellen Axe liegen wiirden,
wo X(s) auch oo wird. Man kann nun dem so begegnen, daf3 man
solche Punkte von X, die auf3erhalb des oben angegebenen Fundamen-
talbereiches liegen, durch eine Substitution der zu X (s) gehorenden
Gruppe in den Fundamentalbereich bringt. Dann muf3 man aber die
Hohe der ,reduzierten Punkte iiber der x-Axe kennen und insbesondere
mit g vergleichen konnen. Die Frage lif3t sich so wenden, daf3 man
simtliche Kreise betrachtet, in die K durch die hier zuldssigen Modul-
substitutionen iibergefiihrt wird, und nach dem Maximum der zugehdorigen
Hohen ' fragt. Und die Wendung, die damit der Frage gegeben wird,
findet nun ihre Rechtfertigung im Resultat, dal3 alle sickz so ergebenden
Hohen die Hohe des hocksten Punktes von K nickt iiberschreiten kinnen,
sofern der nichteuklidische Mittelpunkt von K im obigen Fundamental-
bereich liegt. Mit dieser Tatsache (Hilfssatz B in § 4), deren Beweis
nachtriglich sehr leicht zu fiihren ist, ist die Hauptschwierigkeit iiber-
wunden, die wohl bisher einer genauen Durchrechnung der asympto-
tischen Werte von .S im Wege stand”). Eine dhnliche Tatsache (Hilfs-
satz A § 4) gilt tbrigens auch fiir die gesamte Modulgruppe, die zur
Funktion J(z) gehort. Es diirften sich damit auch analoge Abschit-
zungen fiir die Funktion 2 (2) herleiten lassen. Obgleich man, was die
Form dieser Abschitzung anbetrifft, einige neue und interessante Mo-
mente erwarten diirfte, bin ich dieser Frage nicht mehr nachgegangen.
Ich hoffe, daf3 dariiber demnidchst eine Mitteilung von anderer Seite
erfolgen wird.

Daf3 aber die Betrachtung der Strecke Jj s — p auf den asymptotisch
genauen Wert von S(p,, ») filhrt, ist dem gliicklichen Umstand zu ver-
danken, daf3 das asymptotische Verhalten von A (s) fir 354 oo in der
hier in betracht kommenden Niherung unabhingig vom Realteil von z ist.

Analoge sehr genaue Abschitzungen lassen sich auch fir @ (p,, 7)

— die Argumentschranke von p (s) — aufstellen. Man findet fiir »*4 1
—1
(4) (1=7) 0 (g0, ) = max (30 (90, 3 o)

7) Ein Versuch einer #hnlichen Reduktion des Problems findet sich am Schlusse der be-
kannten Arbeit von G. Pick (Ueber eine Eigenschaft der konformen Abbildung
kreisformiger Bereiche, Math. Ann, Bd. 77 (1916), pp. 1 —6), in der zum ersten Mal
die ,nichteuklidische* Auffassung des Schwarzschen Lemmas herausgearbeitet wurde. Doch sind
die beziiglichen Angaben von Hrn, Pick nicht stichhaltig, da die Bemerkung auf p, 5 unten:
gweil [A(2)| auf Parallelen zur Axe der imaginiren Zahlen nach oben zunimmt“, sicher un-
zutreffend ist, wenn das betreffende Stiick jener Parallelen aus dem Fundamentalbereich aus-
tritt und in die Nghe von Unendlichkeitsstellen von A (2) auf der reellen Axe kommt,
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und noch schirfer

(4,) O (po, r) — 221

v max <3w (po)y 3 m> I =1L

Zum Beweis dieser Abschitzungen haben wir indessen sehr ausfiihrlich
auf die geometrische Struktur der Modulfigur eingehen miissen. Und
da eine Darstellung dieser Entwicklungen im Rahmen der vorliegenden
Mitteilung keine Abkiirzung der gesamten Darstellung bedeuten wiirde,
soll der Beweis von (4,) und (4,) an einer anderen Stelle (in der Math.
Zeitschrift, unter dem Titel: Asympitotische Abschitsung der Argument-
variation einer Funktion, die die Werte o und 1 nicht annimmt) erscheinen.

§ 1. Funktionen J (2) und 2 (?)

Wir gehen von der elliptischen Modulfunktion J(s) aus, von der wir
folgende bekannte und leicht herleitbare Eigenschaften voraussetzen :

Die Funktion J (3) ist in der oberen Halbebene s ™> 0 definiert,
durchweg regulir und geniigt insbesondere der Relation

I
(1) J(z):J(—-z—).
Setzt man ¢7 — ¢, so gilt fiir J(z) die bekannte Darstellung
_r(r SO i )sm__2,,—24
2) T = (20 2w L) H—gn) ™,

deren rechte Seite mit ¢* multipliziert eine fiir |¢|<C 1 konvergente
Potenzreihe mit positsven Koeffizienten und dem Anfangsgliede 5
darstellt, also insbesondere monoton in ¢* ist. Es folgt daher fiir | ¢ |y o,
32doo, Phoo:

(3) 12 J(5) 1, 12T (iP)d 1.

Fiir rein imaginire w ist J (w) positiv. Es gilt wegen der Positivitit der
Koeffizienten von (2)

(4) | ()| =J (3 2)

Endlich sei noch erwihnt, daf3 J(s) alle endlichen Werte im ,Funda-
mentalbereich¥

61



(5 [5]>1, ——<Bs<—und|s|=1,0<Rs<

NI.-.

annimmt, und zwar jeden von o und 1 verschiedenen Wert genau ein-
. 1 V3 . ,
mal, den Wert o im , Eckpunkte® 7+z—‘/73-, der an drei verschiedene

Aequivalenzbereiche anstof3t, als eine dreifache Nullstelle, und den Wert
1 im ,Eckpunkte® Z, der zwei verschiedenen Aequivalenzbereichen an-
gehort, als eine Doppelwurzel von J(g) — 1. Insbesondere konvergiert
die einzige im Bereich (5) liegende Wurzel der Gleichung

(5a) J()=w, w70, w1,

mit ins Unendliche wachsendem |= | gegen oo (und dann gilt natiirlich
auch 3 5 — oo) und umgekehrt. Beachtet man, daf3 J(z) auf der ima-
gindren Achse von 7 bis 7- oo jeden Wert = 1 nur einmal annimmt, und
auf der Strecke von 7 bis 0 dieselben Werte von neuem annimmt, so
folgt, daf3 wenn man lings der imaginiren Achse von 7.oco nach dem
Nullpunkt geht, die reellen Werte von J(3) zuerst monoton bis 1 ab-
nehmen und sodann wieder bis oo anwachsen. Daraus folgt:

Ist a>86=1 bzw. 0 <{a <6 =1, so gilt

(5b) J(2b) < J (Fa).

Neben der Modulfunktion J () miissen wir noch eine sogenannte
sModulfunktion 2-ter Stufe“ A (s) betrachten, die man am einfachsten
erhilt, wenn man das Innere des Gebietes (J{ in der Fig. des §4):

(6) o<Rs<L, [s—4[>4

auf die obere A-Halbebene 3 A > o so konform abbildet, daf3 die Rand-
punkte 0, I, oo sich selbst entsprechen, und sodann die Abbildungsfunktion
durch fortgesetzte Spiegelung analytisch fortsetzt. Diese Funktion hingt
mit J () durch die folgende Relation zusammen:

N 4 N—Aa4ay
(7) J(a)—zw~

Aus (7) folgt fiir ins Unendliche wachsende Werte von A (2) bzw. (fiir
| A| = 2) fiir ins Unendliche wachsende Werte von J(2):
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(8) J(5) ~ 2i7 2 (5), A(s) o _3;’_7 V7@

wo natiirlich eine passende Bestimmung der Wurzel zu nehmen ist®).
Es sei endlich an die Formel erinnert:

(82) NS =55

~

§2. Abschitzung von m (2)

Fiir die Anwendungen der Funktionen J(g) und A (s) auf Probleme
aus dem Prcardschen Ideenkreis sind nun die beiden Tatsachen funda-
mental, die wir so formulieren konnen:

1. Dafiir, dafs p(s) eine fiir | 2| < 1 regulidre und dort die Werte o
und [ nicht annehmende Funktion ist, ist notwendig und hinreichend,
dafs die Darstellung gilt:

©) 2 () = X (C (),

wo C(s) eine fiir | z| < 1 regulive Funktion ist, deren Imaginirteil fiir
5| <L 1 stets positiv ist.

Hat p(0) = p, nicht negativen I[maginirteil, so kann und soll C(3)
so gewdihlt werden, dafs C (o) = c, tm Bereicke (6) liegt.

2. Dafiir, dals m (3) fiir | 2| < 1 regulir ist und dort in jedem Punkte I
nur n gerader, 0 nur in durch 3 terlbaver Mehrfackheit annimmt, st
notwendzg und hinreichend, dafs die Darstellung gilt:

(10) m(z) = J(C (%)),

wo C(5) etne fiir | 5| < 1 regulive Funktion mit 3 C(s) > o ist. Ins-
besondere kann und soll C (s) so gewdhit werden, das C(0) = ¢, im
Bereich (5) liegt.

Fiir die Herleitung des Sckottkyschen Satzes ist weiter die folgende
Tatsache wichtig, die zur Untersuchung der , Pzardschen Probleme*
zum ersten Male von Borel und sodann von Carathéodory herangezogen
und vom letzteren auf einem besonders einfachen Wege — mit Hilfe
des Sc/hwarsschen Lemmas — bewiesen worden ist:

8) In der Literatur wird die A-Funktion oft so definiert, daf} sie fiir w = o,1,00 die
Werte 1,00,0 annimmt., Diese A-Funktion ergibt sich aus der obigen durch die Transformation

=t
1

—A

und geniigt gleichfalls der Relation (7).
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Ist fiir || < 1 durchweg 3 C(s) > 0, so gilt, w = C (0) gesetzt,

1 —|s) 15|
11 — T =J3C0H= —_—.
(11) Jo 1+ |7 JCE=3To 1— |z
Hier gilt fir die Funktion
(12) C*(5) = 2P iif , P>o0,

offenbar das Gleichheitszeichen fiir reelle 5 > o.

Genauer liegen die Werte von ( (s) innerhalb des Kreises Ky, ||

o |2
(1) [CEH—Ro—Jo—tlil =302
1—|z| 1— |z
) . 1+ . 27
mit dem Mittelpunkt Rw + J o p— und dem Radius J o i

| #| = » gesetzt. Und fiir die Funktion

(12a) C**(z):x—}—z’yiij , 7 >0, C¥*O)=w=x-+17y

erfiillen die Werte von C**(g) fiir | 2| < » den Kreis K, , vollstindig.
Nun folgt aus (10) und (4)
|7 (5)| = JE3C ()

Ist hier 3 C(s)=1, so folgt aus (5b) und (11) wegen des monotonen
Anwachsens von J (%) fur # zwischen 1 und oo:

|m(z)|__<__J<z’jcoi—i—!—ﬂ—).

|2 ]

Ist aber 3 C(2) < 1, so folgt nach (5b) und (11) wegen des monotonen
Abnehmens von J(7#) fiir # zwischen 0 und 1 unter Benutzung von (1):

a5 72 ol A2
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) 1—| 2] 141z]
Da aber jetzt wegen (11) 3¢ ——1—— T (s < 1 ist, mU133€ T—5| > 1

sein, so dafd fiir 3¢, = 1, wegen des Monotoniecharakters von J (7#),
A S g . . . 1
J(Z_j7 —I—+_}—~:> nicht verkleinert wird, wenn == durch J¢, ersetzt
0 |~ 0

wird. Daher folgt, daf3 jedenfalls fiir J¢, = 1

(13) |m<z>|;J(z'3co-§f%), Jez1,

gilt. Wird aber insbesondere nach (12)

I—z

(13a) m*@):anc*w»:;IQP"*z)

gesetzt, so gilt fir s =#» > 0:

(13b) mﬂﬁ:JQP;i:yo<r<L

Nach (3) folgt nun aus (13):

(14) |

wo gvo fiir Jct oo gilt. Fir »*(r) folgt aber aus der zweiten
Relation (3)

2.7[Pi+r
(14a) I -
wm*(r) > 4 , o<l r<< 1

12°

Wie hingt nun 3¢, mit m, = m (0) zusammen? Aus (10) folgt
insbesondere

nty = J (,)-
Da hier ¢, im Bereiche (5) liegt, folgt aus dem oben iiber die Gleichung
(5a) Gesagten, daf3 fiir |m,| — oo auch J ¢, — oo gilt. Daher liefert

dann (3):
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WO & = & (|m]) y O fiir |m,|4 ooist. Daraus folgt

23 3¢
e P (14 &) 12| o,

und daher nach (14):

14

(15) lllzlsm(s)[g((l + &) 12° | my|) 1= 7, &} O fiir |m,|4 oo.
z| S 7l
Man kann (15) auch so schreiben:
r 147
(16) |m (5)] <127 1= (1A &) [mo]) 1=~
|z £r <1

Andererseits ist aber nach dem Obigen
my* = m* (0)=J(C*(0))=J(zP)

eine monotone Funktion von P =1, die fir 1 < P < oo alle positiven
Werte von J(z) =1 bis oo durchliuft. Daher gilt fir #,**t oo:

—2a P
128 my* e 28
2qa P
e = (1 — &) 12° my*, eyO fiir m* 4 oos
Dann liefert (14a):
1+ r
(16a) 12°m* (7) > ((1 — &) 12°m,*) ' =7, g0 fiir m*t oo.
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§ 3. Abschétzung von P (?)

Wir betrachten nun p(s) fiir absolut gro3e p (0) =p,, und zwar
zuerst mit 3 p,==0, und machen Gebrauch von der Relation (9), be-
trachten aber zugleich fiir das C (2) aus (9) die Funktion » (2) = J (C(2)).
Es gilt dann nach (15):

147

]1 };II-}— )12° m (0)| =7, e =& (|m (0)]) y O mit |m (0)| 1 oo.

m
| <r<

Fiir p, = A (c,) — oo folgt nun aus (8) fiir »e (0) = mz,:

4
"y O 27?0, Po—> O,

so daf3 die obige Abschitzung in

1+~

(17) |12° 7 (5)| < |(x + ¢) 2° 2% |1=7, eyo mit ||t oo
iibergeht.

Aus m(s) = J(C(2), p(s) =A(C(s)) folgt weiter nach (8), sobald

(8) | = 2 ist:

147

(18) 226)S| (e 22

Sobald aber |p,| > 2 ist, gilt diese Relation auch fiir | (2) | < 2, wenn
man ¢ (p,) langsam genug gegen o abnehmen lif3t, so daf3 wir nun
ganz allgemein schlie3en konnen :

1_+r_'
(19) 11626 S|+ 0162 [, 4o mit |4 oo.

Andererseits betrachten wir fiir die Funktion C* (g) aus (12)

PR =2(C* @) = (P L.

I—23

Fiir positive » liegt nun der Wert von p*(r) =2 (z‘P 1 i:), wegen
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der Symmetrie der konformen Abbildung, auf der Geraden X 2z = { und
wandert auf dieser Geraden mit 7 monoton ins Unendliche. Daher folgt
aus (16a) wegen (8)

1+»
|2°** (1) | = | (1 —4) 2°** (0) | "7, &} 0 mit P} oo,

oder

14
(20) [16p* (»)| = | (1 — &) 16 % (0)|1=7, ¢ O mit P4 oo.

Ist aber 33 p, < 0, so laf3t sich die ganze Deduktion auf die Potenz-
reihe um den Nullpunkt mit konjugiert komplexen Koeffizienten an-
wenden, so daf3 dann (19) fiir diese Potenzreihe gilt und daher auch
- fiir p (2).

Die Relation (16a) zeigt nun, daf in einer Abschitzung vom Typus

|m (@) | <|(1+&) 4, m ()77, e=e(|m(0)])yo mit |7 (0) |4 0.

147

fiir kein einziges », o <7 < 1, fiir ¢ (#) eine kleinere Zahl als

I . .
gesetzt werden kann, noch fiir ¢ (») = , +: ein kleineres 4, als 12°

Betrachtet man allgemein eine Abschitzung vom Typus
|4, m(s)| <[ (1 &) B, m (0)|7P, ey 0, | m(0)] 4 o,

so kann in ihr ¢ (#) fir kein einziges » durch eine kleinere Zahl als

147 . . .
; ersetzt werden, wie A4, und B, auch gewihlt werden mogen.
—

Soll aber diese Abschitzung fiir ¢ () = ; i: fiir unendlich viele », 41

gelten und hingen A4,, B, von » nicht ab, so muf3 B, > 12° sein.
In demselben Sinne ist unsere Abschitzung (19) fiir p (s) die beste,
wenn in den obigen Formulierungen 12° durch 16 ersetzt wird.

§ 4. Ueber die Aequivalenz von Kreisen in der Modulfigur

Wir betrachten fiir w =x -2y, y >0 und o<» <1 den Kreis
Ky, , um den Mittelpunkt ¢, mit dem Radius R, wo
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R 27
(21) go:x—f—zy'lt—rz’kzyl__rz

ist. Dann gilt fiir den Abstand ¢ von Ke » von der x-Axe und die
Hohe ¢ des hochsten Punktes von K, , iiber der x-Axe

—7 147 .
(22) o=y 1—|—r _ylir,oy:(:Seo)—Rz:yz.

Den Punkt o nennen wir den Pseudomittelpunkt, die Zahl » den Pseudo-
radius von Ky, ,°). Nun gilt fiir jedes reelle o

. s s 1—7 :Seo——R
23) I3 — R= |3t =i 0, 1l =0 =30

so daf3 durch ¢, und R auch w und » ezndentzg bestimmt sind. Ist uns
umgekehrt ein ganz in der oberen Halbebene verlaufender Kreis H mit
dem Mittelpunkt ¢, und dem Radius R gegeben, so kann man aus (21)
und (23) solche Zahlen x =R ¢, y >0 und »(0 < » < 1) bestimmen,

daf3 K=H,,, wird.
Was geschieht nun mit ¥, ,, wenn auf die s-Ebene eine Substitution

(24) w = f:ij , @ b, ¢, d reell, ad —bc—=4>0

ausgeiibt wird ?
Man kann (24) so schreiben:

(25) w—f__M~a_~__L a'—i 5____07_
Fay )T ey e T
¢
Ist ¢,—Jd =¢|e,— |, | &] = 1, so schneidet der von J nach ¢, gehende,

Halbstrahl die Kreislinie K in den Punkten d—f¢,,—J -+ ¢&(|e,— 9| + R)
denen vermoége (25) die beiden Punkte (vgl. (23))

9) In der im Inneren der oberen Halbebene geltenden nichteuklidischen Mafbestimmung
ist o der nichteuklidische Mittelpunkt von ¥, der nichteuklidische Radius von K ist aber
14-r
1
g I —r
hervor, wenn man das Innere des Einheitskreises so auf die obere Halbebene konform ab-
bildet, dafl der Ursprung in den Punkt w iibergeht.

Der Kreis Ky, » geht aus dem Kreise um den Ursprung mit dem Radius r
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(26) e;’fz — o —

entsprechen. In den beiden Punkten (26) wird aber die aus K durch
(25) hervorgehende Kreislinie H* von der Geraden geschnitten, in die
der Strahl von J nach ¢, iibergeht (da J in den unendlich fernen Punkt
transformiert wird), und die als Orthogonalsehne von K* durch den
Mittelpunkt ¢ von H* hindurch geht. Daher ergibt sich fiir den Mittel-
punkt e und den Radius R* von K*

w_ofta* 46— «_ |e¥—e*| 4] R
fo = z 7 c’]w—JF’R - 2 T & Jo—0of
4 x—0 4 1 4 I
* 4 —_— — =
Ret=a L‘z]w———JI’_a C2Rw——(5_—R<a e w—J)'
4 e 414+ 9 1477 4 1
*_ < — “ — -
Jat= Glo—df S 1—7lo—d0f 1—# (a Czw—()‘)’

_2r 4 y 27 4 1
m—r—ﬁ?m—ﬂfw—ﬁ3@_?@—9°

Setzt man also

«__ aot+b 4
»

T retd T fw—o)

so ist

17 27
Ref=Ro%, Jar= 1030, R = Ik,

1—7°

so daf3 K* den gleichen Pseudoradius hat wie K und den Pseudomittel-
punkt o* der aus o durch (24) hervorgeht®).

az-+b
cs+d
mit ad — bc > 0 und reellen a, &, ¢, 4. K sei ein ganz in der oberen
Halbebene Jz > o liegender Kreis mit dem Pseudomittelpunkt w und
der Ordinate des hochsten Punktes g. Man betrachte nun alle aus ¥

Es sei nun G eine Gruppe von linearen Substitutionen w —

10) Die damit bewiesene Tatsache folgt offensichtlich unmittelbar daraus, dafl (24) eine
Bewegung in unserer ,nichteuklidischen Ebene® ist, durch die der nichteuklidische Radius
invariant bleibt, der Mittelpunkt aber kovariant transformiert wird.
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vermoge der Substitutionen von G hervorgehenden Kreise und ins-
besondere die Ordinaten ihrer hochsten Punkte. Ist dann die obere
Grenze M dieser Ordinaten zu bestimmen, so beachte man, daf3, da alle
diese Kreise den gleichen Pseudoradius haben, jene Ordinate wegen des
Ausdrucks (22) fiir ¢ um so grof3er wird, je gro3er die Ordinate des
Pseudomittelpunktes ist. Ist also die obere Grenze von J§ j—g—:—;— fir

alle Substitutionen von G gleich 7, so gilt

—y,
(264) M= S

Ist nun z. B. erstens die Gruppe G die Gesamtheit aller ganzzahligen
Substitutionen mit der Determinante 1, so ist bekannt, daf3 es unter den
Transformierten einer Zahl o mit 3 v >> 0 stets eine und nur eine gibt,
die im Bereich (5) liegt, und zwar hat dieses ,reduzierte“ w nach Hurwzts
die maximale Ordinate11). Daraus folgt:

Hilfssatz A. Ist K ein Kreis, der gans innerhalb der obern Halb-
ebene liegt, und liegt sein Pseudomzttelpunkt im Bereich (5), ist ferner
die Ordinate des hochsten Punktes von W gleich u, so sind die Ordinaten
aller Transformierten similicher Punkte von K vermoge der Substitutionen
von G hichstens gleick u.

Es sei sweztens I' die sogenannte ,Hauptkongruenzgruppe® zweiter
Stufe, d. h. die Gesamtheit aller Substitutionen

_as+b
e

mit ganzen &, b, ¢, d und ad—bc =1,

(27)

a=d=1 (mod 2), 6 =c¢=0 (mod 2).

Zu dieser Gruppe gehort die oben benutzte A(z)-Funktion als Invariante
(d. h. es gilt A <——————Z§i2 ) = A (s) fiir alle Substitutionen von I'), sowie die
in der Figur a. p. 72 ausschnittweise dargestellte Modulfigur. Diese
Figur entsteht aus dem Hauptdreieck ¥, o < Rz < 1, |5—4| > 4 durch
fortgesetzte Spiegelung an den drei Seiten und besteht aus lauter null-
winkligen Dreiecken, die die obere Halbebene einfach und liickenlos
iiberdecken. A (s) bildet ¥ auf die obere A-Halbebene J A >0 ab, jedes

1) Hurwitz, Dissertation, Math, Werke, Bd. I, p. 6.
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der an ¥ angrenzenden Dreiecke wird aut die untere A-Halbebene
3 A< o abgebildet und so fort. Insbesondere wird das in der Figur
mit }{' bezeichnete Dreieck auf die untere A-Halbebene abgebildet.

Durch jede Substitution von I' wird nun unsere ganze Modulfigur in
sich iibergefiihrt, jedes Dreieck D der Figur geht durch eine eindeutig
bestimmte Substitution von I' entweder in ¥} oder in ¥’ iiber. Ist (27)

diese Substitution, so wird dabei offenbar z — — —‘f— in den unendlich
fernen Punkt von J{ (oder ¥') iibergefiihrt. — Fiigt man die Kreis-
bogendreiecke ¥ und ¥}’ aneinander, lif3t aber dann die Strecke
R s = — 1, sowie den Halbkreis |z 4 4| = { bis auf s = o fort, so ergibt

sich ein sogenannter Fundamentalbereich # der Gruppe I’, so daf3 jeder
Punkt z mit 3z >0 einem und nur einem Punkt aus # vermoge I
dquivalent ist. Ist nun w ein Punkt aus A und geht daraus vermoge
einer Substitution (27) von I' ein Punkt 0* hervor, so gilt, wie eine kurze
Rechnung zeigt,

Jo

(28) 3w*:m.
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Nun ist aber fiir jeden Punkt o aus H |cw + 4| >1 fiir c=0, d=1
(mod 2). Denn es geniigt beim Beweis R w > 0 anzunehmen, da man
sonst w, ¢ durch —w, — ¢ ersetzen kann. Fiir  w >0 ist nun

A

cotdf=(co—PFtrt+D(co—D+—+a)=

~—52|w—7|”+25<: _|_d> Bo—1) —|—<—2—+ a')2,
R

.q.‘

wegen [ — 4[> 1, — 1S Ro— 3 <L ist dies aber

e+ (G ={er S 2 2
da ¢ gerade, & ungerade ist. Daher folgt aus (28) Jw* < Jw, so dafl
auch fiir die Gruppe I'" (und den Fundamentalbereich H) ein Analogon
der Hurwitzschen Eigenschaft gilt. Nun konnen wir aus dem Obigen
schlief3en :

Hilfssatz B. Ist K ein gans in 3 2 > 0 verlaufender Kreis mit dem
Pseudomszttelpunkt aus H und der Ordinate des hicksten Punktes u, so
sind die Ordinaten aller Transformierten der Punkte von W vermige
der Substitutionen von 1' hiockstens gleick u.

§5. Die parabolischen Umgebungen von rationalen Punkten in der
Modulfigur

Als eine parabolische s-Umgebung (s >> o) des unendlich fernen Punktes
bezeichnen wir die Halbebene Jj s >>s. Diese Umgebung ist invariant
gegeniiber den linearen Substitutionen der ganzen Modulgruppe, die den
unendlich fernen Punkt in sich iiberfithren und also die Gestalt haben
w=2g-}0b, b ganz.

Fiihrt eine Substitution von G:

as-b 1
2 =TT e
(29) w citd 2T FE—9)
a, b, c, d ganz, ad — bc = 1, oc:—(ci, J:——j—,z:oo in w:a:%

iber, so geht die Halbebene js > s in das Innere einer Kreislinie
Uy, s tber, die die reelle Axe im Punkte o beriihrt. Man erhilt den
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Durchmesser dieses Kreises, wenn man fiir die Punkte s—=x- 75,
1
x4 2s—9)

Uy, s bildet und die grof3te Distanz eines solchen Punktes von a:

— oo < x < oo, die entsprechenden Punkte w — a — von

I
(30) max [ w— l — max mm

bestimmt. (30) ist offenbar gleich

SC

und hidngt nur von ¢ ab, dagegen nicht von der speziellen Substitution
(29), die 5 = o0 in w = a iberfilhrt. Wir bezeichnen das Innere des in

a beriihrenden Kreises U

. I . .
«,s mit dem Durchmesser P als die parabolische

s-Umgebung von « (gréf3eren Werten von s entspricht also eine ,kleinere
az -+ b
cs+d

reellen rationalen Punkt « in einen andern &' iiber, so wird durch sie

Umgebung) ¥). Fiihrt allgemein eine Substitution (S)w = einen

12) An den Begriff dieser parabolischen Umgebungen kniipft das folgende Analogon des
Hilfssatzes B in § 4 an:

Ist U= U, 4 ein die reelle Axe im o-Punkl berithrender Kreis mit dem Durchmesser
% und berithrt U einen in 3 2> o verlaufenden Kreis K mit dem Pseudomittelpunkt

o aus H von aupfen, so dringt keiner der Kreise, die aus K durch Substitutionen von
T hervorgehen, in das Innere von U ein. Beweis: Wir bezeichnen allgemein den Kereis,

pztyq entsteht, durch —I;}H-—q

der aus einem Kreis i durch w = . Nach Voraussetzung

z+4r K4r
liegt der Kreis P =" im Bereich Jz=a. Ist w:w eine Substitution von T,
K K+ yz+ 46
. . o B .. . s —yK—o7 . .
so ist zu beweisen, daff ————— nicht in [/ eindringt, d. h,, daf} — 2 -~ B h
ist zu isen Y K+4 gL ’ «KIp im Bereic
J2< a liegt.
Nun ist aber
Y s
—yK—¢ P _ éP—x
aK4+8 = —a T —BP+4+a’
+ b —FPF
6z—vy .. -1 . . . .
und da w:—_ﬁ;'?; zu T' gehort und mit © in H liegt, folgt dies aus dem

Hilfssatz B.
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auch Uy, in Uy, iibergefiihrt, und zwar fiir jedes s->> 0. Denn man
kann S ,auf Umwege iiber den unendlich fernen Punkt“ ausfithren. Dze
Gesamthert der parabolischen s-Umgebungen aller reellen rationalen Punkte
geht also durch jede ganszahlige lineave Substitution von der Determi-
nante 1 n sick iber. Wir zeigen nun ferner, daf3 fiir s == 1 d7e s-Umge-
.,
(@, ¢) = (b,d) = 1, keine Punkte gemeznsam haben kinnen'). Dann konnen
erst recht fir s > 1 die parabolischen s-Umgebungen von verschiedenen
rationalen Punkten keine Punkte gemeinsam haben.

Es geniigt zu zeigen, daf3 die Mittelpunktsdistanz von Uy, und
Ug, 1 nicht kleiner ist als die Summe der Radien, d.h.:

g (L — ) = (et )
«—F 2¢t 24%) T \28 ' 2d%)’
ad — bc\? 1
— QP — =
(a ﬂ)"“‘( Cﬂ’ ):C2d2,
was wegen ad — bc 7~ 0 (x4 ) sicher richtig ist.

Wir betrachten nun den Durchschnitt 3 von A und 0, ,. Ferner
sei die Vereinigungsmenge der Durchschnitte von U/, ; mit # (vgl. Fig.)
mit 2 bezeichnet.

Es mége nun ein Kreis K = K, , den Pseudomittelpunkt & in 2©
haben, und die Hohe des hochsten Punktes von X sei gleich y. Wir

. . . a
bungen wvon swei verschiedemen rationalen Punkten a —=—, =
Pt

I
wollen nun das grofdte s —=—

+» d.h, die kleinste parabolische s-Um-

gebung U, , von O bestimmen, fiir die das Innere von X ganz im Inneren
von U, liegt. Dann muf3 die Radiendifferenz = der Mittelpunktsdistanz

der beiden Kreise sein, d.h., da der Radius von Kw,, nach (21) gleich

2r
R __J/_I._:_

p 1st,

18) Die Konfiguration der parabolischen s-Umgebungen diirfte zuerst fiir § — \/73 bei

Humbert (J.d.m.p.e.a., (7) 2 (1916), pp. 84 ff.) auftreten., Fiir beliebige s wurde sie an-
scheinend zum ersten Mal von L. R, Ford (Proc. Ed. M. S., Bd. 35 (1916—17), pp. 40 ff.)
angegeben, von beiden Autoren im Zusammenhang mit der Theorie der Kettenbriiche. An-
schliefend an eine kurze Mitteilang von A. Speiser (Verh, d. Schweiz. Nat, Ges. (1923),
pp. 113—114) wurde sie ferner in der Ziircher Dissertation von J. Ziillig (Ueber eine
geometrische Deutung unendlicher Kettenbriiche und ihre Approxima-
tion durch rationale Zahlen, Ziirich, Orell Fiissli, 1928) behandelt. Die Invarianz
dieser Konfiguration fiir § == 1 ist implizite in den Betrachtungen von R. Picard, (Unter-
suchung einer Untergruppe der unimodularen Picard’schen Gruppe, Basel,
Dissertation, 1927) sowie in den ilteren Untersuchungen von v. Dick (Leipz. Ber. (1883),
pp. 61 ff.) und R. Fridke (Fricke-Klein, Automorphe Funktionen, Bd. 1 (1897), p. 431)
enthalten. Verallgemeinerungen auf héhere Riume finden sich in den Arbeiten von L. R. Ford
(Trans. A. M. S., Bd, 27 (1925), pp. 146 fl.) und A. Speiser (Journal f.r.u.a. M., Bd. 167
(1932), pp. 88 f1.).
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p e (1 27 1 I+72>( 1+ 27 )
xz(zs 77 r2+25 1—7* —r JI—7
(1 I+r> I—7 2<<._I__ >
x:<s 1 ryl—}—r’ =5 4
2 2 2 2, 2
%:A“;-zé‘l__.”’%z.”(x ;/t-y>"‘tu(|3ww|) = . —1
303
Dabher ist
u 24 I —1 1—7
I * = ! = =2u,—=
(31) o« e R 3 T
(O]
2 2 2
da o in 2 liegt und daher%§l,x;y =2ist. Soist y* fir g = 1

sicher nicht grofer als 1, so daf3 insbesondere fiir y =1 das Innere
von K gans in der parabolischen 1-Umgebung U, , von 5 = o liegt, d. h.

<43

em Krezs

Z‘
§ R ———
2

Daraus folgt aber nun, daB wenn ein belicbiger Punkt des Kreises K
durch eine Substitution S von I' in H gebracht wivd, er im Bereich 2
legen muf3. (Die Alternative wire, da ja seine Ordinate jedenfalls
nicht grofler als } ist, da3 er in die Nahe der Spitzen + 1 (d.h. in
den Bereich 3%) transformiert wiirde.)

Es geniigt zu zeigen, daf3 S fiir o <23© den Nullpunkt und daher
auch 0, , invariant 1a3t, da ja dann K in 0, bleibt. Transformiert
nun .S den Nullpunkt in einen Punkt @ 3£40, so kann « auch nicht + 1
oder oo sein, da ja diese Punkte vermoge I" nicht mit 0 &quivalent sind.
Dann geht 0/, in U, , iiber, und Uy, hat keinen Punkt mit 7/, , noch
mit 7y, , gemeinsam, also auch nicht mit dem ganzen Gebiet H. Da
aber K ganz in U, liegt, muf3 das Bild von K ganz in U, liegen, hat
also auch keine Punkte mit H gemeinsam, entgegen der Voraussetzung.
Daraus folgt insbesondere, daf3 ein solcher Kreis X, ebenso wie U,
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nur solche Dreiecke der Modulfigur durchsetzen kann, die eine Spitze
im o-Punkt haben. 14)

Die gleiche Ueberlegung zeigt, daf3 wenn ein Kreis Ko » mit <23
ganz in einer parabolischen s-Umgebung U, (s >1) des Nullpunktes
verlduft, jeder, Transformierte eines Punktes von K vermége einer Sub-
stitution von I', der in H liegt, dann innerhalb [/, ,, also innerhalb des
Durchschnitts von U, , und H liegt.

§ 6. Abschatzung von S (P, 7) durch 2. und wu

Ist nun wieder p (5) fiir |2| < 1 regulir und 3£ 0, £ 1, so daf3 (9) gilt,
so ist fiir |z| <r <1

(32) |2 (5)] < max|A(s)| fir 5< Ko,»,

wo Ky, der Kreis mit dem Pseudomittelpunkt o und dem Pseudoradius
7 ist. Dabei ist w eine solche Zahl aus H, da3 p, = A (w) ist. Bezeichnet
man also den Zweig der Umkehrung von A (), dessen Werte in H liegen,
mit w (1), so ist ® = w (p,). — (32) folgt daraus, daf3 wegen (11a) die
Werte von C(z) fiir || <7 stets im Ko, » liegen.

Wir bezeichnen nun mit By fiir ¢ > 1 die in H enthaltene Strecke
der Geraden 3z = y. Ferner bezeichnen wir mit Bi” fiir ¢ < 1 den
in 3O enthaltenen Teilbogen des in 0 berithrenden Kreises mit dem
Durchmesser y:

d. h. des Begrenzungskreises von U, 2 Diese Strecken und Bogen
sind in der Figur eingezeichnet,

Wir bestimmen nun die Maxima und Minima von |A (s)| auf Bu (¢ > 1)
und B;f“’) (¢« < 1) und bezeichnen sie resp. mit

(33) 2,, 0, .QZ(O), w;f(o).

14) Genauer gilt folgendes: Der Kreis um den Punkt { mit dem Radius 1, also der Rand-
kreis von Up 3, durchsetzt simtliche Dreiecke mit der Spitze im Nullpunkt und beriihrt
jedesmal ihre dritten, nicht an o anstofenden Halbkreise, so daf} er der gréfite im Nullpunkt
berithrende Kreis ist, der nur in die Dreiecke mit der Spitze im Nullpunkt eindringt. Aus
dieser Eigenschaft folgt iibrigens unmittelbar, daf} dieser Kreis bei jeder Modulsubstitution,
die den Nullpunkt in sich iiberfiihrt, unverindert bleibt. Dies wiirde fiir unsere Zwecke
bereits ausreichen, so dafl bei Benutzung dieses Kreises anstatt Uy 1 unsere Betrachtungen
iiber parabolische Umgebungen unnétig wiren. Doch liefert dieser Kreis eine relativ un-
symmetrische Abgrenzung der Spitze o gegen die Spitzen + I.

77



Wir bezeichnen ferner den Teil von # mit Jz <p (p > 1) mit Hy und
den Durchschnitt von 2@ mit U‘)"T mit Z}g") (vgl. Fig.).

Ist nun p die grof3te Ordinate der Punkte von Ko ,, also nach § 4

_ 117 I+ 7
P'—':sw 1 —p —30)(?0) I__r’
so gilt sicher:
I
(34) A ()| S Qu fir s<Hp, p=>—;
(35) TA(e) | <250 fir 539, w < 1.

Denn da die Randteile von A, die zum Rand von A gehoren, durch
A (2) auf ein Stiick der positiven reellen Axe (doppelt iiberdeckt) abge-
bildet werden, wird auf ihnen der grof3te Wert von | (s)| in einem der
beiden Schnittpunkte mit der Geraden 5 = y erreicht. Und das Ana-
loge gilt fiir 2.

Liegt nun ferner ein Punkt von Ko » nicht in H, so wird er durch
eine Substitution von I', die den Wert von A (g) unverindert 1a3t, in /
iibergefiihrt und liegt alsdann nach §§ 4 und 5 in Hy fir w = % . Falls
ferner yp* <1 ist, liegt ein solcher Punkt in 2‘;;‘”, wenn o in 2O liegt,

wo u* nach (31) gleich—:—s-;‘a—_—1 < 2y ist. Daher ist |A(s)| fiir alle
[0

Punkte von X, , resp. hochstens gleich (.u* :—L__l):
RS

D, 220,

Andererseits hat Ky, , sicher wenigstens einen Punkt mit B,u bzw. B;‘;‘”

gemeinsam, und da nach § 2 die Werte der entsprechend gebildeten
Funktion (12a)

(36) C* ) =Ro+i30 T2, w=wlp

I—2z

fir | 2| <_» den ganzen Kreis Ko, , erfiillen, ist S(p,, ) sicher wenig-
stens gleich dem entsprechenden Minimum w,, bzw. w;f,‘.,"’. Daher er-
gibt sich

78



() 0SSP S fir u=3w(p) Tl > 1,
y 147 1
(38) ‘*’:g?) <S(#,7) < QR fir = Jw(2) Pa—— < PR
= “ -
S 3es

Um hieraus weitere Folgerungen zu ziehen, leiten wir zunichst asym-
ptotische Abschitzungen von | (2)| in der Nihe der Spitzen von H her.

§ 7. Asymptotische Abschatzungen von o () und 2(z)

Wir setzen ¢ —¢™## und gehen von der Formel (2) fir w = 5 aus,
deren erste Glieder fiir ¢ — 0, d. h. 354 oo liefern:

39) 12° ¢ J(5) = (1 -+ 720¢° 4 ..) (1 - 24¢° 4 ..) = 1 + 744¢* + O(g").
Hieraus folgt

(40) 1 —744|2 |+ O(gl) <[12°¢* J(s)| < 14744 [g[* + O(|q]),

(41) 'lJ(ZH W{S;;—FU( ") ¢ >0,

(42)

p2m 3z I 31 Py .
123 éﬁ_l_o(p T ),3#*@.

Andererseits setzen wir in der Formel (7)

2A— 1=, P—I1=4AA—1)=y,
und erhalten

v+ 4)
vz

27 J(5) = :v+12+$+%§1:v+0(1)

da A= oo fiir 3s% o0 gilt. Daraus und aus (41) folgt weiter
1 1\*
P=27J o(1)= —~ 01:(—)1 0(g%),
p =27 J(s)+0(1) 64q+ (1) 8q (14 0(¢))
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daher

p:i;—q<x+0(g*>>.

Da aber g fiir rein imaginire s positiv ist und A, daher auch p Punkte
der imagindren Axe auf Punkte der negatsven reellen Axe abbildet, gilt
hier das Minuszeichen und wir erhalten

21—1:% (1 + O(gY), zx:%<x—89+0<92>>,
169X =|1—8¢ 4 O(¢")],
1—8|g| +0(@)<|16g1| < 1+ 8|g| + Olg)

13— 5517 | <4+ 000

(43) 1261 — fgem3e| <4+ 0(e=3), 34 oo,

Lassen wir aber s gegen o innerhalb H konvergieren, so benutze man
die Formel

Dann gilt nach (43)

(44) ‘AZZ), —"_I‘ nj_l<1+0( -3 ), —> O.

Beachten wir aber, daf3 in'H fir s =247y (x + 1) -F 2" > 1 ist,
d h. [z| <2+ und fiir 5—> o daher x — 0 (9%, so gilt

_ J — _ !
37—}7‘9?-—*——{— + L=+ 00),

—1

und daher ¢7F = ¢3 (1-0(35)),
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(45) o

—lglr=~; —lgi6fo(), 5= 1g16+1gﬁ|—+o<1),

(45*)
So=qgur(i+ 1 |Ix6| o (g w)=Ten _7151?)% ()

§8. Abschatzungen von S (., 7) durch @ (p) und P,

Das fiir uns Wesentliche an den in § 7 erhaltenen Abschitzungen
ist, daf3 sie in der dort angegebenen Naherung nur von 3z bezw.

3 :__:1 abhingen, sodaf3 wir 2 und  im Wesentlichen in gleicher Weise

abschitzen, woraus, wegen (37), (38), die gleiche Abschitzung auch fiir
S (0, 7) folgt.

Es sei zuerst ¢ > 1. Dann liefert (43) eine Abschitzung fiir alle Werte
von |A(g)| auf By, die also auch auf S(p,,7) anwendbar ist und ergibt

OS(p0,7) = g b2 0™, [0 <1, g=Tu(p) T2y,

wo O sich auf den Grenziibergang u 4 oo bezieht, und (I) im Ubrigen
gleichmif3ig in p, und » gilt. Hieraus folgt weiter

(46) S (o, 7) = ILG (T -8 - O (¢ 2 ),

1) lg (16 .S (p0, 7)) = wu 480 - 0 (2™,

soda3 nicht nur lg (16 S (p,, #)) — 2w — O, sondern sogar
e™ (1g (16 S (20, 7)) — wu) beschrinkt fiir § < w — oo bleibt. Fiir die in

1+7
diesen Abschitzungen vorkommende Grofle ¢™ — (¢73%)i1=7 erhalten

wir fiir p,— oo aus (43)
9 —n
201 =12 (0 (2) | = 30— 4 0 (= ™39),
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W) I =16in|+80+0(5 ),

(48) 30— 16|po|( 9!p|+0( )) po— o0, [81< 1.

o) #3w=1gh6| )+ 4 o +0( )

Konvergiert also insbesondere p, gegen oo, so ergibt sich aus (46)
und (48)

147
(1_;;

|+0(I’z>s (r+0(2,

1+7»

)

S(fo”'): 161’05 (1+ '170

Hieraus folgt aber fiir alle p,

147»

(") 16 S (p0,7) = (16 | po |+ 0¢) =7, |0 <1, = const,

N

und insbesondere fiir » > %, 2 2 und p, —> oo

14~

(%) Iés(po,r):(16|p0|+se+0(10))“' 10]< 1, 1>7>1.

Durch Logarithmieren von (I*) und (I**) ergibt sich

) g6 ) =1 (1g[162]+0( )}, o> s,

I
%) 1g (16 S (o, 7)) = 17 ” (1g116 20|+ +0( )
1— \217 I 2%
rz'f’ \Mglrpo—) .
Es sei nun ¢ < { oder allgemeiner u¢* < 1. Konvergiert y gegen o,
so muf3 dann offenbar J w — 0 gelten, sodaf3 v — 0 oder w— 1 gilt.

Es moge nun & — o und daher p,— 0 gelten. Dann liefert (38) recht
scharfe Ergebnisse, wenngleich in ihnen auch der Realteil von w ()
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eine Rolle spielt. Denn die Werte von |A(z)| auf dem Kreisbogen

B («* < 1) werden von L l(- —I-) auf der Strecke B 1 an-
' |2 (2) | 5 ra
genommen. Dort gilt aber wegen (43)
T T
| S UL p*
M@ =qge ot 0( T)lelSn >0
und daher
T T 27
e o e
(50) S(po,7) = 16 (1—|—SGe —I—O(e ))
161<1, p.*:—l_—l i—_l—:—->o,po—>o.
:s o (p,)
T 21 _ 3m

@) S(pe,r)=16c " 1280 “*+0<e ”*),

101<1, p*:——ITI- %»o, Po —> O.
@ (Po)
Man iiberzeugt sich leicht, da3 die Bedingung p* — o0 mit %); —> 0

dquivalent ist; dies ist aber, wegen (45*), dquivalent mit |2, |'=”— o.
Logarithmiert man nun (50), so ergibt sich

T 27
% T
(IV) 1gW=—%+see . +0(e * )
10| <1, p* = I_x :i—:~>0,170~<>0-
o (po)

Der Zusammenhang mit p, ergibt sich jetzt aus (31):

- 1
= s Lo =A(w(2)) = ——>
e (e ) ) 1(361_))
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wenn man beachtet, daf3 wegen (43) fiir p,—> 0

‘zi"T:l*(w_(;o))

—1 —I

T3 —— - 3m>

1 o (Po)
=ige ol

—1 —1 —1
2ny

%en3m<l+see—n3m+ O(e— m))

\

gilt. Denn dann folgt aus (50)

S(por 7) =16 Z’6 +r 31+ |po]+0(ﬁﬁ);~;
z_+_8el ﬁ +0<I—7ﬁ0l?0| ’>+0 lp" ’>§
50 A o L 0] 4 0 )

Hieraus folgt dann erstens fiir alle »

(III¥) ‘5%’6—’1) + 0 (} ;“) 126|770
Fiir r>%, L <} aber gilt zweitens

1—r 1=
e Sl o),
wo || "o, |8| <1 ist.

Durch Logarithmieren ergibt sich aus diesen Formeln aber
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l—r

0 (121™), 1nl— >,

o ('?0|2:%:>,

r>4%, Ii’o |l_r'—'> 07|6|§ 1.

* S(Pm”) Do
NI

(IV*¥) 1g5(fg’ ”:i;: ig | 2

Konvergiert fiir p* < 1 aber p, gegen 1, so hat man nur die Formeln
I —IV** auf 1—p (s) anzuwenden und erhilt Abschitzungen fiir

[1—2@)].
Ist im Falle der Formel (I) (p — o) p,—> oo fiir festes », oder all-

gemeiner fiir |2, Il_—r> o, so lif3t sich diese Formel mit Hilfe von (III)
durch die Angabe einer (asymptotisch genauen) unteren Grense von|p (s) |

fiir | 2| < » ergédnzen. Denn fiir | 2, |1_—r> o lassen sich auf ¢ (s) = — !

2 (5)
wegen | ¢ (0) |1_—r>o (IIT), sowie (III*), (III**) anwenden und es ergibt
sich fiir | 5| <7 wegen p* — I_l At ! Jgtr_ 1

) 1—7 Jw(pO) 1—7r o’

I

S| S 16T A 1280 4 0, 0] <,
wwl <lwenl rollzl )

1 . 2t e 1
676| =|162 | T°° Iépo +O( o )”—Z?’

und daraus folgt in Verbindung mit (I), (I*), (I**) mit p = J e ( 170)1—{—: >
>O_~sm<p0)1+ —> .
(V) 80+ 0 ™)< I6p 5)| <™ 86,4+ 0 ™),[10)=1,|0]<1,
z|<7r
1—7» 147

(V¥ (16| | — o+ < | 1 p( 5) | < (16 po| + )7, 0< e < o,

z| =7
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1—7r

(V6% 48040 | 1|7 < i 2911611+ 80,4+ 0 1),

iﬂlil, Iex‘._S__lr 72?

Andererseits folgen aus den linken Hilften dieser Formeln umgekehrt
(IIT) (III*) (III**). Es ist noch von Interesse zu bemerken, daf3 die linke
Hilfte der Formel (V*) (und damit auch (III*)) in etwas schwicherer
Fassung aus (I*) direkt mit Hilfe eines Gedankens von Hrn. Valiron her-
geleitet werden kann. Valiron bemerkt nidmlich®), daf3 eine lineare
Abbildung des Einheitskreises in sich, die ein 5 mit | 2| =7 in den Null-
punkt bringt, den Nullpunkt in einen Punkt s, iiberfilhrt mit |z, |=~7.
In einer Relation zwischen f(0) und f(2), in der ein & mit |z | = » vor-
kommt, darf man daher z mit 0 vertauschen, sofern die Bedingungen fiir
die Giiltigkeit der Relation gegeniiber einer linearen Transformation des
Einheitskreises in sich invariant sind. Danach folgt aus (I¥)

14

162 Q)| <162 () |+¢) =, || < oo,

1—»

(52) 16| 2 (8) | > (16| o )7 + O (1).

Dies ist aber nur insofern schwicher als die linke Hilfte von (V*), als

27

1—r
die ‘linke Seite von (V*) gleich 16 |2, [1+’+0( ) ist.
’PO ll—r

Aechnliches gilt auch fiir (I**). Denn aus | 2, | —1->roo folgt ja, da mit (I*¥¥)
auch (I*) gilt, nach (52) g (2) —> oo, so daf3 in (I**) p (0) mit p (s) vertauscht
werden kann und man eine Abschitzung von p (s) nach unten erhilt,
die sogar etwas schirfer als die linke Hilfte von (V*¥#) ist.

Durch ganz analoge Betrachtungen oder durch Benutzung von (V), (V¥),

(V**) fiir —_! erginzt man auch die Formeln (III), (IIT*), (II**) (wenn ¢* —

¥ 4%
1—7 .

—1 gesetzt wird) zu

w(zy 1 + 4

15) Vgl. die a. p. 55 zitierte Abhandlung.

I
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T 27 3n T 21 3n

R Ty c*+0<€ *)gi?l& P 0. M+0(€ p,,>’
lz|=~»
i 1
= 147
vI* (Iﬁ»_\+0(p§)> < %@ é(lfélJrO(pz)) ’
s 1=
o (2o 0 o) T <] 26| <| 2|
' (E—I_EE 2] —I—O(p.,)) <|Z<| 2| 4
1—» 1y
Do e 31v¢ 1
+88|% T Holnl ) 2o

Diese Formeln gelten unter der Voraussetzung ¢* — 0, d.h., wegen
(45%), |po| "= o0. Dabeiist |6|<1, 6,|< 1.

(Eingegangen den 14. Mirz 1932)
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Die Existenz der Zahlenreihe und
des Kontinuums

Von P. FINSLER, Ziirich

1. Vorbemerkungen

Es soll die widerspruchsfreie Existenz der natiirlichen Zahlenreihe und
des Kontinuums in absolutem Sinne dargetan werden.

Der Beweis stiitzt sich auf eine frilhere Arbeitl), in der ein wider-
spruchsfreies Axiomensystem fiir die Mengenlehre aufgestellt wird und
einige Sitze daraus abgeleitet werden. Diese Arbeit hat gelegentlich
Ablehnung erfahren?), jedoch sind mir stichhaltige Einwendungen we-
sentlicher Art nicht bekannt geworden, und ich halte solche auch fiir
ausgeschlossen. Um meinen Standpunkt klarzulegen, mogen hier folgende
kurze Bemerkungen geniigen:

1. Wer die Paradoxien und Antinomien der Logik und Mengenlehre
nicht 16sen kann (oder sie gar fiir unlosbar hilt), der kann auch keine
Kritik iiben, denn mit einer Antinomie kann man alles beweisen, also auch
alles widerlegen.

2. Wer die Antinomien in richtiger Weise 16sen kann, der wei}, daB
die reine (absolute) Logik einen sicheren Grund darstellt, auf dem man
aufbauen kann. Ein System von Formeln als ,schirfer zu betrachten,
ist ein Irrtum; Formeln allein geniigen nicht, um die Antinomien auszu-
schliefen 3), dies kann nur der Gedanke tun, der dariiber steht und der
sich auf die Logik stiitzt.

3. Die endliche, aber nicht beschrinkte Induktion als gegeben anzu-
nehmen, wire eine petitio principii; nur Finites zuzulassen, eine Ein-
schrinkung. Die Mathematik ist mehr als ein Handwerk oder ein Schach-
spiel. Auch transfinite Widerspriiche miissen ausgeschlossen werden.

1y P. Finsler. Ueber die Grundlegung der Mengenlehre. Erster Teil. Die
Mengen und ihre Axiome. Math. Zeitschrift, Bd. 25, 1926, S. 683 (,Grundlegung®).

?) So z. B. bei R. Baer, Ueber ein Vollstindigkeitsaxiom in der Mengen-
lehre. Math. Zeitschrift, Bd. 27, 1928, S. 536.

3) Vgl. z. B. (. Frege, Grundgesetze der Arithmetik. I und II, Jena 1893 und
1903, insbes, Nachwort.

&8



2. Die Notwendigkeit eines Beweises

Die natiirlichen Zahlen werden gerne als etwas unmittelbar Gegebenes
betrachtet. Wenn es sich dabei nur um einen vorliufigen Standpunkt
handelt, ist dies sicher berechtigt. Wenn man aber in kritischer Weise
nichts Unbewiesenes zulassen will, so gilt es vielleicht doch noch fiir sehr
kleine Zahlen, soweit sie sich vollstindig im einzelnen {iberblicken lassen.
Es gilt jedoch nicht mehr fiir beliebig grofle Zahlen und insbesondere
nicht fir die Zahlenreihe als Ganzes.

Dies konnte man schon aus der Tatsache entnehmen, daf es viele Mathe-
matiker gab (oder noch gibt), welche die Existenz der Zahlenreihe als
eines fertigen Systems mit unendlich vielen Elementen durchaus ab-
lehnen. Man wird aber noch die Griinde dafiir untersuchen miissen, denn
man wird auch nichts ohne Beweis ablehnen wollen. Auch wird man sich,
wenn man einen Beweis fithren will, dariiber klar sein miissen, was eigent-
lich bewiesen werden mul}, wo also die Schwierigkeiten liegen.

Die Worte ,,natiirliche Zahl* oder ,,Zahlenreihe* sind ohne Inhalt, wenn
nicht gesagt wird, was darunter zu verstehen ist. Wenn wir {iber irgend-
welche Dinge eine Aussage machen oder etwas beweisen wollen, so miissen
wir genau sagen oder definieren, welche Dinge gemeint sind, und alle
Eigenschaften, die wir ableiten, miissen sich aus der Definition ergeben.
Fiir die natiirlichen Zahlen kommen hier insbesondere zwei Definitionen
in Betracht, die genetische und die axiomatische, die wir beide betrachten
wollen.

a) Bei der genetischen Definition geht man von einer bestimmt ge-
gebenen Anfangszahl aus, etwa von der Zahl 1. (Ob mit o oder 1 be-
gonnen wird, ist an sich gleichgiiltig.) Dann nimmt man noch eine Ope-
ration - 1 hinzu, die zu jeder schon gefundenen Zahl eine neue, von
allen bisherigen verschiedene Zahl liefert. So erhalt man die Zahlen
14+ 1, 14+141, 1414141 usw, die auch mit 2, 3, 4 usw. be-
zeichnet werden.

Kann man nun von der Gesamtheit aller dieser Zahlen reden?

Wenn man annimmt, es liege schon ein fest gegebenes System von
Dingen vor, aus dem die einzelnen Zahlen der Reihe nach entnommen
werden konnen, dann koénnte man allerdings die Gesamtheit aller dieser
Zahlen definieren: es sind alle die und nur die Dinge des gegebenen Sy-
stems, die, von der Zahl (dem Ding) 1 ausgehend, durch beliebige, aber
alleinige Anwendung der Operation 4 1 erreicht werden konnen.
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Wenn man aber ein solches System von Dingen nicht als gegeben vor-
aussetzen kann, dann ist dieser Schlufl nicht zuldssig. Die Reihe der Zahlen
ist dann eine ,werdende®, denn jede Zahl wird erst auf Grund aller
vorhergehenden Zahlen sozusagen neu geschaffen, und man sieht zunichst
nicht ein, ob dieser ProzeB schlieBlich zu einem Ende fithrt oder nicht.

Man konnte vielleicht denken: man sieht ein, daB dieser ProzeB zu
keinem Ende fithrt. Dann iibersieht man aber einen wichtigen Punkt:
es ist nimlich noch gar nicht gesagt, daBl sich der Proze in jedem ein-
zelnen Fall wirklich durchfiithren, die Reihe also immer weiterfithren 138t.
Es ist noch gar nicht bewiesen, dafl wirklich zu jeder Zahl eine folgende
existiert.

Die Existenz einer nichstfolgenden Zahl scheint durch die Definition
der Zahlen selbst gefordert zu werden. Aber eine Definition kann
noch nicht die Existenz eines Dinges sicherstellen. Und darf man
die Existenz eines Dinges fordern, das vielleicht einen logischen
Widerspruch in sich trigt und deshalb gar nicht existieren kann? Das
ist genau der Weg zu den Antinomien. Etwas logisch Widerspruchsvolles,
also nicht Existierendes, kdnnen wir auch nicht durch einen Willkiirakt
erschaffen.

Welche Griinde veranlassen uns zu dem Glauben, dafl es zu jeder Zahl
eine nichstfolgende geben miisse?

Man kénnte sich auf die Erfahrung berufen: zu jeder wirklich ge-
gebenen Zahl konnen wir eine groBere angeben. Aber die wirklich
gegebenen Zahlen bilden einen so verschwindend winzigen Teil der Zahlen
iiberhaupt, daB dies nicht als Beweis gelten kann.

Man kénnte weiter sagen: Es ist kein Grund vorhanden, der gegen die
Existenz einer nichstfolgenden Zahl spricht, also kann die Annahme
dieser Existenz nicht zu einem Widerspruch fithren.

Darauf ist zu erwidern, dafl eben doch ein solcher Grund vorhanden
ist. Er besteht darin, daB die genetische Definition der natiirlichen Zahlen
von zirkelhafter Natur ist, und zirkelhafte Definitionen konnen unerfiill-
bar sein,

Wenn man namlich die Definition auf eine schirfere Form zu bringen
sucht, so tritt der Zirkel hervor. Die genetische Definition der Zahlen-
reihe ist im wesentlichen eine Konstruktionsvorschrift, der man etwa
die folgende Form geben kann:

Konstruktion A : Man beginne mit der Zahl 1 und setze hinter jede
Zahl, die sich aus dieser Konstruktion 2[ ergibt, eine neue Zahl.
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Bei der zuerst angegebenen Definition der einzelnen Zahlen hat man
in ganz entsprechender Weise hinter jede durch ebendieselbe Vorschrift
gefundene Zahl ein neues Zeichen + 1 zu setzen.

Diese Vorschrift bezw. Konstruktion bezieht sich also ganz ausdriick-
lich auf sich selbst, und das ist ein offenbarer Zirkel. Daf aber dieser
Zirkel nicht ungefihrlich ist, erkennt man aus der anderen, aber in ganz
analoger Weise gebildeten Konstruktionsvorschrift:

Konstruktion B: Man beginne mit der Zahl 1 und setze hinter jede
Zahlenreihe, die sich aus dieser Konstruktion B ergibt, eine neue Zahl
Diese Konstruktion B ist sicher nicht ¢) in" jedem Falle erfiillbar, man
kime sonst zu der Antinomie von Burali-Forti. Es ist daher auch nicht
selbstverstindlich, daf die Konstruktion A in jedem Falle erfiillbar ist.
Der Satz, daf es zu jeder Zahl eine folgende gibt ®), bedarf eines Beweises.

b) Bei der axiomatischen Definition bilden die natiirlichen Zahlen ein
System von Dingen, die einem gegebenen Axiomensystem geniigen. Die-
sem Axiomensystem kann man (nach Peano) etwa die folgende Gestalt
geben:

I. 1 ist eine Zahl

II. Wenn # eine Zahl ist, so ist auch # - 1 eine Zahl.
III. Sind m und » Zahlen und ist m + 1 ==n -+ 1, so ist m=mn.
VI. Fiir jede Zahl n ist n 174 1.

V. Eine Aussage, die fiir die Zahl 1 gilt, und die fiir die Zahl n 4 1
gilt, sofern sie fiir » gilt, gilt fiir jede Zahl #.

Ein solches Axiomensystem hat den Vorteil, daB es die Forderungen,
die man an den Begriff der natiirlichen Zahl stellt und die zu seiner
Definition notwendig sind, einzeln und vollstindig angibt, so dafl man ein
Fundament besitzt, auf dem sich die Lehre von den natiirlichen Zahlen
aufbauen 14B8t. Es bleibt aber die Frage, ob dieses Fundament selbst ge-

sichert ist, d. h. ob das Axiomensystem keinen Widerspruch in sich
enthilt.

Um diese Frage zu beantworten, kénnte man zu zeigen versuchen, daB
es nicht moglich ist, von dem Axiomensystem ausgehend ,,in endlich vielen

4) Dabei wird allerdings vorausgesetzt, dafi man jede Reihe von Zahlen (z. B. die Reihe
aller natiirlichen Zahlen) auch als Ganzes auffassen kann. Dies wird fiir die natiirlichen
Zahlen unter 3, gezeigt und lifit sich auf Grund des in der ,Grundlegung“ definierten
Systems aller Mengen auch allgemein zeigen.

5) Der Satz diirfte hinfillig werden, wenn man verlangt, daB sich jede Zahl durch ein
materielles Zeichen darstellen lifit. Sobald alle Atome der Welt fiir die Zeichen verbraucht
sind, gibt es kein neues mehr.
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Schritten® einen Widerspruch herzuleiten. Wenn ein solcher Nachweis
gelingt, so ist das wohl von Wichtigkeit, aber noch nicht geniigend.

Wenn man nimlich annimmt, es gibe nicht zu jeder Zahl eine folgende,
dann gibt es auch nicht zu jedem Schritt einen folgenden, und die be-
schrankt vielen Schritte brauchen keinen Widerspruch zu ergeben. Es ist
also wieder nicht gezeigt, daB es zu jeder Zahl eine folgende gibt, obschon
das Gegenteil dieses Satzes mit dem Axiomensystem in offenkundigem
Widerspruch steht. Dieser Widerspruch lieBe sich aber nicht formali-
sieren und wire deshalb fiir eine formale Methode nicht angreifbar.

Die Widerspruchsfreiheit des Axiomensystems 148t sich aber in einem
absoluten Sinne beweisen, wenn es gelingt, ein widerspruchsfrei exi-
stierendes System von Dingen anzugeben, fiir welches simtliche Axiome
erfilllt sind. DaB man ein solches System nicht aus der genetischen
Definition der Zahlenreihe allein entnehmen kann, wurde oben gezeigt. Es
gelingt aber, ein solches System aus der Mengenlehre zu entnehmen.

Ebenso, wie sich die Widerspruchsfreiheit der Geometrie aus der
Arithmetik beweisen 1aB8t, 148t sich auch die Widerspruchsfreiheit der
Arithmetik aus der Mengenlehre beweisen. Fiir die Mengenlehre ist ein
anderer Weg notwendig; hier kann man sich direkt auf die Logik stiitzen,
wie in der ,,Grundlegung* gezeigt wurde.

Die widerspruchsfreie Existenz des Kontinuums folgt aus der der
Zahlenreihe nur dann, wenn man wei, daB die Operationen der Mengen-
lehre, insbesondere die beliebige Teilmengenbildung, auf die Reihe der
natiirlichen Zahlen angewendet werden diirfen.

3. Der Beweis

Als ,Mengen® bezeichnen wir ideclle Dinge, die durch eine bestimmte
Beziehung (,als Element enthalten) miteinander verkniipft sind. Zu-
sammenfassungen von Mengen heiflen Systeme. Nicht jedem System
braucht eine Menge zu entsprechen. Das durch 3 Axiome festgelegte Sy-
stem aller Mengen werde mit 3 bezeichnet. Wegen des Begriffs ,,zirkel-
frei* muB auf die ,,Grundlegung* selbst verwiesen werden; ebenso be-
ziehen sich die angefiihrten Sitze auf diese Arbeit.

Wir betrachten Systeme S, welche, wie z. B. das System X, die Null-
menge und mit jeder Menge M stets auch die Menge { M| enthalten, sofern
diese Menge, die M als einziges Element enthalten soll, existiert. Der
Durchschnitt aller dieser Systeme, der also alle und nur die Mengen ent-
hilt, die in jedem System $ vorkommen, werde mit & bezeichnet. & ent-
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hilt ebenfalls die Nullmenge und mit jeder Menge 4/ auch die Menge
|M|, sofern diese Menge existiert. Auflerdem gilt aber fiir das System
& das Induktionsprinzip:

Eine Aussage 2, die fiir die Nullmenge gilt und die fiir die Menge
| M| gilt, sofern sie fiir M gilt und |}/ | existiert, gilt fiir jede Menge
von &.

Zum Beweis betrachten wir das System aller der Mengen, fiir die die
Aussage A gilt. Dieses System enthilt die Nullmenge und mit jeder
Menge M auch die Menge |#/|, sofern || existiert, und gehdrt daher zu
den Systemen S. Nach der Definition von & muB also jede Menge von &
diesem System angehoren, d. h. es gilt fiir sie die Aussage 2.

Es folgt nun weiter, dal die Mengen von & samtlich zirkelfrei sind.
Nach Satz 14 der ,,Grundlegung* gilt dies nimlich fiir die Nullmenge,
und nach Satz 15 existiert zu jeder zirkelfreien Menge M stets auch die
Menge { M/} und sie ist ebenfalls zirkelfrei. Nach dem Induktionsprinzip
ergibt sich also noch, daB Z tatsichlich mit jeder Menge M stets auch
eine Menge { /7] enthilt.

Wenn die Menge {4/ mit der Menge { V] identisch ist, so ist auch M
mit N identisch nach dem Axiom der Beziehung. Ferner ist jede Menge
| M | von der Nullmenge verschieden, da diese im Gegensatz zu |/ | kein
Element enthilt.

Damit sind aber fiir das System & die Axiome Peanos samtlich als
erfiillt nachgewiesen, wenn man fiir die Zahl 1 die Nullmenge und fiir die
Zahl n + 1 die Menge | M| einsetzt, sofern n die Menge M bedeutet.

Bei der Definition von & wurde der Begriff zirkelfrei nicht benutzt, das
System & ist also von diesem Begriff unabhingig. Nach Satz 12 existiert
daher eine zirkelfreie Menge Z, welche gerade die Mengen von & als Ele-
mente enthilt 8),

Nach Satz 17 gibt es eine zirkelfreie Menge, welche die simtlichen Teil-
mengen von Z und nur diese enthdlt. Diese Menge ist aber bekanntlich
dem Kontinuum aquivalent.

4. Schlussbemerkung

Man koénnte fragen, ob sich die Existenz der Zahlenreihe und des
Kontinuums nicht auch nachweisen 1a6t, ohne daB man den Begriff zirkel-
frei zu Hilfe nimmt.

6) Damit ist auch das 7. Axiom E. Zermelos (Math. Ann. Bd. 65, 1908, S. 261), das in
der ,Grundlegung“ noch fehlte, fiir die zirkelfreien Mengen als erfiillt nachgewiesen und
somit die Widerspruchsfreiheit dieses Axiomensystems der Mengenlehre dargetan,
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Fiir die Zahlenreihe kénnte dies moglich sein, da man, allerdings nicht
in einfacher Weise (und vielleicht auch nicht ohne eine Zirkeldefinition),
einsehen kann, daB es zu jeder Menge M eine Menge | 17| gibt, also auch
dann, wenn M nicht zirkelfrei ist.

Fiir den Nachweis jedoch, daB das System aller Mengen eine dem Kon-
tinuum #dquivalente Menge enthilt, diirfte der Begriff zirkelfrei oder cin
aquivalenter Begriff jedenfalls nicht zu vermeiden sein.

Man konnte aber, wenn die Zahlenreihe gegeben ist, fiir das Kontinuum
die Gesamtheit aller Teilsysteme der Zahlenreihe nehmen, dies ware
jedoch ein System hoherer Stufe. Fiir die Bildung von Funktionen usw.
kamen dann Systeme noch hoherer Stufe in Frage. Dies wire unbequem
und kénnte auch zu Schwierigkeiten fithren. Die allgemeine Mengenlehre
konnte man auf diese Weise jedenfalls nicht erhalten.

Der Vorteil der angewendeten Methode ist gerade der, daB die erste
Stufe (die Mengen) schon die ganze Mengenlehre umfafit; die zweite
Stufe (Systeme von Mengen) und die dritte (alle Systeme einer Eigen-
schaft) braucht man nur fiir die Begriindung, so dafl man sich also z. B.
in der Analysis, nachdem sie einmal begriindet ist, um verschiedene Stufen
nicht mehr zu kiimmern braucht.

(Eingegangen den 1. April 1932)
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Ein Satz iiber die konforme Abbildung
Riemannscher Flachen

Von ROLF NEVANLINNA, Helsingfors

§ 1. Einleitung

1. Herr Spezser') hat in zwei interessanten Abhandlungen die konforme
Abbildung einer speziellen Klasse von Riemannschen Flichen untersucht.
Auf folgenden Seiten soll ein Beitrag zu diesem Speiserschen Problem
gegeben werden. Ich benutze hierbei, aufler dem Koebeschen Ver-
zerrungssatz, eine Methode, welche von Herrn A/lfors®) herriihrt und
von ihm mit grof3em Erfolg zur Untersuchung verschiedener Probleme
aus der Theorie der konformen Abbildung angewendet worden ist.

2. Die von Herrn Speiser betrachteten Flichen konnen als diejenigen
unendlich vielblattrigen Ueberlagerungsflichen / der in drei gegebenen
Punkten w,, w,, w, punktierten zw-Ebene definiert werden, welche an
simtlichen Stellen w£,, w,, 7w, unverzweigt sind und au3erdem
folgenden speziellen Bedingungen geniigen:

a) /' ist einfach zusammenhingend.

b) Ueber den drei kritischen Stellen w,, w,, z, liegt, aufder even-
tuellen schlichten Blittern, eine endliche oder unendliche Anzahl von
Windungspunkten wnendlick hoher Ordnung.

Um die Struktur einer solchen Fliche F zu beschreiben, denke man
sie auf einen schlichten Kreis | 5| < R topologisch abgebildet. Es be-
steht dann eine stetige und umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen
den Punkten s des Kreisinneren und den inneren, d.h. den von den
Windungspunkten verschiedenen Stellen der Riemannschen Fliche 7.
Die Windungspunkte sind Randpunkte der Fliche /; wenn der Punkt
7w gegen einen solchen Punkt riickt, so strebt der Bildpunkt s = 5 (w)
gegen den Rand |z | = R.

1) A. Speiser: Probleme aus dem Gebiet der ganzen transzendenten
Funktionen und Ueber Riemannsche Flichen (Diese Zeitschrift, Bd. 1 und 2,
1929, 1930). Ich bin Herrn Speiser auch fur viele anregende briefliche Mitteilungen, welche

meine Arbeit auf dem Gebiete der Theorie der Riemannschen Flichen wesentlich beférdert
haben, zu groffem Dank verpflichtet.

2) L. Ahlfors: Untersuchungen zur Theorie der konformen Abbildung
und der ganzen Funktionen (Acta Soc. Scient. Fennicae, Nova Series, T. 1, No. 9,
1930), Zur Bestimmung des Typus einer Riemannschen Fliche (Diese Zeit-
schrift, Bd. 3, 1931), sowie eine Arbeit iiber die konforme Abbildung Riemannscher Flichen,
welche in den Acta Mathematica erscheinen wird.
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Die drei Grundpunkte konnen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit

2myi

in w,=¢ * (v=1, 2, 3) gebracht werden. Wir ziehen durch diese
Punkte den Einheitskreis und betrachten die unendlich vielen schlichten
Kreisscheiben K: |w| <1 und Ke: |w|> 1, welche hierdurch aus
der Fliche F ausgestanzt werden. Da jedes Blatt X, 4- K. vermittels
mindestens zweier Windungspunkte mit der Fliche zusammenhingen
mui3, so sind entweder alle drei oder gewisse zwei von den drei Punkten
w, , welche auf der Peripherie einer gegebenen der Kreisscheiben K
oder K. belegen sind, Windungspunkte (und somit Randpunkte) der
Fliche F. In jenem Fall entspricht vermoge der Abbildung s = s (w)
der betreffenden Kreisscheibe ein Teilgebiet %, bzw. k. des Kreises
| 2| < R, welches von drei Querschnitten des Kreises, den Bildkurven /Z,,
bs, Iy der Kreisbogen =, w,, w, w,, wsw,, begrenzt wird; ein solches
Teilgebiet hei3e ein Dreseck. Wenn dagegen nur zwei von den Peripherie-
punkten der betrachteten Kreisscheibe, z. B. =, und w,, Windungspunkte
der Fliche darstellen, so entspricht dieser Kreisscheibe ein Zwezeck k,
bzw. k.., welches von zwei Querschnitten /;, und 4, des Kreises |z | < R
begrenzt wird. Auf letzterem Bogen liegt der Bildpunkt des Peripherie-
punktes z;, der jetzt ein innerer Punkt der Fiche ist.

Die unendlich vielen Zweiecke und Dreiecke # fiillen den Kreis
| 2| < R aus und hiufen sich gegen den Rand |z|=R. Wenn G, ein
beliebiges der Gebiete £, z.B. ein Gebiet %, ist, so 1af3t sich die Fliche
F von diesem Grundgebiet ausgehend durch kranzformige Erweiterung
ausschopfen. Zu G, (die nullte Generation) werden die unmittelbar an-
grenzenden (zwei oder drei) Gebiete £ (die erste Generation G,) hinzu-
gefiigt, zum Gebiet G, } G, die von den angrenzenden Gebieten £, ge-
bildete zweite Generation G,, u.s.w.

Der Aufbau der Fliche # 143t sich nach Herrn Spezse» noch einfacher
durch einen ,topologischen Baum“ darstellen. Zu dieser Darstellung
gelangt man, wenn man in der oben erkliarten Figur der z-Ebene in
jedem Gebiet %, bzw. k. denjenigen Punkt sz, bzw. z.. einzeichnet,
welcher dem Punkt @ — o bzw. w — oo entspricht, und den Punkt g,
des Grundgebietes G, mit den (zwei oder drei) Punkten z.. der ersten
Generation G, verbindet durch Kurvenbogen, die unter den Bildern der

Halbstrahlen arg w — —‘;i (v=1, ..., 6) gewidhlt werden konnen. Setzt

man diese Kurvenbogen in entsprechender Weise, ausgehend von den
Endpunkten z.., bis zu den Punkten z,, ze, ... der zweiten, dritten, ...
Generation fort, so entsteht ein baumartiges Liniensystem B, welches
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die unendlich vielen ,Knotenpunkte* sz,, 5. verbindet. Auf jedem,
von zwei aufeinander folgenden Verzweigungsknoten begrenzten Ast-
segment liegt stets eine gerade Anzahl (Z=o0) von Knotenpunkten sz,
%m. Umgekehrt entspricht jeder derartigen Baumfigur eine wohlbe-
stimmte Riemannsche Fliche # der hier betrachteten Art?).

3. Dem Hauptsatz der Theorie der konformen Abbildung gemif3 1a{3t
sich die Fliche F nicht nur topologisch, sondern sogar konform auf
einen Kreis | 5| < R abbilden, dessen Radius R entweder endlich (hyper-
bolischer Fall) oder unendlich (parabolischer Fall) ist. Beim Spezserschen
Problem handelt es sich nun um die Frage, welcher von diesen beiden
moglichen Fillen fiir eine gegebene, durch das obige Verfahren dar-
gestellte Fliche F vorliegt. Es seien hier zwei Fille erwzhnt, wo das
Resultat bekannt ist.

a) Die Flache sei so schwach verzweigt, daf3 die Figur B nur eine
endliche Anzahl p von Verzweigungsstellen enthilt. Dann besitzt die Flache
genau p -+ 2 Windungspunkte und ebenso viele ,logarithmische Enden®,
denen die p - 2 offenen Aste der Figur 5 zugeordnet sind. Eine der-
artige Fliche / gehort zum parabolischen Typus und laf3t sich mithin
auf die punktierte Ebene 2z 3£ oo konform abbilden. Die Umkehrfunktion
w (2) der Abbildungsfunktion ist eine meromorphe Funktion der Ordnung

% - 1, welche eine Differentialgleichung

befriedigt, wo P (2) ein gewisses Polynom p-ten Grades ist*).

b) Wenn F méglichst stark verzweigt ist, d. h. wenn die Figur B sich
an jedem Knotenpunkt z,, 2. verzweigt, so handelt es sich um die
universelle Ueberlagerungsfliche der in w — w,, w,, w, punktierten
Ebene. Ueber jedem Grundpunkt z, liegt eine unendliche Anzahl von
Windungspunkten. Die Fliche wird durch die Umkehrfunktion der Modul-
funktion auf einen endlichen Kreis konform abgebildet, und es liegt
mithin der hyperbolische Fall vor.

4. Um die Verzweigtheit einer Riemannschen Flache der betrachteten
Klasse zu charakterisieren, filhre man die Anzahl o (%) der den

3) Man vergleiche hierzu meine Untersuchung Ueber Riemannsche Flichen mit
endlich vielen Windungspunkten, welche in den Acta Mathematica erscheinen wird.
4) Vgl. meine oben zitierte Arbeit.
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Generationen Gy, Gy, ..., G,—~1 angehorenden Verzweigungspunkte z,, 2 o
ein. Die Anzahl der Knotenpunkte der n-ten Generation (, berechnet
sich dann auf 2 + ¢ (»). Fiir die unter a) genannten Flichen ist o ()
endlich, fiir die Modulfunktion wiederum ist ¢ (#) = 3.2~ — 2.

Das in Aussicht gestellte Kriterium konnen wir jetzt folgendermaf3en
formulieren:

Satz. Wenn die Reihe

< I
21'726(72)

divergent ist, so gehort die Riemannsche Fliche dem parabolischen Typus
an.

§ 2. Beweis des Satzes

5. Wir denken uns die Riemannsche Fliche /# vermittels der Funktion
2=z (w) auf den endlichen oder unendlichen Kreis |s| < R konform
abgebildet, und zeichnen in oben dargestellter Weise in diesem Kreis
die Querschnitte / sowie das Liniensystem B, welches die Knotenpunkte
%y, 5w verbindet, ein. Wir fixieren dann einen beliebigen, auf3erhalb
der Linien B belegenen Punkt s des Kreises und lassen ihn sich stetig
bewegen, ohne die erwidhnten Linien oder die Kreisperipherie || = R
zu liberschreiten. Er beschreibt dann ein, von einem zur Figur B ge-
horenden Linienzug I" sowie von gewissen Punkten des Kreises |2| = R
begrenztes einfach zusammenhingendes Gebiet /7. Wir numerieren die
auf der Kurve I'liegenden unendlich vielen Knotenpunkte z,, .., indem
jedem Punkt je die Ordnungszahl der entsprechenden Generation zuerteilt
wird. Unter den Knotenpunkten befindet sich eine wohlbestimmte
Verzweigungsstelle (2, oder z.), welche die niedrigste Ordnungszahl »
enthdlt; wir sagen, das Gebiet A gehore zur Generation G, und nennen
die erwidhnte Verzweigungsstelle ,Anfangspunkt® des Gebietes /7 (im
Gebiete G, wahlen wir den Punkt z,, welcher ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit in & — o0 verlegt werden kann, als Anfangspunkt der zwei
oder drei Gebiete A, welche diesen Punkt als Randpunkt haben). Der
Anfangspunkt teilt die Randkurve I' in zwei Aste, und die auf diesen
Asten liegenden Knotenpunkte z,, s erhalten der Reihe nach die
Ordnungszahlen » 4+ 1, #» - 2, ....

6. Es sei A ein zur Generation G, gehorendes Gebiet. Mittels der
Umkehrfunktion w () der Abbildungsfunktion 2z (w) wird es auf ein un-
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endlich vielblattriges Teilgebiet %, der Riemannschen Fliche Z abge-
bildet, welches genau einen Windungspunkt der Fliche # enthilt. Wenn
dieser Windungspunkt z. B. iiber dem Grundpunkt z, = 1 liegt, so setzt
sich die Berandung von £, aus unendlich vielen Halbstrahlen (0, oo) zu-

sammen, welche gewisse der Strahlen arg w — + %, arg w = + 2r

als Spurlinien haben. /£, enthilt als Teilgebiet die einfach zusammen-
hingende universelle Ueberlagerungsfliche des zweifach zusammen-
hingenden Gebietes, welches entsteht, wenn man aus dem Zweieck

larg w| < 7 den Punkt w, = 1 entfernt. Andererseits liegen samtliche
3

Punkte des Zweiecks |arg w — a| < % aufderhalb des Gebietes #,.

Mittels der Funktion

! log 1—§—w(z_)+z.€,

w<z):n 1— w(5)

wo ein beliebiger Zweig des Logarithmus genommen wird, und wo ¢ eine
reelle Konstante ist, wird nun das Gebiet /A auf ein schlichtes Gebiet

H,, der w-Ebene abgebildet, welches die Halbebene R (w) > lc;g 3 ent-
T

hilt und das selbst ein Teilgebiet der Halbebene R (w) > — _loz_gg,_ aus-
s

macht. Die Randkurve I'y von /H, verlduft im Streifen |R (w)| < —l%‘i

und geht, falls man der Konstante ¢ einen geeigneten ganzzahligen Wert
gibt, durch die Punkte 7k (£#=—=o0, + 1, ...), so daf3 der Punkt w = 0 dem
s,Anfangspunkt“ des Gebietes /A entspricht.

Es sei » eine beliebige Zahl > ». Man bestitigt leicht, daf3 der Kreis
|w|=#»—n die Kurve I', in genau zwei Punkten 4, und B, schneidet;
wenn » vom Wert » — » ins Unendliche wichst, so durchlaufen die
Punkte A, und B, die beiden Bogen, in welche die Randkurve I, durch
den Punkt w = o geteilt wird. Geht man zu der {= log w-Ebene iiber,
so wird A, in ein Streifengebiet HC und der Bogen A4, B, der Kreis-
linie |w| = #»—# in einen zur imagindren Achse parallelen Querschnitt
R ({) = log (» — n) iibergefiihrt, dessen Linge kleiner als 25 ist.

Andererseits schneide man den Kreis |5 < R auf lings einem Ast
der Figur B, der den Nullpunkt mit der Peripherie |2| = R verbindet,
und bilde mittels eines beliebig festgelegten Zweiges der Funktion
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¢t = log # den aufgeschnittenen Kreisbereich auf einen von zwei Parallel-
kurven und von der Geraden X (logz) = log R begrenzten Bereich ab;
dem Gebiet A entspricht hierbei ein gewisses Gebiet 7, der #~Ebene und
_ dem Querschnitt 4, B, von Hy ein Querschnitt von /,, dessen Linge mit
s () bezeichnet werden soll. Mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung
findet man, daf3

dlog = 2 dlog z [?
2 __ < . —_°°
(5() _(fldlogw |dlogw]) =f]dlogw| f|dlogw | dlog |
4,8, AyB, 4,8,
dA () - dA (r)
< 2w dlog (r—n) =21 5

wo A (r) der Flicheninhalt des von dem betrachteten Querschnitt, von
der Bildkurve I der Linie I" und von der Geraden log|z| = log R,
begrenzten Gebietes ist, wobei R, eine beliebig festgelegte Zahl des
Intervalles o < R, < R ist und der Parameterwert » so grof3 (» > 7,)
gewihlt werden soll, daf3 auf dem genannten Querschnitt |z | > R, gilt.
Es wird mithin

(x 250 < 2ar 4L,

wo die Summation iiber alle Gebiete A zu erstrecken ist, welche zu den
Generationen G,, Gy, ..., G, gehoren (z < ), und wo ¥ () = 2ZA(»).

Die Anzahl der Querschnitte s () sei gleich A(»), und die Gesamt-
linge X s(») gleich a(r). Gemif3 der Schwarzschen Ungleichung ergibt
sich, daf

(Es0) _ @0)F

(2 I =5 =5

Wir bezeichnen mit # die grof3ere der Zahlen 0 und 27 — a:
(3) 8(r) = max (0, 21 — ),

so daf3 also = 2o — @ und somit &’ = 4a* — 4af, und finden aus (1)
und (2), daf3

47" 4nf(7) aF
A Ae) <P e

ar
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und also, fiir » > 7,,

; 2 [ =0 — e +2 [ L0

70 4]

7. Wir benutzen jetzt folgenden Hilfssatz, dessen Beweis im 3. Ab-
schnitt gegeben werden soll:

Hilfssats. Wenn die Riemannsche Fliche sum hyperbolischen Typus
gehort, so ist das Integral

¥ B(r)dr
(5) )

7o

konvergent.

Nimmt man nun an, daf3 der hyperbolische Fall vorliegt, so strebt
der Flacheninhalt ¥(r) — ¥(r,) fiir » — co gegen einen endlichen Wert

< 25 log ]f , und die rechte Seite der Beziehung (4) liegt somit unter
0

der endlichen Schranke

2z log + 2 %’;,

70

woraus folgt, daf3 das links stehende Integral in (4) fiir » — oo kon-
vergiert,

Die gegebene Riemannsche Fliche gehort folglich sicher dem para-
bolischen Typus an, sobald das zuletzt genannte Integral divergent ist.
Wegen der evidenten Beziehung (vgl. Einleitung): A ()=o0(v) + 2 fiir
v—1 < » =, sind dasselbe Integral und die Reihe

2

no(n)

gleichzeitig konvergent oder divergent, woraus sich die Richtigkeit der
in unserem Satze ausgesprochenen Behauptung ergibt.
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§ 3. Beweis des Hilfssatzes

8. Die Riemannsche Fliche F gehore dem hyperbolischen Typus an;
sie 1af3t sich also auf einen endlicien Kreis |z| < R schlicht abbilden,
dessen Radius R ohne Einschrinkung der Allgemeinheit grof3er als 1
angenommen werden kann.

Gibt man dem oben eingefiihrten Parameter » einen ganzzahligen Wert
n, so verbinden die Kurvenstiicke «, 4,, welche in der z-Ebene als
Bilder der Kreisbogen A, B, erscheinen, die Knotenpunkte der z-ten
Generation G, und bilden zusammen eine geschlossene Kurve C, . Fiir
nichtganzzahlige Werte » (n — 1 < » < #) verbinden wir die Endpunkte
der zu zwei Nachbargebieten / gehorigen Endpunkte &, und 4,, welche
im allgemeinen nicht zusammenfallen, vermittels eines Teilstiickes vy, des-
jenigen Zweiges Z der Figur B, auf welchem die betreffenden Endpunkte
liegen. Der Verbindungsbogen y, ist ein Teilbogen desjenigen Segmentes
von Z, welches von den zur (z—1)-ten und zur »-ten Generation ge-
hoérenden Knotenpunkte z,, 2. (oder .., 5,) begrenzt wird.

In der #—=logs-Ebene entspricht der durch obige Konstruktion her-
gestellten geschlossenen Linie C, ein Kurvenbogen, dessen Linge
mindestens gleich 2a ist. Wenn y(7) die Linge des Bildbogens eines der
hinzugefiigten Verbindungsbogen y, bezeichnet, so ist die Gesamtlinge
des genannten Kurvenbogens andererseits gleich Xs(») 4 2y (») = a (7)
+ 2y (7), und es wird mithin 20—« =2y, und also, gemil3 (3),

(6) Br) =27y ()

9. Um die Grof3en y (») abzuschitzen, nehmen wir ein beliebiges der
Kurvenstiicke y, und fixieren das Astsegment P, F,, welches y, als Teil-
bogen enthilt und von zwei aufeinander folgenden Verzweigungsstellen
P, und P, begrenzt wird. Die Knotenpunkte 7, und 7, mogen zu den
Generationen G, und G, 43541 gehoren. Wenn der Parameterwert » das
Intervall w2 = » = m -+ 2p + 1 durchliuft, so bewegen sich die Endpunkte
a,und &4, des Kurvenstiickes y, stetig von Z, bis zu /. Die zwischen
diesen Endpunkten liegenden Knotenpunkte, deren Zahl 2p betrigt, ent-
sprechen gewissen Zweiecken £#,, £, welche zusammen mit den beiden
Dreiecken, in welchen die Endpunkte 2, und 7, liegen, ein Gebiet bilden,
welches im folgenden mit X bezeichnet werden soll.

Dem Bogen P2, P, entspricht in der w-Ebene eine Linie, welche als
Spurlinie cine der Geraden hat, die aus der reellen Achse durch eine
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v . .
Drehung um (v=o0, 1, 2) entstehen; im folgenden wird v—o0 an-

genommen. Ferner moge dem Endpunkt 2, der Nullpunkt zw —=o0
entsprechen; der Bildpunkt von 2, fillt dann in den Punkt z — oo,
Vermittels der Funktion

W — W az
= (—1)21 I S
y={—1plog W — W, 3

b

bilden wir die universelle Ueberlagerungsfliche des zweifach zusammen-
hingenden Gebietes w £ w,, w,, auf die schlichte y-Ebene ab. Setzt
man hier @ — w(s), so a3t sich ein Zweig des Logarithmus bestimmen,
so daf3 das Gebiet X in den schlichten Parallelstreifen |3 ()| <<(p+ 1)
iibergefithrt wird. Den Knotenpunkten z, des Bogens £, P, entsprechen
bei dieser Abbildung die Punkte y—=-—(p 4 2)az-f2avz den
Knotenpunkten z.. die Punkte y —=(p + 2)wz—2avZ(v=o0,1,...,2),
so daf3 also der Abstand zwischen zwei aufeinander folgenden Bild-

punkten entweder gleich 2—;— oder gleich iél ist. Dem Bogen P, P,

ist die Strecke |y| = (p + %)« der imagindren Achse zugeordnet.

Wir nechmen nun einen Wert » des Intervalles m =» =m + 2p } 1.
Dem Bogen y, entspricht in der y-Ebene ein Segment der imaginiren
Achse, welche als Teilstrecke eines Knotenintervalles hochstens die

Lénge%hat. Wir wollen jetzt die Linge y,, des Bogens y, mit Hilfe

der Verzerrungssitze von Koebe und Bieberbaclk abschitzen.?)

Es sei y =7y, der Punkt, welcher dem Endpunkt s —a, des be-
trachteten Bogens y, entspricht; nach obigem gilt fiir m 4 v =7
=m-+p+v-+1(|v|]=o0,1,..,p) die Ungleichung

(7) 4+ Da—yl=al+rp—Iv)>1+2—]|v|

5) Der hier gemeinte Satz lautet: Wenn f(2)=a, 2 ... den Kreis |2| < p schlicht
und konform abbildet, so liegt der Wert des Quotienten

[ ()

I (z,)

wo 2, und 2z, zwei beliebige Punkte des Kreises |z| < f8p sind (0 < 6 < 1), unterhalb einer
1-}-6

Schranke @Q (), die nur von 6 abhingig ist (es ist z. B. Q () <(L)4) — Der

bl

1—9
Bieberbachsche Flichensatz besagt bekanntlich, dafy der Flicheninhalt des Bildgebietes
wenigstens gleich «|a, |2p? ist.
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Wir wenden zuerst den Koebeschen Verzerrungssatz an in dem Kreis
vom Radius 2w, der den Punkt y — 7y, zum Mittelpunkt hat, falls
(¢ + 1)n—|p,| = 2=, und den Punkt y = + (p — 1), falls |+ (p -+ 1)n
—7,| < 2= Man findet derart, daf3 in jedem Punkt y des Intervalles
ri=p+32 )n der imagindren Achse, fiir welchen der Abstand

ly—iy, | = 3 AT st die Ungleichung

das

as
| <M

ay

=75,

besteht, wo N, eine numerische Konstante ist.

Hierauf schlagen wir um den Punkt y — 7y, einen Kreis mit dem
Radius (p + 1)n— |, | = ¢ (#), und erhalten mit Hilfe des Flichensatzes
fir den Flicheninhalt des in der z Ebene liegenden Bildgebietes dieses
d
dieser Fliacheninhalt andererseits hochstens gleich dem Flicheninhalt = ¢
des Gebietes K ist, so wird

‘dzn <V

dy \;v:i;', o)

Kreises die untere Schranke = g? ' , Wo y = 7y, zu nehmen ist. Da

und also

fir jeden innerhalb des Intervalles |y| = (p -} %)= liegenden Punkt der
Strecke |y — 7y, | << 43—7t der imaginiren Achse. Diese Ungleichung
ergibt fiir die Linge y(r) des Bogens y, die obere Schranke

- 475N1.V?
VST

Wir nehmen nun an, da3 der Bogen A2, P, auf3erhalb des Einheits-
log,,
a3

kreises |z| =1 belegen ist. Dann gilt —>— =1, woraus hervor-

geht, daf3 auch die Linge y(r) des Bildbogens von y, (in der log s-Ebene)
der Ungleichung
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NVg
o(»)

y(r) <

geniigt, wo J/, die numerische Konstante 4—1;& bezeichnet. Unter
Beriicksichtigung der Beziechung (7), wo der rechts stehende Ausdruck
den Wert des Radius o(») angibt, wird ferner

m+2p41

(8) fy(r)dr<2N2V?§’1%< 2N,V q log 3(p -+ 1).

”

Diese Beziehung haben wir unter der Voraussetzung hergeleitet, daf3
m und m -+ 2p 4+ 1 ganze Zahlen sind, welche die Ordnungszahlen der
aufeinander folgenden Verzweigungsstellen 72, und 2, angeben, die den
betrachteten Bogen 2, P, begrenzen. Nun sieht man unmittelbar ein,
daf3 das obige Resultat auch dann besteht, wenn die genannten ganzen
Zahlen durch beliebige Werte », und 7, (0 < », < 7,) ersetzt werden,
wobei fiir /, /7, ein von inneren Verzweigungstellen freier Bogen zu
wihlen ist, dessen Endpunkte 2, und P, den Parameterwerten » = 7,

bzw. 7, zugeordnet sind. Es wird somit fiir einen beliebigen derartigen
Bogen 7, £,

© [70dr <2nV 7 10g 300 —ri+ 1) < MV T log 30+ 1)

wo Ny = 2/V, eine numerische Konstante und = ¢ den Flicheninhalt des
dem Bogen P, P, entsprechenden Gebietes X bezeichnen.

Wir fixieren jetzt einen so grof3en Wert 7, > 1, daf3 simtliche Punkte
5 der Generation G, fiir » > n, auf3erhalb des Einheitskreises | 5| =1
liegen, was moglich ist, da der Radius R voraussetzungsgemifd grof3er
als 1 ist. Es sei B (n,, ») derjenige Teil der Baumfigur B, dessen Punkte
(s =a,) dem Parameterintervall (#,, ») entsprechen. Die Zweige von
B(n,, ) zerlegen wir in Segmente S(/,, /P,), deren Endpunkte A2, 7,
entweder Verzweigungsstellen oder den &duf3ersten Werten 7, und » an-
gehorende Punkte (a,, bzw. @,) sind, so daf3 im Innern von .S keine
Verzweigungsstellen vorhanden sind. Die Anzahl dieser Segmente ist
offenbar hochstens gleich der doppelten Anzahl der innerhalb der Kurve
C, belegenen Verzweigungsstellen von 5B, vermehrt um 1, also hochstens
gleich 24 (») (vgl. Nr. 7).
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Integriert man die zu einem derartigen Bogen S gehorende Gro(3e
y () zwischen den Grenzen », und 7,, welche den Endpunkten P, und
P, zugeordnet sind, so wird, da jedenfalls », <7 ist,

(10) fy(r)a’7’<MV7log3(r—l— 1) < MV ¢ log 7,
S
wo also mg den Flicheninhalt des dem Bogen /2, 7, entsprechenden

Gebietes K ist, und /, eine numerische Konstante bezeichnet.

10. Mittels letzter Ungleichung lif3t sich nun das Integral

b(r)Efﬂ(u)du

in folgender Weise abschidtzen. Zunichst gilt gemi{3 der Beziehung (0)

b= [ @y )

wo die Summation iiber sidmtliche, dem Parameterwert » — « ent-
sprechenden Bogen .S zu erstrecken ist. Das letzte Integral laf3t sich
aber schreiben

[d

| (Mu))du:ify(u)du,

no

wo iiber alle Bogen S der Figur B (#,, #) zu summieren ist, und es wird
somit, nach der Beziehung (10)

b(r)< Nilogr-2Vq .

Beachtet man nun, daf3 die Anzahl der Bogen .S hochstens 2A () be-
tragt, so wird nach der Schwarzschen Ungleichung

ZV?E Vz)t(r) V—Z—’?

Hier bedeutet n 2 ¢ den gesamten Flicheninhalt der dem Bogen .S ent-
sprechenden Gebiete K. Unter Beachtung der Definition dieser Gebiete
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sieht man unmittelbar ein, daf3 jeder Punkt des Kreises | 2| < R, welcher
zu einem Zweieck (%, oder k.) gehort, hochstens in esnemz Gebiet K
enthalten ist, wahrend ein Punkt z eines Dreieckes (%, oder %.) hoch-
stens zu drez verschiedenen Gebieten K gehort. Hieraus folgt, dafd der
Gesamtinhalt 723 ¢ den dreifachen Flicheninhalt des Kreises |2 | < R
nicht ubersteigen kann, so dafd also fiir jedes » > 7,

2g=3Fk.
Zusammenfassend wird also schlie3lich fiir » > #,
b(r) < NVr()- log 7,

wo NV eine von » unabhingige Zahl ist.
Nunmehr 13t sich die Endlichkeit des Integrals (5) leicht beweisen,
Durch partielle Integration findet man fiir » > », > 7, > 1, da 4 (») > 1 ist,

F B, (Ao _ b0 dr bl
fr)t(r) dr__r rA(r) = rrlr) +r +f 28

70

— Ay log7r rlogrdr rlogr A
= w8 g [Py [RR

7o

log 7, log r di
(B 2 PRk
log » g .
Da ferner - <1 fir »=7,>1, so wird der Ausdruck rechts
kleiner als

(2+f ’f’" N<I+Vxl(ro) VA ><4

woraus die behauptete Konvergenz des Integrals (5) hervorgeht.

(Eingegangen den 1. April 1932)
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Sur l'axiomatique de la théorie des
ensembles et sur la logique des relations

par F. GoNseTH, Zurich

1. Remarques sur la méthode axiomatique

Nous allons commencer par soumettre a quelques critiques la méthode
dite « axiomatique » par laquelle, suivant l'exemple de M. Zermelo, on
a cherché a mettre la théorie des ensembles 4 l'abri des antinomies bien
connues.

Depuis le mémoire de M. Zermelo et les objections présentées par Poin-
caré, la situation est loin de s’étre définitivement déclaircie et 1'unanimité
ne s’est point faite sur le sens et la portée de la méthode elle-méme. Nous
allons en reprendre les traits essentiels. La premiére chose a faire est de
renoncer a la définition de Cantor :

Un ensemble est la réunion en un tout de certains objets percus ou
pensés, les éléments de Uensemble. Cette définition s’est révélée trop large
et ouvre la voie aux paradoxes que l'on connait. Il faut renoncer égale-
ment a toute autre définition explicite de ce qu’il faut entendre par en-
semble, par élément, par la relation d’inclusion d’un élément » dans un
ensemble y (la relation x¢y), etc. Ces notions et relations ne doivent
prendre — dit-on — que le sens que comportent les axiomes et les
définitions qui s’y rapportent, axiomes et définitions qui sont a énoncer
explicitement.

On va donc commencer par imaginer certaines choses que l'on appellera
ensembles et qu'on désignera par les lettres a, b, c...; on imaginera
ensuite entre ces choses trois relations

I. la relation @ ¢ b (@ est élément de b)
2. la relation a<b (@ est sous-ensemble de b)
et 3. la relation e=1"b (a est identique a b).

Ces relations n’ont aucun sens par elles-mémes. Toute leur signification

doit étre contenue dans les définitions et axiomes que voici :

Déf. 1. Si tout » qui est & @ dans la relation 1 est aussi a b dans la méme
relation, @ et b sont alors dans la relation 2.

Déf. 2. Si a et b sont aussi bien dans la relation @ < b que dans la relation
b< a, alors a et b sont dans la relation 3.

Azxiome 1. Si a = b et si a est élément de A, b est aussi élément de A.
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Axiome 2. Les éléments de deux ensembles A et B (difl érents) forment
a eux seuls les éléments d'un nouvel ensemble C.
Axiome 3. Si A est un ensemble, les éléments de ses éléments forment
un ensemble.
Axiome 4. Tous les sous-ensembles d'un ensemble forment ¢ eux seuls
les éléments d'um mouvel ensemble.
Axiome 5. Les éléments d'un ensemble qui possédent un atiribut bien
déterminé (definit) forment un sous-ensemble du premier.
Axiome 6. On peut former un ensemble en choisissant un unique élément
dans chaque élément de toul ensemble.
Le systtme de M. Zermelo comprend enfin un septiéme
axiome qui permet d’affirmer I'existence d’un ensemble infini.
Axiome 7. Il existe un ensemble N tel que
1. st PVensemble nul (c.-d-d. qui n’a aucun élément) existe,
c’est un élément de N ;
2. st m est un élément de N, celui-ci contient ausss zm! (c.-a-d.
Pensemble dont m est unique élément ).

La premiére question que souléve ce systeme d’axiomes, c'est naturelle-
ment de savoir s’il détermine véritablement les objets de pensée (les en-
sembles) qu’il vise. On se souvient de l'objection de Poincaré?):
... « Quelqu'un qui ne sait pas ce que c’est qu'une Menge ne le saura pas
davantage lorsqu’il aura appris qu'elle est représentée par le symbole e,
puisqu’il ne sait pas ce que c’est que ¢»... Les axiomes peuvent-ils a
eux-seuls remplacer la connaissance intuitive et préalable des étres mathé-
matiques dont ils fixent les lois d’existence ? Clest 1a le point sur lequel
il nous parait nécessaire de nous arréter un instant.

Pour justifier la méthode de M. Zermelo, on la met parfois en paralléle
avec la méthode axiomatique usuelle en géométrie. Or il y a tout d’abord
une différence essentielle entre le systéme d’axiomes que nous discutons
et celui qui est a la base de la géométrie dite élémentaire. Cette diffé-
rence est justement mise en lumiére par la remarque de Poincaré que
nous venons de rappeler. Dans la construction de la géométrie élémen-
taire, les étres mathématiques soumis aux axiomes sont des abstractions
suggérées par le monde physique. I’axiomatique fixe simplement les
modalités de cette abstraction, fixe dans la sphére du rationnel les régles
d’existence de ces objets abstraits. Dire — avec M. Weyl2) — « que la
méthode axiomatique consiste simplement & rassembler fous les concepts
et les faits fondamentaux, a partir desquels tous les autres concepts et

1) H. Poincaré. Dernitres pensées, p. 124.
2) H. Weyl: Philosophie der Mathematik,
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tous les autres faits d’une science peuvent étre ou définis ou déduits, »
c’est supposer que les concepts fondamentaux ont déja pris naissance et
qu'on sait déja quelles sortes de relations on peut établir entre cux:
c'est supposer que le travail de la constitution des abstraits est déja ter-
miné. Or sur ce point, 'axiomatique de M. Zermelo prend soin de spé-
cifier qu'elle a coupé les ponts qui pourraient la relier avec la notion,
intuitivement fondée, de collection. Le concept d’ensemble qu'elle vise
n'y doit point étre envisagé comme un abstrait suggéré par tel ou tel
autre concept de la sphere intuitive : au contraire ce sont les axiomes
a eux-seuls qui doivent lui créer, de toutes piéces, une signification et
l'appeler a lexistence mathématique. Sans vouloir encore en tirer de con-
clusion quant a la légitimité de la méthode de M. Zermelo, il nous faut
constater la présence d'un hiatus essentiel qui ne permet pas de la justi-
fier par comparaison ou identification avec l'axiomatique dite élémentaire.

En revanche, il peut sembler a premiére vue le parallélisme s'établit
de lui-méme et de facon parfaite avec 'axiomatique au second degré, ou
toutes les notions sont repoussées dans le domaine de la logique des rela-
tions. L’essentiel de cette méthode est déja dans les toutes premiéres
lignes des « Grundlagen der Geometrie » de Hilbert.

« Nous imaginons trois catégories d’objets : nous nommons points les
objets de la premiére catégorie, etc... »

« Nous imaginons qu’entre les points, les droites et les plans, il existe
certaines relations que nous désignerons par les termes: « étre sur »,
« entre », « paralléle », « congruent », « continu ». La description de ces
relations, description exacte et suffisante pour les buts de la géométrie
se fait par le moyen des « axiomes de la géométrie ».

Les objets géométriques doivent ainsi étre vidés de leur contenu in-
tuitif — pour employer une expression consacrée — ct n'avoir d'autres
propriétés que celles que les relations, purement abstraites, a établir entre
eux vont leur conférer.

Les axiomes 3) qui fixeront le sens de la locution « étre sur » ou si I'on
préfére de la « relation d'incidence » seront alors, par exemple, les sui-
vants :

Axiome 1. On peut toujours imaginer pour deux objets de catégories
différentes, une relation J (*,*) (la relation d’incidence).

Axiome 2. Pour ces deux objets, ou bien cette relation est, ou bien
elle n’est pas.

Axiome 3. Cette relation est symétrique, ctc, etc. ..

8) M. Geiger. Systematische Axiomatik der euklidischen Geometrie.
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En face de cette axiomatisation sur le plan du logique pur, on peut prendre
deux attitudes. La piemiérc est toute naturelle : elle consiste a regarder les
« objets » et les «relations » soumis a l'axiomatisation comme de nou-
veaux abstraits suggérés par les notions et les relations géométriques
du degré élémentaire : comme des abstraits au second degré. Au moment
ot nous établissons les axiomes, nous pouvons alors regarder a nouveau
le processus de la constitution des notions abstraites comme terminé. De
ce point de vue, cette axiomatisation est parfaitement semblable a 'axio-
matisation élémentaire, elle répond completement a la définition de
M. Weyl : nous la regardons comme légitime. Il va sans dire que cette
premiére attitude ne peut pas étre adoptée dans la méthode de M. Zer-
melo, le lien avec lintuitif étant expressément rompu.

La seconde attitude est moins clairement définie. Elle consiste essen-
tiellement & admettre que le systéme des axiomes fournit en quelque sorte
une détermination implicite des notions qui y figurent. Nous ne voulons
pas discuter a cet endroit si, une fois qu'on a supposé les liens avec
lintuitif complétement dénoués, une détermination de ce genre reste
possible. Nous voulons nous borner a remarquer que, dans le cas qui
nous occupe, il faut en tous cas admettre que la notion de relation logique
soit préalablement en notre possession. Il ne peut étre question que cette
notion soit elle aussi « définie implicitement », les axiomes caractérisant
tout au plus les trois relations fondamentales et non la notion méme de
relation.

C’est 12 une grave objection, car la notion de relation, dans sa pléni-
tude intuitive, donne lieu aux mémes antinomies (wmutatis mutandis) que
la notion d’ensemble selon Cantor. 1l faudrait donc que, par une axio-
matisation adéquate, cette notion elle-méme elit recu sa justification. Or
on sait bien que la Logique théorique n'y parvient que de fagon insuf-
fisante.

En résumé, ces critiques cherchent a mettre en lumiére les deux faits
suivants :

1. La méthode axiomatique de M. Zermelo différe sur un point essen-
tiel de la méthode axiomatique qui s'est constituée a partir de I'axioma-
tique élémentaire de la géométrie ; celui de la constitution préalable et
par abstraction, des notions fondamentales.

2. Dans la mesure ol elle prétend se rendre indépendante des notions
intuitives, la théorie de M. Zermelo fait appel & la notion de relation. Or
celle-ci, dans la plénitude de son sens, est antinomique, et les axiomes
ne fournissent pas le moyen de la circonscrire.



Les points sur lesquels nous venons d’insister ne sont pas les seuls ou
les axiomes précédents prétent a la critique. On a déja souvent fait
observer que le 5e fait intervenir la notion d’attribut bien déterminé
(definit) qui aurait elle-méme besoin d’étre axiomatiquement fondée.
Nous ne voulons pas revenir non plus sur la discussion que l'axiome 6
(du choix) a soulevé. En revanche, nous appuyons spécialement sur les
critiques que nous venons de formuler, parce qu'elles s’appliquent égale-
ment aux systémes axiomatiques dérivés de celui de M. Zermelo (ou par
exemple on cherche a parer au point faible signalé a4 I'axiome 5 e).

La position axiomatique de ces systémes est d’ailleurs telle, qu’elle
ne permet pas de porter une clarté suffisante sur la question-méme en
vue de laquelle ils ont été inventés : celle des antinomies. Il est vrai que
les antinomies connues peuvent étre évitées, mais la méthode ne permet
pas d’apercevoir ce qu’on pourrait appeler la cause ou la racine des para-
doxes, et, a cause du « nuage axiomatique» dans lequel la notion d’en-
semble reste enveloppée, la possibilité d’autres paradoxes reste ouverte,
sans qu'on puisse prévoir si la méthode restera efficace.

Le but de ce travail est d’esquisser une autre axiomatisation des no-
tions de la théorie des ensembles. Cette nouvelle méthode permet — nous
semble-t-il — d’éviter les différents écueils que nous venons de signaler.
En particulier elle fera voir que la racine commune des antinomies doit
étre apercue dans le fait trés simple que voici :

Les éléments des ensembles selon Cantor sont susceptibles de posséder
par eux-mémes des attributs intrinseques, avant méme d’étre envisagés
comme éléments d'un cnsemble — attributs qui ne se limitent pas & carac-
tériser Uexistence individuelle d'un élément dans l'ensemble.

Des attributs de ce genre sont par exemple « d’étre une paire de bas »
ou « d’étre un ensemble qui ne se contient pas lui-méme comme élément »
ou méme plus simplement « d’étre un ensemble ».

2. Les objets et les relations de la logique pure

« L'attitude axiomatique » dans laquelle nous allons nous placer est
celle que nous avons décrite tout a 'heure en 'opposant a la méthode de
M. Zermelo ; I'axiomatisation y comprend les deux phases suivantes :

a) Constitution des notions fondamentales, celles-ci étant i abstraire
de certaines autres notions (telles que celles d’objet, de collection, de
nombre, etc) qui doivent étre considérées comme étant préalablement en
notre possession.

b) Enumération des axiomes.
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Il faut une analyse assez attentive pour distinguer la premiére phase
dans l'axiomatisation « élémentaire » de la géométrie. Il n’en reste pas
moins vrai que c’est elle qui donne sa signification véritable a toute cons-
truction axiomatique. Ceci se manifeste spécialement dans le fait que
le processus de 'abstraction ne peut étre que suggéré, mais jamais « ver-
balement défini ». C’est ainsi que les droites imparfaitement réalisées
dans le monde physique ont suggéré aux premiers géométres la notion
géométrique de droite, la notion de lieu précis, celle de point mathéma-
tique. Le passage de la notion intuitive a la notion géométrique est le
phénoméne mathématique par excellence, mais il reste plus ou moins
sous-entendu.

De la méme facon nous allons nous efforcer de faire entendre ce que
doivent étre les objets et les relations de la logique pure.

Toute construction mathématique peut étre mise sous la forme d'un
réseau de relations entre certains étres géométriques ou arithmétiques.
Si 'on abstrait de ces relations et des objets mathématiques qu'elles re-
lient tout ce qui a trait a la grandeur, a la forme, etc, il en reste ce qu'on
pourrait appeler le comtenu de pure logique. Les objets de la logique
pure (éléments logiques) ne sont alors susceptibles que des propriétés
suivantes :

Ils sont ou identiques ou différents (sans qu’il y ait lieu de préciser
en quoi ils différent).

Ils n’ont, par ailleurs, pas d’autre role que de figurer dans les relations
logiques, ou mieux encore que de servir de point d’attache aux liaisons
logiques. (La différence entre les deux expressions précédentes sera pré-
cisée tout a I’heure.)

Il est bien entendu que, de tout objet dont on parle, on suppose qu'il
est individuellement reconnaissable, et qu’il peut étre représenté par un
symbole qui lui soit particulier.

Les liaisons logiques n’ont a leur tour que les propriétés suivantes :

Deux liaisons logiques sont ou identiques ou différentes (sans qu’il y
ait lieu de préciser en quor elles différent).

Par ailleurs, elles n'ont d’autre role que de relier les objets logiques
dont nous avons parlé.

Une liaison logique s’établit entre deux ou plus de deux éléments.
Supposons par exemple qu’elle soit établie entre les deux éléments logi-
ques a et b et désignons-la par le symbole (a, b). Dans ce symbole, les
lettres @ et b ne désignent pas deux éléments plus ou moins quelconques
(comme ce serait le cas dans la relation arithmétique a < b par exemple).
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I1 faut au contraire les envisager comme les signes reconnaissables de
deux éléments individualisés. La liaison logique (a, b) ne s’établit alors
qu’entre ces deux éléments. Si, au contraire, il peut y avoir un sens a
dire qu’il existe entre un a et un b, variables au sein de certaines collec-
tions, toujours une méme liaison logique, nous dirons que le symbole
(a, b) représente une relation logigue. Mais le procédé qui permettra de
reconnaitre quand deux liaisons logiques peuvent étre dites identiques
ou équivalentes doit encore étre expliqué.

Ainsi par exemple, la relation

F (a, b) d’un fils ¢ quelconque & son pére b, n’est naturellement pas
une relation logique, mais une relation de parenté. De méme, ni la rela-
tion G (x, y) = x < ¥ entre un nombre » quelconque et tout nombre
plus grand 4, ni la relation d’incidence J (@, b) d’une droite a quelconque
a tout point b de cette droite, ne sont des relations logiques. De méme
encore ni la liaison « entre Zébédée et son fils », ou bien « entre les nom-
bres 3 et 4 », ou bien « entre I'axe des X et l'origine » ne sont des liai-
sons logiques. Mais on parvient aux notions de la logique pure a partir
des précédentes en faisant abstraction de tout ce qui est parenté, gran-
deur ou position. Il sera commode de dire que les notions plus ou moins
intuitives a partir desquelles une relation logique peut Atre atteinte par
abstraction sont des réalisations de la relation logique. Ainsi par exem-
ple, les nombres entiers réalisent certains éléments logiques, et la relation
d’'un nombre quelconque x a celui qui le suit x -+ 1 réalise une certaine
relation logique. De méme, on peut imaginer que la succession de 4 a 3
réalise une liaison logique, dont les éléments sont réalisés par les nom-
bres 3 et 4. Nous avons insisté sur ces exemples trés simples pour bien
opposer le domaine des notions abstraites et les domaines ot celles-ci
se réalisent. S'il est parfaitement possible de concevoir les objets abs-
traits et les notions que nous avons en vue, qu'il soit bien clair aussi qu'il
est impossible de les réaliser dans leur perfection : toute réalisation in
concreto est du genre que nous venons de dire. Ceci n’est en aucune
facon une faiblesse de notre théorie. C’est au contraire un caractére qui
se retrouve dans toute constitution d’abstrait ; un caractére qui est bien
visible aussi dans l'axiomatique élémentaire. Le fait qu’'il est impossible
de réaliser in concreto un cercle parfait, ou une droite « absolument recti-
ligne» n’a jamais été un obstacle a ’érection de la géométrie en science
rationnelle. De la maniére méme dont les notions de la logique pure
trouveront une réalisation dans celles de la géométrie ou de I'arithmétique
(et d’ailleurs aussi dans les notions intuitives), la notion de droite trouve
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une réalisation dans la « trajectoire d'un rayon lumineux » ou dans le
« trait tracé a la régle ».

Le but véritable de la méthode axiomatique, c’est de dégager les notions
abstraites de la « matiére » de leurs réalisations ; le but de tout systéme
d’axiomes de fixer les régles selon lesquelles I'abstrait doit étre traité.

Le but des lignes qui vont suivre est donc de dégager de leurs réali-
sations les notions de la logique pure, ou mieux encore de comstruire
axiomatiguement la notion méme de « Logique pure». Il se présentera
que cette facon de faire écartera tout naturellement les difficultés relatives
aux antinomies.

L’esprit dans lequel notre tentative axiomatique va étre entreprise
étant ainsi fixé, il nous a paru inutile de spécifier chaque fois par la suite
ce qui est axiome et ce qui est définition.

3. Notions fondamentales. Principes et axiomes

Passons a la construction du systéme axiomatique ou les notions fon-
damentales telles que

élément ou objet logique, liaison logique, compatibilité et incompatibilité

de deux ou de plusieurs liaisons, relation logique, structure lo-
gique, etc.
sont mises en relation les unes avec les autres.

Nous dirons d'une liaison établie entre deux ou plusieurs éléments
qu'elle touche ceux-ci, ou qu'elle les recouvre, ou qu'elle les relie, etc.

Entre deux (ou plusieurs) éléments logiques on peut imaginer un
nombre quelconque de liaisons logiques, toutes différentes emtre elles.
(Deux liaisons sont ou identiques ou différentes, sans qu’il y ait jamais
lieu de préciser par quoi elles peuvent ne pas étre identiques.)

Il est naturellement trés facile d'indiquer des réalisations intuitives ou
mathématiques qui justifient cet axiome. Par exemple : On peut former
autant de groupes différents de trois objets que 'on veut, ot entrent deux
objets donnés. La présence simultanée de ces deux objets dans un méme
groupe est une liaison. (Naturellement pas une liaison logique.) Ou bien
aussi: On peut tracer entre deux points d'un plan autant de chemins
différents que l'on veut ; etc., etc.

Deux liaisons sont ou compatibles ou incompatibles (qu'elles soient ou
non établies entre les mémes éléments).

Trois lLiaisons sont également soit compatibles, soit incompatibles.
Elles sont en particulicr incompatibles si deux d’emtre elles le somt.
Eiles pourront I'étre aussi, bien que compatibles deux a deux.
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En général : Des liaisons en nombre quelconque sont sncompatibles si
c’est le cas pour une partie d’entre elles.

Décréter l'incompatibilité de deux liaisons, c’est donc décréter l’in-
compatibilité pour toutes les combinaisons ou ces deux liaisons seraient
présentes. C’est la-dessus que se basera tout & I'heure le principe du libre
choix des incomptatibilités.

A propos de la compatibilité ou de 'incompatibilité de deux liaisons, il
vy a une remarque essentielle a faire.

A priori, il n'y a aucune incompatibilité entre deux liaisons différentes,
tant qu’on n’a encore rien décrété, si ce n’est quelles ne sont pas iden-
tiques. L’incompatibilité ne peut provenir que d’une mise en rapport de
ces liaisons. Tant qu’elles n’existent que de facon purement individuelle
et chacune pour soi, toute possibilité de contradiction est exclue. C'est de
la méme fagon que deux idées ne peuvent jamais entrer en opposition, tant
qu’elles restent étrangéres 'une & l'autre et ne sont pas associ€es.

Dans la pratique du raisonnement, certaines affirmations d’incom-
patibilité prendront une forme positive. Si, par exemple, on sait que »
liaisons sont incompatibles, et que n—I d’entre elles existent, on en
déduira que la n® n’existe pas.

Passons 4 la notion d’ensemble. Elle se présentera pour nous sous la
forme de l'ensemble lié : c’est une collection d’éléments logiques entre
lesquels on a établi un certain nombre de liaisons. Pour bien marquer la
différence avec la notion habituelle d’ensemble, un ensemble lié sera appelé
aussi une structure logique.

La construction de ces structures se fera selon les prescriptions de
certains principes trés simples, qu’il faut considérer comme venant com-
pléter les régles de la logique ordinaire et du nombre, valables dans le fini.

A. Principe de libre extension. Une structure étant donnée, on peut
toujours tmaginer un nouvel élément différent de tous les éléments déja
existants.

Ce principe ne fait que formuler ce qu’on appelle aussi la liberté des
constructions mentales.

B. Principe de libre liaison. Entre deux ou plusieurs éléments, on peut
toujours imaginer wune mnouvelle liaison différente des liatsons déja
existantes.

La justification de ce principe est dans la remarque que nous avons faite
plus haut sur la compatibilité des liaisons qui restent sans rapports entre
elles. Tant que nous n’aurons pas introduit la possibilité d’identifier deux
liaisons dans une structure, toute tentative d’établir une contradiction
dérivée de l'existence de certaines liaisons est évidemment sans objet.
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Nous appellerons structures libres, celles pour lesquelles on n'invoque
que les deux principes précédents. Remarquons que les éléments (et les
liaisons) d’une structure libre ne sont pas nécessairement en « quantité
dénombrable » : les structures dénombrables, continues, etc, s'obtiendront
par spécialisation (c’est-a-dire par adjonction d’axiomes) a partir des
structures libres.

On pourrait appeler homogéne une structure ot aucun élément ne jouit
d’une position ou d’une propriété privilégiée : Une structure de ce genre
est par exemple celle ol il y a, entre deux éléments quelconques, exacte-
ment deux liaisons.

Il y a une certaine dualité entre les deux notions d’é¢lément logique et
de liaison logique : On pourrait considérer les liaisons comme des élé-
ments ; la propriété de deux ou de plusieurs liaisons de toucher un élé-
ment commun serait alors considérée comme établissant une liaison entre
ces liaisons-éléments. En tenant compte de cette dualité, on pourrait con-
sidérer le principe A comme réciproque de B sous la forme plus précise,
mais moins simple que voici :

On peut toujours imaginer que deux ou plusieurs liaisons viennent se
nouer sur un nowvel élément différent de tous les éléments déja existants.

C. Principe du libre choix des incompatibilités. On peut Ilibrement
exiger Vincompatibilité de deux ou de plusieurs liaisons choisies ¢ volonté
dans une structure.

La justification de ce principe est dans la remarque que nous avons faite
concernant les « conséquences » d’une incompatibilité.

Un cas spécial de ce principe est le suivant :

On peut librement supprimer d'ume structure toutes les liaisons que
Uon wveut

qui suggére un principe analogue par dualité :

On peut librement supprimer d'ume structure tous les éléments que

i'on veut (et les liaisons qui les touchent).

Nous sommes ainsi conduit a la notion de structure partielle. On obtient
une structure partielle par suppression de liaisons et d’éléments.

Il faut naturellement se garder de croire qu'une structure partielle est
moins « ample » que la structure originelle. Mais il y a une remarque
plus subtile a faire. Il ne faut pas croire que, si I'on a supprimé un’
€lément, cet élément ne se retrouve pas dans la structure partielle. Ceci
n'est pas un paradoxe : Un élément logique n’a a priori aucune signi-
fication et n’en recoit une que par sa position, son insertion dans une
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structure. Si, par conséquent, nous supprimons un élément et que la
structure restante soit identique & la structure originelle, 'élément sup-
primé-renait a lintérieur de la structure partielle. Ainsi, dans une suite
semblable d celle des nombres entiers, si nous en supprimons le premier,
celui-ci renait 13 ou était le second. Quant a savoir quand deux structures
peuvent étre considérées comme identiques, c’est une question que nous
reprendrons aprés l'introduction des axiomes proprement dits.

D. Principe de contraction. On peut remplacer une structure partielle
par un seul élément, sur lequel viendront se nouer toutes les liaisons qui
ont été supprimées dans la construction de la structure partielle, et qui
aboutissaient 4 un élément de celle-ci.

Plus important que ce principe sera sa réciproque qui permettra 1'opé-
ration inverse :

D', Principe d'insertion. On peut, a la place d’un élément, insérer une
structure, par l'opération inverse de celle que nous venons de décrire.

Ce principe permet de construire une structure de structures, pourvu
que celles-ci puissent tout d’abord étre mises en état de liaison « comme »
les éléments d’une structure.

La liste des principes nécessaires n'est pas encore compléte. En parti-
culier nous n’avons encore aucune régle concernant !identification de
deux liaisons.

Mais il nous parait utile d’examiner tout d’abord sur des exemples
simples quelle est la portée des principes que nous avons déja introduits.
Drailleurs, les principes D et D’ pourraient étre envisagés comme con-
séquences des principes qui les précédent.

4. Les axiomes de l'ordre?) et les structures ordonnées

Nous allons examiner par quels axiomes purement restrictifs, les
structures ordonnées « dans un sens » peuvent étre obtenues a partir d’une
structure libre. Conformément aux principes A4 et B, nous partirons de
la structure libre que nous avons une fois déja donnée en exempie.

Entre deux éléments quelconques a et b, nous imaginons donc deux
liaisons différentes (a, b) et (a, b)*.

On représente ces liaisons de fagon plus commode si l'on se sert du
fait que @ et b peuvent étre nommés dans 'ordre inverse et si 'on pose

(a, b) = (b, a)* et (b, a) = (a, b)*.

4) Cf. B. Russel. Introduction to mathematical philosophy. Chap, IIl. The
définition of order.
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Nous appliquons ensuite le principe C du libre choix des incompatibilités.
Axiome O,. Les deux liaisons

(a, b) et (b, a)
sont incompatibles.

Considérons ensuite deux paires d’éléments aet b, et cet d. Si l'on tient

compte de I'axiome 2, les combinaisons suivantes sont encore formées de
deux liaisons compatibles :

(a, b) et (c, d)
(b, a) et (¢ d)
(a, b) et (d, ©)
(b, @) et (d, o).

Nous allons décréter que deux de ces combinaisons sont incompatibles.
Donc :

Axiome O,. A supposer que les liaisons de la combinaison (a, b) et
(¢, d) soient compatibles, les liaisons (b, a) et (c, d) de méme que (a, b)
et (d, c) somt & temir pour incompatibles (tandis que (b, a) et (d, ¢) res-
tent compatibles).

Considérons ensuite les trois éléments a, b, ¢ et les trois paires a et b,
b et ¢, et ¢ et a. Supposons que les liaisons (a, b) et (b, ¢) soient com-
patibles. Les axiomes I et 2 ne permettent encore de rien affirmer au
sujet des deux combinaisons a trois termes

(a, b) et (b,c) et (g ¢
(a, b) et (b, ¢c) et (c a).

On s’en rend compte immédiatement par exemple sur la réalisation (re-
présentation) suivante. Faisons correspondre aux quatre éléments logi-
ques @, b, ¢, d les sommets d’un tétraédre (fig. 1) et supposons que les
liaisons soient réalisées par les vecteurs qu’on peut tracer entre ces points.
On peut alors donner & nos deux axiomes une forme positive. L’axiome 1.
dit tout d’abord que l'on aura toujours soit (@, b) soit (b, a). En d’au-
tres termes, une aréte du tétraédre ne portera jamais qu'un vecteur.

L’axiome 2 exige simplement que, lorsque la liaison a porter sur une
aréte a été choisie, celle qu'il faut porter sur toute autre aréte posée ne
puisse étre choisie que d’une seule facon.
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Ainsi par exemple, si I'on a choisi les liaisons (a, b) et (b, ¢), la liai-
son 3 porter sur l'aréte ac ne peut étre que soit (g, c), soit (¢, @), mais
pas les deux concurremment. Nous allons exclure 'une de ces deux pos-
sibilités.

Aixome O,. A supposer que les liaisons (a, b) et (b, c) sotent compati-
bles, les trois liaisons (a, b) et (b, ¢) et (c, a) sont incompatibles.

ad

Fig. 1.

Dans la représentation, cela signifie que, s’il existe deux liaisons re-
présentées par deux vecteurs dont le second est attaché a I'extrémité du
premier, il existe aussi une liaison représentée par leur somme géo-
métrique.

Les’ trois axiomes précédents peuvent étre appelés les axiomes abs-
traits de I'ordre. Ils permettent de ranger » objets logiques, liés confor-
mément aux axiomes, dans un ordre déterminé par les liaisons seulement.
La chose est a peu prés évidente sur la réalisation : elle est certainement
vérifiée pour les trois éléments a, b, ¢, ces points se suivent dans l'ordre
déterminé par le nombre de liaisons qui en « partent» : de o il en part
deux, de b une seule et de ¢ aucune. Introduisons le quatriéme point d.
1l y aura maintenant un point d’oll partiront exactement trois liaisons.
Si nous portons sur l'aréte ad la liaison (a d), ce sera encore une fois le
point @, et si nous avions porté la liaison (d, a), ce serait le point d. On
parvient au cas général par induction : En mettant a4 part le point dont
partent #-1 liaisons et en raisonnant ensuite sur les #n-1 éléments restants,
tous les éléments sont choisis l'un aprés l'autre dans un ordre déterminé.

Nous dirons d’une structure qui satisfait aux trois axiomes de I'ordre
qu'elle est ordommée. Remarquons expressément qu'ume structure qui ne
satisfait encore qu'a ces axiomes wn'est pas encore soumise & la catégorie
du nombre, (spécialement si celui-ci doit étre transfini). Une structure libre
comme celle dont nous sommes partis n’est encore ni dénombrable, ni
« de la puissance du continu » etc. et il en est de méme des structures qui
ne sont qu'ordonnées. La distinction en structures dénombrables ou non-
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dénombrables, par exemple, exige lintervention d’axiomes d’un autre
genre. Cette remarque a son importance, car elle exclut 'affirmation que
« tout ensemble » posséde un nombre cardinal, fini ou transfini». Ce
nombre est, au contraire, une propriété qu’il faut encore porter dans les
ensembles ordonnés, par de nouveaux axiomes restrictifs. Nous aurons
encore 'occasion d’y revenir. Pour l'instant, nous allons exposer en détail
au paragraphe suivant, comment les choses se présentent pour 'ensemble
réalisé dans la suite des nombres entiers.

Remarquons pour finir qu’il y a deux facons opposées d’ordonner une
structure en choisissant arbitrairement, entre deux éléments quelconques,
P'une des deux liaisons présentes dans la structure libre dont nous som-
mes partis.

5. L'ensemble des nombres entiers. Les axiomes du nombre

Le titre de ce paragraplie exige une mise au point immédiate. Les
nombres entiers ne sont en effet pas des éléments logiques purs. La suite
de ces nombres ne fournira donc pas une réalisation absolument adéquate
d’un ensemble lié. Mais on peut apercevoir dans les relations entre nom-
bres le dessin d’un réseau de liaisons logiques. Lorsque nous parlerons
de 'ensemble des nombres entiers, cela voudra donc dire que nous allons
regarder cette collection comme la réalisation d’une certaine structure
purement logique, le mot de réalisation ayant le sens expliqué au § 2.
Cette maniére de faire n’est en aucune mesure nouvelle en mathémati-
ques ; elle s’éclaircit parfaitement si l'on cherche ce qui lui correspond
dans l'axiomatique élémentaire. Le parallélisme est aussi étroit que pos-
sible : nous allons faire de la logique pure sur l'ensemble des nombres
entiers comme on fait de la géométrie sur une figure.

C’est dans le méme esprit que nous parlerons des axiomes de l'entier.
Dans le cadre que nous tracons, la signification de ces axiomes s’éclaire
trés vivement. Ce sont les restrictions i apporter aux suites simplement
ordonnées pour que celles-ci deviennent «numérotables». La voie a
suivre est ainsi toute tracée. La premiére chose a faire est d’exiger 'exis-
tence d’'un premier élément. C’est d’ailleurs également l'objet du premier
axiome du systéme de Peano que nous allons prendre comme terme de
comparaison. En voici les 5§ axiomes :

Axiome 1. Zéro est un numéro.

Axiome 2. Si a est un numéro, ¢+ , c'est-d-dire «le suivant », «le
successif », est aussi un numéro.
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Axiome 3. Le principe d’induction sous la forme suivante : Si s est une
classe comprenant le zéro et si le successif d'un numéro quel-
conque x qui fait partie de s, en fait également partie, s con-
tient tous les numéros.

Axiome 4. Si les successifs de deux numéros sont égaux, ces numeéros
le sont aussi.

Axiome 5. Le successif d'un numéro ne peut étre zéro.

I1 est clair que ces axiomes doivent étre remaniés pour prendre place
dans notre théorie. Commencons par choisir un élément que nous nom-
merons 1, et demandons-nous a quelles conditions il doit satisfaire pour
ére le premier dans une structure. Choisissons un autre élément, 1'élé-
ment 2, et choisissons encore 'ordre dans lequel la liaison (1, 2) est a
conserver. Considérons ensuite deux éléments x et y, et supposons que
I'on ait lordre x, 1, y. Nous supprimons les liaisons (x, 1) et (#, y),
par exemple en décrétant leur incompatibilité avec (1, 2). La structure
est maintenant partagée en deux structures partielles indépendantes :
celle des éléments qui précédent I, et celle qui contient 1 et les éléments
suivants. Cette construction restrictive donne lieu a 'axiome suivant
qui vient prendre la place du premier axiome de Peano. (Nous nommons
d'ailleurs structure ou suite dénombrée la suite réalisée par les nombres
entiers.)

Azxiome N,. La suite dénombrée posséde un premier élément.

Le deuxiéme axiome aura pour objet de faire passer de la structure
simplement ordonnée a la suite ordonnée, c'est-a-dire a la structure dans
laquelle chaque élément posséde un élément déterminé qui le suive im-
médiatement.

Jusqu’ici nous avons souvent raisonné comme si tous les éléments de
la structure et toutes les liaisons étaient donnés d’avance. Il n'y avait
pas d’inconvénient a le faire, mais qu’il soit bien entendu qu'une struc-
ture ne peut étre décrite dans son devenir que par la fagon dont elle
s'engendre. Et une description de ce genre ne peut qu’indiquer les pro-
cédés selon lesquels « aux éléments déja existants viendront s’adjoindre
encore de mouveaux éléments » . C'est naturellement ici que doit inter-
venir la notion de la définition prédicative de Poincaré : Le processus de
la construction doit étre prédicatif en ce sens que 'adjonction de nou-
veaux ¢léments ne doit remettre en question aucune des liaisons sup-
posées déja établies entre les éléments supposés déja existants.

Voyons maintenant sous cet angle le second axiome de notre suite a
définir :
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Axiome N,. Les éléments qui sutvent un élément a quelcongue, forment
une structure qui posséde elle-méme un premier élément a-+, diff érent de a.

Supposons donc que tous les éléments existants déja possédent la pro-
priété requise, c’est-a-dire que les liaisons entre eux satisfassent aux in-
compatibilités axiomatiques. Soit maintenant b un nouvel élément. En
exigeant certaines incompatibilités, nous pourrons lintroduire entre a
et a +, par exemple. Par d’autres incompatibilités nous pourrons exiger
que b soit le premier des éléments qui viennent aprés a, et ainsi de suite.

Le troisiéme axiome de Peano contient la notion de classe empruntée
a la logique. Nous pourrions introduire cette notion sous la forme d’une
structure partielle par la définition suivante :

Une structure partielle qui ne se décompose pas en deux structures
partielles indépendantes est une classe dans la structure originelle. On
pourra dire aussi que les éléments d'une classe possédent un attribut
déterminé.

Avec cette définition on pourrait conserver le troisiéme axiome en
question. Mais il nous parait préférable de faire appel a des axiomes de
la méme nature que le précédent. Le plus simple sera d’introduire aussi
la notion de dernier élément.

Axiome N,. La classe des éléments qui précédent a possede un dernier
élément a- .

La structure est maintenant ordonnée dans les deux sens. Il suffit
d’exiger finalement que la classe des éléments qui viennent avant un @
quelconque soit finie. Ceci peut faire 'objet du dernier axiome que voici :
Azxiome N, Toute structure partielle contenue dans la classe des élé-
ments qui précédent a posséde aussi un dernier terme ).

En résumé, nous définissons donc la suite dénombrée comme étant la
structure libre qui satisfait aux axiomes (O,, O,, O,) de l'ordre et (N,,
N,, N;, N,) du nombre.

Sur la base de ces axiomes et des notions fondamentales explicitement
introduites, en particulier des notions du premier et du dernier, le prin-
cipe d’induction est maintenant démontrable.

On peut tout d’abord I'énoncer sous la forme suivante :

Toute structure partielle de la suite dénombrée qui commence par I et
qui contient, en méme temps qu'um élément a toujours le swivant a+,
est identique & la suite dénombrée.

L’identité de deux structures infinies est une chose a définir : Deux

%) Si T'on étendait la notion de structure partielle (impropre) 4 la structure originelle
elle-méme, Paxiome N, condiendrait naturellement N;.
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structures infinies sont identiques si elles ont été construites par une
application identique des mémes principes et si elles satisfont aux mémes
azxiomes restrictifs.

I1 va de soi que dans ce cas tout élément qu’on pourra attribuer a 'une
pourra I’étre aussi a l'autre.

Dans notre cas, la suite partielle satisfait d’elle-méme aux axiomes N,
et N,, et naturellement aussi a I'axiome N,, puisqu’une structure partielle
d’une structure partielle est encore une structure partielle. Quant aux
€léments qui précédent un élément a dans la structure partielle, ils le pré-
ceédent aussi dans la suite primitive et possédent un dernier terme d’apres
N,ou N,.

Enfin, il est clair que s’il ne s’était agi, dans ce qui précéde, que de par-
venir le plus rapidement et le plus simplement possible a la structure
dénombrée, il aurait suffi de faire appel aux principes d’extension et de
libre liaison.

6. La relation logique

Jusqu'’ici les liaisons ne sont entrées en rapport les unes avec les autres
que par leur incompatibilité éventuelle. Les seules propriétés qu’elles
peuvent posséder, c'est donc d’exister ou de ne pas exister simultané-
ment (ou aussi de toucher des éléments communs). Mais nous n’avons
encore introduit aucun principe qui permette de décider quand deux liai-
sons, posées tout d’abord comme différentes, peuvent étre regardées comme
identiques ou équivalentes. Pour y parvenir, nous allons commencer par
définir la projection d’ume structure sur elle-méme.

Considérons tout d’abord, par exemple, la structure dénombrée qui ne
conserve que les liaisons distinguées qui joignent un élément @ au sui-
vant @ +. On obtient une projection de la suite sur elle-méme en faisant
correspondre 1'élément 1 3a un élément quelconque x, puis lélément
1+=2 a I’élément x +, et ainsi de suite. En général :

Définition : Une projection d’'une structure sur elle-méme est une cor-
respondance univoque et réciproque de la structure avec tout ou partie
d’elle-méme, la correspondance embrassant & la fois les éléments et les
liaisons.

Les projections qu’une structure admet forment naturellement un quasi-
groupe %).

Cette définition devra étre encore un peu étendue dans un instant. Dans
le cas qui nous occupe, ce quasi-groupe est tel que la liaison (1, 2).peut

6) Le quasi-groupe satisfait aux axiomes de groupe excepté 2 celui des éléments inverses,
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étre amenée sur toute liaison (a, ¢+). Si maintenant nous regardons cette
applicabilité comme la caractéristique de I'équivalence, toutes les liaisons
de la suite deviennent équivalentes & (1, 2) et équivalentes entre elles.

C’est ce systéme de liaisons toutes équivalentes que nous définissons
comme formant une relation logique ; celle de I'élément quelconque a i
a+. Dés ici, le symbole (a, a+) peut étre considéré comme celui de la
relation elle-méme.

Ce premier exemple est un peu particulier, du fait que o détermine a+.
Examinons encore la structure dénombrée ot I'on a réintroduit les liai-
sons entre les éléments qui ne se suivent pas immédiatement. Pour dé-
crire le quasi-groupe des projections qui interviennent ici, il est commode
d’imaginer que la structure est donnée en deux exemplaires superposés.
L’élément @ de la liaison (a, b) sera supposé choisi dans le premier exem-
plaire, et b dans le second.

On peut alors «repousser » le second exemplaire « vers la droite »
comme dans le premier exemple, de facon que 2 vienne en y. La liaison
(1, 2) tombe sur (1, ¥), le premier élément étant resté fixe.

On peut ensuite « repousser » aussi le premier exemplaire « vers la
droite » de fagon que 1 vienne en x, x devant d’ailleurs précéder y. La
liaison (1, 2) est maintenant équivalente & la liaison (x, y). Cette der-
niére est d’ailleurs quelconque dans la structure. Celle-ci est donc unique-
ment formée de liaisons équivalentes entre elles. Elle représente encore
une fois une relation logique, qu'on écrira

(%, 9) =Y.

Le fait que la structure correspondant 4 la premiére relation est comprise
dans cette derniére signifie que celle-ci est plus générale.

Examinons encore la relation réalisée arithmétiquement par deux
nombres, a¢ et b, et leur somme ¢. Nous 'écrirons

(a,b,¢c) =at+b=c.

Pour obtenir cette relation, en d’autres termes pour obtenir les axiomes
de P'addition, nous allons précisément nous servir du quasi-groupe qui sert
A identifier les liaisons. Nous commengons donc par établir (principe de
libre liaison) une liaison entre les éléments 1,1 et 2. Pour plus de clarté,
on pourra supposer avoir 3 exemplaires de la structure dénombrée a sa
disposition. Le quasi-groupe sera ensuite engendré par les opérations
suivantes :

Lorsque 'exemplaire a de la structure est repoussé d’un pas vers la
droite, il en est de méme de 'exemplaire c.
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Lorsque I'exemplaire b est repoussé d'un pas vers la droite, il en est
encore une fois de méme de I'exemplaire c.

Les deux éléments 1 des exemplaires a et b peuvent venir se placer en
des endroits quelconques, tandis que le troisiéme élément de la relation
est déterminé.

Les axiomes correspondant a cette fagon de faire sont maintenant :

Axiome §, I+ 1=14 (=2)
Axiome S, (e4+1)+b=(@+b)+1
Axiome S, at+ b4+ 1)=(a4+b) + 1.

On pourrait naturellement retrouver des circonstances analogues dans
les structures denses homogénes comme celles qui sont réalisées par la
suite des nombres rationnels, par exemple, ou par le continu linéaire.
Mais il n’est pas possible d’opérer de la méme fagon si la structure étudiée
n’est pas homogéne (par exemple une suite dénombrée suivie elle-méme
d’un ensemble dense). Mais ce n’est peut-étre pas un défaut de notre point
de vue, car il n'y a en réalité pas grand’chose de commun entre le fait de
se suivre dans une suite dénombrée et dans une suite dense. I.’identi-
fication exigerait « l'enrobement » dans une suite homogéne, ce qui est
d’ailleurs toujours possible.

Comme conclusion, nous voulons formuler le principe d’identification
dont nous nous sommes servi et la définition de la relation logique. Il
nous faut tout d’abord étendre la notion de projection d’une structure
de liaisons a un systéme d’autant de structures superposées qu'il y a de
termes dans les liaisons considérées. On peut ensuite énoncer le :

Principe des liaisons équivalentes. Deux liaisons qui, lors d'une pro-
jection (géméralisée) d'ume structure sur elle-méme, viennent & coincider,
peuvent étre regardées comme équivalentes.

La définition de la relation est maintenant la suivante :

Une relation logique est une structure de liaisons toutes équivalentes.
L’existence d’'une relation logique est donc liée a l'existence d’un quasi-
groupe transitif de projections d’une structure sur elle-méme, la transivité
devant étre réalisée aussi bien pour les liaisons que pour les éléments.

7. Comparaison avec |'axiomatique actuelle

Nous allons maintenant examiner comment se présentent les axiomes
de M. Zermelo dans le cadre que nous avons tracé.

La premiére remarque a faire concerne la notion méme de I'élément :
dans la théorie de M. Zermelo, ’élément doit étre un ensemble, la relation
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de l'ensemble-élément & I'ensemble-totalité restant dans ['état d’in-
détermination que Poincaré avait déja souligné ; dans notre esquisse, au
contraire, 1'élément est une entité sans signification préalable et qui par
exemple ne devient nombre que par sa présence dans la suite dénombrée.
En revanche, la notion d'appartenance de 'élément a 'ensemble est directe-
ment fondée sur la notion intuitive de collection.

Le principe de contraction permet toutefois d’imaginer qu'une struc-
ture puisse jouer le role d’'un élément. Mais la différence avec 'ensemble-
élément n’en reste pas moins essentielle : si 'on remplace par contraction
une structure par un seul élément, celui-ci ne garde plus trace du fait que
sa place était occupée tout a l'heure par une structure ; sa signification
est a nouveau déterminée par sa seule position dans la structure restante.

Il en résulte que les deux relations aeb et a< b ne sont pas essen-
tiellement différentes.

On voit par 13 que la notion d’élément logique est bien adéquate i la
spéculation mathématique : elle permet de faire abstraction des propriétés
« internes » d’une « pluralité » pour n’envisager que ses rapports avec
d’autres « pluralités ».

Quant a la relation @ = b elle sera pour nous l'identité des structures
@ et b, dont nous avons parlé au paragraphe précédent. (Nous dirons aussi
qu’elles sont superposables.)

Dans ces conditions, 'axiome 1 de M. Zermelo s’énonce comme suit :

Axiome 1. Si deux structures a et b sont superposables et si a est
structuve partielle d’'une troisiéeme structure A, il en est de méme de b
gui peut prendre la place de a.

Cet axiome est naturellement vérifié.

L’axiome 2 est également immédiat :

Axiome 2. Les éléments de deux struciures différentes peuvent éire
réunis en une seule structure.

I1 suffit en effet d'introduire des liaisons quelconques entre les éléments
de T'une et les éléments de 'autre. Si par exemple, les deux structures
sont ordonnées, on peut a volonté intercaler les éléments de I'une entre
les éléments de l'autre.

L’axiome 3 n’est qu'une autre forme de la réciproque du principe de
contraction.

Axiome 3. Si A est une structure de structures, c’est encore une struc-
ture formée & U'aide des éléments des structures particlles.

Nous reviendrons dans un instant sur les axiomes 4 et 5.

L’axiome 6 peut étre envisagé de deux maniéres : 1l peut étre regardé
tout d’abord comme une autre forme du principe de contraction. Mais
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s'il ne s’agit pas seulement d’affirmer l’existence d’un seul ensemble
« choisi », le réle de cet axiome est en tous points semblable a celui de
l'axiome 3. Il décrira comment on peut former un ensemble comprenant
toutes les possibilités de choix,

Considérons le cas le plus simple de deux structures. Imaginons que a
et b soient deux éléments de la premiére entre lesquels il existe » liaisons
(a, b),, (a, b),...., que de méme a’ et b’ soient deux éléments pris dans
la seconde entre lesquels existent les »’ liaisons (o, b"),, (a’, b),.....
Correspondant aux deux paires a et @/, et b et b’, nous imaginons deux
éléments logiques A et B entre lesquels il y ait 4 la fois les liaisons de la
premiére et de la seconde structure (c’est-a-dire, puisque les liaisons n’ont
aucun caractére spécifique, n + #' liaisons différentes). Nous obtenons
ainsi une nouvelle structure qu’on peut appeler une structure-produit des
deux premiéres.

Cette facon de faire peut s’étendre au cas out 'on a a « choisir » les
éléments dans une suite S infinie (et liée) de structures. On pourra
établir dans ce cas une infinité de liaisons entre les éléments A4 et B.
Ces liaisons formeront elles-mémes une structure, et on les ordonnera
par exemple par paquets de n, #, n” ..., liés entre eux de la méme fagon
que les structures de la suite S.

Si par exemple, on devait construire par ce procédé le produit de la
suite dénombrée par elle-méme, on pourrait en représenter la structure
comme dans la fig. 2. Les termes qui se suivent sur une verticale ou sur

7 R 3 ¥
1z 6
//
A
2" |a/ A\ -
3’ 16’ ‘8&’
4! VB

Fig. 2.

une horizontale sont liés une fois, les diagonales des carrés portent deux
liaisons. On voit aussi quelles liaisons il faudrait supprimer pour que
cette structure redevienne une suite dénombrée.
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Nous n’avons tenu compte que des liaisons & deux termes pour « or-
donner » la structure-produit. On peut traiter les liaisons & plus de deux
termes de fagon analogue.

L’axiome 4 est encore du méme genre que le précédent. S’il ne s’agit
que d’indiquer une structure qui le vérifie, la chose ne présente aucune
difficulté. Par exemple on peut considérer deux sous-structures comme
lides s’il existe au moins une liaison entre un élément de 'une et un élé-
ment de l'autre, ou un élément de 'une et deux éléments de V'autre, etc.

On pourrait aussi, selon le procédé de Cantor, ramener la construction
d’une structure satisfaisant a cet axiome 2 celle d’'un produit « répété ».

L’axiome 7 est remplacé par la construction axiomatique de la suite
dénombrée.

Reste enfin 'axiome 5, dans lequel la notion d’attribut défini qui inter-
vient « du dehors » et dont le domaine de signification n’a pas été délimité,
est généralement considérée comme un point faible. Dans l'esquisse que
nous avons tracée, nous avons placé la structure partielle avant 'attribut.
L’axiome 7 est donc vérifié identiquement. Mais le role qu’il joue dans la
construction axiomatique, ce sont les procédés d’aprés lesquels les struc-
tures partielles peuvent étre déterminées qui en tiennent lieu.

Ces procédés peuvent étre déji distingués dans 'exemple de la suite
dénombrée. Ainsi, les nombres pairs y déterminent une structure partielle
parce que la notion de nombre pair peut étre définie a partir des prin-
cipes fondamentaux, et spécialement des axiomes restrictifs de la suite
dénombrée. Il en serait de méme pour toute autre propriété arithmétique.
En d’autres termes et en général :

Si l'on entend par attribut bien défini une propriété de certains élé-
ments d'une structure qui peut étre construite sur la base des principes
généraux et des axiomes relatifs spécialement i cette structure — et dont
la validité ou la non-validité peut étre constatée sans ambiguité —, alors
notre définition de la structure partielle est équivalente a 'axiome 5.

La différence est que maintenant le domaine de signification du mot
attribut est délimité.

En résumé, on voit qu’il suffit de quelques modifications, dont les unes
sont assez légéres, mais dont la derniére est essentielle, pour que les
axiomes de M. Zermelo viennent prendre place dans notre théorie. Il est

vrai qu’ils s’y trouvent maintenant plutét comme conséquences que comme
axiomes.
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8. Les antinomies

Nous allons maintenant faire voir que les antinomies bien connues
sont écartées tout naturellement.

Commengcons par le paradoxe de l'ensemble de tous les ensembles qui
ne se contiennent pas eux-mémes comme éléments.

La premiére remarque a faire — remarque de principe — c’est que
les ensembles qui ne se contiennent pas eux-mémes comme élément ne
sont pas des éléments logiques. Ce sont des objets de la pensée carac-
térisés par une propriété a priori, et non par leur position dans une
structure logique. Leur ensemble, dans notre théorie, n’existe pas.

Tout au plus pourrait-on former une structure qui soit ensuite réalisée
par «tous» les ensembles dont nous parlons. Il faudrait trouver un
principe ordinateur, selon lequel ils pourraient étre mis en liaison. Il n'y
a aucune raison de croire qu’'un principe de ce genre soit contenu dans la
notion seule « d’ensemble qui ne se contient pas lui-méme comme élément ».

Ainsi, nous ne sommes pas en mesure de construire une structure
correspondant a l'ensemble antinomique. Et méme si nous le pouvions,
le paradoxe pourrait encore étre évité.

Supposons, en effet, que 3 soit une structure de ce genre. Clest dire
qu’elle a été formée d’aprés 'axiome 3 du paragraphe précédent, ou d’apres
la réciproque du principe de contraction, 4 l'aide des structures qui ne sont
pas applicables sur une partie d’elles-mémes. Posons la question qui
devrait amener le paradoxe : 3 se contient-elle elle-méme comme struc-
ture partielle ?

Supposons que non : Alors, d’aprés la fagon dont elle a été construite,
elle devrait se contenir elle-méme, ce qui est la contradiction bien connue.

Supposons le contraire : elle contiendrait alors une structure partielle
qui se contiendrait elle-méme.

Si nous devions admetire, comme dans la théorie habituelle, que
cette structure ne peut étre qu’'un élément de X, nous ne pourrions éviter
la seconde contradiction, et le paradoxe serait 13, encore une fois. Mais
la chose n’est aucunement nécessaire : il peut fort bien exister une struc-
ture partielle qui soit différente de celles qui ont servi a construire I'en-
semble . L’antinomie a donc disparu.

Passons a l'antinomie du plus grand cardinal, que nous considérons
comme plus profonde.

Le mécanisme qui l'engendre est le suivant :

Tout ensemble E posséde un nombre cardinal déterminé. Le cardinal
de 'ensemble ((E)) des sous-ensembles de E est plus grand que celui de
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ce dernier. L’ensemble T de tous les ensembles ne peut avoir que le plus
grand cardinal, et pourtant I'ensemble ((7)) en a un plus grand encore.

Que pouvons nous objecter a cette facon de faire ? Il y a tout d’abord
la remarque de principe qui peut étre invoquée dans tous les cas sem-
blables. C’est que les objets «ensembles » ne sont pas des éléments
logiques, mais des objets doués a priori de certaines propriétés. L’en-
semble de tous les ensembles est donc une construction mentale tout a fait
étrangére A la théorie que nous avons développée. Tout au plus pourrait-
on parler :

soit d’'une structure dont les éléments puissent étre réalisés par les
objets « ensembles », et les liaisons par certaines fagons de ces der-
niers d'entrer en rapport les uns avec les autres,

soit d’une structure dont elle-méme et toutes les autres structures
soient des structures partielles.

Dans le premier cas, il pourrait arriver que la structure ainsi abstraite
fit antinomique. Mais ce fait ne toucherait en rien notre théorie, car
nous ne reconnaissons pas comme légitimes toutes les structures abstraites
de tels ou tels ensembles d’objets aux propriétés les plus imprévues,
mais seulement celles qui peuvent étre construites sur la base de nos
principes fondamentaux.

Pour reprendre la comparaison avec la géométrie élémentaire, nous
sommes aussi peu dans I'obligation de reconnaitre les structures abstraites
de collections d’'objets, que la géométrie euclidienne du plan l'est d’ac-
cepter les résultats de mesures faites sur une sphére ou sur toute autre
surface. La géométrie et notre théorie échappent aux dangers que re-
présentent pour l'une la formation de collections aux caractéres anti-
nomiques (comme le catalogue des catalogues qui ne se mentionnent pas
eux-mémes, ou comme la classe des adjectifs imprédicables de Russel),
et pour l'autre les mesures sur les objets physiques, parce que l'une et

l'autre ont été placées par 'axiomatisation en dehors de la « sphére de
leurs réalisations respectives ».

Ceci dit « pour le principe », il nous faut reconnaitre que, dans le cas
qui nous occupe, nous ne sommes pas encore hors de peine, parce que
le paradoxe semble renaitre & propos de la seconde éventualité, A propos
de la «structure de toutes les structures». Nous pourrons d’ailleurs
nous borner a considérer des structures libres, par exemple des structures
ot il y a exactement une liaison entre deux éléments quelconques. Sup-
posons que l'on puisse former la somme de toutes les structures de ce
genre. Il faudrait premiérement que celles-ci correspondissent aux élé-
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ments d'une structure. On pourrait déja s’arréter ici, en remarquant que
nos structures libres ne sont pas liées a priori par leur définition. Mais
a défaut des liaisons imposées par les définitions, on peut en imaginer
plus ou moins librement. Par exemple on pourrait dire que le fait d’en-
visager deux structures simultanément constitue déja, dans la sphére des
réalisations, l'’équivalent d’une liaison. On est donc conduit & envisager
les structures en question comme correspondant aux éléments d'une
structure libre du méme genre que celles dont nous nous occupons.
Acceptons cette facon de faire.

Une fois toutes ces hypothéses admises, on pourrait former la struc-
ture-somme S en établissant entre les éléments de deux structures a
additionner exactement une liaison allant de chaque élément a chaque
élément. La structure-somme est alors encore une structure libre du
méme genre que les précédentes, et il n’en peut exister d’autres qui n'y
soient pas contenues comme structure partielle.

Et maintenant nous pouvons former selon l'axiome 4 une structure
dont les éléments correspondent aux structures partielles de S. En éta-
blissant une seule liaison entre les éléments représentants de deux en-
sembles dont au moins deux éléments sont liés, nous engendrerons en-
core une fois un ensemble libre ((§)) du méme genre. Tous les termes
du paradoxe sont & nouveau la,

Dés lors il est clair que le nceud de la question doit se trouver dans la
démonstration qui, dans la théorie de Cantor, assigne a l'ensemble de
tous les sous-ensembles d'un ensemble quelconque un nombre cardinal
supérieur au nombre cardinal de ce dernier. Pour le dénouer, il nous
faut commencer par quelques remarques sur l'emploi du mot tous.

Examinons pour commencer le cas d’une collection finie. Pour une
collection assez peu nombreuse, le mot tous a une signification intuitive
immédiate. Dire que, dans ce cas, tous les objets sont donnés, cela veut
dire qu'on peut «entrer effectivement » en possession de chacun d’eux.
Mais la chose change totalement d’aspect si la collection devient suffisam-
ment nombreuse pour qu’il ne soit plus possible d’en examiner tous les
objets 'un aprés l'autre jusqu'au dernier. Tout comme le mot infini, le
mot fini a dans ce cas une signification en partie conventionnelle. En
disant que tous les objets sont donnés, on demande qu’on admette la pos-
sibilité de les énumérer un 3 un jusqu’a épuisement. Pour reprendre une
expression fréquemment employée ces derniers temps dans la discussion
des fondements des mathématiques, c’est un chéque en blanc sur tout
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objet compris entre le premier et le dernier, mais dont on ne peut assurer
d’avance si on pourra le remplir effectivement. Le sens du mot tous est
alors relatif a la convention qui veut que ce chéque ne perde jamais sa
valeur, c’est-a-dire aux regles axiomatiquement acceptées qui régissent
I'emploi des nombres.

Quelle est la différence avec le cas de la suite dénombrée ? Le sens
des mots : « Tous les éléments de la suite ont telle ou telle propriété » est
ici tout engagé dans le principe d’induction, (qui est soit un axiome,
comme dans le systéme de Peano, soit une conséquence des axiomes de
la suite dénombrée) et ne porte pas plus loin que celui-ci. Dire que tous
les éléments sont donnés, c’est dire simplement que l'on peut toujours
passer au suivant, et c'est accepter que cela soit suffisant bien qu’il n'y
ait pas de dernier. Par définition, la suite dénombrée est précisément celle
pour laquelle cette convention (axiomatique) est valable.

Il ne sert de rien d’objecter : « Il est absurde de dire que tous les élé-
ments d’une suite infinie, méme dénombrée, ont été examinés, puisqu’il
est dans la nature de l'infini de ne pas étre épuisé. » En parlant ainsi, on
oppose simplement I'un a 'autre le sens de tous dans une suite finie et
l'autre sens de ce mot dans une suite dénombrée, ces deux significations
étant en effet irréductibles l'une a l'autre.

Il n’y a pas de difficulté a raisonner de la méme facon sur l’ensemble
réalisé par les nombres rationnels ou par le continu des nombres réels.
On postule tout d'abord les axiomes de l'ordre, puis certains axiomes
restrictifs plus ou moins analogues aux axiomes du nombre qui fixent
les conventions suivant lesquelles le mot tous peut étre employé.

En résumé, la signification du mot tous a l'intérieur d’une structure, est
relative aux axiomes que cette derniére doit (par définition) vérifier :
Cest un caractére imtrinséque qui ne peut étre sans plus reporté d’une
structure sur une autre.

Ces constatations s’appliquent immédiatement 3 la notion de I’équi-
valence. Si deux structures doivent étre telles que tout élément de 'une
corresponde & un élément de l'autre et réciproquement, les mots : « tout
élément » ont un sens fixé la premiére fois par les axiomes de la premiére
structure, la seconde fois par ceux de la seconde.

Il est un cas ot cette équivalence doit étre admise : c’est celui ot les
deux structures satisfont aux mémes axiomes. Rien ne peut dans ce
cas les distinguer 'une de l'autre.

Ce sera I'équivalence au sens restreint. On pourra Vélargir ensuite par
les définitions suivantes :
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Deux structures sont équivalentes si I'une s’obtient & partir de lautre
par suppression de certaines liaisons seulement.

Deux structures sont équivalentes si ce sont deux sommes ou deux
produits formés de « fagon équivalente » a I'aide de structures équivalentes.

Ceci posé, envisageons deux structures libres quelconques du méme
genre que précédemment et supposons qu’on n'ait accepté aucun axiome
restrictif (si ce n’est peut-étre, pour toutes deux, les axiomes de 'ordre).
D’aprés ce que nous venons de dire, nous n’avons aucun moyen de cons-
tater en quoi elles pourraient différer. Au contraire, d’aprés la définition
de la structure libre, l'une quelconque peut toujours étre envisagée
comme faisant partie de l'autre : il faut donc les considérer comme équi-
valentes. Ainsi: Deux structures libres gquelconques (du méme type)
sont a considérer comme équivalentes.

Ceci nous raméne aux deux structures S et ((S)). Comme leur équi-
valence se confirme, c’est bien dans la démonstration indiquée qu’il nous
faut rechercher la cause du paradoxe. Rappelons-en les points essentiels.

Les éléments de ((S)) représentent les structures partielles de S.
Parmi celles-ci se trouvent aussi celles qui ne comprennent qu’'un élément :
S est donc structure partielle de ((S)). Nous allons partager les éléments
de ((S)) en deux classes :

la premiére comprendra les éléments qui sont compris dans la struc-
ture partielle A laquelle ils correspondent,

la seconde comprendra les éléments qui n'y sont pas compris.

On montre ensuite que cette seconde classe ne peut correspondre i
aucun élément de ((S)) et que, par conséquent, elle ne peut étre une
sous-structure de S.

Le point essentiel du raisonnement est donc celui ott I'on applique le
principe suivant : De tout élément on peut décider sans ambiguité s’il
appartient ou non & un ensemble déterminé. Ce principe forme en quelque
sorte le fondement de la définition de I'ensemble dans la théorie habituelle,
ot les éléments d’'un ensemble sont contenus dans celui-ci en tant qu’in-
dividualités possédant une propriété distinctive, sur la foi de laquelle
I'élément est attribué ou non a I'ensemble,

Dans notre théorie, ce principe est faux. Un élément logique n'ayant
aucune propriété a priori, il n'y a aucun sens a demander s’il fait ou non
partie d’une structure. La chose est bien visible sur 'exemple des struc-
tures libres. Les principes de libre extension et de libre liaison permet-
tent d’attribuer un élément logique quelconque & une structure libre quel-
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conque. (C’est 13 justement la raison de la dénomination : structure
libre.)

Dans notre théorie, la notion de nombre cardinal ne pourra étre étendue
aux structures libres : c’est ce que nous voulions déja dire au § 4 par
les mots : Les structures libres (ou seulement ordonnées) ne tombent
pas encore sous la catégorie du nombre.

L’antinomie a maintenant complétement disparu.

Il est inutile d’insister encore sur la structure somme de toutes les
structures, sur laquelle on ne raisonnerait pas différemment.

9. Conclusion

L’analyse du paradoxe du plus grand cardinal a montré que la source
des difficultés, dans la théorie de Cantor, est en premier lieu la notion de
I'objet susceptible de posséder, a priori et de par lui-méme, telle ou telle
propriété ; en second lieu la définition de l'ensemble comme collection
d’objets ayant une propriété distinctive. C’est la ce qu’on pourrait appeler
une définition statique de I'ensemble : les objets-éléments sont tous déter-
minés par avance et il faut admettre que, d’'un objet quelconque, on saura
décider s’il appartient ou non 4 un ensemble déterminé, mais quelconque.

Bien qu’elles réduisent d’emblée l'objet-élément a n’étre plus qu'un
ensemble, la théorie de M. Zermelo et les théories plus récentes qui en
découlent restent complétement sur le méme terrain.

A cette fagon statique d’envisager un ensemble, on peut opposer la
notion de la « totalité en devenir ». Toujours A propos des axiomes de
M. Zermelo, Poincaré écrivait déja : « Quand je parle de tous les points
de l'espace, je veux dire tous les points dont les coordonnées sont expri-
mées par des nombres rationnels, ou par des nombres algébriques.... ou de
toute autre maniére que l'on pourra inventer. Et c’est ce 'on pourra qui
est Pinfini. »

C’est a cet ordre d’idées qu’appartient la notion de limite, et spéciale-
ment celle de suite en devenir (werdende Folge) de M. Weyl.

On peut dire que la plupart des difficultés de la théorie des ensembles
provenaient de la contradiction « latente » entre la définition statique, et
la nécessité de considérer l'infini comme étant en état de perpétuelle
extension.

Pour y échapper nous avons dégagé de la motion intuitive d’objet la
notion d’objet purement logique, dont les propriétés a priori se réduisent
A étre soit identiques, soit différents entre eux, et dont les autres pro-
priétés lui seront conférées par une structure en devenir.
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Un autre exemple typique d'objet en devenir est celui de la structure
libre.

Nous croyons utile d’ajouter un mot encore sur la différence que nous
avons faite entre les principes et les axiomes.

Les principes formulent les régles selon lesquelles une structure quel-
conque peut étre traitée. Elles viennent compléter les régles simples,
valables pour une collection finie, quant au partage de celle-ci en deux
ou plusieurs collections, quant a la réunion de deux collections en une
seule, quant aux possibilités de choix ou de permutations, etc., régles
qu'on peut considérer comme formant la partie essentielle de la logique
ordinaire. On pourrait donc dire que les principes ont pour objet de for-
muler les régles de la logique de l'infini (en deliors de la question de savoir
si nous les avons déja formulées toutes). )

Les axiomes, au contraire, sont des décrets restrictifs portés sur des
structures en devenir, et dont l'extension indéfinie est ainsi soumise a
certaines prescriptions caractéristiques.

Ceci dit, nous pouvons énoncer de la fagon suivante le but que nous
nous sommes proposé d’atteindre dans ce travail : Il s’agissait de montrer

a) qu’en acceptant les régles de la logique ordinaire pour autant qu'il
s’agit de structures finies,

b) qu'en les complétant par certains principes relatifs aux structures
infinies,

c) et en n'opérant systématiquement que sur les « objets logiques »
dont le sens et le role doivent étre précisés par une axiomatisation sus
generis (et d’ailleurs étroitement analogue en son principe a celle qui
permet de constituer la géométrie élémentaire en science, rationnelle),

on élimine de facon toute naturelle les antinomies qui se présentaient
jusqu’ici, spécialement dans la théorie des ensembles et dans la logique de
I'infini.

(Recu le 6 avril 1932)



La propagation des ondes et les caustiques

par J. HADAMARD, Paris

Le présent travail fait suite & ceux que nous avons publiés sur le prin-
cipe de Huygens — ou, plus exactement, sur la ,majeure de Huygens* —
pour les équations a trois variables indépendantes, et particuliérement 1)
a ceux qui ont été insérés au Journal de Mathématiques en 1929 et aux
Acta Mathematica en 1930 2), lesquels seront respectivement désignés par
les abréviations JM et A,.

Le premier de ces deux Mémoires était consacré au théoréme d’addi-
tion intégral qui résulte de la majeure de Huygens, dans I'hypothése ou,
entre leurs points extrémes, les ondes considérées ne présentent aucune
singularité, autrement dit, n’ont pas de points communs avec une caus-
tique. Nous nous proposons, dans ce qui va suivre, d’examiner ce qui se
passe lorsqu’on renonce a cette hypothése.

L’onde rétrograde issue d’un point o et relative & une équation linéaire
du second ordre hyperbolique

o .0
(E) Fl) =2 a0 o 4 S B - Cu=¢

i, 7=1,2,3 i=1,2,8

ou plutét la nappe conique I’y qui la représente dans l'espace & trois
dimensions sera donc, comme précédem-
ment, coupée par deux surfaces succes-
sives S, S, (fig. 1) ayant toutes deux,
en chacun de leurs points, une orienta-
tion d’espace et qui délimiteront avec
elle deux régions bornées de lespace.
Dans la premiére de ces deux régions,
on admettra encore, comme nous l’avions
fait jusqu’ici, que tout point peut étre
joint au point o par une géodésique bien X
déterminée de I’élément linéaire Fig. 1.

(o]

H(d, dr, da*; o, 2%, 2%) = D Hydvidy!

1) Voir aussi Bulletin Soc. Math. Fr., tome LII (1924), p. 14I.
2) Journal de Math., t. VIII (volume publié en I'honneur de MM. Appell et Picard, 1929),
p. 197; Acta Math, t. LIV (volume publié en hommage i Fredholm, 1930) p. 247.
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qui correspond a I'équation 3), de sorte que le déterminant fonctionnel
désigné par J dans nos Lecons de Yale ¢) sera différent de zéro dans la
région en question, partout ailleurs qu’au sommet du conoide et que la
quantité [, carré de la distance géodésique i ce sommet, aura partout
une valeur déterminée. C’est ce que nous appellerons '’hypothése a.

Nous continuerons également a admettre une hypothése analogue — dite
hypothése f — en ce qui concerne la nappe de conoide rétrograde issue
d’un point quelconque 1 de S,, dans toute la région limitée par cette nappe
et la surface §, et, de méme %), pour la nappe directe de conoide ayant
pour sommet un point quelconque 2 de S, dans toute la région délimitée
par cette nappe et la surface §,.

Par contre, nous avions également admis, dans nos travaux antérieurs
et, en particulier, dans JM, que les choses se passaient de méme pour le
conoide rétrograde de sommet o, jusques et y compris sa rencontre avec
§,. Clest cette derni¢re hypothése — dite hypothése y — qui ne sera
plus maintenue dans le travail actuel. Au niveau de la surface §,, le
déterminant fonctionnel J (toujours formé a partir du point o) sera
susceptible de s'annuler, et la quantité I'), pourra cesser d’étre une fonc-
tion bien déterminée et réguliére des coordonnées du point 2. Si ces
circonstances se produisent a l'intérieur du conoide I, elles ne donnent
lieu, comme nous le verrons (Cf. 12), a aucune difficulté ; nous aurons,
au contraire, 3 les étudier spécialement lorsqu’elles intéressent la nappe
conoidale elle-méme, représentative de 'onde rétrograde issue de o, c'est-
a-dire lorsque celle-ci ou, plus généralement, une onde incidente ¢) quel-
conque (voir plus loin n® 7) présente une caustique qui rencontre la sur-
face S,. Nous devrons, a cet effet, utiliser 'étude géométrique qui a été
faite de ce nouveau cas dans le Mémoire 4,, Mémoire dont, en consé-
guence, les résultats serviront de base a ce qui va suivre.

Nous avons méme a compléter sur quelques points ces remarques géo-
métriques. Les notations de A, et de JM n’étant pas les mémes, je pré-
fére, pour plus de clarté, commencer par donner, en me plagant dans la

3) Voir nos Lectures on Cauchy’s problem, Cambridge New Hawen, nos 55 a
56. Traduction frangaise, Paris, Hermann, 1932, p. I17 —119.

4) Lectures on Cauchy’s problem, Livre II, no 57bis, p. 122—123 de Dédition
frangaise.

5) Ces deux parties de ’hypothése § sont, dans une certaine mesure (mais dans une cer-
taine mesure seulement), équivalentes l'une & l'autre, en ce sens que le déterminant fonc-
tionnel analogue & J, formé & P'aide des deux points I et 2, est le méme, 3 un facteur prés
différent de zéro, quel que soit celui de ces deux points que I'on considére comme point de
départ, ainsi qu'il résulte du no /70 de nos Legons sur le probléme de Cauchy (p. 374—
377 de Dl'édition frangaise).

6) Comme nous Pavons dit (J. M., note de la p. 220), il s’agit d’une onde incidente ré-
trograde.
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premiére d’entre elles, les indications complémentaires pour lesquelles
elle convient particuliérement.

1. Prenons donc tout d'abord, comme dans A,, pour axe des x une
bicaractéristique située sur 'onde incidente I'j; pour plan des xy, une
caractéristique réguliére admettant cette bicaractéristique —, de sorte
qu’on peut écrire une intégrale compléte réguliére

s=F(x, 9,0 0)

telle que le second membre s’annule identiquement en «x, y pour
a=f=o0—, londe incidente I', étant la détermination de l'intégrale
générale que l'on obtient en prenant ¢ variable et 8 identiquement nul
et, par conséquent, en éliminant ¢ entre les équations ¢ = F (¥, y, a, 0) et

(1) o ey ) =o.

De plus, la bicaractéristique définie par les deux équations précédentes
pour a==0, est supposée étre 'axe des .

Une autre caractéristique se raccordant avec les premiéres tout le long
de cet axe s’obtiendra comme enveloppe de la surface

z:@(x,y, a):F[X,J” ayg(a)]

obtenue en remplacant, dans 'intégrale compléte, g par la fonction (nulle
a l'origine ainsi que sa dérivée)

(2) =g (a).

Entre deux surfaces de cette espéce, correspondant & deux choix diffé-
rents de la fonction (2), le contact est du méme ordre tout le long de
la bicaractéristique et du méme ordre que celui du contact entre les deux
courbes (2). On peut méme préciser d’'une maniére assez remarquable
la maniére dont la courbure d2z/dy? dépend de x ou, plutdt, dépend
simultanément de x et du choix de la fonction g. Celle-ci interviendra
par sa dérivée seconde initiale g’ (0) = u et l'on aura

139



(3) ﬁ———_A__
4 Bty

les quantités A, B dépendant de », mais non du choix de la fonction g.
En effet, la combinaison des deux formules (7) et (9) du Mémoire A4,
donne, pour d2z/dy?, la valeur

AN
s _ 00 (a_o?é})
e “W‘W‘

o’

(3")

Ici, le premier terme est nul, puisque, dans notre systéme de coordonnées
actuel, 2 = @ est représentée par un plan. D’autre part, toujours en raison

o 0o it OF 0P |
de g’ (0) = o, la valeur de 525y se réduit a 520y celle de Py a
O°F  OF , . .
6“2 + 613 g ’ dou

O F\*
( n) ﬁ__ (baby)
’ & FE oF
oo’ bﬂg

ce qui donne bien, pour la courbure en question, une expression de la
forme (3).

Au reste, le méme fait ressort de la théoric générale des caractéristiques.
Celle-ci nous apprend 7) que pour une équation aux dérivées partielles du
premier ordre

A(x’y7 z’?) g):o

(qu’il convient 4 cet effet de remplacer par ’équation

04 04 04 04
"—a?—i—sa—q'{—a—x—i—fsz——o

que P'on en déduit par une différentiation), la variation de r le long d’une
bicaractéristique obéit a4 une équation de Riccati. En lespéce, cette
7) Goursat, Ann. Fac. Sc. Toulouse, 2¢me série, t. VIII (1906), p. 427 et suiv., parti,

culierement, no 6, p. 438-9. Voir notre Cours d’Analyse, t. II, Paris, Hermann, 1930-
no 355, p. 456.
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équation admettrait une solution nulle, c’est-a-dire se réduirait & une
équation de Bernoulli, dont l'intégrale générale est bien de la forme (3).

Pour o différent de zéro et voisin de zéro, la valeur de d2z/dy? dé-
pendra encore homographiquement de y : elle sera donnée par la for-
mule (3").

2. Comparons en particulier, & ce point de vue, 'onde incidente I'; avec
le conoide direct ayant pour sommet un point 2 pris sur la courbe de
section 8) 7 de cette onde par la surface S,. Pour ce conoide, la fonction
g est donnée par I'équation

3y =2 I (22, p, a;ﬂ):F(xzyﬂ’z a, 9),

Xy, ¥y, 2, €tant les coordonnées de ce point 2. L’équation (1) étant encore

(s . . 0/ o . .
vérifiée en ce point, tandis que ~— est différent de zéro?®), ceci donne

0p

encore g’ —o0 ; puis g’’ est donné par

62F(xz, J/Z’ a) 0) aF | J—
od +3§g -

Si le point 2 appartient a une caustique de I'onde [}, ce que nous sup-
poserons avoir lieu pour a== o, il satisfait a la relation

O F o
o 7’
ce qui donne, pour g/, la valeur zéro. A partir de cette position, déplagons
le point 2 sur la courbe de section z, supposée non tangente a la bicarac-
téristique, a prenant alors une valeur différente de zéro que nous consi-
dérerons comme infiniment petit principal. On voit que la nouvelle valeur
2
Or, si,

F
oo

de g’ sera un infiniment petit du méme ordre que celle de

dans le plan des x vy, nous considérons la famille de courbes

4 F# 3, @)=0

8) Nous réserverons cette dénomination 3 la courbe dont il s’agit, par opposition aux
autres traces (trace de I, sur S;; traces de conoides ayant leurs sommets sur S; ou sur Sj)
dont elle est 'analogue d’aprés sa définition, en raison du role spécial qu’elle jouera dans
ce qui va suivre: en particulier, elle seule aura des singularités.

9) A,, note de la p. 250.
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N . , . . OF
(en I'espéce, f représente la dérivée 5—)’ donnant l'axe des x pour a = o,
a

de sorte que l'on aura, pour ¢ voisin de zéro,

4) f-=yh+tafitaf,

le coefficient f, de a étant nul au point de contact avec 'enveloppe de la
famille (4) (point que nous pourrons par exemple prendre comme origine)
et si, d’autre part, les deux autres coefficients f, f, sont différents de zéro
au méme point, la forme de I'’équation f = o montre que, sur un chemin
issu de l'origine et non tangent a 'axe des » (de sorte que » est un infini-
ment petit de 'ordre de y au moins), y est un infiniment petit d’ordre 2

exactement en a et
of 1 ‘/‘2—"——
sa =7V fi—ahity

2

un infiniment petit du premier ordre. Appliquant ceci a la projection de
2

0c
par conséquent, g’ (a) seront des infiniment petits du premier ordre
exactement. Il en sera de méme dés lors, d’aprés l'expression (3) dans

notre figure de 'espace sur notre plan des x y, nous voyons que et,

2 2
—) est différent de zéro 10), pour la différence
O 0y
qui existe, sur la surface S, entre les courbures des traces de I'onde et du
conoide direct ayant pour sommet le point 2 variable sur la courbe de
section 7.

Quant aux deux hypothéses f, = o, f, = o, la premiére est exclue d’une
maniére analogue a ce qui a été dit ') dans A4,, comme impliquant, au
3
0o’
signifierait (Cf. A4,, n*® 3, 6) que la surface S, passe par un point de

rebroussement de la caustique.

3. Nous ferons maintenant porter notre comparaison sur le conoide
direct ayant pour sommet le point 2 de 'axe des » — appartenant ou non
a la caustique — et sur le conoide rétrograde ayant pour sommet le point 1
d’abscisse un peu inférieure?) a celle de la surface-écran S,. Si, tout

laquelle le numérateur (

point 2, une singularité de la bicaractéristique ; la seconde, soit

= o,

10) A,, p. 253. . i .
1) Page 253. La remarque faite en cet endroit concerne le point I, mais s’applique sans
modification au point 2.

12) Le sens positif sur 'axe des x est supposé comme dans A, le sens rétrograde, celui
qui va de §; 4 S,.

142



d'abord, le point 2 est lui-méme trés voisin de S, mais du coté positif, les
traces de ces deux conoides sur S, seront deux petites ovales extérieures
I'une a I'autre. Lorsque nous déplacerons ensuite continuellement le point 2
le long de l'axe des #, dans le sens positif, jusqu'a I'amener sur .S, il
n’arrivera pas que la valeur correspondante de g’’ (o) devienne égale a
celle qui convient au conoide de sommet 1: car, comme on le voit en raison-
nant sur ce dernier conoide comme nous I'avons fait sur Iy, cela signifierait
qu’il admettrait une caustique passant par le point 2, contrairement a
I'hypothése 8. Il n’arrivera pas non plus que les traces des deux conoides
soient tangentes en un second point, car ils auraient alors une seconde
bicaractéristique commune 13) joignant le point 1 au point 2, ce qui serait
encore contraire a ’hypothése 8. Ces deux traces resteront donc, jusqu'au
bout, tangentes extérieurement 'une a l'autre.

Dans ces conditions portons, dans S,, sur une ligne partant de I'origine
et non tangente au plan des » y — par exemple sur l'axe des z, si S, a
pour équation ¥ =0 —, et cela dans le sens positif, qui sera supposé
dirigé vers l'intérieur de la petite aire découpée par le conoide de sommet 1,
une petite longueur qui sera considérée comme l'infiniment petit principal.
D’aprés I'hypothése g, Uextrémité 1 de cette longueur pourra étre jointe
au point 2 par une géodésique faisant avec le conoide, au sommet 2 de ce
conoide, un angle du méme ordre que la distance du point T & la trace du
conoide en question, c’est-i-dire du premier ordre. Une telle géodésique
sera d’ailleurs extérieure au conoide (géodésique d’espace) et donnera, par
conséquent, pour la quantité H, une valeur négative et infiniment petite
du premier ordre seulement. Comme la valeur de H est constante le long
de cette géodésique, celle-ci sera également, au point 1, extérieure au

conoide correspondant et fera, avec la direction de toute géodésique £
issue de I et intérieure i ce conoide, un angle qui ne pourra étre infini-

ment petit d’ordre supérieur au premier. Donc encore, le point 2, trace de
la géodésique £ sur S,, sera a une distance du point 2 qui — toujours
d’aprés 'hypothése § — ne pourra étre infiniment petite d’ordre supérieur
au premier.

Au point 2, sur la surface S, que nous pouvons supposer étre aussi un
plan » = const., le sens positif sur I'axe des z sera encore dirigé vers
lintérieur du conoide de sommet 1. Il sera également dirigé vers l'in-
térieur du conoide de sommet T, infiniment voisin du premier. Ces deux

18) Par un élément de contact sur S; passent deux bicaractéristiques, mais on a vu dans
J. M. (10) comment il y a lieu de choisir entre elles, et ce choix est manifestement le méme
pour les deux conoides, puisqu’il s’agit de directions toutes deux trés voisines de la bicarac-
téristique primitive.
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conoides ne sauraient se couper au voisinage du point 2 considéré : car
leur intersection serait le sommet d’un conoide direct infiniment voisin de
I', et dont la trace sur S, passerait par les points 1 et 1, alors que toute
corde d’une telle trace, infiniment petite et infiniment voisine du point 1,
ne peut avoir qu'une direction infiniment voisine de celle de 'axe des ¥.
Dés lors la ligne y-, trace sur S, du conoide de sommet 1, sera du c6té des
2z positifs par rapport a la trace y, du conoide de sommet 1, c’est-a-dire
sera tout entiére intérieure A ce conoide ; et il en sera de méme du point 2.

La géodésique 1 2 sera donc une géodésique de temps : elle correspondra
a une valeur de H positive et infiniment petite du premier ordre seulement.
Donc la trace sur §, du conoide de sommet 2 passera dans la région 2 > o,
3 une distance infiniment petite du premier ordre (et non d’ordre supérieur)
du point 1.

On voit que ces considérations, qui peuvent paraitre évidentes par elles-
mémes dépendent de la seule hypothése g et ne sont pas influencées par les
singularités possibles de I,

Ces points notés, nous reprendrons, en les simplifiant un peu %), les
notations de JM.

IIL

4. Conformément a ce qui a été fait dans JM et dans nos autres travaux
précédents sur le principe de Huygens, nous continuerons a prendre comme
point de départ la formule 15)

, ad
(F) Zﬂuoz‘fx v‘l’luldSl—_EmWOI’uIdS‘+ﬂLIWOIu1dSI
1 1 1
= (a) —

(0)+ ()

qui résout le probléme de Cauchy, en exprimant la valeur de 'inconnue u
au point o en fonction des valeurs u, de cette inconnue et des valeurs u’;
de sa dérivée transversale en tous les points de la surface S, la portion

14) L’onde T, dont ’équation, dans la notation de A,, était de la forme z=_y2¢ (x, y),
aura pour équation, dans le systtme de coordonnées qui sera considéré au no /I, y=—o;
sur cette surface, notre bicaractéristique initiale (axe des x du Mémoire Ay) sera définie par
I’équation complémentaire x = o. Enfin, 'écran S; (x = x; dans la notation de A,) pourra
étre pris, dans ce qui va suivre, comme plan des x y, en définissant, par exemple, z comme
une distance transversale a S, mesurée avec la forme métrique

15) Nous nous dispenserons, pour simplifier, d’affecter de l’indice 1 la lettre v, pour dé-
signer la transversale & S), la notation v, étant toujours employée pour désigner la trans-
versale & S,.
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utile 18) de cette surface, celle & laquelle est étendue l'intégration, étant
celle qui est comprise a l'intérieur du conoide caractéristique I'; de som-
met 0. Comme dans le Mémoire JM, les trois termes de cette formule
seront respectivement désignés par (a), (b), (c), ce dernier terme étant
toujours d’une étude plus simple que les premiers, de sorte que les résul-
tats qui le concernent peuvent étre écrits sans qu’il y ait lieu d’insister
sur leur démonstration. La quantité

7

01— T
FOI

est la solution élémentaire, solution de I'équation (E) par rapport aux

coordonnées du point o et de son adjointe (&) par rapport aux coordon-

nées du point 1. Dans le terme (b), on doit différentier par rapport a v
I'intégrale double

(5) f‘f;' 7}01/ Uy dsl

étendue successivement a la portion 18) de S, comprise dans le conoide I,
et 4 la portion analogue d’une surface S’, menée a une distance trans-
versale constante trés petite v de S, les valeurs de u étant prises les
mémes en deux points correspondants 1 et 1’ de S, et de §’,, c’est-a-dire
en deux points qui sont projection transversale 'un de 'autre. La méme
convention s’applique a I'élément de surface dS, ; au contraire, la quan-
tité v doit étre calculée pour les points o et 1 dans un cas, pour les
points o et 1’ dans Pautre. Le terme (@) peut d’ailleurs, comme nous
lavons fait dans JM, se mettre également sous la forme d’une dérivée

par rapport & v, celle de 'intégrale

(5 bis) f f w0t &S,
S1

avec la convention, contraire a la précédente, que la valeur de u est prise
différente au point I et au point 1’, tandis que la valeur de v est la méme
en ces deux points (ainsi que I’élément de surface).

16) Comme dans nos travaux précédents, ce sera cette région qui sera plus spécialement
désignée par la notation S, la méme convention étant faite en ¢e qui regarde S;.
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5. I1 n’est pas sans intérét pour nous de préciser une maniére dont
peut s’effectuer, dans le terme (b), la différentiation de lintégrale (5)
sans que la singularité de la solution élémentaire le long du conoide carac-
téristique donne lieu a aucune difficulté. C’est & quoi nous arriverons
aisément en considérant un point arbitraire de S, comme défini par la
géodésique L qui le joint au point o. En vertu de ’hypothése o faite sur
la situation relative de ce point et de la surface S,, les deux paramétres
E ,# qui définissent la direction d’une géodésique au départ de o pourront
étre considérés comme coordonnées curvilignes sur S, I'élément de cette
derniére surface étant de la forme

(©) K dtdq

avec K =£o0. Il est clair que, dans un pareil systéme de coordonnées, la
trace du conoide caractéristique de sommet o aura la méme équation,
quelle que soit la surface de section S,.

6. Plus précisément encore, nous pouvons écrire
— 2 2 2
H _— (1)3 — wl - ‘.02 1}

les polyndmes
w; = ; (dr; x)
étant du premier degré en ds!, dx2, dx3, avec des coefficients fonctions

réguliéres des #, au moins dans une petite région autour de la position
considérée du sommet du conoide o. Si alors nous posons

_ 0 (x5 2) Wy (x5 )
E—wa(x';x)’ T o (#;7)

ol les i sont des valeurs de dx/ds au sommet, nous pourrons, & chaque
systéme de valeurs de E, v, faire correspondre des valeurs déterminées

(et non plus seulement des rapports mutuels) des » — par exemple, en
prenant
. drt
V2@

ces valeurs des # étant fonctions réguliéres de E, n et des x. Dans ces
conditions, la quantité I'j, sera le produit d’'un facteur différent de o
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tant sur §; que sur §’, par la quantité 1 — £ —4*, toujours la méme
quelles que soient non seulement la surface de section .§,, mais méme la
position du sommet o. Ce facteur étant le seul qui donne lieu & singu-
larité dans la quantité

Ve
Vi—&—a

Yoo = )

une différentiation quelconque effectuée sur v, n'élevera pas l'ordre de
la singularité puisqu’elle n’affectera que le numérateur régulier ¥,. Il
ne se présentera donc aucune difficulté dans la différentiation de l'inté-
grale (5) par rapport 4 v et méme, un nombre de fois quelconque, par
rapport aux cootdonnées du sommet du conoide [telle qu'on aura & l'ap-

pliquer a la quantité u, définie par la formule (F,), pour la substituer
dans (F) (Cf. n® &8)].

7. Nous avons, jusqu’ici, considéré uniquement une onde rétrograde
émanant d'un point fixe de l'espace-temps. Mais des circonstances plus
générales peuvent se présenter, par exemple dans le cas d’une réflexion.
Analytiquement, ce phénomeéne se traduit par la résolution d'un « pro-
bléme mixte » et introduit 17), outre la fonction v, une autre fonction (v),
singuliére sur l'onde réfléchie, c’est-a-dire sur une caractéristique qui n’a
plus de point conique, laquelle caractéristique découpera, sur une surface
telle que S, une certaine région intérieure. Il y aura encore lieu de diffé-
rentier par rapport 4 v (c'est-a-dire par rapport a la substitution de S’
a §,) une intégrale double étendue a une région de cette espece : la mé-
thode précédente permettra d’éviter toute difficulté dans cette différen-
tiation si 'on a, dans la portion d’espace intérieure a la caractéristique
dont il s’agit et au moins au voisinage de S, défini des coordonnées cur-
vilignes £, 7, s satisfaisant aux conditions suivantes :

E = const, 5 = const, ces deux constantes satisfaisant a une relation

(7) Y 7)) =o,

représentera une bicaractéristique située sur I'; ;

pour ¥ (§,n)>0, ces mémes équations § = const., 5= const, définiront
une géodésique § orientée dans le temps ou méme de longueur nulle, ligne
qui, ne pouvant étre nulle part tangente 4 la surface d’espace §,, sera
supposée la couper a Uintérieur de l'aire délimitée par I'.

17) Voir Le probléme de Cauchy (Paris Hermann), Appendice II, 223,
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Dans toute région ou 'onde incidente (onde issue d’un point d’univers
unique o ou onde provenant de réflexions ou de réfractions antérieures)
sera dépourvue de caustique, une pareille congruence § et de pareilles
coordonnées pourront étre définies.

Remarque. — Lorsqu’on opérera comme il vient d’étre dit dans ce n°
ou dans I'un des deux précédents, on devra, dans la différentiation de u,,
ainsi que dans celle du facteur K qui figure dans Uexpression (6) de d5,,
tenir compte de ce que le calcul de ces deux quantités introduit la projec-
tion transversale, sur S, d’un point arbitraire 1’ de §’;. Soient #!, #2, #3

P . . 5-17,' s ey .
les coordonnées de cette projection ; — , leurs dérivées lorsque le point

Sv
I’ ainsi projeté variera en fonction de v sans changement de £, 9 (de sorte
que 1’ sera lintersection de S’; avec la géodésique ou la ligne £ qui
viennent d’étre considérées). On devra avoir

ort
(8) ;ﬂ; —5; =0,

les m; étant les paramétres directeurs du plan tangent a S, ; et, d’autre part,
d’aprés la relation qui existe entre les points 1 et 1/,

oxi  dxt ot ..

& T Tl T e

les dérivées . x étant, cette fois, prises au point 1’ et o désignant la dérivée
j—sv-.cette derniére quantité g se déterminera en portant les valeurs précé-
dentes dans (8), son coefficient dans I’équation ainsi obtenue étant diffé-
rent de zéro puisque la ligne &= const., # = const. n’est pas tangente a
S,. Les dérivées finies et réguliéres ainsi obtenues pour les coordonnées
spatiales de la projection permettront de calculer les dérivées des coordon-
nées curvilignes correspondantes sur §,, dérivées que l'on pourra, 3 leur
tour, différentier par rapport a &, #, de maniére a en déduire la dérivée,
par rapport 4 », du déterminant fonctionnel et du facteur K qui permet
d’exprimer, 3 'aide de dE dy, la projection transversale de I’élément super-
ficiel dS’, décrit par le point 1’. Ce sont ces dérivées, toutes réguli¢res,
qui serviront a différentier I'intégrale (5) dans les conditions indiquées.

8. Nous aurons, comme dans J M, & combiner la formule (F) avec la
formule analogue
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ad
F,) 2au, :ffv” uz'd.S;—-Zv—ffvﬂ, u, d.S,; +ff[’2 Vs d.S,,
2

dans laquelle le point o est remplacé par un point 1 de §; (ou par un point
1’ de S’,), S, étant remplacé par S, ou S’, ; et, comme dans ce Mémoire,
ceci conduira a introduire, outre les traces de l'onde incidente I'j sur S,
ou sur S7, :

la nappe rétrograde I', de conoide ayant pour sommet un point 1 ou
1/, et sa trace y, sur S, ou S’, ;

la nappe directe [, de conoide ayant pour sommet un point 2 ou 2’ de
S, oude §’,, et sa trace p, sur S, ou §’,.

Dans les hypothéses ot nous nous plagons, les nappes conoidales de ces
deux catégories, limitées a S, ou S’,, l'autre a S, ou S5’,, ne présente-
ront pas de caustiques.

La condition que la trace de la seconde d’entre elles sur S, ait des points
intérieurs communs avec celle de [’ définit la région de S, ou de S’,
intérieure a 'onde. Lorsque le point 2 sera sur 'onde elle-méme, les deux
traces seront tangentes extérieurement8), Elles seront tangentes intérieure-
ment lorsque le point 2 appartiendra a ce que nous avons appelé dans notre
travail précédent, I'« onde interne » et que nous préférerons, dans celui-ci,
désigner par le terme plus topique de « pseudo-onde ». Comme il a été
expliqué antérieurement, en effet, cette pseudo-onde ne doit intervenir

qu’en apparence, et ne donner lieu, tous calculs faits, a aucun phénomene
particulier.

9. Les circonstances que nous venons de mentionner sont celles qui se
présentaient dans nos Mémoires antérieurs. Mais dans nos hypothéses
actuelles, des circonstances nouvelles vont apparaitre, conformément aux
résultats obtenus dans A4,. Lorsque le point 2 appartiendra a une caustique
de l'onde, les deux traces auront entre elles un contact du second ordre °).

18) Ceci reste valable méme lorsqu'on abandonne I'hypothese y (quoique, dans certains
cas de figure, tels que ceux qui sont représentés sous les nos IV—VI sur la figure 3, les
deux aires découpées dans S, par T et par I, pénétrent 'une dans I’autre au voisinage du
point de contact), en ce sens que, sur une ligne menée par ce point et non tangente aux

traces, les deux segments respectivement intérieurs aux aires en question n’ont d’autre point
commun que leur extrémité.

Au contraire, si le point 2 était sur la pseudo-onde, les deux segments dont il s’agit
seraient de méme sens et se recouvriraient.

19) Si S, passait par un point de rebroussement de la caustique (Cf. Ay, 3), les deux
traces correspondantes auraient un contact du troisitme ordre. Cette disposition étant excep-
tionnelle, nous ne jugeons pas utile d’en entreprendre 1'étude,
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Il résulte également de A4, que la surface S, (du moins lorsqu’elle com-
mence a s’écarter de §,: voir plus loin n® 10) ne peut pas rencontrer la
caustique sans rencontrer également une ligne double de la caractéristique
I'y. Ily alieu de reprendre ici la discussion des relations de contact entre
les deux traces en faisant varier le point 2 non plus le long d’une bicarac-
téristique, mais le long de la section z de 'onde par la surface S,, laquelle
comporte (au moins) un point double et deux points de rebroussement.
Cette section étant représentée fig. 2, nous
avons représenté schématiquement, fig. 3,
les formes successives de la courbe y,, trace
de I',, la trace de I') étant figurée 2°) par
I'axe des ». Sur un premier arc décrit par
le point 2, ce point étant, par exemple, en I
(fig. 3), les deux traces tangentes sont

Fig. 2. dans la position relative normale, c’est-a-
dire celle qu’'on rencontrerait seule s’il n’y avait pas de caustique 21).
La premiére particularité qui se présente est nécessairement, comme

z

I 3 PN
7N TN 7N

Vil Vil X

o T 7N

Fig. 3.

nous l'avons constaté dans A,, la présence d'un second point de
contact (cas (II), fig. 3) : ceci correspond au premier passage du

20) Les figures successives (I)—(IX) doivent étre en réalité envisagées comme décalées
les unes par rapport aux autres, le point m se déplagant continument (de gauche & droite
dans la disposition adoptée dans nos dessins).

21) 11 se peut (Cf. 70) que de tels points I n’existent pas, aucune position du point 2
sur la courbe de la section t ne donnant lieu & des traces complétement extérieures I'une
3 Pautre. Mais cette circonstance ne peut pas se présenter lorsque S;, s’écartant progressi-

by

vement de S;, commence & rencontrer la caustique.
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point mobile 2 par le point double II de la section. Puis (position
IIT du point mobile) la trace p,, toujours tangente extérieurement
en un premier point de contact m, pénétre par ailleurs dans la
région intérieure y > 0. On arrive ainsi a un point de rebroussement IV
de la section, l'osculation des deux traces étant atteinte par le fait que le
premier point d’intersection m, de ces deux lignes dans le cas (III) vient
coincider avec m, pendant que la dérivée seconde d2y/d+2 en m, primi-
tivement négative, augmente jusqu’a la valeur zéro. Cette dérivée seconde
devenant ensuite positive, la disposition devient celle du cas (V), c’est-a-
dire que la seconde trace y, a deux régions différentes communes avec la
premiére. Les déformations se succédent ensuite dans l'ordre inverse. Le
point d’intersection le plus a droite des deux traces venant i son tour
coincider avec m, on a une nouvelle osculation, correspondant au second
point de rebroussement VI ; puis, & nouveau, pour toute position telle que
VII, une seul aire intérieure commune aux deux traces ; puis, nouveau
passage VIII par le point double (de sorte que la figure (VIII) n’est autre
que la figure (II), a la dénomination prés du point m) aprés quoi on re-
trouve, en IX, la position normale.

Il est & remarquer que la courbe de section que nous avons tracée fig. 2
(£R,, région extérieure) aurait pu aussi, semble-t-il, étre concue avec la
disposition représentée fig. 2bis, différant de la premiére par le fait que
le triangle compris entre le point double et les deux
points de rebroussement est extérienr. Mais la dis-
cussion précédente permet de décider d’une facon
certaine entre ces deux hypothéses et d’éliminer la
seconde d’entre elles. Dans cette derniére, en effet,
il y aurait, au voisinage des points de rebrousse-
ment, des points entiérement extérieurs a l'onde :
pour de telles positions du point 2, les deux traces
seraient entiérement extérieures 'une a l'autre. Or
c’est ce qui ne peut se produire au voisinage des
points IV ou VI, en vertu de la forme des figures (IV) et (VI) qui corres-
pondent a ces points. Au contraire, les figures en question montrent qu’il
existera, sur S,, des points — en l’espéce ceux qui sont compris dans le
triangle 4R, (fig. 2) délimité ainsi entre trois arcs de la courbe 7z — « dou-
blement intérieurs » a l'onde, c’est-a-dire tels que la trace du conoide
direct ayant pour sommet 'un d’eux ait deux régions différentes inté-
rieures a y,.

Fig. 2bis,



70. Tous ces détails peuvent étre aisément vérifiés sur exemple des ondes
cylindriques ordinaires, c’est-a-dire sur les modeéles en fils de surfaces & pente
constante ou, ce qui revient au méme, sur les figures de courbes paralléles
4 une courbe fixe. Nous figurons un peu plus loin (fig. 5) la disposition cor-
respondant 3 une onde dont le front, & 'instant 122) coincide avec une ellipse
de demi-axes @, & et qui — comme il est nécessaire pour trouver une caus-
tique — se propage, lorsquon fait décroftre le temps 7 vers lintérieur de
la courbe, de sorte que la région du plan S, qualifiée d’intérieure & 'onde
sera la région extérieure & Pellipse.

S, sera également un plan #— const, de sorte que la section de I'onde
par .S, s'obtiendra en portant, & partir du pied de chaque normale & Dellipse,
une longueur constante [ dans le sens intérieur. Conformément 4 ce qui a
été dit au n° 7 nous serons conduits & faire passer non seulement par les
points situés sur l'ellipse, mais par les points extérieurs. clest-i-dire intérieurs
3 notre onde, des géodésiques — c’est-a-dire des droites — & projetées, par
exemple, sur les plans # — const. suivant les normales & Vellipse. Si, comme
il a été admis au n° 7, nous supposons encore ces géodésiques de longueur
nulle, c’est-i-dire de méme pente que celles qui sont issues des points de la
courbe, nous voyons que la correspondance entre les régions intérieures 4 'onde
situées sur .S, et sur S, se fera, en projection sur 7= const, par segments
de longueur constante L portés sur les normales 3 lellipse. Cette correspon-
dance sera univoque & partir de .S, (la normale qui sert & la réaliser étant,
de convention expresse, la plus courte, celle qui ne passe pas & lintérieur de
Lellipse entre son point de départ et son pied); mais elle ne le sera pas &
partir de .S,, dés que L dépassera le rayon de courbure minimum de Dellipse

2

(rayon de courbure au sommet du grand axe, soit ~—): 4 partir de ce mo-
a

ment, l'aire triangulaire 4R, prendra naissance et tout point situé 3 Pintérieur
de cette aire 23) aura, dans .S;, deux homologues différents. La trace y, corres-
pondant & un tel point, cC’est-d-dire le cercle de rayon L ayant ce point pour
centre, coupera la conique en quatre points de maniére & déterminer, extérieure-
ment A elle, deux aires distinctes,

Ajoutons que les choses se passent d'une maniére un peu différente si 'on
fait encore croitre la constante L. Pour des valeurs suffisamment grandes de
cette quantité, le point double de la courbe de section disparait, la région
extérieure que nous avons précédemment dénommée 4R, cessant d’exister: au-

22) Sous le point de vue auquel nous nous plagons, comme dans tout ce qui précede, il
s’agit d’une propagation rétrograde, c’est-d-dire vers le passé.

23) La méme propriété appartiendra d’ailleurs (toujours pour L > b?/a) & d’autres points
de la figure, En fait, la forme de la ,surface de Riemann® qui correspond & S, de par la
transformation considérée est facile & indiquer immédiatement, car elle n’est autre que celle
de la surface d’onde I'; elle-méme (convenablement arrétée i la courbe de section 1, puisque
S, est arrétée & Dellipse). Cette surface affecte donc, au voisinage du point de rebroussement

de la caustique, la forme décrite dans A, (n° 6): elle recouvre trois fois le triangle C com-
pris entre les deux branches de la développée et I'arc IV—VI de la courbe de section,

b

deux fois la région &R . Mais nous n’avons & tenir compte, en ce moment, que du cas ol
deux images, sur S;, d’'un méme point de S; sont prés de se confondre, et ce cas est celui
que nous considérons dans le texte.
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trement dit, aucun point 2 n’est centre d'un cercle de rayon [ entiérement
N

intérieur & lellipse (C'est-3-dire extérieur & l'onde). Clest ce qui se produit
évidemment & partir du moment oit L dépasse le demi petit axe?24). Dans ce
cas, .S, peut rencontrer la caustique sans rencontrer de ligne double de la

surface.
11. Clest sous le bénéfice de ces données géométriques que nous allons
reprendre (Cf. JM) l'étude d’une intégrale telle que

(9) [ = ff Vo V2 &Sy

et de sa différentiation par rapport a v. Je me propose méme de re-
prendre cette étude dés le commencement, c’est-a-dire tout d’abord, comme
dans JM, en l'absence de caustiques : la méthode de calcul employée dans
JM peut en effet étre notablement simplifiée et, pour le cas primitivement
traité ot les caustiques n’interviennent pas, les résultats deviennent a
peu prés intuitifs moyennant une simple interversion de U'ordre des inté-
grations, la premiére d’entre elles ayant lieu par rapport a la variable que
nous avons appelée 4.

Rappelons que nous avons, dans JM, appelé fonction-unité toute fonc-
tion réguliére non nulle au voisinage duquel nous nous plagons, de sorte
que toute puissance positive ou négative, entiére ou fractionnaire d’une
telle unité est encore une unité. Ajoutons que de telles fonctions-unités,
lorsqu’elles figurent comme coefficients dans 1'équation d’une courbe, se

comportent, au point de vue de la forme de celle-ci, comme des constantes.
Les courbes

ay 4+ b4* = o, ay + b2 = o, ayt + bx* —=o,

ol a, b, fonctions de » et de v, sont des unités, ont sensiblement au voi-
sinage de lorigine, la premiére la forme d’une parabole ; la seconde, celle

d’une parabole cubique ; la troisiéme, celle d’une parabole semi-cubique ;
etc.

11%s, Dans JM, nous avons été conduits i écrire les équations de nos

deux traces, au moins lorsqu’elles sont tangentes ou prés d’étre tangentes,
sous la forme 2%)

(10) Jy=0, y=Y()

24) Pour L == b, la courbe de section T présente un auto-contact, au centre de lellipse.
2) La notation ¥ n’a pas le méme sens que dans JM.
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et, par conséquent, par un usage convenable des facteurs-unités, l'inté-
grale (9) sous la forme

. [y drdy
©) ) Viy(r—7)

la fonction f contenant, indépendamment de #, y et la fonction ¥, indé-
pendamment de #, les paramétres v, v, et les coordonnées du point 2 sur
la surface §, ou §’,. Au voisinage du contact extérieur, c'est-a-dire
lorsque le point 2 sera voisin de I'onde incidente tout en lui étant inté-
rieur, le signe & prendre sous le radical, dans la formule (q’), sera — et
l'aire d’intégration sera définie par

o<y< Y,

# variant lui-méme dans un intervalle (#’, #”) dont les extrémités ont
pour abscisses deux racines de I’équation Y (¥) = o. Or on peut écrire

11) fxn)=7rxo)+yfixy)=rA@4r/AiE)

f, étant elle-méme une fonction réguliére, donc bornée ainsi que les diffé-
rentes dérivées que nous aurons a en considérer. Réduisant d’abord cette
expression de f a son premier terme, nous voyons immédiatement que la
quadrature par rapport 4 y donne le résultat s f, (#) et, par conséquent,
la quadrature double, le résultat

5t ﬁfﬂ fo(x) dx

Si la fonction f, contient les paramétres (principalement le para-
métre v) par rapport auxquels on veut différentier, la dérivée correspon-
dante sera, par hypothése elle-méme réguliére et son intégrale dans 'inter-
valle (4, #'"), restera bornée, ou sera méme infiniment petite avec 'am-

plitude de l'intégrale. Nous n’aurons donc A considérer que les termes
aux limites

(12 w [ A 2 — A %]



,.,dl C
et nous voyons que la dérivée 2 e pourra devenir infinie que (au plus)
v

de Uordre des dérivées
dx' dx"
(13)

v’ v

Quant au second terme de 'expression (11), en vertu de la formule

¥ T
[V Ew=2y,
0 Y—y 2

sa différentiation n’introduira aucun terme aux limites analogue a (12)
et (puisque les quantités sous les signes d’intégration sont supposées
réguliéres) donnera un résultat nécessairement borné, dont nous n’aurons
pas & nous occuper. On voit d’ailleurs qu’il en serait encore de méme
si I'on soumettait la portion correspondante d’intégrale & un nombre quel-
conque de différentiations successives.

12. Ceci s’applique encore lorsque les deux traces qui limitent l'aire
d’'intégration sont franchement sécantes, c’est-a-dire sécantes sans étre
au voisinage du contact. On peut alors, moyennant une transformation
ponctuelle qui ne change pas I'axe des x, mettre leurs équations sous la
forme (10) et, d’autre part, les deux dérivées (12) seront finies. Un
calcul trés analogue s’applique d’ailleurs aux cas ot 'une des traces est
entiérement et « franchement » intérieure a lautre et limite seule l'aire
d’intégration, de sorte que 'on a ainsi, sous forme manifestement bornée,

la dérivée, par rapport a v ou a tout autre parameétre, d’une intégrale du
type (9) toutes les fois que le point 2 est franchement intérieur a laire
utile S,.

13. On pourrait appliquer une marche analogue au cas du contact in-
térieur, qui correspond, comme nous l'avons dit, & celui ot1 le point 2 est
sur la pseudo-onde, cas dont nous savons d’ailleurs a priori qu’il ne donne

,,; \%// /4 ’, G
! N4 -
' “

-0
ol ,,(,& J «,

Fig. 4. Fig. 4bis,

lieu a aucune singularité. Au voisinage d’'un tel contact intérieur, les
deux traces peuvent étre considérées comme ayant l'une des deux disposi-
tions relatives représentées fig. 4 ou fig. 4V, l'aire d’intégration étant du
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cbte ombré sur l'une ou lautre de ces figures et le signe a prendre sous
le radical, dans la formule (9’), étant 4. Comme dans JM, nous limi-
terons laire par une paralléle y—2>b > o0 4 l'axe des x, toute la partie
située au deld de cette paralléle donnant un résultat régulier, et par deux
paralléles # = a,, ¥ =ua, 3 'axe des y situées de part et d’autre du point
de contact. L’ordonnée b et les abscisses a,, a, étant supposées constan-
tes, toute la partie de l'aire d’intégration extérieure au rectangle ainsi
délimité donnera un résultat régulier. D’autre part, puisque la courbe
y=Y (x) est supposée passer au point considéré p pour les valeurs initia-
les des paramétres dont elle dépend, les deux cétés v —a,, == a, pa-
ralléles 4 'axe des y auront pu étre choisis assez voisins du point p pour
que les ordonnées correspondantes de la courbe soient inférieures a b, le
cOté du rectangle qui appartient a la droite y = b étant, par conséquent,
entiérement compris dans l'aire d’intégration, et cela pour toutes les
valeurs des paramétres suffisamment voisines des valeurs initiales. La

o e 1 ,
primitive de T —7) étant

2log (V5 +V £ (y—7Y),

le résultat de l'intégration correspondante effectuée entre la limite supé-
rieure b et une limite inférieure égale a la plus grande des deux quan-
tités o, ¥ est, en toute hypothése

2log (V6 +Ve—v)—log|V]|.

Cette quantité doit étre multipliée par f, (#) dx et intégrée de a, a a,.
Le premier terme, différentié ou non par rapport aux paramétres, ne
donne lieu a aucune singularité, de sorte que toute la question porte sur
la différentiation de l'intégrale

%y
f log | YV (x)|dx.
%y

Le calcul étant ainsi dirigé, on voit qu'il s’appliquerait, non seulement
aux deux dispositions des figures 4 et 4%, mais aussi (Cf. JM, 9) aux
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deux dispositions représentées fig. 4 et 5 de JM. On peut toujours 26)
supposer qu’on est dans 'un des deux premiers cas ; mais on voit que
cette remarque est en somme inutile.

Fig. 5.

Nous n’insisterons pas ici d’ailleurs sur ce cas du contact intérieur, la
méthode actuelle n’offrant pas alors, sur celle qui a été suivie dans JM
(8—9) le méme avantage que tout a l'heure.

14. Les systémes de coordonnées que nous adopterons sur S,, S’;, S,
(le cas de S”, étant, comme nous le verrons, hors de question) ne seront
pas exactement ceux qui nous ont servi dans JM. Le premier d’entre
eux (JM, 11) sera toutefois conservé : nous supposerons donc que, par
tout point situé sur S, ou voisin de S,, on méne une géodésique trans-
versale 2 §, jusqu’a la rencontre avec la caractéristique I') : ce sera la
longueur de l'arc géodésique ainsi délimité, mesurée avec la métrique H,
et prise positivement lorsque cet arc est intérieur a l'onde qui sera la
coordonnée y, de sorte que les valeurs de cette coordonnée en deux points
correspondants (c’est-a-dire projections transversales 'un de l'autre) pris
sur S, et sur S’ différent entre elles purement et simplement de la quan-
tité constante v. Nous donnerons d’autre part, & deux pareils points cor-
respondants, la méme coordonnée #. Celle-ci pourra, 3 cela prés, étre
définie arbitrairement.

%) Dans le calcul qui nous intéresse, 'une des quantités o1, U1z (tantét I'une, tantét
Pautre) dépend des seules coordonnées du point I, pendant que lautre dépend également
des paramétres, D’autre part, les dispositions des fig. 4, 4bis correspondent au cas ou celle
des deux aires Uy >0, U;, >0 qui est ramenée y >0 est celle qui comprend l'autre entiére-
ment ou presque entiérement 3 son intérieur, Ce résultat ne peut pas toujours étre obtenu par une
transformation ponctuelle fixe, Mais il n’y a aucun inconvénient, pour le calcul, 4 introduire
une transformation ponctuelle dépendant du paramétre, pourvu que cette dépendance soit
régulitre,
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Pour les paramétres E,# introduits aux n° 5, ¢ et qui, dans le cas
d’une onde rétrograde incidente émanée d’un point fixe o, définissent une
géodésique issue de ce point, nous pourrons prendre les coordonnées x, y
du point en lequel cette géodésique (ou, dans le cas du n® 7, la ligne € de la
congruence considérée) rencontre S, (de sorte que le premier membre de
(7) se réduira a ). Ces mémes quantités §, 5 serviront de coordonnées sur
S,, d’aprés la méthode du n® 7. Il est bien entendu que la correspondance
entre ce systéme de coordonnées et la position d’un point de S, n’est pas
nécessairement biunivoque. Elle ’'est dans le cas qui a fait 'objet de JM; elle
ne le sera plus si nous admettons l'intervention des caustiques. Nous pour-
rons toujours exprimer, en fonction de E, 5, des coordonnées curvilignes A,,
A, choisies sur S, et aptes a représenter cette surface d’'une maniére régu-
liére ; mais, dans le cas des caustiques, le déterminant fonctionnel de ces
expressions sera susceptible de s’annuler et, avec lui, le facteur K, qui
figure dans l'expression de I'élément superficiel

(6 bis) dS,=K,dtdyg
de la surface.

C’est, en particulier, ce qui aura lieu aux points de rebroussement de
la courbe de section t, numérotés IV et VI sur la figure 3, puisque la
courbe représentée sur cette figure correspond, de par la correspondance
dont il s’agit, a la trace I') sur §,, trace qui est dépourvue de singularité.

15. La méthode indiquée au n® 11%s améne, nous l'avons dit, & une
forme trés simple I'évaluation de l'intégrale (9) et de sa dérivée pour le
cas traité dans JM, celui ou il n’y a pas de caustique et ot1, par consé-
quent, pour chaque position du point 2 sur la courbe de section t, les
deux traces sont tangentes au premier ordre seulement. Le point de
contact ayant une abscisse # précisément égale, dans nos notations, a la
coordonnée £ qui définit la position du point 2 sur 1, la quantité ¥ qui
représente l'ordonnée d’'une de ces traces (l'autre ordonnée étant nulle)
sera (pour un contact extérieur) de la forme

(13) VY=—d4(x—F,

le coefficient A, fonction réguliére de x, étant positif et non nul — donc
ce que nous avons appelé une unité — pour # voisin de E.

Si, a partir de la position que nous venons de considérer, on donne au
point 2 un petit déplacement quelconque, la nouvelle expression de l'or-
donnée Y deviendra

(14) Y=—A@—§ +Ai(x—8)+do=—Ax — & + by (x—E) +bomps
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le coefficient A ayant, en général, changé de valeur et les coefficients A4,
A, étant également fonctions de E, #, mais contenant nécessairement 7
en facteur, puisque, pour toute valeur de §, V a, lorsque # est nul, la
forme (13).

15, Dans le cas que nous considérons actuellement, le coefficient b,
de 9 dans la formule (14), c’est-a-dire la dérivée %_I; pour x =§, y=o,
est nécessairement positif. En effet, une valeur positive trés petite de %
correspond a un point 2 intérieur a notre aire S,, auquel correspond une
trace y, qui passe a l'intérieur de y,, de sorte que le coefficient en ques-
tion ne peut étre négatif ; il ne peut non plus étre nul, c’est-a-dire que
la trace y, du nouveau conoide de sommet 2 ne pourra pas contenir un
point ayant avec notre point (§, o) une distance infiniment petite du
second ordre (par rapport a g pris comme infiniment petit principal,
E restant invariable): c’est ce que nous avons vu au n°3.

16. Voyons maintenant comment 'expression (14) sera modifiée lors-
que nous ferons varier v, c’est-a-dire lorsque nous couperons les carac-
téristiques I'y et I', non plus par la surface §,, mais par la surface S’;
a distance transversale constante de la premiére. Dans le systéme de
coordonnées x, y adopté, la nouvelle trace de l'onde incidente I'; aura
encore pour équation y = o (et, en projection transversale sur S,, y =v).
Celle du conoide I', sera tangente a la premiére au point ¥ =2E§, y=o
et aura, par conséquent, une équation de forme analogue & (13). Pour 5
différent de zéro, elle sera complétée, comme tout & 'heure, par des termes
en 7, soit

(14") Ve=—A@—8 +binx—8+by
et, en projection transversale sur §,, par le terme additif v.

Les nouveaux coefficients b,, 50 (ce dernier positif) sont, aux facteurs
numériques prés, ceux de la formule de Taylor : ils contiennent (en géné-
ral) #, v, mais non #, qui y est remplacé par la valeur §. Au contraire,
le coefficient A contient en général (réguli¢rement) x. Par contre, puis-
que nous continuons a admettre I'hypothése y, ce coefficient est une unité,
qui admettra méme une borne inférieure positive pour toutes les posi-
tions du point 2 le long de la ligne z et dans le voisinage de cette ligne.

Comme nous l'avons vu dans JM (13), les deux traces sur §’, ne sont
pas & combiner entre elles, mais avec les traces primitives, aprés projec-
tion transversale sur .S;. Dans le calcul du terme (aza) interviendra l'in-
tégrale
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00 e[ [

¢tendue a l'aire comprise entre les lignes

(16) . =0, J’:?"FV;

pour le terme (b a), l'intégrale

0 e [[o = [[ D ED

étendue a l'aire comprise entre les lignes

(16" y=yv, y=1Y.

17. D’aprés ce qui a été établi au n® 11, les dérivées des intégrales (15),
(15") par rapport & v, sont du méme ordre de grandeur que celles des
abscisses des points communs aux courbes (16) ou aux courbes (16'),
c’est-a-dire des racines de chacune des équations

(17) V4v=—Ad@—8 +bnx—E+ay+v=o,
(17 Y—v=—A@—8 +bnr—8E+an—y=o.

Pour différentier les fonctions implicites ainsi définies, on dispose de
deux méthodes classiques :

ou bien appliquer le théoréme des fonctions implicites, soit, pour I’é-
quation (17) par exemple,

Y
dx I“"W
2d@—8 —@—E -+

0Y
I—{-b—v

| R L
ou bien imaginer que l'on forme, si 'on peut, 'expression explicite de .
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C’est, en réalité, la seconde de ces deux méthodes que nous emploierons.
Mais la premiére va nous permettre de simplifier le calcul et de le rendre
possible 27).

Les premiers membres des équations (17), (17') et, par conséquent, les
racines que nous avons a étudier, dépendent en effet de y de deux ma-
niéres, a savoir par la présence du terme explicite + v et par l'interven-
tion du paramétre v dans les divers coefficients. Au numérateur de (18),
cette deuxiéme dépendance se traduit par des termes tous infiniment
petits : en les négligeant, on n’altérera donc point sensiblement la dérivée
cherchée.

Le dénominateur de (18) ne fait entrer la variabilité des coefficients

. . L g 04 .
en fonction de v, x que par l'intermédiaire du terme en -— . Ce dernier
que p oz

terme, a son tour, en raison de la présence du facteur (x — ), est infini-
ment petit vis-i-vis de la quantité A, que nous savons étre bornée infé-
rieurement.

Ainsi, dans la différentiation qui nous intéresse, nous pouvons traiter
tous les coefficients A4, b comme des constantes, en commettant simple-
ment ainsi sur le résultat une erreur relative infiniment petite, sous
la condition de faire subir une altération convenable, elle aussi in-
finiment petite, au coefficient 4. Les évaluations que nous nous propo-
sons d'obtenir pour la dérivée n'en seront pas affectées si elles ne font
intervenir que la borne inférieure de A.

Or la résolution de l'équation du second degré (17) donne

bt VBT 4A(+ )
. 24

et, en dérivant par rapport a v et faisant v =0, on trouve immédiatement
1 . . ,
un résultat de 'ordre de grandeur de ——, ce qui est bien le résultat que

N
nous devions attendre (puisque la somme algébrique des dérivées que
nous venons d’évaluer 28) doit fournir, & un terme borné prés, la valeur

21y L'emploi du théoréme de factorisation permettrait de surmonter la méme difficulté.
(Voir plus loin ne 19).

28) Les infinis qui interviennent dans les deux premiers termes sous le signe ff de (19)
s’ajoutent.

Le contraire a lieu au niveau de la pseudo-onde, par un mécanisme semblable a celui qui
intervenait dans notre travail des Acta Mathematica, tome 49, (n° 21, p. 243).
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de v,,) et qui suffit a justifier, comme nous 'avons vu dans JM, les trans-
formations effectuées dans ce Mémoire et a établir la formule

1 (d]:n

dl
(19) Yoz :5; av "‘?_;01 -+ .‘702) Fu= fﬁl Ly v v 4.5,

18. Abandonnons maintenant I'hypothése y et admettons par consé-
quent que la courbe de section z présente un ou plusieurs points de re-
broussement, intersections de S, avec une caustique. Les propriétés géo-
métriques de la figure seront alors celles qui ont été décrites au n® 9. Nous
continuerons d’ailleurs a rapporter les points de §, aux coordonnées &, 5
considérées au n® 14 ; seulement celles-ci n'auront plus, avec les points
qu’elles représentent, une correspondance parfaitement biunivoque : un
point de S, pourra avoir suivant les cas, soit un, soit plusieurs systémes
de coordonnées.

Cette circonstance ne change d’ailleurs, en général, rien d’essentiel aux
calculs précédents ou aux considérations de JM. Les points 2 qui auront
deux systémes de coordonnées &, 5 seront les sommets de conoides inter-
ceptant a leur intérieur, sur S, des régions ayant en commun avec celle
qui est intérieure a l'onde incidente, deux aires distinctes : une intégrale
telle que I, Iy, ou F,, devra alors étre étendue successivement & ces deux
aires ; sa différentiation fera intervenir non plus deux, mais quatre quan-
tités de la forme (13); mais celles-ci continueront & relever de I'étude

précédente.

Les seuls points qui exigent une étude nouvelle sont les points de
rebroussement. Nous considérerons, par exemple, le point IV de la fig. 2,
qui pourra évidemment étre supposé correspondre & l'origine des coor-
données dans le plan des &4, pendant que le point m correspondant sera
lorigine des coordonnées sur S,. Nous limiterons l'aire d’intégration,
sur S, & sa portion intérieure a un petit rectangle fixe ayant pour base,
sur 'axe des », un segment (§,, &) pris autour de l'origine.

La formule de Taylor utilisée pour représenter l'ordonnée Y devra,
pour & voisin de zéro, comporter un terme de plus, soit

(20) Y=Hx—§ + 4@—¥),

x ne figurant plus, cette fois, dans le coefficient 4, mais dans le coeffi-
cient H. Ce dernier sera différent de zéro méme pour £ — o, sans quoi
(A4,, 3) le point IV considéré serait un point de rebroussement de la
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caustique, et nous excluons le cas ou S, passerait par un tel point de
rebroussement. Si nous avons pris comme sens positif, sur 'axe des z,
le sens de gauche a droite sur la figure 3, le coefficient en question sera
positif pour toutes les valeurs de £ qui nous intéressent actuellement.
Le coefficient 4 (courbure au point de contact) s’annulera au contraire,
pour £ =o. Ce zéro, par rapport 4 la variable indépendante E, est
simple 29), en vertu de ce qui a été dit au n® 2. Nous écrirons donc

Y=H@x—8'+al@x—¢&),

le nouveau coefficient @ étant une unité et étant d’ailleurs positif, puisque
d’aprés les figures (III)—(V) (fig. 3) la concavité de la ligne y, passe du
cOté négatif au coté positif de I'axe des x lorsque E passe par la valeur
z€éro en croissant.

Conformément a ce qui a été dit au n® 1, ’équation qui vient d’étre écrite
conserve sa forme, non seulement pour y = o0, mais3?) lorsqu'on fait
varier v.

Pour ¢ différent de zéro, mais v nul, la valeur de ¥ s’écrira

(20)  Y=H@—8'+A@—E +bnz—8+ b,
A=AE ) =ak+bn.

Grace aux remarques faites au n® 3, nous pouvons affirmer que le ré-
sultat du n® 15%% subsiste dans les conditions actuelles, c’est-a-dire que
le coefficient b, est encore différent de zéro et méme positif.

Si enfin l'on fait également varier v, on aura (en projection sur S, et
avec modifications des divers coefficients), pour équation de la trace du
conoide I,

y=Y=HEr—0 +Ar—8+bne—8+bn
AZA(&)'U! V):d§+b7],

de sorte que les deux équations en x seront
(21) THv=He—84+Adx—E+bqr—b+bg+v=o,
(21) Y—v=H@Ex—8'+ Ax—E*+ bm(x—8& +bn—y=o0.

29) S, surface d’espace, n'est certainement pas tangente & la bicaractéristique.
80) Le zéro de la fonction A (E) serait, au contraire, variable avec' v,.
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Dans ces deux équations, on peut simplifier I'expression des coefficients
A, Ade (# —&)2 par un changement de variable de la forme

(22) E+neE,m

qui laisse fixes les points de 'axe des §. Il est clair, en effet, qu'on peut
choisir un tel changement de variable de maniére & réduire 432 a Eet 4 a
a@ &. Dans le second cas, les coefficients du changement de variable dé-
pendent de v ; mais, cette dépendance étant réguliére, elle n’apporte pas
d’obstacle aux calculs qui vont suivre.

19. Les divers coefficients des équations (21), (21’) sont encore des
fonctions de §, %, de.v (pour la premiére d’entre elles) et — pour H H—
de x. Mais, comme au n® 17, nous pouvons, dans le calcul de dx/dvy, faire
abstraction de cette dépendance et considérer les H, A, B, b comme des
constantes.

Toutefois, en vue de la suite que nous aurons a donner a ce calcul aux
n%s 20, 22, il est préférable de ne pas user de cette faculté en ce qui regarde

la dépendance de H (ou de H) par rapport a x et d’appliquer, relative-
ment 2 cette derniére variable, le théoréme de factorisation. Donc, dans
I'équation (21’), nous remplacerons H par son développement suivant les
puissances de (x# —§&), soit

H+H (x—§+H" (+—& + ...

ol cette fois, H, H’, H”, ... sont indépendants de x et, opérant suivant
la méthode de M. Goursat 31), nous mettrons le premier membre de (21')
sous forme du produit d'un facteur unité par le polynome

) =@—8+ U@—8+ U @—8+ U

les quantités U,, U,, U, étant déterminées par les équations

boy—v—HU,—H U, U,—H" U,(Us—U)— ... =0,
big—HU,—H' (Uy— U, U)+H" (U, Uy Ui — U, U+ ... =o0,
@E—HU,—H' (U, — U)—H" (Uy—2 U, U+ U — ... =o.

81) Bull. Soc. Math. Frang., T. XXXVI (1908), p. 209. Nous sommes revenus sur ce
sujet dans le méme recueil (T. XLVII, 1919, Comptes rendus des séances, p. 44).
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L’examen des termes du premier ordre de ces équations montre que
yrot
U, U,, U, peuvent s’écrire

Uy = "_V+
H' b, b, H'
(23) (yl—Cln+}l1V (/Zl=—H—2+...,€1—F—‘—HT~+...)
=25 4y =T — Tt )

ot, toutefois dans la forme donnée a4 U,, on suppose encore effectuée une
transformation convenable du type (22). Les termes remplacés par des
points sont d’ordre supérieur ; et il est encore a noter que ceux qui figurent
dans U, contiennent tous en facteur celui qui est explicitement écrit.

Nous traiterons 'équation II(x) = o0 a4 la maniére classique, en faisant
d’abord disparaitre le terme du second degré par le changement d’inconnue

(24) A % 4
La nouvelle équation sera

X +PX+ Q=0

avec
(25) P:Ul—%:clnwz,v——(“gwm)
U, U, U3
es)  o=u—l 2y 2 (G )

(co:%+..., /10:—1}-1-..‘)

(le terme en U, U, pouvant étre incorporé aux termes en 7 et en v),
de sorte que le discriminant

(26) d=—4=—@4P+270)

se réduit, pour y=o, a



as 3
(26') Ao':——Ao::—conR, R:27C0n+4H8§+....

Le calcul relatif & I'équation (21) différerait uniquement du précédent
par le changement de signe de v et le changement de H, 4, b,, b, en
H, A, b, b,

L’équation admet trois racines réelles pour 4< 0 et une seule pour
4 >o.

Comme il fallait s’y attendre, la valeur initiale 4, du discriminant, celle
qui correspond & v = o, renferme 7 en facteur. L’autre facteur, égalé
a zero, représente également, sur §,, un lieu de points 2 tels que la
trace y, correspondante soit tangente a I'axe des x : autrement dit, il
donne a nouveau 32) une partie de la courbe de section 1, qui, nous 'avons
vu, a, dans le plan des E 7, deux arcs images passant & l'origine. Le fait
que ce second lieu ait avec le premier, a l'origine, un contact du second
ordre ressort bien de l'interprétation que nous venons d’en donner. Pre-
nons, par exemple, le cas, déja considéré au n® 1o, de la propagation
d’ondes cylindriques ordinaires avec front initial suivant une courbe régu-
liére quelconque telle qu’une ellipse, c’est-a-dire la transformation ponc-
tuelle par segments de longueur constante L normaux 3 la courbe. Nous
avons figuré (fig. 5) lellipse, sa développée, projection de la caustique, et
sa transformeée, c’est-a-dire la courbe t. Au voisinage du point de re-
broussement IV de cette derniére, c’est-a-dire du centre de courbure en
un point m de ellipse ot le rayon de courbure est L, une normale en un
point m’, distant de m d’un arc qui sera pris comme infiniment petit prin-
cipal, passera & une distance du point IV qui sera infiniment petite du
second ordre et, par conséquent, le segment intercepté sur cette normale
par la courbe 7 sera, en vertu des propriétés connues du point de rebrous-
sement, un infiniment petit du troisiéme ordre : or c’est ce segment qui
est a reporter, avec un décalage égal a L, pour obtenir celui qui est com-
pris entre l’ellipse, front initial, et la seconde courbe qui a méme image
qu’elle dans la figure S,.

Le méme fait apparait & l'inspection de la fig. 3 [figures partielles
(III) — (IV)]. Si, en effet, on tient compte de ce que Y est une fonction
croissante de #, on voit que l'unique possibilité d’une trace y, coupant
Paxe des » en trois points voisins de l'origine se présente pour £ voisin
de zéro et négatif, b, 7 étant inférieur a la valeur de ¥ qui correspond
a 5= o, laquelle est de l'ordre de 3.

32) La trace de pseudo-onde satisfait 3 la méme condition, mais ne passe pas au voisinage
de Dorigine.
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La région (voisine de l'origine) dans laquelle devra étre situé le point
(§, ) pour que les trois racines de I’équation cubique soient réelles est
celle qui est comprise entre l'axe des x et la ligne infiniment voisine
R=o.

20. Pour v voisin de zéro, mais différent de zéro, la ligne 4 —=o du
plan des x vy aura une forme infiniment peu différente de la précédente.
En tout cas, la forme de l'expression (26), ou le coefficient de 52 est
cssentiellement différent de zéro et négatif, montre que si I'on a tracé
une paralléle a 'axe des » 4 une distance positive, suffisamment petite,
mais choisie une fois pour toutes, 8 de cet axe et pris sur cette droite,
également une fois pour toutes, un segment (§;, &) suffisamment petit;
la quantité A sera positive sur ce segment pour toutes les valeurs suffi-
samment petites de y. Pour de telles valeurs de v et pour toute valeur
de & comprise entre &, et &,, le nombre des racines de I'équation 4 =o
voisines de zéro pourra étre de zéro ou de deux ; mais § sera toujours
supérieur a la plus grande d’entre elles.

La forme de la ligne 4 — o dépend de la situation relative des deux lignes
P =0, =0, dont la premiére (Cf. 77) est sensiblement une parabole (du
moins si ¢, n'est pas nul) et dont la seconde peut, au point de vue de son
intersection avec la premiére, &tre assimilée & une paralléle A l'axe des &,

. oV . .. y e s
savoir 77 = ——. Ces deux lignes se coupent ou non au voisinage de l'origine
0
(pour les petites valeurs de v) suivant les signes comparés de v et du coefficient
¢ . . . .
k= ——‘C——"——|— /;. Dans le premier cas, les deux points d'intersection seront,
(|

K //Pgo

\\
rd
&

=0
Fig. 6. Fig. 6bis,

d’aprés la forme de I'expression (26), des points de rebroussement de la ligne
en question (fig. 6). Il résulte de ce qui précéde que, pour v tendant vers
zéro, I'une des deux branches aboutissant & un tel rebroussement tendra vers
un segment de l'axe des & et lautre vers un arc de la courbe R — o.

Si, au contraire, les deux courbes =— 0, Q — 0 sont sans point commun
dans la région considérée, la ligne 4 — o comprend (fig. 6 bis) deux branches
entiérement séparées, de part et d’autre de Q = o.

Ces deux figures 6, 6bis devraient, naturellement, étre échangées I'une avec
lautre si I'on raisonnait sur équation (21); et, d’autre part, on ne doit, dans
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chaque cas, en retenir que la partie utile, c’'est-a-dire celle qui est située dans
la région 7> o.

On formera d’ailleurs I’équation du second degré qui donne, dans le
plan des & 7 et au voisinage de lorigine, les deux ordonnées de la
courbe 4 = o, en appliquant (par rapport a ) le théoréme de factorisa-
tion i I'expression (26). Il est préférable d’introduire I'inconnue Q, en
fonction de laquelle (25") permet de développer % : reportant dans (25),
P prend la forme P = M Q 4+ N, ot M est une série enti¢re en Q, pen-
dant que

) G

(27) V=
est le terme indépendant de Q, c'est-a-dire la quantité obtenue en rem-
placant # par sa valeur en fonction de §, v tirée de I'équation Q = o. Dans
I'expression 4=27 Q% 4+ 4 (M Q 4+ N)3, le théoréeme en question fera
apparaitre le facteur

(28) O+ 50+ s

olt §,, s; contiennent respectivement N3 et N2 en facteJr, le premier avec
un coefficient initialement égal a 1. )

Les abscisses des points de rebroussement sont donnés par l'équation
N = o, et il apparait bien qu’elles sont réelles ou imaginaires suivant le
signe du premier terme de (27).

21. La quantité (26) est toujours négative et la racine réelle unique
lorsque les racines du polyndéme du second degré (28) sont imaginaires.

Si, au contraire, les racines de ce polynoéme et, par conséquent, les
valeurs correspondantes #’, '’ de  sont réelles, les racines de ’équation
du troisiéme degré sont toutes trois réelles lorsque # est compris entre z’
et #””. Pour des valeurs de 4 satisfaisant a cette condition, nous aurons,

conformément a la méthode de résolution classique, a introduire un
angle w par les deux relations concordantes

_ 3/2
0= ( 3P) cos w, Va' =z2(— P)*sinaw,

ce qui donne (en différentiant, comme nous savons en avoir le droit, sans
tenir compte de la variabilité des coefficients)
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do _ 3V3 40
av yar v

aprés quoi, les racines de 'équation seront
p quot,

(29) X = \/—‘,S])cos(’o—{_;]Tt (j=o0,1,2).

Ici encore, la dérivée de P n’a pas a entrer en ligne de compte ; et,

puisque la dérivée Z’Q est exactement ou sensiblement égale a 1, on voit
v

que les dérivées des racines (29) sont de I’ordre de ‘/fjﬁ) v, c’est-a-dire de

y—>r
Voo—n) " — )

(30)

La contribution de cette région du plan des € 5 (pour une valeur déter-
minée de v) a lintégrale destinée a représenter v, s’obtient en multi-
pliant par

K,dEdn

et intégrant : cette contribution est finie, comme on le voit sans méme

avoir besoin de tenir compte du numérateur J—2P de U'expression (28) ni

du facteur K, (que nous avons vu s’annuler pour §=—# = 0), puisque
I'intégrale f " —iﬂﬂ_ a la valeur m. La convergence est, de plus,
7V —') (n"—)

uniforme pour toutes les valeurs (suffisamment petites) de v.

22. Dans la région 4> o0, nous aurons, pour notre équation du troi-
siéme degré, la racine unique

X:‘V—%JF 6;‘3"/7 +f/—%"6’;§:”:‘7;‘—+‘7;

T,, T, étant les racines de I'équation du second degré

2 —_
7 +QT—-217_0.



L’un quelconque des deux termes ainsi écrits a pour dérivée (en vertu
de I'équation précédente, et en continuant a ne considérer comme variable
’
que le terme v explicitement décrit)

3 3
. T 7
%T_’%:%z;/jgziﬁ .
7

dérivée que nous aurons a intégrer soit dans lintervalle (o, g) (si les
ordonnées %', 5" de la courbe 4 = o sont imaginaires), soit dans la partie
de cet intervalle extérieure a (7’, #’'). Ici encore, il nous suffira de
noter que la dérivée que nous venons de former ne contient d’autre dé-
nominateur que V7 ou, ce qui revient au méme, la racine carrée du
polynéme (28). Or la primitive, par rapport a #, ou (ce qui revient au
méme, 4 des facteurs bornés prés) par rapport & Q, de

I
VQZ""“SxQ‘f‘—So

est
+log (0+ 2 £V T+ 0Fw)

expression ou les signes se correspondent, mais peuvent toujours étre
choisis de maniere que, dans l'argument du logarithme, les deux termes
ajent le méme signe. Si I'on prend cette précaution, le logarithme portera
sur une quantité bornée supérieurement (son maximum ayant lieu pour
7y = f ou pour 5 ==0) et dont la borne inférieure ne sera autre que la
racine carrée du discriminant D du polynéme (28). Or D = 4 (5,2 —4 s,)
ne différe que par un facteur unité de N3, de sorte que nous n’avons finale-
ment 4 opérer que sur l'intégrale / log. N d &, laquelle est bien conver-
gente, et cela uniformément pour toutes les valeurs de v.

De cette uniforme convergence, tant dans la région 4 >0 que dans la
région 4< o, il s’ensuit, comme on sait, que la différentiation par rap-
port a v, sous les signes de quadrature, est légitime, et c’est tout ce qui
nous é€tait nécessaire pour étendre au cas actuel les conclusions des
n r13—15 de JM.

23. Les remarques des n° 5—7 permettent de simplifier les considé-
rations de JM (16) relatives aux termes obtenus en prenant, dans la for-
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mule (F,), le terme (b). On va voir que ces termes n’introduisent aucune
difficulté nouvelle et, pour toute disposition de la figure, relévent de ce
qui a été dit ci-dessus.

Dans la formule (F), le terme (a) est la dérivée, par rapport a v, de
lintégrale (5%°) étendue au domaine fixe S, (le point 1’ étant considéré
comme défini par sa projection transversale sur S, et sa distance trans-
versale v 2 S§,); le terme (b) est la dérivée de l'intégrale (5), laquelle est
également étendue 34 un domaine fixe si I'on définit le point 1’ par v et
les coordonnées &, du n® 5 ou du n® 7. Moyennant ces choix de varia-
bles, les deux quantités a intégrer ne contiennent que des singularités
indépendantes de v.

Dans les deux quantités en question, nous avons a remplacer u, ou u,,
uniquement par la partie (b) de sa valeur (F,), laquelle est une dérivée
par rapport i v,. Donc les deux termes considérés seront de la forme

d 0 d 0
(31) (ad) :ZG.U‘E}; O (v, 3, i) dx dy, (00) = f f v D, (&, 7, v, v2) dEdy,

les intégrales étant étendues 4 des domaines fixes et les différentiations
se faisant dans les conditions classiques. Dés lors, l'interversion des dif-
férentiations, soit

dJ,
dv,’

dJ,
dy,

(ab) = (60) =

avec
a a
jlza’_v @(x,J/yV,Vz)dde’, ]2:d_’\; , ¢2(E77]7 \& Vz)dgdn

se fera également dans les conditions classiques. Or, les intégrales J,, J,
ne différent de celles qui ont été traitées dans ce qui précéde que par le
changement de u’, en u, et de S, en §’,. La question est donc toute
résolue i leur égard, et 'ensemble des termes (ad), (bb), (¢ b) donnera

d
~ ffuz Voo &Ss

Vo, €tant l'expression (19) dans laquelle le point 2 est remplacé par 2’.
Ce raisonnement s’applique tant au cas traité dans JM qu’a celui qui
vient de nous occuper.
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24. La méme maniére de procéder permet de combler une lacune que
nous avions laissée subsister dans un précédent Mémoire des Acta Ma-
thematica 33) consacré aux équations a quatre variables indépendantes.
Nous avions résolu pour ces derniéres, dans le travail dont il s’agit, le
probléme correspondant a celui que nous avons traité¢ dans JM, c’est-a-dire
que nous avions exprimé les parties constituantes D, et I/, de la solution
élémentaire relative aux points o et 2 en fonction des quantités analogues
Do Vo Dy V4, moyennant intégration sur S, par rapport aux coor-
données du point 1. Mais nous avions a cet effet raisonné exclusivement
sur les termes contenant les valeurs de la fonction ¢, second membre de
I'équation donnée, dans la région T, comprise entre S, et S,.

Les termes contenant les valeurs de ’, (ou encore de L, u,) le long de
S, donnent lieu a des calculs exactement identiques aux premiers.

" Mais il n’en est pas de méme de ceux qui contiennent les valeurs de u,
(sans facteur L) et pour lesquels les opérations semblent au premier abord
plus compliquées.

En réalité, ce dernier cas se raméne au précédent par une marche tout
analogue a celle que nous venons d’indiquer pour les équations a trois
variables. Il suffit, en ce qui concerne le passage de S, a §,, de prendre
la formule de résolution du probléme de Cauchy sous la forme (29"#) de
nos Lecons de Yale 34), soit, puisque m = 4, m, =2,

2muy = (@) + (@) + (') + (1) + ')+ ();
e [[[[ranir - [T,
(¢ :——ffwa () 4 Lyw)d S,, (f') :f Vi (1, + L, uz)%

= llenss, =4 e
(b)_a’vz Kgl”zng, (t’)——-_~'d72 V’IZI uzji}’—

Les termes (a), (d) sont les mémes que ceux qui figurent, avec la méme
notation, dans les formules (2) et (2’) du Mémoire A4, (Mémoire des Acta
Mathematica qui vient d’étre cité). Les termes (¢’), (f') se déduisent

83) Tome XLIX, 1926.

34) No /44, p. 311 de Iédition frangaise. La notation des divers termes est aussi voisine
que possible de celle de A,; mais nous les avons rangés dans un ordre plus logique et
mieux adapté au raisonnement actuel.
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des précédents par le changement de ¢ en w',4 L, u,, de T, en S,, des
intégrations quadruples en intégrations triples et des intégrations triples
en intégrations doubles. Mais, de plus, on passe également suivant une
loi trés simple de ces termes aux termes restants (b’), (¢’) : on doit rem-
placer u’, + L,u, par u, et, d’autre part, appliquer la différentiation
dldv, en dehors des signes de quadrature. Telle est 'expression u, a
laquelle, pour arriver a u,, on doit appliquer, le long de S, la formule de
résolution, que 'on peut d’ailleurs également prendre sous la forme précé-
dente, les termes (b’), (e¢’) et aussi, comme précédemment, (¢’) et (f')
(pour la partie qui ne contient pas L) seront des dérivées par rapport a v.
Ici encore, les intégrales ainsi différentiées étant relatives 4 des domaines
fixes si on applique a (") et & (¢’) la méthode du n® 5 ou dun® 7. Dans
ces conditions, si, aprés avoir formé les termes

(32) (c'a), ('d), (f'a), (F'd), (¢'a), (2'd), (c'a), ('),

dont le calcul a été indiqué dans A4, et, d'une maniére tout identique,

('), ('), (F'e"), (F'f"), (&), @' F), ('), ('f'), on passe aux termes
€8 ) (F10), (7 (B8), (56, (¢0)), ('),
ceux-ci seront de forme tout analogue a (31) ; et c’est en vertu des régles

classiques que 'on pourra faire sortir la différentiation ” des signes de
Vo
quadrature, en [lintervertissant, au besoin, avec la différentiation par

rapport a v.

Moyennant cette transformation, les expressions soumises a la différen-
tiation en v, sont identiques aux termes (32), au changement pres de
u'y + L, u, en u,, et relevent, par conséquent des mémes calculs.

En un mot, la valeur de D,, fournie par la formule (14) (n® 19) du
Mémoire cité A4, et la valeur de V', donnée aux n® 20 du méme Mémoire
permettent de construire la valeur u,, solution du probléme de Cauchy, a
partir des données portées par S,, absolument comme le permettaient D,
Vo, @ partir des données portées sur S,. C’est ce qui ne ressortait pas des
calculs du Mémoire en question.

(Regu le 8 juin 1932)
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Les probabilités continues ,en chaine”

par Maurice FRECHET, Paris

Résumé

Le présent mémoire est un essai de mise au point en ce qui concerne
la détermination exacte des champs de validité des résultats antérieu-
rement connus de la théorie des probabilités continues dites «en chaines.

Sommaire
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Introduction

Markoff a appelé événements «en chaine» des événements fortuits tels
que, dans une suite d’épreuves, la réalisation de P'un d’eux dépende du
résultat de 1’épreuve précédente. Il a étudié particulierement le cas ou
les événements possibles considérés sont en nombre fini. Divers auteurs,
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— A sa suite, ou indépendamment, — ont étudié le méme probléme
dans le cas ol ces événements sont en nombre infini: dans le cas des
probabilités continues. On trouvera un excellent résumé de leurs recherches
dans un petit ouvrage dit & M. Hostinsky (I)1).

Dans ces travaux, on s'est d’abord préoccupé, comme il est légitime,
d’aller de l'avant et d’arriver aux applications. Toutefois, il nous a paru
qu’il était maintenant utile de consolider les résultats acquis en les revi-
sant au point de vue de la rigueur mathématique, puis de procéder a
leur extension. Nous nous sommes consacrés a cette tiche dans notre
cours du Premier Semestre 1931—32. Et nous publions ici une partie
de ce cours.

[étude critique des cas de validité des propriétés antérieurement
énoncées nous a conduit a introduire des distinctions qui, malheureuse-
ment, ne simplifient pas l'’exposition, mais qui serrent de plus prés la
vérité. Telles sont les notions de cas positivement régulier, de cas quasi-
régulier. En ne limitant pas les recherches au cas des densités continues
et des domaines bornés, on a aussi introduit des complications nouvelles,
mais des complications auxquelles on ne peut échapper, méme dans les
applications.

Il n’est guére possible de résumer ici les résultats nouveaux contenus
dans ce travail. On ne pourra s’en rendre compte qu'en le comparant
en détail avec les travaux antérieurs sur le méme sujet.

Position du probléme

Diffusion. L'un des problémes physiques ou s’est présenté naturelle-
ment la conception des événements <en chaine» est celui de la diffusion.
On considére un liquide comme formé de molécules soumises a des
chocs incessants. Une premiére approximation consiste a admettre que
la probabilité de la position B de la molécule aprés un choc ne dépend
que de B et de la position 4 qu’avait la molécule lors du choc précé-
dent. Lorsque le nombre des positions possibles de la molécule n’est
pas supposé ‘limité, il faut faire intervenir au lieu du point 5, un inter-
valle, de la fagon que nous allons préciser.

Cas rectzligne. Prenons pour commencer le cas simple d’une molécule
dont le mouvement est rectiligne. Nous supposerons qu’il y a une pro-
babilité déterminée pour qu’une molécule occupant une abscisse x vienne

1) On a reporté & la fin du mémoire les titres complets des publications distinguées dans
le texte par des chiffres romains.
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prendre, aprés » chocs, une position comprise dans un intervalle déter-
miné (', »"). Nous admettrons que cette probabilit¢é ne dépend que
des positions initiale et finale — c’est-a-dire de x, ', " — et du nombre
de chocs qui ont produit ce déplacement, indépendamment du nombre
et de leffet des chocs qui l'ont précédé. La probabilité en question
devrait se mettre sous la forme d’une intégrale de Stieltjes étendue a
lintervalle 3" »". Mais en abordant le cas des probabilités continues,
on rencontre plusieurs difficultés qui ne se présentent pas dans la régu-
larisation des probabilités discontinues. Les intégrales qui représentent
des probabilités nécessairement finics peuvent s’étendre a des régions
illimitées et a des fonctions infinies en certains points. L’étude de la
régularisation étant elle-méme assez récente, il sera peut-étre préférable
de ne pas aborder toutes les difficultés a la fois; nous nous contenterons
donc de I’étudier dans le cas ou les probabilités en question ont des
densités de probabilité généralement finies. Plus précisément, nous sup-
poserons que la probabilité ci-dessus se représente par une intégrale
ordinaire. Son élément différentiel dépendra naturellement de 2, de 7 et
de la variable d’intégration y. En résumé, nous supposerons que la pro-
babilité en question soit représentable sous la forme

)’"
f P (v, 7) d.
J,I

On exprime ce fait d’une maniére bréve, mais peu rigoureuse, en disant
que Jla probabilité élémentaire pour que la molécule passe, apres
chocs, de l’abscisse x a une abscisse comprise entre y et y -} dy est
P (x, ) dy. On aura évidemment P® (r, y) > 0. Et, puisque apres »
épreuves il est certain que la molécule partant de x se trouvera quelque
part, on a

+ o

fwww@:L

— 00

Dans le cas particulier ou la molécule reste dans un vase de dimensions
finies, y devra rester dans un intervalle fixe (e, 4) et on pourra se con-
tenter d’écrire

b
ﬁm%ﬁ@:L
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Pour simplifier les notations on posera

2 (@ 9) = PO (z,7).

Iy

Pour aller de la position x» a une position située dans lintervalle y,
¥ -+ dy a la n -+ mtm épreuve, il faut aller, a la #éme épreuve, 4 une
certaine position qu’on peut situer dans un intervalle #, # | du et, de la,
a la position située entre y et y 4 @y a la # -} m®*™e épreuve. Plagons-
nous dans 'hypothése ol ce dernier déplacement a la méme probabilité
que si les deux positions dernieres successives étaient prises avant la
premiére épreuve et a la m@me. Alors, si I'on suppose en outre que les
P®™ (x,7) sont des fonctions continues de + et de y, on aura, en faisant
varier seulement z,

+ o

P (e, ) dy = [ 20 (5,0) du 20 1, )

— 0

en vertu du théoréeme des probabilités composées; d’ou la relation
d’itération
+
P ontn) (1) 9) :f P (x, 1) P (u,y) du.

— 0o

On a, en outre, pour chaque entier »

e
J P (r,y)dy = 1

— 0

puisque la molécule partant de x doit bien arriver en quelque position y.
On voit que, connaissant p (r, »), la relation d’itération permet, en prenant
m = 1, avant et aprés y avoir permuté m et 2, de calculer successive-
ment tous les P (x,9) par l'une ou lautre des formules

+ o
Pon(z,) = [P0 (5 0) p ,) d

+ oo
P (z,9) = fp (x, u) P (u, y) du.

—

178



Cas de lespace. Plus généralement, supposons que la molécule puisse
se déplacer dans l'espace a trois dimensions, alors on fera intervenir la
probabilité élémentaire P (A, B) dvy pour que la molécule primitive-
ment en A se trouve a la #*me épreuve dans un volume dvp entourant le
point 3. Plus précisément, on étudiera le cas ou la probabilité pour que
la molécule, primitivement en A, se trouve a la #i®me épreuve dans un
volume AR est représentée par une intégrale triple de la forme

f P (A, B) dog.

R

Cas général. On peut encore généraliser et considérer le cas d’un systéme
dépendant de % paramétres qui ne sont plus nécessairement de nature
géométrique, mais dont la connaissance définit I’état du systéme. On
pourra désigner par /~ et /7 deux états du systeme et par v une région
de l'espace a 4 dimensions. Et 'on pourra étudier le cas ou la proba-
bilit¢é pour que le systéme passe, en 7 épreuves, de I'édtat £ a l'un
quelconque des états / appartenant a v est représentée par une inté-
grale multiple de la forme

fP"l) (E, ) drg
c’est-a-dire de la forme

f(p(")(ql, G2y oo Gry Uy, Uz, ... ll;‘,)dlll e (l’u},

iy oo Qrs Uy, ... 2, désignant les parametres qui définissent respective-
ment /< et /7. En raisonnant comme plus haut, on voit qu'on devra avoir

ou, sous une forme plus condensée

(T) f])(”} (K, F) drp =1
v

et de méme

M Pt (E) 7)== J P (E, G) P (G, F) drg
vV
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en désignant par I la région de l’espace a %# dimensions formée par
I'ensemble des états possibles du systéme (}” peut étre bornée ou illimitée).
Enfin, on aura évidemment la condition p (%, #) > o, d’ou, d’apres (I),
P (E,Fy>o.

Puisque les P (L, G) sont > 0 et vérifient (T), P+n (£, FF) est
une moyenne «<pondérée» des P (G, F). Sidonc on nomme P (F) et
2@ (F) les bornes finies ou non de 7 (G, ) quand G parcourt V,
on aura

0 LU (F) Zptrtn () £ POt (F) Z P (F).

Lorsque 7 croit indéfiniment p ) (#) et P@ (F) ont des limites déter-
minées, finies ou non, p(F) et P(F) et 'on a

o= p () = L(F).

Nous pourrons prendre pour } un ensemble trés général. Nous sup-
poserons seulement que ce soit un domazne, entendant par la que [ est
formé par la réunion des états intérieurs a }” et de leurs états limites.
C’est ce qui a lieu pour toutes les figures simples. Les deux conséquences
qui nous seront utiles par la suite sont les suivantes. D’une part, } sera
«fermé» au sens de la théorie des ensembles c'est-a-dire comprendra
tous les états limites d’une suite d’états de J/. D’autre part, pour tout

état /z de I, et quel que soit v >0, il existe un état / intérieur a }/
et a distance 2) de £ << 127~ Dong, il y aura une sphére v de centre /

et de rayon assez petit pour qu’elle soit formée uniquement d’états de J/,

tous a distance de £ inférieure 4 4. En appelant mesure de V linté-

grale f dr, on voit ainsi que pour tout état Z de }/ (méme pour un état

appartgenant a la frontiere de ") et pour tout nombre v << o, il existe
une partie v de J a distance de £ de moins de 7 et dont la mesure
est positive.

Nous allons maintenant étudier les conséquences qu’on peut déduire
de I'hypothése particuliére que l'une des densités itérées P (L F) est
uniformément continue.

?) Si E, F sont déterminés respectivement par les parametres ¢y, ... ¢, ; #;,-.. %, , on

pourra appeler distance de E & F' la quantité V' (q;—w,)* ...+ (g, — %)% par exemple.
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Intervention de la continuité.

Continuzté éventuelle des bornes. Faisons d’abord un raisonnement
général sappliquant aux bornes inférieure ¢ (&) et supérieure @ (F),
quand / est fixe, d’une fonction @ (£, F) uniformément continue quand
FE, F varient simultanément sur I/, et partout > o sur V.

Alors @ (F) est partout finie et > 0 ¢t on a

(5 F)=[9(£ F) — @ (£ )]+ ¢ (F).

Or, pour tout ¢ > o il existe un nombre % > 0 et indépendant de £
tel que

| @ (E, F)— @ (E, F)| <e pour FF, < 7.

On a donc

O (5 F)> — & + g(F)
et puisque le second membre est indépendant de £

@ (F) > — ¢+ @ (F)
On a de méme ¢ (F)> — ¢ + @ (F)
et finalement
| @ (7) — @ (F)| < & pour FF < g

Ainsz, que V soct borné ow non, @ (F) est uniformément continue sur V.
Et méme, puisque tout couple g # convenant pour @ (&, /7) convient a
@ (F), on voit que ¢ () est, en ce sens, au moins aussi continu que @ (£, ).

Le résultat correspondant pour @ (F) est moins simple, car @ (/) peut
&tre infini. Toutefois, si 'on suppose @ (£, ) non seulement uniformé-
ment continu, mais encore borné sur V, des raisonnements analogues
aux précédents montrent que @ (F) sera aussi borné et uniformément
continu sur V. Clest, en particulier, ce qui aura lieu pour toute fonction
@ (E, F) > o et continue quand £ et F varient sur un domaine fini V.
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En passant au cas général, supposons qu’il y ait au moins un état
£, ou @ (F,) soit fini. Comme on a, pour FF, < 7

O(E,F) = [0 (5 F) — O (B F)|+ O(E, F) Z¢ + 0 (Fy)
quel que soit £, on aura
QW) L e+ O (F)

et en particulier @ (#) sera aussi fini.

Ainsi, étant donnés deux états /, /7, de V/, a distance <7, @ (F) et
@ (F,) sont en méme temps infinis, ou bien tous deux finis et on a

| @ (F) — @ (F)] <

Dans la partie /' de V ou @ (F) est fini, @ (F) est donc uniformé-
ment continu. On peut d’ailleurs observer que si {/ est une partie de V/
qui est d’'un seul tenant, I/ appartient enti¢rement a /' ou appartient
entiérement & J— . Par hypothése, si 7, F' appartiennent a U, alors,
a tout 1> 0 correspond un nombre fini d’états /, /4, ... F; de U tels
de FF, F\F, ..., F, F' soient tous < 7. Si donc, par exemple, F
appartient a }’, alors @ (F) est fini, donc @ (#)) est fini; @ (#,) étant fini,
il en est de méme de @ (/,), etc..... Finalement @ (/') est aussi fini.

Remarques. 1. On peut observer, en suivant la démonstration de plus
prés que le résultat subsiste si on remplace l'uniforme continuité de
@ (E, F) quand £, /' varient simultanément par une condition moins stricte,
«I’égale continuité» des fonctions de 7, ¢ (£, F) qui correspondent chacune
a un état £ déterminé. Autrement dit, il suffit de supposer qu’a tout
& > o, correspond 7 tel que

(L5 F) — (B F,) | < & pour FF, <1

E variant sur V. Cette remarque sera utile plus loin (p. 183).

I7. Supposons qu’on sache que @ (&) est fini presque partout sur },
circonstance qui se présentera souvent plus loin. Alors J/— " est vide
ou de mesure nulle: Si J/—JF' n'était pas vide, il y aurait un état 7
appartenant a — 1" et pour toute valeur de 5 >0, la sphere de centre £,
rayon 7, contiendrait comme on I’a vu p. 180 une sphére appartenant a et
par suite n’appartenant pas entiérement & J/—J/' qui est de mesure nulle,
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Il y aurait donc un état /4, de I ou @ (/) est fini et a distance < 7
de /. Par suite, @ (/) serait fini contrairement & I’hypothése. Ainsi
dans ce cas J' = [ cest-a-dire que: si @ (#) est fini presque partout
sur V, @ (/) est fini partout sur J et y est uniformément continu.

Un cas intéressant, que nous rencontrerons souvent par la suite est
celui ot ¢ (£ /) est > 0 et est majoré, quels que soient £, 7 sur V),
par une fonction y (/) sommable sur V. Alors, 'ensemble sur lequel y (#)
est infini, est vide ou de mesure nulle. Il en est donc de méme de @ (F).
Par suite, @ () est fini et uniformément continu sur tout le domaine V.

Continuzté éventuelle des p™ (F). Supposons que l'une au moins P
des fonctions P® (F, /) soit uniformément continue. Ou méme, plus
généralement, supposons que les fonctions de &, /7 (E, F) correspondant
respectivement aux divers états £ soient «également continues» (p. 182)
en /. Alors, a tout ¢ positif correspond un nombre 7 tel que | P (£, F)
— P (E F) | < e pour FF, < v, E variant sur J, & et 7 étant indé-
pendants de /. Alors

PG, F)— P (G, )

| Petm) (F, ) — Ple+m ([5, [7)| < f PO(E,G) drg< ¢
v

pour £/ < .

On voit que pour X, n fixes, /°® (FE, F) sera une fonction de / uni-
formément continue et que les fonctions de la famille de fonctions de /#
obtenue en faisant varier % et 2 (> m) seront aussi « également continues .
Il en résulte, d’apres la p. 182, que l'on aura

|2 (F) —p" (F)]| <

pour 2 > m et [/, < w. En passant a la limite pour #, /| fixes, on
aura aussi

[ (F) —p(F)] < e

En résumé: que le domaine V soct fint ou non, il suffit que [une des
probabilités itérées P™ (E, F) soit uniformnément continue en E, F sur V,
pour que les p™ (F), & partsr dun certain rang, et lewr limite p (F)
sotent clacune uniformément continues sur V et méme y Sotent dans leur
ensemble <également continues».

En ce qui concerne les bornes supérieures /> (/7), le résultat précédent
subsistera si I'une au moins des probabilités /2" (£, F) qui est supposée
uniformément continue est en méme temps bornée sur } et alors les P (F)
et (/) seront méme «également»> bornées a partir d’un certain rang. II sub-
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sistera aussi quand 'une des probabilités P (£, F) sans étre bornée est ma-
jorée par une fonction 1 (/') sommable sur .

Enfin, dans le cas général, soit },' 'ensemble sur lequel P (/) est fini
et V' Tensemble sur lequel / (/) est fini: },' appartient & I'. Si
FF, < v etsi F,F, appartiennent & /', alors pour » assez grand /7,
appartiennent & J,'. Or pour » > m, les P (FE, F) sont des fonctions de
F telles que

| PO (E, F)— PO (E, F)| e
D’aprés ce qu'on a vu, p. 182
| PO(F)— PO (F) | <&
pour » assez grand et par suite, a la limite,

| P(F)—P(F) | <e

Ainsi, dans le cas général, (/") est uniformément continu sur V', et /°(F)
est uniformément continu sur tout l'ensemble }' ou F (/) est fini.

Dans le cas particulier ot /2~ (/) est fini presque partout, soient /7, /7
deux états quelconques de J, & distance <. Alors, si P (/) est fini,
il en est de méme de P (%)) pour » assez grand. /) ([, /7) étant, en
supposant » >> 72 «également continu» en /& quand /7 varie, il en résulte
d’aprés la p. 182 que ) (/") est aussi fini et par suite que /(/7) est aussi
fini. Ainsi }/' contient tout état / A distance < v d'un état /, de }' et
J7— V' est de mesure nulle. D’aprés le raisonnement de la p. 182 il en résulte
que V—)" est vide ou que }' == }. En résumé, si lune des fonctions
PO (E, F) est uniformément continue quand [, /7 varient sur [, alors, que
V" soit limité ou non, si I'on est certain que £ (£) est fini presque partout
sur V, on peut affirmer que /°(F) est fini et uniformément continu partout
sur J. Nous savions déja quil en est de méme pour p (7).

Continuzté éventuelle des P¥ (E, F). Par contre, le raisonnement pré-
cédent ne prouve pas que si une des fonctions ™ (£, /) est unifor-
mément continue sur J/, il en soit de méme pour les autres a partir
d’un certain rang. Il y a cependant des cas simples ou cette conclusion
est légitime.

Par hypothése, pour tout ¢ >0 il existe un nombre % tel que pour
EE, < FF <% on ait

| PO (Ey, F)— P (E, F)| <& On a donc
i[)(s+m) (E,,Fl) — P+ (B, F) ( =

| Pa(E, 6)| P (G F)— P (G, F) | dre

v
—}—f | P (Ey, G)— P (E, G)| PO (G, F) dtc.
v



Si PY (G, F) est une fonction de G sommable sur V, le second mem-
bre est < ¢[1 4 /PO (G, F)dz] .
v

Nous aurons alors plusieurs cas:

I Si V est borné, alors P ([, I7) supposée continue sur }/ y a une
borne supérieure finie ¢ et il en est de méme pour P (E, F) pour
s>m. On a donc pour n>x2m, EE <, FF, <.

| PO(E, 1) — P (£, )| < &1 4 wmes. V].

Ainsi, quand le domaine V' est borné il suffit que lune des fonctions
P (EF) soit continue quand E, F parcourent V — et par suite unz-
Jormément continue — pour que toutes ces fonctions soient & parity & un
certarn rang, chacune uniformément continue et méme, dans leur en-
semble, «également continues».

II. Ne supposons plus le domaine }” borné; alors si l'une au moins
des fonctions /" (K, /) est uniformément continue, et si, en outre,

lintégrale / /°™ (G, F¥) diz est, pour n assez grand, inférieure a un
14

nombre indépendant de /7 et de #, la conclusion précédente subsiste.
La deuxi¢me condition sera satisfaite en particulier dans le cas ou est
vérifiée une certaine condition 7" dont nous reconnaitrons plus loin
(p. 222) I'importance.

Cette derniere condition sera aussi satisfaite dans le cas ou P™ (£, F)
est non seulement uniformément continu mais encore borné supérieu-
rement sur J et méme avec une borne inférieure positive a. Alors,
on a

Powtm)(E, F) = f PO (B, G\ PW (G, F) dic> a f PW(G,F)drs.
14 Vv

Or, puisque P™ (£, /') a une borne supérieure A/ il en est de méme
de Po+m ([ F) et on a

}’:fP<ﬂ)(G,F)dzc<~‘Z{
14

et ceci quels que soient #» et 7. Il en résulte encore que P (£, F),
P+h(E F), ... seront des fonctions «également continues» et «égale-
ment» bornées.
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Si lintégrale ¥—= [/ Py (G, F) dr; a, pour s assez grand, une borne
v

simplement indépendante de %, mais variable avec s et si P (G, )
est seulement supposée uniformément continue sur J/, alors chacune des
fonctions P® (£, F) sera, pour » assez grand, uniformément continue
sur V.

Enfin, dans le cas plus général ou P (G, F) étant uniformément
continue sur }/, on suppose simplement que, quel que soit s assez grand
PO (G, F) est une fonction de G sommable sur J7 quand / est en &,
alors P (E, F) sera simplement, pour » assez grand, une fonction con-
tinue de £ et de & pour le couple d’états £, /, ou £, est arbitraire.

Notons d’ailleurs que, dans bien des cas, I'étude directe des fonctions
P (E, F) permettra d’établir leur continuité, a partir d’un certain rang,
sans recourir aux propositions précédentes. Tel est le cas de I’exemple
de la p. 189.

Introduction de la régularisation

On a PNE) = PO (E, F) = PP (F).

Les bornes p(m (F) et P (F) ne peuvent jamais (p. 180) s’éloigner I'une de
l'autre quand 2 croit. En général, elles vont se rapprocher quand le
nombre 2 des épreuves augmente. En sorte qu'en général I'accroisse-
ment du nombre des épreuves a pour effet de diminuer Pamplitude des
oscillations possibles — quand on envisage plusieurs positions possibles
de £ — des densités de probabilités. C’est en cela que consiste, a un
premier point de vue, la régularisation des probabilités. L’étendue limite
de loscillation sera mesurée par P (/) — p(#). Il est dailleurs clair
que cette régularisation sera d’autant plus marquée que P (F) — p (&)
qui est > 0 sera plus petit et qu’elle atteindra son maximum quand
P(F)—p(F) sera nul.

C’est la recherche des cas ou cette circonstance se produira qui va
nous occuper maintenant.

Supposons d’abord que p (£, ) ou plus généralement 1'un, P (E, F),
des P® (E, F) a une borne supérieure y indépendante de £ et de 7,
au moins quand ceux-ci varient sur V. Alors P (F)=u et P" (K, F)
< u pour n > m et enfin P(F)< u.
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Notons, d’autre part, que la loi de formation des P (£, /) définie
par la condition (I) de la page 179, est la méme que celle des noyaux
itérés de I’équation intégrale de Fredholm

X(m) =)+ [ (5 F) X (F)az,.
14

La théorie de cette équation sera utilisée plusieurs fois par la suite. Dés
maintenant, nous pourrons y renvoyer pour la démonstration de plusieurs
propriétés. Il faudra toutefois observer que les démonstrations en sont
faites, généralement en supposant }” borné et que leur extension au cas
d’une région } illimitée n’est pas toujours immédiate. Elle conduirait
méme parfois & des énoncés inexacts si ceux-ci n’étaient pas convena-
blement appropriés a ce cas. Par exemple on ne pourra pas, dans ce
cas, considérer toute fonction continue comme bornée, intégrable et uni-
formément continue; et une fonction uniformément continue dans une
région illimitée n’y est nécessairement ni bornée, ni intégrable. Par
contre, quand la région J est bornée, on sait (II, p. 343) que si le
noyau p (%, /) y est continu, il en est de méme de tous les noyaux
itérés P (£, F7). Cette propriété qui va nous servir immédiatement a
été établie plus haut, p. 185, comme cas particulier de propositions plus
générales.

Définztion du cas rvégulier. Plagons-nous d’abord, pour simplifier, dans
les /feypothéses suzvantes: la fonction p (£, /) est uniformément continue
quand £ et / varient simultanément dans J” et la région I est bornée.
Alors p (E, /) a une borne supérieure y et les fonctions P (£, F) sont
uniformément continues et au plus égales a . Du fait que P® (£, F)
est uniformément continue par rapport a I'ensemble de £, F, résulte que
P (F) et p» (/) sont aussi uniformément continues et d’ailleurs < u.
Ceci étant les inégalités

PN Zp N E) = Zp ()2 P(F) = Z PO () = PO(F) £

(1) 0| PWN(E, F)—p (F)| = | PO (1) —p" (F) |
et P(F) —p(F7) = lim [P0 (F) — p (7))

montrent que, dans le cas ou on aurait p (&)= F(F) la suite des
noyaux itérés P (F, F) aurait une limite déterminée p (F) indépen-
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dante de £. Ce serait 12 une circonstance bien remarquable: la densité
de probabilité du passage en » épreuves de I'état £ a l'état F devien-
drait, pour » croissant, de plus en plus indépendante de l'état initial .

L’égalité PF)=p(F)
se traduit par I'égalité

lim [P (F) — p (F)] = o.

n—->ow

Dans les hypotheses actuelles la convergence du crochet est nécessai-
rement uniforme. Car il en est ainsi pour toute suite non croissante et
convergente de fonctions ¢ (/) continues sur une région }/ bornée
(et, comme on le supposera naturellement toujours ici, fermée, c’est-a-
dire comprenant ses éléments limites).

En effet si ¢ (&) est la limite de ¢, (/), si 'on pose D, (/) =
@ (£)— @ (F) et si on désigne par ./, le maximum de D, (/) sur V,
M, ne peut croitre quand 7 croit. Donc A7, a une limite 17> 0. Il sagit
de montrer que A/ — o. Dans le cas contraire, I'ensemble .S, des états / de

M . . , A .
Vou D, (F) > > > o comporterait au moins un état /,. De la suite

des 5, on pourrait tirer une suite %, , #,,, ... convergeant vers un état
e,, 7' appartiendrait

F'de V. Comme £, s L appartiendraient & .S

pp1? "y

M .
a .S, 45 On aurait donc D, ” (F') > > > o alors que la suite des D,, (')
tend vers o.

Dans ces conditions, en vertu de .(I), P (E, F) converge uniformé-
ment vers p (/) quand £, F varient indépendamment sur J. Par suite,
on a

fP(F) drpzfﬁ(F) dip=lim | P®(E F)dip= 1.
vV 14

” -0
14

Réciproquement, si, dans les mémes hypotheses sur p(Z, 77) et V), les
intégrales de P (/) et de p (/) sont égales a l'unité, on aura

[P —ptnar=o

14

et par suite, la fonction P (/) — p () étant continue et >0 sur [y
sera nécessairement nulle partout.
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Car, si y (/) est une fonction continue dans une région V/, bornée ou non
telle que f W (F)dF =0 avec yp (F)="o0 et sil existait un état /;, de V

ot (£ )> o, alors, il existerait (p. 180) une région v de mesure positive,

appartenant & J/ et toute entiére assez voisine de /7, pour que l’on ait sur
7 \

v, w(f)\”’( Y qot 0= [ (F)dF = [ y(F) df>”’ /4F>o

d’ot [ dF = o, contrairement a

v

la définition de 7.

Alors, la suite non croissante de fonctions continues P ™ (F)— pt (F)
qui converge uniformément sur } vers P (/) —p (/) convergera vers
o et finalement P® (£, F) converge uniformément sur » vers une limite
27 (#) indépendante de .

Dans les hypotheses actuelles, les trois conditions suivantes sont donc
équivalentes :

1° P (FE, F7) converge uniformément quand £ et /& varient sur }/
vers une fonction limite indépendante de Z.

20 p(F) = P(F) sur V.
3°¥;>(F)a’tp:VJP(F)a’zF: 1.

L’équivalence des trois propriétés ne subsiste plus dans le cas général
comme va le montrer 'exemple suivant. Nous serons donc amené a ne
retenir que l'une de ces conditions pour définir le cas régulier dans les
hypothéses les plus générales

Exemple. Supposons le systéme matériel défini par un seul parameétre
numérique et revenons aux notations de la p. 178. Considérons le cas

o 1 S .
particulier ou 2 (v, y) = T ¢ "™ On aura bien
7

+
? (%) é@fﬁ (x,p)dy — 1.

— o0
Or la relation d'itération fournit aisément I’expression

— (=g
14 ”n

P (x’)’) -

I
Vnz

que d’ailleurs on vérifie plus facilement encore.



Les bornes P (y) et p® (») quand x varie, de ™ (x,y) sont évi-
demment

1

PO (5) = et 9 () =0

+ + o
de sorte que / p) (y)dy = o0, et / P (y)dy est infinie quel que soit 7.

Pourtant P*"( y) et p( ) tendent vers la méme limite P (y) = p(y) =0
Et méme la convergence de I'un et de lautre est uniforme. Dans ce

cas P® (x, y) converge vers une limite p(y) = 0 et cela uniformément
+

quand x, y varient indépendamment. Et les intégrales / P (y) dy et

— oo

+
/ 2 () dy sont toutes deux finies et égales. Mais leur valeur commune

n’est pas lunité.

En revenant au cas d’'un nombre quelconque de variables, on voit
que cet exemple fournit apparent paradoxe suivant. Il peut arriver:
que P (E, F) converge vers une limite indépendante de ~ et cela uni-
formément quand £ et F varient arbitrairement sur J, qu'en outre
P(F)=p(F), qu’enfin les intégrales [ p (F)dtr et J P (F)dtr existent

14 124

et soient égales et cependant que leur valeur commune soit 2% 1 c’est-
a-dire que

n—>o
14

f P(F)dtp == lim [ PW(E F)dzy.
14

Naturellement cet ensemble de circonstances ne peut se présenter que
si I/ est illimité.

Ainsi donc, dans le cas général les conditions 1°, 2°, ne sont plus
équivalentes a 3°.

Or, si la condition 1° est celle qui semble fournir dans les applications
la propriété la plus importante, son utilité serait bien diminuée si 3° n’était
pas réalisée. Car, d’aprés 1° il y aurait bien une fonction p (#) qui serait
limite de densités de probabilités. Mais c’est seulement si 3° était réalisée
que cette limite serait elle-méme une densité de probabilité (bien entendu,
on a toujours p (/) o0, P(F)0).

Or, dans le cas général, nous allons voir que la condition 3° a pour
conséquence des propriétés qui sont presque les mémes que 1° et 2° et
qui conservent tout l'essentiel de l'utilité de la condition 1° pour les
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applications. Cela nous permettra de définir le cas régulier — quand
on n’impose a p (£, F)eta V que les conditions (£), (7°), (/) — comme
celui ou 3° est réalisé.

Commengons d’abord par une observation qui s’applique qu’on soit ou
non dans la cas régulier.

Si p (£, F) nest pas borné, alors, comme on suppose toujours

S P (E, F) dvy— 1, la fonction p™ (/) qui est >0 et =Z P® (F, F) sera
v

aussi une fonction sommable sur I (c’est-a-dire dont 'intégrale sur J” est
déterminée et finie) telle que [/p" (F)drp<_1. Et, puisque p™ (F) tend
v

sans décroitre vers p (/) (finie ou non), p (#) est aussi sommable sur J
et [p(F)dip=1 (IIl, p. 120). Par suite, non seulement p (#) ne peut
v

étre infini partout, mais p (/) ne peut étre infini que sur un ensemble
vide ou de mesure nulle.
Appelons mesure d’'un ensemble S d’états ~ I'intégrale /dtz. Alors si S est
s

I'ensemble des états / de 7 ol p (F)>> A4 >0, on aura 1 > [ (F) dtp>>
i
Afdrp, dob [drpL —;T L’ensemble « (qui est peut-étre vide) ou p (F)
s 5

est infini, est compris dans .S. Sa mesure est donc inférieure & —, pour tout

I
A
nombre positif 4. Elle est donc nulle.

Définztion du cas quasi-régulier. Nous avons dit qu’'on appellerait cas

régulier le cas ou les deux intégrales [ p (/) dtp et / P (IF) dty existent
v v

et sont égales a l'unité. Ce cas est compris dans le cas plus général que
nous examinerons d’abord, sous le nom de cas quasi-régulier, ou I'on
suppose seulement que ces intégrales existent et ont la méme valeur
finie. D’ailleurs on a vu que p (F) est toujours sommable sur 7 et que
/P (F)dtg< 1. Si donc on n’est pas dans le cas régulier la valeur
v

commune de ces deux intégrales sera < 1.
On a dans le cas quasi-régulier

f[P(F)——vp(F)]drF:o avec P (F)—p (F)>o.
v
Or si une fonction 6 (#) positive ou nulle sur 7 a une intégrale nulle
sur J alors — quelle soit continue ou non, bornée ou non sur J —
elle y est nulle «presque partouts», c’est-a-dire que l'on a fdtr=0, en

désignant par v l'ensemble des états /# de J ou 6 (F)==o0.
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Car, soit v, 'ensemble des états /" ou 6 (%) > A->o0. On a:
0= fﬂ (F) drp>> Afd‘t};‘éo d’ott fd‘tp —=o0
vV v v

la «mesure» [drtp de v, étant nulle quel que soit 4, I'ensemble v qui
74

est la réunion de v,, v1e, ... 1/, ... aura aussi une mesure nulle,
Donc P (F)— p (F) est nul presque partout sur J/, c’est-a-dire, sauf

peut-étre sur un ensemble w, de mesure nulle. Comme p (#) ne peut

étre infini que sur un ensemble w, de mesure nulle, on voit que P (F)

et p (F) sont finis et égaux sur }/ sauf peut-étre sur un ensemble de

mesure nulle @ formé de la réunion de w, et w,. La relation

OL| P (E, ) —p(F)| < PW(F)—p™ (F)

montre alors que P® (E, /) converge vers une limite p (#) indépendante
de £ — et cela uniformément pour / fixe quand £ varie sur / —
sauf peut-étre quand # est sur w.

Ceci va nous permettre de donner une définition du cas quasi-régulier,
moins condensée mais plus intuitive que celle qui consiste dans I’égalité
de deux intégrales d’ailleurs non directement données.

Nous appellerons cas guasz-régulier le cas ou la densité de probabilité
P (E, F) converge—sauf peut-étre quand F appartient 2 un certain en-
semble w de mesure nulle — vers une limite s (/) finie et indépendante
de E, la convergence ayant lieu uniformément pour F fixe quand £
varie sur 7 (mais en cessant d’exiger l’égalité / a(F) dvp = 1).

Dans ce cas, pour F fixe, en dehors de w, et pour ¢ positif donné,

il existe un entier /V tel que

a(F)—e POE F)a(F)+e

pour z>N. Dot & (F)—e L p™ (I7) £ P (F)L o (F) + & pour 2> V.
Autrement dit, en dehors de w, p™ (/) et P® (#) — qui tendent tou-
jours vers p (F) et P (F) — tendent vers la limite finie & (/). Donc en
dehors de w, p (F) et P (F) sont finis et égaux. D'ailleurs, dans tous les
cas, lintégrale / P (F) dty existe et est<_1. Donc / P (F) drp existe aussi

et on a

pr(p)dm:yfp (F) dep £ 1.
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(Si T'on n’est pas dans le cas régulier la valeur commune de ces intégrales
sera < 1). La réciproque a été établie plus haut et compléte l'identité
des deux définitions du cas quasi-régulier.

On peut méme obtenir une sorte de convergence uniforme relative-
ment non seulement 4 £ mais encore a /. Pour cela, considérons une
partie bornée arbitraire mais fixe W de I/ et, pour ¢ positif arbitraire,
désignons par S, 'ensemble des F de W ol P (F)— p®(F) > & L'en-
semble .S commun aux .S, étant évidemment compris dans w est de
mesure nulle. D’autre part .S,,; appartient a S,. On peut donc écrire

Se= S+ (Si—Si) (S — ) 4 (Sy— S eerirnnn

d’ou, en posant /dry — mes. G.
G

mes. S, — [mes. S, — mes. S,] -+ [mes. .S, — mes. Sg| + .........

Le second membre est donc une série convergente. Pour % positif donné,
il existera un rang ¢ tel que le reste de cette série de rang ¢ soit < 7.
Donc mes. S, <l 7. Jusqu'ici ¢ et v étaient arbitraires. Donnons a ¢ et v

w .
une méme valeur ¢, = —,, en prenant successivement pour # les valeurs

1, 2, 3...; alors ¢ prendra une suite dc valeurs ¢,, ¢; ... quon peut
supposer croissantes et .S, deviendra successivement un des termes gy,
0y, ... d'une certaine suite d’ensembles. La mesure de ¢, sera inférieure

L W . P N
a— et celle de l'ensemble 7, —= ¢, + 6,41 + .....- sera inférieure a

w
2n—-1"

Comme ¢, est I'ensemble des /7 de W ou P9) (F) — p@n) (F)

> ¢&,, on voit que sur IV, on aura en dchors de 7,
PO(F) —p@(F7) < tuys

pour »>x¢,,, et s =1, 2.... Autrement dit [P?(F) — pO (F)] con-
verge uniformément vers zéro sur ¥ en dehors dun ensemble 7, de
mesure aussi petite que I'on veut.

En résumé, dans le cas quasi-régulier, la densité de probabilité
P@W(E, F) converge, quand 7 croit, vers une limite P (¥) indépendante de £
et cela uniformément quand d’une part £ varie arbitrairement sur 7,
quand d’autre part et simultanément # varie arbitrairement sur une partie
bornée quelconque I de J sauf peut-étre sur une partie 77 de ¥ dont
on peut supposer la mesure aussi petite que 'on veut.
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(Il doit étre rappelé que, si, pour tout nombre positif §, on peut sup-
poser 7' de mesure inférieure a 0, il n’en résulte pas qu'on puisse sup-
poser 77 de mesure nulle. Car, 7 varie avec 0; or, en appelant ¢ la
partie commune a une infinité d’ensembles 7" il y aura bien dans W/
convergence en dehors de 7 mais non convergence nécessairement uni-
forme).

Les raisonnements ci-dessus et leur conclusion subsisteraient si on prenait
pour W une partie de J qui soit illimitée pourvu qu'on suppose sa
mesure finie.

Cas régulier. — Cherchons la condition pour que le cas quasi-régulier
soit en méme temps le cas régulier,

On a toujours3)

7n-» oo

lim J.p(”) (F)dF :fp (Fydl £ 1 :J‘PW (£, F) d .
v v
Et, dans le cas quasi-régulier
(2) fp (F) dF :fP(F) dr.
v v
Pour qu’on soit dans le cas régulier quand la condition (2) est remplie,

il faut et il suffit
lim [PW(E, F)— p® (F)| dF == o.

7>

Soit alors ¢ un nombre positif arbitraire il y aura un entier ¢ tel que,
pour n» > ¢ on ait

[1pm 0 —po iy ar < ¢

14

Pour toute partie v de V7 on aura donc, si 7 > g
[rowgmar <ty [powar <t [puar
et si v est une partie de V telle que /p (F)dF < %, on aura

(3) . f PO (EF)dF < ¢.

v

8) Pour abréger, nous remplacerons dans la suite la notation dt, par la notation plus

simple d F.
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La fonction p (&) étant, en tout cas, sommable sur V, y est, comme on

sait, (III, p. 109), «absolument continue» c’est-a-dire qu’a chaque nombre

positif » correspond un nombre 1, tel que l'on ait /p (F)dF < v pour
v

toute partic z de )/ de mesure < 7,. En prenant o = —2, on voit

qu'on aura, pour z >gq, [P (E F)dF < e Dailleurs, chacune des

fonctions AW ., P@  étant sommable sur V, y sera absolument continue,

c’est-a-dire qu'il existera des nombres v, ... v, tels que, pour mes. v < v,

on ait /PP (K, FF) dI" < ¢ Finalement, si v est le plus petit des nombres
v

Nos M1y --+ g » ON VOit que, pour toute partie v de }/ de mesure <7, on
aura f, ™ (E, FF) dF <&, quel que soit n—, ¢, v, v étant indépendants de 7.
C’est ce que nous exprimerons en disant que l’absolue continuité des
fonctions de F, PW (F, /7) doit étre, pour £ fixe, uniforme quand n varie.
Considérons maintenant deux cas. Supposons d’abord ¥ borné ou
plus généralement de smesure finde. Alors, cette condition nécessaire
d’uniformité est suffisante. En effet, soit ¢ arbitraire > o, il y a, par
hypothese, pour £ fixe, un nombre v, >> 0 tel que pour toute partie v

de V' de mesure < v, on ait /PW(E, F) dF < 2— D’autre part, d’apres

la p. 193, puisqu’on est déja dans le cas quasi-régulier, il y a une partie 7°

de V' de mesure inférieure a v et telle que P®(E, F) converge uni-
formément vers p (/) quand F varie hors de 7. Des lors, on a

;P(”) (E, F) dF < ~§— et il existe un nombre ¢ tel que
S\ PO (E, F) — p(F)| dF < 2 pour # >g¢. D'on
VT
[rerar= (s ar> [ rogmar— &
v V- v-r
=1 fj)w(E,F)dF_ 5 >1—c .
T
Pour tout & > 0 on a donc
¢ <fp(F)dF: fP(F) dF £ 1
V [}
on est bien dans le cas régulier.
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On observera que si la condition d’uniformité de 'absolue continuité
de /PW (E, F)dF a été prouvée nécessaire pour chaque état E fixe
14

de V, la démonstration qu’elle est suffisante suppose simplement qu’elle
ait lieu pour au moins un état £ de V.

Si P n’est pas de mesure finie, cette uniformité n’est plus suffisante
comme le montrerait 'exemple de la p. 189. On doit compléter par une
autre, cette condition d’uniformité de la continuité absolue des intégrales
I! P (E F) dF.

Pour cela, rappelons que, par définition de l'intégrale d’une fonction
@ (f7) sur un ensemble non borné 7

fq) (F)dF =1lim (@ F)dF
s>
14

s

ou W,, Wy, ... W,, ... est une suite de parties bornées de J telles

N

que W, appartienne a W, et que } soit identique a la réunion des

W, . Posons v, = V'— W, . Deés lors, pour chaque entier #, il existe

un entier s, , tel que /PW (E, F) dF < & pour s> s, et un entier s’ tel
s

que [p(F)dF <—;~ pour s> ', Or, si lon est dans le cas régulier, on

aura en vertu de linégalité (3)
fP(") (B, F)dF < ¢

pour s> s' et » > ¢, ¢ étant indépendant de s. Appelons alors s” le
plus grand des nombres s,, ... s,, s’, on aura

f P (E, F)dF < ¢

vgn

pour toute valeur entiére de #, s" étant indépendant de » D’ou

fp(n) (& F)dp_fpw)(ﬁ, F)dF < s
14 W,

s
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pour s > s", quel que soit l'entier arbitraire ». C’est ce que nous ex-
primerons en disant que, dans le cas régulier, la convergence, exprimée
par la formule

lim [ f P (E, F) dF — f P (E, F) a’F] —o
§—> 00
v W,

des intégrales a limites infinies / P (E, F)dF, est uniforme quand »
A

varie.

Réciproquement, supposons — toujours dans le cas quasi-régulier —
que non sculement l’absolue continuité mais la convergence de chaque
intégrale a limites infinies f/ /7" (E, F')dF soient uniformes quand 7

v

varie, et ceci au moins pour un état Z fixé. Alors, pour tout ¢ >0
il existera une partie bornée W de I telle qu’en posant v — V' — W,
on ait a la fois

fp (F)dF < ¢, fpw (E,F)< ¢

v

et ceci quel que soit #. Or, en vertu de l'uniformité de I’absolue con-

tinuité de /P (E, ) dF et, par suite, de celle de / P™ (E, F)dF, le
v W

raisonnement fait plus haut dans le cas ot I est borné conduira a rem-
placer dans le cas actuel les inégalités (4) par

f;)(F)a’F> PONE F)dF —¢ = 1—-fP<»)(E,F)dF—a>1—25.
w w v

On a donc pour tout ¢ >0
Iéfp(F)dF>I—28
v

et on est bien encore dans le cas régulier.

Une condition suffisante plus simple. 1l y a un cas particulier ou on
peut obtenir une condition suffisante plus simple en utilisant un théoréme
(III, p. 120) d’aprés lequel, si les fonctions d’une suite non croissante de

197



fonctions @™ (F)>> 0 sont sommables sur %), il en est de méme de
leur limite @ (F) et on a

” —» 0

(5) f O (F)dF = lim [ 0@ (7)dF.
Vv vV

Les fonctions AP® (F) majorent les fonctions P® (FE, /), sommables

quand /£ varient sur V. Il n’en résulte pas que les P (F) soient som-

mables. L’intégrale / P® (F)dF peut étre infinie, soit parce que P (&)
v

est infinie sur un ensemble de mesure non nulle, soit méme quand
PP (F) est finie et méme borné, si } est non borné, comme le montre
I'exemple de la p. 180.

Par contre, si 'une des fonctions P (#) est sommable sur V, il en
sera de méme de PO+ (F), P#+2(F) .. et I'on aura une relation ana-
logue a (5). D’ailleurs, on aura aussi dans ce cas

f P (F)dF > f P (L, F)dF — 1
14 14

d'ot / P(F)dF > 1.
14

En résumé, qu’on soit ou non dans le cas quasi-régulier, s'il existe

une fonction ¢ (/) sommable sur V, qui majore — quels que soient £
et /' sur V' — l'une au moins des fonctions P® (£, /) — et, par suite,
si I'une au moins des P (F) est sommable sur IV — alors P (F) est

sommable sur }J/ et on a

fP(F)a’Fé I.

Quand une telle fonction ¢ (#) n’existe pas, deux circonstances aussi
opposées que possible peuvent se présenter: l'intégrale / P (F)dF peut
v

étre infinie, ou au contraire < 1 et méme nulle comme dans I'exemple
de la page 189.
Quand la fonction ¢ (/) existe, on a a la fois

[ruwyar=x = [Py ar

4) Nous entendons ici le mot sommable pour intégrable au sens de M. Lebesgue (III
p. 107). Drailleurs, dans tout ce mémoire, nous supposons mesurables au sens de M, Lebesgue
toutes les fonctions employées.
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Si donc on se trouve dans le cas quasi-régulier ces deux intégrales sont
égales et par suite sont égales a l'unité. Nous obtenons ainsi la condition
suffisante plus simple annoncée:

Pour que le cas quasi-régulier se trouve étre en méme temps le cas
régulier, il suffit qu'el existe unme jfonction @ (F) sommable sur V qui
majore quels que soient E et I sur V, mais pour un méme vang n, 'une
aun mozns des densités ztévées PW (K, F).

Un cas simple ou l'existence de la fonction ¢ est assurée est celui
ou J est borné (ou de mesure finie) et ou, en outre p(E, /), — ou
l'une au moins des 7’ (£, /) — a une borne supérieure finie quand
E, F varient indépendamment sur . Plus particulierement encore, c’est
ce qui aura lieu quand, I étant borné, p (%, /) — ou l'une au moins
des P™ (F, F) — est continue quand £, /7 varient sur J.

Une autre simplification a déduire de lexistence de la fonction ¢
concerne le mode de convergence de ™ (£, /) vers P(#). Nous avons
vu que dans le cas quasi-régulier cette convergence qui a lieu presque
partout est uniforme sur chaque partie bornée 1V de V, quand on ex-
cepte de 17 un ensemble peut-étre vide mais qu’on peut supposer de
mesure aussi petite que lon veut. Lorsqu’zl existe une fonction ¢ (F)
sommable sur V et majorant lune des fonctions P (E, F), le méme
résultat est valable en prenant pour VW toute la végion V, que cette derniere
sozt bornée ou non.

En effet, dans ce cas, pour z assez grand (z > g), />® (/) est som-
mable sur } et l'on a

o= lim [ [P®(F)-- po (F)] dF.
7n—> 0
14

Si Ay est 'ensemble des 7 de [ ol P (F)—p» (F)>¢ on a

f [P (F) — p» (F)] dF > ¢ mes. A" >0

14

1 . .

donc mes. 4% tend vers o avec P Soit alors w un nombre positif

el . 1. (n) w

arbitraire; pour ¢ = — il y a un nombre 7z, > ¢ tel que mes. Ag" < 57
q

. 1
pour #> 7, . Soit enfin 4 la réunion des ensembles AP pour & :Mq—’
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w
n=mn,, g=1,2 .... Sa mesure est <2?q—: w et l'on aura, en
q

dehors de 4

| P® (B, F) — p (F) | £ P (F) — pi (F) é%

pour 7z ==z, et par suite pour » >7,. Deés lors P®" (£, F) converge
vers p (F) uniformément quand £ est arbitraire sur } et quand F varie
sur la région obtenue en enlevant de }/ un ensemble 4, peut-étre vide,
mais en tout cas de mesure inférieure a un nombre positif o choisi
arbitrairement.

Condzitions nécessatres pour le cas quasi-régulier. Cherchons a déterminer
des conditions nécessaires pour que P (#) et p (/) soient finis et égaux
presque partout sur V.

1. Condition (A). Deux cas sont a distinguer: 1° £ (&) est nul presque
partout sur }7; alors il en est de méme pour p (£) et aucune condition
nécessaire n'est a envisager. 2° /P (/) n’est pas presque partout nul. En
désignant par v 'ensemble sur lequel 7 () > ¢, nous sommes dans le
cas ol v, est de mesure non nulle. Or 7, étant férmé de la réunion des
ensembles e ol ¢ > O serait de mesure nulle s’il en était ainsi de tous
ces vg . Des lors: il existe au moins une valeur positive ¢ telle que e
soit de mesure positive.

Or, on a vu (p. 193) que dans le cas quasi-régulier pour toute partie
W bornée de J et tout nombre w > o0, P(F)—p® (F) converge uni-
formément vers zéro sur I¥ sauf, peut-étre, sur un ensemble 7" de mesure
< w. En particulier, il existe un nombre » tel que pour > »

PF)> P(F)——

sur W — 7. Prenons, en particulier, pour I l'ensemble ¢ ou une partie
de v, qui soit bornée et de mesure positive et pour w la moitié de la
mesure positive de v ou de cette partie: alors I'ensemble w —= W — T
sera aussi de mesure positive et 'on aura sur w

2™ (F) > —:- pour 7> .
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Autrement dit, il existe dans ce cas une partie zw de 7 qui est bornée
et de mesure positive et telle que, a partir d’un certain rang », la fonction
P (E, F) reste, quels que soient £ sur V, / sur w, supérieure a un
nombre positif indépendant de £, de / et de 7.

En particulier, il existe au moins un rang » tel que p™ (&) ne soit
pas nul presque partout. On dira, dans ce cas que la condition (A) est
réalisée.

Cette condition sera plus commode a employer parmi les conditions
suffisantes, que la précédente. Mais elle lui est équivalente. Car, si
PW(£) > o0 sur un ensemble de mesure positive, alors il y a, au moins
un nombre 7 > 0 tel que la mesure de l'ensemble ol p™ (#) > g soit
positive. Dés lors, sur ce méme ensemble on aura, pour 2> p, p®(F) > 5
d’ou /™ (E, F') > 4.

II. Condition nécessaire (B). Une autre condition nécessaire pour le cas
quasi-régulier est évidemment que 7 (F) ne puisse étre infini que sur
un ensemble de mesure nulle, puisqu’il en est ainsi pour la fonction
sommable p (F), et que p (#) et 2 (F) sont finis et égaux presque partout.

Simplifications. Si 'une au moins des fonctions % (E, F), soit
P (E, F), est uniformément continue quand £ et / varient sur V| la
condition (A) se simplifie.

Si elle a lieu, il existe au moins un entier » et un état L tel que
M (L) > o. Réciproquement, s'il en est ainsi, on peut d’abord supposer
v > » puisque p® (L) est une fonction non décroissante de n. Alors,
comme on a vu (p. 183) que p® (F) est continue, il existe au moins un
nombre 7 >0, tel que pM () > LpW (L) >0 pour LF< g On a
supposé (p. 180) le domaine V/, tel qu'il existe au moins une sphére v
composée d'états de ) tous a distance de L inférieure a 7. Des lors
PV (#) >0 sur un ensemble v de mesure positive: (A) est réalisée.

D’autre part, si 'on suppose, en outre, que " (&, /) est borné (ce
qui aura lieu nécessairement si I est fini) alors P® (#) et par suite
P(F) sont bornés: (B) sera vérifiée d’elle-méme.

On observera que ces deux simplifications subsistent si 'on suppose
simplement que P® (E, F) représente pour les situations diverses de £,
une famille de fonctions de # «également continues» sur V.

Conditions suffisantes pour le cas quasi-régulier. Considérons un état
F tel que P (F) soit fini et trois états arbitraires X, £, G. Pour 2
assez grand (z — 1 m), P»~V(F) sera aussi fini et par suite aussi
Poe=)(G F), P»(F), PW (E, F), P»(E,, F). Etendons avec M. Hostinsky
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(I, p. 44, IYs, p. 21) au cas actuel la méthode de Markoff. Formons la
différence

(6) P® (E, F)— P@ (E,, F)—= f [2 (5 G)—p (&, G)| PN (G, F)dG.
14

Soient ', " les deux parties de I sur lesquelles le crochet est respec-
tivement >0, </ 0. En posant

e:f[p(E, G)—p(E,, (;)]dG:de(;

0 = j[p(E,, G)—2p(E, G)]dG:;[Kd(}

v

ou K est la valeur absolue du crochet, on aura 6>>0 et 6 — 0" =
SP(E, G)dG— [p(E, G)dG =1—1 =0, dou
v v

0 —06>o0.
Supposons d’abord 6 > 0. Alors on pourra écrire

P (E’ F) — P (B, F) =
J K PN (G, F)dG ) K P9 (G, F)dG
v v

9 [ K dG - /K dG
v vt
Z §[Pe=D (F)—p=D 1]
L’inégalité
7) PW(E, F)— P (B, F) < §[P*=D (F) — p=(F)]

qui vient d’étre établie pour 00, reste d’ailleurs exacte pour 6 = o,
car, dans ce cas, K serait nul identiquement ou presque partout nul
sur J et alors en vertu de 'égalité (6) le premier membre de (7) serait
aussi nul.

Dans cette inégalité, 6 est compris entre O et I, car

oéeéfp(E, G) dG_éfp(E, G) 4G = 1.
v V
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Seulement, d’apreés sa définition, 6 dépend de £ et de £,. Mais on a
6= fp(E, G)zz’(;~fp(/£,, G)dG
2 v
= fp (£, G)dG ——-fp(E, G) a’waﬁ (&, G) dG.
v P b
Or, sur }' comme sur V", p(E, G) > pD(G); p (£, G)>pD(G).

Donc <=1 — f/)(” (@) dG =0, .
v

Le nombre 6, est évidemment <0, <Z 1 et ne dépend ni de E, ni de
/7. Comme on a

POE, 1) — PO (L, F) =8, [P0 (F) —p=D (F))]
on voit qu’on aura pour z > w
8) P (17) — ) (I7) Z B, [P (F) — p =D ()]

ou 6, est indépendant de » (pour » > m) et de F, avec 00, < 1.
Seulement si 6, == 1, on ne retrouverait qu'une inégalité déja obtenue.
Le cas intéressant est donc celui ou 6, < 1, c’est-a-dire ou p @ (GF) n’est
pas presque partout nul sur J. Clest celui ou la condition (A) se trouve
vérifiée quand on suppose, comme nous allons le faire d’abord, que dans
son énoncé de la p. 201, 'entier » est égal a 'unité. Dans ce cas, §, < 1
et, en vertu de (8), on aura

PO F) —p@ (F) Z b= [P (F7) — p O (F)].

Revenons maintenant a la condition (A), mais sous sa forme générale:
supposons qu'il existe un rang » pour lequel pM (G) ne soit pas presque
partout nul sur J. On pourra recommencer le raisonnement précédent,
mais en partant de l'égalité

Pimrs (B — POt (B F) =

[0 5 @) — P9 (5, 61 Pore-m (@, ) d
vV
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On trouvera alors
Pt () — plorto) (F) Z (B [P (F) — p) (F)]

avec

0y = 1_fp<v>(G) 4G < 1.
v

Pour tout entier 2>, il y a un entier s > 0 tel que

mA-svZnm-t(s+1)»

P (F) _p(n) (F) é P (mtsv) (F) __ﬁ(m+sv) (F)

et

o < o]

En posant ¢, = (6\,)%, on aura
9 | POE, ) —p (F) | < PO (F) — p (F) < () B(F)
avec

_ P m) (F) ___j)(m) (F)

B (@

Comme ¢, est indépendant de / et de » et inférieur a I'unité, on voit
que PW (F)— p» (F) tend vers zéro. Finalement, quand la condition (A)
est réalisée, on a P(F)=p (F) pour tout état / ou P (/) est fini.
Dlailleurs p (#) > pM (F), donc, P(F) ne sera pas, dans ce cas, presque
partout nul.

Faisons maintenant entrer en ligne de compte la seconde condition
nécessaire, la condition (B) de la p. 201; nous aurons alors un ensemble
a la fois nécessaire et suffisant:

Pour que — & Dexception tout an plus d'un ensemble u de mesure
nulle d’états F de V — PW(E, F) converge — unzformément pour I -
fixe quand E varie sur G — vers une limite finie indépendante de [’état
inttial E et non presque partout nulle sur V, il faut et il suffit: I qu'zl
existe au wmoins un rang v tel que pV (F) ne soit pas presque partout
nul sur V, II que P (F) soit fini presque partout sur V.
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Observons aussi que si la condition (A) n’est pas réalisée, tous les p (@)
seront nuls presque partout. La fonction p (@) sera donc nulle sauf,
peut-étre, sur un ensemble dénombrable o d’ensembles de mesure nulle;
o étant alors de mesure nulle, p (G) sera nul presque partout sur V.
Nous pouvons donc dire. Pour qu’on soit dans le cas quasi-régulier:

Ou bien la condition (A) est réalisée et alors il faut et il suffit que
P (F) soit fini presque partout sur V.

Ou bien (A) n’étant pas réalisée et, par suite, p (G) étant nul presque
partout sur I/, il faut et il suffit que P (F) soit nul presque partout sur
V. Dans ce dernier cas / P(F)dF =o0. On sera certainement dans le

cas quasi-régulier proprement dit, c’est-a-dire sans étre dans le cas
régulier®).

Nature de la convergence. Nous avons déja vu, p. 193 que, dans le
cas quasi-régulier, la convergence est uniforme sur toute partie I/ bornée
de V, aprés avoir retranché de I/ un ensemble convenable dont on peut
supposer la mesure aussi petite que l'on veut.

L’inégalité (9) permet de préciser un peu plus la nature de la con-
vergence. Elle montre d’abord qu’en tout état /7 ou (/) est fini, c’est-
a-dire presque partout sur I/, la convergence de " (E, F) vers P (F) est,
a partir d’un certain rang, au moins aussi rapide que celle des termes
d’une progression géométriqgue dont les termes dépendent de F, mais
dont la raison ¢, (0 < g, < 1) est zndépendante de F et de F.

En limitant encore le champ de convergence, on peut méme s’arranger
pour que les termes de la progression soient eux-mémes indépendants
de / comme de £ (ce qui, en méme temps entrainera l'uniformité de
la convergence sur ce nouveau champ).

C’est d’abord ce qui aura lieu sur chaque ensemble ¥," en appelant
ainsi la partie de V" ot lon a P (F) < ». Car on a sur ¥,

| PO (E, F)— P (F)| < (gv) —(‘]—;;6— pour 7n>xm. Clest, par suite,
v
aussi ce qui aura lieu sur Uensemble J; formé des ensembles V,

nombre fini, pour lesquels » 4 » — s. Car en appelant A; le plus grand

(M)

r \
des nombres ————— ou » -}- w2 — s on aura sur V,, pour z > s

(gv)" 0y

| PW(E, F)—P(F)| < & (gv)

5) 11 serait d'ailleurs intéressant de chercher si 'on peut effectivement former 1’exemple

d'un cas quasi-régulier ot o < /' P (F) dF < 1.
14
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Or, si w est encore l'ensemble —— peut-étre vide, mais de mesure
nulle — ot /?(/) et p (/) ne sont pas finis et égaux, il est clair que tout
état de J— w appartient a l'un des [, et que ), appartient a V4.
Ainsi, on a formé une suite non décroissante d’ensembles [, rem-
plissant }/, & un ensemble de mesure nulle prés et sur chacun, /7,
desquels, la suite | 2" (E, /) — [’ (F)| est majorée a partir du rang s
par une progression géométrique indépendante non seulement de A mais
de /7. Cette progression change avec };, mais sa raison reste la méme.
Dans le cas ou [} est borné, I’égalité symbolique

V= - (V, — Ve) +(e= Vi) 4 ...

peut aussi s’entendre en mesure, de sorte que ) — J est de mesure
. . I . [
aussi petite que l'on veut avec — . Si J n’est pas borné, alors pour
S

toute partie bornée W de J, c’est la partie de ) — }, qui appartient
a W qui est de mesure aussi petite que 'on veut, pour s assez grand.

Précisions. On peut méme préciser dans des cas particuliérement
importants dans les applications. Supposons d’abord qu’il existe un rang
m tel que (/) soit borné sur J. ILa théorie des équations intégrales
(IL, p. 344, 357, 362) fournit des exemples de noyaux p (£, /) discon-
tinus, non bornés, mais tels que, pour 2 assez grand, » = m, P (E, F)
ait une borne supérieure finie 4 quand £, /7 varient indépendamment
sur V. Dans ce cas P (F) sera borné sur /7 et méme on aura
PW(F)Z u pour > m. Alors P(F) sera nécessairement borné aussi
et la condition (B) sera remplie d’elle-méme. De plus, si 4 est la borne
de P (F) sur V, il résultera de la premiére condition, qu’on a d’apres
la formule (9)

0| P B, B)— P(F) | £ g

Dés lors: si 'une au moins des probabilités itérées P (£, F) a une
borne supérieure finze quand E,F varient indépendamment sur V, la con-
dition nécessairve et suffisante pour que P\ (E, F) converge — quel que
sott F sur V, el cela uniformément pour F fixe quand E varie sur V —
vers une limite P (F) indépendante de I’état inztial E et qui ne soit pas
presque partout nulle sur V est qu'zl existe au moins un rvang v pour
lequel pV (F) ne soit pas presque partout nul sur V.
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Et dans ce cas, non seulement la convergence est uniforme pour #
fixe, mais: 1° elle est uniforme quand £, / varient indépendamment
sur J, 2° la convergence de la suite des termes |P™ (L, F)— P (F)|
vers zéro est au moins aussi rapide que celle des termes d’une certaine
progression géométrique convergente indépendante de £ et de /.

D’autre part, sz lune au wmoins des probabilités itévées P® (E, F) est
uniformément continue quand E, F varient sur V, la condition nécessazre
et suffisante pour qu'on soit dans le cas quasi-régulier est

on bien que P (F) soit nul presque pariout sur V
ou bien que 1° P (F) sozt fini partout sur V
2° qu'7l existe un vang v et un état L tel que pW (L)72=0.

Il faut que P (F) soit fini presque partout sur [/ mais on a vu p. 184,
qualors P (F) est nécessairement fini partout sur J. Dans ces conditions
P (F) est uniformément continu sur I et P"(FE, F) converge vers P (F)
quels que soient /£ et / sur }. La convergence est uniforme quand ~
varie sur J et F sur une partic bornée quelconque de V.

Ces énoncés se simplifient encore quand on les combine:

Sz Pune au mozns des probabilités itévées PW (E, F) est bornée et unz-
formément continue quand E,F varient sur V, la condition nécessazre et
suffisante pour qu'on soit dans le cas quasi-régulier est ou bien que P (F)
soit nul presque parvtout sur V ou bien qu'il existe un vang v et un état
L tel que p™ (L) Z£o0.

Et dans ce cas P® (E, F) converge uniformément quand £, / varient
sur V, vers la limite P (F) (qui est continue). Dans les deux cas que
nous allons envisager maintenant, le cas quasi-régulier ne se distingue
pas du cas régulier.

Supposons que l'une au moins des P® (/) soit sommable sur }. Alors
P (F) sera fini presque partout sur }7; il en sera donc de méme de
P (F) et ici encore la condition (B) sera vérifiée d’elle-méme. De plus,
nous avons vu p. 198 que dans ce cas [P (F) dF est fini et 1.

v

Ainsi dans ce cas £ (F) ne peut étre presque partout nul. Alors, pour

qu’on soit dans le cas quasi-régulier, il faut que la condition (A) soit réalisée.

Mais alors 1 < [P (F)dFF = [ p (F)dF < 1 donc /P (F)dF = 1; on sera
v v v

dans le cas régulier.

En résumé: 1° le cas quasi-végulier ne peut se présenter sans étrve en
méme temps régulier que si aucune des fonctions PW (F) w'est sommable
sur Y et
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2° Jorsque lune au moins des [fonctions PW (E, F) est majorée par
une fonction de F sommable sur V, la condition nécessaire et suffisante
pour quon soit dans le cas régulier est que Pune au wmoins des p» (F)
ne soit pas presque partout nulle. De plus, dans ce méme cas, si cette
condition est réalisée, nous avons vu (p. 193) que P®" (£, F) converge
uniformément vers P (#) quand £ variant arbitrairement sur J, F varie
sur V, sauf, peut-étre, sur un certain ensemble indépendant de £ et dont
on peut rendre la mesure aussi petite qu'on veut.

Lorsque V' est borné ou de mesure finie, si 'un au moins des P® (F),
par exemple P (F), est borné sur I/, P (F) sera aussi sommable
sur } et on pourra appliquer a la fois les propriétés de deux des cas
qui viennent d’étre examinés:

St lune anw moins dcs fonctions P (E, F) a une borne supérieure
finie quand E, F varient sur V et si V est borné ou de mesure finie,
la condition nécessazre et suffisante pour qu’on soit dans le cas régulier
est que lune au moins des fonctions p™ (G) ne soit pas nulle sur V
vresque partout. De plus, dans ce cas, 1° P™ (E, F) converge uniformément
vers sa ltmite P (F) lorsque E, F varient arbitraivement sur tout len-
semble V; 2 la sévie X | PW (E, F) — P (F)| est majorée par une certaine
progression géométrz'q:te convergente indépendante de E et de F.

Enfin, I'énoncé suivant s’obtient comme cas particulier de tous les
précédents:

Sz p(E, F) ou si plus génévalement lune P (E, F) des probabiletés
wtérées est continue sur un domazue V borné alors la condition nécessazre
et suffisante pour qu'on soit dans le cas régulier est que, pour au moins
un état L de V et un rang v>m, PO (E, L) ne soit nul pour aucun
état E de V.

Dans ce cas, les probabilités ztévées PW (E, F) sont aussi continues a
partir d'un certain rvang, elles convergent uniformément quand I, I
varient sur V vers une limite P (F) continue sur V et la convergence
de | P (E, F)— P (F)| vers zéro est au moins aussi rapide que celle
des termes d’une certaine progression géométrique indépendante de E et
de F.

Dans ce cas, il y a correspondance absolue entre la condition trouvée
ici et celle qu’on obtient dans le cas plus simple des suites discontinues
d’états (IV, p.p. 2, 3).

Cas positivement régulzer. Par analogie avec le cas d'un nombre fini
d’états possibles, il serait, & premiére vue, naturel, d’appeler ainsi le cas
régulier ou p () serait partout 20 sur V. Toutefois p (/) n’est pas
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une probabilité, mais une densité de probabilité. Il semblerait donc plus
indiqué d'imposer la condition que la probabilité / p (#) dF soit toujours

différente de zéro. Comme cette intégrale est, quel que soit p (#), nulle

quand v est de mesure nulle, on est amené a une réserve, a supposer
seulement que / p (/) dF >0 pour toute partie v de V7 de mesure
v

positive. Pour cela, il faut et il suffit que p (#) soit presque partout
positif. Ceci sera d’ailleurs d’accord avec I'équivalence observée dans les
questions précédentes entre les fonctions égales presque partout.

On pourra définir finalement cas presque positivement (quasi) régulzer,
tout cas (quasi) régulier ou p (£') est positift presque partout sur I
Commengons par le cas presque positivement quasi-régulier, c’est-a-dire
celui ol p () et P(F) sont presque partout a la fois finis, positifs et
égaux. L’ensemble (vide ou non) g ol p(/)=—=o0 doit étre de mesure
nulle. Or c’est évidemment I'’ensemble commun aux ensembles 3,, £,
étant l'ensemble ou p* (F)=o0. I. Si donc V est de mesure finie la

. . . 1 .

limite de la mesure de 2, tend vers zéro avec P II. Sinon pour toute

partie I de mesure finie de J/, la mesure de la partie commune a W
1 . . .

et 8, tend vers 0 avec — . Réciproquement; si (I) a lieu, # est de me-
7

sure nulle; si II a lieu, la partie commune a g et IV est de mesure
nulle quel que soit le choix de IW. Par conséquent, g est encore de
mesure nulle. De plus, la condition (A) est alors nécessairement remplie.
Nous arrivons donc 2 la conclusion suivante,

Pour que PW(E,F) converge uniformément quand, F étant five,
E varie sur V, vers une limite finie, indépendante de E et positive, sauf,
peut-étre, quand F apparvtient & un certain ensemble de mesure nulle, zl
faut et 7l suffit: 1° que pour ftout e positif, il existe un vang v tel que
PV (F) > 0 sauf peut-étre sur un ensemble de mesure < g¢; ou s V est
de mesure infinte que ceci ait liew pour toute partie de V de mesure
finze; 2° que P(F) so:t fini presque partout.

Sz lune des fonctions PW (F) est sommable sur V, ce qui précede seva
aussi la condition nécessaive et suffisante pour qu'on soit dans le cas
presque positivement végulier.

On peut aussi donner la condition suffisante suivante:

Pour qu’on soit dans le cas positivement régulier, il suffit que, V7 étant
borné ou de mesure finie, 'une au moins des fonctions P (F, F) ait,
lorsque £, F varient indépendamment sur J” une borne inférieure positive
et une borne supérieure finie. En effet, dans ce cas, p® (F) est, pour
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au moins une valeur de »#, partout positif donc la condition (A) est
réalisée et p (/) est partout positif. D’autre part, les fonctions P (F)
sont bornées a partir d’'un certain rang et par suite sommables.

La condition que J7 soit de mesure finie ne peut étre évitée ici:

S P™(E, F)dF ne pourrait étre égale a I'unité si P (/, F) ayant une
14

borne inférieure positive, la mesure de }/ était infinie. On peut cepen-
dant, en modifiant la condition, la rendre applicable au cas de 7 non
borné:

On sera certainement dans le cas positivement régulier, si 'une des
fonctions P (#) est sommable sur I et si, en outre, I'une des fonctions
P (E, F) a une borne inférieure positive lorsque £ variant sur V)
F varie sur toute partie bornée I de V. Car, dans ce cas les conditions
(A) et (B) sont visiblement vérifiées et l'une des £ (F) étant sommable
sur V, on est dans le cas régulier. En outre, 'une des " (#) — et, par
suite, p (#) — a une borne inférieure > 0 sur toute partie bornée de V.
Donc P (F) est partout 20 sur V.

On a un résultat plus simple quand l'une au moins des densités
P®(E, F) est uniformément continue Sur /. On a vu (p. 183) qu’alors
2 (F) y est aussi uniformément continue.

Supposons, en outre, pour commencer que }” soit borné. Alors, comme
on sait, p (#) y atteint sa borne inférieure; si donc p(£) >0 sur /,
# (F) a sur I/ un minimum positif . Or, si’on est dans le cas quasi-régulier,
2™ (F) converge uniformément vers p (/) (p. 188). Donc, pour 7~ assez

grand, p® (F) > —g— quel que soit /' sur } et par suite P (£, F) >0

pour FE, I arbitraires sur J. Cette condition est d’ailleurs suffisante,
car si P (E, FF)=£0 sur I/, son minimum p" (/) quand Z varie étant
atteint pour un certain état £ sera 2 0. En résumé:

Sz une an moins des densités itérées P (E, F) est uniformément
continue quand E, F varient sur V et si le domaine V est borné, la con-
dition nécessaive et suffisante pour que ['on soit dans le cas positivement
régulier est que 'une au moins de ces densités P (E, F) soit partout
positive quand E, I varient sur V.

Abandonnons I'’hypothése que le domaine } soit borné. p (/') sera
encore uniformément continu, mais ce n’est que sur chaque partie bornée
W de V qu'il atteindra son minimum. Ce minimum gy est alors positif.
Or, sur W, il y a convergence uniforme de p" (F) vers p (/). Donc,

pour 7 assez grand, p (F) > —ZK > 0. Réciproquement si nous spé-

cifions que sur toute partie bornée W de V, p (/) reste positif pour
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un certain rang, éventuellement variable avec IV, alors la condition (A)
sera réalisée, et P(F) sera partout positif,

Ainsi, lorsque lune aw moins des densités P (E, F) est unijormément
continue quand E, F varient sur le domaine V — borné ou non — la
condition nécessaire et suffisante pour qu'on sott dans le cas positivement
quasi-régulier est que: 1° sur toule partic bornée W de V, l'un au moins
des pW (F) yeste positef sur W, & partir d’un certain rang, variable en
général avec W mats indépendant de la position de F sur W. 2° P(F)
Sozt fini presque partout.

En particulier, si ’une, au moins, des densités P (E, F) est bornée
et uniformément continue quand E, F varient sur V, borné ou non, pour
qu’on soit dans le cas positivement quasi-régulier, 2zl faut et il suffit que,
sur toute partie bornée W de V, Pun au moins des P (F) reste positif.

Dans ce cas, il y a convergence uniforme de P (E, F) vers P(F)
quand FE, I varient sur V. De méme, si ['une au moins des densités
PO (B, F) est quand E, F varient sur V, borné ou non, uniformément
continue et majovée par une fonction ¥ (FE) sommable sur V, la conditzon
nécessazre et suffisante ponr qi’on soit dans le cas posztrvement végulier est
que pour toute partie bornéie, IVde V, I'un au moins, des p (F) reste posiizf.

Condztion de M. Hostinsky. En étendant au cas actuel sa remarque
relative au cas discontinu, M. Hostinsky a observé (I, §30, p. 50) que
pour se trouver dans le cas positivement régulier, il suffit, si V est
borné et p (£, /) continu, que p (£, ) soit % o lorsque, £, # variant
dans [, la distance /£ F (voir la note (2) de la p. 180), reste inférieure
a un certain nombre positif ¢ (si petit soit-il choisi). La démonstration
revient a prouver qu’au bout d’'un nombre 7z assez grand d’épreuves
P (E, F) —- qui est continu — est partout positif.

Toutefois, il est bien clair que si le domaine }/ n’est pas d’un seul
tenant, si, par exemple, on peut y distinguer deux parties }, et }; dont
les points sont a des distances toutes supérieures a un nombre positif g,
alors on peut imaginer d’une infinité de fagons une répartition de la
probabilité telle que le passage de J, a }J, soit impossible et que le
passage de n'importe quel état de I, a n’importe quel état de [/, soit
possible en une seule ¢preuve pour £=1,2. Alors, en prenant ¢ in-
férieur & la plus courte distance de }; a I, on aura bien p (&, /) >0
pour /£ /< p et pourtant on n'aura P® (£, /) > 0 quand £ appartient
a lV, et &/ a V, pour aucune valeur de 7.

Reste donc & examiner le cas ou } est d'un seul tenant; nous con-
tinuerons & supposer, en outre, que la frontiere de J n'est pas trop
irréguliere, au sens précisé p. 180 et que }J est borné.



Observons d’abord que, }” étant borné, si p (£, 7) >0 pour EF < g,
alors p (£, F) a une borne inférieure positive ¢ quand EF =069, 6
étant un nombre positif fixe < 1. Sans quoi, il existerait pour tout

entier » un couple £,, F, de } tel que ﬁ(E,,,F,,)<% et £, F, < bBp.

On pourrait extraire de la suite des entiers » une suite d’'indices #,, 7, ...
tels que %,,, £,, ..., F,,, F,, ... tendent vers £, F, de /. On aurait
E, Fy Z B g et, puisque p est supposé continu p (£,, &,) = O contrairement
a 'hypothese,

Ceci étant, utilisons 'hypothése que I/ est borné et d’'un seul tenant.
Nous entendrons par la que pour tout nombre 7 positif, il existe un
entier V tel que pour tout couple d’états F, / de I, il existe des états
H,, H,, ... H, de I/ en nombre < N tels que EH, < n HiH, <7, ...
H; F < 7. Rien nempéche, dailleurs, de supposer s = N — 1 car au cas
ou s < N—1 on poserait Hyp1=...= Hy_1= H, . D'aprés 'hypothése
(p. 180) sur la frontitre de J, dans toute sphére de centre A et de
rayon % il existe une portion v; de }/ de mesure positive. Et si Gy,
G;41 appartiennent a »;, v;,,, on a

G; Gy £ Gy Hj~+ HiHypy + Hpp Gipr < 29

et en particulier £G, << 2y, Gy—1 F < 2. Prenons 25 =6p. On aura

POE )= [ 2(5 ) p (6, ) 46, ¢ [mes. o)
PO (E,G) f PO (E, G) p (Ga, G) Gy > & (mes. v,) (mes. 7,)

P (B, F) f PWD(E,G ) p(Gar—s F) dG 1> e (mes.vy). .. (mes.vy_y).

YN-1

Le second membre peut varier quand £, / varient; mais, en tout cas,
il est 20, de sorte qu’il existe un entier %, indépendant de £ et de
F sur G, tel que

PW) (E, F)™>o.

On est bien dans le cas positivement régulier. Plus généralement, sup-
posons qu’il existe un entier » et un nombre ¢ > 0 tels que PW (£, F)>o0
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pour EF < . Alors en raisonnant sur P™(E, F) comme sur p (E,F)
on voit quil existe un entier NV tel que PWY (E, F)=£o0 quels que
soient £, F sur }/. On est alors encore dans le cas positivement régu-
lier. D’ailleurs, si I'on est dans le cas positivement régulier, la derniére
condition est bien nécessaire puisqu'elle est méme réalisée pour toute
valeur positive de ¢. Donc:

Sz V' est borné et d’un seul tenant et si 'une au moins, P™ (E, F), des
densités P (E, F) est continue sur V, la condition nécessaire et suffisante
pour qu'on soit dans le cas positivement régulier est qu'il existe un nombre
positef o et un entier v > m tels que PO (E, F)> o0 pour EF < p.

Dans le cas ou p (£, /) n’est pas continu, on peut recommencer la
démonstration, mais en faisant entrer cette fois dans la condition de
M. Hostinsky ce qui en était déduit précédemment comme conséquence :

quand p (£, /), ni aucun des P%™ (E, F) n’est supposé continu, la
condition de M. Hostinsky consistera en ce que pour 'une au moins des
densités itérées P (E, /') — soit PW (L, F) — il existe un nombre
o > o0 tel que PW (E, ) a une borne inférieure positive & quand £, F
varient arbitrairement sur }/ de sorte que EF < p.

Alors, en supposant encore )/ borné et d’un seul tenant, on verra
comme plus haut qu’il existe un nombre Ny tel que

POV (E, F) > ¢V (mes. v,) ... (mes, vy_4).

Il en résulte que, pour » assez grand, P® (E, F) reste 20 quels
que soient £, F sur V. Cela ne veut pas dire que la borne inférieure
2™ (F) soit 20, car le second membre varie avec £, /. Mais, }/ étant
borné et d’un seul tenant, on peut certainement choisir sur I des états
K,, ... Ky assez nombreux pour que tout état de } soit a distance
<7 de l'un des X; et pour qu'on puisse choisir les états A,, ... A, de
la démonstration précédente parmi les X, ... K. Cette fois, le produit
w = &V (mes. v,) ... (mes. vy_;) sera indépendant de E et de 7 sur V'
et on aura en particulier p" (/) > w, d'ou p™ (F) > w > 0 pour # > Ny,
quel que soit 7 sur V. Il en résulte que la condition (A) sera vérifiée;
dailleurs p (F) > p® (F) >o0. Si la condition (B) est vérifiée, on aura
donc non seulement le cas quasi-régulier, mais le cas positivement
quasi-régulier.

En résumé: si } est borné et d’un seul tenant et si — condition de
M. Hostinsky généralisée — p (£, &) étant ou non continue — il existe
un rang » et une distance g tels que P® (£, F) ait une borne inférieure
70 quand EF < p, alors la condition nécessaire et suffisante pour
qu'on soit dans le cas positivement quasi-régulier est que P(F) soit fini
presque partout sur V.
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On peut aussi particulariser les énoncés de la p. 208:

Si P'un des P (E, F) a, en outre une borne supérieure finie quand
£ et F varient indépendamment sur J, ou si plus généralement 1'un
des P (E, F') est majoré constamment par une fonction ¥ (/) sommable
sur ), alors, si la condition de M. Hostinsky, modifiée comme il vient
d’étre dit, est vérifie, on est sirement dans le cas positivement régulier.

\

Convergence des moyennes arithmétiques. Revenons a linégalité
(9) | PO (E, F)—p (F)| < gy )" B(F) pour 7z > m.

Puisque, dans le cas quasi-régulier P® (£, /) tend vers p (/) sur len-
semble ' ot P(F) et p(F) sont finis et égaux, alors, en vertu d'une
propriété connue des séries convergentes, il en sera de méme de la
moyenne arithmétique

1o (5, 7y = LLE L) e £ POELD),

Non seulement la différence %, (£, /) =[I" (E, F') —p (F) est sur /' infini-
ment petite avec % , mais l'inégalité (9) va nous permettre d’obtenir un

renseignement sur son ordre. En effet, la série

§(E F)= S[PO(E ) —p (7))

t=1

est d’apres (9) convergente quand F est sur I/’ et cela uniformément
quand £ varie sur }. Or on a évidemment

lim 7 [[I® (E, F) — p (F)] = s (E, F)

7n~> 00
c'est-a-dire que: ou bien s (&, 7)) est fini et 20 et 7, (&, F) est un
infiniment petit du premier ordre en —’I;—, avec une partie principale égale
a s(E, F); ou bien s(E, F)=o0 et g5, (£, F) est un infiniment petit
d’ordre supérieur a % Il faut cependant observer qu'il reste une troi-

sieme hypothése, celle pour celle ol s (%, /) serait infini. Bien que restant
convergente sur J/' a partir dun certain rang, il peut en effet arriver
quavant ce rang, certains termes de s (%, /) soient infinis. Cette diffi-
culté disparait quand au lieu des densités, on étudie les probabilités
elles-mémes.
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Comoportement des probabilités. Passons de Pétude des denssiés de pro-
babilités a celle des probabilités. Soit v une portion quelconque de V,
de mesure positive. La probabilité qu’on passe en » épreuves de l'état
£ a T'un quelconque # des états de v est:

wM(E) = f P» (E, F) dF

Soit A,,::w‘”) f;) VAF = 1,— 3,

avec

o ' [P (E, IF) — p® (F)] dF

= [1P0 5, ) —po ) =1 — [ por () ar
14 14
et de méme

o2 = [lotr)—pwin ar = [ punar— [ por ) ar.
v v v

Nous avons vu p. 198 que dans tous les cas ce dernier membre et par
. . , 1

suite aussi ¥, tendent vers zéro avec — . Le comportement de 4, quand
7

n croit est donc le méme que celui de 7,. Donc, dans le cas régulier
4, tend vers zéro, c'est-a-dire que la probabilité cherchée w™ (E) tend
vers une limite indépendante de E et qui est égale a [/ p(F) &F.

v

Si T'on n’est pas dans le cas régulier, alors, par définition il n’en est
pas ainsi déja pour v =1": 1 = 0 (E) ne tendra pas vers /p (F)dF.
v

On vient de voir que dans le cas régulier 0 (%) tend vers /p(F) dF.

t=n
Il en est donc de méme de la moyenne arithmétique /™ (£) = LE w“)(E )-

Non seulement la différence &, (£) = f® (E)- f P (F)dF est mﬁmment

. 1 . . .
petite avec —, mais nous pouvons avoir des renseignements sur son
”n

ordre. On a en effet
t=n
e () = U PO (£, F dl’——fp }«)dﬁ]
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Tout d’abord, chacun des crochets est, en valeur absolue <~ /P ® (E, F) dFF
12
+ [P (F)dF<L2. Dautre part si v appartient & J/, I'ensemble J; ou
v

P (F) < 7, avec » +m — s, on aura

| [roE mar— [peyar| ey Sr vou w>m

qy )s+‘l

La série

(10) s, (E):E‘m [fpm (E, F)dF — fp (7) a’F]

a donc ses termes tous finis quand £ parcourt J et elle est majorée
par une série convergente indépendante de £, quand v appartient a
V, . Ainsi quand v est contenu dans 'un des ensembles V;, 1%, ... Vg, ...
(dont la réunion forme }’), ¢, (£) est une fonction bornée sur I et alors
pour chaque état initial £, ou bien ¢, (£)2£0 et alors, non seulement

. . . 1 . N .
&, est infiniment petit avec —, mais son ordre est égal a lunité et sa
n

. . I . -
partie principale est ol (£); ou bien ¢, (£)=o0 et g, est d'ordre
supérieur a l'unité.
Remarque. Si T'on voulait calculer la partie principale du moyen de

la formule (10), il faudrait auparavant calculer toutes les densités itérées
P® (E, F). On verra plus loin, p. 227, qu’on peut obvier a cet inconvénient.

Valeur de la densité limite P (F)

Cas quasz-régulier. Nous avons vu que, dans ce cas, P (#) et p (¥) sont
finis et égaux partout sur J/, sauf peut-étre sur un certain ensemble =
de mesure nulle. De plus P (E, /) converge vers P(F) quand » tend
vers l'infini, si /" est sur V— w. Pour essayer de déterminer P (F), il
parait indiqué de passer a la limite dans les formules

(I) P+ (E F) = f Pw(E, G)p (G, F) dG.
V—w
(T) PW(E, F)dF = 1.
J
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Toutefois, nous avons déja vu qu'on n'a pas le droit, sans précaution,
de substituer dans (T) & P® (E, F), sa limite 2 (). Ainsi, dans 'exemple
de la p. 189, P(F)=o0. Et méme nous avons réservé le nom de cas
régulier au cas ou cette substitution est légitime, c’est-a-dire ou

fP (F) aF — 1.
v
On a vu que, dans le cas quasi-régulier, on peut seulement écrire

fP(F) AF Z 1.

Considérons de méme le passage a la limite dans (I,) ou plus générale-
ment dans la formule

I pPotn (E F) = f PW(E, G) P (G, F) dG.
14
Si la substitution était 1égitime a la limite, I'expression

P(F)MfP(G) P (G, F)dG

serait nulle.
Pour qu’elle ait d’abord un sens, il faut que P (/) soit fini.
Si F appartient a Pensemble V' = V—w, P(F) est fini et, par suite,
pour 7 assez grand, P+ (E, F) est fini. Alors /p™) (G) P (G, ) dG
v

= | P»W(E, G) P (G, F)dG = P"+ (E, F). Pour ¢ positif donné, on
14

aura, pour z > n', P»+»(E, ) < P(F) 4 e Donc p® (G) P (G, F)
est une fonction (> 0) de G qui est sommable sur V’; elle reste sur I/’
au plus égale & P (G) P™ (G, F'), tend sans décroitre vers cette fonction
quand 7 croit et son intégrale sur }’ reste inférieure ou égale a P(F) + e.
Dés lors P (G) P™ (G, F) est sommable sur I/’ et son intégrale sur J’
est < P(F) -+ e Comme ¢ est arbitraire, on voit finalement que: dans
le cas quasi-régulier, pour tout état F de V', P(G) P (G, F) est sommable
sur V' et lon a, sur V'

(11) fP(G) P™ (G, F)dG £ P (F).
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En particulier,
(12) fP(G)p(G,F) dG < P(F).
v

On peut méme préciser la variation avec m de l’expression
o™ (F) = f P(G) P (G, I) dG.
v
On a vu que o (F)Z P (F).

Or W+ (F) = f P(G)[ f P (G, H) p (H, F) dH] 4G
14

14

— ;f [ f P(G) P (G, H) a’G] 2 (H, F) dH:f o (H) p (H, F) dH.

14 14

Donc w® (F) = f w® (H) p (H, F) dH < f P(H)p (H, F) dH = o™ ().

14

et en général si w™ (F) = 07— (F), alors

word (1) = [ ) (H) p (21, 1) 2t = [[wlor= (1) p 01, 1)ttt = ()
174 14

Dés lors, w™ (£) est une fonction de = non croissante et > 0. Elle a
donc une limite w () >0 et l'on a sur V'

(13) ()L ... Lo (F) Lol (F) L ... Lo (F)<L L (F).

La question se pose maintenant de savoir si la relation (11) qui a lieu
partout ou elle a un sens, c’est-a-dire quand # est sur /' peut devenir
une égalité, unc égalité permettant de concourir a la détermination de
P (F) partout ou P (/) est défini, c’est-a-dire une égalité ayant lieu
partout sur J'.

Observons d’abord que, si 'on a pour une valeur particuliere de
et quel que soit /7 sur V':

(o) [ 26 P 6, ) d6 = P i)
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alors, en multipliant par P (F, H)dF et intégrant, on aura si A est
sur V'

fp (G) Pem (G, H) dG = P (H)
17

et de méme, en général

j P(G) PO (G, H) dG— P (H)

quel que soit l'entier ». On a alors o (H) = P (H) sur ' pour une
infinité¢ de valeurs »# de » et par suite a la limite w () = P (H) sur
V'. En raison des relations (13), on voit donc que w® (#)= P (H) sur
V' quel que soit x. Ainsi, lorsque I'égalité () a lieu pour une valeur
de m, elle a lieu pour toute valeur entiere de sz, Or, si lon a I'égalité
(Jw) en un état /" de /', comme d’aprés le raisonnement fait plus
haut, on a

7> oo

(14) lim | p™ (G) P (G, F)dG = fP(c;) P (G, F) dG
14
on aura

0 = lim [Por+n (£, F)— p(F)| =lim | [P®(E, G)— p» (G)] P (G,F)dG.

n>o ”ny o

La derniére intégrale est

=00 (7)1 — [ p(6) ).

On a donc, a la limite
o pm (F)[ 1 —f]’((;) dG]>o.
v

Dés lors si I'on est dans le cas quasi-régulier proprement dzt, celui ou
/S P(G)dG L 1, on devra avoir p (/) = o.
Vv

Or, si I'équation (F,) a lieu presque partout sur Vil en est de méme
de (Fm) quel que soit lentier », donc p¥) (/7)=o0 et par suite, a la
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limite, P (¥) = o presque partout sur V. En résumé, dans le cas quass-
régulter proprement dit, P (F) vérifie la relation (11) quel que soit m
sur V', mais P (F) n'est, pour aucune valeur de m, une solution non
identiquement nulle de ['équation intégrale homogéne de Fredholm ().
Ainsi, le passage A la limite qui fournit ({f,) n’est jamais a la fois
Kgitime et utile que dans le cas régulier.
Cas régulier. D’aprés la formule (14), on a

7>

P (F)— f P (G) P (G, F)dG = lim A,(F)
14

avec, d’aprés (9)

0L 4, (F)= f [P (B, G)— p @ (G)] P (G, F) dG
V

= P (7) [ — [ 50 (6) a6]
v
si Pt (F) est fini. Si donc, on est dans le cas régulier, on aura

P(F)= fp (G) P (G, F) dG

pour tout état # ou P (F) est fini.

Or, pour tout état 7 de V', il y a un entier V tel que P (F) soit
fini pour 7 > N. On a donc 0™ (/)= P (F) pour m > N et par suite
o (£) = P(&). Ainsi, pour F sur }'

P (F) =0 (F) L oW (F) £ o) (F) Z P (F)
On a donc w® (F)= P(F) sur V' quel que soit 7.

En résumé, dans le cas régulier, la densité-limite P (F) est une so-
lution, vérifiant les conditions

(15) [ Puyar=: P(F)>o,
v
de Péquation intégrale homogéne de Fredholm

() pwy= [ 2@ 2@ F)
Vi

et de ses équations itérées®
(o) P = [ P@re 6, Fag.
14
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Les conditions (15) montrent d’ailleurs que c’esz une solution ,effective“
de (&), c’est-a-dire une solution non identiquement nulle sur ',

Cas de la densité-limite constante. On a vu que, dans le cas quasi-
régulier, P (K, F) converge presque partout sur }/ vers une limite
indépendante de £. On peut se demander dans quel cas cette limite
sera aussi, quand £ varie presque partout sur V/, indépendante de F.
Alors, la limite étant indépendante de Z et de / aura une valeur cons-
tante /. On a d’ailleurs vu qu'on a toujours dans le cas quasi-régulier

(16) o_é_j.P(F)dF_éI.

Ceci montre aussitdt que dans ce cas si la mesure de V est infinie, P(F)
ne peut étre constant que szl est nul.
Si, au contraire, J est borné ou de mesure finie, on aura

1
“mes. V'

Supposons P *> o0 et, par suite, }/ de mesure finie. On a vu (p. 217,
pour » = 1) que dans le cas quasi-singulier, si #estsur ', P(G)p (G, F)
est une fonction de G sommable sur V. Donc, ici, l'intégrale

/2 (G, F) dG doit avoir une valeur finie. D’autre part, on a sur J’
4

(12) riys [ (@26, 7).
Donc ici g
(17) 1> [ 56, 7) a6

En multipliant par 4# et intégrant
mes. V.}f [fp(G,F)dG]dF
oo

:f[fp((;,p)dﬁ]m:mes. V.

L’avant-derniére ligne est donc une égalité et 'on a

J

vV

1— | (G, F)dG | dF =o.
/
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L’accolade étant > 0, en vertu de (17), doit donc étre nulle presque
partout. Ainsi, on a la condition

(T.) fp (@G, F)dG =1, presque partout sur V.
Vv

Observons d’ailleurs que, s’il en est ainsi, la relation (17) devient une
égalité sur I/'. Or nous savons (p. 220) que pour >0, il ne peut en
étre ainsi dans le cas quasi-régulier proprement dit. Ainsi, pour que
P () soit presque partout égal a une constante positive, il faut:

1° gu'on sott dans le cas régulier,
2° que la condition (T)') soit réalisée,
3° que V soit de mesure finze.

Et alors la limite constante est égale a ~II/— Car on a [P (F)dF =1
d’aprés 1°. v

Réciproquement, supposons d’abord simplement vérifiée la condition
(T,') et posons

L, (F)= f P® (G, F)dG, dou
14

(18) L,,+1(F):f[fPW(G,H)ﬁ(H,F)dH]dG
14 Vv
:fL,,(H)p(H,F)dH

et L, (F) = 1 presque partout. SiZ,, (¥) = 1 presque partout pour <z,
on aura, d’apres (18)

Ly (F)= fﬁ (H, F)dH = 1 presque partout.
v

Ainsi, si (T,’) a lieu, on a nécessairement aussi
(T" J P® (@, F)dG =1 presque partout sur J,
v

quel que soit Uentier 7.
Supposons, en outre, maintenant qu’on soit au moins dans le cas
quasi-singulier, de sorte qu’il y ait d’abord presque partout une limite
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P (F) de P® (K, F) indépendante de Z. En vertu de (T'), on a, presque
partout sur

1 éfp(m (F)dG = p» (F) mes. V.
14

Dés lors, si la mesure de }7 était infinie, on déduirait de 2° que p (/7)=o0
presque partout sur } et par suite que p (/) est nul presque partout
sur [

Si donc la condition 2° est réalisée: ou bien la densité limite £ (/)
est nulle presque partout sur J, ou bien }/ ne peut étre de mesure in-
finie et la condition 3° est réalisée. Si /°(F) était nul presque partout
sur J/, on ne serait pas dans le cas régulier. Donc, si 1° et 2° sont
réalisées, il en est de méme de 3°.

Or, dans cette hypothése, on déduit de la derniére formule que

et en multipliant par &F et intégrant

mes. }/

oéVf[ ! -—«P(F)]({F: 1——;f P (1) dFF = o.

Le crochet est >0 et son intégrale sur [ est nulle. Donc, il est nul
presque partout, c’est-a-dire que /7’ (/7) est presque partout égal 2 la

constante I, .
V
En particulier, §'2/ existe une fonctzon ¥ (F) sommable sur V et qui
majore, quels que soient I et F sur V, lune des densités itévées PW (E, F),
alors la condition nécessazve et suffisante pour que la suzte des P™ (E, F)
converge vers une constante non nulle quand F varie presque paviout sur
V (et cela uniformément quand E varie sur V) est: 1° que la condition
(T\') soit vérifibe, 2° que pour unme asses grande valeur de v, pV (F) ne
soit pas nul presque partout sur V.

Plus particuliérement, sz le domaine V' est borné et si les densités itérées
P (E, F) sont continues sur V & partir dun certain rang n, alors la
condition nécessaire et suffisante pour que la suste des ™ (E, F) converge
vers une constante non nulle et cela uniformément quand FE, F varient
arbitrazrement sur V', est que
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1° fp(E, F)dE =1 quand F est arbitrairve sur V.
1%

2° [l existe aw moins un état L de V tel que pour v asses grand,
PO (E L) ne sannule jamais quand E parcourt V ou que PV (L,E)
ne s'annule jamazs quand E parcourt V.

Cas du domarne infinz. Nous avons vu que si le domaine est de me-
sure infinie, on ne peut, dans le cas régulier, avoir pour densité limite
une constante. Si le domaine étant infini, la condition (T’) est cependant
réalisée, on aura, presque partout sur }

I :fpm (E, F) dEéJﬁW (F) dE > o0.
14 14

Si p® (F) nétait pas nul, la derniére intégrale serait infinie. Donc
PW(F) est nul, presque partout sur J, quel que soit l'entier » et par
suite p (/') = 0, presque partout sur [/, qu’on soit ou non dans le cas
quasi-régulier. Deés lors:

Quand, le domaine V étant de mesure infinie, la condition (T') est
réalisée, p (F) est nul presque partout sur V et on ne peut étre dans le cas
quast-régulier que si la densité limite P(F)—=p(F) est nulle presque
partout sur V.

Exemples de réalisation de T'. On peut signaler deux catégories simples
de fonctions p (E, F) pour lesquelles la condition (T') est réalisée né-
cessairement quand la condition (T) ’est déja.

La premiere catégorie est formée des fonctions symétriques, c’est-a-
dire telles que p (£, F)=p (£, E).

Une autre catégorie (qui n’a pas son analogue dans le cas d’un nombre
fini d’états possibles) est celle ot — le systéme aléatoire, ne dépendant que
d’'un parametre numérique pouvant prendre toutes les valeurs possibles,
et ol par suite p (£, /) se réduisant a une fonction p (x, ) de deux
variables numériques —, on suppose que p(r, ») est une fonction de y — x,
soit f(y — x).

La condition
+

(1) [rio—say=

— 0

étant supposée vérifiée, il suffit d’observer, en posant y — x —=u que
I'on a toujours

j‘mf (y—x)dy z_f)f (#) du :;f; (y—=x)dx
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d’out la condition

+ oo
(T Jrr—mar=r.
Dans le cas ou les états du systéme sont définis par %2 paramétres:

PEF)=@ (g1, ... q&; gy ... ),

la condition (T) entrainera encore d'elle-méme la condition (T') si @
ne dépend de ¢,, ... #, que par lintermédiaire des différences corres-
pondantes (g, — #,), ... (g — uz).

Mais, comme nous I’avons vu plus haut, ce second cas ne peut con-
duire au cas régulier puisque } est ici illimité. Plus précisément, on
aura p (/)= o0 et: ou bien on n'aura méme pas le cas quasi-régulier
c’est-a-dire que p (F) << P(F) sur un ensemble de mesure positive, ou
bien — comme dans 'exemple de la p. 189 — la limite P (/) = p (¥)
de P® (£, F) sera nulle sur }J'.

Expression de la densité-limite P (F). Laissons maintenant de co6té la
condition (T'). On a vu que, dans le cas régulier, la limite 7 (/) de
P (E, F) vérifie sur 7' les conditions:

) P = [P6) 56, Fae
(15) fP(G) 4G = 1.

Ainsi, dans le cas régulier, 'équation intégrale

(H) X (F)= fX(G);J(G, F)dG

v

a, au moins, une solution non identiquement nulle et méme partout >~ 0:
X(F)= P(F) et 'une au moins des solutions vérifie la condition

,,'j,‘X(G)dG: I.

Nous allons méme démontrer que l'équation intégrale homogéne de
Fredholm (H) ne peut avoir, dans le cas régulier, qu’'une solution
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sommable, non identiquement nulle X, (%) a un facteur constant pres.

Sl en est ainsi, on aura nécessairement sur V' P(F)=a X, (/) et on

déterminera la constante « par la relation 1=a / X,(#)dF. Cette relation
124

montre que /X, (F)dF =20 et par suite la résolution classique de I'équa-
4]

tion de Fredholm permet de déterminer entiérement P (/) par la formule

. X ()

P(F .
()= / X, (F)adr

Pour démontrer le point admis, observons que I’équation (H) ayant au

moins une solution non identiquement nulle X, (#), alors en itérant (H),

on voit que X, (F) vérifie aussi, quel que soit 7, 1’équation

(H,) x5(F) = [ P06, 7) X (0) d

Quand 7 croit indéfiniment, on peut passer a la limite sous le signe /.
Car

o6, F) X, (@) dG — | P(F) X, (G) 46|
! I
= [ 1o, m — P | x0(0) a6

Livo 5 —poie [ | 50 0

2
On a donc X, (&)= P(F f X, (@) dG et il n’y a pas d’autre solution

de (H) que les fonctions proportlonnelles a P(F).

Ainsi, dans le cas régulier, 1° P'équation de Fredholm (H) a une solu-
tion non identiquement nulle et une seule, X, (/) a un facteur constant
pres; 2° la recherche de la densité limite est ramenée a la résolution
X, (7)

classique de cette équation de Fredholm et on a P (F) = WW
0
14

Calcul de s (E, F). Supposons, pour simplifier que p (£, /) ait une
borne supérieure finie quand £ et & varient sur J. Alors la série
=00

S(E,F) = X [PO(E F)— L ()]

t=1
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est majorée par une série convergente indépendante de £ et de F va-
riant sur tout V.

Or, dans le cas régulier:

PO 5 R — P = [P0 (56— 26 26, 7) d6
v
d’otr:

[P® (B, F)— PR -+ .. o [P0 (5, ) — P (F)]) =

f [[PW(E, G)— P+ ... + [P0 (5 6)— P (@)} 2 (6, F) d6-.

et a la limite

s(E F)— P(E,F) - P(F):fs (5, @) p (G, F) dG.

14

Ainsi le calcul de s (%, /) est ramené a la résolution d’une équation
intégrale de Fredholm.

Y(E, F) = P(E, F) — P(F) - fY(E, G) (G, F)dG

dont on vient de prouver qu’elle admet au moins une solution. D’ailleurs,
une solution quelconque Y, (%, £) n’est pas nécessairement égale a s (£, F);
mais la différence de ces deux solutions vérifie évidemment I'équation (H),
de sorte qu'elle est de la forme Y, (&, F)—s (£, F) = B (E) X, (F).

Or, on a, avec convergence uniforme

f(EFa’F Z[IJNﬁEFdF-fP dF] 3(1-—1)=o.

14
/Y (B, F)dF
Don £{E W’
f Yi(E F)dF
et finalement s(£&, F) = Y, (&, F)— /X Y73 X, (&)

Ceci fait, on calculera la partie principale 7 6, (E) de f,"(E)— JP(F)dF
(p. 215) par la formule ¢, (£) =/ s (&, F)dF.
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Remarque I. Le raisonnement qui précéde nous fournit, chemin fai-
sant, une condition nécessaire pour qu’on soit dans le cas régulier sous
une forme qui peut étre commode:

Pour qu’on soit dans le cas régulier, il faut que I’équation intégrale
homogene de Fredholm (H) admette une solution partout > 0, non
identiquement nulle et qu’elle n’admette qu’une telle solution & un
facteur constant pres.

Remarque II. On a vu que dans le cas régulier 'équation intégrale
homogene

(H,) X(F) =2 f X (@) 2 (G, F)dG

1

a au moins une solution effective P (F) pour A=1. Clest ce qu’on
exprime en disant que l'unité est constante caractéristique pour I'équation
(H). Il n’est pas nécessaire pour obtenir ce résultat d’avoir établi que
la limite P (/) vérifie 'équation (H). En effet, la condition (7}) montre
immédiatement que ’équation intégrale homogeéne associée a (H,), soit

(H,) vie) =1 [ ¥(6) (¥, G) a6

1

admet pour A =1, la solution effective ¥ (G)=1. L’unité est donc
constante caractéristique de (H'y) et ceci qu'on soit dans le cas régulier
ou non. On sait qu’alors, si les théoréemes de Fredholm s’appliquent
a (H)), l'unité sera aussi constante caractéristique de (H,).

Autrement dit, la théoric de Fredholm nous aurait permis d’établir
directement I'existence d’au moins une solution effective de (H), aussi
bien dans le cas singulier que dans le cas régulier. Mais elle ne suffisait
pas pour établir que dans le cas régulier P(F) est déterminé par les
conditions (15) et (F). Et de plus, on n’a pas le droit d’appliquer cette
théorie a tout noyau et tout domaine. On sait en particulier que son
extension au cas des domaines illimités et aux noyaux discontinus ne
peut se faire sans de séricuses restrictions.

Valeurs moyennes de variables et de fréquences aléatoires dépendant
d’événements ,en chaine”. Estimation de leurs dispersions

Valeur moyenne d’une variable aliatoive. Supposons qu’a chaque état
possible / corresponde une valeur déterminée V (/) d’une certaine
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variable. C’est une variable aléatoire dont la valeur dépend de la réa-
lisation de I'épreuve qui doit fournir un des états possibles.

Appelons X (E) la valeur aléatoire prise par cette variable quand
n épreuves ont eu lieu a partir de I’état E. Si, par exemple, ces »
épreuves ont abouti a I'état 7, on aura X® (£) = V(F). Mais quand £,
n sont donnés, F n’est pas déterminé et les deux membres de cette
égalité ont une valeur aléatoire dont nous désignerons la valeur moyenne
par

M X (E) = Y(F).

Avec les notations précédemment employées, cette valeur est égale a

fY(F) P (E, F) dF

et le probléme a résoudre est d’abord de trouver comment se comporte
cette quantité quand 7 croit.

Si nous nous plagons dans le cas quasi-régulier alors P® (E, /) con-
verge vers P (/) sauf peut-étre sur un ensemble z de mesure nulle.
Or on a en posant V' =}V —w

(19) M X (E):fy(ﬁ) P (B, F)dF

et le probléme cst de savoir s'il est 1égitime de passer a la limite dans
le second membre sous le signe d’intégration.

Mais, déja dans le cas simple o Y (/) est une constante non nulle,
nous savons que si 'on n’est pas dans le cas régulier

fy [lim PO(E, F)] dF = fy P(F)dF = Y(F)fP(F)dF

£ V(F) = lim f Y (F) PW (E, F)dF.

Vi
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Il en est encore de méme dans le cas plus général ou YV (#) garde un
signe constant et reste en valeur absolue supérieur a une borne positive.
Car si V() reste positif et supérieur a ¢

fY(F) PO(E F)dF ——fY(F) P(F)dF =
(20) P 12

[y e @ ) — g ar — [[v )12 @) — por ) 2
v v

La question du passage a la limite sous lintégrale ne peut se poser
que si les intégrales du premier membre sont finies. Dans ce cas V (/)
P (F) serait aussi sommable sur [’ et au plus égale a une fonction V (#)
P (F) sommable sur V', vers laquelle elle tend sur [/’ sans décroitre.
Donc la derniére intégrale du second membre tend vers zéro. Or

f Y (F) [P0 (55 1) — o (1)) dF e (1 — [ 0 (#) d) .
vl

!

Le premier membre de (20) ne peut donc tendre vers zéro que si la
limite / p(F)dF de [ p» (F) dF est égale a 1, c’est-a-dire dans le cas
% 17

régulier.

Si V(F) peut changer de signe, il pourrait se produire des compen-
sations de signe permettant le passage a la limite de (19) dans le cas
non régulier, pour des fonctions Y (#) particuliéres. Mais nous savons
maintenant que cela n’aura pas lieu pour des fonctions choisies parmi
les plus simples. Dans la suite, nous allons donc nous borner au cas
régulier,

Si I'on suppose que Y (#) est borné sur J/ ou au moins sur }', si,
par exemple, on a | V(F)|< A4 sur }', alors en vertu de (20)

(21) N V(F)P® (B, FYdF — | Y(F) P (F)dF
J J

=z2A4[1 ——-fﬂ”)(F) ar).

vt
Et par suite le premier membre tend vers zéro.

230



Donc: sila fonction ¥ (#) est bornée sur [, alors dans le cas régulier
QT X (E) tend vers une limite quand # croit indéfiniment et cette
limite est la quantité indépendante de £

M= fY(F) P(F)dF.

Cette quantité limite de valeurs moyennes est, elle-méme, une valeur
moyenne de Y (E) puisque P(F)X>o0 et / P(F)dF—1 et c’est méme
la valeur moyenne de YV (#) qui correspond a la densité-limite P (F).

Enfin, dans ce méme cas, la convergence de AT X ™ (£)— M vers

zéro est, d’aprés (21) jointe a la formule (19) de la p. 229, uniforme quand
E varie.

Observons dailleurs que

M Kot () = f P (E, ¢) [N X (@] 4G

14

Si donc Y (£) n’étant pas borné sur V, T X (£) est borné sur I/ pour
une valeur convenable 2 de 7, les résultats précédents subsistent puis-
qu'en remplagant Y (E) par T X" (G) on retrouve a un décalage prés
la méme suite de valeurs moyennes.
Or, sile passage a la limite est légitime c’est que M = / V(&) P(F)d¥
v

est finie et si la convergence de U1 X (E) vers M est uniforme quand
E varie, alors, pour n assez grand T X (£) est nécessairement bornée
quand £ varie. Donc:

Dans le cas régulier, la condition nécessatve et suffisante pour que la
valeur moyenne WX (E) converge, uniformément quand E varie sur
V, vers une limite finie indépendante de I est que Y (E) (ou plus géne-
ralement N X (E) pour au moins une valeur de n) soct bovnée quand
E varie sur V.

Si Y(E) n’est pas borné, un cas simple ou la condition de conver-
gence est remplie est celui ou Y (£) est sommable sur }J et ou, de
surcroit, P (E, F) est, pour » assez grand, borné quand £, /' varient
arbitrairement sur J. (Cest par exemple ce qui a lieu quand V(&)
étant sommable sur un domaine }” borné, I'un au moins des P®) (E, F)
est continu pour £, /' arbitraires sur /).

En effet

|mX<n>(E)_fy(F)P(F)dF|éf [P (F)— P(F)]| Y (F)|dF.
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Or si Pt (£, FF) a une borne supérieure finie ¢ quand £, F° varient sur
V, on a vu (p. 207) que P" () — P(F') est majoré pour » assez grand,
par le terme correspondant #, d’une progression géométrique indépen-
dante de /. Le second membre sera donc éu,,wf | Y(£)|dF et par

suite tendra vers zéro avec % On a donc encore
(22) lim AT X (£) = f Y(F) P(F)dD
”n-—>x
123

et la convergence est non seulement uniforme quand £ varie, mais au
moins aussi rapide que celle des termes d’une progression géométrique
indépendante de £. Il est vrai que dans ce cas 2IT X'™ (%) étant alors
borné pour » assez grand quand £ varie, on rentre dans un cas déja
examiné; mais il peut étre parfois plus commode de s’assurer que
Pin(E, F) est borné que de le vérifier pour T X™ (£).

Méme dans certains cas ol la démonstration précédente ne s’applique
pas, il peut arriver qu’'on ait encore l’égalité (22). Par exemple, dans le
cas envisagé p. 189 et avec les mémes notations, on posera

mX""(x):f Y(y) P"(x,y)dy

PO (x, ) ! ‘(x—w< -
avec 2 X, = — € ” r————
4 l/ﬂﬂ Vﬂﬂ
D'ou
1 A°
| MXO (x) | £ —— | | X(9)]dy.
Vna

—

Si donc Y (y) est sommable sur le domaine ' actuel, c’est-a-dire sur
lintervalle (— oo, - oo), AT X (x) tend vers une limite qui est zéro.
Pourtant, on n’est pas dans le cas régulier, puisque P® (r, y) tend vers
zéro. Et cependant, on a encore
00
lim M X (z) = f Y (5) P(y) dy.
n—rn

Remarque. Dans ce qui précéde nous avons cherché a déterminer
des cas assez généraux — au reste tous réguliers — ou I'on peut passer a la
limite sous le signe / dans [/ Y (F)PW (E, F)dF.

v
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Il peut cependant se produire des cas ol cette intégrale ait une limite
déterminée, sans que cette limite soit égale a / V(&) P (F)dF. Clest
124

ce que nous allons constater dans I'exemple suivant (qui releve du cas
quasi-singulier proprement dit),

Exemple. Généralisons un exemple dfi & Lord Rayleigh. Considérons une
molécule qui effectue une suite de déplacements sur une droite et supposons
que la longueur de chaque déplacement ait pour un sens donné une proba-
bilité donnée. Ou, plus précisément que la probabilité pour que la molécule partant
de x arrive au bout d’un seul déplacement & une position comprise entre y et
¥ + dy soit le produit de @y par une fonction de la grandeur |y — x| du
déplacement et de son sens, c’est-i-dire une fonction de y — x, p (¥ — x).
Dans le cas examiné par Lord Rayleigh, des déplacements égaux en valeur
absolue et de sens contraire avaient la méme probabilité, la généralisation la
plus immédiate consisterait donc & supposer que p () est une fonction paire
de 5. Mais nous allons considérer aussi le cas général.

Si nous prenons pour VY (y) la fonction y on aura 2T .X® (1) =
+ o
Sy PP (y— x)dy.

Mais, sans rien changer a la question de l'exzstence d’une limite du premier
membre, on a profit & en retrancher une certaine quantité indépendante de 7,
qui lui donnera une signification concréte plus simple et d’'un plus grand in-
térét physique. Posons en effet

+ oo +

@) VO =[(—0 PP (y— 0 dy =M X" () —x [ P (y—x) dy

—

=MmXx"? x)]—x

V® est la valeur moyenne du déplacement résultant y — x aprés la néme
opération A partir de l'abscisse . On a

+ oo + oo
V:VU):f(y——x)p(y—x) dy::/up(u)du; valeur indépendante de la
— —

position initiale + mais qui n’a pas nécessairement une valeur déterminée et
finie. Supposons p (%) tel que cette intégrale soit finie ainsi que celles qui
interviennent par la suite. } est «le premier moment»> de p (#). De méme

+
y :f(y—x) P" (x, y) dy.
— o

+ »® +
PO(%y) = [p@e—2p(y—2 de=[p W) p(y—x—u) du.
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En posant:
4

P20 = [p@ pt—w du

—
on aura
PO (x, y) = p® (y —x).
De méme, en posant

+ o
P O = [P @) p(t—u) du

si 'on a pour m < 2, P"™ (x,y) = p (y — x), alors

+ »
P® (x, y)-—fP"‘“"(z—x)p(y—-z)dz—fp(” V(u) p(y—x—u) du

et 'on a
P (x, y)=p" (y—x).

Donc:
+ o

Ve — f (=P (y— ) dy = / P @ d

= [u] [P @ pu—nat]du=[p" @) [ [up@—vau]a
= [0 [e+o) p@do]at = [P @14 VOl =V 4y,
Ainsi | 7ACU I VICO NS VIC s VIS ICES VNIR VAR IR ¢ ) B V¢

D’ou en ajoutant:

(24) Ve —nl.

Si p (#) est une fonction paire, :}Z p (u) du sera nul. Dans le cas
contraire, J sera en général =£o. i:s deux cas seront trés différents:

I. Si V=0, V" sera nul quel que soit » et, naturellement, tendra
vers zéro avec —:;

II. Si V0, V™ croitra indéfiniment en valeur absolue et gardera
le méme signe.

On peut dire qu’en moyenne au cours d’une suite infinie d’épreuves:
ou bien la molécule oscillera sur place — c’est le cas de Lord Rayleigh
— ou bien elle s’¢loignera indéfiniment.
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Drailleurs, on a: d’aprés (23) et (24)

M X (1) —

De sorte que si J =0, AT X" (1) reste égal a », quand » croit et si
V0, 2T X™ (1) tend vers Pinfini.

Observons que, dans le cas actuel, la condition (T') étant vérifie et
le domaine des états possibles étant de mesure infinie, ~® (x, y) ne peut
tendre vers une limite indépendante de 1'état initial que s'il tend vers
zéro (p. 224). De sorte que, sauf le cas particulier ou }” == 0, on n’aura pas

+ =
lim 0T X (x) = f Y () () 4y,
n->» —'oo
puisque le premier membre est infini.

Notons d’autre part ce résultat intéressant que nous avons pu obtenir
lexpression de /™ en fonction explicite de # sans avoir besoin de con-
naitre la densité de probabilité pour une épreuve, c’est-a-dire indépen-
damment de la fonction p ().

Effet de la condition (T'). Dans le cas le plus régulier, celui ou 2 (F)
est une constante sur }', on a
. ‘ ‘ { Y(F)adF
mes. 7 La formule (22) devient ]V[:'ll})rx:om X (E) :_75117—

12
Ainsi, dans le cas le plus régulier, J/ est, comme dans le cas régulier,
indépendant de £, mais, au lieu d’étre simplement une valeur moyenne
de Y (F) au sens du Calcul des Probabilités, c¢’est-a-dire une moyenne
pondérée, c’est une valeur moyenne de YV (/) au sens du Calcul Intégral.

Nous savons d’ailleurs que si le cas le plus régulier ne peut se pré-
senter que sur un domaine fini, la condition (T') peut avoir lieu sur un
domaine illimité, Dans ce cas, plusieurs circonstances peuvent se pro-
duire dont nous avons rencontré des exemples plus haut. Par exemple,

P(F)=

dans le cas de la p. 233, si fup %) du 4 0, T X (x) tend vers infini,

pour ¥ () = ». Sil'on prend p (« Vﬁ e~# alors, dans le cas, ou Y (y)=y,
1/

AT X™ (x) tend vers une limite, mais cette limite n’est pas indépendante

de I'état initial, tandis que si ¥ () est sommable, non seulement 21T X (x)

tend vers une limite indépendante de Dl'état initial, mais cette limite étant

nulle est indépendante de la fonction Y (y) et I'on a
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o0 + ©
lim [ V() 20 (5 5) ay = [ ¥ (n)[im Pz, )] ay

7n-> o n->ow
—w

ce qui navait pas lieu dans les deux cas précédents.

M. Hostinsky a étudié également le résultat de la condition (T') dans
I'effet d’un grand nombre de rotations aléatoires d’une roulette ou d’une
sphere (I, p. 51).

Moyennes arithmétiques. Nous avons vu que, dans le cas régulier, si,
par exemple, ¥V (F) est bornée sur V, la quantité

mX<")(E)=fP(")(E, F) Y (F)dF
v
tend vers la quantité

M:fP(F) Y (F) dF.

On peut aussi donner une autre interprétation de 47, en appelant M/ ® (F)
la valeur moyenne de la moyenne arithmétique

XO(E) 4 ... + X (B)

A (E) =

On voit en effet que /™ (E) est la moyenne arithmétique de la somme
des » premiers termes d’une suite de nombres UT X @ (£) qui tendent
vers M. On a donc:

M =lim M= (E)

n>xn
et on voit que cette limite est indépendante de £.
L’existence de la limite est ici établie dans le cas régulier; il est
vraisemblable qu’elle subsiste dans des cas plus généraux.
Nous allons particulariser ce qui précéde, au cas ou X® (£) ne peut
prendre que les valeurs o ou 1.

Fréquences moyennes. Appelons encore répétstion d'un événement A
au cours de n épreuves, le nombre R de fois que A se produit et

fréquence f de cet événement le rapport g

Appliquons au cas ou l'événement A consiste en ce que le systéme
matériel étudié se trouve dans I'un des états F appartenant & une por-
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tion # du domaine 7 des états possibles, et ceci en partant de I'état
initial Z. Alors en employant des notations analogues a celles de la
p. 215, on aura:

t=n t=n
MR (E) = w0 (E)=23 | PY(E, F) aF.
=1 t=1

Et on aura pour la valeur moyenne de la fréquence /™ (£) avec laquelle
on passera au cours des z premiéres épreuves par un des états de v,
a partir de l'état £

M [0 (E) = f a® (B, F) dF

v

) 1 ¥=n
ou aM(E, F)= 71—2 PO (E, F). Donc:
=1

1 t=n
m () —f piryar =y | 3 (P05 F)—p () dF = H,— K.,
L ¥ =1
ou:
t=n
Hy=" | X [P F) — p0 (F)|dF
Y ot=1
1 t=n
472[fp<f> E, F)dF — fp(f) F)a’F]
t=1
1 t=n
=[x f o ar]
et

K= Mf (2 (7)—29( )dﬁZ”—Z U 2| F)dF——f POF dF]

Dans tous les cas / p¥(F)dF tend vers [p (F)dF quand ¢ croit,
4 4

donc K, tend vers o avec % Dans le cas régulier, [/ p® (/) JF tend
4

vers 1 quand # croit, donc A, tend aussi vers zéro.
Ainsi, dans le cas régulier, la fréquence moyenne Q[ (E) tend vers
une limite quand n croit indéfiniment et cette limite est: [ P(F)dF quz
v

est indépendante de E. (Par analogie avec ce qui se passe dans le cas
d’'un nombre fini d’états possibles (IV, p. 18), on est porté a penser que
la premiére partie de cet énoncé sétend au cas singulier et que la
seconde partie s’étend i certains cas singuliers — prévision confirmée
dans la note V aprés rédaction du présent mémoire —.)
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Dispersion

Nous jugerons des dispersions des variables aléatoires qui viennent
d’étre étudiées en calculant leurs écarts quadratiques moyens.

1o Dispersion d’une variable aléatoive. Pour mesurer la dispersion de
X (E), calculons d’abord son écart quadratique moyen ¢ (Z). On a

(25) (e (E)]z—"—‘fl"”’ (& £) [V (F) =M X (E)]aF
v

:f YE(F) PO (E, F)dF — [f Y (F) P™ (E, F) dF]z.

14

De la relation

¢ (B =T [X® (E) — [T X = (E)])

et du résultat établi plus haut p. 231, et appliqué a ¥ (#) et V*(¥), on
déduit, que: dans le cas régulier, la condition nécessaire et suffisante
pour que T X (E) et u (£) convergent uniformément, quand £ varie
sur V, vers des limites indépendantes de l'état initial £, est que Y (#)
soit borné sur %, ou que, pour une valeur assesz grande de », 1T X @ (£)
et AT [X ™ (£)]* soient bornés quand £ varie sur V.

Un cas ou Y (&) n'est pas borné et ou 'on peut cependant, s’assurer,
sans itération, que cette double condition est satisfaite est celui ol pour
au moins une valeur de », P® (E, F) a une borne supérieure finie quand
£, F varient sur [ et ou Y? (&) est sommable sur . (On sait qu'alors
Y (F) est aussi sommable sur ).

Il est clair que dans ces deux cas, la limite 4 de I'écart quadratique
moyen u® (£) est elle-méme un écart quddratique moyen, a savoir
celui qu'aurait V (/) si P (£, F) était remplacé par P (#). Car on a

‘uzz;}fP(F) [Y(F)—M]MF:!P(F) Yz(F)dF—[JP(F) Y(F)dF] :

Pour simplifier, nous allons pour la suite nous contenter de conditions
suffisantes; nous supposerons, qu'on est dans le cas régulier et que
Y (#) est borné sur V' (ou bien que Y?*(F) est sommable sur }/ et que
L’# (E, F) est pour » assez grand, borné supérieurement quand £, /
varient sur V).

238



On déduit de g™ (£) la valeur de I'écart quadratique moyen A (E)
de X (E) avec M. Car

[0 (BN = [« (E)) -+ [N X @ () — M7

Par suite, quand 7 croit indéfiniment, A® (£) qui reste > ¢™ (£), tend
vers la méme limite x indépendante de E.

Dispersion de la moyenne arithmétique. De méme, appelons o (£) et
0™ (E), les écarts quadratiques moyens de A (£) avec sa moyenne
M@ (E) et avec la limite 4/ de cette moyenne. On a¥)

n[0W (E)) = — Z (A6 (E)]? 4 Lo,
=1

Le premier terme du second membre tend vers g° quand # croit indé-

\

finiment. Reste a étudier

Ln=2 3 WX (E)— M [XO(E)— ]

7 y<v<n
_Zf[)f M][f[X(G)——M]R(”)(ﬁ‘,G,E)a’G]dF
v
avec R®(F, G, E)= _7; Y P@(E, F) Pe— (F, )
u<v<n

= 71{3P(1>(E, F)PO(F, @)+ [PO(E, F) PO(F, G)+ PO (E,F) PO (F,G)]+ ...

oo+ [PO(E, F) PA=D(F,G) + ...... + PO=U(E, F) PO (F, G)]
=[SUA G E) - TW(F, G, £]]
ou S® et 7™ sobtiennent en remplagant dans R™ les P® (F,G) res-

pectivement par P® (F, ) — P(G) et par P (G). On pourra dans L
remplacer R™ par S™, car le terme négligé dans L™ sera

uén%f[X(F)”M] f [X(G)— M] P (E, F)P(G)dF dG
= f (X (&)= M LOE, 7) dEF- f [X(})—M] P(G) d6

ou la derniére intégrale est nulle.

6) Pour un calcul et des raisonnements analogues a4 ceux qui suivent, mais un peu plus
détaillés, voir IV, p. 23.

16 Commentarii Mathematici Helvetici 239



Or S est le produit par n—1

de la moyenne arithmétique des 2 — 1

premiers termes de la série ¢, + o, + ... + o, + ... ou
0y = PO(E, F) o™ (F, G)+ ... ++ PV (E F)o®(F, G)

avec ™ (F, )= P (F,F@) — P(G). Si on démontre que «, tend vers
a, il sera prouvé que S® tend vers a.

Supposons encore, pour simplifier, que non seulement l'un des
P (E, F) mais p (E, F) ait une borne supérieure finie quand £, /¥
varient indépendamment sur V. Alors, dans le cas régulier, P® (£, F)
tend uniformément vers P (#) et la série Y| w™ (F, G)| est bornée et

uniformément convergente. Dés lors a, tend uniformément vers

n=+ o
S(F @ =P(F) X o (F, @)= P (F)s (F, @)

n=1
Par suite
(26) . lim 7 [5(”) (E)]z e ‘u' 2

7>
avec
{1’2 — ‘uz +L

ou
L=

n=0o0 [*

’ 22 [X(F)“M]”F)UEX(G)—M] [P (7, 6)— P(6)] 4G | aF.

On peut aussi écrire

e w=[Pw) ) —urar

v

zvf[X(F)_M] U[X(G)—MJS(F, G)a’G%a’F.

D’autre part, on a évidemment
(28) n [07 (E)) = n [o" (E)) + n [M " (E) — M}
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Et
u=n I

3 | [P9(E F)— P(F)] X (F) dﬁl

| #=n
WZAWIMWW
=1

puisque, dans le cas actuel, les | P® (E, F) — P (F)| sont inférieurs aux
termes d’une série convergente X A4 ¢*
u°

Vi | M@ (E)— M| =Vr

<

Finalement on a:

(20) lim 2 [300 (E)] = u'™.

n-» o

Ainsi, lorsque 7 croit indéfiniment, non seulement §* (£) tend vers zéro,
!

mais nous connaissons maintenant sa partie principale —l“/i_—_
”

Retour @ lexemple. 11 n’est pas impossible d’étudier le comportement
de la dispersion en dehors du cas régulier. Reprenons l'exemple de
Lord Rayleigh et les notations de la p. 233, pour calculer la dispersion
du déplacement y — x. Soit §%) I'écart quadratique moyen du déplace-
ment a partir de l'abscisse 2 aprés » chocs. On aura

4+
00 = [z v o P (e ) dy = [ T VO 90 )

C’est une quantité, [6"7]* indépendante de la position initiale .

On a:

2]

+
(07 = fuzp‘”’ (w)du — [V =@, —n* V™

fuzp(’ﬂ () du :‘fu2 [fp("—l) () p (w— t)a’t] du =
fp("—l) (2) [fuzp (00 —2) du] at
et

[erw—nyau= [etrorpera=ri2t [vpwant [vp@a
+ oo

=42:V+ W avec W:fv”ﬁ(v)a’v.

-0
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+ +
0 sera fini si / vp (v)dv et f o* p (v) dv sont finis ce que nous allons
—

—

Supposer.

Alors
a":ff"‘”" O +2tV+Wldt=ap s+ 2(n—1)V + W
d’ou
(009 — [0V =(a, — 1) — [ — (n— 1) ]V =W — V?, avec
(6] = W — ¥V Donc
[0 = [0,
9o — 9 et OO =) w— v

Sous la condition que le premier et le deuxiéme moments, V et ¥,
de p (#) soient finis, on a généralisé le résultat établi par Lord Rayleigh
dans le cas de déplacement finis, constants et égaux, a savoir que §®

est proportionnel i J/7.

Observons qui si l'on prend pour Y (y), la fonction y, on a
y—UWMXP(x) =y —x— VW et par suite I'écart quadratique moyen
u® de X (x) est aussi égal 2 6®. On a donc ici un exemple d’'un
cas quasi-régulier mais non régulier. Et ici ¢™ au lieu de tendre vers
une limite, croit indéfiniment.

[l° Dispersion des fréquences. 1l y a plusieurs fréquences a distinguer.
La fréquence 7" (E) avec laquelle dans N groupes de z épreuves,
on aboutit a la #*®* épreuve a un état appartenant au domaine z aprés
étre parti initialement de I'état £, a pour valeur moyenne la probabilité
o (E) = [ PW(E F)dF de cet événement. Et son écart quadratique

v

(n) ()
moyen est, comme on sait, la quantité F*Y (£) = \/w,, (E)[IN s (E)].

On voit qu'on aura dans le cas régulier

n—> 0

lim W 7PN (E) = f P(F)dF

\/ [/ P ) aF] (] P(F)dF]

lim F"M(E) = \/ - +

7>

La premiére limite ne dépend ni de #», ni de N, ni de l'état initial £;
la seconde ne dépend ni de », ni de E.
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Passons maintenant & I'écart quadratique moyen &.” (£) de la fréquence

") (E). Les limites des valeurs moyennes de 7, "" (E) et de £ (E)
(p. 237) sont les mémes, quel que soit AV, lorsque 7 croit indéfiniment;
il n'en est pas de méme de leur dispersion.

On aura avantage a calculer d’abord I’écart quadratique moyen Q(”) (E)
de /" (E ) avec la limite p, = f P(/")dF de la valeur moyenne de

() (£). On aura évidemment
(30) (G (B = [EP (B 4 LAY (B) — 4.1

On connait déja le dernier terme

L5 (o pyar—p| =2 S 1p0(5 7)— PFy ar|
L2 [=lE frrown

et on sait que si, pour simplifier, on suppose que p (%, /) a une borne
supérieure finie quand £, /' varient sur ¥, laccolade tend, quand #
croit, vers une limite finie /s (&, F)dJdF.

En ce qui concerne & on pourrait le calculer directement. Mais,
il est clair que si X (/) =1 ou o suivant que / se trouve ou non sur

v, AP, M (E), M, §» (E) se réduiront & £ (E), M fE), o, G
Alors d’apres les formules (26), (27), on a

lim # (G EV =K'+ H

avec: .
:fP(F)dF—[fP(F)dF]z, ou K=, (1—p,)
et ! ’
=2 [(1—p) j'(l—PW)S(F»G)deF—*‘ 2 [0 f (1) S (F,6) dG dF
+2 [up) [(-pas a6 ar 2 [ f (—pe) S(F, @) dG dF
» ~v Vo
— 2 (1—p, )2f S(F,G)dG dF + 2(;71,3,‘[ ;f (F, G) dG dF

—zp,,(l—p,,)[ffS(F,G)deF—{—ffS(EG)deF].

243



Drailleurs, on a, avec convergence uniforme

f S(F, @) dG = t_zz_':"w f P(F)[P9(F,G)— P(@)] 46

t=+4 oo

::: mP(F)[fl)(f)(F,G)a’G——-fP(G)dG]:2 P(F)[1—1] =0,

t=1

et d’apreés (F,,)

fS(F @) dF — [f P(F)PO (F, @) dF — P(G)fP(F)dF]

:2 [P(G) — P(G)] =o.
Dés lors f S(F, ) dG = — f S(F,@)d6, f S(F, Q) dF — — f S(F,Q)dF

et A se réduit a:

cvor | fsiwaraalar—ssaf | fsinoraclar

i [ s ae] | fsinrac] o

—sJos f[fsmm]w_p J1fsmeraor

| st raaan—p. [ [ s crar s s rae] 0
Y [ e

o J [

cu [ fsterer o [ | [t ] an o

Ainsi H =2 ffS(F,G)deF.
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II résulte alors de la formule (26), qu'on aura, non seulement
G (E)> & (E), mais encore

lim Ve GP(E)= lim Vr & (E)=VK*+ H

7n—>»rxn 7n—>» ®

:\/p,, (1—p,) + zv/wa(F) s(F,G)dG dF .

(Regu le 23 avril 1932)
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Grundlagen der elliptischen Geometrie
Von ANNA FiISCHER, Bern.

In seiner Arbeit iiber die Grundlagen der Geometrie nimmt Hilbert 1)
die folgende Definition der Ebenc an:

»Die Ebene ist ein System von Dingen, die Punkte heifen und die
sich umkehrbar eindeutig auf die im Endlichen gelegenen Punkte der
Zahlenebene oder auf ein gewisses Teilsystem derselben abbilden lassen;
diese Punkte der Zahlenebene (d. h. die Bildpunkte) werden auch zu-
gleich zur Bezeichnung der Punkte unserer Ebene selbst verwandt.

Zu jedem Punkte A unserer Ebene gibt es in der Zahlenebene Jor-
dansche Gebiete, in denen der Bildpunkt von A liegt und deren simt-
liche Punkte ebenfalls Punkte unserer Ebene darstellen. Diese Jordan-
schen Gebiete heiBen Umgebungen des Punktes A.

Jedes in einer Umgebung von A enthaltene Jordansche Gebiet, innerhalb
dessen der Punkt A (Bildpunkt von A) liegt, ist wiederum eine Um-
gebung von A.

Ist B irgendein Punkt in einer Umgebung von A4, so ist diese Umge-
bung auch zugleich eine Umgebung von B.

Wenn 4 und B irgend zwei Punkte unserer Ebene sind, so gibt es
stets eine Umgebung von A, die zugleich den Punkt B enthilt.”

Die Bewegung wird wie folgt definiert:

»Eine Bewegung ist eine umkehrbar eindeutige stetige Transformation
der Bildpunkte der Zahlenebene in sich von der Art, daB dabei der Um-
laufssinn einer geschlossenen Jordanschen Kurve stets derselbe bleibt.
Die Umkehrung der zu einer Bewegung gehdrenden Transformation ist
wieder eine Bewegung. Eine Bewegung, bei welcher ein Punkt M un-
gedndert bleibt, heiit eine Drehung um den Punkt M.“

Um nun die Euklidische oder hyperbolische Geometrie aufzubauen,
geniigen drei Axiome:

Axiom I: Die Bewegungen bilden eine Gruppe.

Bezeichnen wir als wahren Kreis die Gesamtheit der .verschiedenen
Lagen, die ein Punkt 4 bei den simtlichen Drehungen um einen von ihm
verschiedenen Punkt M annehmen kann, so lautet das

Azxiom II: Jeder wahre Kreis besteht aus unendlich vielen Punkten.

Fiir die Gruppe der Bewegungen mufl noch die Stetigkeit gefordert
werden; dies geschieht in

1) Hilbert, Uber die Grundlagen der Geometrie. Math. Ann. §6, 1902,
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Axiom II1: Die Bewegungen bilden ein abgeschlossenes System.

Auf Grund dieser Axiome gelingt es Hilbert, den Kreis und die Gerade
mit ihren notwendigen Eigenschaften zu gewinnen.

Zu den Untersuchungen Hilbert’s bemerkt Gonseth?), daB es vorteil-
hafter wire, anstatt in der Zahlenebene direkt in der topologisch definier-
ten euklidischen oder hyperbolischen Ebene zu operieren. In der vorlie-
genden Arbeit wird dieser Weg eingeschlagen, und zwar zur Begriindung
der elliptischen Geometrie.

Als LEbene wihlen wir die projektive Ebene in ihrer topologischen Be-
deutung, d. h. die geschlossene einseitige Fliche vom Geschlecht eins.

Eine Drehung um den Punkt M ist eine eindeutige stetige Transfor-
mation der projektiven Ebene in sich, wobei der Punkt M ungeindert
bleibt; der Umlaufssinn jeder geschlossenen Jordanschen Kurve, die M
im Inneren enthilt, soll dabei invariant sein.

Die drei Axiome nehmen wir in der folgenden Fassung an:

Axiom I: Die Drehungen um einen beliebigen Punkt M bilden eine
Gruppe.

Azxiom II: Jeder Kreis besteht aus unendlich vielen Punkten.

Axiom III: Die Drehungen um einen belicbigen Punkt M bilden ein
abgeschlossenes System.

§ 1. Zunichst grenzen wir in der projektiven Ebene durch eine zwei-
ufrige doppelpunktfreie geschlossene Kurve C ein Gebiet ab. Darin ge-
lingt es, genau nach dem Verfahren von Hilbert, den Kreis K um M zu
konstruieren und zu beweisen, dal er eine geschlossene Jordansche Kurve
ist. Die Einfithrug der Koordinaten #, v fiir die Punkte auf K, die Hil-
bert beniitzt, kann umgangen werden, da es sich beim Beweis nur um die
Aufeinanderfolge der Punkte auf K handelt. Anstatt der Zahlengeraden
und der Zahlenkreise betrachten wir Jordansche Bogen und geschlossene
Jordansche Kurven.

Die Gruppe der Drehungen von K um M in sich erweist sich als holo-
morph mit der Gruppe der gewdhnlichen Drehungen des gewohnlichen
Kreises in sich. .

Erst von hier an ist mein Aufbauverfahren von demjenigen von Hilbert
wesentlich verschieden.

§ 2. Es muf nun die Gruppe der Transformationen aller Punkte bei
den Drehungen der projektiven Ebene um M untersucht werden.

2) Gonseth, Les Fondements des Mathématiques. Paris, A, Blanchard. 1926,
p. 66 ff.
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Wir beweisen zunichst:

Ist y ein Kreis um M, von dem bekannt ist, dap er eine geschlossene
Jordansche Kurve ist, die M im Inneren enthdilt, so gibt es aufer der
Identitit keine Drehung wm M, die jeden Punkt von g in Ruhe lipt.

Bewers. Die Drehung um M, die jeden Punkt auf g festliBt, sei D.
Wir nehmen im Gegensatz zu unserer Behauptung erstens an, es gibe in
beliebiger Nihe eines Punktes 4 auf u Punkte, die durch D transformiert
werden. Dann schlagen wir um A einen geniigend kleinen Kreis, der
durch einen gegeniiber D verdnderlichen Punkt geht. Dieser Kreis a
trifft u sicher in einem Punkt B. Die Rotation D um M ist fiir den Kreis ¢
eine Transformation, bei der der Mittelpunkt A und ein Punkt B auf «
invariant bleiben; es ist also eine Transformation des Kreises ¢ in sich.
Dabei kann entweder die Orientierung von g unverindert bleiben und
wir haben es mit einer Drehung von ¢ in sich zu tun; oder geht die
Orientierung von q in die entgegengesetzte iiber und unsere Transfor-
mation ist eine Umlegung des Kreises o in sich.

Betrachten wir zunichst den letzteren Fall. Da B der Schnittpunkt
von g mit 4 ist, gibt es auf a eine unendliche Reihe von Punkten C;, die
gegen B konvergieren und auBerhalb , liegen, und eine unendliche Reihe
von Punkten D;, die gegen B konvergieren und innerhalb y liegen. Bei
der Drehung D um M bleibt der Punkt B fest und a soll eine Umlegung
erleiden. Es miiite dabei die Reihe der Punkte C; in die Reihe der Punkte
D; iibergehen. Angenommen, dies wire nicht der Fall und es wiirde die
gegen B konvergierende Punktfolge C; in eine gegen einen Punkt E auf o
konvergierende Folge E; iibergehen. Wir konnen auf u eine unendliche
Folge von Punkten F; wihlen, die auf y gegen den Punkt B konvergiert.
Bei der Drehung D um M wiirde, nach Anahme, die Folge F; in Ruhe
bleiben, wihrend die C; in die E; iibergehen. Es miifite daher, nach
Axiom III, eine Drehung um M geben, bei welcher der Punkt B fest
bleiben und gleichzeitig in den Punkt E iibergehen wiirde. Dies ist un-
moglich und folglich muB bei der Umlegung des Kreises a die Folge C;
in die Folge D; iibergehen. Die Transformation der C; in die D; ist aber
ihrerseits auch nicht moéglich, da bei einer Drehung um M Punkte auBer-
halb g nicht ins Innere von y gelangen koénnen. Unsere Annahme, daf die
Transformation des Kreises o eine Umlegung sei, ist also falsch; die
Drehung D um M ist fiir den Kreis a ebenfalls eine Drehung um seinen

Mittelpunkt A4. Dabei bleibt, nach Annahme, der Punkt B von a fest.
Es miissen daher alle Punkte von ¢ fest bleiben und es kann in beliebiger

Nihe von A keine Punkte geben, die durch die Drehung D transformiert
wiitrden.
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Wir konstruieren nun um M ein System von geschlossenen Kurven
ohne Doppelpunkt, so daB durch jeden Punkt der projektiven Ebene eine
und nur eine Kurve des Systems hindurchgeht.

Zunichst beweisen wir, daB sich in diesem System eine einufrige Kurve
befinden muB. Angenommen, es seien alle Kurven des Systems zweiufrig.
Da die projektive Ebene eine geschlossene einseitige Fliche ist, gibt es
durch jeden Punkt mindestens eine einufrige geschlossene Kurve. Wir
ziehen eine solche, y durch M. Durch jeden Punkt von y geht eine
Kurve unseres Systems. Fiir jede zweiufrige Kurve des Systems
wird ein Teil der Punkte von y innerhalb, ein Teil auf und eventuell ein
Teil auBerhalb der Kurve sein. Geht man im System immer weiter, so
muB man schlieBlich zu einer Kurve K kommen, die so ist, daB alle Punkte
von y innerhalb und auf K liegen. Es wire somit moglich, eine zweiufrige
Kurve K im System zu finden, die y vollstindig enthilt. Dies ist aber
unmoglich. Also gibt es in unserem System mindestens eine einufrige
geschlossene Kurve. Es gibt eine einzige, da zwei einufrige Kurven sich
in der projektiven Ebene (Geschlecht = 1) notwendig treffen miiBiten.
Diese einufrige Kurve liegt auflerhalb aller zweiufrigen des Systems
um M.

Es sei nun 4 eine zweiufrige Kurve des Systems, innerhalb oder auBler-
halb . Dann nehmen wir zweitens an, dafl alle Punkte im Ring zwischen
u und A bei der Drehung D fest bleiben, wihrend in beliebiger Nidhe von
A bewegliche Punkte sind. Wir legen um den Punkt B auf A einen genii-
gend kleinen Kreis a, so daB er durch das Gebiet zwischen , und 2 hin-
durchgeht. Dieser Kreis geht auch durch einen beweglichen Punkt A in
der Nihe von . Die Drehung D ist fiir @ eine Drehung in sich. Dabe1
bleiben unendlich viele Punkte von a fest; somit miissen alle Punkte
von ¢ fest bleiben.

Ist 4 die einufrige Kurve des Systems, so kénnen wir drittens an-
nehmen, daB alle Punkte innerhalb und auBlerhalb x4 bei der Drehung D
fest bleiben, mit Ausnahme der Punkte auf \. Dann ziehen wir um
einen der festen Punkte einen geniligend kleinen Kreis durch einen
beweglichen Punkt auf A und schlieflen gleich wie friiher.

Damit ist unser Beweis erbracht: Be: den Drehungen D um M, die
alle Punkte von u fest lassen, bleiben alle Punkte der Ebene fest.

§ 3. Wir beweisen nun folgende Behauptung: Jeder Kreis ist eine
geschlossene Jordansche Kurve. Das System aller Kreise um M ist so
beschaffen, daf durch jeden Punkt der projektiven Ebene ein und nur
ein Kreis des Systems hindurchgeht. Im System befindet sich stets eine
einzige einufrige Kurve, auperhalb aller Kreise. Diese einufrige Kurve
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nennen wir Gerade. Man erhilt jeden Punki des Kreises durch den
Punkt P je einmal, wenn wman den Drehungswinkel o die Werte von
o bis 2a durchlaufen 1ift. Jeder Punkt der Geraden wird erhalten,
wenn o die Werte von o bis i durchliuft. Fiir die Zusammensetzung
zweter Drehungen um die Winkel w,, w, gilt die Formel:

d(wy) 4 (wy) = 4 (0, + wy)-

Wir betrachten die Drehungen des Kreises K in sich um die Winkel
von o bis 2x. Es ist zu beweisen, daB dabei jeder Punkt der projek-
tiven Ebene ebenfalls einen Kreis (oder die Gerade) um M beschreibt.
Mit jedem Punkt der projektiven Ebene betrachten wir eine kleine Um-
gebung desselben, die mit einer bestimmten Indikatrix versehen ist.
Bei einer Drehung um M kann ein Punkt in sich selber transformiert
werden, entweder unter Erhaltung oder unter Umkehrung der zugeho-
rigen Indikatrix. Diese zwei Fille sind verschieden. Unter dieser Vor-
aussetzung gilt3):

1. Fiir jeden Punkt der projektiven Ebene hingt die Lage des trans-
formierten Punktes vom Drehwinkel w eimdeutig ab.

Jeder Drehung um den Winkel @ zwischen o und 2z entspricht eine
Drehung von K in sich. Da bei einer Drehung um 2 &, bei welcher die
Punkte von K in Ruhe bleiben, auch alle Punkte der projektiven Ebene
in Ruhe bleiben, entspricht jeder Drehung von K in sich eine einzige
Drehung der Ebene um M. Nach einer Drehung um 2s erreicht jeder
Punkt seine urspriingliche Lage mit der urspriinglichen Indikatrix.

2. Die Lage des transformierten Punktes hingt stetsg vom Dreh-
winkel w ab.

Wir wihlen auf K einen festen Punkt O. Es sei w;, w,,... eine un-
endliche Reihe von Winkelwerten, die gegen den Wert w konvergieren,
T, T, ... eine unendliche Reihe von Punkten der projektiven Ebene,
die gegen den Punkt T konvergieren. Bei den Drehungen um w,, w,,...
gehe der Punkt O auf K beziiglich in die Punkte S, §,,... tber. Aus
den Punkten T, T,,... entstehen bei den Drehungen um w,, w,,... die
Punkte Z,, Z,,, ... Die Drehung um  transformiert Oin Sund T in Z.
Wir haben zu zeigen, daB die Z; gegen Z konvergieren.

Angenommen, der Hiufungspunkt der Z; sei Z*. Da die S; auf K gegen
S konvergieren, gibt es nach Axiom III eine Drehung um M, die O in S
und T in Z* transformiert. Bei der Drehung, die O nach S bringt, geht
aber, nach Annahme, T in Z iber. Es ist also Z* =7, der Hiufungs-
punkt der Z;.

8) Der Beweis fir die Kreise ist demjenigen von Hilbert nachgebildet.

250



Die Punkte der projektiven Ebene werden bei den Drehungen um M
eindeutig und stetig transformiert. Die geschlossenen, doppelpunktfreien
zweiufrigen Kurven, die dabei entstehen, sind Kreise um M. Wir haben
noch zu zeigen, dafl alle Punkte eines Kreises erst erhalten werden,
wenn der Winkel o alle Werte von o bis 2 5 durchlauft. Angenommen,
ein Kreis wiirde vollstindig erhalten bei allen Drehungen von o bis w*
(w* < 2m). Fiihren wir die Drehung um w* aus, so blieben alle Punkte
dieses Kreises in Ruhe; es miiBten somit alle Punkte der Ebene in Ruhe
bleiben. Die Punkte von K bleiben aber nur bei einer Drehung um 2 xn
in Ruhe. Es muB also w*=—2g7 sein.

Eine der entstandenen geschlossenen, stetigen doppelpunktfreien Kur-
ven ist sicher einufrig; es ist die Gerade [' ,um M®“ (M soll auch
»Mittelpunkt der Geraden I'* heiflen). Wir haben zu beweisen, dal jeder
Punkt von I' erhalten wird, wenn der Drehwinkel w alle Werte von
o bis s durchliuft.

Wir betrachten einen Punkt P von [I' und einen geniigend kleinen
orientierten Kreis ¢ um ihn. Alle Punkte von « liegen entweder auf
den Kreisen um M oder auf I Da [ einufrig ist, mufl es eine Trans-
formation geben, die P in sich iiberfithrt, wobei o mit entgegengesetzter
Indikatrix mit sich selbst zusammenfillt. Diese Transformation ist eine
Drehung um M um einen Winkel @’ < 2x. Dabei bleiben auBer P
noch zwei Punkte, 4 und B auf a fest und es bleibt eine ganze Achse
von Punkten zwischen A, P und B fest. Diese Fixpunkte kénnen nicht
auf den Kreisen um M liegen; sie liegen auf I. Bei der Drehung um
w’ bleiben unendlich viele Punkte von I' in Ruhe; es bleibt also die
ganze Gerade [' in Ruhe. q erleidet eine Umlegung. Da die Aufein-
anderfolge von zwei Umlegungen die Identitit ergibt, ist o’ =ua.

Damit ist unsere Behauptung in allen Teilen bewiesen.

Aus unserer Betrachtung folgt weiter:

Bleibt bei eimer Drehung um M ein Punkt der Geraden I' in Rubhe,
so bleiben alle Punkte von I in Ruhe.

Definition: Jedes Punktsystem, das durch beliebige Drehung der Ge-

raden I' um irgendeinen ihrer Punkte entsteht, ist wiederum eine
Gerade.

§ 4. Zwei Gerade in der projektiven Ebene haben stets einen und nur
einen Schuittpunkt.

Die Existenz von mindestens einem Schnittpunkt folgt aus dem Ge-
schlecht der projektiven Ebene. Es ist zu zeigen, daB es nur einen
Schnittpunkt gibt. Angenommen, zwei Gerade, I'y und I, hitten zwei
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Schnittpunkte 4 und B. Die ,,Mittelpunkte® von I', und I3 seien beziig-
lich M, und M,. Es sind nun zwei Fille moglich:

a) Um A laBt sich ein orientierter Kreis durch B legen. Bei einer
Drehung um 7 um M, erleidet dieser Kreis eine Umlegung an der
Achse I',. Bei einer weiteren Drehung um z um M, erleidet er eine
weitere Umlegung an der Achse [ Nach Ausfithrung der beiden Dre-
hungen ist der Kreis mit urspriinglicher Orientierung in sich tiberge-
gangen. Dabei blieb der Punkt B fest. Die Transformation des Kreises
in sich ist somit die Identitit. Es miiBiten alle Punkte der Ebene in Ruhe
bleiben, was bei unserer Annahme nicht der Fall sein kann.

b) Um A 148t sich nur eine Gerade g durch B legen. Fiithren wir nun
eine Drehung um 7 um M, und M, aus, so bleiben 4 und B fest *). Diese
Drehung ist also filr g eine Drehung in sich, bei welcher ein Punkt von g
in Ruhe bleibt. Es miifite also die ganze Gerade g in Ruhe bleiben, was
unmoglich ist.

Daraus folgt: Zwei Punkie der projektiven Ebenec lassen sich stets
durch eine einzige Gerade verbinden.

Man legt durch den einen Punkt eine Gerade und dreht sie um diesen
Punkt, bis sie durch den zweiten Punkt geht.

Jeder Punkt der projektiven Ebemne lift sich in jeden andern Punlt
durch eine Drehung um einen Winkel < z transformieren.

Die beiden Punkte seien A und B. Wir legen durch sie eine Gerade,
die einen ,,Mittelpunkt M besitzt. Dann gibt es sicher eine Drehung
um M um einen Winkel < n, die A in B iiberfiihrt.

§ 5. Wir sind nun in der Lage, den Begriff der Strecke zu definieren.

Definition: Die durch zwei Punkte 4 und B bestimmte Strecke AB ist

der Bogen der Geraden zwischen 4 und B, der einem Drehwinkelé%—
um den ,,Mittelpunkt® dieser Geraden entspricht. Die Strecke wird durch

diesen Drehwinkel gemessen.
Zwei Strecken AB und A’B’ sind kongruent, wenn die zugehdrigen

Drehwinkel (§ —Z—) um die Mittelpunkte M und M’ der Geraden durch

A, B. bezw. A’, B’ einander gleich sind.

Zwei kongruente Strecken AB und A’B’ lassen sich stets durch zwei
Drehungen (durch eine Bewegung) zur Deckung bringen. Man lege
zuerst durch 4 und A’ die Gerade g und bringe A durch Drehung um
den ,,Mittelpunkt* von g nach A’. Darauf 1ifit sich der Punkt B durch
Drehung um A’ in B’ transformieren.

*) Mit fester Indikatrix.

252



Zwei Kreise sind kongruent, wenn es eine Drehung gibt, die ihre
Mittelpunkte und gleichzeitig sie selbst zur Deckung bringt.

§ 6. Jeder um einen Punkt auf einer Geraden gelegte Kreis trifit
diese Gerade in zwei Punkten.

Bei der Drehung um & um den ,Mittelpunkt® der Geraden erleidet
der Kreis eine Umlegung. Dabei bleiben auf ihm zwei und nur zwei
Punkte fest.

§ 7. Wir miissen noch feststellen, dafi in unserer Geometrie die Kon-
gruenzaxiome gelten. Um den Schnittpunkt S von zwei Geraden [
und I, legen wir einen Kreis K. Jede der beiden Geraden trifft K in
zwei Punkten, A und A’ bezw. B und B’, und die Gerade I' um S in
je einem Punkt, P, bezw. P,. Denkt man sich aus den Geraden I'; und
I, den Punkt P, bezw. P, entfernt, so bilden die Strecken SAP,,
SA'P,, SBP,, SB'P, vier ,,Strahlen”. Der Winkel ASB z. B. wird nun
wie folgt definiert: S heiBt Scheitel, die Strahlen SAP, und SBP,
Schenkel des Winkels. Der Winkel selbst wird gemessen durch den
Drehungswinkel @ um S, der den Punkt A in B iiberfiihrt.

Dann gilt in unserer Geometrie der erste Kongruenzsatz fiir Dreiecke
in der folgenden Fassung:

Wenn fiir zwei Dreiecke ABC und A'B'C’ die Kongruenzen

AB=A'HR, AC=4'C, J BAC=< BAC
gelten, so gelten stets auch die Kongruenzen
<] ABC= < ABC', <{ACB=<J A'C'B, BC=LBC".
Der Beweis dieses Satzes ergibt sich mit Leichtigkeit aus unseren

Definitionen der Drehung, der Bewegung und der Kongruenz.

(Eingegangen den 4. April 1932)
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Note sur un type d’équations différentielles
du premier ordre

par W. RIVIER, Lausanne

Soit F(#, v, w) une fonction de trois variables indépendantes. Je sup
pose que cette fonction posséde des dérivées partielles du premier ordre
et que ces dernieres satisfont 4 la condition suivante:

or oF 0F
(I) au~a—u——{—b7/—6-;——|—cwa—w:kF,

a, b, ¢ et k désignant des constantes données. Je considere alors I’équa-
tion différentielle

ay\ _
(2) F (x 2, %> —o.

Cette équation présente quelques particularités simples que je me pro-
pose d’indiquer ici.
1°) Opérons dans (2) les substitutions x =x'*, y=3"%, ol u et »

désignent des constantes arbitraires différentes de zéro. Soit alors
dy'
(e o ) =0

I’équation transformée de (2). Envisageons la fonction 7’ (%, v, w). Cette
fonction satisfera a la condition

YRR Y. dF
auv—}—bvﬁ—-{—c'w bw—-—-kF,

a b ., .
pour o' _—_—‘1—, b = ™ et ¢/ déterminé par la relation

a—b +c=a—b+ec
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2°) Supposons « et 4 différents de zéro. Choisissons et » de maniére
que lon ait

(3) _;’[._§:¢z_b+c.

ay' . Lot .
z_z’% sera alors fonction du produit 2’72y y' seulement. Si l'on a a— ¢

+ ¢4 0, 'exposant qui affecte 2’ dans ce produit pourra prendre
rn’importe quelle valeur donnée a l'avance, la valeur — 1 exceptée. Si
l'on a @ — & + ¢ = 0, cet exposant, au contraire, prendra la valeur — 1
quelles que soient g et » satisfaisant a (3).

Dans le premier cas, il n'existe pas de méthode générale connue pour
intégrer (2).

Dans le second cas, 'équation transformée de (2) sera une équation
homogene. Il en résulte une méthode d’intégration qui fera dépendre
intégrale générale de (2) d'une fonction implicite d’'une variable. Plus
exactement, cette intégrale générale sera définie par les relations

l x:(Ce/;“i’)g”l
lj/ = (Cl‘e/g—f)v,

o ( désigne la constante arbitraire, 5 et ¢ des variables liées par
I'’équation

b
a

(4) F<1, o, — vl z) =0,

et » une quantité dont on pourra disposer arbitrairement. Supposons,
par exemple, que F (#, v, w) soit un trindme. Si l'on prend alors, dans
Péquation (4), ¢ comme fonction et le produit /A 5 comme variable, I'équa-
tion qui liera # & cette derniére pourra, par un choix convenable des
quantités A et p, étre rendue linéaire par rapport az.

3°) Les remarques que nous venons de faire, concernant le cas ou
I'on a @ — & - ¢ = 0, s’appliquent naturellement aux équations différen-
tielles homogeénes du premier ordre, puisque ces équations différentielles,
comme on s’en sera apergu tout de suite, appartiennent au type envisagé
dans cette note et sont caractérisées par le fait que, dans la condition
(1) a laquelle elles satisfont, on a @ =4 et ¢ =o.

(Regu le 30 juillet 1932)
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Laplace’sche Integraltransformation und
Integration partieller Ditferentialgleichungen
vom hyperbolischen und parabolischenTypus

(Ein Beitrag zum Heaviside’schen Operatorenkalkiil)
Von W. MACHLER, Ziirich

Im Jahre 1917 hat 7. ¥. /. A. Bromwich*) eine Arbeit verdffentlicht
betitelt: ,Normal coordinates in dynamical systems®. Bromwich gibt
hier eine interessante Methode an zur Losung von Anfangswert-Rand-
wertproblemen fiir partielle Differentialgleichungen vom hyperbolischen
und parabolischen Typus, fiir die aber bisher kein Beweis gegeben wurde.
Die vorliegende Abhandlung hat nun den Zweck, im Anschluf3 an eine
Arbeit von M. Planckerel®), die Methode von Bromwich einer genauen
Analyse zu unterziehen.

Die Bromwich’sche Methode hingt mit dem Operatorenkalkiil von
O. Heaviside™) eng zusammen, so daf3 die von uns erhaltenen Resul-
tate den ersten strengen Beweis der Anwendbarkeit dieses Kalkiils fiir
eine grofde Klasse von Problemen mit zwei unabhingigen Variablen
und nicht konstanten Koeffizienten®)®) liefern*).

§ 1. Formulierung des Problems, der Voraussetzungen und Angabe
der Resultate

Wir betrachten die folgenden zwei Probleme:
Problem I:

) a0 L=y oLrs, 0K o,

# (x, 0) = u, (x),
L), O«(x,7)
at t=o

= u, (%),

I Liwy=a,u(0,t)+ anu' (0,8) + by u(1,8)+ b’ (1,7) =0,
5 { L, ()= ay u(0,t) + awtd (0,8) + by 2 (1,8) + b2’ (1,2) = 0.

*) (. Doetsdhb) ) untersucht spezielle, einfachere Fille des vorliegenden Problems mit
konstanten Koeffizienten und andern Randbedingungen.
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Die Grofden a;, b6, (¢4, £ =1, 2) sind Konstanten und die Striche be-
deuten Ableitungen nach x». Ferner ist:

(1) L) =p ) ot g% 4y ()

Problem I1:

IL) (a(x) N+ 6(@)0) U— L (V) = (@ (2) A 4 6(2)) o () + @ (#) 2, ()
+ & (%, N),

11, I

dl

Dabei ist \ ein komplexer Parameter und g (x, ), /(#,#) sind durch
die Formeln (Laplace’sche Integraltransformation)

@) g =] rn d,
. O4ioo
) Fln=50 [Hemna

miteinander verkniipft.

Voraussetzungen: Es sei 0 2 x = 1; dann fordern wir:

a (%), p(x) zweimal stetig differentiierbar,
(4) {b(x), g (x) einmal stetig differentiierbar,
7 () stetig,
und
© fo1>0
2 (x) >o.

*) Ueber die Definition dieses Integrals verweisen wir auf die Bemerkungen in der Ein-
leitung des § 8.

#*) Wiire a (x) =0, b(x) > o so liefle sich dieser Fall analog behandeln, indem man
im Problem II A = p? setzen wiirde.
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Ferner,

#, (¥) zweimal stetig differentiierbar,

#, (¥) dreimal stetig differentiierbar,
o |
und %, (¥), #, (x) sollen die Randbedingungen I,) erfiillen.

Von den Funktionen

0
) rwa, 3L S0
fordern wir die Stetigkeit in x, # fir o= x <1, £ 0 und die Integrale
8) f]f(x,i)]dt ‘6f dat, gt/: dt
0

sollen gleichmi3ig konvergent in x sein fiir o L x = 17%).
Fir die Koeffizienten in den Randbedingungen soll gelten:

@y by

£ 0.
@39 by

9

Wie weit man sich von dieser Bedingung befreien kann ist in der
vorliegenden Arbeit gezeigt (§ 5). Die Rechnungen werden aber nur
durchgefiihrt wenn (9) besteht.

Unter diesen Voraussetzungen lidf3t sich beweisen, daf3 das Problem
I losbar ist und das Problem II, mit Ausnahme von abzihlbar unend-
lich vielen Werten von A, ebenfalls l6sbar ist, wobei zwischen den
Losungen dieser Probleme die Beziehungen bestehen

T4 7oo oo
(10) u(x,8) = p ; - J; L’MU‘ (=N a0 = f My (x, 2) dt.
C—7oo 0

Es ist ¢ >0 und grofder als die obere Schranke der Realteile der
Eigenwerte des Problems IL (§ 8). Die Funktion # (v, #) ist einmal stetig
nach x und ¢ differentiierbar und erfiillt bis auf eine zweidimensionale
Punktmenge vom Maf3 Null die Differentialgleichung I,). Mit Hilfe des
Residuensatzes lif3t sich fiir das Funktionenpaar #, (), #,(x) ein Ent-
wicklungssatz herleiten. (Satz VIII, § 14).

¥) Sind die Bedingungen (8) nicht erfiilllt, so lifit sich die Losung u (x,?) in jedem
Intervall 0 << << T noch durch (10) ausdriicken, wenn man fir £> T, f(X,{)=o0 setzt

und g (x,A), v (x,7) entsprechend berechnet.
##) Man beachte die Bemerkungen zu Beginn des § 8.
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§ 2. Lésung der homogenen Differentialgleichung I,

Unter der homogenen Differentialgleichung II,) verstehen wir die folgende
Gleichung:

(a(x)}f—i—b(x))x) v— L (v) =o.

Ueber diese gilt ein grundlegender Satz, der von G. D. Birkhojf")
und 7. Zamarkin') ) herriihrt. Eine Nachpriifung des Birkhoff’schen
Beweises gestattet es, diesen Satz in folgender Form auszusprechen :

Satz [: Sind die Bedingungen 4), 5) erfiillt und setzt man

(11 %m:—ww:vg%,

bedeuten ferner /, L endliche positive Zahlen, wobei L geniigend grof3
ist, so gibt es zwei linear unabhingige Losungen v, (x, ), v, (x, \) der
homogenen Differentialgleichungen II,), die transzendente Funktionen von
A sind und die ferner im Gebiet*) |X| > L, B(\) </ fir o Zxr 1
folgende asymptotische Darstellung haben:

Ajmmdx
(1, \) = e 0 {ﬂk ) _I_ L (2 )}
(12) (=1, 2)
A f Pp(2)dx <
R CAC R )

dabei ist 7, () zweimal stetig differentiierbar in 0 <~ v < 1 und es ist

F @) ep() —b(2)
-/

I T
— ¢ Tk (k:l,z).

(13) 77,&( ) V@:—

#) R (1) bedeutet den Realteil von A.
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Ebenso existiert ein zweites derartiges Fundamentalsystem o} (x, )),
v3 (x, ) mit folgender asymptotischen Darstellung im Gebiet |1 | > Z,
BAM)>—/und firoLr L1

B3, (2, 1) |

vy (r,N) =¢e® 3

af ska (2)dx
{mm+

(14) (f = 1, 2)

Qi () Wk Ea (x, |
—%—):e )\cpk(x){m(x)—{——k—(;——)}.

Fiir die Funktionen £, (x, \) bezw. £, (x, \), (£ = 1,2), (v = 0, 1), gelten
in 0 £ x =< 1 die Ungleichungen:

(13) | Epo (2, )) | < Mim Gebiet |\|> L, R(\) <L,
5 | B4 (r,))| < Mim Gebiet [X|> L, R(\) = —

wobei A/ eine von x unabhingige Konstante ist.

§ 3. Die Green’'sche Funktion des Randwertproblems Il 2) ®) '2) 14)

Bilden die Funktionen v, (z, A), (£ = 1, 2) irgend ein Fundamentalsystem
der homogenen Differentialgleichung II,) und setzen wir

s ¢ ()

(16) 35, \) = 7:: ((::)) : :’: —Soned P9
so st

) v (BN % BN | 4 fir xS s
07 §@SN =2 @ v (50 v, N) | — fir x = s

eine Grundlésung der homogenen Differentialgleichung II,).
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Wir beniitzen ferner die Abkiirzungen

(18) d(x, s50) = ' Li(v)) L, (v) 7‘! (&)=

wobei

BCFIN
Ly (g)x = £(0,5; }\) ~+ ag, ag (bx;:_.—)

x =0
+ bi g (1, S5 1) - Ops L)éf_%‘%cﬂ =1( — 1, 2)

ist, und

Ly () Ly (vy)
(19) 40) =

L 2 (vl) Lz (7/2)

Damit ist die Green’sche Funktion des Randwertproblems II gegeben
durch

oy d(x,s50)
(20) G (x, s;0) = a0
Da wir v, (2, 1), (£ = 1, 2) als ganze transzendente Funktionen von A

voraussetzen konnen, so folgt, daf3 & (s, A), 4 () ganze transzendente
Funktionen sind und g (x, s;\), 4 (x,s; A), G (x, s; 1), im allgemeinen
meromorphe Funktionen von .

Die Funktionen g (x,s; A), G(x, s; A) sind zweimal stetig nach x bezw.
s differentiierbar fiir 0 £ x, s £ 1 sobald x £ s ist. Bei x = s hat die
erste Ableitung beider Funktionen eine Unstetigkeit, gegeben durch

(21) 0g (% 55N _0g®msi N B
! bx =540 62«' 'x=s-—-0~— p(‘g)
und
(21,) 90G(x, 85N G, 550 1
? ax x=s5s4+0 bx x=s——0—-— ?(5)
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§ 4. Existenz von Nullstellen von 4 (1) fiir grosse 2

Wegen der Invarianz der Green’schen Funktion beziiglich der linearen
Transformationen der Losungen eines Fundamentalsystems, wobei die
Koeffizienten unabhingig von z sind und eine nicht verschwindende
" Determinante haben, kénnen wir, je nach Bedarf, das Fundamentalsystem
12) oder 14) beniitzen.

Setzt man

1

(22) fq)k () dr = s (k= 1,2)

[

so folgt unter Verwendung von 12)

@it (ﬁk (o) + M) + @ 92 (0) £ (0, A)
L; (vp) = )\{aiz @ (0) 7 (0) 4 X
(23)
2 (m(l) + >+1’w¢k ) L1 (1, A)
AL (51'2 o (1) 7, (1) + X )}
Beniitzen wir die Abkiirzungen
(24) A = @ @2 (0) 72 (0), B = bir s (1) 72 (1)

und verstehen wir, nach einer Bezeichnung von Birkhoff?), unter [«] den
Ausdruck

(25 [ =« + 4,

wo £ eine von A und eventuell auch anderen Variablen abhingige Grof3e
bedeutet, die fiir grof3e || im Gebiet R (\)</ oder im Gebiet R (\) > -/
gleichmif3ig beschriankt ist in diesen Variablen, so ergibt sich, sobald
R(\)L!

(234) Ly (wg) = M [da] + eMMx [Bu] )

und der Ausdruck 19) wird
[Au] + s [Bu), [Au] 4 72 [Be)
[Au] + 75 [Bu], [da] + €272 [By]



Fiir zweireihige Determinanten verwenden wir die Abkiirzung

Mgy My,
= | Mz |2
Mgy Mgy
woraus folgt:
(26) 4(0) = ¥ | [Au] + % [Bu] |-
Setzt man
(27) 4.0\ = I (4] + MVx [By] lz
so ergibt sich, wegen y, = — 1y, und 24)
(27) 4, (N) = eV { [4o] + [4.] M [4,] e22T )
wobei A4, A,, A, durch
Ay By, @y by
Ay = = @ (0) 7, (0) . (1) 22 (1)
Ay By @3z by
(28) A, =o0
By A @y by
Ay = = — @:(1) 7, (1) 2 (0) 72 (0)
By Ay, Ay by,

definiert sind. Nach Voraussetzung (9) und wegen ¢, (v) 3£ 0, 7z (¥) %20
in oL x L 1, sind 4, und 4, von entgegengesetztem Zeichen. Aus

[Au]:Ap+’@)\(—lz (v=1, 2)

und mit folgender Definition von A4 (\)

(29) AN = A, + Ay
ergibt sich
ATy 2274
M g, ) =40+ E N+ £\ e}\ + £, (\)e

eine Beziehung, die fiir grof3e |A| und R (\) </ besteht.
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Die Funktion A4 ()) ist periodisch mit der Periode 2% und hat die ein-

N
fachen Wurzeln
1 A tka
(o) A =—0L (——") k=—o,t 1,2 .
(30) ke =g Le(—7) 4+ — ( )

wo Lg den Hauptwert des Logarithmus bedeutet*). Wir finden nach

28) und 13)
& (x)
fV a(x)?\x)
Ay

(31) —

also insbesondere wenn in 0 £ x 1

b(x)=o ist, wird R (A;) =0
b(x) >oist, wird 8 (\s) < 0
b (¥) << oist, wird & (\s) > o.

Wir untersuchen jetzt das Verhalten von A () im Streifen *¥)

4 ST
— A —_—
LT

(32)
Setzen wir A = & 4 Z 4, so ist

| Ao |
(33) | 4 (\) | > —— sobald [§] >/ und

passend gewihltes Z > 0. In dem durch die Ungleichungen definierten
Rechteck

(34)
liegt nur eine Nullstelle von A (), wobei % geniigend grof3 gewihlt sei.

Umgibt man diese mit einem geniigend kleinen Kreis vom Radius o und
bezeichnet # das Maximum von | 4 (A)| auf der Kreisperipherie, so ist

*) Das Argument sei zwischen — m, ® gewihit.
*+) ¥ (A) bedeutet den Imagindrteil von A
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im Rechteck (34) und wegen (33) auch im ganzen durch (32) definierten
Streifen

(35) | AN | > .

Aus der Periodizitit von A4 (A) folgt also, daf3 man die Nullstellen von
A (A) mit Kreisen von festem geniigend kleinem Radius ¢ so umgeben
kann, daf3 in der ganzen A-Ebene, ausschlief3lich dieser Kreise, die Un-
gleichung (35) gilt, wobei » nur eine Funktion von g ist.

Als ,gelochte A-Ebene“ wollen wir die \-Ebene ausschlie3lich dieser
Kreise um die Nullstellen von A (\) bezeichnen.

In der gelochten A-Ebene betrachten wir die Funktion

er 4 ()
)\2

N1+ E, (\) e2A?1
IN

= e, 4, (}\) — 4 ()\) + E, ()\)—|—Ex (X)

fir grof3e |1|. Nach (30) konnen wir eine Zahl /, > o so wihlen, daf3
| B (\e) | </ist. Da | Ev(A)| < M fir |N| > L und R (A) < £, wo M eine
Konstante ist, so folgt:

Ey ()4 £, 0) X B, () s | M (14 ei?s 4 @an)
N AN - m '

Dieser Ausdruck wird kleiner als Eins, sobald | A| geniigend grof3 ist.
Wendet man also den Satz von Rowucké auf die Funktionen

A1 .
A(\) und t%f’m
an, so sieht man, daf3 fiir X (\) £ /, und | 1| geniigend grof3, die Funktion
4 (A) unendlich viele einfache Nullstellen besitzt die in den oben be-
trachteten Kreisen liegen.

Analog ergibt sich, wenn man (14) gebraucht

AY x ¥ AY1 ¥ AV 1
VA0 gy g g,y BOTE OB @

mit | £y (\)| << M* fir [A| > L und X (A) > — /. Da die Funktionen
A(A) und 222 4 (\) = A, 222 - A, die gleichen Nullstellen haben, so
ergibt sich der

Satz II: Unter der Voraussetzung (9) hat die Funktion 4 (\) unendlich
viele Nullstellen die, abgesehen von endlich vielen, einfach sind und in
den oben betrachteten Kreisen mit dem festen Radius o liegen.
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§ 5. Bemerkungen zum § 4

Wir haben bei der Herleitung des Satzes II vorausgesetzt, dafd die
Bedingung (9) erfiillt sei. Wenn diese Determinante (9) gleich Null ist, so
konnen wir den Satz II im allgemeinen doch aufrecht erhalten, eventuell
mit dem Zusatz, daf3 die Determinante 4 () fiir grof3e |x| auch Doppel-
wurzeln haben kann. Im besonderen werden wir erkennen, daf3 der Satz
II, unter Beriicksichtigung der vorhin gemachten Bemerkung, fiir die
meisten in der mathematischen Physik wichtigen Randbedingungen noch
gilt.

Ist der Ausdruck (9) gleich Null, also

@y by — @y by, = O,

so sind folgende Fille moglich:

a) @y = Ay = by = by, = O
b) ]‘1122422201 by = 0, by £ O
@y = @y = O, by, 3£ 0, by, = O
l @y = ayp = O, by = by 7 O.)
c) [ ay 70, @y = by = by = O
@y = 0, @y % O, by = by = O

l Ay @y F O‘), by = by = O

d) J @y = O, @y 7 0, by = O, by, 3£ 0O
A Z£ 0, @y = 0, by 3£ 0, by — O
l Ay — an 7 O, by, = by 7= O

Bezeichnen wir die eventuell von Null verschiedenen Koeffizienten in
der Koeffizientenmatrix der Randbedingungen durch Punkte, dann kénnen
wir die oben genannten Fille auf folgende Schemata zuriickfiihren (even-
tuell durch Umnumerierung von L, und L, oder passende Linearkombi-
nationen von Z, und L,):

.0-0 .0 -
o (5w (E)
.0-0 .0-0
I
.0-0 .0-0
*) Wenn zwei entsprechende Koeffizienten in den Randbedingungen von Null verschieden

sind, so kann man diese durch Multiplikation mit einem konstanten Faktor stets als gleich
voraussetzen.
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Wie frilher wollen wir die Elemente in jedem Schema wieder mit a;;
bezw. 4, (£, # = 1, 2) bezeichnen und untersuchen unter Beniitzung von
(23) die Determinante 4 (A).

Zu Fall a). Es wird:

AN = {[4] + [ + [4] M1 )

mit
ay by
Ao =7, 0) 7 (1
@yy by
A, — o
@y by
Ay = — 5 (1) 72 (0)
@z by

Es ist also der Satz II in § 4 wieder giiltig, wenn man voraussetzt, daf3

all bll

£ 0 ist.¥)

@y by

Das ist auch zugleich die Bedingung dalfiir, daf3 die Randbedingungen
voneinander unabhingig sind.

Zu Fall b). Hier darf man &,,5220 voraussetzen, da sonst Fall a) vor-
liegt. Man erhilt:
A() = 1T {[A] - [A] AT 4 [A] 10
wo
Ay = @y by, N1 (O) N2 (I) P1 (I)

Ay = 2 by, by N1 (I) 772 (I) P (I)
Ay = ay by (I) 72 () gy (1).

#) Als Beispiel erwihnen wir
v/ — 72 v=0
v(0)=o0 } mit den Eigenwerten A =— + I, + 24, + 34, ----.
v(1)=o
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Es mufd also, da 4,, 0 ist, a,, 3% 0 vorausgesetzt werden, sonst versagt
hier Satz II. Aus der Gleichung

Ay + A, M 4, P =0

folgt dann:
Am:LLg(—A1+V74¥—4A0A2)+zkm’
% A 2 A, 1
(k:O’ :_I-_ I) iz, ...)
I — A4 —Vm 2kaz
=11 ( s i o 2) ’
k Y1 g 2A2 + 7

wobei L.g den Hauptwert des Logarithmus bedeutet. Wir erhalten also,
solange A} — 4 A, A, 5% 0 ist, zwei verschiedene Reihen von einfachen
Wourzeln und eine der fritheren analoge Ueberlegung zeigt die Giiltigkeit
von Satz II. Ist aber A} — 4 A, A, =0, so sind die zwei Wurzelreihen
identisch, wir haben Doppelwurzeln. In diesem Fall kann also die Glei-
chung 4 ()) fiir groBe |A| auch Doppelwurzeln haben.¥)

Nehmen wir jetzt an, daf3 im Schema b) 4, = o sei. Es lif3t sich
dann zuriickfithren auf das folgende:

(oosl

mit &,, %0, sollen zwei unabhingige Randbedingungen vorliegen. Wendet
man auf dieses Schema (23) an, so ergibt sich:

4 () = by Me{ [ 7 (0) 72 (1] + 2 A bua [ (1) 72 (1) o (1)] 21
— [@y 5. (1) 72 (0)] "m‘}-

Man muf3 also 4, — o annehmen, sollen die Betrachtungen von § 4
auch hier gelten. Damit hat man aber den Fall a).

*) Betrachten wir z. B. das Problem
Ny —v'=Au,+u,
L, (v) =7 (1,2)=0
Ly (v) =v () +v(1,)=0

so ergibt sich 4 Q) =2 e (r +e)‘)2 und die A-Werte Az =i (14 2k)xw, wo k=o,

4+ 1, + 2, ..., sind Doppelwurzeln. Fiir die Green’sche Funktion sind diese A-Werte Pole
zweiter Ordnung, wie man leicht nachrechnet.
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Zu Fall ¢). Es ist

A0) = 1M {[4;] + [4] M+ [4] 1)
wo
Ay = ay by N @) s (1) @1 (O)
Ay = 2 ayy a3 71 (0) 72 (0) @ (0)
A, = ay, by N1 (I) 2 (0) ("2 ©)]
woraus sich ergibt, da3 @y, - 6, % 0 sein muf3, damit wir Satz II be-
weisen konnen. Ist 4,, = o, dann muf3 man das Schema untersuchen

: (o~ o)
.00 o) ’
Wir erhalten:

A(N) = ay e { — 6y, (0) Mo (1)] + 2k @1s [, (0) 72 (0) i (0)] €™M
+ [ (1) 1 ()] €74
Es muf3 also gelten a,, == o und ay, 4,, 3= 0*) d. h. es liegt dann Fall a) vor.

Zu Fall d). Hier darf man a,, =4 0, b,, 2% O voraussetzen, da sonst einer
der frither genannten Fille vorliegt. Es wird:

40) = 2M{[4g] + [4] M [4,] e}
mit
Ao = (@ bu 91 0) + @ b 0 (1) 1, (0) 72 (1)
Ay = 2 (@1 @ @1 (0) 4 (0) e (0) + bus by o (1) (1) 72 (1))
Ay = (@ bu 1 (0) + @ b @1 (1)) s (1) s (O).
Wir miissen also fordern
@3 by @y (0) + @y by @y (1) 522 OFF).

#) z. B. hat das Randwertproblem

v —Av=o0
v (0) =o

v(0)=o0
nur die triviale Losung v =0 und es existiert kein Eigenwert.
#*) Betrachtet man das Randwertproblem
v —2v=o0 l
v/ (0)+v'(1)=o0
0@~ (=0 )
wo also a5 by ¢, (0) + ag by ¢y (1) = 0 ist, so ist jeder Wert X ein Eigenwert.

269



Zusammenjfassung: Satz II in § 4 bleibt, eventuell mit dem Zusatz,
daf3 auch Doppelwurzeln auftreten konnen fiir grof3e |A|, richtig bei
folgenden Randbedingungen:

ay by
mit

a) {auu(o,z‘)—]—buu(l,t):o
# 0

@y % (0,2) + by u(1,7) = 0O

@y by

b) {auu(o,t)—i—b,,u(l, ) +uw(,8)=o
u(0,%) + by u (1,2) =0

c) {auu(o, £)4u' (0,8) + by u(1,/) =0
@y u (0, &) + u (1,7) =o0

d) (a,u(0,8)+anu (0,8)+ byu(1,8) 4 byu' (1,/) =0
{ @y, % (0,8) 4+ by u (1, 2) = O

wobei im Fall d)

@5 by @1 (O) + asy b, @1 (1) #0

sein muf3.
Man beachte, daf3 der Fall d) die Periodizititsbedingung enthalt;
man braucht nur

ay = b,=0
Ay = Ay — 1

blz—_—bm:"—l

zu setzen. Es ist dann

@y, by @1 (0) + gy Oy (/21 (I) —_ ((Pl (O) -+ P (I)) 0.

§ 6. Das asymptotische Verhalten der Green’schen Funktion®)

Satz II[: Fiir gro3e Werte von |A| gilt in der gelochten A-Ebene die
Ungleichung

(36) |G (x, 55 0)| < %OI 0L x,sL1

wo G, nur eine Funktion von p ist (§ 4).
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Zur Begriindung dieses Satzes beschrinken wir uns zuerst auf den Fall
B (\) £/ und verwenden deshalb das Fundamentalsystem (12). Man hat:

|
&

P95 =3l Y 5

_ |2 O )] 2. (0)[7: (0)]| _
g(0,h) = [ () ] [, (0)] [2 7 (0) 7 (0) 21 (O)]

Setzen wir

_ 2

o) =22060e 7% 5 0)7(0) 9:(0),
so ist
2(8)8(s,\) = A[£(s)]
wobei £(s)# 0 in o éx < 1. Damit wird:

+ fir x > s

glx,s;0)= 2 (£, ) 0 (8 0) — v (7, M) ou (5, A){ s

I
e F17105]

und

@i (— 2, (0, ) 2, (5, A) 42, (0, N7, (s, X))
+ @i (— 2/ (0, M) 2 (5, 1) + 2" (0, \) 7, (s, \))
(o0 (2054 50) — 2, (1,02 (1)
by (@, (1, M) 7 (5, ) — 2’ (1, ) 2, (5, M)}

Indem wir in 4 (x,s; ) die

1 (s, A)
LI ENASH
1 7,(s,7)

Kolonne mit
2 '

PRIOHCIN

~
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multiplizieren und zur letzten Kolonne addieren, erhalten wir

v, (1, X) v (%, ) go(x,5;))
d(x,s;0) = | Li(w) Li(v)) L.(g)x
L,(v)) Ly(v) Ly(9)e

wo

I (s, A) T v(s,A)

B GO R

gils, )= L; (g): + T2 ()35 N

_L,' (7/2)

(Z. =1, 2)
und
1
-———-—-—-——7/1(1',1)7/2(3,)\,) /‘fés
$)3(s, A
Zo(x, 558 = ?()1( )
m v, (2, &) v, (s, A). rZs
Wir erhalten weiter
Uy (5, R)

g (5’ )‘) -

SR | ()b (00|

v, (s, A) ,
-+ A0 zailvz (0,X) + s v, (0,4) $

Indem wir die Abkiirzungen

(37) f(pk #x) dr = X, f‘Pk (5)ds = S,

einfiihren, erhalten wir mit (24)
—1 A X)) [m (#) 72 (s)]
Ale 70) r>>s

ot RYC RN [ﬂ%@] r s

g, (%, 80 =

und

gion) = [, 28] 4 PES) [5: %)
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Die Ausdriicke (23,) schreiben wir folgendermaf3en:

Li(v) = xeMe {2 [4,] 4 241 [B])

Li(w) = he?Me{e 21 [4,,] + o1 [Bh]} Z=1,2)

und setzen zur Abkiirzung

— ¢ M1 X 247, X
(38) E; O‘) — YA [All] o2 [Bu] (Z.: 1, 2)
Eoy () = ¢ 15 [dy] 4 1 (8]

dann wird

L; (7/1) — e £y (l) .
(39) L) — de e £y, (1), f=1,2)

Wenn man nun setzt

(40) EQ) =M | Ea (D],
und
(41) G(x,550) = g, (1,5;2) + G (%,5; %),

so liefert eine einfache Umformung

Z——lgl(Xl—-Sl)[ﬂl (’1”) 72 (S)] P

42 m@sh= £ -
T L a8 [ (&) 7 (5)
A I4 [W] Xés
und
0 N 1 —1 71(%) 72 (5)] £ 7.(%) 32 (5) _@ A, A (Y, =S,
GO, 53 )= 1 {([Bﬂ e ]E [Bu-___.f(s) ]E)"X Aty =8
(43) [ ()51 (9)] L 7 (%) 31 ()] £ g )
+<_Azzw_ _Z': Am k() | E—)e)\X»e)‘S
72 (%) 772 (5)] Ezl 72 () 742 (5)] Lu\ 2 1— X)) . AN(i—S,
‘+(B“ vy | E B“ % (s) JE)" t M3
BN L [, @06 L\ ae—X). S,
““(A TRe) 1 E 0] _E)"(T e }
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Faw (A ,
Die Funktionen Lir () (z, # = 1,2) sind fiir groBe |A| und R 1) < / in

£(4)
der gelochten A-Ebene beschrinkt. Wir zeigen dies z. B. fiir lzl(g;)

Es ist
E = g)"H

Ea(W]e = ™5 4, ()
wo 4, (A) durch (27,) definiert ist. Mit (27) erhilt man:

E W) =e M {[A4)] 4 [4,] Mo - [4,] e221)
also folgt mit (38)

(44) Ei (}‘) _ [Al'l] + [Bil] 5171
£0 o) 1+ Ba @) B ) AT A E, ()T
A

und A4 (A) ist durch (29) erklirt. Nach (35) ist in der ganzen gelochten
A-Ebene | A(A)| > m, mit » > o und weil

BN+ E N B0 e | o M (14T 2
A o Ry
sobald R (A) £/, so wird der Nenner im Ausdruck (44) grof3er als

M (1 1 - )
|Al ’

w —

Fiir geniigend grof3e |A| ist er also grofer als 1725 Der Zihler im Aus-

druck (44) ist beschrinkt fiir R (A) <</, wo / irgend eine endliche positive
Zahl bedeutet. Damit ist also (36) bewiesen, sobald & () < /; denn die
in (42) und (43) auftretenden Exponentialfunktionen sind fiir R (A) </
beschrinkt.

Unter Beniitzung von (14) und passende Umformung von 4 (x, s; A)
gelingt fiir & (\) > — / eine analoge Darstellung der Green’schen Funk-
tion. Wir schreiben

(45) Gx,s;0) = g*(x,s;A) + G*(#, 55 A)

und die hier auftretenden Exponentialfunktionen sind fiir & () >—/
gleichmif3ig beschriankt. Damit ist (36) als richtig erkannt.¥)

*) Fiir die in § 5 angegebenen Randbedingungen erhilt man eine analoge asymptotische
Darstellung der Green’schen Funktion,

274



§ 7. Lésung des inhomogenen Problems I, wobei wir g (o, 1) = 0
voraussetzen

Jeder Pol der Green’schen Funktion ist ein Eigenwert unseres homo-
genen Problems II **), also auch Nullstelle von 4 (A). Wenn nun A von
einem Eigenwert verschieden ist, so ist das inhomogene Problem lgsbar
und man hat:

(46) v (x,4) = — f G, 55 ) {(@(s) 4+ 8 (s) uo () + a(s) m (s) | s,

wobei also v (x, 4) eine meromorphe Funktion von 4 ist.
Nach Voraussetzung (6) ist #;(x) (¢ = 1, 2) Losung von

j—(a(x)12+b(x)l)v+L<v)~ (@ (®) 2+ b () )us(2) -+ L (wsl))
Ly(v)=o0 (2, £ = 1, 2)

d. h.
j G (x, 55 A) {L(u,(s}——( a4 b(s) /I)u, }a’s

woraus folgt:

—f G w53 D {a(s) A+ b)Y u(s)ds

= uol(x) — % f G(x, 85 4) L (w0 (5)) ds
und

1

—-f G(x, 554 a (s)uy(s) ds = ”l(j’)+%f G, 53 2) () (s) ds

0

———%f G (%, s;A) L (u,(s)) ds

0
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also

oy =20 p 1) fc:x,sx{ (10 5)

b(s)u (s —|— L (u, s;)} S.

(48)

§ 8. Untersuchung des Integrals

G+7oo

u (x, ) :-——(fve v (x, A

G— oo

Wir schicken zunichst einige Bemerkungen voraus iiber die im Ver-
laufe unserer Ausfiihrungen auftretenden Integrale

G+ doo O47oo
I 1
(49) z_ér—z'cf,J + dX  bezw.  (50) ZM.J" « di.

Unter dem Integral (49) soll der Grenzwert eines Kurvenintegrals ver-
standen werden, was durch den dem Integralzeichen beigefiigten Kreis
bezeichnet sei, wobei die auftretenden Integrationswege durch die unten
niher beschriebenen Fig. 1 und 2 festgelegt sind. Im Gegensatz dazu
soll das Integral (50) durch folgende Definition festgelegt sein:

O+ioo G+7Ro

* dA = lim * dA.

2xzZ
l Vo - Rl,Rz—)mc_iRl

I

Liefern (49) und (50) das gleiche Resultat, so gebrauchen wir die Dar-
stellung (50).

0 > 0 bedeutet eine Zahl, die grof3er ist als die obere Schranke der
Realteile der Eigenwerte des Problems II. Da nach § 4 alle Eigenwerte
innerhalb eines Streifens endlicher Breite liegen, welcher parallel zur
imagindren Achse ist, so existiert eine solche Zahl ¢.
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Wir untersuchen nun den Grenzwert des Kurvenintegrals

(51) 2—;;_‘1{13“7/(4:, )

”

wobei der Integrationsweg I', durch die Figur 1 gegeben ist und
lim R, = oco.

7”n—> oo
Hiw  o+iR,
/ ! d,
(0] o
K, A
T, o 0—iR,
Fig. 1.

I', treffe keinen der in § 4 betrachteten Kreise mit den Radien .
Setzen wir zur Abkiirzung

(52) o= [ 605 L) —s6)m)+ 3 Ll @),

so konnen wir unter Benutzung von (48) schreiben

: A — ! [H *
mfe v (%, D) dA = u, (x) + u, () ¢ Zsrz'i‘ NV (x, ) d A

Das Integral rechts ist aber gleich
[+ [+
Kﬂ Hlﬂ H2’1 dﬂ

Nun hat man fiir gro3e ||, |G (x,s; 4| < |_§OT’ gleichmi3ig in » und

s, also hat der Integrand die Ordnung ﬁ, woraus sich ergibt, daf3 die
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ersten drei Integrale mit wachsendem » gegen Null streben, wahrend
das vierte dem endlichen Grenzwert
Ooki oo
(53) [ @ pan
G—7 oo

zustrebt. Die Konvergenz ist iibrigens gleichmif3ig in » fir oZr <1
und in # fir 0 L ¢ < oo.

Wegen der gleichmifdigen Konvergenz von (53) beziiglich 7 fiir
0Lt < oo hat man

G+ doo G4-doo
lim —— fe“v* (x, D) d1= L f’ll* (x, D) dA.
>0 Zﬂzc—iw Zﬂzo—im

Dieses letztere Integral ist aber gleich Null. Denn die einzig moglichen
singuldren Stellen der meromorphen Funktion 2* in der A-Ebene sind
die Pole von G (z,s;A) und A=o0; folglich ist v* regulir im Gebiet
R(A)> 0. Es verschwindet also das Integral

fv"(x,l)a’/l

T,*
wenn I der Integrationsweg der Fig. 2 ist.

Ky
N
dy
Y
I

1

Fig. 2
Da der Integrand die Ordnung ﬁ! hat, gilt

lim 2" (x,\) 4\ =0,

R,—>oo

%
und daher auch
O+ oo
(54) f'v* * N dr=o.
C—7oo
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Definiert man also « (x, 7) durch

(55) ot i ofiom
I A I *
u(x, ) = Py £ﬁ€ to e, dA=u, (¥) + u, () t———z—y?z, My (x4,
O—ioo G—7oo
so ist

lim « (x,7) = u (x,0) = «, (x),
t—»o

gleichmif3ig in x fir o Z » < 1.
Wenn man weiter beachtet, daf3 nach einer leichten Abschitzung

. 1 e\

lim —— | =

Rn—>oo 272
K,

”n

d\—=o

sich ergibt, gleichmaf3ig in 7 fiir 0 < 6 £ # = 7 < 0o, und daf3

O-i—io;\
1 e M
— [ £%an
2wz

G—7ioo

fir o<eLtL 7T <oo gleichmi3ig konvergent ist, wie der zweite
Mittelwertsatz zeigt, so kann man auch schreiben

G doo
w(x, b = %Z.fe“v(x, N
g

— foo

fir #> 0 und dieses Integral ist fir o Zx L1, o< e Lt LT < o0
gleichmiig konvergent. Es gilt zudem*)

G+ foo

. 1 At
lim — fe v(x,N)dN=u,(x)
t—>»o 2me
G — doo
G+ oo
*) Das Integral ——I— v (x, \)d \ ist nach den zu Beginn des § 8 gegebenen Erklirungen
27i
G—1ioo
o+iR
e e . 1 uo (x) .
natiirlich sinnlos; es existiert aber der Grenzwert lim — Jo(x, N)dA= —=2, Wir
Ryoo 2TE 2
R
G—17

machen von dieser Tatsache im folgenden keinen Gebrauch.
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§ 9. Untersuchung des Integrals

6+ ioo
1
Aot .
2yzz'fﬁ eMu (x, ) d

G —ioo

Eswerde der Grenzwert des folgenden Integrals untersucht fiir zm R,, — oo
7> oo

I
(56) m le)‘tv (x, )\)d)\
L

Dabei bedeutet I, wieder den Integrationsweg der Figur 1. Wir
beniitzen dazu die asymptotische Darstellung der Green’schen Funktion.

Es ist
G, s; ) =go(x,5;4) + GO (%, 55 4)

und die rechts auftretenden Funktionen sind durch (42), (43) gegeben.
Die Einsetzung liefert:

1
f/l M v*(x,\) & A :fe“d)\ fgo (#8510
K, X, 0

1
ds -+ fe“ AN fG“” (7,85 0)
£, ¥

L (u(5)) — () ua (5) +

L () L (o (s) —

b (s) u, (s) + -3— L (u, (s))\ds.

Nach § 8 geniigt es, die folgenden zwei Integrale zu betrachten.

(57) _‘}’,:ff?‘tdl fgo (#, $; ML (oo (5) — & () 2, (5)| ds

K,

und

(8) = [Mar 60w L) —b6)m s

”
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Setzen wir

(59) 2,0 =" L) — o0

und beschiftigen wir uns zunidchst mit (57). Nach (42) ist

.?: }’1‘ ‘|— ,‘72*
WO
M
(57 =@ [Tar [0l @S
K, h
und
(572) S =1 (1) f AN (p (5) & Fa—S2) 4

Untersuchen wir (57,). Nach Voraussetzung (6) und wegen

230 — g0

liefert eine partielle Integration nach s

f O NES) L, 1{D.(s) x(X,—sl)gx TP () MXK—S)
j‘@(s)e ds —= " o (S)e‘ O—I— /18[‘<(P1 (s)) e ds

0

also hat der Integrand die Ordnung IIIZ , d. h.

lim 9 —o

7 ->oo

gleichmif3ig in » fir oL+ <1 und in ¢ fir o L7 < oo. Analog

fir (57.).
Betrachten wir nun (58). Nach (43) geniigt es, ein Integral der Form

zu untersuchen
Ry h
fT ad )\f@v (s) < (l) eMf(x) | e M) s
%, %
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wo & (4) fiir grof3e |4| beschrinkt ist und @, (s) die Bedeutung (59) hat.
Beachtet man, daf3 /7' (s)5£0 ist in o<Zs <1, so liefert eine partielle

Integration nach s fiir den Integranden die Ordnung - »113 , woraus folgt,

daf3 ¥ mit wachsendem » gleichmdBig in » fiir oL xr <1 und in 7 firr
0Lt LT < oo gegen Null strebt.

Die Integrale iiber die horizontalen Strecken gehen mit %gegen Null,
wieder gleichmif3ig in «x, ¢ fiir die vorhin genannten Intervalle. Wir
schlief3en also daraus, daf3 das Integral

Gtz
fx Mo* (x, \) d &
g—7ioe

gleichmaf3ig in x und # konvergiert fir o £ v £ 1,0 L2 L T < oo,
Man hat nun

6 ( t) g4 7eo [ )

u(x, ! ’

——at—:ul(x)——Zth. j}\e)‘tv*(x,)\)d)\ZZWZ. ‘(ﬁ)\ehtv(x,)\)a’)\.
G — 700 G —ioo

Wegen der gleichmi@igen Konvergenz beziiglich 7 gilt:
ou(x,? _ du(x i)

o YA SR M GO
. G4ioo . c+7oe
—m.cf)\w*(x,)\)dlzsz. ‘Sf)‘lv(x,)\)dl.
— 7 oo G—7oe

Das vorletzte Integral ist aber gleich Null, wie eine analoge Betrachtung
zu der des § 8 zeigt. Man braucht sich dazu nur der Beziehung (45) und
der dort gemachten Bemerkung zu erinnern,

Wir haben damit den

Satz 7V: Unter den oben gemachten Voraussetzungen darf man in
der Formel (55) unter dem Integralzeichen einmal partiell nach # deri-

vieren. # (x, ¢), a—u—;—?—i) sind stetige Funktionen in z, # und es gilt
u (x, 0) = lim u (x, 2) == u, (x) ¥
t>o
ou(x,2)] .. Ouxb) _
37 Jime il TRy T @

¥) Man beachte die Definition von u (x, ¢) durch (55), § 8.
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§ 10. Die Funktion % (2, t) erfiillt die homogenen Randbedingungen

Wir weisen nach, daf3 man in der Formel (55) die Integrale rechts
einmal unter dem Integralzeichen nach v ableiten darf. Aus (12) und den
Herleitungen des § 6 ergibt sich die asymptotische Darstellung von
0G(x,s; 0 .
—~%J—_—> wie folgt:

0G g n 0 G©
0 x ox o x
mit
JRNC [qm @) @) (s >]
d o k (s)
0% M (XS [ @2 (%) 2 () M (S)]
k (s)
und

5;’1” (| ® @) g)) 7 (S)] L

[ 5, ®) 21 ((j) e (S)] Ezz) AX M08

+ ([ 5, (x) v/z; ((;)) N (S)]lzn [ B, @)__22_((;))111@]%) RYCES SRYCES

([Aﬂtp_z&) 7o (%) M1 (S)] 2 _[ @2 (%) 22((s)) ni_)]lg)ex(n—x‘)_exs,.

Wir betrachten jetzt das Integral

G4 7oo g+ieo 1
ov*(x, \) . oM G
IV I e 2V (uy
fe oxr @n f I\ d)“ 0 x\ (o (s))
C—7» C—7iom )

b u )+ L) } ds
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Die asymptotische Darstellung von g—g—: zeigt aber, daf3 die Ordnung

von g—f fir grof3e |A| durch O (1) gegeben ist, gleichmi@ig in x und s

fir o <, s < 1. Die gleiche partielle Integration, wie sie in § 9 beniitzt

. £
wurde, liefert fiir 6_7; die Ordnung |71‘F gleichmif3ig in x, s fiir o < x,

]
s 1; also konvergiert das obige Integral gleichmi(3ig beziiglich » und ¢

fir oLx L1, 0L ¢t LT < oo. Man schlie3t daraus

G+ioe G+ 7o
ou(x,t , I 0 v* I du(x,\
——a(—x———):uo’ (x)—l—ul (x)t——;;; ft’}\tg‘;d)\ :an. d)‘e)\t 6(4,' )ﬂ’)\,
G—ioe G—7 oo
und es gilt zudem:
lim 0% (x, %) _ du(x,?) 1 f‘ 0 v (x,) ,
>0 0x = dr lme zmi P Tor AT
G—z7oo
g 7eo
K
_ 1 ‘}id;\,
277, ox

Wie frither zeigt man auch hier, daf3 das letztere Integral Null ist.
Also gilt:

0 u (x, )]

6.15 |t=o: uol (x)‘

Nun erfiillt » (x, A) und wegen (6) und (52) auch #* (x, ) die Rand-
bedingungen, also gilt das gleiche fir « (x, #).

§ 11. Die Funktion u (x, ?) erfilllt fast Giberall in & und ¢ die homogene
Differentialgleichung 1)

Wir zeigen jetzt, daf3 die nach x und # integrierte homogene Dit-
ferentialgleichung I,)

a(x)?g—{—&(x)bb—z; — L@®)=o0

durch (55) erfiillt wird.
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Die integrierte Gleichung lautet.
(60) fa(x){%%—ul(@}dwfbcx){u—uow} d
—f{p()‘;" —fp(x)ffdx}
~floern—soruon—f s o

._ofr(wxoftudt:o.

Wegen der gleichmif3igen Konvergenz des in (55) auftretenden Integrals

0f 7o

1
Nk (-
Py f eNvE (1, N) d A
g—7io°
hat man
4 22 I °+i°°f,)\t
fu(x,f)dt:uo(x)t+z¢1(x);——an. f Tv*(.r,)\)a’)\
0 Q':-iao
gtioe
1 o* (1, )
+o f oY,
G —1ioo

Das zweite Integral rechts ist aber Null, wie die Ausfiihrungen des § 8
zeigen, Es bleibt:

¢ ofie
# 1 Mo
(61) fu(x,t)dt:uo(x)t+ul(x)?——2«;;. f - [ENYAN
0 g =i

Substituieren wir (55) und (61) in die linke Seite von (60), so wird diese
linke Seite :
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(62) ¢ { f b (2 () dr— (P (2w (@) —p O ©)) + f 2 (@) () de
— (g () #, (x) — g (0) 2, (o)) + f 7' (%) u, (x) dx — f 7 (x) o, () dx}
—é{(p (@) 1! (#) — £ (0) w' (0)) — fp' () ! (v) dx

+(2@ @ — 7 0) 1) — fq' @) () dx + f ) w () dx}

G474 oo x
SPrT Mt{f(a(x)kz+b(x) Vot ar— (2055 “")%%L:o)

G—ioo

102w (e — @ o)

_|_fq’ (x) v*dx — 'fr(x) v*dx} a\.

0

Die Vertauschung der Integrationsfolge ist namlich wegen der gleich-
mifdigen Konvergenz der auftretenden Integrale gestattet und nach den
§§ 8, 9, 10 hat man:

G+ioo
1 07*
21 ox

G—zo0o

dh = 0.

Nun geniigt

vty =8 L 6@ ey

der Gleichung
@@R+ 5@V — (2 3% + () 3+ (7))
=(e@r+6®)) %@+ a@n )
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also ergibt sich durch Einsetzung und mittelst partieller Integration nach »

7 { [t@ u@dr—(p@w ©—s©w ©) + [7 @ @a

— (1@ 0@ —70) %©) + ) i — f 7 (1) o () dx}

— % {( 2@ u (@) —p @ w' (0) — f @) u! (v) dx

+ (1) @) —g @ u' ©) f g @)y () dx f r ) () dr |

J

{j (c@ 24 b (p ) GO +f;> @

0

—(q(x)v*——q(o)v*(o,/l))—f—fq’ (x)v*a’x—fr(x)v*dxl =0

; l

At
Multipliziert man diese Gleichung mit P und integriert nach A, so

az A
sieht man, da3 der Ausdruck (62) gleich Null ist.

Wir schreiben nun (60) in der Form

(60,) ‘fa (x) Eﬁ dx—p (x)fg—zj— dt 4 p (o)f%%

dt =
= ——f dt f;) (;») ou a’x -+ ‘fa () u, (x) dx ——fl/ @) (e—u, (2)) dx

—\!— f(q (x)u— g (0) u (0, z‘)) at — dez“fg’ (%) wax —}—fr (%) dx f udt.

Die rechte Seite dieser Gleichung ist nach & differentiierbar, also auch
die linke, woraus folgt:

14
0 0 0
a@ T 2@ gy | =

= a (#) u, () — b (%) (u—u, () f g7 (%) %% dt + r (%) f udt.

19 Commentarii Mathematici Helvetici. 287



Da die rechte Seite nach ¢ differentiierbar ist, so ergibt sich weiter

(63)

] o du ou
57{”(75) 37 P()a f )ax”‘b(x)‘é'l:—F’(x)”-
Wir setzen nun

C+ioo
(64) w* (x, {) = L f M ¥ (x, N) d )
2mz,)
und weisen nach, daf3 aa;z fast iiberall existiert fiir jedes .r.
Wir haben
G+ ioo G+ Zoo
fxe“v* (=, x)da—f “dAJ G (%, s; 1) {L(uo(s)) — b (s) #,(s)
0— foo J—zoo
+ ;— L (u (s))} ds
Setzen wir
(65)

$@ N =N () = )\fG(x,s A) {L(uo(s)) — b () u, (5) —}— L (, (s)) }
und A = ¢ -} 77, so gilt nach den friiheren Betrachtungen

§EN=0 <|M)
d. h. das Integral

+ oo
J1s@oria

konvergiert gleichmi3ig in » fiir 0 £ » £ 1. Wir haben daher
+uo
(©6) J1§ @ ot inran<i,

— oo

wo M von x unabhingig ist.
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Man hat nun
G+ foo G+iZoo

¢
A Mo (x, N dN = ”7 $(x N dh

G —ico C—ioo

und daraus schlief3t man'®)"):

G 4 7oo
0 [O0u* 6 f
(67) o ( 61‘> o zmc; heh o (x, }‘)‘n)

existiert fir jedes v fast tiberall, d. h. mit Ausnahme einer Menge vom
2

Maf3 Null. Nach (55) gilt also das gleiche von %z

Differentiiert man (60,) zuerst partiell nach ¢ und dann nach x, so folgt
iiberall in x und ¢:

(68)
(0 [ .0 d d d o |
S —a;bfamb—‘jdx——p( Il =0 () 3+ 0 () 3 — b (5 7 ).
Nun gilt:
62 " G+ foo
al) Sy = a()bt( Jke)\tv*(x Nah)

fast iiberall in ¢ fiir jedes x, wobei #* durch (64) erklart ist. Beachtet
man, daf3 die Beziechung (66) besteht, so ergibt sich')"):

/

Differentiiert man nach x, so erhilt man, abgesehen von einer zwei-
dimensionalen Punktmenge vom Maf3 Null,

a(:«:)a f)te”v*(;t 2) a’)\zdx— fle)\ta’)\f (x) v* (#, A) dx.

C—ifoo

G+ oo
at) > f X Mo (3, 1) dA = [ Aew i f #(2)* (s, 3) )
d. h.
o d(d [, out
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Es muf3 nun 5‘}( ? () %) fast iiberall in x existieren, d. h. fast iiberall

in » gilt:
(1) =r D p .

Wenn man jetzt (63), (68), (69) kombiniert, so erhdlt man den

Sats V: Abgesehen von einer zweidimensionalen Punktmenge vom
O+ oo

Maf3 Null geniigt die Funktion # (z, ¢) = ZLZ f eM v (x,A)d A der homo-
7
G—7oo

genen Differentialgleichung I,).

§ 12. Lésung des inhomogenen Problems |

Fiir f (x, £) seien die Voraussetzungen (7) erfiillt. Wir betrachten nun
die Funktion

(70) g #Q) =f e M fF(x, 9 dt.

0

Nach einem Satz von M. Lerck®) folgt, wegen der gleichmif3igen
Konvergenz vonf |/ (x, 2)| ¢ beziiglich x in 0 £ x < 1,dal3 g (2, &)

0
fir R (\) > o analytisch in A ist und stetig in x.
Wir haben:

oo

1 w0/
=0+Agfe 2,

l@’-‘
ol
)

) g @wH =5 /@0

0

Nun hat G (x, s; &) die Ordnung I—)I»_|’ also gilt:

(72) .fG(x,s; Neg,Ads| =0 (|—I|—;)
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d. h. das Integral

G+ 7oo %

! Ma, fG (x,s;2) g (s, ds )

2mz

G —7ioo

(73) Ux, t) = —

konvergiert gleichmaBiginz firo < r<Z1und in 2 firo L ¢t £ 7 < <.
Es gilt also:

1
2mz

U(x,0) = — 3 d/LfG(,ts]L)tr(A 1) ds.

G—17oc

a ¢ (x, A) analytisch ist fir 8 (\) > o und G (, s; A) analytisch fiir
X (A) > o, so folgt:

1

{dkersmuﬂng:q

T, 0

”n

wenn I',* der in Fig. 2 angegebene Integrationsweg ist. Da weiter die

1
B3k
kreises K, gegen Null und zwar gleichmiig in » fir 0 < r < 1,
woraus sich ergibt:

Ordnung des Integranden

ist, so strebt das Integral lings des Halb-

U (%, 0) = o.

Wir betrachten jetzt das Integral

O+ iem 1
f)\g“dﬂfG(x,s;)L)g(s,h)ds

C—ioo

gFioe
= f“a’k fG(x $; A){f(s,o)_{_ 1 o/(s, 0)_*_12]'—)\-:6/((3,& lds.

‘)

C—ioo

*) Wir verweisen auf die in § 8 gegebene Definition dieses Integrals.
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Zur Konvergenzfrage fiir dieses Integral geniigt es also, das Folgende
zu betrachten

gtioo

(74) f M dh, fo(x s; A) £ (s, 0) ds.

¢—7foo

f(

Wegen der in (7) vorausgesetzten stetigen Ableitung °) liefert

eine partielle Integration nach s zusammen mit der asymptotxschen Dar-
stellung von G (#, s; A), genau wie in § 9, fiir den Integranden die Ordnung

!TII“ gleichmiBig in # fir 0 = 7 < 1 und in ¢ fiir 0 < ¢ £ 7 < oo,
woraus die gleichmif3ige Konvergenz des Integrals (74) sich ergibt fiir
oLr L1, 0Lt 7T L oo

Wir haben daher

c+l°e
M’a(f”): fu“mfc(x,s 2) g (s, ) ds
U——lao
mit
0U (x, 1) _
3 |imo

das letztere wie in den §§ 8, 9. Die Betrachtungen des § 10 lassen unter
den Voraussetzungen (7) sogleich die gleichmif3ige Konvergenz des
Integrals

f“d;fa——c(””’” (s, \) ds

c-‘loo

erkennen, wobei wieder 0 <Z x £ 1, 0 L ¢t £ 7 < oo. Daraus folgt somit

o+ico 1
oU (x,8) I f“ 0G (v, s; 1)
bx _an. .3 d)to —-‘—67——‘{(3,}\,)4’5.
g—ioo

Da die Green’sche Funktion die Randbedingungen erfiillt, so gilt das
gleiche von U (z, ).
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Nun bleibt noch der Nachweis, daf3 die Funktion U (x,¢) der Dif-
ferentialgleichung I,) geniigt. Wir zeigen auch hier zunichst, daf3 U/ (x, #)
die integrierte Gleichung I,) befriedigt. ’

Diese lautet:
j (x)a”dx+fb(r)m—f§p< DY s )ax[,_o“f? () §eae ar

dt —fr (%) dx fudt
0 0

— f:q @)« — g (©)u (0,2 wfq’ (x) udx

= fdxjf(x, %) dt. ¥

Setzen wir die Abkiirzung

(75) V()= —| G s;0) g (s, 1) ds

und substituieren wir die rechte Seite von (73) in die linke Seite der
integrierten Differentialgleichung, so folgt:

MZT: an U‘(;mnw& D)2) Vdr — (;ﬁ(x)%?-—p(o) %ﬁf z=0)
(76) — f 7@ 3 dr— () V—g© ¥ (0,2))

fq *) Va’x«fr () Vd"%-
Da aber

(@@r @) V2@ 3L i@ @ =g

du(x,t)

hiadh A Al = o voraussetzen diirfen.
d t t=o

*) Wir bemerken, dafi wir hier u (x, 0) = o,
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ist, so liefert eine Integration nach x, daf3 der Ausdruck in der ge-
schweiften Klammer von (76) gleich

fg (x, A) dx

ist. Damit ist (76) dem folgenden Integral gleich

G+ ioo x
I " el a\
m 7 s g (A«’, )\) dax.
G—7Zoo

Nun weisen wir nach, daf3 dieses Integral gleich ist
Setzen wir dazu

so konvergiert

f |0 (z, 9| dt

0

gleichmidf3ig in » fir o Z x < 1.

Denn wegen der vorausgesetzten gleichmiafdigen Konvergenz von

flf(x, H|dt

gilt:

fdxflf(x, t)|dt:fa’tf|f(x,t)|dx,
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und da

f|a)(x,z)|dz:fdz

ist, so konvergiert das Integral

ff (x, ) dx

éfa’tflf(x, Y| dx

f|¢(x, ?)| dt

gleichmi3ig in » fir o Zx < 1.

Wir setzen

z77) F(z, ) :fdxff(x, ) dt :fdtjf(x, t) dx

und zeigen, daf3 das Integral

oo

f M F(x, ) dt

0

fir B (A) > %2 > o absolut konvergent ist.
Man hat

A z

fe"ktdtfdtflf(x, 9| dx = ——;-3—{ e—“fa’tflf(x, ?) ]dx}

¢
t=0

+4 [ e f |7 0| ax,

0

0

woraus fiir 4 » oo folgt:

oo 12 x oo z
f e_“dl‘fa’z‘flf(x, Y| dx :%f e dt flf(x,t)|a’x,
0 0 0 0 0
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da ja das letztere Integral existiert, Die Konvergenz ist iibrigens gleich-
miig in x fir oL xr < 1. Wir haben also:

oo

‘J'e—MF(x, ANdA :% fe“ltdtf flx, ) dx
i 9 0

Multiplizieren wir diese Gleichung mit ¢/ und integrieren nach 2, so
liefert die Laplace’sche Integraltransformation

G+ieo

F(x,t):zl Zfextdxfe~hpx, 2) dr =
= G—7 oo
i . —\
[ s
G—7oo

Da wegen der gleichmiaBigen Konvergenz beziiglich »+ die Gleichung

besteht
[etwnar=[emca [ riwaa
0 0 0

so ergibt sich

¢+ioo

oAt
————f a’).fgx,l)dx

G—ioo

Nach (77) ist damit nachgewiesen, daf3 (73) Losung der integrierten
Gleichung ist.

§ 13. U(x, t) erfiillt fast Gberall in a, ¢ die Differentialgleichung 1)

Wie in § 11 sieht man, dafd iiberall in x, # die Gleichung gilt:

R ARLCRTE )fx "afa't) 103 4% 4 r () U+ F (201
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Nach § 12, No. (71), (75), wissen wir, daf3 die Beziehung besteht

XV, )‘):O(I“;"l)’

woraus folgt™) '), dafd das Integral

. gt+i>o +z°:,)\t

f AeM V(x, \)dh = ——f — N V(x, ) d)
Z?t

G—7 oo C—7 oo

fast iiberall nach 7 differentiierbar ist fiir jedes .

Der § 11 zeigt ferner, daf3 abgesehen von einer zweidimensionalen
Punktmenge vom Maf3 Null die Gleichung besteht

FU 30 [ AU
") 5 = g (o) 7950

so daf3 man erhalt:

Sats V/: Die Funktion U (x, ¢) ist bis auf eine zweidimensionale Punkt-
menge vom Maf3 Null eine Losung der Gleichung I,). Sie erfiillt ferner
oU(x, 8| _

die Randbedingungen I) und es gilt: U (x, 0) = o0, o

f'()
Nach den §§ 8 bis 13 gilt ferner der

Sats VI/[: Bedeuten v (x, ) und V' (x,A) die Losungen der folgenden
zwei Probleme,

(@@X 4@ N — L (@) =
(0 l—[-—b(x)ﬂo+a(x)u,, l(d(x))‘2 *I_b(x)l)V‘—L V)y=g(x X\
l,(@)=0 L (V)==0
l,(@) =0 L,(V,=o0

so ist, abgesehen von einer zweidimensionalen Punktmenge vom Maf3
Null, die Funktion

g+ ioo 6+ioe
w(x, ) = 5::;—2. Eﬁ Mo (1, NdA -+ 5-;-—2 f MV (x, N) dA
. G—7oo G—ico
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eine Losung des Problems I. ¢ bedeutet dabei eine positive Zahl, die
grof3er ist als die obere Schranke der Realteile der Eigenwerte des
Problems II.

Fiir #> o laB3t sich die Funktion # (x, #) noch in der Form darstellen:

G+i oo
0w (x, f) = 2—7’; f A, 0) 2,

G—7 oo

wenn unter |} (+, \) = v (+, ) + V (#, A) die Lésung des Problems II ver-
standen wird.

Die zweite der Formeln (10) folgt aus der ersten mittels der La-
place’schen Integraltransformation.

§ 14. Der Entwicklungssatz

Es ist (§§ 8, 9, 10)

otioe
(78) ") = (ﬁ Mo (x, ) d A
O‘t—i:-e
ou (x,?) 1 °+iu)\
79) - :W.ﬁxew(x,x)dx
0—7 oo
duwd 1 BT du(x i)
o\ n 97 (5 4)
(80) - ~2nz.ff)‘e 2t an,
G—7 oo

wobei die Integrale als in x, # gleichmiaf3ige Grenzwerte von Kurven-
integralen zu betrachten sind fiir o L x L1, 0 Lt L T < oo,

Sei nun A = A, ein Pol von v (x,1). Wir bezeichnen das zu ihm ge-
horige Residuum von eM o (x,1) bezw. oMt Aw(x,A) mit oMt R (x, 7)
bezw. eivt R (x, /)®. Dann gilt:

(81) u(x,f) = lim 3 M R (x,9

A>oo [\yl <4

*) Rf,o) (z, t), Rg’ (x, ) sind im allgemeinen Polynome in ¢.
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du(xd)

(82) = lim 3 M RY (4,2
a z A> oo [\yl< 4
ou(x, ¢ . g ORY (2,2
] —2 = lim vt Ty
(83) g = lim 3 O

gleichma3ig in x, z fir oLZxr L1, 0Lt L7 < oo, Wird ferner das
zu A = A, gehdrige Residuum von o (x,1) bezw. Av(x,1) mit »{ (2)

bezw. #” (x) bezeichnet, also ¥ (x) = R” (x, 0), »" (+) = R (2, 0), so

gilt der

Sats VIII: Ist u, (v) dreimal stetig differentiierbar, ist #, (x) zweimal
stetig differentiierbar und erfiillen #, (+), #,(r) die Randbedingungen I)
des Problems I, so gelten gleichmiig in x im Intervall o <Zx <1 die
Reihenentwicklungen fiir das Funktionenpaar #, (x), #, (x)

#y (x) = lim Z rf,o) (=),

A4->o0 MV‘ <A

u, (x) = lim 3 #P(2).

A>co D\vl<A

Ferner ist, ebenfalls gleichmi8ig in » fir oL x <1,

(0)
u, (#) = lim 3 Aar (3) .

d>oo ol<d AX

Fiir den Fall eznfacher Pole wollen wir noch die Struktur der oben
auftretenden Residuen und Reihenentwicklungen genauer angeben.

Sei also A = A, ein einfacher Pol der Green’schen Funktion G (x,s; ).
4, kann dann ein einfacher oder zweifacher Eigenwert des homogenen
Problems II sein. Ist z, (x) eine zugehorige Eigenfunktion, so gilt:

(a(x) M+ o) N )vy (&) —L(v, (x)) =0 l

L, (v))=0
Ly (v,) =0 l
oder
L@)—(e@N+o@)2)o,=—0—2,) {a@) d+42) + 6@}, (1)
~ L (w)=o0
L, (v))y=0
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Wir haben daher, solange A von einem Pol von G (x, s; A) verschieden ist

1
zrv(x):———(l—lv)fG(x,s;l){ () A4 Ay) + &)} vy (5) ds.

Nun hidngt aber v, (x) nicht von A ab, so daf3 auch

1

o (1) = — lim (0 — Rv)fG(x,s;l) {a(A+A)+6(5)]) vy (s) ds

)

ist und da wir voraussetzen A = A, sei ein einfacher Pol, konnen wir
schreiben

(84) oy (¥) = —-va (2, ) {2 A a(s) + b(s)} vy (5) as.

Das zu A, gehorige Residuum von G (x,s;A) ist dabei mit R, (z, s) be-
zeichnet worden. Schreibt man das homogene Differentialsystem II in
der Form

‘{(w) MA@ A=W (2e@ N +6@)+

(83) +A—A)e@}e— L(@) =0
I L, (v)=o0

L,(v)=o0
und beniitzt man die Entwicklung

Rv (7‘,

(86) G(x,s;0) = s) + P (x, 55 A —N),

so liefert die Einsetzung®) von (86) in (83), daf3 R, (x,s) eine Losung
des homogenen Problems II ist. Daher muf3 R, (z, s) eine lineare Kom-
bination der zu A = A, gehdrigen Eigenfunktionen des homogenen
Problems II sein.

Die Green’sche Funktion ist ferner als Funktion von s betrachtet
Losung des zu II adjungierten Differentialsystems®) **) und fiir beide

*) Fiir x == s ist G (x, s, \) Losung des homogenen Problems II, wenn A von einem
Pol verschieden ist.
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Differentialsysteme ist der Eigenwert A, von gleicher Ordnung?). Be-
zeichnet man daher mit 2,V (x), v, (x) die Eigenfunktionen des homo-
genen Problems II fiir A =2, und mit =™, w,® die des adjungierten
Differentialsystems, so gilt:

87) R, (x4, 9) = Zlegg 9@ (£) 0,9 (s).
o B=12

Unter Beriicksichtigung von (84) erhdlt man somit

1

88) 2@ (x) = 25 1 7y (@) (x) 2,8 () w,® (s (2 Aa(s)-+b(s ) ds
(=1, 2).
Nun kann man aber, in Verbindung mit (88), stets voraussetzen*), daf3

as g

68)  [u@0@w@H© (he©+o0) ds:{? «=p

woraus sich nach (88) ergibt:

Ty (1 x) — (Cu @ (x) + Cy 7y @ (x))

Wegen der linearen Unabhingigkeit von 2,%, v, in oZx 1 folgt
daher

Cy=—1
€y =—0O
und analog
Cie = O
Cog — —1.
Man hat also
(89) Ry (,9) = — (o4 (2) iy () + 2,® () 2, (s))-

#) Vergleiche: Goursat, E.: Cours d’analyse, t. III, vierte Auflage (1927), S. 391.
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Nun ergibt sich, nach (46) und (89), das zu A = A, gehérige Residuum
7, (x) von v (x,2) im Fall eines einfachen Eigenwertes

©0) 70 @) =2, (@, O { (e +56) ml) +a ) m @) s

und fiir den Fall eines zweifachen Eigenwertes

k=

PO @) =3 o0 (@) [ w86 {0 al)+06) n) +al) ) .

k=1

Das Residuum »,V(x) von Av (x, ) fir A = A, wird
70 (x) = 4, n,0 (2).

Hat man also nur einfache Pole und einfache Eigenwerte, so lauten die

Reihenentwicklungen fiir = (x, z‘),w , nach (73), (79), (80),

u(x, )= lim 3 A,Mo,(v),

A—> oo |pyl <4

9&%?;;& = lim ' i, A4, Mo, (2),

A—>oo |)yl<4

gleichmia3ig in #, z firoLr L1, 0Lt LT < oo,

mit

u (¥) = lim ' A,v, (%)

A>e0 |\yl<4

u (x) = lim 3 A, 4, v, (»)

A>oo [hyl<4

gleichmaig in » fir oZx 1. v, (x) ist dabei die zu A =2, ge-
horige Eigenfunktion des homogenen Problems II und 4, berechnet
sich nach (9o) zu

A, = f w0, (A2 )+ 2()) % (5) + 2 () w (5) ).
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Hierin bedeutet w, (s) die zu A — A, gehorige Eigenfunktion des zu II
adjungierten Differentialsystems und iiber v, (x), =, (#) ist nach (88,)
so verfiigt, daf3

1

fvv () wy () (zlv a(s)+ & (s)) ds =1

0

ist.

Ist das Problem II speziell selbstadjungiert °), so kann man v, (x) =
w, (x) setzen und dabei v, () mit einer passenden Konstanten multi-
plizieren um

1

f 2, (5) (ZAV a(s)+ o (s)) ds =1
[
zu erhalten. In diesem Fall gilt dann:

a,= [0, @ {2 )+ 6) 1 () + () m () ds. %)

Z o (x

/ ;(x) h,

[}

*) Man kann stets voraussetzen, eventuell nach Multiplikation mit

1
* 4
daf} (1) selbstadjungiert sei. Das zum homogenen Problem I gehorige Problem II lautet
dann :

(A@R+B@N v~ (P 4) —R@ v =0
L, (v)=o0
Ly (v)=o0

Sind A,, A, zwei verschiedene Eigenwerte und v, , v, zugehorige Eigenfunktionen, so gilt
die verallgemeinerte Orthogonalititsrelation :

()\,+kz)fA(x)v,vgdx+fB(x)v, vpdx =0 %)

z=1
=0, d. h. das Differentialsystem ist dann selbstadjungiert.
=0
Unter gewissen Voraussetzungen iiber die Funktionen A (x), B(x) lassen sich daraus einige leicht
herzuleitende Aussagen iiber die Lage der komplexen Eigenwerte in der A-Ebene machen.

sobald | P (x) (vg v,/ — v, v')
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Ein allgemeines quadratisches Reziprozi-
tatsgesetz in denjenigen algebraischen
Zahlkérpern, worin 2 voll zerfalit.

Von Th. SKOLEM, Bergen.

Im folgenden betrachte ich in Zahlkorpern, worin 2 vollstindig zer-
fillt, Jacobische Symbole, die in gewdhnlicher Art als Produkte von
Legendreschen Symbolen definiert sein sollen. Dabei soll aber nicht wie
gewohnlich der Fall ausgeschlossen sein, da3 ein Primfaktor | von 2
unter dem Strich (im , Nenner*) auftritt. Weil jede zu [ prime Zahl = 1
(mod. I) ist, wenn 2 voll zerfillt, und also quadratischer Rest mod. [ ist,
so soll immer

gesetzt werden; dabei ist also natiirlich « nicht teilbar durch . Es
sollen ndmlich immer der ,Zihler* und der ,Nenner* der Jacobischen
Symbole relativ prim sein, Nach der gemachten Vereinbarung hat dann
das Symbol

immer denselben Wert wie

(5)

wenn a der zu 2 prime Bestandteil von a ist, d. h. das Produkt der-
jenigen Primfaktoren von a, die in 2 nicht aufgehen. Man erkennt sehr
leicht, daf3 die fundamentalen Sitze iiber die Jacobischen Symbole
noch giiltig bleiben, nimlich

1 () = (2 2 (%) = (2)()
3) Aus =g (mod. a) folgt (%):(ﬁ)
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Diese Erweiterung der Bedeutung des Jacobischen Symbols wird nun

zuerst im absoluten Korper £ gemacht. Ich setze, wenn (d;—k) solche

Symbole im erweiterten Sinne sind,

a, k b,k signa—1  signé—1
e L I )

Dann ist (@, £, 6) = (6, k, @) und (@, &, bc) = (a, %, &) (@, %, ¢), wie man
leicht konstatiert. Folgende Tatsachen konnen bemerkt werden:

Satz 1. a) Sind a und b ungerade, so ist (a, k, b) bestimmt durch
die Restklassen, wosu a und b gehiven mod. 4.

Bewezs. Es ist fiir @ und 4 ungerade

a—1 6—1

(@ b, ) =(—1) % .

&) Ist a teilbar durch genau 2%, n > o0, b ungerade, so ist (a, k, b)
bestemmt durch die Restklassen, wozu a und b besw. mod. 27+2 und 2°
gehioren.

Bewess. Es ist

(@ k, b) = (“’k>

b (2R) e T S (24 (£, & 0)

\ a b 27’

2,k
b

und ( ) ist bestimmt durch den Rest von 4 mod. 8, wiahrend nach

a) (—;—Z;, k, b> bestimmt ist durch die Reste von % und 4 mod. 4.

Weiter betrachte ich einen beliebigen Korper X vom Grade », worin
2 voll zerfillt, Ich setze

(2) = Il Iz vee I”.

Die Zahlen aus K sollen durch kleine griechische Buchstaben, die Ideale
aus K durch kleine deutsche Buchstaben bezeichnet werden, wihrend
absolut rationale Zahlen durch kleine lateinische Buchstaben bezeichnet
werden.

Indem (oc, ﬂK) das Jacobische Symbol im erweiterten Sinne ist, setze ich

() (S

— 1
o - (a: K, ﬂ) ) :
1) Augenscheinlich ist wieder (o, K, f) = (8, K, @) und (&, K By) = (&, K, B) (%, K, ¥).
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Das Ziel dieses kleinen Aufsatzes ist nun zu zeigen, daf3 jedes Symbol
(¢, K, B) als ein Produkt von » ,Komponent“symbolen (a, %, &) ausge-
driickt werden kann, wobei die » Komponentsymbole den » Primfaktoren
von 2 entsprechen. Wie dies zu verstehen ist, wird aus dem folgenden
hervorgehen. In den Beweisen hierfiir benutze ich keine hoheren Mittel
als die elementare Idealtheorie; freilich muf3 ich aber das quadratische
Reziprozititsgesetz fiir Zahlen, die prim zu 2 sind, als bekannt voraus-
setzen, néamlich 2)

sign —1 ii_gf_s_,l

i R

Bisweilen werde ich die bekannte ,Nenner“transformationsformel

=)= (5

benutzen, deren Richtigkeit in fast trivialer Weise beweisbar ist3). Daf3
diese Formel auch giiltig bleibt bei der gemachten Erweiterung des
Begriffes ,Jacobisches Symbol“ ist ohne weiteres klar.

Zuerst sollen 2 Hilfssitze bewiesen werden.

Hilfssatz 1. Es sei o eine ganze primitive Zahl in X und =1

(mod. f), dagegen = o0 (mod. ), wenn 7z > 1 ist. Dann ist Sw = I
(mod. 27)-

Bewezs. Die irreduzible Gleichung, der o geniigt, sei /(w) = 0. Sobald
¢ hinreichend grof3 ist, gilt die Funktionenkongruenz

fr)=rx—a)... x—a,) (mod. 2¢)

und zwar derart, 4) daf3 fiir jedes 7 It aufgeht in w — ;. Also gelten
dann die Kongruenzen

@, = 1 (mod. I{), a, - 0 (mod. I{:), ..., @, =0 (mod. Iﬁ)

und also auch

=1, a,= a, = ... = a, = 0 (mod. 2/).

%) Vgl. H. Hasse, Bericht iiber neuere Untersuchungen und Probleme
aus der Theorie der algebraischen Zahlkérper, Teil II, S, 77.

3) H. Hasse, Uber das allgemeine Reziprozititsgesetz etc, Journal fiir
Math. 154, S. 107.

4) Vgl. R. Fricke, Lehrbuch der Algebra, Bd. 3, Kap. 2, § 14.
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Folglich wird, da ¢ =/,

Sow=a +a + ... +a,=1 (mod. 2/),
w. z. bw, w.
Hilfssats 2. Es sei a eine ganze Zahl in K und fiir jedes 7 teil-
bar durch genau [/ und = 2; mod. [7#*?. Dann ist 5 Na = Ila; mod.
RS '
Bewezs Zuerst zeige ich, daf3 der Satz gilt fiir jede Wahl der Zahlen «,,

falls er fiir eine solche gilt. Es sei namlich fiir jedes 7 a; = &; (mod. 277 * %),
Dann ist 4; genau durch 2”7 teilbar wie a;, so da3 man

a; — 2% al, b; — 278}, @;=b}= + 1(mod. 4)

schreiben kann. Dann wird

Il e = [1?; (mod. 4),
woraus

X/

Ile; =2

3/ Efz"’?)

]Ia,' = 27 ﬂbf :Hb" (mod 27

Ich betrachte erstens eine primitive Zahl «. Die Gleichung fiir « in
% sei f(a) =o0. Dann gilt fiir beliebiges ¢ eine Funktionenkongruenz

fe)=x—2é) .. x—é,) (mod.2°),
und wenn ¢ hinreichend grof3 ist 4), so ist «— b, teilbar durch [7# 1% Auf3er-
dem soll ¢ = X' f; 4 2 gewdhlt werden. Dann ist

Zfite
Na—ﬂb mod. 2¢ und also auch mod. 2?

Ist fiir jedes 7 dann a = a; (mod. I/7* %), so ist a; = 4; (mod.2”7*?). Nach

Efz + 2
der zuerst gemachten Bemerkung folgt daraus Vo = Ila, (mod 2¢ )

Zweitens sei ¢ imprimitiv. Dann kann man sicher eine primitive Zahl
2fi+E . .
B finden, welche = o mod. 2°¢ ist. Fiir jedes 7 ist dann auch g = a;

5) Uberall im folgenden bedeuten II und 3 dasselbe wie II bezw. 2}

2 7 =1 i=1
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. ) 242
(mod. I77 **), woraus man nach dem schon bewiesenen NV g = /la;mod. 2+ '

Sf+ey
bekommt. Da aber offenbar Vo = NV g (mod. 27 ), folgt Va=Ila;

Zf;+2
mod. 27 .

Satz 2. Es seien o und 8 ganse Zahlen in K, relativ prim und prim
su 2. Es ser

a=a;, #=b; (mod. [}).
Dann st

(@ K, ) = 1l (e, &, 6:).

z

Bewess: Man kann » ganze und primitive Zahlen wo,, ..., o, in K
finden derart, daf3

w; =1 (mod. [}), w; =0 (mod. [,2), wenn j £ 7.

Nach dem Hilfssatz 1 ist dann fir alle 7 Sw; = 1 (mod. 4). Aufder-
dem hat man

a=a,0,... +a,w,, =00, -+ ... -} b, w, (mod. 4);

denn jede dieser Kongruenzen gilt ja mod. [} fir alle 7, und deshalb
wird

w; (mod. 2)

oa—1 B a,-—~l [g—'l ‘“ijh——l

= - - w; =

2 5 2 2 2

und

a—18—1 _ a,—1b0,— 1
2 2 P 2

denn so oft z 3£ ist, ist w;w; = 0 (mod. 4). Nach dem Hilfssatze wird
aber auch Swj}= 1 (mod. 4), und deshalb bekommt man

Sa—lﬂ—l_—?zab:-lbﬁ;—l (mod.z),

2 2 n 2
Da

a—1 §—1 a—1o—1

(a, K} ﬂ) - (——— ])s 2 2 und ([l’ ’{" [7) —_ (;ﬁ ]) 2 -2"
so ist hierdurch Satz 2 bewiesen.
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Satz 3. FEs seien o und 8 swei relativ prime ganse Zahlen, 8 = 1

(mod. 2), a tetlbar durch genau 17 und =1 (mod. [i;) Ist a = a, (mod. i *?)

und fiir jedes 7 > 1 = a; (mod. 1}), wikrend 8 = b, ist mod. | und fiir
Jedes i > 1 = b; (mod. 1), so ist

(o K, 8) = Il (a:, k, b;).
DBewess: Zuerst soll der Satz bewiesen werden fiir eine beliebige Zahl
2 aber gewisse spezielle Zahlen o, nimlich

a=y —8r,

wo 7 eine solche der Zahlen 1, 3, 5, 7 ist, daf3 #» =1 (mod. I?) ist,
wiahrend y so bestimmt wird, daf3

y* — B teilbar durch genau [{ wird und y =0 (mod. Ii)’
1

was offenbar alles stets moglich ist. Man kann auch y prim zu g wihlen,
so daf3 auch ¢ prim zu B wird.

Der zum Zahlenpaare (¢, §) gehorende Signaturfaktor ist — 4 1;
denn ist eine Konjugierte zu £ negativ, so ist die entsprechende Kon-
jugierte zu y* — @ augenscheinlich positiv. Also wird, wenn man bemerkt,
daf3

=2 =+

ist,
0 k= (54 ()= (1) 1) -
(25 (55 = () () = 4 v

Na

Nun ist (Ne, &, 7) = (_{,})’(Y’ £, r) und nach dem Hilfssatze 2

Na _ a,
S =5 as a, ... a, (mod. 4),
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so daf3 nach Satz 1

”

Na a
('Z—e’i ky 7) - <2_:’ }V’y 7) zﬂ(di’ k’ 7’)'

Da » = 4, (mod. 8), so ist

(i’ k’ 7) — (il_l_’ k? [)l)‘

. 2° 2¢

Wenn 7 > 1 ist, so hat man @; = — 4, (mod. 4), woraus augenscheinlich
(a,-, ;é, 7’) = (él,', k, bz) .

Aus den drei letzten Gleichungen folgt

Na a, i
(7; k, ”) - (Ejy &, 51) AL (a;, #, b;).
Da aber » = 4, ist mod. 8, so ist (i’r—k;) = (22/6), so daf3
1

() Way b, 1) = (25 (T8, 7) =

¥

”

(221'%)2(%:" ~, bt) I @i, k, 6) = I, &, b,).

=2 z

Aus (1) und (2) folgt die Richtigkeit des Satzes in diesem Falle.

Um Satz 3 vollstandig zu beweisen, braucht dann weiter nur folgendes ge-
zeigt zu werden: Satz 3 gelte fiir (o, ), wihrend « eine beliebige Zahl
von der im Satze erwihnten Beschaffenheit ist. Dann gilt Satz 3 fiir
(@ B)-

Man hat, daf3 % = L_s_— geschrieben werden kann, wo ¢ und § beide

a
prim zu 2 und zu @ sind. Ich setze ¢ =g, (mod.[{ ' *) und = a; (mod. )
fir 7 > 1, wihrend o =a, bezw. a; nach diesen Moduln ist. Ebenso
schreibe ich & bezw. § fiir jedes 7 = d; bezw. d; mod. . Aus ) =qd
folgt

(@d, K, §) = (a9, K, §),
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und nach Satz 2 und der gemachten Annahme hat man

(@0, K, B) = (a, K, 8) (0,K,8)= Il (a:,%,8;) [](d:, %, ;)= Il (a:d;:, |, 3;).

1 z z

Hieraus wieder nach Satz 2

3) (&K 8 = (d K 80 K 8 = Ila:d:, %, ) {I(«Z, k, b:).

z

Nun ist
@ = a,d, und ¢d = a,d, (mod. I 2),

wie man leicht findet. Aus der Gleichung «d = ad folgt deshalb

a,dy = a,d, (mod. 2°*?),

woraus nach Satz 1
(@ dy, k, &) = (a,dy, k, &)

Ebenso hat man fiir 7z > 1

a;d; = a;d; (mod. 4),
woraus nach Satz 1
(@:di, K, 6;) = (a:ds, K, &;).
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt
Il (@:d;, &, 6;) = ]J(J,-d,-, k, &;),
woraus

(4) I @, k,6,) = [[(a:d:, k, 6;) TI(d:, k, &;).

z 7 z

Aus (3) und (4) folgt

2 K, (9) - _II(LZ,', k, 6;).

Hierdurch ist Satz 3 vollstindig bewiesen.
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Satz 4. Dzie gansen Zahlen o und f seien relativ prim, a fiiv jedes
i teilbar durch gemau i, B dagegen prim su 2. Ist & = a;(mod. [+7)

und 8= b; (mod. 1§*), wo g;= 2 oder = 3 ist, je nachdem ¢; = o oder
> 0 ist, 5O st

(o, K, 8) = IT (a:, %, b).

Z

Beweis: Den Satz beweise ich zuerst fiir beliebiges 8, aber nur ge-

wisse ¢. Es sei namlich fiir jede Zahl j der Reihe 1, 2, ... 2 a; prim
2 ; . .

zu g und T aber teilbar durch genau [/. Dann ist e, @; ... a, cine
7

spezielle Zahl®) « der im Satze erwihnten Art, und der Satz soll zuerst
fir das Zahlenpaar (// a;, §) bewiesen werden.
J

Ich setze

o= a;,; (mod. [¥**) und = a,,; (mod. [), wenn 7 £ j.

Nun ist
(M e ¥ 8) = M e, K 8)

und nach Satz 3 fiir alle j

(aj7 K7 ﬂ) - E(afi) k: bi);

1

denn fiir alle 7 ist ja g = 4, (mod. [}) und falls ¢;> o ist, § sogar _-4,
(mod. [}).
Also wird

(5) (ya,., K, ﬂ) I a1 b 1](114],, ot
Auferdem ist

I ;= I a; (mod. )

F==7 JERE)

6) Ist die Zahl der Idealklassen in K gleich 1, so kann freilich jede Zahl « in dieser
Form geschrieben werden.
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. . . cF2 .
woraus, da a; teilbar ist durch I und = a;; mod. [ *? ist,

6) Il ;= I a;; (mod. 177*7).

Aus (5) und (6) folgt die Wahrheit des Satzes in diesem Falle.
Danach soll eine beliebige Zahl ¢ der im Satz erwdhnten Art be-

trachtet werden. Ich setze der Kiirze halber /le; = @, lla; = a;, und
; P

J
man hat

|,

QiR

wo 0 und 0 prim zu 2 und @ sind, und es soll fiir jedes z

d=d;, 0 =d; (mod.]I})

sein. Da ad — «J ist, bekommt man unter Benutzung des schon be-
wiesenen

(@0, K, ) = (a0, K, ) = (&, K, B) (0, K, B) =
Il @i, b, 8:) TT (d:, &, 6;) = T (a:ds, K, 8;)

3 2 z

und

) (&K 8 =(ad,K, )0 K 8 = Il @di,k 6:) ITd:, &, 6:).

Z 7
Nun ist

ad =a;d; und ad = a;d; (mod. If"”)

und also

a;d; = a;d; (mod, 2%+,
woraus nach Satz 1

(@:d;, &, ;) = (a:ds, F, b;)
oder

8) (asy k, b)) = (@:ds, K, ;) (dz, K, 8).
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Aus (7) und (8) folgt wiederum

(o, K, B = ﬂ(air ky b;).

Hierdurch ist Satz 4 bewiesen.

Satz 5. Die gansen Zahlen o und 8 seien relativ prim und fiir je-
des 7 o genau terlbar durch 157, 8 teilbar durch genau Vi. Wetter set fiir
Jedes i a=a; (mod. §), B =b; (mod. \}), wobei g; = e; + 2 oder =
zst, je nachdem [; = o oder > 0 ist, und ebenso l; = [; + 2 oder =
Je nackdem e¢; = o0 oder > o ist. Dann gilt die Gleichung

5%

S
3

((Z, ](, [g) — H(ai: k’ bz)
Bewezs: Indem f beliebig ist, beweise ich den Satz zuerst fiir gewisse
spezielle o, namlich

So oft ¢; > 0 sein soll, wird & so gewdhlt, daf3
9) =1 (mod.[})

wird, und danach y so bestimmt, daf3 « teilbar durch genau [/* wird. Ist
/i > 0, setze man y =1 (mod. [;); dann wird ja ¢; = 0. Soll endlich
e; =— O sein, indem auch f; = o ist, so setze man y = o (mod. [;). Aufler-
dem kann man § total positiv und iiberhaupt prim zu 2 wihlen. Dann
hat man, weil der Signaturfaktor offenbar — | 1 wird,

w0 tw o= (55 (55) = (55) = (55 () = koo

Nach Satz 4 ist nun

(II) (a’ K, §) — H(ai, k, X,‘),

z

wenn & = z; mod. [; ist, wenn ¢; > 0, und mod. [} sonst. Nun wird aber
nach (9) 4;x; =1 (mod. 8), so oft ¢; > o ist, woraus folgt (a;, k, x;) =
(@;, k, 0;). Ist e; = [; = O, so ist @; = — b;x; (mod. 4), woraus (a;, k, x;) =
(@:y k, 6;). Es bleibt der Fall f; > o. Dann ist § = 4; mod. it? und
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also in jedem Falle mod. [;. Weiter ist y =1 (mod. [;), woraus bekannt-
lich y* =1 (mod. [}). Da auBBerdem & = @; mod. I;, bekommt man

a; =1 — b,-x,- (mod. 8),

und &; ist eine gerade Zahl, nimlich teilbar durch 2/%. Nun wird

2, k\ b;
(@, b b)) = (22 ) (ak-zf—>

z

Ist f; = 3, so ist a; =1 (mod. 8), woraus (a;, k, ;) = 1 = (a;, k, x;).
Ist f/; = 2, so ist @; = 1 (mod. 4), woraus wiederum (a;, k, 6;) — 1 —=
(a;, k, z;). Ist endlich f; = 1, so hat man

i X

entweder

=1 oder =—1 (mod. 4).
Im ersten Falle ist 2, = — 1 (mod. 8) und deshalb
b;
(aiy I"’ bz) — (ai) k:“z_) = (az'y k; xz')'
Im zweiten Falle ist @; = 3 (mod. 8), woraus
b;
(az'7 k, bz) —= _(ai’ k;;) —_ (ai) k; xi)'
Man hat also fiir alle Z, daf3 (a;, k, ;) = (a:, k, &;) ist. Dies in Verbindung

mit (10) und (11) zeigt die Richtigkeit von Satz 3 fiir die speziellen a.
Um die Allgemeingiiltigkeit des Satzes zu zeigen gehe ich in derselben

Weise wie frilher vor. Der Satz sei also giiltig fiir (o, §), und « sei eine
beliebige Zahl der im Satze erwadhnten Beschaffenheit. Ich setze

9
5’

R

wo & und § prim zu 2 @ sind. Weiter sollen J und d = d; bezw. d; mod.
[7sein, wo # = 2 oder = 3 ist, je nachdem f; — 0 oder > 0 ist. Wie
frither hat man

(e, K, 8) = (a—, K, 8)(0, K, 8) (5’ K, g),

316



und nach der gemachten Voraussetzung und nach Satz 4 erhilt man

(12) (e, K, ) = Il (@: d:, &, &) - [T (d:, s, &;).
Andererseits folgt aus der Gleichung «d = « J, daf3 wenn zuerst die 7,
fiir welche f; =— o ist, betrachtet werden

a; d;=a; d;(mod. 2 *?);

denn ad = a;d; und ad = @, d; mod. I *? wie leicht einzusehen. Da «;d,

e; +1

und a,d; teilbar sind durch 2?, aber nicht 2 "', so folgt nach Satz 1, daf3

(aia.iy ]“y bz) — (-ﬂ—,'d,', k’ bz’)y

woraus
(13) (@:s by &) = (asds, &, 6,)(dz, B,y 8).
Ist /> o, so hat man ad = a;d; und ad=a,d; mod. [}, woraus

a;d;= ;z—,-di (mod. 8);
auBerdem sind a;d; und &;d; ungerade.
Aber dann ist offenbar wiederum
(@;d:, k, b;) = (a:d;, k, b;)
oder
(14) (@, by b;) = (a:di, K, 6:)(dz, K, b;).

Aus (12), (13) und (14) folgt die Richtigkeit des Satzes 5, der hierdurch
vollstindig bewiesen ist.

Beispiel: Im Korper k (/— 7) ist 2 = A, A,, wobei

— v
M:in:l,hzl_l_l
2 2

’

sind. Es wird z. B.

~5+3f_lﬂ_1+2r-

gewihlt. Hier ist =1 (mod. 2); dagegen ist ¢ prim zu A,, aber teil-
bar durch },, indem

=(2+ V:) A
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ist. Man findet

R N
2 2

Mod. A} sind dann

a::-52‘IV§:_1056 und g =1—10=—9 =7.
Mod. A} sind
az:—%:g:—7zl und g=1—6=—5=3.

Deshalb wird (dies folgt schon aus Satz 3 oben)

@k (=7, 8) = (6 k 7) (1, k 3)
Nun ist (1, k, 3) = 1, wihrend

(ahn:(ﬁk

)(3;]‘:17)::-{* 1. —1 — — 1.

/

Also, da der Signaturfaktor in einem total imaginiren Korper immer

= - 1 ist,

(a, k (l;——ﬂ) (ﬂ, k (V':E))

= —1

Nun findet man leicht, daf3 =4 ist mod. #; also ist (M—(‘;—“—L)> =-}1.

Weiter ist nach der gemachten Vereinbarung

(mkw:7§_wng——5.

24+V—7

—_ 1 = 3’ k (V 7) J— 3 k) —_

Mod. 2 + J/—7 ist aber g= 3und< P )._(——————II =
1L,k — 1,k . . . L

< 3 ):( 3 ) = — 1. Dadurch ist das obige Ergebnis bestitigt.

(Eingegangen den 15. November 1932.)



Ein Satz iber die Ring- und Strahlklassen-
zahlen in algebraischen Zahlkérpern

Von RUDOLF FUETER, Ziirich

Nach Hurwits') ist die Klassenzahl eines algebraischen Zahlkorpers
gleich der Anzahl nicht dquivalenter Zahlbriiche des Korpers, wobei die
Gruppe aller ganzzahligen unimodularer Substitutionen des Korpers zu-
grunde gelegt wird. Fiir regulire Ringe und Strahlen ist meines Wissens
kein solcher Satz bekannt. Im folgenden gebe ich fiir diesen Fall das
sehr einfach zu beweisende Resultat. Es scheint mir bemerkenswert, da
es auf die Untergruppen der genannten Gruppe ein neues Licht wirft.

1. Es sei s ein Strahl in einem gegebenen algebraischen Zahlkorper 4.
Derselbe sei aus allen (mod f) kongruenten Zahlen einer Untergruppe
beziiglich der Multiplikation von Restklasssen (mod f) gebildet?). f ist sein
Fiihrer. Die gebrochenen Zahlen, deren Zihler und Nenner zu f teiler-
fremd sein miissen, und die in den betreffenden Kongruenzklassen liegen,
werden ebenfalls zu s hinzugenommen. 7z diese Definition fallen auch
die reguliven Ringe mit dem Fiihrer §°).

Es sei S= <; g) irgend eine der Substitutionen in £, die folgenden Be-
dingungen geniigen:

a) o, B, v, 5 sind ganze Zahlen von 4, die die Gleichung:

aa—-ﬁ‘y = 1
befriedigen.
b) &8 sind im Strahl s, und y ist eine Zahl von f.

Alle S bilden eine Gruppe in Bezug auf Multiplikation, die mit @ (s, f)
beseichnet werde. Denn nach dem Multiplikationsgesetz ist:

a(’)p(r) o B)
IS —= () — = ; =
§'S"=S, S (Ywaw)’ r=m12;8=(73),

1) A. Hurwitz: Die unimodularen Substitutionenineinemalgebraischen
Zahlkérper. Nachr., Ges. Wiss. Gottingen, Math. phys. Klasse 1895, S. 332.

2) Siehe etwa die Ausfithrungen von F. Hasse: Bericht iiber neue Untersuch-
ungen und Problemeausder Theorie der algebraischen Zahlk&rper, Jahres-
ber. der D. M. V., Bd. 35 (1926), S. 5 u. ff., wo § als [ bezeichnet wird.

3) Siehe Rud. Fueter: Die Klassenkérper der komplexen Multiplikation
und ihr Einflufl auf die Entwicklung der Zahlentheorie, Jahresber. D. M. V.
Bd. 20 (1911), S. 9—T10.
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wo S wieder ganze Koeffizienten hat. Anderseits ist:
Y — Y' a” + Bl /I’
also wieder durch f teilbar, da es ¢/, y” sind. Aufderdem ist:

«—=a o + Br Y” =o' o (mod f)’
d=y'p" 88 =88 (mod f),

sind also beide wieder in s. Ferner ist( O\)und dieInverse( 3 —_5

I

01 —Y
der in B (s, f). _

2. Jedes zu f teilerfremde Ideal i = (g, 1) kann als grof3ter gemein-

samer Teiler einer Zahl ¢ von s und einer zu f teilerfremden Zahl ¢ auf-
gefa3t werden. Ist i/ = (o’, ') ein zweites Ideal, wo o, ' dieselben Be-
dingungen erfiillen, und sollen {, i’ in der gleichen Strahlklasse liegen,
so muf3 es eine Zahl g von s geben, fiir die:

)wie-

3/

()

=1

ist. p ' ist dann sicherlich eine ganze Zahl in 2. Wir nehmen jetzt eine
Zahl ¢ von f mit der Eigenschaft, daf3 sie zu ¢ und o' teilerfremd ist.
Dann ist auch:

i= (o, 91), i = (¢, ¢7'),

und es mufd eine Substitution S = (: g) mit ganzen Zahlen a, B, v, 8 in

k£ geben?®), fiir die:

pet =apt 4 Bo,
ad—fy=1, (1)
po' =rvot+ 3o,

ist. Aus der ersten Gleichung folgt, daf3 § durch ¢ teilbar ist, da ¢ zu
¢ teilerfremd ist und pt' ganz ist: § = f’¢. Somit erhilt man, wenn
man y' = ¢y setzt, die neuen Gleichungen:

pt = at + f'o,
ad —p'y = 1. (2)
pe’ =y 14 8o,

4) D. Hilbert: Zahlbericht, Satz 53, oder Hurwitz, a.a.O.
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!
S = (;’BS) liegt aber in @ (s, ). Denn ' ist durch f teilbar, und po’ =8
(mod f); woraus folgt, daf3 & in s liegt, da p, o', o in s liegen nach An-
nahme. Wegen «8 =1 (mod f) mu3 dann auch « in s liegen. Wenn
also t = (5,7) und i’ = (¢’,7’) in derselben Strahlklasse liegen, und o, ¢’
in s sind, so gibt es eine Substitution von & (s, f), so daf3 die Zahlbriiche
t/a, t'/e’ dquivalent sind.

3. Sind umgekehrt zwei Zahlbriiche, deren Zihler und Nenner zu f
teilerfremd sind, nach @ (s, f) dquivalent, so kann man die beiden Zahl-
briiche stets in der Form t/g, t'/c’ darstellen, wo o, ¢’ in s liegen. Man
ordnet den Zahlbriichen die Ideale (o, t) =1, (¢’, ') =1’ zu. Verschiedenen
Darstellungen eines Zahlbruches in dieser Form entsprechen zugeord-
nete Ideale (o, 1) derselben Strahlklasse. Aus (2) folgt dann, da vy’ durch
f teilbar ist, daf3 po’ =8&c (mod f), d. h. p muf3 in s liegen, da es o', 3,
¢ nach Annahme tun. Somit sind die den Zahlbriichen zugeordneten Ideale
i, i in derselben Strahlklasse.

Aus 2. und 3. folgt der

I. Satz: Die Strahlklassenzahl von s ist gleich der Anzahl der in
Besug auf @ (s, f) ndquivalenten Zaklbriiche von k, deven Zihler und
Nenner zu § teilerfremd sind.

Man kann dieses Resultat mit Hilfe eines entsprechenden Beweises auch
anders aussprechen, was fiir die Formentheorie wichtig ist: Es sei & (s, f)
die gleiche Gruppe wie @ (s, f), nur daf3 statt der y die § durch den
Fihrer teilbar sind. Dann gilt der

I1. Satz: Die Strahiklassenzahl von s ist glezch der Anzahl der in
besug auf @ (s, f) indquivalenten Zahlbriiche von k, deven Zihler durch
den Fiikrer § tetlbar, deven Nemner su f tezlerfremd sind.

4. Nimmt man als Anwendung die gewdhnlichen primitiven bindren
quadratischen Formen im Bereiche der ganzen rationalen Zahlen mit der
Diskriminante 7/, wo m negativ und quadratfrei sei:

F=A4x" 4 2Bxy + Oy, BB — AC = [*m,
so gibt es, wie man sofort sieht, in jeder Klasse eine Form, in der B
durch £, und C durch f* teilbar ist. Man kann sich also auf die Frage

der Aequivalenz der Formen:

F=A4x"+ 2 Befy + C(fy), B'— AC = m,
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beschrinken. Dieselben gehen aber durch:

J/ — a}" + ﬁlx',
ad—B'yY =1,
x =7y |5z’
dann und nur dann ineinander iiber, wenn y'=o0 (mod f) ist, also durch

die Substitutionen von ®(s, /). Setzt man /B’ = B, v = [y, so geht
dann:

F'=A4x + 2Bxy 4 Cy, BB — AC = m,

durch S = (: g), f=o0 (mod f) in eine entsprechende Form der Diskrimi-

nante # iiber, Die Ringklassenzahl ist also gleich der Zahl indquivalenter
Formen der Diskriminante » in bezug auf die Untergruppe der Modul-

gruppe, fir die § =0 (mod /).

(Eingegangen den 1. Mirz 1933)
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