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Uber die Anzahl der Teiler einer natiirlichen Zahl,
welche die Form p —1 haben.

Von

K. Prachar, Wien.
(Eingelangt am 19. Oktober 1954.)

1.

Sei d(n) die Anzahl der positiven Teiler, 8(n) die Anzahl der Teiler
von der Form p—1, der natiirlichen Zahl n, wobei mit p allgemein un-
gerade Primzahlen bezeichnet werden. Die Funktion d(n) ist kiirzlich
bei einer gruppentheoretischen Untersuchung aufgetreten (vgl. W.
Nobauer, Monatshefte f. Math. 58 (1954), S. 190).

Bekanntlich gilt

Zdn)=zlogz + (2C—1)z 4 0 (y/x)? (1)
und -
d (n) > 2= lgniloglogn "~ () fegt, (2)
fiir unendlich viele «.

In dieser Arbeit zeigen wir

Satz 1: Es ist

2 d(n) = z loglog z + Bx + 0 ( ), (3)

nsz log z
B eine Konstante.
Satz 2: Fiir unendlich viele » ist?
log n
(loglog n)? )
bei passendem ¢ > 0. (Wie iiblich, bezeichnen wir positive Konstanten
mit c).

0 (n) > exp (¢ (4)

1 C-Eulersche Konstante.
2 Wenn loglog M vorkommt, so soll automatisch M > e vorausgesetzt werden.

™
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Beim Beweis von Satz 2 wird ein Satz von Rodosskt benétigt, der
auch von Tatuzawa bewiesen wurde (vgl. z. B. Tatuzawa, Jap. Journ. of
Math. 21 (1951) 93. Uber die Beweismethode vgl. z. B. P. Erdos,
Quaterly Journal 7, (1936) 227).

(3) und (4) lassen eine merkwiirdig starke UnregelméaBigkeit in der
Verteilung der Werte von 6(n) erkennen. Wir zeigen noch weiter
Satz 3: Wenn die Riemann’sche Vermutung fiir die Dirichtlet’schen
L-Reihen richtig ist, so gilt sogar

5(%) > 2(%—5) log n/loglog n. (5)

fiir unendlich viele n.

Unter Annahme der Riemann’schen Vermutung folgt also, dal é(n)
,,im wesentlichen’ ebenso groBl werden kann wie d(n), wihrend es im
Mittel nach Satz 1 ,,viel kleiner” ist als d(n).

Es ist wohlbekannt, daB

2 d¥n) ~ czlogdx.

Wir beweisen noch

Satz 4: Es gilt
2 0¥n) = 0 (xlog? z)

Der Beweis von Satz 4 wird durch Verwendung von Hilfssatz 2
(unten) ermoglicht, welcher mittels der Brun’schen Siebmethode be-
wiesen werden kann, was wir aber hier nicht durchfiihren wollen.

2.

Beweis von Satz 1: Wir setzen zur Abkiirzung logz=Lz,loglogr=L,z,
usw. Dann ist

yzx.1=135 |= s d
o [P”l]zxpgzp_1+0(ﬂ)

n=z p—1n p=z+1
und es gilt

1 1 > 1 5 1 40 (1)
p=<z P —1 p<z P _pgz P(Z’—l) 2_;p<an 4 (P_l) z

1
woraus Satz 1 folgt, da X 1/p = Lyx +¢,+ 0 (ﬂ)'

=<4
Zum Beweis von Satz 2 bendtigen wir
Hilfssatz 1: Sei k>1 (k,)=1 und = (x, k1) die Anzahl der
Primzahlen p < « mit p =1 (mod k). Es gilt bei passendem c,
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x 1
7 (x, k, l)‘—‘m—(l + O(L—x‘)) (6)

fiir £ < exp (¢, Lz/Lyx); ausgenommen sind dabei eventuell die #,
welche durch ein festes ky=Fk,(x)==3 teilbar sind.
Fiir den Beweis vgl. Tatuzawa, loc. cit.
Beweis von Satz 2: Sei
k= II p, 0<cy<<ey (M)
p=c, Lz| Lyz, ptq
wobei ¢ | k, und ¢ < ¢; Lz/Lyx seid.
Es ist dann (fiir groBles z)
k = exp ( 27/ Lp) = exp (¢ (¢; Lw/Lyw)) (8)
p=c, Lz[|Lyx
< exp (¢, Lz[Lyx)
wegen ¥(x) ~ . Andererseits
k=exp(Z Lp—Lq) > exp (s LajLym), 0<oy<c  (9)
P=6; Lz Lyx
da Lq = 0 (L,x); auBerdem ist offenbar k,+ k, also Hilfssatz 1 anwend-
bar. Sei 4 die Anzahl der Losungen von

m(p —1)=0 (mod k) (10)
wenn m alle natiirlichen Zahlen < z und 7 alle Primzahlen < z durch-
lauft.

Wir zdhlen zunéchst fiir festes d | £ die Anzahl 4, der Lésungen von
(10) mit der Bedingung

k
dip—1, El’m, (m, d) == 1. (11)
Nach Hilfssatz 1
x
2 1>e T, 0 <cs<l. 12
p=s, dlp—1 > ¢ (d) Lz 5 (12)
Andererseits
x
21 zRle@, (13)
méz,%lm.(m,d)-l
also
4 ey 40 (o z_ 0 14
d>cﬁL_w[}c~]=c5 ka+ (H)>Ce LLz’ <08<05, ( )

8 Wenn es kein ¢ gibt, so sind die Uberlegungen einfacher.
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wegen k << exp (c,Lz/L,z). Und daraus
$2
A= dﬁ' A, > ced(k) Iz
wo d (k) die Anzahl der Teiler von &k bedeutet.
Nun haben wir

(16)

d (k) = 2"®
wo fiir v(k), die Anzahl der Primteiler in %, gilt

Lx
vk)= 2 . 1~c—m. (16)

2
P=icy Lz/Lyx pig L2 z

z
Die Anzahl der Zahlen < 22, welche durch £ teilbar sind, ist [E]'

Fiir alle m < z und p <  mit (10) muBl m(p — 1) eine solche Zahl sein.
Also hat mindestens eine solche Zahl # mehr als
Al[x?]k] > ¢ M > exp (¢ ~I£E—) > exp (c _{_/_n_)
L7 " Lra Pl% T oy
Darstellungen #n = m (p — 1).
Beweis von Satz 3: Wenn die Riemann’sche Vermutung iiber die
Nullstellen der Dirichtlet’schen L-Reihen richtig ist, so gilt

x
A — .. < ’/’—5
n(z, k, 1) > ¢y o () La fir k< o (e > 0, fest). (17
Dies folgt aus einem bekannten Resultat von IT'itchmarsh (vgl. Titch-
marsh, Rendiconti Palermo 54 (1930) 414). Wenn man in dem eben
durchgefithrten Beweis von Satz 2 statt des oben verwendeten % setzt
k=1 p (18)
P=(Ye—¢) L
so ergibt sich Satz 3.

Beweis von Satz 4: Zunichst bemerken wir, dal 2'6%(n) die Losungs-
zahl S von -

rip—l)=s(@-1) == (19)

ist, wo r, s natiirliche Zahlen und p, ¢ ungerade Primzahlen durchlaufen.
Wir setzen p—1 = am, g—1 =bm, (a,b) =1, m = 2. Aus (19) folgt
wegen (a,b) =1, daBl r=0bu, s=awu und wabm =< z sein mufl.
Nun verwenden wir den folgenden

Hilfssatz 2: Sei N > 0, ganz, (@,b) = 1. Die Anzahl der m mit
1 < m < N, fiir die beide Zahlen a m-+1, bm-+1 prim sind, ist
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N
<c¢ Ty 9 (@b|a—b|) (20)

wobei allgemein g(n) = IT (141 /p) gesetzt wurde. Der Beweis von (20)
o/n
besteht in einer direkten Anwendung der Siebmethode von Viggo Brun

oder der neuen Siebmethode von Atle Selberg.
Aus Hilfssatz 2 ergibt sich, wegen m = 2,

S<e I —— L gabla—bl)=c X —8() @l
c a a — == C _— —
uadb<z/2, (e, H)=1 ua b ua b g usiz/2 w u
wo
SE) = 5 — L g@bla—b] 22
©= 2 517 Faabla—b) (22)

Im folgenden zeigen wir
S(§)<cLé (23)

Wenn das gezeigt ist, so folgt Satz 4 unmittelbar wegen

1 z
S<e X —L>I < ¢ L2x.

u=z[2

Um (23) zu beweisen, schreiben wir

P

1 1
S X —gl@2 - gb) glb—a) L

1<e=VEs ¢ asb=tl2

1
+ 2 5og(b) X — gla) gla—b) L7 ‘% = 8,15, (24)
7 b<asg/zp @ a

Es geniigt, S; zu betrachten, da S, = S, ist. Wir teilen das Intervall
[@, £/2a] in Teilintervalle der Form J, = [£/2"*'a, £/2a]ln =1,2,...,
s—1<<c L& Das letzte Intervall soll J, = [a, £/2°a] sein und ist im
allgemeinen nicht ganz von der Form wie die J,. .., J,_;.

Wir betrachten nun

2,=2 - g(b) g(b—a) L™* —- (25)

beJ, b

&
Fir b ¢ J, gilt L™* < n~?; weiter hat man nach der Schwarz-

schen Ungleichung
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1
2 5 gb) glb—a) =

1
— (2 g% (L g*b—a)  (26)
vcJy, y y<b<2y y<b=2y
wobei y = 5/2"+la fir n =1,2,...,5—; und y = a fiir n =s. Nun

gilt, wenn p iiber eine beliebige (endliche oder unendliche) Menge von
Primzahlen liuft, stets 77(14-1/p)2<< cII(1+2/p), wo ¢ von der Prim-
zahlmenge unabhéngig ist. Wenn wir noch mit v(d) die Anzahl der ver-
schiedenen Primfaktoren von d bezeichnen, so gilt also

1
Zpb)<c T IH(142p)<c X 52'@2 1<cz-2"@( +1)

y<b=2y y<b=2y, p/b a=2y y<kd=2y d
< c(y+L), (27)

(wo oben nur iiber die quadratfreien d zu summieren ist), wegen

1
2 'l—lz— 2°(d) <
2]
und

5

232"(‘i)<c 7 (1+ )<cL2(2y).

a2y =2y

Weiter gilt wegen a < y

1
Zgb—a)<cE 2@ ¥ 1<cZ E 2"“‘)( +l)<c(y+Lry) (28)

y<b=2y a=2y—a y<a+kd=2y, d<2y—a

und aus (25) bis (28) folgt

Z, <en7i

Also ergibt sich

s 1

2z = X 79 g(b) g(b—a) L~? ib =0(1)

re=1 alb=s¢/2a

Dies, in (24) eingesetzt, gibt

S(5)<02—gl)—302 X ! <cL¢

et @ d<¢ d ra<t kd ’

weil g(a) < Z'd~*. Damit ist (23) und auch Satz 4 bewiesen. Aus Satz 4

dla
folgt noch, daB bei passendem c
d(n) > c4/log n 8(n)
fiir unendlich viele gerade n.
Ebenso wie beim Beweis von Satz 4 kann man zeigen, dafl die Anzahl
der Primzahlpaare p, ¢, fiir welche das kleinste gemeinsame Vielfache
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von p — 1 und ¢ — 1 < w ist, gleich 0 (zlogz) ist, woraus wieder Satz 4
folgt.

Zusatz ber der Korrektur: Herr Prof. Evdés, dem ich meine Resultate
mitgeteilt hatte, iibersandte mir freundlicherweise einen Beweis dafiir,
daB die letztgenannte Anzahl sogar ein 0 (z loglog z) ist, was bei Satz
4 eine Verbesserung auf 0(z loglog? ) ermoglicht. Satz 2, 3 erklirt
iibrigens das Auftreten von abnorm groBlen Losungszahlen bei der
Darstellung von n als kleinstes gem. Vielfaches von Zahlen p—1
(vgl. die Tabelle in Nobauer loc. cit.). Denn aus einer Formel von
Nobauer, loc. cit. folgt mit Satz 2, daBl diese Anzahl > exp (exp
cIn/L, n) ist, fiir unendlich viele n.



