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UNZERLEGBARE DARSTELLUNGEN I
Peter Gabriel

Herrn Professor E. Witt zum 60. Geburtstag

Let K be the structure got by forgetting the composition
law of morphisms in a given category. A linear representation of
K is given by a map V associating with any morphism @ : a =e
of K a linear vector space map V(®) : V(a) =V(e). We classify
those K having only finitely many isomorphy classes of indecom-
posable linear representations. This classification is related
to an old paper by Yoshii [3].

1. Einleitung.

1.1. In dieser Arbeit betrachten wir 4-Tupel K = (F(K), B(X),

n, sK) bestehend aus einer Punktmenge P(XK), einer Pfeilmenge F(K)
und zwei Abbildungen Dy, Sy F(K) 3 P(K), die jedem Pfeil e F(K)
seine Nock _QK((p) € P(K) und seine Spitze §_K(cp) € P(K) zuordnen.
Fiir einen solchen L-Tupel schlagen wir die Bezeichnung Kdcher vor,
und nicht etwa Graph, weil letzterem Wort schon zu viele verwandte
Begriffe anhaften. Die Menge aller Pfeile mit Nock a und Spitze e
bezeichnen wir mit _I_(_[a,e] oder [a,e] , und wir schreiben @ : a —e
statt ¢ e[a,e] , wie es in Kategorien iiblich ist. Jedoch wird fiir

die Pfeile eines Kdchers keine Komposition gegeben.

Bekanntlich kdnnen Kdcher wie im folgenden Beispiel schematisch

Q
AN

veranschaulicht werden.
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2 GABRIEL

In unseren Klassifikationssidtzen spielen folgende Klassen von

KSchern eine wichtige Rolle

‘én 1—2-—3— ~-=-- —n-1—n,n )1l
]""
D 1'—0—1— -=-- —nb—n-3,nj3h
ln
|
E¢ 2'—1'— 00— 1—2
ll-"
E, 2'—1'—0—1—2—3
l"
l
Eg 2'—1'—0—1—2—3—14

Dabei darf anstelle jedes Striches ein Pfeil beliebiger Richtung ein-
gesetzt werden. Es gibt zum Beispiel 3 Isomorphieklassen von Kdchern
der Klasse 1=\3, néamlich

p——;._—b.’.-—_).Q—- und . dfp— . i

l.2. BEs seien K ein Kdcher und k ein Kdrper. Eine (k-lineare)

Darstellung V von K besteht aus zwei Abbildungen, die jedem Punkt
P € P(K) einen k-Vektorraum V(p) und jedem Pfeil @ : a —e eine
k-lineare Abbildung V(@) : V(a) =V(e) zuordnen. Ein Morphismus

f : V-V' zvischen zwei Darstellungen V, V' besteht aus einer
Familie (f(p) : V(p) -)V'(p))p ¢ P(K)
die fiir jedes @ e[a,e] der Kommutativitdtsbedingung f(e) V(@) =

von k-linearen Abbildungen,

V'(p) f(a) geniigen. Die Komposition dieser Morphismen wird durch
die Zusammensetzung der Abbildungen f(p) gegeben. Die Kategorie
K der k-linearen Darstellungen von K ist abelsch, und die

k
direkte Summe wird durch die Formeln ( ® Vi)(p) ="L:I

iel
Die Dimension einer Darstellung V ist [V : k] = p}e:'P [v(p) : k],

Vi (p) egegeben.

Die Darstellung heiBt unzerlegbar, wenn [V : k] # 0, und
wenn aus V = V' @ V' folgt, daB [V' : k] [V" : k] = o.
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GABRIEL 3

Eine endlichdimensionale Darstellung V von K ist ein Objekt
endlicher Linge in kg. Wenn V unzerlegbar ist, so ist der

Endomorphismenring [V, V] von V in kE lokal, und der Satz

von Krull-Remak-Schmidt-Azumaya gilt. In einer Summenzerlegung
V= i:I Vi mit unzerlegbaren endlichdimensionalen Summanden ist
folglich die Anzahl der Vi, die einer gegebenen Isomorphieklasse

von unzerlegbaren Darstellungen angehéren, eine Invariante der Dar-

stellung V. Das Ziel des ersten Teiles unserer Arbeit ist der

SATZ: Ein Kécher K hat genau dann nur endlich viele Isomor-

phieklassen von unzerlegbaren endlichdimensionalen k-linearen Dar-

stellungen, wenn K eine "disjunkte Vereinigung" endlich vieler

Kécher der Klassen A, D oder gn ist, e >1, m>L4, 6 {n <8,

Wir zeigen in §§ 2-4, daB die Bedingung hinreichend ist, indem wir
eine explizite Konstruktion der Darstellungen in den einzelnen Féllen
geben. Wir beweisen dann anschlieBend in § 5, daB die Bedingung auch

notwendig ist.

(=

:3. In dieser Arbeit beniitzen wir auch gefilterte Vektorrdume. Sei

M eine geordnete Menge. Unter einem M-Raum verstehen wir einen
k-Vektorraum A zusammen mit einer M-Filtrierung , d.h. einer Familie
(A(m))m e M Von Unterrdumen, derart, dad A(m) CA(n) fiir m ¢ n.
Ein Morphismus zwischen zwei M-Rdumen A und B wird durch eine
k-lineare Abbildung f : A =B mit der Eigenschaft f(A(m)) C B(m)
fir m ¢ M gegeben. Die additive Kategorie der M-Rdume bezeichnen

M.

wir mit K

Eine besondere Rolle spielen die geordneten Mengen

I = (1¢2¢3<....<n1<n)
und lm,n = lm X Ln' Fiir jeden ;m’n-Raum A gibt es eine Basis

mit der Eigenschaft, daB jeder Teilraum A(i,j) durch eine "Teil-

basis" aufgespannt wird. Die Existenz einer solchen "angepaSten"
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N GABRIEL

Basis bedeutet, daB A als Objekt der Kategorie eine

kim,n
direkte Summe von eindimensionalen lm n—Rﬁumen ist. Unsere Arbeit
bl

héngt damit zusammen, daB es keinen entsprechenden Satz fiir
;m x Ln x lr -Rdume gibt. Der Schliissel zu Satz 1.2 liegt in folgen-
dem

SATZ: S_eiA=;[_hJj_ _]_ie_lel die geordnete Menge {1 ¢ 2¢ 3¢ b,

1' ¢ 2', 1"} . Jeder A-Raum ist eine direkte Summe von A-Réumen

der Dimension ¢6. Es gibt bis auf Isomorphie genau 106 unzerlegbare

A-Réaume, darunter 30 der Dimension 1, 30 der Dimension 2, 20 der

Dimension 3, 15 der Dimension 4, 6 der Dimension 5 und 5 der

Dimension 6.

Dabei werden die direkten Summen natiirlich in der Kategorie kA
konstruiert, insbesondere trigt ein (direkter) Summand B von A
stets die induzierte Filtrierung (B(m) = B-N A(m) !). Ferner heifit
A unzerlegbar, wenn A # O, und wenn O und A die einzigen

Summanden von A sind.

1.4. 1In einem zweiten Teil unserer Arbeit werden wir eine Beziehung

zur Darstellungstheorie der Ringe herstellen. Wir skizzieren sie
hier kurz. Sei A eine endliche abelsche Kategorie ("endlich" soll
bedeuten, daB jedes Objekt noethersch und artinsch ist, daB es also
eine endliche Linge hat). Wir nehmen zusédtzlich an, daR der Kdrper k
im Zentrum von A (= Endomorphismenring des identischen Funktors)
enthalten ist und sich mit dem Endomorphismenkdrper jedes einfachen
Objekts identifizieren 1a4Bt (es sei z.B. A eine k-Algebra und S
eine Menge von einfachen A-Moduln mit Endomorphismenkdrper k; man
nehme fiir A die Kategorie aller A-Moduln endlicher Lénge, deren

Kompositionsfaktoren zu Moduln aus S isomorph sind).

Mit K(A) bezeichnen wir folgenden KScher: die Punktmenge P(A)

besteht aus allen Isomorphieklassen von einfachen Objekten aus A;
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GABRIEL >

fiir e, f ¢ P(A) ist die Anzahl der Pfeile in [e, £f] gleich der
k-Dimension von Extl(s, T), wobei S € e, T € f. Die gegebene
Kategorie A ist dann dquivalent zu einer abgeschiossenen Unterkate-
gorie von k}g(é) (eine Unterkategorie heiBt abgeschlossen, wenn sie
abgeschlossen ist beziiglich der Konstruktion von Unterobjekten, Rest-
klassenabjekten und direkten Summen). Daraus folgt insbesondere, da8
es in A Dbis auf Isomorphie nur endlich viele Isomorphieklassen von
unzerlegbaren Objekten gibt, vorausgesetzt K(A) ist eine disjunkte
Vereinigung endlich vieler Kdcher der Klassen A,» D, oder gn’

e>l,m >4, 6 {ng8.

Fiir Objekte der Hohe 2 ,kann die letzte Aussage noch verschirft
werden. Sei K'(A) der Kdcher mit Punktmenge P(A) x {0, 1} ,
dessen Pfeile folgendermaBen erkldrt sind: fiir e € P(A), sei
e, = (e, 0) wund e =(e, 1); es gelte dann [eo, fl] = [e, £],
und [eo, fO] = [el, fl] = [el, fo] =@ fir alle e, £ € P(A).
Ist A zum Beispiel die Kategorie der endlichdimensionalen Moduln

ilber der Algebra der Dreiecksmatrizen n-ter Ordnung

11 12 1n
0 8yn ¢ o+ 85, .
. e e - > 855 €k,
0 0 T -1
nn
so sind K(A) und K'(A) folgende Kdcher
K(4) l—»2—~—>3 . ... n-l1—>n
] - -
K'(A) 1, 2y v v e e e (n 2)°\in 1)0\\ n
1l 2, 3p v e e (n—l):L n,

Wir werden unter anderem im 2,Teil zeigen, daB X'(A) die
Isomorphieklassen von Objekten der Hohe { 2 aus A Dbeschreibt. Die
Héhe eines Objekts M ist die kleinste Ordinalzahl n mit der Eigen-
schaft, daB das n-te Glied der aufsteigenden Loewy-Reihe von M gleich
M ist, Infolgedessen hat M die HShe 1, wenn M halbeinfach ist,
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6 GABRIEL
und eine H6he { 2, wenn das Restklassenobjekt von M nach seinem
Sockel halbeinfach ist. Satz 1.2 hat folgenden Korollar.

SATZ. Unter den obigen Voraussetzungen gibt es genau dann nur
endlich viele Isomorphieklassen von unzerlegbaren Objekten der

Hohe ¢ 2 aus A, wenn K'(A) eine disjunkte Vereinigung endlich

vieler Kocher der Klassen A , D oder E ist, e >1, m b,
— e’ =m —— =n —

6 ¢ n (8. )

Unsere vorige Behauptung geht im wesentlichen auf YOSHII zuriick
(1956 [3] ). Der Beveis von Yoshii ist jedoch bis heute voller Rét-
sel geblieben. Wir zeigen, daB er falsch ist. Yoshii "beweist"
némlich auch, daB Kécher vom Typ

.28.___-—-.-1_9__-——-.___.

zuléssig sind, und das ist falsch. Hingegeh zeigt er nicht, daB
Kécher der Typen gn’ n =6, T, 8, zugelassen sind. Hierfiir begniigt
er sich mit der Bemerkung: " this proof is quite same as the case ge".

Nichtsdestoweniger enthdlt seine Arbeit sehr wertvolle Ansidtze.

}-_- DaB in unseren Klassifikationssétzen Dynkin-Diagramme auf-
tauchen, diirfte kein Zufall sein. J.TITS hat mir einen einfachen
Grund dafiir gezeigt (zumindest, wenn k unendlich ist). Sei K

ein endlicher Kécher, und n : P(K) = N, i = n, eine Abbildung.
Eine Darstellung V von K derart, da8 V(i) = k™ fiir alle Punkte
i gilt, wird durch ein Element des Produkts

M= T—r M(ni’ nj)[j’i]

i, J

gegeben. Dabei bezeichnet M(ni, nj) den Raum der Matrizen mit
n, Reihen, nj Spalten und mit Koeffizienten in k. Auf M operiert

die algebraische Gruppe
G = (Ii[GL(ni’ k)) /GL(1, k),

wobei GL(1,.k) "diagonal" in das Produkt abgebildet wird. Ferner
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GABRIEL T

liefern zwei Elemente aus M genau dann isomorphe Darstellungen
von K , wenn sie auf derselben Laufbahn von G in M 1liegen.
Diese Laufbahnen entsprechen demnach den Isomorphieklassen der
Darstellungen V von X mit der Eigenschaft [V(i) : k] = n.,
i € P(K). Es gibt folglich unendlich viele Isomorphieklassen,
und insbesondere unendlich viele unzerlegbare Darstellungen,

wenn Dim G < Dim M , d.h. wenn

2
Zni _l<z.qijninj’
i,J

i
. . _1

gilt, wobei Q5 = 2(7i'j + 7ji

[j, i]. Die Frage stellt sich also, fiir welche Zahlen

1 . .
a5 € > IN, Q4 € N die Ungleichung

J
2 . <
Zni Zqijninj\o
sd

positive ganzzahlige Ldsungen n, besitzt. Dies ist offensicht-

) und 7ij = Kardinalitdt von

lich der Fall, wenn 9 5 >1 fiir ein (i, j) gilt. Wir diirfen
also annehmen, daB q;; =0 und qij =0, -12-‘- fir i # j. Ferner
ist klar, daB unsere Ungleichung genau dann keine positiven ganz-

zahligen LSsungen hat, wenn die quadratische Form

Y - ) g ngn
ny 9 my

i i,5
positiv definit ist. Dies ist bekanntlich genau dann der
Fall, wvenn K eine disjunkte Vereinigung von Kdchern der Typen ‘ée’
D, oder E ist, e 1, m >4, n=6, 7, 8 (siehe z.B. Bourbaki,
Groupes et Algebres de Lie, Chap. V, § 4, Nr.8, théoréme 2, und

Chap. VI, § 1, Nr. 1, théoréme 1).
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8 GABRIEL

2, Darstellungen von KGchern der Klasse én'

2:1, Wir geben zundchst einige Definitionen. Ein Kécher L heiBt
ein Unterkdcher von K , wenn P(L) C P(K), F(L)C F(K), und

oy, » sL F(L) 3 P(L) durch die entsprechenden Abbildungen
B s EK induziert werden. L heiBt ein voller Unterkdcher von X ,
venn fiir je zwei a, ez P(L) die Gleichung Lla, e] = K[a, e ]

wenn n

gilt. Sei L ein Unterkdcher von K und V eine k-lineare Dar-
stellung von K . Wir bezeichnen mit V| L die Einschrénkung von

V auf L; sie wird durch die Bedingungen (V| L)(p) = V(p) fir

pe P(L) unda (V| L)( @) = V(g ) fir ¢ e F(L) festgelegt.
Andererseits bezeichnen wir mit Ul—(- die Erweiterung einer Darstellung
U von L auf K ; es gilt U5,L=U und UK-(p)=0=U£(<p)

fir pe P(K) \ P(L) und ¢ e F(K) \ F(L). SchlieBlich nennen wir
eine Darstellung V von K treu an der Stelle p € P(K), oder einfach
p-treu, venn aus V ¥ V, @ V, und Va(p) = 0 folgt, daB V,_, = O.

2
Wenn V eine direkte Summe von endlichdimensionalen Darstellungen ist,

so ist V genau dann p-treu, wenn kein unzerlegbarer Summand U von V
die Bedingung U(p) = O erfiillt (denn V ist dann eine direkte

Summe von endlichdimensionalen unzerlegbaren Darstellungen, vgl. 1.2).

2.2. Es seien A ein Kdcher der Klasse A, und r,s zwei natiirliche

Zahlen mit 1 { r <s ( n+l. Wir setzen Ir s(p) = k fiir
k]
pe P(A) = (1,2,... ,n} uwnd r¢ p< s, I S(p)=0 fiir
9
die anderen Punkte p , und I s(q)) = id fir ¢ € F(A) und
’

r ¢ -A( ®) <s, r( —A( ) <s. Wennr und s variieren, er-
halten wir so insgesamt n(n + 1) /2 unzerlegbare Darstellungen von A.
Fir A = {* = -+ .} erhdlt man zum Beispiel die
Darstellungen

k"O(—O,O—’kPO,O-)OFk

ki ¥ « 0,0 - k& k una k1S kI

SATZ. Jede Darstellung eines KSchers A der Klasse A ist eine

direkte Summe von endlichdimensionalen unzerlegbaren Darstellungen.

Jede unzerlegbare Darstellung ist isomorph zu einer der Darstellungen

-
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GABRIEL 9
Der Beweis folgt aus den Lemmata 2,3 und 2.4 (vgl. [1] ).

2.3 Sei A' der volle UnterkScher von A mit Punktmenge
(1,2, ...., n-1} und V' = V| A' die Einschrénkung einer Dar-
stellung V von A . Die Darstellung V gibt AnlaB zu einer

ln—l - Filtrierung

N(1) CN(2) C ... C N(n-1)

von N = V(n). Sie wird durch Induktion nach n definiert. Sei ¢
der einzige Pfeil zwischen n und n-1 und N' = V(n-1) der durch
V' induzierte ln-2 - Raum. Im Fall ¢ : n-1 = n setzen wir
Nn-1) = ImV(g@ ) und N(i) = V( ¢ )(N'(i)) fiir 1 i ¢ n-2.
Im Fall ¢ : n =n-1 setzen wir N(1) = V(¢ )™1(0) una

N(i) = V(o )(N'(i-1)) fir 2< i< n-1. Im Spezialfall

K = {12345 -61} zum Beispiel gibt die Darstellung

V(1) €= v(2) 25 v(3) L3 (k) - v(s) Fyv(6)
von X AnlaB zu folgender Filtrierung von V(6)
aploca B'l'/ 5 e oca B'ly 5 V(2) Ca B'l'y V(3) c a (V(5))
Umgekehrt gibt jede ln_l-Filtrieru.ng
M(1) c M2)c .... c Mn-1)

eines Vektorraumes M AnlaB zu einer Darstellung U von A , die
wiederum durch Induktion nach n definiert wird, Im Fall ¢ : n-1 —n
setzen wir U(n-1) = M(n-1), U(n) =M, und U( @ ) ist die

Inklusion; ferner wird U = U| A' durch die In - Filtrierung

-2
{ M(1) ) 1< ig n-p YoR M(n-1) induziert. Im Fall @ : n —n-1
N N

setzen wir U(n) =M, U(n-1) = M/M(1), und U(p) : M —>M/M(1)

ist die kanonische Projektion; ferner wird U' = U ’ A' durch die

I,.o - Filtrierung ( M(i+1)/M(1) } 1<¢ign2 VOB M/M(1) induziert.
Im Spezialfall A = {1 ¢2 =324 ¢5 =26} zum Beispiel induziert
die ‘I'S - Filtrierung

M(1) c M(2) c M(3) C M(4) C M(5)
von M die Darstellung

M(3) /M(2) <580 p(3) /m(1 )RRy M(h ) /m(1)IREEe 5 M(5)/M(1) EBRe y(5)dnkl: 3 M

von A.
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10 GABRIEL

LEMMA. Der Funktor M+ U ist volltreu und liefert eine

Aquivalenz von k I p-p 8uf die volle Unterkategorie von

stehend aus den Darstellungen V , derart, da8 V( ¥ ) injektiv fiir
direkte ¥ und surjektiv fiir inverse V ist.

Dabei heiBft ein Pfeil ¥ : a = e direkt wenn e = a+l, invers
wenn e = a-l. Der Beweis folgt leicht mittels einer Induktion nach
n aus der Bemerkung, daB die Funktoren V ¥ V(n) und M +~ U bis

auf Isomorphie zueinander invers sind.

.4  LEMMA. Jede Darstellung V von A ist von der Form v, % v,_,

— _ - e e e e 2

wobei V2(n) null ist, und v, die Eigenschaft von Lemma 2.3 hat.

Beweis. Nach Induktion gibt es nédmlich eine entsprechende Zerlegung
Vi = V]| A' = W, ® W, . Wir definieren zwei Unterdarstellungen

2
A U =
Ul’ 92 von V durch U2 = W2 und l(n) = V(n),
. .
U= Uy | A" = W,. Es gilt dann V =1U, ® U,. Das
ermdchtigt uns von vorneherein anzunehmen, daB V = Ul’ also da V'

die Eigenschaft von Lemma 2.3 besitzt. Sei ¢ der einzige Pfeil
zwischen n-1 und n. Wenn ¢ direkt ist, sei S ein Supplement
von K = ¢-l(0) in V'(n-1) mit der Eigenschaft, daB die Zerlegung
V'(n-1) = S @ K mit der Io- Filtrierung von V'(n-1) vertrag-
lich ist, also daB V'(n-1)(i) = (S NV'(n-1)(i)) N (K NV'(n-1)(i))
fiir alle i, 1 ¢ i ¢ n-2 (man konstruiere zuerst ein Supplement S(1)
von K(1) =KNV'(n-1)(1) in V'(n-1)(1), dann ein Supplement

S(2) D s(1) wvon K(2) = KNV'(n-1)(2) in V'(n-1)(2) ...).

Nach Lemma 2.3 wird die Zerlegung V'(n-1) =8 € K in I
einer Zerlegung V' = Xl ?® x2 in kA' induziert. Es gilt also

von

X (n—l) = S, X2(n—l) = K, und wir definieren V, und V, durch
V2 2 » Vy(n) = V(n) und V{

1=V | &' = x Der Beweis
ist &hnlich, wenn ¢ invers ist.

1°

2.5 Beweis von Satz 2.2. Aus Lemma 2.4 folgt unmittelbar, daB

eine Darstellung V von A genau dann die Eigenschaft von Lemma 2.3

hat, wenn sie n-treu ist (2.1).

Lemma 2.4 und eine Induktion nach n filhren den Beweis auf den
Fall zuriick, wo V n-treu ist. Da V(n) als Obaekt von I . eine
direkte Summe von eindimensionalen ln l—RaumrTh so fiihrt uns Lemma 2.3
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GABRIEL 11

ferner auf den Fall [V(n) : k] = 1 zuriick. Dann gilt
V = Ir,n+1’ 1{r¢n.

2.6. Wir betrachten nun den Kdcher K

r"

(I‘—l)"

v
’

l"
Q' — (g-1)', . ,2' — 1' — 0 —1— 2 ,,,p-1-—p,
mit p »q )r )1 , wobei anstelle jedes Striches ein Pfeil beliebiger
Richtung eingesetzt wird. Es seien A, A' und A" folgende volle

Unterkécher von X

A 0—1—2.,,p-1 —0p
A’ 0—1'—2's,.(g-1)'— q"'
é_" 0 — 1"____ 2"' . ‘(r"l)"— rll

LEMMA. Jede Darstellung V von K ist von der Form

"
v=uv o ueuvtevk,
wobei V:L treu an der Stelle O ist, und U, U' und U" Dar-
stellungen der vollen Unterkdcher 1 — **° — p, 1' — **° — q"

und 1" — °** — r" bezeichnen.

Beweis. Nach 2.4 gibt es Zerlegungen Vl A= Ul ® U‘&
1] " £
Viat= U,0ud una vav = u; @ ud’, wobei die U, o-treu

sind. Es geniigt folglich V., durch Vl| A = Ul’ Vll A’ =U, und

1

Vll A" = Uz zu definieren.

2

2.7, Die Darstellung V 1ist offensichtlich genau dann O-treu, wenn
alle drei Einschrénkungen V IA_, v| A' und V‘ A" O-treu sind. Die
Struktur der "Oxtreuen" Darstellungen wird durch 2.2 gegeben. Wir

beschréanken deshalb unser Studium auf die O-treuen Darstellungen.
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12 GABRIEL
Sei Ap’ e, r = lp [ Lq 1L Ir die geordnete Menge
{1¢2 ¢ ... ¢<p, 1'¢2°'¢ .. € Q" ,1"¢€2"¢... <"}

Ein Ap, q, r - Raum besteht aus einem Vektorraum A zusammen
mit Unterrdumen A(1l), ..., A(p), A(1'), ..., A(q'), A(1"), ...,
A(r"), derart, da8 A(1) c A(2) c ... C A(p), A(1') c A(2")

C ...C A(q') und A(1")C A(2")C ...C A(r"). Jede Dar-
stellung V von K gibt AnlaB zu einem solchen Ab. QT Raum
A= V(0), wobei die I -, I - und lr-Filtrierungen durch die Dar-
stellungen V| A, V| A' und V| A" induziert werden (vgl. 2.3

mutatis mutandis). Aus 2.3 folgt nun unmittelbar der

SATZ. Der Funktor V +— V(0) liefert eine Aquivalenz zwischen

der vollen Unterkategorie von KK K wie in 2.6, bestehend aus

allen O-treuen Darstellungen einerseits und der Kategorie

drerseits.
kAP, q, r ancroreelre.
2.8. Die geordnete Menge Ab, q r héngt nicht von der Richtung

der Pfeile in X ab. Die Darstellungstheorie von K ist also im
wesentlichen auch davon unabhéngig. Wir diirfen deshalb unsere Unter-

suchung auf folgenden Spezialfall beschrénken

2]

Tr

e 0e >

724

1"
74f
' vee 4 0 1 y e p
T B ‘B2 R )
Pp>aq>r 1.
i i fol de A -
Einer Darstellung V vomn gp,q’r entspricht dann folgende 5,q,r

Filtrierung von V(0):

V(o) (i)=Ker V( & """ a,q), v(0)(j')=Ker V( Bj"' B, B,l)’v(o)(l")=
Ker V(7 "' 7, 7).
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GABRIEL 13

. Darstellungen von K .
3. Darstellungen von K,,,

3.1, SATZ. Sei A = I Iz [[_ I, die geordnete Menge
== — =/ p,l,1 P =1 =1 ==

{1<2<--~<Pgl';1"]9 p>l

Jeder Ap 1.1 Raum ist eine direkte Summe von ein- und zweidimen-
] k]

ionalen A ~Réaumen.
sionalen p,l,lB-‘}————

Dabei werden die unzerlegbaren zweidimensionalen Ab 1 l-Riiume
9+
durch 2 Invarianten r, s e Nmit 1 ¢ r <s ¢ p+*l klassifiziert:

2 A - ” . Y
r,s s Ar,s(l ) = k %0, Ar,s(l ) =0 x k, Ar’s(l) =0 fir

1¢i<r, A (i) =x(1,1) fir r<i<s uwd A_ (i) =k® fir
Tr,s r,s
s 1p+1

Wir geben den Beweis in 3.4 und 3.6.

3.2. Sei K der Kdcher

= —'P,l,l

l"

A

1"——0——-—)1—0-—)2 p—l—&—)p

p al 2 P

Nach 2.6 und 2.7 liefert Satz 3.1 die Struktur der Darstellungen von

K :
“p,1,1
a) Sei r,s e IN mit 1 {r <s {p+tl . Wir setzen
. . 2 . < L
Kr,s(l') = Kr,s(l ) = k, Kr’s(l) =k fir 0i<r, Kr’s(l) k
fiir r { i <s und Krs(i)=o fiir s { i { p . Ferner sei
’
K. (B): k%2 +k die Abbildung ( X, )™ u , K. () die Abbildung
) k]
(A, p> 2, Kr,s( @;) die Indentitat fiir i # r,s, Kr,s( o) die
Abbildung ( A, p) = A-p , und K. s( as) = 0, wenn s { p. Dieser
]

Darstellung Kr,s von entspricht der %,1,1‘ Raum

LS

r,s = Ar,s (vergl. 2.8).

=

—~
o

A
]

b) Sei re IN mit 1 { r { ptl . Wir setzen Ir(O) = Ir(i') =
I.(A") = k = I.(i) fir 1¢ir uwd I(i) =0 fir r<igop.
Ferner sei Ir( @) = id, wenn der Pfeil ¢ : a = e die Bedingung

Ir(a) = Ir(e) = k erfilllt. Die entsprechenden -Rdume A

%,1,1
sind eindimensional und haben die Eigenschaft A(1') = A(1") = A,
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14 GABRIEL

c) Sei I'r die Einschrénkung von Ir auf 1' €0 =1 ves 2 p.

Wir bezeichnen mit Jr die Erweiterung von I; auf 55 1.1° Der
949
entsprechende -Raum A ist eindimensional und hat die Eigen-

p,1,1
schaft A(1') = A,

A(1") = oO.

d) Es sei analog J; die Erweiterung auf K der Einschrénkung

-p,1,1
von Ir auf 1" ¢« 0 =1 = ... = p. Der entsprechende Ab 1 l—Raum A
b |

hat die Eigenschaft A(1') = O wund A(1") = A.

e) Sei r,selNmit 0 r<sp+tl . Wir setzen

N N Sy o . . .
Lr,s(l ) Lr,s(l ) Lr,s(l) O fiir 0i<r oders<i<p,
L, S(i) = k fir r¢i<s, und Lr s( @) = 1id, wenn der Pfeil
9 ’
@ : & >e die Bedingung L s(a) = L. s(e) = k erfiillt. Die Dar-
k] ’
stellung L ist O-treu fiir r = 0. Der entsprechende A -Raum
r,s p,1,1
A ist dann eindimensiona%,und A(1') = A(1") = o.
. . . . . . , .
f) SchlieBlich bezeichnen wir mit Jp+2 (vezw. mit JP+2) die
- " -
Darstellung, derart, da@ Jp+2(l') = k (bezw. Jp+2(1 ) = k) und
_ . ' "

Jp+2(a) = 0 fiir a ¢ 1' (bezw. a # 1").

KOROLLAR. Jede Darstellung von Kp ist eine direkte Summe von

,1,1
Kopien der unzerlegbaren Darstellungen Kr . 1{r<sp+tl, I
b}

1¢rptl, J,,Jd., 1<rp+2, und Lr,s ,0 < r <s < p+l.

r!

3.3. KOROLLAR. Jeder Kécher der Klasse gn , n )L, hat bis auf

Isomorphie genau n(n-1) unzerlegbare Darstellungen.

3.4, Beweis von Satz 3.1 fiir p=1. Sei S ein Supplement von
K?I; NA(1') NA(1") in A . Die Zerlegung

A = s @ AQ)NA(') N AQ") ist mit der Ai’l’l-Filtrierung von
A vertraglich, und A(1) N A(1') N A(1") ist eine direkte Summe von
eindimensionalen Ai,l,l—Réumen. Das fiihrt uns auf den Fall

A(l) N A(1') NA(L") = O zuriick. In diesem Fall sei T ein
Supplement von A(1') N A(1") mit der Eigenschaft T 2 A(1). Die

Zerlegung A = T @ A(1') NA(1") ist wieder mit der Aﬁ 1 l—Fil—
k Rt ]

trierung von A vertrédglich. Das fiihrt uns auf den Fall

8l
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Imfap
Imapap_l

Im ap ab-l
¢

Ima

In(a. . al{ > *o)
ml 017

ap e Onapl oy’ *0)
aa (o alﬂ fono 5. 77t0)

LR .ae(alﬁ_lo n aly-lo)

T

, ...azal(s"lo N 7’10)

(Wir schreiben kurz a;, pund y statt V(ai), v(p) und V(y))

Bild 1.
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16 GABRIEL

A(1') NA(1") = O und mutatis mutandis auf den Fall

A(1) NA(1') = A(1') NA(1") = A(1") NA(L) = O zuriick. Durch
duale Betrachtungen wird man analog auf den Fall

A1) + A(1') = A(1') + AQQ") = AQQ1") + A1) = A
zuriickgefiihrt. Es gilt dann A = A(1') & A(1") , und A(1) ist
der Graph If = {(x, fx )| xe A(1') ) eines Isomorphismus

£ : A(1') A(1"). Sei V =A(1") und B=V @V der & | ~Reum
mit B(1') = V@O0, B(1") = 0@V und B(1) = {(v,v)] vevl.

Die Abbildung (x,y) > (f(x), y) 1liefert einen kAl 1.1~ Isomor-
Rl ]
phismus von A auf B . Ferner ist B eine direkte Summe von Kopien
von Al,2 (3.1).
3.5, Es ist mdglich, die Struktur der % 1 l-Rii.ume durch &hnliche
L Rt ]

Methoden direkt zu ermitteln. Wir bevorzugen jedoch eine andere

Methode, weil sie denjenigen von § 2 und § 4 néhersteht. Sei

O op+2 die geordnete Menge mit Hasse-Diagramm
0'
A
-p —? -p+l .... -2 —/™ -1 1—2 .... p-1 —™p
N
0
Jede Darstellung V von Ep,l,l induziert auf V(p) die 021#2—
Filtrierung von Bild 1.
LEMMA. Der Funktor F : K — 0 V> V(p) hat

k=p,1,1 k' 2p+2 °
folgende Eigenschaften:

a) Jeder 02p+2

V eine p-treue Darstellung von K ist.
P £ Yon -p,1,1 —

-Raum ist isomorph zu einem FV = V(p), wobei

b) Es geien U, V zwei p-treue Darstellungen von Ep Die

»1,1°
Abbildung [, V] —» [FU, FV] , o» F¢ ist surjektiv. Ferner

ist ¢ genau dann invertierbar, wenn F¢ es ist.

Unser Lemma folgt aus Korollar 3.2. Wir werden diesen Korollar

direkt beweisen und bendtigen dazu unser Lemma in einem Induktions-
schlu8. Wir beweisen zunichst das Lemma,
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18 GABRIEL

Beweis. Eine 02p+2~F11tr1erung kann als Spezialfall einer 12p,2—

Filtrierung aufgefalt “werden. Infolgedessen ist jeder OZP +2—Raum

eine direkte Summe von eindimensionalen O -Rédumen (1.3), und

2p+2
diese bilden 2p+4 Isomorphieklassen. Fiir a) geniigt es deshalb nach-

zuveisen, dass F eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen

unzerlegbarer p-treuer Darstellungen von I(p 1.1 einerseits und un-
t Rt ]

zerlegbarer o2p +2-R§,ume andererseits induziert. Ferner priife man
im einzelnen nach, daB die Abbildungen F(U, V) : [u, v] — [FU, FV]
surjektiv sind, wenn U und V unzerlegbar sind (man orientiere sich

dabei an Bild 2, wo U genau dann "vor" V steht, wenn es einen nicht-

trivialen Morphismus U =V gibt; man bemerke nebenbei, daB
[Ip+l’ Kp,p+l] die k-Dimension 2 hat, [FIpﬂ,
nur die k-Dimension 1). Folglich ist auch F(U, V)

FKP,P +17I1 hin?egen )
= F(U_,V

/[ of '4‘ a’ B

surjektiv, wenn U = _(lILUa und V = B Vs Zerlegungen von U und

V in unzerlegbare Darstellungen sind.

Es bleibt zu zeigen, dal mit F @ auch @ invertierbar ist. Wir
fiihren eine " Ozp-Filtrierung" von U ein (vergl. Bild 2). Wir
bezeichnen mit U {(~-p} die Teilsumme der unzerlegbaren Summanden
Ua von U vom Typ L o+l mit U {-p+l} die Summe von U { -p}

’
und den Uy = Kl, pHl? tt mit U {-1} die Summe von U (-2}

und den Uy = Kp-l p+l mit U {0} die Summe von U { -1} und den
£ ]

o~ i ' i - I~ !
Uy = Jp+l’ mit U { 0'} die Summe von U { -1} und den Uy J P41
mit U {1} die Summe von U {0} , U {0'} wund den Ug = Ip+l’
mit U (2} die Summe von U {1} wund den Ua = Ll, pHL P e
mit U {p} die Summe von U {p-1} und den Ua = Lp—l, pHl Ent-
sprechend wird eine 02p+2~Filtrienmg von V definiert. Aus Bild 2
folgt unmittelbar, daB jeder Morphismus ¥ : U =V fir jedes
n e einen Morphismus ¥ {m} : U{m} -V { m} induziert,

2p+2
sowie Morphismen U {-p} =V (-p} , ¥ (i+1}/U {i}= V {i#1}/V (i}

fir -p< i< -2 und 1< i< p-1, (U {0} NU(0'}) /U (-1} =
(vi{o}nv {o'}) /v (-1}, u {0} /(v (0}nU (0'} =

vV {0}/ (V {0} NV (0'}), U (0"} (U {0} NU{0'} =»Vv(0o'}AV(0}W(0"}),
T (1L (U (0} +U (0"} ) =» V(1) AV (0} +V {0'})) und

UU (p} = V/V {p} . Es geniigt offensichtlich zu zeigen, daB diese
Morphismen invertierbar sind, falls Fy es ist. Damit hat man das
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GABRIEL 19

Problem auf den Fall zuriickgefiihrt, wo alle unzerlegbaren Summanden
Uy , VB vom selben Typ sind. In dem Fall sind die Abbildungen

F(Uy, Vg ), und folglich auch die Abbildungen F(U, V) und F(V, U)
bijektiv. Mit anderen Worten, F ist auf den hier zu betrachtenden

vollen Unterkategorien volltreu.

3.6. Beweis von Satz 3.1. Nach 2.6. und 2.7 ggpligt es Korollar 3.2

zu beweisen. Sei L der volle Unterkdcher p-1 —L-p von K 1.1°
p, £ ]
Jede Darstellung V von K ist eine direkte Summe von zwei Dar-

stellungen, wovon die erst:p,](;ilr-treu ist, und die zweite an der
Stelle p-1 verschwindet. Das entsprechende Ergebnis gilt némlich
fiir die Darstellungen von l-l-(-p—l, 1,1 (Induktionsvoraussetzung) und
von L , und V wird durch die Einschrinkungen V' = VI _Igp_l’ 1,1
und V" = V| L bestimmt. Wir diirfen also annehmen, da8 V treu an
der Stelle p-1 ist. Nach 3.5 gibt V' AnlaB zu einer 02p~Fil—
trierung von A = V(p-1) = V'(p-1). Anderseits setzen wir A(w) =

Ker V( ap). Aus 3.5 folgt, daB V durch A(w) und die Ozp—Filtrierung
von A bis auf Isomorphie bestimmt wird. Mit anderen Worten,

sei O2p+l = <>2p U{w} , wobei w mit keinem m € O2p vergleichbar
ist. Aus Lemma 3.5 folgt leicht, daB der Funktor E : kg'p,l,l

K 02p+l’ V +—= V(p-1) folgende Eigenschaften besitzt : a) Jeder

—

2p+l—Raum ist isomorph zu einem EV = V(p-1), wobei V (p-1)-treu
ist; b) es seien U, V zwei (p-1)treue Darstellungen von g_p 1.1°
t Rt ]
die Abbildung [U, V] —> [EU, EV], @ E@ ist surjektiv; ferner

ist @ genau dann invertierbar, wenn E@ es ist.

Dies fiihrt mittels einer Induktion nach p die Darstellungstheorie

von K auf die Strukturtheorie der O -Rédume zuriick. Wir be-
-p,l,1 O 2p+l

haupten, dal jeder 2p+l-Raum U eine direkte Summe von ein- und

zweidimensionalen 2p +l—Riiumen ist. Ferner ist jeder unzerlegbare

zweidimensionale 02p+l—Raum isomorph zu C = k> mit Cc(i) = 0 fir

i <o, c(i) =k% fir i >0, c(0) = k(1, 0), c(0') = k(0,1) und
C(w) = x(1,1). Daraus folgt Korollar 3.2 dann leicht. Die Darstellung

entspricht zum Beispiel dem O ~-Raum C.

Kp sP+1l 2p+1
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20 GABRIEL

Die Struktur der 02p+l—R§ume 148t sich wie folgt ermitteln. Sei

S ein Supplement von U(-p+l) N U(w) im U. Die Zerlegung
U=59® (U(-p+l) NU(w)) ist mit der Ozpﬂ
Fiir die induzierte Filtrierung ist U(-p+l) NU(w) eine direkte Summe

-Filtrierung vertrdglich.

von eindimensionalen 02p +1-Raumen. Dies fiihrt uns auf den Fall

U(-p+l) NU(w) = O zuriick. Sei dann T ein Supplement von U(-p+l)
in U mit der Eigenschaft T DU(w). Die Zerlegung U = T & U(-p+l)

ist wiederum mit der o_zp+1-Filtrierung vertrdglich, und U(-p+l) ist
eine direkte Summe von eindimensionalen O2p +1-Réumen. Dies fiihrt

uns auf die den Fall U(-p+l) = O zuriick. Durch &hnliche Betrachtungen
vird man auf die Falle U(-p+2) =0, ..., U(-1) = 0, sowie durch duale
Betrachtungen auf die Falle U(p-1) = U, ..., U(1l) = U zuriickgefiihrt.
Dann wird die Filtrierung nur noch durch U(0), U(0') und U(w)
bestimmt, und unsere Behauptung folgt aus 3.hL.

3.7. Jede Darstellung V von 513 1.1 gibt Anla8 zu folgender

-+
I -Filtrierung von V(1'), die im § 4 eine wesentliche Rolle
=p+l, 2

spielt.

B(Ker al) -  B(Ker aeal) ... B(Ker Q- al) -p v(0)

! } ! !

B(Ker /N Ker al) - B(Ker 9N Ker aeal) ~ ...= B(Ker N Ker ap.-al)"’ﬁ Kery
Dabei schreiben wir kurz ai)B und 7 statt V(ai), Vie) und V(y).

SATZ. Der Funktor G : V+>V(1') 1liefert eine Aquivalenz zwischen

der vollen Unterkategorie von K bestehend aus allen l1'-treuen
_ e - k7p,l,1 ———— — ——— —_—

Darstellungen und der Kategorie k-Lp-fl, o

Beveis. Jeder -;-p + 2—Raum ist eine direkte Summe von eindimensionalen
k]
Lp +1, 2—Raumen. Wir kennen also bis auf Isomorphie alle Lp+1, 2—Raume,

sovie alle 1l'-treuen Darstellungen (3.2). Es ist folglich leicht
nachzuveisen, da8 G eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen
von unzerlegbaren Objekten, und folglich zwischen allen Isomorphie-
klassen liefert. Es bleibt demmach zu zeigen, daB die Abbildungen
[u, V)= [GU, GV] , ¢ ™ GP bijektiv sind. Wie im ersten Teil des
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Beweises von 3.5 geniigt es dies nachzuweisen, falls U und V unzer-
legbar sind. Dies aber folgt aus der Bemerkung, daB [U, V] null oder
eindimensional ist, und zwar je nach dem, ob U in Bild 3 nach oder
vor V steht.

4, Darstellungen von K .
- —_s -?,2’1

-]
:1. Sei M der volle Unterkdcher 2' «21' von 5? 21"
&~
Jede Darstellung V von gp 2.1 ist die direkte Summe einer 1'-treuen
&=

&

Darstellung und einer Darstellung, die an der Stelle 1' verschwindet;
denn dies gilt auch fiir die Darstellungen von K
=p,1,1
"=
1, wd V'=vV[M

bestimmt. Wir diirfen also annehmen, da@ V 1'-treu ist. Nach 3.7

und von M ,
und V wird offensichtlich durch V' = V| K,

gibt V' AnlaB zu einer 1P+l o-Filtrierung von A = v'(1') = v(1').
,

Wir setzen anderseits A(w) = Ker V(Bz). Aus 3.7 folgt, daB V
durch A(w) wund die ;p+1 2—Filtrierung von A bis auf Isomorphie
9
bestimmt wird. Mit anderen Worten, sei CEP+3 = lp+1,2 v {w) , wobel
w @it keinem me€ Ip+l > vergleichbar ist. A(w) und V' induzieren
’
eine Dap*3~Filtrierung auf V(1'). Ferner gilt der

SATZ. Der Funktor V™ V(1') liefert eine Aquivalenz zwischen der

vollen Unterkategorie von .K 2.1° bestehend aus den 1'-treuen
k p’ ’
Darstellungen und der Kategorie ktbp/3‘

Wir werden die Struktur der 02p+3-Rﬁume fiir P{ 4 ermitteln, und
folglich die Struktur der Darstellungen von Ep 1. P £ 4, sowie
&y k]

diejenige der Ab -Rdume, p { 4. In der Klassifizierung der

Ab’z’l—R&ume genéiéles natiirlich, die unzerlegbaren Réume der
Dimension ) p+l anzugeben. In einem A ’2,1—Raum A der Dimension
{ P g&ilt ndmlich entweder A(l) = O, oder A(i) = A(i+l) fiir ein {,
oder A(p) = A. Folglich ergibt sich die Struktur von A aus der

A -Réume.
Struktur der p-1,2,1 Réaume

Ferner kann man jedem Ai -Raum A mit den Unterrdumen

52,1
A(l) CA(2) C... CA(p), A(1L') CaA(2'), A(Q1")

den dualen A ~Raum tA mit den Unterrédumen N
ap .S At cayt , acen T caant, aam)

zuordnen.
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4.2, SATZ. Jede Darstellung eines K&chers der Klasse §6 ist

eine direkte Summe von endlich dimensionalen unzerlegbaren Dar-

stellungen. Jeder K&cher der Klasse 26 hat bis auf Isomorphie

genau 36 unzerlegbare Darstellungen.

Jeder A2 > l—Raum ist eine direkte Summe von unzerlegbaren
] ]

A2 2 l—Riiumen der Dimension <3. Es gibt bis auf Isomorphie genau
£ ] £ ]

2 unzerlegbare Az > l—-Riume der Dimension 3, ndmlich M und
b} ’

der duale Raum M , wobei
2

2 2

M = k3, M(1) = kx0° C M(2) = k°x0, M(1') = 0°xk C M(2') = Oxk

und M(1") = k(1,1,1).

Beweis. Sei A ein 57—Raum. Die Filtrierung wird durch Unter-
raume A(w), A(1), A(2), A(3), A(1'), A(2') und A(3'), die folgenden

Inklusionen unterworfen sind, gegeben :
A(L') = A(2') = A(3")
T t )
A1) = A(2) = A(3).

Sei zundchst S ein Supplement von A(w) N A(1). Die Zerlegung
A=5@® A(w) NA(1l) ist mit der D.{—Filtrierung von A vertrdglich.
Fiir die induzierte Filtrierung ist A(w) N A(l) eine direkte Summe

von eindimensionalen O _-Rdumen, und die entsprechendsn unzerlegbaren

7

52,2,1 sind isomorph zu

+
Darstellungen von 0O kK «k =0 =0°

Dies fiilhrt uns auf den Fall A(w) N A(1) = 0 zuriick. Sei dann T
ein Supplement von A(l) mit der Eigenschaft T D A(w). Die Zer-
legung A =T @& A(1) ist wiederum mit der D,(—Filtrierung von A

vertrédglich, A(1) ist eine direkte Summe von eindimensionalen
D.(—Ré.umen, und die eBtsprechenden Darstellungen von K sind
9 —2,2,1

isomorph zu K «k «k =0 =0 *

Dies fiihrt uns auf den Fall A(l1) = O zuriick. Durch duale Be-
trachtungen wird man auf den Fall A(3') = A zuriickgefilhrt. Dabei

werden unzerlegbare Darstellungen von die an der Stelle O

5,210
verschwinden, "abgespalten".
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Wir nehmen also jetzt an, da8 A(1) = O und A(3') = A. Wir
vergessen zundchst den Unterraum A(2') und betrachten lediglich

die induzierte A4 ~-Filtrierung
2,1,1

A(2) ©A(3) , A@') , Aw) .

Wir zerlegen A 1in eine direkte Summe von Ab’l,l-Réumen und be-
zeichnen mit R die Teilsumme der Summanden U , derart, da8

U(1') + U(2) = U. Sei Q die komplementére Teilsumme. Wegen

R = R(1)) + R(2) C A(2') ist die Zerlegung A = Q ® R vertriglich
mit der U%—Filtrierung von A , und jeder unzerlegbare Aﬁ,l,l—
Summand U von R ist auch ein @, -Summand. Man weist leicht nach,

T

daB der entsprechende ﬁ% o l-Raum eine Dimension € 2 hat oder
t] k]

isomorph zu ty ist, falls Dim U = 2 = Dim U(3).
Dies fiilhrt uns auf den Fall R = O zuriick. Der Liste der unzer-
legbaren Zﬁyl’l—Réume (3.1) entnehmen wir jedoch, daB aus U(2) # 0

die Gleichung U(1') + U(2) = U folgt. Aus R = 0 folgt deshalb
A(2) = 0. In diesem Fall wird die D%—Filtrierung von A durch
A(1') CA(2'), A(3) und A(w) , also wiederum durch eine A

_F'
2,1,1 +
trierung bestimmt. Wir zerlegen A diesbeziiglich in eine direkte

1-

Summe von A2 1 l—Raumen. Sei U ein unzerlegbarer Summand. Der
949

entsprechende A2,2,1

zu M, falls dim U = 2 = dim U(2').

-Raum hat eine Dimension { 2 oder ist isomorph

4,3, SATZ. Jede Darstellung eines Kb&chers der Klasse E ist eine
E——— — "7 S =

direkte Summe von endlichdimensionalen unzerlegbaren Darstellungen.

Jeder Kocher der Klasse E., hat bis auf Isomorphie genau 63 unzer-

7
legbare Darstellungen.

Jeder A -Raum ist eine direkte Summe von unzerlegbaren A -
—_— 3,2,1 - —_— 3,2,1
Riumen der Dimension (4. Es gibt bis auf Isomorphie genau 3 unzer-
legbare A3 > 1—Réume der Dimension U4, ndmlich Nl, tNl und

] k]

N2 = N2 , wobeil
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4
-N =k, N Q) = kx03C N (2) = k2x0° C N (3) = k3x0,
N (1') = o®x®c N (2') = oxk wnd N (1") = k(1,1,1,0) ® K(0,1,1,1).
- = 4 = 3 = 2 42 = 3
N, =k, Ny(1) = kx0°C N2(2) k“x0% C N,(3) = kx0,
Ny(1') = 0%k C Ny(2') = oxk® wnd N,(1") = k(1,1,1,0) @ k(0,0,1,1).
Beweis. Sei A ein Cb—Raum mit den Unterréumen A(w) wund
A(l') = A(2') = A(3') = A(Lv)
T T 1 1

A1) = A(2) = A(3) = A(Y)

Wie in 4.2 fiihrt man die Klassifizierung der zb—Réume zundchst auf
den Fall A(1l) = 0 und A(4') = A zuriick. Unter dieser Voraussetzung

betrachten wir die induzierte A3 1 1—Filtrierung
’ £ ]

A(2) CA(3) CA(L) , A(1") , A(w)

von A und zerlegen A diesbeziiglich in eine direkte Summe von
unzerlegbaren A3’1’1-Réumen. Sei R die Teilsumme der Summanden U
mit der Eigenschaft U(1') + U(2) = U wund S die komplementdre Teil-
summe. Wegen R = R(1') + R(2) C A(2') ist die Zerlegung A =R & S
vertridglich mit der &, -Filtrierung von A, und jeder unzerlegbare

9

A3 1 l—Summand U von R 1ist auch ein 09—Summand. Man weist leicht
’ ’

nach, daB der entsprechende A3’2,1—Raum eine Dimension € 3 hat.

Dies fiihrt uns auf den Fall R = O zuriick. Der Liste der unzerleg-
baren A3’l,l—Réume (3.1) entnehmen wir, daB aus U(2) # O die Glei-
chung U(1l') + U(2) = U folgt. Aus R = 0 folgt deshalb A(2) = O.

Durch die folgenden dualen Betrachtungen fiihren wir den Beweis auf den
Fall A(3') = A zuriick. Wir betrachten die induzierte A3,1,1_Fil_
trierung

A(1') C A(2') C A(3'), A(L), A(w)
und zerlegen A diesbeziiglich in unzerlegbare Summanden. Sei R'
die Teilsumme der Summanden U mit der Eigenschaft U(3') NU(L) =0
und S' die komplementire Teilsumme. Wegen A(3) C A(3') NA(4') C s
ist die Zerlegung A = R' @ S' mit der O -Filtrierung von A ver-

9

trédglich. Die A3 2 l-Riume, die den unzerlegbaren Summanden von R'
E Rt ]

entsprechen, haben alle eine Dimension { 2.

b
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Dies fiihrt uns auf den Fall R' = O zuriick. Da aus U(3') # U
die Bedingung U(3') N U(4) = 0 folgt, so folgt aus R' = O auch
A(3') = A, ImPFall A(2) =0 und A(3') = A wird die ag-Filtrierung

von A durch die A4 -Filtrierung
2,2,1

A(3) C A(4) , A(1') c A(2') , A(w)

gegeben. Wir diirfen zusédtzlich wegen 4.3 annehmen, da8 A ein unzer-

legbarer A2 2 l—Raum ist. Sei V die entsprechende Darstellung von
&9

. . A _ . Fiir Di - .
53’2,1 und V(1) der induzierte 3,2,1 Raum. Fiir Dim A= 1 gilt

Dim V(1) € 2. Fir Dim A =2 gilt ebenso Dim V(1) 3, falls
Dim A(4) =1 oder Dim A(2') =1, und V(1) = N, sonst.

1
) o . . . R t
Fir A= M in kA2,2,1 gilt V(1) = N,, fiir A="M gilt V(1) = °N,.

L.4. SATZ. Jede Darstellung eines K&chers der Klasse Eg ist eine

direkte Summe von endlichdimensionalen unzerlegbaren Darstellungen.

Jeder Kécher der Klasse §8 hat bis auf Isomorphie genau 120 un-

zerlegbare Darstellungen.

Jeder Au’z’l—Raum ist eine direkte Summe von unzerlegbaren %,2,1—

Riumen der Dimension <6. Es gibt bis auf Isomorphie genau 6 unzer-

. . . t t
tegbare Ah’z’l-Raume der Dimension 5 Pl' Py P3, P3, P2 und .
Pl’ und 5 unzerlegbare %’2,1-Ra.ume der Dimension 6, Ql, Qg, Q3z Q
t

3,
Q2 und th , wobei

-p = X, P (1) = Kkxo® P,(2) = K2x03 CP(3) = K3x0° CP () = K*x0,
P (1')= otxx © P, (2')= 0%xx3, P, (1") = k(0,1,0,1,0) + k(1,1,1,0,1).
- P, = k%, P,(1) = Kx0* © P,(2) = K%x03 CP,(3) = K*x0® C B, (1) = K*x0,

P,(1')= 03xx%c P (2')= 0%xk3, P,(1") = k(0,1,0,0,1) + k(1,1,1,1,0).

-P. =K’ = kxo? = k2503 = 13502 .
P3 = k”, P3(l) = kxO CP3(2) = k“x0 CP3(3) k~x0 CP3(h) k x0,
Py(1')= otxx Py(2')= 0%xk3,

P,(1") = k(0,1,0,0,1) + k(1,1,1,0,0) + k(1,0,1,1,0).
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-q = x5, Q1) = kxOSCQl(Z) =kxOhCQ (3) = k3x03 Cq k)= k%02,
Ql(l') = hxk CQ1(2') = 0°xk ",
Q (1") = x(0,1,0,0,1,0) + k(0,0,0,1,0,1,) + k(1,1,1,1,0,0).
-q, = «°, Q,(1) = kxOSCQ (2) = xOb'CQ (3) = k3% 3<:Q (4)=k’x0,
Q1) = ol‘xk cay2') = 0%k,
Qz(l") = x(0,1,0,0,0,1) + k(1,0,1,1,0,0) + k(1,1,1,0,1,0).
-q, = K, Q1) = kx0° C Q(2) = K2xo* Q,(3) = K'x02 Q3(h)=k5xo,
q,(11) = o'a? c o 2) = o,
Q4(1") = k(0,1,0,0,0,1) + k(1,0,1,0,1,0) + k(1,1,1,1,0,0).
Beweis., a) Sei A ein Bll—Raum mit den Unterrdumen A(w) und
A(1') = A(2') = A(3') = A(4') = A(5")
1 T T T 1

A(l) = A(2) = A(3) = A(b) = A(5)

Wie in 4.3 wund 4.2 filhrt man zundchst die Klassifizierung der
all-Réume auf den Fall A(l) = A(2) =0 und A(4') = A(5') =

zuriick. Dabei werden direkte Summanden der Dimension ¢ 2 von A

"abgespalten'. Die Dimensionen der entsprechenden %’z’l—Réume sind
§ 4. Wir nehmen von jetzt ab an, da® A(l) = A(2) = 0 und

A(kr) = A(5') =

b) Wir betrachten die induzierte ~Filtrierung

A
3,2,1
A(1') cA(2') CA(3"), A(L) CA(5) , A(w)

von A. Die unzerlegbaren A > l-Summanden U von A mit der

] ’
Eigenschaft U(3') NU(4) = 0 sind auch Dll-—Summa.nden von A. Die

Dimension der entsprechenden unzerlegbaren q* > l—Riiume B ist
&
in folgenden Féllen » 5 : fiir U = *n (4.3) gilt B =P

fir U =N gilt B = Ql

1 1°

2

Wir nehmen von jetzt ab an, daB filir jeden unzerlegbaren % 21"
k]

Summanden U von A die Bedingung U(3') NU(4) # O erfiillt ist.
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Der Liste der unzerlegbaren A3,2’1—R§.ume (4.3) entnimmt man leicht,
daB U(3')N U(4) dann die Dimension 1 hat., Fir U&= N, gilt
jedoch U(3') # U. Aus unserer Voraussetzung folgt also diesmal
leider nicht, da® A(3') = A . Unser Beweis wird deshalb etwas lénger
als in 4.2 und 4.4 sein. Wir gehen von einer Zerlegung von A in
unzerlegbare A3’2’1—Rﬁume aus und spalten zundchst die "unbequemen"

Summanden ab:

c) Sei Rl die Teilsumme der unzerlegbaren A —Summanden U

3,2,1 l

derart, da8 Dim Ul =1, Ul = Ul(3') = Ul(b) und U, (2') = U (w) =

Sei Sl die komplementéire Teilsumme und C ein belleblger 3 21"
t Rl ]
Raum. Offensichtlich wird jede lineare Abbildung

U, = Ul(3') n Ul(h) - B(3') N B(4) durch einen Morphismus U, —B
von kA3 21 induziert. Sei g eip linearer Endomorphismus von
’ ]
R, ® (51(3') n Sl(h)) mit Matrix %3 , derart, daB g(R ) ein
Supplement von A(3) N 5, in A(3) enthalt. einem
f']'>

A3 > l—Automorphismus g’ von R, 8 S, mit Matrix induziert.
&=

Sei R'l = g'(Rl). Die A3,2 l-Zei‘leguxlxg A= besitzt die
zusétzliche Eigenschaft A(3) = (R] NA(3)) @ (s1 n A(3)) und liefert
folglich eine Dll—Zerlegung von A. Dabei ist R]'_ offensichtlich
eine direkte Summe von eindimensionalen all-Riumen. Wir diirfen

folglich von jetzt ab zusidtzlich annehmen, daB R. = O.

1
d) In diesem Fall, sei R2 die Teilsumme der unzerlegbaren

A3,2’l—Summanden U2 von A von folgendem Typ:

=12 = ~ ) i _
Up = k7 = Uy(3"), Up(1") = 0, Uy(2") = Oxk, Uy(h) = Up(5) = kxO und
Uy(w) = k(1,1).

Sei 82 die komplementire Teilsumme. Wegen

A(3) © (Ry(3') NRy(k)) @ (5,(3') NSy(4"))

gibt es einen_ linearen Automorphismus g dieser letzten Summe mit

% g , derart, da8 g(R2(3') n Re(h)) ein Supplement von

5, N A(3) in A(3) enthdlt. Dabei wird f von einem Morphismus

Matrix

. . . . . o e .
R2 —>52 aus X A3,2,l induziert, weil fiir beliebige unzer
A

3,2,1

U,(3') NU,(L) = U(3') NU(k) von einem Morphismus U, =U in-

duziert wird (beachte, daB U ¢ UR U(3') NU(k) # 0 ..., und beniitze

legbare -Summanden U von A jede lineare Abbildung
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R} das Bild von R2 unter dem Automorphismus '

R2 ® S2 = A, Die Zerlegung A = Ré ® 82 ist mit der gesamten

0,

den Ré und gehen von einer Zerlegung von Ré in unzerlegbare

A3 > l—Réume aus. Diese induziert eine Zerlegung von Ré(3') n Ré(h)
’ ’

die in 4.3 gegebene Liste der unzerlegbaren A& ~Ré ). Sei
3,2,1 1 O
von

~Filtrierung vertrdglich. Wir untersuchen zunéchst den CEl—Summan—

in eindimensionale Vektorrdume. Es gibt infolgedessen einen linearen
Automorphismus g von Ré(3) n Ré(h), der eine Teilsumme dieser Zer-
legung auf Ré(3) abbildet. Dieses g wird von einem A§,2,1~AUt°—
morphismus g' von Ré induziert (der Funktor W P W(3') NW(L) ist
volltreu auf den direkten Summen von Kopien von U2). Das Bild der ge-

gebenen Zerlegung von R! unter g' ist mit der O, . -Filtrierung von

2 11

Ré vertraglich. Die Summanden sind von den folgenden 2 Typen U20

und Uzl:

U2(i) = Ut ) = uy(i) far io=10, 20, 3%, 4,5, w, U,°(3) =0
1 1 _
und  U,7(3) = U, (4) = kxO.

Die Dimensionen der entsprechenden Ah > l—Réume ist € 4. Deshalb
] ’

. diirfen wir von jetzt ab zusdtzlich annehmen, daB R2 = 0.

e) In diesem Fall betrachten wir die A3 ~Summanden U_ von A
32,1 3
von folgendem Typ.

3 2

= ' ' - 2 [] =
U3(3 ), U3(1 ) = 0xk CU3(2 ) = Oxk“,
2

U3 =k

Us(h) = kx0? C Uy(5) = k°x0, Uy(¥) = k(1,1,1),

Sei U ein beliebiger unzerlegbarer AB > l—Summand von A. Der in
9 ’
4.3 gegebenen Liste entnehmen wir, daB jede lineare Abbildung
, - , . _ . -
U3(3 )N U3(h) U(3') NU(k) von einem £§,2,1 Morphismus U —U
induziert wird. Wie in ¢) wund d) folgt daraus die Existenz einer

O .-Zerlegung A =R! ® S, von A mit der Eigenschaft, daB der unter-

11 3 3
liegende Aé > l-Raum von Ré eine direkte Summe von Kopien von U3
’ bl
ist, wahrend S3 keinen solchen Summanden enthdlt. Ferner zeigt man
wie in d), daB Ré eine direkte Summe von unzerlegbaren Dil—Réumen

von den folgenden zwei Typen ist:
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o . o

- U hat U P - =
3 a 3 als unterliegenden 3,2,1 Raum und U3 (3) = 0.
1 . 1

- U hat U - =
3 a 3 als unterliegenden £§,2,1 Raum und U3 (3)

1,5, Loy 2
Us (3)ﬂu3 (k)= kxo0-.

o .. . 3
Der zu U3 assoziierte Lﬁ,2,1 Raum V(0) ist isomorph zu P2. Im

Fall U3l hat V(0) die Dimension k.

Wir nehmen von jetzt ab zusdtzlich an, daB kein unzerlegbarer

l% -Summand von A zu U, isomorph ist.
52,1 3

f) In diesem Fall betrachten wir die zu Nl isomorphen
£§’2’1—Summanden Uh vbn A. Sei U ein beliebiger unzerlegbarer
£§,2,l—Summand von A. Der in 4.3 gegebenen Liste entnehmen wir,

daB jede lineare Abbildung Uh(3') f\Uh(h) - U(3') NU(4) von einem
£§’2’1—Morphismus Uh = U induziert wird. Wie in ¢), d) und e)
folgt daraus die Existenz einer Cﬁl—Zerlegung A= Rﬂ ® Sh mit der
Eigenschaft, daB der unterliegende A3’2’1~Raum von Rﬁ eine direkte
Summe von Kopien von Nl ist, wahrend Sh keinen solchen Summanden
enthdlt. Ferner zeigt man wie in d) und e), daB Rﬁ eine direkte

Summe von unzerlegbaren Ull-Réumen von den zwei folgenden Typen ist:

- o 3 - o =
Uh hat Uh als unterliegenden A3,2,1 Raum und Uh (3) = o.
Der entsprechende -Raum V(0) ist .
P Ah,z,l a (0) Q,

- Uhl ha; U, ali unterliegenden 63’2,1—Raum und
u,t3) =yt N te).

Der entsprechende Ah.g.l—Raum v(0) ist P3.

g) Wir nehmen von jetzt ab an, da@ Rﬁ = 0, also insbesondere,

1 enthdlt.

Der Liste der unzerlegbaren 03’2’1—Raume entnehmen wir jedoch, daB

daB A keinen "unbequemen' A3 5 1~Summanden vom Typ N
k] ’

ein unzerlegbarer Ag’z,l—Raum U ¢ Nl mit der Eigenschaft

U(3') NU(4) # O auch die Figenschaft U(3') = U hat. Folglich
gilt unter unseren Voraussetzungen A(3') = A, und wir kdénnen nun den
Beweis wie in 4.2 und 4.3 beenden. Es gilt A(1) = A(2) = 0 und
A(3') = A(k') = A(5') = 0, Die O, _ -Filtrierung von A wird also

11
durch die Unterréume

A(3) C A(4) C A(5) , A(1") < A(2") , A(w)
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bestimmt, und wir diirfen nach 4.3 annehmen, daB A fiir diese

neue A3’2,1—Filtrierung unzerlegbar ist. Wir geben hier nur die ver-
schiedenen Félle an, wo der entsprechende %’2’1—Raum V(0) eine
Dimension } 5 hat:

- A =Xk3, A(3) =0, A(4) = kx0% CA(5) = k°x0,

A(1') = 0%xk CA(2') = Oxk?, A(w) = {(x,y,2)| x+y+z = 0} .
Der entsprechende 4 1 -Raum v(0) ist tP3.
s ]

- A =x3 = A(5), A(3) = kx0% CA(k) = k°x0, A(1') = 0°xk CA(2')=0xk2,
A(w) = k(1,1,1).

Der entsprechende Q& 5 1~Raum v(0) ist t
bl b

P2.
- A, A(3), A(L), A(5), A(1'), A(2') wie im vorigen Fall,

A(w) = ((x,y,2)] x+y+z = 0} .

Der entsprechende q‘,z’l—Rau.m V(0) ist t"Pl.

- A= Nl. Der entsprechende %’2’1~Raum V(0) ist th.
- A =N,. Der entsprechende l}"z,l-Raum V(0) ist t’Q,z.
- A= N,. Der entsprechende %,2,1~Raum v(0) ist Q3.

S. Beweis von Satz 1.2.

Wir diirfen offensichtlich die Zusammenhangskomponenten von KX
einzeln betrachten. Wir nehmen deshalb an, daB K zusammenhéngend,
und folglich nicht leer ist. Es bleibt zu zeigen, daB die Bedingung
von 1.2 notwendig ist. Wir nehmen deshalb zusédtzlich an, daB K
nur endlich viele Isomorphieklassen unzerlegbarer endlich dimensiona-
ler k-linearen Darstellungen besitzt. Wir bezeichnen mit X eine
Unbestimmte, mit M-igk[)(] die Kategorie der k[X)}Moduln, mit M
einen k[X] -Modul und mit f den k-linearen Endomorphismus m ™Xm
von M (vergl. [2], [3]).

1. K enthdlt keinen Zyklus, d.h. keinen Unterkécher Z der Form
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a,,\ A

Ne2 ceceee

Sonst betrachte man némlich den Funktor Mod, [x]—>k-z—’ M, £) » V
mit V(i) =M, 1< i< n, v(ai) =id fiir i #1, und v(al) = f. Der
induzierte Funktor Mod, [x] =i (M, £) - v (2.1) ist additiv und

volltreu. Folglich hat mit MOd'k[X] auch K wundendlich viele unzer-

X
legbare endlichdimensionale Objekte.

2:2. K entgélt keinen Doppelpfeil, d.h. keinen Unterkdcher D

=30, amli
der Form 1 B 2. Sonst betrachte man némlich den Funktor Mogi [X]—) K2
(M, £) »V mit V(1) = V(2) =M, V(@) = id und V(B) = f. Der in-
duzierte Funktor (M, f) »vE ist additiv und volltreu.,.

.3. K enthdlt keinen Unterkécher L der Form

Cc
\ 7
12}—2.... ncpn n+l/ ,n>0,
y N

b d

Wir nehmen zum Beispiel an, daB s. (a) = 5 (B) 1 und

gL(y) = _s_L(S) = n+l (sonst ist der Bewels a.nalog, vergl. 2.8). Der
Funktor (M, f) »V mit V(1) =V(2) = ... = V(n+l) = M @ M,

V(a) =M ® 0, V(b) =0 @ M, V(c) = {(m, m)| m e i}, V(a) = {(m,fm)| meM},
V(q> ) =id, 1 i ¢ n, V(@) = Inklusion ... induziert einen additiven

volltreuen Funktor (M, f) v ceens

§.k. Aus 5.1, 5.2 und 5.3 folgt leicht, daB K entweder zur
Klasse A gehdrt oder die Form von 2.6 hat. Nach 2.8 koénnen wir

als K=K
o annehmen, da K 5.a,r,

r = 1, Dafiir geniigt es zu zeigen, daB 5,2 2.2 nicht zugelassen ist.
&=

P >Q )r. Wir zeigen zunéchst, daB
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Wir betrachten den Funktor Mod, [X]-’kcﬁ 2.2 (M, £) ™A mit
&

A=MOMOM, A(2) =08 MO MDA(L) = {(0, m, m)| me M),

A(2') =M®0®MDA(L') = ((m, 0, m)| m e M),

A(2") {(m, fm, 0)] me M).

MeMe o0DA(L")

Der Funktor (M, f) »A ist additiv und volltreu, und unsere Be-

hauptung folgt aus 2.7.

5.5 Wir zeigen jetzt, daB q ¢ 2. Es geniigt zu zeigen, da8

3,31
k%,2,2 = k%&,3,, » AWB mt

B=A® (A(2")/ A(1"), B(1") = {(a,a + A(1"))] a e A(2")),

nicht zugelassen ist. Wir betrachten den Funktor

B(1) = A(1) # 0 CB(2) =A(2) 0 CB(3) =A®O0 ,

o® (A(2") / A(1")) C B(2') =
A(1') @ (a(2")/ A(1") ©B(3') =
A(2') @ (A(2") /7 A(A™))

B(1)

Dieser Funktor ist additiv und volltreu. Unsere Behauptung folgt

demnach aus 2.7..

5.6. Wir zeigen schlieBlich, daB p ¢ 4, falls q = 2. Es geniigt

zu zeigen, daB 55 5.1 nicht zugelassen ist. Wir betrachten den
Funktor kA3,3,1 - °i3’ AB mit B = A, wobei die Unterrdume
B(w) und

B(1') =»B(2') =B(3') =»B(4') =B(5') =B(6')

) ) T T T T

B(1) =-B(2) -B(3) =-B(4) -B(5) -B(6)

0 und B(i+3) = A(i)
A fir j =1,2,3,

von B folgendermaBen definiert sind: B(i)
=1,2,3, B(j') = A(§') und B((j+3)')
A(1").

He

fir
B(w)

Dieser Funktor ist additiv und volltreu. Unsere Behauptung folgt

demnach aus k.1,
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