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182 Emmy Norruer:

Die arithmetische Theorie der algebraischen Funktionen
einer Verédnderlichen, in ihrer Beziehung zu den iibrigen
Theorien und zu der Zahlkorpertheorie.

Bericht von EMMy NOETHER-in Gottingen.

Der folgende Bericht ist aus dem Wunsche entstanden, ein ver-
bindendes Glied zwischen den einzelnen Theorien der algebraischen
Funktionen zu haben; zugleich kann er als eine Ergiinzung zu dem Be-
richt von Brill-Noether') angesehen werden, in dem die Besprechung
der arithmetischen Theorie im wesentlichen fehlt.?)

An Besprechungen der einzelnen Theorien kommen auBer Brill-
Noether noch die folgenden Enzyklopidie-Artikel mit der darin an-
gegebenen Literatur in Betracht:

Fir die Theorie von Riemann: Wirtinger (IIB2), Nr. 1—19;

fir die Theorie von WeierstraB: Wirtinger (IL B2), Nr. 23, 32,
33, 34; .

fiir die algebraisch-geometrische Theorie von Brill-Noether: Wir-

tinger (I B2), Nr. 21—31; Berzolari (III C4), Nr. 23—38;

fiir die arithmetische Theorie von Dedekind-Weber und Hensel-

Landsberg: Hensel (II C5), [zitiert Hensel]?);

allgbmeiner fiir die arithmetische Theorie der algebraischen GroBen:

Landsberg (I C5) und fiir die arithmetische Theorie der alge-

braischen Funktionen von mehr Verinderlichen: Jung (II C6).

Fiir die Zahlkorpertheorie vergleiche den ,Zahlbericht“ von Hilbert*)
und die Vorlesungen tiber Zahlentheorie von Dirichlet-Dedekind

[zitiert Dedekind-Zahlentheorie].%)

Inhaltsverzeichnis.
. Grundlagen der verschiedenen Theorien.
2. Parallelismus zwischen algebraischen Zahlen und algebraischen Funktionen (Kon-
jugierte Elemente, Basissitze, Modulbegriff).

-

1) Die Entwicklung der Theorie der algebraischen Funktionen in #lterér und
neuerer Zeit. Jahresb. d. D. Math. Verein. Bd. 3 (1894) [zitiert Brill-Noether].

2) Mit Ausnahme einer Besprechung der Kroneckerschen Untersuchung iiber
die Diskriminante. (J.f. M. Bd. 91.)

8) Dieauf Dedekind-Weber beziiglichen Teile riihren von A. Ostrowski her.

4) Die Theorie der algebraischen Zahlkdrper. Jahresb. d. D. Math. Verein.
~ Bd. 4 (1894/95).
5) Braunschwéig, Vieweg, 4. Aufl. 1894.
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3. Parullelismus und Verschiedenheiten in der Idealtheorie der algebrdischen Zahlen
und Funktionen.

4. Zusammenhang der arithmetischen Begriindung der Reihenentwicklung mit der
Idealtheorie. :

5. Vergleich der arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionen mit der geo-
metrischen Theorie. Verschiedener Invarianzlegriff.

6. Fortsetzung des Vergleichs. Singulire Punkte.

. Vergleich zwischen Restsatz und Sitzen der Idealtheorie.

8. Transzendente Fragen bei algebraischen Funktionen und algebraischen Zahlen.

-~

1. Grundlagen der verschiedenen Theorien. Die Theorie von Rie-
mann ist die einzige rein transzendente, auf Ezxistenzsdtzen (Dirichletsches
Prinzip, Schwarz-Neumannsche Methoden) beruhende. Die Inérgrale der-
algebraischen Funktionen sind hier das Primire, die algebraischen Funk-
tionen selbst das Sekundiire. Die Funktionen sind auf der Riemannschen
Fliche durch ihre Null- und Unendlichkeitsstellen charakterisiert, was
den Polygonen (bzw. Divisoren) der arithmetischen Theorie entspricht;
wihrend WeierstraB auch von den Funktionen selbst mit ihren Null-
und Unendlichkeitsstellen spricht. Das Hauptproblem ist auBer den
Existenzsiitzen die Aufstellung aller Funktionen mit gegebenen Unend-
lichkeitsstellen, was durch die Integrale erster und zweiter Gattung ge-
leistet wird; und weiter die Frage nach der Anzahl der willkiirlichen
Konstanten, die bei vorgegebenen Unendlichkeitspunkten noch eingehen.
Diese letztere Frage wird beantwortet durch den Riemann-Rochschen
Satz; ihr entspricht in der arithmetischen Theorie die Frage nach der
Dimension einer Polygonklasse (bzw. Divisorenklasse), in der algebraisch-
geometrischen Theorie die Frage nach der Dimension einer linearen
Vollschar, deren Beantwortung auch hier durch den Riemann-Rochschen
Satz geleistet wird. Die wirkliche Bildung der Funktionen geschieht in
der arithmetischen Theorie mittels der Basissitze; in der algebraisch-
geometrischen Theorie durch den Restsatz. Insbesondere entspricht den
Nullstellen der Integranden erster Gattung die Differentialklasse in der
arithmetischen Theorie, die Lebre von den Spezialgruppen (d. h. die durch
die adjungierten Kurven (n—3). Ordnung, die ¢-Kurven, ausgeschnittene
Schar von Punktgruppen) in der algebraisch-geometrischen Theorie.

Wie die Riemannsche Theorie historisch den iibrigen Theorien voran-
ging, wenn auch der strenge Nachweis der Existenzsitze erst spiter gelang,
so sind auch spiter mit ihren transzendenten Hilfsmitteln algebraische
Fragen erledigt worden, die einer rein algebraischen oder arithmetischen
Behandlung bis heute noch nicht zuginglich sind; hier ist vor allem die
Hurwitzsche Theorie der singuliren Korrespondenzen zu erwiihnen.’)

. 1) A. Hurwitz, Uber algebraische Korrespondenzen und das erweiterte Kor-
respondenzprinzip. Ann. Bd. 28. (Vgl. Brill;Noether, 10. Abschnitt.):
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- Analogien zu den transzendenten Fra.geste]lungen in der Theorie
der algebraischen Zahlkérper werden in der letzten Nummer besprochen.

Fiir die iibrigen Theorien sind die algebraischen Funktionen das
Primiire, die Integrale das Sekundére. Dabei beruht die WeierstrafBsche
Theorie auf den transzendenten Grundlagen der Potenzreihenentwicklung
und des Residuensatzes; geht aber dann algebraisch weiter, durch ex-
plizite Angabe aller in Betracht kommenden Funktionen.

Auch die arithmetische Theorie in der Fassung von Hensel-Lands-
berg benutzt die transzendenten Grundlagen der Reihenentwicklung. In-
dem aber auf dieser Grundlage den einzelnen Punkten Divisoren zuge-
ordnet werden, geht sie dann rein arithmetisch weiter und kann somit
als eine Verschmelzung von Weiérstra und Dedekind-Weber be-
trachtet werden. Im Gegensatz zu letzteren liefert sie zugleich Methoden
zur wirklichen Bildung aller in Betracht kommenden Basisfunktionen.
Im einzelnen weist sie eine Reihe von Vereinfachungen gegeniiber Dede -
kind-Weber auf; wesentlich durch Einfithrung der ,gebrochenen Divi-
soren. Neuerdings hat Hensel') die Theorie der Reihenentwicklung
arithmetisch begriindet (bis auf eine Majoranténmethode zum Konver
genzbeweis), wodurch die Theorie fast rein arithmetisch geworden ist.

Die algebraisch-geometrische Theorie von Brill-Noether setzt nur
den Begriff ,aufeinanderfolgender Punkte® eines Zweiges voraus, der auf
die Reihenentwicklung in einem gewohnlichen Punkt zuriickgefiihrt wird %)
und dem WeierstraBschen Elementbegriff entspricht; sie arbeitet dann
mit algebraisch-rationalen Methoden, wesentlich denen der terniren Elimi-
nationstheorie weiter; auch sie dringt bis zu expliziten Darstellungen vor.

Die urspriingliche, rein arithmetische Theorie von Dedekind-Webér?)
ist insofern der Riemannschen verwandt, als ihre Sitze wieder den Cha-
rakter von Existenzbeweisen tragen; sie wahrt volle Reinheit der Me-
thode. 4) D1e anthmetlsche Begriindung der Theorie, wo die Variabeln

1) Ma,thematlsche Zeitschrift Bd. 4; die Begriindung ist auch seinem Bericht
zugrunde gelegt.

2) Fiir aufeinanderfolgende ,singulire* Punkte vergleiche Brill-Noether,
6. Abschnitt, insbes. Nr.10 und 11. Gewdshnliche aufeinanderfolgende Punkte sind
etwa die Schnittpunkte der Tangente mit der Kurve oder hohere Beriihrungs-
punkte (Verzweigungspunkte).

3) J. f. M. 92 (zitiert D.-W.).

4) Aus diesem Grunde ist sie auch geeigneter zum Vergleich mit den iibrigen
Theorien als etwa die Theorie von Hensel-Landsberg, die nur gelegentlich bei
den folgenden Vergleichen auftreten wird. — Die Theorie der Abelschen Integrale
und ihrer Umkehrung ist allerdings, soweit sie Stetigkeit voraussetzt, bei D.-W.
und a.uch in der Weiterentwicklung der algebraischen Theorie (M. Noether, Ann, 37)
nicht behandelt. .
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nur die Rolle von Unbestimmten spielen, liuft der Theorie der alge-
braischen Zahlen parallel, wie in 2. néher ausgefiihrt werden wird.})
Diese Begriindung gibt das Mittel, den Punktbegriff arithmetisch ein-
zufithren (vgl. Hensel Nr. 10a) und so den Begriff der absoluten Rie-
mannschen Fliche ohne jede Stetigkeitsbetrachtung aufzustellen. Die
Theorie erhilt dadurch einen formalen Charakter; es wird z. B. auch
der Begriff des Differentials rein formal eingefiihrt. Auf der durch den
Punktbegriff gewonnenen Grundlage liBt sich die nahe Verwandtschaft
mit den Methoden und Begriffen der algebraisch-geometrischen Theorie
nachweisen, die ja auch, abgesehen vom Elementbegriff, von transzen-
denten Hilfsmitteln frei ist; dies soll in den folgenden Nummern ge-
schehen.

2. Parallelismus zwischen algebraischen Zahlen und algebraischen
Funktionen. (Konjugierte Elemente, Basissiitze, Modulbegriff). Ein
algebraischer Zahlkorper ist definiert als ein Korper n-ten Grades iiber
dem Korper R der rationalen Zahlen; ein Kérper algebraischer Funk-
tionen einer Verinderlichen als ein Korper #s-ten Grades iiber dem
Korper K (2) aller rationalen Funktionen einer Unbestimmten z mit be-
liebigen komplexen Koeffizienten. Es gelten also fiir beide Kérper alle
Sitze gemeinsam, die von der speziellen Natur des Grundkorpers véllig
abstrahieren; das sind die Sitze iiber Basis, Normen, Spuren und Dis-
kriminanten.?) All diese Begriffe werden bei Dedekind-Weber ohne
Benutzung konjugierter Elemente eingefiihrt. Es sei aber bemerkt,
daB sich der Begriff des konmjugierten Korpers vollig formal definieren
18t, wie Steinitz im AnschluB an Kronecker gezeigt hat.®) Ist nim-
lich K ein beliebiger Korper und ¢ («) ein in K irreduzibles Polynom
von 2, 8o bildet das System der Restklassen modulo ¢(x) einen Korper.
Ordnet man der Restklasse von z ein Element j zu, so entspricht bei
isomorpher Zuordnung der durch das Polynom f(z) reprisentierten
Restklasse das Element f(j). Da alle durch ¢ («) teilbaren Polynome
die Restklasse Null repriisentieren, wird ¢(j) der Nullklasse zugeordnet;
das Element j kann somit symbolisch als Nullstelle von ¢ (2) = 0 be-
trachtet werden und erzeugt den algebraischen Kérper K (j). Die Wieder-
holung des Verfahrens fiihrt zu den n konjugierten Korpern K (j),
K(j), ..., K(j»~Y). Man kann also insbesondere auch bei den alge-
braischen Funktionen von konjugierten Flemenien sprechen, ohne die rein
arithmetische Theorie zu verlassen.

1) Ein Vergleich der Theorie von Hensel-Landsberg mit der Zahlen-
theorie, insbesondere der Theorie der p-adischen.Zahlen, findet sich bei Hensel.

2) D.-W,, § 1 und 2; Hensel Nr. 4 (mit Anmerkung 5).

3) Steinitz, Algebraische Theorie der Korper. (J. f. M. 187, § 6 und 8,
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Die beiden Grundkérper B und K (z) haben die Eigenschaft ge-

mein, daB in ihnen das System aller ganzen GroBen definiert ist, als
ganze rationale Zahlen bzw. ganze rationale Funktionen einer Unbe-
stimmten. Diese ganzen GroBen haben dre charakteristische Eigenschaft,
daB je zwei a und b einen grifiten gemeinsamen Teiler d besitzen, der
in der Form ma + nb darstellbar ist, wo auch d, m, » ganze GroBen
aus R bzw. K (2) sind; und zwar ist d die absolut kleinste Zahl bzw.
das Polynom niedrigsten Grades, das in dieser Form darstellbar ist.
Aus dieser Eigenschaft allein, die die eindeutige Zerleybarkeit in Prim-
faktoren fiir die ganzen rationalen Zahlen hzw. Funktionen einer .Unbe-
stimmten nach sich zieht, beruhen die Sitze iiber die ganzen GroBen
des algebraischen oder Oberkirpers. Die Uberlegung, die die Existenz
des groBten gemeinsamen Teilers nachweist, ergibt auch die Existenz
eines Fundamentalsystems oder einer Basis der ganzen Griflen des alge-
braischen Korpers. Betrachtet man néimlich nur solche Basen des Korpers,
die aus ganzen Grofen bestehen, so wird ‘ihre Diskriminante eine ganze
rationale Zahl bzw. ganze rationale Funktion einer Unbestimmten. Jede
Basis, die der absolut kleinsten Zahl bzw. Funktion niedrigsten Grades
entspricht, bildet ein Fundamenta]system.
;  Genaueren Einblick in die Basisfragen, auch fiir allgemeinere Korper,
gibt die Einfiihrung des Modulbegriffes, der so gefaBt werden soll, daB
er die je nach der Natur der Elemente in der Literatur verschieden auf-
tretenden Definitionen umfaBt. Als Modul — in bezug auf einen Grund-
integrildtsbereich § — wird ein System von Elementen bezeichnet derart,
daB die Difierenz zwcier Elemente wieder dem System angehirt, ebenso
das Produkt eines Elements mit einer beliebigen Grifle aus J. (Besteht
S aus den ganzen rationalen Zahlen, so ist die zweite Forderung eine
Folge der ersten.)?!)

Jeder Modul, der eine Basis aus endlich vielen Elementen besitzt,
durch die sich jedes Element linear mit Koeffizienfen aus J darstellen
liBt, wird als ein endlicher (endlichgliedriger) bezeichnet; insbesondere
ist also jeder eingliedrige Modul von der Form ¢- e, wo « das Basis-

1) Der Modulbegriff riihrt von Dedekind her, der den Zahlmodul (J = ganze
rationale Zahlen) zuerst in der 2. Aufl. der Z:hlentheorie einfiihrte; auch der Modul
aus ganzzahligen Linearformen ist hier implizit enthalten. Bei Dedekind-Weber
treten dann die ,,Funktionenmoduln‘* auf, deren Elemente aus algebraischen Funk-
tionen bestehen, wihrend  aus allen ganzen rationalen Funktionen einer Unbe-
stimmten besteht. — Der Modul aus homogenen Formen von # Unbestimmten,
allgemeiner aus Polynomen, tritt zuerst bei Hilbert (Annalen 36) auf; & besteht
aus allen Polynomen, und da auch die Elemente Polynome sind, fillt dieser Modul
unter unsere Idealdéfinition. Die Kroneckerschen ,,Modulsysteme* aus Polynomen
gehen von der Basis, nicht von der abstrakten Definition aus.
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element bedeutet, ¢ alle GroBen aus J durchliuft. Ein Modul, dessen
Elemente selbst I angehoren, heift ein Ideal in J; woraus der Begriff
des endlichen Ideals, insbesondere des eingliedrigen (Hauptideals) folgt.

Nun beruhen alle Basissiitze fiir ganze Grofen und Ideale auf dem
folgenden Satz:

Ist. M ein Modul in bezug auf J, dessen Elemente aus Linearformen
von n Unbestimmien mit Koeffizienten aus J bestehen, und ist jedes Ideal
in I ein endliches, so ist auch I ein endlicher Modul. Ist insbesondere
jedes Ideal in S ein Hauptideal, so lesitzt M eine Basis aus linearun-
abhingigen Formen.') ,

Sind namlich die Elemente von M gegeben durch I(z) = a, 2, + - -
+ a,z,, so durchliuft die Gesamtheit der Koeffizienten @, ein Ideal in
J, das nach Voraussetzungen, von der Form: b a(V 4 ---+b,a(® ist.
Die zu M gehorige Linearform m(x) = I(z) — b, 1% (2)- - — byl“') () hingt
also nur von (» — 1) Unbestimmten ab, woraus durch endlich oftmalige
Wiederholung die Behauptung folgt. Wird jeweils ¢ = 1, so besteht
die Basis aus n Formen von bzw.n, » — 1 ... 1 Unbestimmten, was
die lineare Unabhiingigkeit der nichtverschwindenden Formen ergibt.

Der Satz vom Fundamentalsystem ergibt sich daraus in den ver-
schiedenen Fillen wie folgt:

Entsteht der algebraische Korper durch Adjunktion des ganzen
algebraischen Elements 0 zum Grundkdrper, und bedeutet J die Gesamt-
heit aller ganzen GroBen des Grundkorpers, so liBt jede ganze GriBe
des Oberkorpers die Darstellung zu (vgl. etwa Zahlbericht § 3):

. ~F_1,(j‘n—l +_(123"—’ +_an
A(d) ’ .
wo a; GroBen aus,JI und A(d) die Diskriminante von & bedeutet. Durch
die Substitution z; = (XL(;;) geht also der Modul aller ganzen GriBen in

einen Modul aus Linearformen iiber; somit ergibt sich die Existenz des
Fundamentalsystems in allen Fillen, wo jedes ldeal in J ein endliches
ist. Die gleiche Uberlegung zeigt, daB allgemeiner jedes Ideal im Be-
reich der ganzen GroBen des Oberkorpers ein endliches ist. Nun ist
insbesondere fiir die ganzen rationalen Zahlen bzw. Funktionen einer
Unbestimmten, jedes Ideal ein Hauptideal; woraus also folgt, daB die
Fundamentalsysteme in algebraischen Zahlkorpérn bzw. Kérpern von
algebraischen Funktionen einer Unbestimmten aus genau n Grofen be-

1) Der Satz tritt in der Literatur fiir die verschiedenen Koeffizientenbereiche 3
gesondert auf. Fir ganze rutionale Zahlen vgl. etwa Hilbert, Zahlbericht § 3 u. 4;
fiir' Polynome von mehreren Unbestimmten: Hilbert, Uber die vollen Invarianten-
syteme: § 2 SchluB (Math. Ann. 42). '
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stehen, wenn 7 den Grad angibt. Und da in diesen Krpern nach dem
obigen jedes Ideal ein endliches ist, ergibt sich also zugleich das Fun-
damentalsystem fiir Relativkorper, das im allgemeinen aus mehr GréBen
bestehen wird, als der Relativgrad angibt.') Da ferner auch, wenn J den
Bereich aller Polynome von mebreren Unbestimmten bedeutet, in J
jedes Ideal ein endliches ist?), so ergibt sich die Existenz des Funda-
mentalsystems auch fiir algebraische Funktionenkdrper von mehreren
Unbestimmten, das wieder aus mehr GroBen bestehen wird, als der
Grad angibt.

3. Parallelismus und Verschiedenheiten in der Idealtheorie der
algebraischen Zahlen und Funktionen. Der Beweis des. Fundamental-
satzes der Idealtheorie, daB jedes Ideal sich eindeutig als Potenzprodukt
von Primidealen darstellen 1d8t, 1Bt sich fiir algebraische Zahlen und
Funktionen gemeinsam fithren; allein auf Grund der Eigenschaft, daB
fir ganze rationale Zahlen bzw. Funktionen einer Unbestimmten jedes
Ideal ein Hauptideal wird.®) Der Hauptpunkt des Beweises liegt in dem
Nachweis, daB aus der Teilbarkeit eines Ideals ¢ durch ein Ideal a (d. h.
jedes Element von ¢ ist in a enthalten) die Produktdarstellung: c=a-b
folgt*) Dieser Nachweis stiitzt sich bei Hurwitz auf den ,erweiterten
GauBschen Satz“, der aussagt, daB eine ganze GroBe o, die in jedem

1) Nach den Untersuchungen von Steinitz tiber Moduln aus Linearformen,
wo ¥ aus den ganzen Zahlen eines (endlichen) algebraischen Zahlkorpers besteht,
geniigen » - 1 Basiselemente, wenn » den Relativgrad angibt (Math. Ann. 71, § 4).

2) Nach dem Hilbertschen Theorem von der Modulbasis (Math. Ann, 36). Die
hier der Konsequenz halber als Ideale bezeichneten Moduln aus Polynomen werden
gewdhnlich als ,Formenmoduln“ oder einfach ,,Moduln“ bezeichnet. Auch der
Hilbertsche Satz, daB ein solcher Modul N ein endlicher ist, liBt sich auf den
Linearformensatz zuriickfiihren. Sei niimlich f ein in N enthaltenes Polynom #n-ten
Grades der ¢ 4+ 1 Unbestimmten & ... £ , n, das den Term 7” enthélt (was durch
lineare Transformation stets erreichbar), so sind alle Polynome aus N mod. f den-
jenigen kongruent, die sich in der Form: a, (§)n*~1+ ... a, (&) darstellen lassen;
also vermdge 7” ~i= x; einen Modul von Linearformen bilden, fir den jedes Ideal
im Bereich von ¢ Unbestimmten als endlich angenommen werden darf, da dies fiir
eine Unbestimmte der Fall ist.

3) Vgl. eine Bemerkung in der Einleitung von Hurwitz: Uber die Theorie
der Ideale (Gott. Nachr. 1894). Im Weberschen Lehrbuch der Algebra ist der Be-
weis im AnschluB an Kronecker vermige Einfiihrung der Funktionale fiir beide
Kdrper parallellaufend erbracht, [Den Zusammenhang zwischen der Kroneckerschen
Theorie und der Idealtheorie vermittelt der ,erweiterte GauBsche Satz'; Hurwitz
a. a. 0.]

4) Besonders hervorgehoben bei Dedekind (Zahlentheorie); Supplement XI,
Satz VII, § 177; vgl. die Anmerkung S. 554. Der Satz benutzt die Tatsache, daB
es sich um algebraische Korper handelt; gilt nicht mehr fiir Ideale (Moduln) aus
Polynomen, wo das kleinste gemeinsame Vielfache an Stelle des Produktes tritt
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Koeffizienten des Produktes zweier Polynome ¢ und ¥ aufgeht, auch
in dem Produkt aller Koeffizienten von ¢ und 3 aufgeht, bei Dede-
kind auf einen diesem Satz dquivalenten Modulsatz.!)

Weitergehend 148t sich gemeinsam der Begriff des komplementiren
Moduls (Hensel Nr. 12) und daraus das Verzweigungsideal (Grundideal,
Differente) 3 definieren (dessen Norm die Korperdiskriminante D wird);
und es gilt der Fundamentalsatz, daB das Verzweigungsideal der gripte
gemeinsame Teiler aller Houptideale F'(0) ist; wo 0 alle ganzen GroBen
des Korpers durchlduft und F'(0) =0 jeweils die zugehorige irredu-
zible (leichung bedeutet. Hieraus folgt, daB die Korperdiskriminante
alle und nur solche rationale Primzahlen bzw. Linearfaktoren in z ent-
halt, die durch das Quadrat eines Primideals teilbar sind. Fir F’(0)
.sélbst ergibt sich die Darstellung: F'(0) =1%-3, und durch Normbil-
dung A (0) = R®- D; dabei bedeutet f den Fiihrer des aus ¢ abge-
leiteten Ringes, (Ordnung, Integrititsbereich), d. h. I besteht aus der
Gesamtheit der (ganzen) GroBen, die mit jeder ganzen GroBe multipli-
ziert durch den Modul [1,9,...0" "] teilbar sind. R?= Norm f stellt
das Quadrat der Substitutionsdeterminante dar, die die Basis 1,4 ... 0" *
in eine Basis der ganzen GroBen iiberfiihrt.?)

Verschiedenheiten in der weiteren Entwicklung werden durch spe-
zielle ‘Bigenschaften der Grundkorper bedingt. So fithrt die Tatsache,
daB im Fall der algebraischen Zahlen die Elemente des Grundkirpers
zugleich Exponenten sind, dazu, daB das Verzweigungsideal durch eine
hohere als die (¢ — 1)te Potenz eines Primideals p teilbar sein kann,
das in p zur e-ten Potenz aufgeht (wenn namlich e durch p teilbar ist);
und fithrt dadurch auf die weiteren Begriffe des Triigheits- und Ver-
zweigungskorpers®), die kein Analogon in der Theorie der algebraischen
Funktionen besitzen. Vor allem aber fillt, wegen der Ezistenz der un-
endlich vielen Konstanten im Grundkorper, bei den algebraischen Funk-
tionen die Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen fort und damit alle
mit der Bestimmung der Klassenanzahl zusammenhingenden Frage-
ste]lungen Indessen liBt sich in gewissem Sinne als transzendentes

1) Zahlentheone Suppl. XI; Satz VI, § 178. Auf die Aquivalenz der beiden
Sitze weist Dedekind hin (Uber die Begriindung der Idealtheorie, Gottinger
Nachr. 1895).

2) Dedekind, Uber die Diskriminante endlicher Kérper (Abhandl. der Gétt.
Ges. d. Wissensch. Bd. 29, 1882). Die dort fiir algebr. Zahlen gegebenen Definitionen
lasgen sich direkt auf algebr. Funktionen iibertragen; auch die Beweise lassen sich
fast genau fiibertragen. Die Beweisanordnung bei D.-W. ist davon verschieden;
siehe unten. Fiir die angefiihrten Sitze vergleiche auch Zahlbericht, § 31 und 32.
(F’(9) wird dort als ,Differente* der ganzen Zahl d bezeichuet.)

3) Vgl. Zahlbericht, § 39—45.
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Analogon zum Klassenkorper der Bereich aller (transzendenten) Prim-
formen?') ansehen; da hier jeder Punkt durch eine einzige Form, ein
Hauptideal, erzeugt wird.

Auf der andern Seite fithrt die Existenz der unendlich vielen Kon-
stanten im Grundkdrper K (z) bei den algebraischen Funktion zu Sitzen
und Fragestellungen, die kein Analogon bei den algebraischen Zahlen
besitzen. Vorerst ergibt sich daraus eine gewisse Vereinfachung in der
Beweisanordnung; so etwa in dem von D.-W. gegebenen Beweis der
eindeutigen Zerlegbarkeit der Ideale in Primideale, wo sich der ,er-
weiterte GauBsche Satz“ oder ein diesem #quivalenter Satz umgehen liBt
durch Benutzung der Tatsache, daB jede Linearform (¢ — ¢) unendlich
viele Restklassen besitzt, nimlich alle Konstanten (wihrend die Anzahl
der Restklassen mod. einer Primzahl endlich ist).?)

Zu wirklich neuen Resultaten fiihrt die weitere Tatsache, daB jedes
Polynom mit ganzen rationalen Funktionen von z als Koeffizienten,
mod. (¢ —¢) in Linearfaktoren zerfillt (was fiir ein ganzzahliges Polynom
mod. p nicht statthat); eine Tatsache, die auch noch gilt, wenn statt
aller Konstanten nur alle algebraischen Zahlen genommen werden.?)
Hieraus folgt némlich, daB jedes Primideal ein Ideal ersten Grades ist*);
und daraus weiter, daB die Korperdiskriminante D der Durchschnitt aller
Diskriminanten /\(0) wird, wo 0 alle ganzen GroBen durchliuft®); beides
im Gegensatz zu den algebraischen Zahlen. Hinterher ergibt sich daraus
wieder, duB das Verzweigungsideal der Durchnitt aller Hauptideale
F’(0) wird.

Weitere Verschiedenheiten werden dadurch bedingt,’ daB fiir die
algebraischen Zahlen der Grundkérper R der rationalen Zahlen etwas
absolut Ausgezeichnetes ist, nimlich der im Korper enthaltene Primkirper,
(d. h. der aus der Einheit abgeleitete Korper); wihrend der Grundkorper
K (2) etwas Relatives ist. Es 1dBt sich jede nichtkonstante Funktion §
als unabhiingige Verdnderliche wihlen; der Korper wird dann ein alge-
braischer Korper iiber K(£). Der Satz, daB ‘jedes Primideal p ein Ideal
‘ersten Grades ist, also jede Funktion mod. p einer Konstanten kon-
gruent ist, verbunden mit der Méglichkeit, eine beliebige Funktion als
unabhiingige Verinderliche zu nehmen, fihrt zu dem wichtigsten, tiber
die algebraischen Zahlen hinausgehenden Begriff, zu dem Punktbegriff in
rein arithmetischer Fassung. (Vgl. Hensel 10a.) Jeder Punkt ist da-

1) Klein, Zur Theorie der Abelschen Funktionen (Ann. 36, 1830).

2) D.-W. §9. Vgl die Anmerkungen S. 212 u. 213.

3) DaB in diesem Fall die ganze Theorie erhalten, bleibt, bemerken D.-W.
in der Einleitung. .

4) D.-W.,§9, Nr. 7. 5) D.-W., 8. 224.
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bei repriisentiert durch einen dem Funktionenkirper isomorphen Korper von
Konstanten.') Die Gesamtheit der so definierten Punkte bildet die ,ab-.
solute Riemannsche Fliche“. Diese Punktdefinition hingt nur vom Kor-
per ab, nicht von einer speziellen Veranderlichen. Dagegen wird der
Existenzbeweis unter Auszeichnung irgendeiner Funktion als unab-
hingigen Verinderlichen z gefiihrt; ein Punkt P wird durch ein Prim-
ideal p erzeugt, indem jeder Funktion ihr konstanter Rest modulo p
zugeordnet wird; es verschwinden also insbesondere die durch p teil-
baren Funktionen in P und umgekehrt. Durchliuft p alle Primideale
in 2z, so werden dadurch alle Punkte erhalten, in denen 2z endlich ist;
die iibrigen Punkte entstehen durch Einfiihrung der unabhingigen Ver-
dnderlichen §=_/1: und entsprechen den Primidealen, die im Haupt-

ideal ¢ aufgehen. NaturgemiB konnen auch die an den Punktbegriff
anschlieBenden Begriffe kein Analogon bei den algebraischen Zahlen
haben; wie der Begriff des Polygons, der Polygonklasse, der Dimension
einer Polygonklasse usw.

Es sei noch bemerkt, daBl die freie Wahl der unabhingigen Ver-
iinderlichen zu einer weiteren Deutung der Zerlegung: F'(9) =¥ 3
fiilhrt. Betrachtet man namlich & als unabhingige Veriinderliche, so

ergibt sich entsprechend: (%g) =1f-a, da ja der aus & abgeleitete Ring
symmetrisch in bezug auf 2z und & definiert war; und es wird f

der groBte gemeinsame Teiler der beiden Hauptideale 381:’ und %Fﬂ; der

Fiihrer ¥ wird zugleich das ,,Doppelpunkisideal® in bezug auf i, z.)

4. Zusammenhang der arithmetisehen Begriindung der Reihen-
entwicklung mit der Idealtheorie. Bei Hensel-Landsberg tritt das
transzendente Hilfsmittel der Reihenentwicklung und der der Funktionen-
theorie entnommene Punktbegriff an Stelle der Idealtheorie. Die neuer-
dings von Hensel gegebene arithmetische Begriindung der Reihenent-
wicklung fiir algebraische Zahlen und Funktionen?®) kann somit als ein
Aquivalent der Idealtheorie angesehen werden. Tatsichlich kommt diese
arithmetische Begriindung darauf hinaus, fiir jedes Primideal zu einem
solchen (transzendenten) Erweiterungskorper iiberzugehen, wo dies Prim-

1) Zwei Kérper heifen bekanntlich ,,isomorph*, wenn sie derart ein-eindeutig
aufeinander bezogen werden kénnen, daB auch Summe, Differenz, Produkt und
Quotient sich entsprechen.

2) D.-W. 8. 263.

8) Eine neue Theorie der algebraischen Zahlen (Math. Zeitschr. Bd. 2, 1918)
und Neue Begriindung der arithmetischen Theorie der algebraischen Funktionen
einer Variablen (Math. Zeitschr. Bd. 4, 1919). Fiir eine ausfiihrlichere Darlegung vgl.
Hensel Nr. 44ff.
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ideal zu einem Hauptideal wird, also dle gewohnhchen Zerlegungssitze
_gelten; und zwar geniigt es, diese Uberlegung fiir alle in einer Prim-
zahl p bzw. Linearfunktion z— a aufgehenden Primideale durchzufiihren.

Es handelt sich zuerst um die Einfiihrung eines transzendenten
Erweiterungskorpers, der gebildet ist durch alle Reihenentwicklungen
nach ganzen Potenzen von 2z —a bzw! p (p-adischen Zahlen), mit je-
weils hochstens endlich vielen negativen Potenzen. In diesem Korper
zerfillt die den algebraischen Zahl- bzw. Funktionenkorper definierende
irreduzible Gleichung in das Produkt von ¢ irreduziblen Faktoren, was
der Zerlegung von p bzw.z—a in das Produkt der ¢ ,priméren Ideale
G;, - .. 0, entspricht. Der weiteren Darstellung jedes primiren Ideals
als Potenz eines Primideals: g, = p/:, entspricht bei Hensel die Ein-
filhrung eines weiteren, in. bezug auf den transzendenten Erweiterungs-
korper algebraischen Korpers. Und zwar 148t sich dieser im Fall der
algebraischen Funktionen durch eine reine (leichung definieren; im
Fall der algebraischen Zahlen allgemeiner durch eine algebraisch-auf-
I5sbare Gleichung. Die Vereinfachung bei den algebraischen Funktionen
ist darauf zuriickzufiihren, daB hier keine Trigheits- und Verzweigungs-
korper (vgl. Nr. 3) auftreten.

Die bei diesen Untersuchungen auftretende ,jabbrechende Reihe
nach einem Primelement ') (die noch keinen transzendenten Konver-
genzbeweis verlangt)

v=¢+ex+ ... +¢,_,a°"t—v,m",

WO ¢, ... c¢,_, Konstante, v, ein ganzes Element des Korpers bedeuten,
findet sich ganz entsprechend bei D.-W.2) Hier wird sie aus der Ideal-
theorie abgeleitet und ergibt die Grundlage fiir die Definition der Ord-

nung des Verschwindens (bzw. Unendlichwerdens) einer Funktion in
einem Punkt. '

6. Vergleich der arithmetischen Theorie der algebraischen Funk-
tionen mit der geometrischen Theorie. Verschiedener Invarianzbe-
griff. ,Invariant“ ist jeder allein durch den Korper charakierisierte Be-
griff. Diese Invarianz wird in der arithmetischen Theorie im allgemeinen
schon in der Definition gegeben, die in bezug auf alle Elemente des
‘Korpers, nicht in bezug auf irgendeine Basis oder ausgezeichnete Va-
riable, ausgesprochen wird; ein Beispiel bietet der oben angegebene
Punktbegriff. Dagegen gehen die iibrigen Theorien von irgendeiner
speziellen Variabeln oder Basis aus und zeigen nachtriglich die Un-
abhingigkeit des Begriffes von dieser speziellen Wahl; die Invarianz
w1rd hier eine Invarianz gegeniiber birationaler Transformatwn

1) Neue Begriindung . . ., Formel (11 2) D.-W.,, 8. 281 und § 15.
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Es moge nidmlich der Korper einerseits entstehen durch Adjunk-
tion des algebraischen Elements s zu K(2), andererseits durch Adjunk-
tion von ¢ zu K(§), wobei f(2, 8)=0 bzw. F({, 6) =0 jeweils die irre-
duzibeln Gleichungen fiir s bzw. ¢ bedeuten; oder noch allgemeiner
durch Adjunktion einer endlichen Anzahl von Elementen zu K(7), mit
den zugehorigen irreduzibeln Gleichungen g(, 7,) = 0; go(n7,7,)=0 ...
Dann lassen sich nach Definition alle Elemente rational ausdriicken
durch z und s sowohl wie durch { und ¢ wie auch durch 7, 7,7, ...
Insbesondere sind also 2 und s ration#l durch ¢ und ¢ ausdriickbar und
umgekehrt; ebenso z und s rational durch %, 7,7, .. und umgekehrt.
Die ebene Kurve f(2,5) =0 geht also durch ,birationale Transformation®
in die ebene Kurve F'(¢, 6) =0 iiber oder auch in die durch g, (%,7,) = 0;
9a(m, 74, 73) =0 ... definierte Kurve im Raume der Variabeln %,7,,7, . .
Dies Invarianz zeigt sich also so, daB die fiir eine spezielle Kurve aus-
gesprochene Definition fiir alle durch birationale Transformation daraus
hervorgehenden Kurven (im Raum von beliebig vielen Dimensionen) er-
halten bleibt; fiir alle Kurven der , Klasse“ nach Riemann. Als ,Punkt®
wird hier ein zusammengehoriges Wertsystem 2 = a, s = b definiert, so
daB also f(a,b) = 0; dieser Punkt geht durch birationale Transformation
im allgemeinen wieder in ein zusammengehoriges Wertsystem «, 8 von
F (g 6) = O iiber, kann in besonderen Eillen, wenn a, b ein ,singulirer
Punkt war, mehreren ,Punkten” auf F'(¢, ) = O entsprechen, und es
lassen sich immer Kurven angeben, auf denen ein ,singulirer Punkt
von f(2,s) = 0 einer endlichen Anzahl einfacher, getrennt oder benach-
"bart liegender Punkte entspricht (Auflsung der Singularititen).!) Eben-
so geht eine Punktgruppe wieder in eine Punktgruppe iiber; und zwar
ist die Anzahl ihrer Punkte invariant, sobald man einen singuliren
Punkt als so viel Punkte zihlt, wie ihm einfache bei einer geeigneten
Transformation entsprechen. Da sich jede Kurve birational in eine solche
mit ,gewohnlichen vielfachen Punkten transformieren 1iB8t'), entwickelt
die geometrische Theorie ihre Begriffe nur fiir solche speziellen Kurven und -
zeigt nachtriglich die Invarianz gegeniiber jeder birationalen Transforma-
tion, auch einer solchen, die zu den allgemeinsten singuliiren Punkten fiihrt.

Insbesondere ldBt sich als ausgezeichnete Kurve der ,Klasse“ —
den hyperelliptischen Fall ausgenommen — die sogenannte ,Normal-
kurve der ¢“ im Raum von (p — 1) Dimensionen einfiihren,’ die keine
singuléiren Punkte besitzt; wo die ¢ die ,adjungierten Kurven (n—3)-ter
Ordnung® fiir das homogen gemachte f(z,3) =0 sind. Einer birationalen
Transformation von f(#,5) =0 in F({, 6) = 0 entspricht eine lineare

1) Vgl. etwa Brill-Noether, 6. Abschnitt. Genaueres iiber ,singulire*

Punkte in der nichsten Nummer.
Jahresbericht 4. Deutschen Mathem.-Vereinigung. XXVIIL 1. Abt. Heft 7/12. 13



194 ' EMMY‘ NoETHER:

Transformation der ‘¢, so daB es sich hier um Invarianz im projektiven
Sinn handelt. Die Darstellung aller Funkionen des Kérpers als rationale
Fnnktionen der @ wird als ,invariante Darstellung* in der geometrischen
Theorie bezeichnet.)

Die lineare Schar der ¢ oder auch der von ihnen ausgeschnittenen
,opezialgruppen® geht also bei jeder birationalen Transformation in
sich @ber, ist somit allein durch den K&rper charakterisiert. Sie ent-
spricht der Differentialklasse in der arithmetischen Theorie, bei der sich
die Invarianz wieder direkt in der Definition zeigt, die durch Eigen-
schaften in bezug-auf jede Funktion des Korpers als unabhingige Ver—
anderliche, gegeben wird.

6. Fortsetzung des Vergleichs. Singulire Punkte. Mit der ver-
schiedenen Auffassung des Punktbegriffes hiingt es zusammen, da die
singuliren Punkte“ der Kurven, die in der algebraisch-geometrischen
Theorie besondere Schwierigkeiten bereiten, in der Begriindung der arith-
metischen Theorie iiberhaupt nicht auftreten; und daB folglich auch
die ,adjungierten Funktionen“ nicht zum Aufbau der arithmetischen
Theorie erforderlich sind, wie dies in der geometrischen Theorie der
Fall ist, sondern speziellen héoheren Teilen der Theorie angehoren.
Andererseits treten in der Grundlegung der geometrischen Theorie die
Verzweigungspunkte nicht auf; tatsiichlich fallen diese auch bei der
Darstellung der Integrale in der Aronholdschen Normalform (Hensel
Nr. 27, Formel 80) heraus.

Die in 5. gegebene Definition des singuliren Punktes 1Bt sich so
fassen: f(2,5) =0 (bzw. eine Kurve in einem hé&heren Raum) besitzt in
2=a, s=0b (bzw. z=a; 5;=1,) einen singuliren Punkt, wenn dies Werte-
system von mehr als einem Punkt der absoluten Riemannschen Iliche
(Punkt im arithmetischen Sinn) angenommen wird; oder in einem oder
mehreren Punkten in hiéherer Ordnung angenommen wird. Im letzteren
Fall handelt es sich um einen Punkt des Verzweigungspolygons
von # sowohl wie von s; es entspricht das den ,aufeinanderfolgenden
Punkten“ der geometrischen Theorie; der Punkt wird ein (hdherer)
Riickkehrpunkt von f(2,s) =0 (bzw. der Kurve im hoheren Raum).

Da sich jede beliebige Funktion % des Koérpers nach Voraussetzung
rational durch # und s darstellen liBt, entsteht wegen der lsomorphie
jeder Punkt der absoluten Riemannschen Fliche, wo s =a, s =b wird,
dadurch, daB jeder Funktion 7, dargestellt durch # und s, ihr Wert fiir

1) Vgl etwa Brill-Noether. 8. Abschnitt. Fiir algebraische Funktionen von
mehr Veriinderlichen ist die Frage,”/ob sich die Invarianz auf eine solche gegen-
tber linearer Transformation zuriickfiihren 1iBt, nicht behandelt.
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£ =a, s = b zugeordnet wird. Damit der Punkt ein singulirer ist, muBl
es also mindestens eine Funktion 5 geben, die fiir z = a, s = b mehrere
Werte oder ein Wertsystem mehrmals annimmt. Und das kann wegen
der rationalen Ausdriickbarkeit durch # und s nur dann der Fall sein,
wenn in dieser Darstellung fiir ¢ = a, s = b Zihler und Nenner gleich-
geitig verschwinden. Daraus folgt, daB die obige Definition identisch ist

mit der dblichen, daf f, 5—5 und —3{ fiir 2 = a, s = b verschwinden. Denn

in diesem Fall ist n = g;/% eine Funktion der angegebenen Art, die

fir z=a, s=10 mehrwertig ist, wiihrend im entgegengesetzten Fall jede
Funktion, auch wenn sie %, wird, nur einen Wert annimmt.

Bei dem arithmetischen Punktbegriff kann der singulire Punkt
nicht auftreten, da zwei Punkte als verschieden gelten, sobald nur einer
Funktion verschiedene Wertsysteme zugeordnet sind. Aber auch bei der
zur Begriindung des arithmetischen Punktbegriffs dienenden Idealtheorie
tritt der Begriff des singuldren Punktes nicht auf dadurch, daB immer
zugleich die Gesamtheit aller ganzen GroBen des Korpers betrachtet
wird. Alle im Endlichen gelegenen singuliren Punkte von F'(z,0) =0,
wo 0 algebraisch-gauz in bezug auf 2z ist, werden nimlich (nach
der zweiten Definition' und Nr. 3 SchluB) durch das ,Doppelpunkis-
ideal“ f erzeugt. Da nun nach dem Fundamentalsatz das Verzweigungs-
ideal 3 groBter gemeinsamer Teiler aller Hauptideale F’(9) ist, so 1aBt
sich zu jedem Primideal p ein 0 angeben, daB das zugehorige f nicht
durch p teilbar, und folglich, — da ¥ groBter gemeinsamer Teiler von
F’(0) und F’(2) — mindestens eines der beiden Hauptideale F’(d) und
F’(2) nicht durch p teilbar ist. Es gibt also kein Wertsystem, fiir das
gleichzeitiy alle F'(0) und F’(z) verschwinden, und folglich wird das
Wertsystem 2 =a, 0,=0, nur in einemn Punkt der absoluten Rie-
mannschen Fliche angenommen; die Gesamtheit der ganzen algebraischen
Funktionen des Kirpers (die man als Kurve im Raum von unendlich
vielen Dimensionen deuten kann) besitzt keinern singuldren Punkt im
Endlichen; nur endliche Werte kommen aber bei der Idealtheorie in
Betracht.

Aber auch die Basisfunktionen o,... o, aller ganzen GroBen be-
sitzen keine singuliren Punkte im Endlichen. Nach dem Obigen ist ndm-
lich durch ein allen ganzen Funktionen isomorph zugeordnetes Kon-
stantensystem schon jeder Punkt im arithmetischen Sinn eindeutig be- -
stimmt. Besitzt somit eine durch irgendwelche ganze Funktionen s;
definierte ,,Raumkurve® fiir s, = «; einen singuliren Punkt im End-
lichen, so muB es mindestens eine ganse Funktion 7 geben, die fiir
s, = a; mehrere Wertsysteme annimmt. Bedeutet nun ®, ...w®, eine

13*
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Basis aller ganzen Grofen, so entspricht wegen d =a,0, ... + a,0, mit
ganzen rationalen a;, jedem Wertsystem der o nur ein Wertsystem der
d; folglich kann die durch ®,...®, definierte Raumkurve keinen sin-
guliren Punkt im Endlichen besitzen; und jeder Punkt der absoluten
Riemannschen Fliche, in dem z endlich ist, ist schon eindeutig definiext
durch ein den ® isomorph zugeordnetes Konstantensystem. Die Basis-
funktionen sind gerade die Funktionen v, die fiir s,= «, mehrwertig
werden. Durch die Einfiihrung der Basis der ganzen GriBen, etwa an
Stelle einer Basis 1,0...0" 7, wird also die Schwierigkeit der singuliiren
Punkte umgangen.

In der geometrischen Theorie wird die Aufgabe, alle Punkte der
absoluten Riemannschen Fliche eindeutig zu erzeugen — allgemeiner
alle Funktionen zu bilden, die in gegebenen Punkten unendlich werden —
vermége der adjungierten Formen und ihrer Quotienten, geleistet. Eine
Form v heiBt dabei adjungiert, wenn 9 — O in jedem i-fachen Punkt
der Grundkurve f(z, s) = O mindestens einen (; — 1)fachen Punkt be-
sitzt; ein hoéherer singulirer Punkt ist dabei erst in gewdhnliche viel-

fache Punkte aufzulésen. DaB fiir die allgemeinste Funltion n = 1:- n

einem singuldren Punkt von f(z,s) =0 Zihler und Nenner iiberhaupt
verschwinden miissen, wurde oben gezeigt; daB sie adjungiert sein miissen,
zeigt die Betrachtung der iiberall endlichen Differentiale. DaB umge-
kehrt die Bedingungen des Adjungiertseins zur Bildung der allgemeinsten
.Funktion auch hinreichend ist, zeigt der ,Restsatz®, auf den noch niher
eingegangen werden wird. Die adjungierten Funktionen vertreten also
die Stelle der Basisfunktionen der arithmetischen Theorie.

Arithmetisch eéntspricht einer adjungierten Form der Zihler einer,
durch das ,,Doppelpunkisideal® ¥ teilbaren Funktion des Korpers, sobald
man die singuléiren Punkte — was durch Transformation immer erreich-
bar — alle im Endlichen gelegen annimmt. Daraus zeigt sich formal
die Darstellung der Basisgrifien o, ...w, als Quotienten adjungierter
Formen, und daraus der Zusammenhang der verschiedenen Darstellungs-
weisen wie folgt:

Bedeutet R(2) die Substitutionsdeterminante einer Basis 1,d...0"!
in eine Basis ®,...®,, so driickt sich umgekehrt jedes ® als Quotient
Gi(2,0)
, R(2)
Da also R(¢) ®, dem aus 0 abgeleiteten Ringe angehort, so ist nach
der Definition des Fiihrers R(2) durch f teilbar [aus (R(2))® = Norm §
folgt diese Teilbarkeit nur fiir (R(2))*]. Da nun o, als ganze Funktion
fiir alle endlichen 2z endlich bleibt, muB auch die Zihlerfunktion G, (s, 0)
durch f teilbar sein; Zdhler und Nenner dller o, sind also adjungiert.

einer ganzen Funktion von z und 0 durch R(z) aus; o; =
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Aus dieser Darstellung der @ folgt aber die Darstellung aller Funktionen
des Korpers durch Quotienten, adjungierter.

Nach dem Vorangehenden ldBt sich die geometrische Theorie charak-
terisieren als die ZTheoric des aus einer Grifle & abgeleiteten Ringes
(Ordnung), im Gegensatz zu der alle ganzen GriBen gleichzeitig be-
trachtenden arithmetischen Theorie. So ist es klar, daB der Fiihrer des
Ringes — die singuliren Punkte — eine entscheidende Rolle spielt.
Es lassen sich noch weitere Analogien zwischen der arithmetischen
Theorie der Ringe (Ordnungen) und der geometrischen Theorie an-
geben. So zihlt die geometrische Theorie die bei dem Schnitt mit
adjungierten Kurven in die singuliren Punkte fallenden Schnittpunkte
nirgends mit, sondern betrachtet nur die davon verschiedenen Punkt-
gruppen. Dem entspricht, daB Dedekind?) nur solche Ringideale be-
trachtet, die zu dem Fiihrerideal ! teilerfremd sind, und fiir diesen Be-
reich von Idealen alle Teilbarkeitsgesetze, einschlieflich der eindeutigen
Zerlegbarkeit in Primideale, aufstellt.

Auch der der geometrischen Theorie zugrunde liegende ,Funda-
mentalsatz der algebraischen Funktionen“?), oder wenigstens eine un-
mittelbare Folge davon, findet in gewissem Sinn ein Analogon in der
arithmetischen Theorie der Ringe. Dieser Satz gibt die Bedingungen
an fiir eine Darstellbarkeit:

. V(2 8) = A(z,3) f(2 5) + Bz, s) 9(2, ),
wo alle auftretenden GriBen ganz rational in s, # sind (allgemeiner ganz
und homogen in z, x,2;). Aus diesen Bedingungen folgt®), daB vermége

f(2,5) =0 der Quotient ¥ stets dann gleich einer ganzen rationalen Funk-

tion B(z, s) wird, wenn er zu f adjungiert ist. Dem entspricht der Satz
aus Nr. 3, der all diesen Vergleichen zugrunde liegt, daB der Fiihrer
f eines aus 0 abgeleiteten Ringes gleich dem Doppelpunktsideal von
f(2,0) = 0 ist. Denn nach der Definition des Fiihrers gehort jede durch
f teilbare algebraische ganze GriSe dem Ring an, ist also ganz und
rational durch # und d darstellbar; wihrend der erwihnte Satz aussagt
daB eine solche GiroBe eine adjungierte Funktion ist.)

1) Uber die Anzahl der Idealklassen in den verschiedenen Ordnungen eines
endlichen Korpers. (Festschrift Braunschweig 1877); § 3—5. (Die in diesen Para-
graphen fiir algebraische Zahlen ausgesprochenen Sitze gelten wdrtlich fiir alge-
braische Funktionen einer Verinderlichen.)

2) M. Noether, Uber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Funk-
tionen. Math. Ann. Bd. 6 (1873).

8) Brill-Noether, Nr. 55.

4) Es ist hier im AnschluB an Dedekind stets die Voraussetzung gemacht
daB 0 eine ganze algebraische GriBe (was durch Transformation stets erreichbar). Den



198 ) Eumy NoETHER:

7. Vergleich zwischen Restsatz und Sitzen der Idealtheorie. Die
eben erwihnte Folgerung des ,Fundamentalsatzes der algebraischen
Funktionen“ fiihrt in der geometrischen Theorie direkt zum ,Restsatz*,
und damit zu der Grundlage, auf der die ganze geometrische Theorie
sich aufbaut. In gewisser Hinsicht hat aber der Restsatz wieder ele-
mentareren Charakter als die iibrigen Grundlagen, insofern als er sich
arithmetisch als direkte Folgerung der eindeutigen Zerlegbarkeit der
Ideale in Primideale oder vielmehr der diesem Zerlegungssatz zugrunde
liegenden Tatsachen, aussprechen 1aBt, also nicht auf der hoheren Theorie
der Ringe beruht. Zu dieser arithmetischen Fassung wird man so gefiihrt:

Die Grundkurve f(z, ) =0 sei so angenommen — was durch linear-
gebrochene Transformation der Variabeln stets erreichbar — daf die
singuliren Punkte sowohl wie die endlich vielen, in Betracht kommen-
Punktgruppen im Endlichen gelegen sind; und daB ferner d algebraisch-
ganz von z abhingt, was durch eine nachtriigliche, in den Variabeln
ganze lineare Transformation, stets erreichbar ist. Dann entspricht einem
Primideal p, das einen Punkt P der absoluten Riemannschen Fliche er-
zeugt, wo 2 =¢, 0 = b wird, der Punkt 2 =4a, 0 =b von f(z,0) = 0;
allgemeiner erzeugt ein Ideal a = pi...p$e die Punktgruppe, die aus
den Punkten £ =a,, 0 = b, in der entsprechenden Vielfachheit besteht;
und alle im Endlichen gelegenen Punkte von f(7, ) = O werden so er-
zeugt. Da in einem Punkt P alle durch p teilbaren Funktionen g, g, ...
verschwinden, und da umgekehrt diese Gesamtheit von Funktionen ¢ das
Ideal p erzeugt, so wird der entsprechende Punkt auf f der Schnitt
von g¢,(2,0) =0, go(2,0)=0... mit f=0; das gleiche gilt fiir die
einem Ideal a entsprechende Punktgruppe; und zwar geniigen nach dem
Satz, daB jedes Ideal groBter gemeinsamer Teiler von zwei Hauptidealen
ist, stets zwei solcher Kurven zum Auschneiden einer Punktgruppe.
Insbesondere wird die einem Hauptideal entsprechende Punktgruppe
durch eine Kurve g(z, 0) = O ausgeschnitten und umgekehrt; das Haupt-
ideal entspricht dem vollstindigen Schnitt.

Zwei Punktgruppen 4 und B werden in der geometrischen Theorie
Lorresidual genannt, wenn sie sich mit derselben Punktgruppe R zu
einem vollen Schnitt ergéinzen. Werden diese Punktgruppen bzw. durch
die Ideale a, b, r erzeugt, so bestéht also zwischen diesen Idealen die
Beziehung: a -1 = (), b-1v= (), die zeigt, daB die Ideale a und b
dquivalent sind. Umgekehrt folgt aus der Aquivalenz zweier Ideale:
a = 7 b, stets diese Beziehung auf Grund des Satzes, daB jedes Ideal sich

der Geometrie genauer entsprechenden Fall f(z, s) = 0, wo s auch algebraisch
gebrochen von z abhingen kann, bebhandeln Hensel-Landsberg; vgl. Hensel
Nr. 26 u 29.
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durch Multiplikation mit einem andern in ein Hauptideal verwandeln
14BtY); cdquivalente Ideale und Eorresiduale Punktgruppen sind also iden-
tische Begriffe.

Der Restsatz sagt nun aus: Sind A und B Lorresidual, so lassen -
ste sich durch adjungierte Kurven met gleichem Rest (auferhalb der sin-
guldren Punlte) ausschneiden. Da .die Null- und Unendlichkeitspunkte
einer Funktion immer korresidual sind, ist damit zugleich bewiesen,
daB die allgemeinsten Funktionen des Korpers als Quotienten adjungierter
Formen darstellbar sind. In.der Sprache der Idealtheorie kommt der
Restsatz einfach daraus hinaus, daB neben a und b auch af und bf dqui-
valent sind; wo f das Doppelpunktsideal bedeutet. Denn dann existiert
nach dem obigen stets ein Ideal m, so daB afm = («), bfm = (8) Haupt-
ideale werden; & =0 und 8 = 0 sind die adjungierten Kurven, die die
Punktgruppen 4 und B bzw. deren von den singuliren Punkten ver-
schiedenen Teilgruppen A’ und B’ ausschneiden.?) Der Beweis des Rest-
satzes liegt also arithmetisch in der Moglichkeit, den Primidealen Punkte
zuzuordnen, und in dem Nachweis, dafl dquivalente Ideale sich durch
Multiplikation mit ein und demselben Ideal in ein Hauptideal verwandeln
lassen. .
Korresiduale Punktgruppen brauchen nicht aus der gleichen An-
zahl von Punkten zu bestehen; ebenso wie iquivalente Ideale nicht
gleichen Grades zu sein brauchen. So sind etwa alle Hauptideale dqui-
valent, alle durch vollen Schnitt erzeugten Punktgruppen korresidual.
Dieser Unterschied gegeniiber #quivalenten Polygonen (Divisoren)?®) er-
klirt sich daraus, daB diejenigen Punkte, in denen z unendlich wird,
nicht durch Primideale in z erzeugt werden. In der Darstellung einer

Funktion als Idealbruch; n = %, die die Aquivalenz von a und b aus-
sagt, treten also die Null- oder Unendlichkeitsstellen von %, wo 2 un-

endlich wird, nicht in Erscheinung. So wird etwa das Hauptideal (&)

1) Vgl. Dedekind, Zahlentheorie § 181; ist niimlich r so gewihlt, daB ar
gleich einem Hauptideal («) wird, so kommt br = 7-- («); und da br nur ganze
GroBen enthilt, gilt dies auch fiir 7 - («), das also auch ein Hauptideal (f) wird.

2) Tst a="¥a,, b=V¥b, t="¥F, wo a,b,, I, teilerfremd; so werden schon
a,fn, b,tn Haupideale; wo n zu ! teilerfremd. Denn jedes Ideal 1aBt sich in ein
Hauptideal verwandeln durch Multiplikation mit einem Ideal, das zu einem ge-
gebenen teilerfremd ist (D.-W. 8. 214; oder Zahlentheorie, § 178, Satz XIL.)

3) Ein Polygon A besteht aus endlich vielen Punkten der absoluten Rie-
mannschen- Fliche; zwei Polygone 4 und B heiBen #quivalent, wenn sie die Null-
und Unendlichkeitspunkte einer Funktion 7 sind;  1i8t dann die Darstellung durch
Polygonquotienten 7 = —% zu. (D.-W. § 17 u. 18.)
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das Produkt der Primideale, die den Nullstellen der ganzen Funktion -«
entsprechen; die Unendlichkeitsstellen von o« treten nicht auf, da « nur
in Punkten unendlich wird, wo ¢ unendlich wird. Insofern ist die Ideal-
" theorie das genaue Analogon zur Formentheoric in der geometrischen
Theorie, bei der es auch nur Nullstellen und keine Unendlichkeits-
stellen gibt. '

Der Ubergang von den Formen zu den Funktionen geschieht im
geometrischen durch Quotientenbildung von Formen gleicher Ordnung;
dem entspricht im arithmetischen der Ubergang von den Idealklassen
zu den invarient definierten Polygon-(Divisoren)-Klassen. Denn da hier
keine Verinderliche mehr ausgezeichnet ist, gibt die Darstellung einer
Funktion durch Polygonquotienten alle Null- und Unendlichkeitsstellen
an. Das Verhdltnis von Idealklasse (Klasse korresidualer Punktgruppen)
zur Polygonklasse ist das folgende: Sind % und B die durch die Ideale
a und b erzeugten Polygone; 9 das Polygon der Punkte, wo 2 unend-
lich wird (das Nennerpolygon von 7 und der ganzen Funktionen von 2),
80 folgt aus der Aquivalenz von a und b die von % und B dann und
nur dann, wenn a und b gleichen Grades sind; allgemein folgt daraus
nur die Aquivalenz von AN mit 5391"(9#:6). Die Einteilung der
Ideale (bzw. der korresidualen Punktgruppen) in Klassen ist also eine
Zusammenfassung von unendlich vielen Polygonklassen zu einer Klasse,
148t sich auch auffassen als eine Einteilung der Polygone in Klassen
modulo einer Potenz von N.Y)

Der Restsatz fiir den Fall korresidualer Punktgruppen, die aus

_verschieden vielen Punkten bestehen, tritt nur in rein geometrischen
Fragen auf Bei der Anwendung auf die algebraischen Funktionen tritt
tatsiichlich nur der den Polygonklassen entsprechende Fall von korre-
sidualen Punkten gleicher Anzahl auf. Die durch eine Punktgruppe er-
zeugte ,lineare Vollschar, d. h. die Gesamtheit der dieser Punktgruppe
korresidualen Punktgruppen von gleicher Anzahl von Punkten, ent-
spricht genau der durch das entsprechende Polygon erzeugten Polygon-
klasse; auch die Begriffe ,Summe zweier Vollscharen und ,Produkt
. zweier Polygonklassen“ decken sich. DaB eine solche Vollschar nur
endlich viele linear-unabhiingige Punktgruppen enthilt, ist eine direkte
Folge des Restsatzes, der die Dimension der Schar (die Anzahl der
linear-unabhingigen Punktgruppen) auf die Dimension aller adjungierten

1) Hensel-Landsberg, 25. Vorlesung, S. 438. — Stellt man die beiden
Variabeln z und s durch Polygonquotienten dar, so liBt sich das auffassen als
biniires Homogenisieren jeder dieser Variabeln; wihlt man insbesondere z und s
so, daB sie dasselbe Nennerpolygon besitzen, so entsteht das in der Geometrie
iibliche ternire Homogenisieren.
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Kurven einer beliebigen, aber festen Ordnung, die durch die Restgruppe
gehen, zuriickfilhrt. Um zu der wirklichen Bestimmung dieser Dimen-
sion, dem Riemann-Rochschen Satz, zu gelangen, folgert die geome-
trische Theorie aus dem Restsatz erst den.,Reduktionssatz (Satz iiber
die festen Punkte)!); und daraus den Riemann-Rochschen Satz.

(Ganz entsprechend zeigt die arithmetische Theorie, da jede Klasse
von Polygonen von endlicher Dimension ist, und bestimmt deren Di-
mension durch eine spezielle Basis der ganzem GroBen, eine normale
Basis, die vermoge des komplementiren Moduls definiert ist; erhilt so
den Riemann-Rochschen Satz als Folgerung des Zusammenhangs des
komplementédren Moduls mit dem Verzweigungspolygon. Dabei tritt in
der Darstellung von D.-W. auch der Reduktionssatz auf?), allerdings
nicht als Grundlage wie in der geometrischen Theorie. Infolge des in
Nr. 6 erwihnten Entsprechens von Basis und adjungierten Funktionen
1aBt sich also auch hier ein gewisses Entsprechen der Hilfsmittel bei
den Theorien konstatieren. Zusammenfassend liBt sich sagen, daB die
Begriffshildungen in den beiden Theorien sich im wesentlichen decken,
wenn sie auch, abgesehen von der Formulierung, in der Anordnung
abweichen. Entstanden sind die beiden Theorien unabhingig voneinander,
die geometrische um ein Jahrzehnt frither. Es sei noch bemerkt, daB
der Riemann-Rochsche Satz urspriinglich, bei Riemann und Roch und
auch bei WeierstraB, als Rangsatz auftritt; es handelt sich um den
Rang der Matrix (g,(x,), wo die ¢ die p adjungierten Kurven n—3ter
Ordnung durchlaufen; die = die Punkte der Restgruppe.

8. Transzendente Fragen bei algebraischen Funktionen unad
algebraischen Zahlen. Auf Analogien zwischen transzendenten Frage-
stellungen bei algebraischen Funktionen und algebraischen Zahlen hat -
besonders Hilbert hingewiesen®); es handelt sich wesentlich um Exi-
stenzfragen. So entspricht der Riemannschen Fragestellung nach der
Existenz einer algebraischenr Funktion bei gegebener Riemannschen
Fliiche (also auch bei gegebenen Verzweigungspunkten) die Frage nach
der Existenz algebraischer Zahlkorper mit vorgeschriebener Gruppe und
Diskriminante.*) Wihrend aber im Fall der algebraischen Funktionen

1) Brill-Noether, Nr. 58. 2) D.-W., § 30, Nr. 2.

3) Mathematische Probleme, Problem 12. (Gédttinger Nachrichten 1900).

4) Die dadurch nahegelegte Behandlung der algebraischen Funktionen von
der Gruppe aus hat R. Kénig als Spezialfall von allgemeineren Fragestellungen
durchgefiihrt; vgl. besonders: Riemannsche Funktionen- und Differentialsysteme
in der Ebene (J. f. M. Bd. 148) und Math. Ann. 78, 79. An Stelle des algebraischen
Korpers tritt bei Konig ein spezieller endlicher Modul in bezug auf K (z); es
bestebt nur , Klasseneigenschafts.
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der Existenzbeweis sich allgemein fiihren 1iBt, ist er im Bereich der
algebraischen Zahlkdrper nur fiir spezielle Grundkorper (rationale Zahlen,
quadratische Zahlk6rper) und nur fiir Abelsche Gruppen gelungen.?)
Es handelt sich um den Kroneckerschen Satz, daB jeder Abelsche Zahl-
korper im Bereich der rationalen Zahlen sich aus Koérpern von Eiun-
heitswurzeln zusammensetzen ldBt, und um die entsprechenden Sitze
von Fuéter®) und Hecke?®) fiir relativ Abelsche Zahlkorper. Die ge-
suchten Zahlkdrper werden also durch ein transzendentes Mittel, Ex-
ponentialfunktion, Modulfunktionen, wirklich geliefert; im Gegensatz zu
dem reinen Existenzbeweis bei den algebraischen Funktionen.

Dem Existenzbeweis der algebraischen Funktionen geht die Existenz
der iiberall endlichen Integrale voraus. Ein Analogon dazu ist die
Existenz der in bezug auf eine Primzahl I definierten ,singuliren Pri-
mirzahlen eines algebraischen Zahlkdrpers, deren l-te Wurzeln relativ
unverzweigt sind und die ersten Bausteine zum Klassenkorper liefern.*)
Dieser Existenzbeweis wird mit wesentlicher Hilfe des Satzes gefiihrt,
daB es im Zahlkorper stets Primideale mit vorgeschriebenen Restcharak-
teren gibt; dieser Satz kann also als Avalogon zum Randwertproblem
gelten, auf dem die Existenz der iiberall endlichen Integrale beruht.

Die iiberall endlichen Integrale liefern ein transzendentes Kriterium
zur Bestimmung, ob zwei Polygone derselben Klasse angehoren (zwel
Punktgruppen von gleicher Anzahl korresidual sind), und zwar durch
das Abelsche Theorem, das aussagt, dal die Integrale erster Gattung,
erstreckt iiber ,korresiduale Wege“, verschwinden; oder das entsprechende
Differentialtheorem mit seiner Umkehrung.?)

Als Analogon des Abelschen Theorems fiir algebraische Zahlkirper
hat das ,Reziprozititsgesetz fiir l-te Potenzreste” zu gelten, das fiir den
Korper selbst oder wenigstens fiir einen geeigneten Oberkdrper ein

1) Nur der einfache Fall der bei den Gleichungen dritten und vierten Grades
auftretenden Gruppen und einiger ganz spezieller Gruppen bei Gleichungen 8. Grades
14Bt sich fiir beliebige Grundkorper erledigen: G.Bucht, Uber einige algebraische
Korper 8. Grades (Arkiv f. Math., Astron. och Physik, Bd. 6. Nr. 30.) Vgl. auch
E. Noether, Gleichungen mit vorgeschriebener Gruppe und die dort zitierte Diss.
Seidelmann. (Math. Ann. 78).

2) Math. Ann. 75.

3) Math. Ann. 76.

4) Furtwingler, Reziprozititsgesetze fiir Potenzreste mit Primzahlexponenten
in algebraischen Zahlkdrpern. Math. Ann. 67 und 72.

6) Vgl. etwa die Fassung bei M. Noether (Ann. 37). Da der Restsatz histo-
risch aus dem Abelschen Theorem erwachsen ist, spricht die geometrische Theorie
von der ,Summe* von Punktgruppen und linearen Scharen, in Anlehnung an die
Integralsummen; im Gegensatz zu dem ,,Produkt* der Klassen in der arithmetischen

Theorie.
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Kriterium gibt, daB zwei Ideale zu derselben Klasse gehoren. Sein In-
halt 148t sich auch so fassen, daB in diesem Oberkérper die singuliren
Primérzahlen in bezug auf alle Ideale derselben Klasse denselben Rest-
charakter haben. Diese letztere Tatsache gilt auch im Korper selbst,
deckt sich aber dort nicht mit dem Reziprozititsgesetz.)

SchlieBlich liefert die Henselsche Theorie der p-adischen Zahlen
das Analogon zur Potenzreihenentwicklung der algebraischen Funktionen,
wofiir auf den Henselschen Bericht verwiesen  sei.

Intuitionistische Mengenlehre.
Von L. E.J. BROUWER in Amsterdam.

Seit 1907 habe ich in mehreren mengentheoretischen und philo-
sophischen Schriften?) die beiden folgenden Thesen verteidigt:

1. daB das Komprehensionsaxiom, auf Grund dessen alle Dinge,
welche eine bestimmte Eigenschaft besitzen, zu einer Menge vereinigt
werden, (auch in der ihm spiter von Zermelo gegebenen beschriinkteren
Form3)) zur Begriindung der Mengenlehre unzulissig bzw. unbrauchbar
sei und der Mathematik notwendig eine Fkonstruktive Mengendefinition
zugrunde gelegt werden miisse;

2. daB das von Hilbert 1900 formulierte Aziom wvon der Lisbar-
keit jedes Problems*) mit dem logischen Satz vom ausgeschlossenen Dritten

1) Furtwingler, a. a. O. Annalen 67, (vgl. die Einleitung).

2) Vgl. ,,Over de grondslagen der wiskunde*, Inauguraldissertation Amsterdam
1907, besonders auch die beigefiigten Thesen; ,,De onbetrouwbaarheid der logische
principes*, Tijdschrift voor wijsbegeerte 2 (1908), 8. 1562—158; ,,Over de grond-
slagen der wiskunde®, N. Archief v. Wisk. (2) 8 (1908), S. 326 —328; Besprechung
von Mannoury, ,,Methodologisches und Philosophisches zur Elementarmathematik*,
N Archief v. Wisk. (2) 9 (1910), S. 199—201; , Intuitionisme en formalisme*, An-
trittsrede Amsterdam 1912; | Intuitionism and formalism®, Amer. Bull. 20 (1913),
S. 81—96; Besprechung von Schoenflies-Hahn, , Die Entwickelung der Mengen-
lebre und ihrer Anwendungen*, Jahresbericht d. D. M.-V. 23 (1914), 8. 78—83;
nAddenda en corrigenda over de grondslagen der wiskunde®, Versl. Kon. Akad.
v. Wetensch. Amsterdam 25 (1917), 8.1418—1428, abgedruckt in N. Archief v.
Wisk. (2) 12 (1918), S. 439—445.

3) Vgl. Math. Ann. 65, S. 263. )

4) Vgl z. B. Archiv d. Math. u. Phys. (3) 1, S. 52. Nach der hier ge#uBerten
Ansicht Hilberts entspricht das Axiom einer von jedem Mathematiker geteilten
Uberzeugung. In seinem neulich in Math. Ann. 78 abgedruckten Vortrag ,,Axio-
matisches Denken* stellt er jedoch auf S. 412 die Frage nach der Lisbarkeit eines
jeden mathematischen Problems als ein noch zu losendes Problem. Seine an diese
Problemstellung anschlieBenden Bemerkungen iiber die Endlichkeit des vollen
algebraischen Invariantensystems wiren in meiner Terminologie 8o zu formulierén,



