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A. FraeNkEL: Georg Cantor 189

Georg Cantor.")

Von A. Frauxken in Kiel, z. Zt. in Jerusalem.

Mit einem Bildnis.

I. Entwicklung und Personlichkeit.

Georg Ferdinand
Ludwig Philipp?)
Cantor. der Schopfer
der Mengenlehre, wur-
de am 19. Februar
alten Stils (3. Mérz
n. St.) 18451in Peters-
burg geboren. Sein
VaterGeorgWolde-
mar Cantor war aus
Kopenhagen gebiir-
tig; er hatte in Peters-
burg, wohin er in
jungen Jahrengekom-
men war, ein Makler-
geschift inne, das er
unter seinem eigenen
Namen, zeitweise
auch unter der Firma
,,Cantor & Co.” be-
trieb. Als tiichtiger
und  erfolgreicher
Kaufmann brachte er

Y %—7_. es zu bedeutendem

' Wohlstand und hin-

terlieBbeiseinemTode

(1863) ein recht betrichtliches Vermogen; er scheint sowohl in Peters-
burg wie spiter in Deutschland sich hohen Ansehens erfreut zu haben.

1) Fiir die Uberlassung des recht spirlichen und sehr verstreuten ungedruckten
Materials, dessen ich zum Leben Cantors (den ich nicht mehr persénlich gekannt

Jahresbericht d. Deutschen Mathem.-Vereinigung. XXXIX. 1. Abt. Heft /12 14



190 A. FRAENKEL:

Eines Lungenleidens wegen iibersiedelte er mit seiner Familie 1856 nach
Deutschland und nahm bald seinen Wohnsitz in Frankfurt a. M., wo
er als Rentner lebte. Die Mutter, Maria geb. B6hm, die ihren Gatten
um 33 Jahre iiberlebte, entstammte einer kunstbegabten Familie,
deren Einschlag sich offenbar im Phantasiereichtum des Sohnes fiihl- -
bar machte. Der GroBvater Ludwig Bohm war Kapellmeister, dessen
in Wien lebender Bruder®) Josef war Lehrer des berithmten Violin-
virtuosen Joachim; auch Maria Cantors Bruder war Musiker, ihre
Schwester Annette hatte eine Tochter (Olga), die Malerin (besonders
Karrikaturistin) und Lehrerin an der Miinchener Kunstgewerbeschule
war. Bei den Geschwistern Georg Cantors selbst ist die kiinstlerische
Ader gleichfalls merkbar: sein als Dragoner-Rittmeister a. D. ge-
storbener- Bruder Constantin war ein talentvoller Klavierspieler, seine
noch in Berlin lebende Schwester Sophle Nobiling geb. Cantor ist
zeichnerisch besonders begabt. ,

Der talentvolle Junge, der in Petersburg die Elementarschule be-
sucht hatte, zeigte schon frithzeitig den brennenden Wunsch, das Stu-
dium der Mathematik zu ergreifen. Sein Vater war indes hiermit nicht
einverstanden, sondern hielt das Brotstudium des Ingenieurfaches fiir
geeigneter; der Sohn fiigte sich zundchst und bezog, nachdem er vor-
iibergehend das Gymnasium in Wiesbaden sowie Privatschulen in
Frankfurt a. M. besucht hatte, Ostern 1859 die GroBherzoglich
Hessische Provinzialrealschule in Darmstadt, an der auch Latein
Lehrgegenstand war, um von ihr 1860 in den unteren allgemeinen
Kursus der GroBherzoglichen Héheren Gewerbeschule (spiteren
Technischen Hochschule) iiberzutreten. Lebhaften Eindruck von
der Art, in der der Vater die Erziehung leitete, wie auch von den
groBen Hoffnungen, die er auf den Sohn setzte, gibt ein Brief, den
der Vater ihm zu seiner Konfirmation Pfingsten 1860 sandte; es
heiBt darin:

habe) habhaft werden konnte, habe ich neben vielen anderen besonders auch C.s
Tochter, Frau Gertrud Vahlen in Halle a. S., zu danken. Angesichts der iiber die
Grenzen der Mathematikgeschichte noch hinausgehenden, innerhalb dieser Grenzen ge-
wi8 ganz auBerordentlichen Bedeutung C.s wurde das erreichbare Material trotz seiner
zeitlichen und sachlichen UngleichmaBigkeit so vollstindig als tunlich verwertet.

Ftir hochst wertvolle Unterstiitzung bei der Durcharbeitung des groBeren Teiles
der Veréffentlichungen C.sbin ich Herrn Ple Bner- GieBen zu groBem Dank verpflichtet.

Die in eckige Klammern gesetzten arabischen und rémischen Ziffern verweisen
auf das am SchluB stehende Verzeichnis von Publikationen C.s und von Material zu
seinem Leben und Schaffen. )

2) Zu S. 189. So nach dem Taufschein (in [VII] Louis Philippe).

3) Also ein Onkel, nicht ein Bruder Maria Cantors (wie in [IX], S. 556, angegeben).
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;,Geliebter George! Moge durch die Giite des Allmachtigen, des Schépfers des Welt-
alls und Vaters aller belebten Wesen, dieser Tag von segensreichem EinfluB auf Dein
ganzes kiunftiges Leben werden! Mogest Du immerfort und unablissig vor Augen
behalten alle die tugendhaften Vorsitze, die Du Dir heute ohne Zweifel im Stillen
zum Gel6bnis gemacht hast! . . . Die kiinftigen Lebenswege und Schicksale des Menschen
liegen im tiefsten Dunkel verborgen vor ihm. Und es ist gut, daB es soist. Niemand wei8
vorher, in welche unglaublich schwierigen Lagen und Berufsverhaltnisse' er zufillig ge-
raten, mit welchen unvorhergesehenen und unvorherzusehenden Widerwirtigkeiten und
Schwierigkeiten er in den verschiedenen Lagen des Lebens anzukidmpfen haben wird.

... Wie oft sind nicht schon die allerhoffnqngsvolisten Menschen, nachdem sie
ins praktische Leben eingetreten, schon in den ersten ernstlichen Kampfen nach
kurzem ohnmaéchtigem Widerstand erlegen. Mutgebrochen verkiimmerten sie hinterher
vollstandig — im giinstigsten Fall wird noch aus ihnen ein sogenanntes verkommenes
Genie! ... So enden wahvlich nicht selten junge Menschen, die scheinbar mit den viel-
versprechendsten Eigenschaften des Geistes sowohl wie des Koérpers ausgestattet und
deren Aussichten fiirs spiatere Leben auch durch Vermégen und Familienverhiltnisse
in ihrer Jugend die allerrosigsten von der Welt waren!

Doch —ihnen fehlte der feste Keyn, auf den alles ankommt! Nun, mein teurer Sohn!—
glaube es mir, Deinem aufrichtigsten, treuesten und erfahvensten Freunde — dieser
feste Kern, der in uns leben muf, das ist: ein wahrhaft religiéses Gemiit! Dies offenbart
sich uns selbst durch ein aufrichtiges demiitiges Gefiihl dankbarster Gottesverehrung, aus
welcher denn auch das siegreiche, unerschiitterlich feste Gottesvertrauen erwdchst und
uns unser ganzes Leben hindurch in jenem stillen zuversichtlichen Verkehr mit unserem
himmlischen Vater erhalt!

... Um aber auch allen jenen anderen Drangsalen und Schwierigkeiten zu begegnen,
die im eifrigen Streben nach Erfolg und Gliick in unserer eigentlichen Fach- oder Berufs-
titigkeit durch Neid und Verleumdung offener oder geheimer Feinde unausweichlich
sich uns entgegentiirmen, um auch diese mit Erfolg zu bekimpfen, dazu gehort in
erster Reihe die Erwerbung und Aneignung der gréBtmdglichen Summe griindlichster,
vielseitigster Fachkenntnisse und Fiahigkeiten. Diese sind heutzutage eine unbedingte
Notwendigkeit, wenn der strebsame und ehrgeizige Mann sich nicht von seinen Feinden
verdrangt und sich selbst in zweiter oder dritter Linie stehend sehen will.

Zur Erlangung vielfacher griindlicher wissenschaftlicher und praktischer Kennt-
nisse, zur vollkommenen Aneignung fremder Sprachen und Literaturen, zur vielseitigen
Bildung des Geistes, auch in manchen humanistischen Wissenschaften — um durch
all dieses erst Dich wiirdig auszuriisten zu jenen Kimpfen — dazu ist nun, dieses muBt
Du Dir immerfort wohl bewuBt bleiben! — dazu ist die eben angetretene zweite Periode
Deines Lebenslaufes, das Jinglingsalter, bestimmt. Was der Mensch aber in dieser
Peviode versaumt oder durch vorzeitige Vergeudung seiner besten Krafte, Gesundheit
und Zeit, sozusagen veriudert, das ist unwiederbringlich "und unersetzlich fir ewig
verloren; — gleich der einmal verlorenen Unschuld, die fiir immer und ewig unrett-
bar verloren bleibt!. ..

Ich schlieBe mit den Worten: Dein Vater oder vielmehr Deine Elterh und alle
iibrigen Familienangehorigen sowohl in Deutschland wie in RuBland und Danemark
haben ijhre Augen auf Dich als den Altesten gerichtet und erwarten von Dir nichts
Geringeres als einen Theodor Schaeffer!) und, so Gott will, spiter vielleicht auch ein
leuchtendes Gestirn am Horizonte der Ingenieure.

1) [Wie es scheint, Lehrer an dem Internat, in dem C. untergebracht war.]
4*
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Gott gebe Dir Kraft, Ausdauer, Gesundheit, Charakterfestigkeit und seinen besten
Segen! Aber darum wandle Dy auch nur auf seinen Wegen. Amen!

Dein Vater .. .

Dieser bemerkenswerte Brief wurde hier in so weiten Teilen an-
gefiihrt, nicht bloB um die Héhe und Weite der Lebensauffassung des
Vaters Cantor und die ganz besonderen Hoffnungen, die auf den
dltesten Sohn gesetzt wurden, zu kennzeichnen, sondern auch weil
dieser Brief, den C. zeitlebens aufgehoben hat, manches enthilt, was
in seinem spéteren Leben zur Geltung kommen sollte. Der Mahnung,
sich aller Gegnerschaft zum Trotz aufrechtzuerhalten und durchzu-
setzen, hat C. in schweren Stiirmen nur zu sehr bedurft; vielleicht ist
es z. T. solch viterlicher Erziehung zu danken, wenn der schopferische
Geist nicht vorzeitig gebrochen und die Nachwelt nicht um seine
Friichte betrogen worden ist. Fiir den im obigen Brief besonders stark
zum Ausdruck kommenden religiésen Einschlag der Erziehung, den
wir gleichfalls noch viel spiter fortwirkend erkennen werden, ist nicht
minder charakteristisch ein Brief, den der Vater am 18. August 1862
von Rigi-Kaltbad aus dem Sohn anldBlich seiner SchluBpriifung an
der Gewerbeschule sandte und in dem es heiB3t: ,, ... Gott schenke
Dir Segen und Gliick zu dem heute beginnenden Examen. . Amen! —
In kritischen Lagen des Lebens ein festes, frohes Gottvertrauen und
ein tiefinnig-gefiihltes Gebet zum allmichtigen Geber alles Guten vor
Beginn des Tagewerks gibt Festigkeit, Mut und Selbstvertrauen! Und
somit Gott befohlen, frisch, froh und heiter ans Werk! .. .“

Der Sohn wurde im evangelisch-lutherischen Glauben erzogen, dem
der Vater (mindestens schon 1845) angehorte. Doch wird in der spiteren
Einstellung und den Interessen C.s neben lebhafter Religiositit iiber-
haupt auch die besondere Beziehung zum Katholizismus bemerkbar,
die er durch seine katholische Mutter besaB.

In seinem Abgangszeugnis (September 1860) von der Darmstidter
Realschule, das in allen Fachern wie auch in Fleil und Betragen gute
Zensuren enthilt, heiB3t es betr. Mathematik: ,,Sein FleiB und Eifer
musterhaft; seine Kenntnisse in der Niederen Mathematik inkl. Tri-
gonometrie sind sehr gut; Leistungen lobenswert.”” Die Zensur in
darstellender Geometrie lautet: ,,FleiB, Aufmerksamkeit und Lei-
stungen vorziiglich.** Fiir seine Leistungen in der Hoheren Gewerbe-
schule, die er in der unteren und der oberen allgemeinen Abteilung
je ein Jahr besuchte, erhielt er im August 1862 das Zeugnis: ,,Er zeigte
sich als sehr begabter und hochst strebsamer Schiiler.” Weiter unter-
warf er sich zwecks Studiums der Naturwissenschaft im Herbst 1862
einer (auch die Sprachen umfassenden) Reifepriifung, deren — in den
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meisten Fichern ,,sehr gutes’“ — Ergebnis ,,als Maturitdtszeugnis
Nr. 1 fiir das Studium der Naturwissenschaft anerkannt wird.
SchlieBlich blieb die tiefe Neigung zur Mathematik, die C. nach wie
vor beseelte, nicht ohne Eindruck und Wirkung auf seinen Vater.
Dessen Verehrung gegeniiber der Wissenschaft wird namentlich durch
einen Brief bezeugt, in dem er am 19. Oktober 1861 seinem Sohne nach
Darmstadt schreibt: ,, . . .Ich freue mich natiirlich auch, daB3 der neu
angefangene obere Kursus Dein Interesse fiir alle Wissenschaften
neu auflodern 14B8t. Hege und pflege die Liebe zu den Wissenschaften,
gleich wie das heilige Feuer der Vestalinnen gepflegt wurde, deren
brennende Lampe nie ausgehen durfte! Die ewige, nie zu verléschende
und sorgfiltig zu pflegende Lampe der Wissenschaft ist aber ein
heiligeres und reineres Feuer, als jene es war. Pflegt der Mensch diese
Lampe je nach seinen individuellen Fihigkeiten, so hat er seine Schul-
digkeit getan...” Der Sohn konnte sich fiir die Einwilligung des
Vaters zu seinen Plinen durch folgenden Brief an ihn bedanken, der
vom 25. Mai 1862 aus Darmstadt datiert ist und der den &ltesten
erhaltenen Brief C.s darstellt: ,,Mein lieber Papa! Wie sehr Dein
Brief mich freute, kannst Du Dir denken; er bestimmt meine Zukunft.
Die letzten Tage vergingen mir im Zweifel und der Unentschieden-
heit; ich konnte zu keinem Entschluf kommen. Pflicht und Neigung
bewegten sich in stetem Kampfe. Jetzt bin ich gliicklich, wenn ich
sehe, daB3 es Dich nicht mehr betriiben wird, wenn ich in meiner
Wahl dem Gefiihle folge. Ich hoffe, Du wirst noch Freude an mir er-
leben, teurer Vater, denn meine Seele, mein ganzes Ich lebt in
meinem Berufe; was der Mensch will und kann, und wozu ihn eine
unbekannte, geheimnisvolle Stimme treibt, das fithrt er durch!. . .*
Im Herbst 1862 nahm C. sein Studium in Ziirich auf; aus den dort-
hin gerichteten Briefen seines Vaters ersehen wir, wie dieser um die
musikalische Fortbildung des Sohnes nicht minder besorgt ist als
z. B. um die Einrichtung eines strengen Systems und Planes der
.. Tagesbeschiftigungen, woriiber er schreibt: ,,.. . dieses ist fiir einen
kiinftigen Gelehrten, wie mir diinkt — nein ich weif, daB es so ist —
eigentlich was UnerliBliches . .. Nach dem ersten Semester muBte
C. infolge des Todes seines Vaters im Friihjahr 1863 Ziirich verlassen.
Vom Herbst dieses Jahres an studierte er Mathematik, Physik und
Philosophie in Berlin, wo das Dreigestirn Kummer, WeierstraB,
Kronecker die besten Begabungen anzog und auf den (damals noch
recht kleinen) Horerkreis Anregungen nach den verschiedensten Rich-
tungen ausstrahlte. Nur das Sommersemester 1866 verbrachte er in
Géttingen. Den weitaus groBten EinfluB auf seine wissenschaftliche
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Entwicklung hat Weierstrall ausgeiibt. Es ist bemerkenswert und
gleicherweise fiir die Weite des Gesichtskreises von Weierstrall wie
fiir sein vorurteilsfreies und vorausblickendes Urteil bezeichnend, daB
er die tiefe Verehrung, die sein Schiiler ihm entgegenbrachte und
unbeschadet voriibergehender Triibungen zeitlebens bewahrt hat, mit
einem frithzeitigen verstindnisvollen Eingehen auf dessen neuartige
Ideen erwiderte.!) Nach Angabe von Lampe? hat C. in seiner
Berliner Zeit auBer dem Mathematischen Verein noch einem engeren
Kreis junger Fachgenossen angehort, die sich allwdchentlich in der
Rihmelschen Weinstube trafen; auBler gelegentlichen Gisten um-
faBte dieser Kreis namentlich noch Henoch (den nachmaligen
Herausgeber der ,,Fortschritte”), Lampe, Mertens, Max Simon,
Thomé, unterdenensich derletztgenannte besonderseng an C.anschlof.
Ferner gehorte zu seinen Berliner Studiengenossen der um zwei Jahre
dltere H. A. Schwarz, der indes entgegen dem Beispiel seines Lehrers
WeierstraBl den Ideen C.s im weiteren Verlaufe lebhaftes MiBtrauen
entgegenbrachte.3)

Am 14. Dezember 1867 promovierte C. auf Grund tiefergehenden
Studiums der Disquisitiones arithmeticae sowie der Zahlentheorie Le-
gendres an der Berliner Universitit mit der von der Fakultit als
,,dissertatio docta et ingeniosa‘* bezeichneten Arbeit [1], die seinen
und seiner Geschwister Vormiindern Eduard Flersheim und Bern-
hard Horkheimer gewidmet ist; im miindlichen Examen erhielt er
,magna cum laude. Gegen die schon promovierten Kollegen Simon,
Henoch und Lampe verteidigte er dabei die Thesen: I.In arith-
metica methodi mere arithmeticae analyticis longe praestant. II. Num
spatii ac temporis realitas absoluta sit, propter ipsam controversiae
naturam dijudicari non potest. III. In re mathematica ars proponendi
quaestionem pluris facienda est quam solvendi. Zeugt die zweite These
von den schon auf der Universitit mit Ernst begonnenen philosophi-
schen Studien, so ist die dritte charakteristisch fiir die mathematische
Zielsetzung C.s. Selbst auf dem Gebiet der Mengenlehre sind ja die
von ihm erreichten Resultate vielleicht nicht ganz so wesentlich wie
die revolutiondren Problemstellungen, die noch so weit iiber sein
eigenes Werk hinaus fortwirken.

1) Vgl. auch S..199 f. Von dem (offenbar sehr losen) Briefwechsel, der 1876—1891
zwischen C. und WeierstraB bestanden hat, ist auBer dem von C. selbst in [35] ver-
offentlichten SchluBbrief mir nichts zuginglich geworden.

2) Vgl. Engel in diesem [ahresbericht 20 (1911), S. 265.

3) Personliche Erinnerung aus dem Berliner Mathematischen Seminar von
1912/13.
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Es scheint, daB C. in Berlin kurze Zeit an einer Mddchenschule unter-
richtet hat; jedenfalls war er 1868, nach bestandener Staatspriifung,
Mitglied des Schellbachschen Seminars fiir Lehrer der Mathematik.

Die Habilitationsschrift [5], auf Grund deren sich C. im Friihjahr
1869 als Privatdozent in Halle niederlieB, gehort ebenso wie einige
kleinere in den Jahren 1868—7;2 veroffentlichte Noten noch diesem
seinem ersten, arithmetischen Arbeitsgebiete an, auf das er spiter nur
mehr vereinzelt zuriickgekommen ist. Dennoch ist ihm diese wohl
vornehmlich von Kronecker angeregte Beschiftigung mit der Zahlen-
theorie nicht eine bloB zufillige Angelegenheit gewesen, sondern die
besondere Reinheit und Schénheit dieser Disziplin hat sich ihm tief
innerlich geoffenbart; dies zeigt auBer der erwahnten ersten Doktor-
these auch die dritte der bei seiner Habilitation verteidigten Thesen:
,,Numeros integros simili modo atque corpora coelestia totum quod-
dam legibus et relationibus compositum efficere.

Heine, der in Halle damals als Ordinarius wirkte, erkannte so-
gleich, in wie gliicklicher Weise C. mit ungewohnlichem Scharfsinn
eine auBerordentliche Phantasie verband (siehe [VI]). Es wurde von
entscheidender Bedeutung, da8 er den jungen Kollegen alsbald nach
seiner Niederlassung in Halle anregte, sich mit der Theorie der trigono-
metrischen Reihen zu beschiftigen (vgl. [6], S. 130, FulBnote). Der
Eifer, mit dem sich C. auf diesen Gegenstand stiirzte, zeitigte nicht
nur an und fiir sich eine Reihe wesentlicher Erfolge, sondern fiihrte
ihn auch den Weg zur Theorie der Punktmengen und gleichzeitig zu
den transfiniten Ordnungszahlen, wie die 1872 erschienene Abhand-
lung [10] zeigt. Diese enthilt einerseits die ersten Grundbegriffe der
Punktmengenlehre, namentlich den Begriff der Ableitung, aus dem C.
schon um 1870 der Gedanke der transfiniten Zahlen erwachsen war
(vgl. [16 II], S. 358 FuBnote, sowie die in [V], S. 32 FuBnote, an-
gefiihrte briefliche AuBerung C.s); andererseits findet sich hier die
Leistung, die nichst der Mengenlehre vornehmlich C.s Namen un-
sterblich gemacht hat: seine Theorie der Irrationalzahlen als Fun-
damentalreihen.!) Auch die Erkenntnis der Notwendigkeit, bei der
Begriindung der Geometrie ein Axiom von der Art zu verwenden,
wie es heute unter dem Namen Cantorsches Axiom bekannt ist,
begegnet uns in diesem Aufsatz; gleichzeitig und unabhingig von ihm
erschien Dedekinds Schrift ,,Stetigkeit und irrationale Zahlen“,
mit der sich C. wiederholt und intensiv (auch in der Korrespondenz

1) Die von Heine in seinen Elementen der Funktionenlehre (Journ, f. Math. 74
[1872], S. 172—188) entwickelte Einftihrung der Irrationalzahlen geht ganz und gar
auf C.s Ideen zuriick; vgl. die Einleitung zu Heines Aufsatz, sowie [28 I], S.9ga,
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mit Dedekind) beschiftigt hat. Ubrigens beklagt sich C. schon 1873
in einem Brief an Dedekind iiber den Gebrauch, den im néchsten
Annalenband F. Klein von seinem und Dedekinds verwandtem
Axiom ,,in der etwas schliipfrigen, unbestimmten Fassung der neueren
Geometrie‘ mache, ohne die beiden Urheber zu nennen.?)

Zu dieser Zeit, um 1871, beginnt (etwa mit der soeben hervor-
gehobenen Arbeit) das Leben C.s aus der bisherigen normalen Ent-
wicklung eines begabten Gelehrten herauszutreten; in eine zweite
Periode, die die Jahre 1871—1884 umfaBt, fillt die duBerste, von
Erfolg gekronte Kraftanstrengung des genialen Forschers.

Zunichst bringen die Jahre 1872—74 zwei bedeutsame Ereignisse
in C.s personlichem Leben. Auf einer der Reisen nach der Schweiz, die
in seinen jiingeren Jahren anscheinend nicht selten gewesen sind,
macht er 1872 in Gersau ganz zufillig die Bekanntschaft Dedekinds.
Sie fiihrt neben 6fteren personlichen Zusammenkiinften, die spaterhin
meist in Harzburg erfolgten, auch zu einem Briefwechsel [II], von
dem uns aus den Jahren 1873—79 sowie aus dem Jahr 1899 zahlreiche
Briefe erhalten sind. Obgleich der mathematische Gehalt dieser Briefe
beschrinkt ist, geben sie einen recht guten Einblick in die Arbeits-
weisesund Stimmung C.s zu jenen Zeiten und in die Gegensitzlichkeit
der beiden Naturen, die gleichwohl durch dauerhafte Freundschaft
und gegenseitige Wertschitzung verbunden blieben. Dabei erscheint,
um die Ostwaldschen Termini zu benutzen, C. als der ,,Romantiker*‘
gegeniiber dem ,,Klassiker* Dedekind; dieser Unterschied, den auch
das Tempo der (in wissenschaftlichen Sturm- und Drangzeiten sich
iiberstiirzenden) Briefe C.s zeigt im Gegensatz zu Dedekind, der mit
stets gleichbleibender Piinktlichkeit antwortet, sowie die namentlich
im Anfang des Briefwechsels recht fiihlbare Altersdifferenz (Dede-
kind war um 14 Jahre dlter) lassen im groBen und ganzen C. eher als
den Fragenden und Nehmenden in diesem Briefwechsel erscheinen.
Wie er in einem der ersten Briefe sein ,,Bediirfnis, mich iiber wissen-
schaftliche Gegenstinde mit Ihnen auszusprechen und Ihnen im per-
sobnlichen Verkehr niherzutreten duBert, so sehen wir ihn dauernd
eine verehrungsvolle Dankbarkeit bewahren fiir das, was diese Ver-
bindung ihm gibt, sowie fiir die ,,vielfache Anregung und reichliche
Belehrung*, dieer von Dedekinds, klassischen Schriften empfangen*

1) Bei der Schilderung einer so eigenwilligen und temperamentvollen Natur wie C.
geht es wohl nicht an, seine 6fters cum ira et studio.geduBerten Bemerkungen generell
zu unterdriicken. Wo solche hier wiedergegeben sind, ist es heute meist nicht mehr
schwer, im Licht der historischen Entwicklung das Ephemere und Subjektive von dem
sachlich Gerechtfertigten zu scheiden.
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habe (Brief vom 31. August 1899). Weit mehr allerdings, als es aus
den Briefen ersichtlich wird, zeigen mittelbar die Verschiedenheiten
in der Anlage der frithen und spiteren mengentheoretischen Ver-
offentlichungen C.s den tiefgreifenden EinfluB der abstrakteren, logi-
zistischen Art Dedekinds, die nach abgerundeter Systematik dringt,
gegeniiber dem mehr konstruktiven, zum EinzelstoB vorwértsstiirmen-
den Stil des jiingeren C. — eine Verschiebuhg, die in gewissen Ziigen
- den heutzutage so ausgeprigten Tendenzgegensitzen in der Grund-
lagenforschung entspricht; man wird deshalb in der mathematischen
Welt von heute sehr verschieden dariiber urteilen, ob diese Entwick-
lung bei C. als ein Fortschritt oder etwa als eine Minderung des mathe-
matischen Gehaltes anzusehen ist.

Um die ndmliche Zeit etwa lernte C. seine kiinftige Gattin Vally
Guttmann kennen, die in Berlin als Waise mit drei Briidern lebte
(von denen zwei Bankiers waren, einer spiter das Moabiter Kranken-
haus in Berlin leitete). Nachdem er 1872 in Halle Extraordinarius ge-
worden war, fand im Friihjahr 1874 die Verlobung, im Sommer die
Hochzeit statt; auf der Hochzeitsreise traf das junge Paar in Interlaken
mit Dedekind zusammen. Dem Ehepaar wurden vier Téchter und
zwei Sohne geboren, wovon drei Téchter und ein Sohn heute noch
leben; spezifisch mathematische Begabung ist bei keinem der Kinder
hervorgetreten. Seit der Geburt der Kinder verbrachte C. mit seiner
Familie die Ferien hﬁufig im Harz, in dessen Wildern er, ein warmer
Naturfreund, gerne wanderte. :

Die 70er Jahre schenkten C. verschiedene duBere Erfolge: neben
der ihm schon 1869 iibertragenen ordentlichen Mitgliedschaft der
Naturforschenden Gesellschaft zu Halle vor allem die Wahl zum
korrespondierenden Mitglied der Gesellschaft der Wissenschaften zu
Gottingen 1878 — anscheinend der einzigen deutschen Akademie
oder Universitdt auBerhalb von Halle, die C.s Verdienst 6ffentlich
geehrt hat —, ferner eine von ihm abgelehnte Berufung an die Aka-
demie in Miinster 1878 und die Ubertragung des neu errichteten
mathematischen Ordinariats in Halle 1879. Dennoch wird schon um
jene Zeit manches von dem fiihlbar, was in den folgenden Jahrzehnten
sein Leben so sichtlich umdiistert hat. Zwar war 1874 im Crelleschen
Journal, zudessen Redaktionauch Kroneckergehorte, die Abhandlung
[13] erschienen, in der wir heute die Geburtsstunde der Mengenlehre
erblicken diirfen, insofern als hier zum erstenmal unendliche Mengen
als nichtdquivalent erwiesen, d. h. zwei transfinite Machtigkeiten von-
einander unterschieden werden ; dieses Ergebnis war fiir C. unerwartet,
er hatte sich vorher um eine Abbildung der natiirlichen Zahlen auf
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das Kontinuum bemiiht [IV].1) Allein die folgende Arbeit [14], in der
er die ihm selbst hochst iiberraschend gekommene Abbildbarkeit von
Kontinuen verschiedener Dimensionen aufeinander nachweist, bleibt
bei der Crelle-Redaktion, der sie am 12. Juli 1877 eingereicht war,
zunidchst etwas iiber das damals iibliche MaB und weit iiber C.s Un-
geduld liegen, obgleich sich nach C.s Angabe [IV] WeierstraB fiir
sie einsetzt. Im November beklagt sich C. gegeniiber Dedekind
bitter dariiber, daB sich der Druck trotz des gegenteiligen Versprechens
der Redaktion ,,in einer fiir mich auffallenden unerklarlichen Weise*
verzogere und zugunsten spiter eingelaufener Arbeiten aufgeschoben
werden solle; der Grund liegt offenbar in der Paradoxie des Resultates
fiir die damalige Zeit (vgl. die Entstehungsgeschichte der Arbeit,
unten S. 237). Gliicklicherweise gelingt es Dedekind, den Freund
unter Hinweis auf eigene Erfahrungen von der iiberstiirzten Absicht,
das Manuskript zuriickzuziehen und als gesonderte Schrift bei Vieweg
zu publizieren, noch zuriickzuhalten; auch bei Crelle losen sich die
eingetretenen Schwierigkeiten bald auf und die Arbeit kann recht-
zeitig erscheinen. Doch ist dies die letzte Verdffentlichung C.s im
Crelleschen Journal; der ganzen Episode scheint, wenn sie auch
vielleicht von C. zunichst zu schwer genommen wurde, schon der
ablehnende Standpunkt Kroneckers zu C.s Ideen zugrunde zu liegen,
aus dem sich dann die Krisis des Jahres 1884 entwickeln sollte (vgl.
C.s Brief an Mittag-Leffler vom 25. Januar 1884). SchlieBlich hat
ihn auch die Ernennung zum ordentlichen Professor in Halle nur in
beschrinktem MaBe befriedigt, da er sich nach einem anderen Ort und
einem groBeren Wirkungskreis sehnte; schon 1874 aulert er sich [II]:
,,In den Ferien habe ich bis jetzt nie lange hierselbst ausgehalten,
denn das einzige, was mich an Halle seit fiinf Jahren gewissermafen
bindet, ist der einmal gew#hlte Universititsberuf.” Seine Annahme, da3
die Nichtberufung nach auswirts sich auf eine kritische Beurteilung
seiner Arbeiten durch einfluBreiche Fachgenossen griinde, wird bei dem
Ansehen, das Kronecker damals fast unbestritten geno8, durchaus be-
rechtigt gewesen sein. So ist auch eine Bewerbung C.s beim Minister um
eine Stelle in Berlin vom Jahre 1883, mit der er {nach seinem Brief an
Mittag-Leffler vom 1. Januar 1884) zundchst weniger unmittelbaren
Erfolg erzielen als vielmehr kiinftigen Gegenschritten seitens Schwarz

1) Vgl. auch einen Brief C.s an Jourdain vom 28. Februar 1906, siehe Archiv d.
Math. u. Phys. 22 (1914), S. 12, — Der Auffassung von Schoenflies (Mengenbericht
von 1900, S. 50 unten), als sei die Nichtabzahlbarkeit des Kontinuums schon in Bol- .
zanos ,,Paradoxien'’ (Beginn des § 49) enthalten, kann angesichts der -Unklarheit
der dort verwendeten Begriffe nicht beigepflichtet werden.



Georg Cantor 199

und Kronecker im voraus begegnen wollte, ohne Erfolg gebheben, sie
hat vielmehr eine kriftige Gegenwirkungbei Kroneckerhervorgerufen.

Eine iiberraschende und, da an verstecktem Orte befindlich, kaum
bekannt gewordene Bemerkung C.s scheint zu beweisen, daB er schon
zu Anfang der 7oer Jahre die Tragweite der ihm vorschwebenden
- Gedanken wie auch den ihnen erwachsenden Widerstand klar vor
Augen gehabt hat; also zu einer Zeit, da er eben erst durch die Unter-
suchungen iiber trigonometrische Reihen auf das Aktual-Unendliche
gefithrt worden war, und da seine erste im engeren Sinn mengen-
theoretische Arbeit [13] noch nicht die Offentlichkeit erreicht hatte.
Die Absicht, in der Naturforschenden Gesellschaft zu Halle einmal
einen Vortrag zu halten, dessen Thema naturgemiB allgemeinver-
standlich sein mubBte, lenkte ihn auf die Wahrscheinlichkeitsrechnung,
mit der er sich schon seit einigen Jahren beschiftigt hatte (Brief an
Dedekind vom 1I. September 1873); im Hinblick auf diesen Plan
fragt er Dedekind nach einem Vortrag an, den dieser frither iiber
ein dhnliches Thema gehalten hatte. In seinem am 6. Dezember 1873
gehaltenen Vortrag [12] bemerkt nun C. (S. 36) in bezug auf den Fran-
zosen de Meré (17. Jahrhundert), der gegeniiber Blaise Pascal die
Autoritat des Mathematikers in einer Frage der Wahrscheinlichkeits-
rechnung bestritt: ,,Der Chevalier de Meré darf, wie ich glaube, allen
Widersachern der exakten Forschung, und es gibt deren zu jeder Zeit und
iiberall, als ein warnendes Beispiel hingestellt werden; denn es kann
auch diesen leicht begegnen, daB genau an jener Stelle, wo sie der
Wissenschaft die tédliche Wunde zu geben suchen, ein neuer Zweig
derselben, schéner, wenn méglich, und zukunftsreicher als alle fritheren,
rasch vor ihren Augen aufbliiht — wie die Wahrscheinlichkeitsrech-
nung vor den Augen des Chevalier de Meré.” — Dazu sei nur noch
vermerkt, daB C. in seinen Briefen an Mittag-Leffler regelmaBig
von Kronecker unter dem Spitznamen ,,Herr von Meré‘ spricht.

WeierstralB hingegen bewies schon um jene Zeit volles Verstind-
nis fiir C.s Bestrebungen. Wie er bereits zu C.s Studienzeit, als dieser
in seinem Seminar eine Abzdhlung der rationalen Zahlen durchfiihrte,
hierfiir Interesse gezeigt hatte, so verstand er es nach kurzem anféng-
lichem Stutzen auch sehr rasch, den ihm Ende 1873 von C. mitge-
teilten Begriff der Abzihlbarkeit im allgemeinen zu wiirdigen, und
machte alsbald eine Anwendung von der Abzéhlbarkeit der algebrai-
schen Zahlen auf eine Frage der reellen Funktionen.!) Ebenso war es

1) Siehe den Brief von WeierstraB an P. du Bois-Reymond vom 15. Dezember
1874 (Acta Mathematica 39 [1924], S. 206) und den Brief C.s an Jourdain vom
29. Marz 1905 ([V], S. 48).
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eine Anregung von Weierstrall, auf die hin C. selbst zum ersten-
‘'mal den Begriff der Abziahlbarkeit in der Analysis anwandte (siche
unten, Teil ITI, S. 251), wihrend umgekehrt WeierstraBl 1885 durch
C.s Inhaltstheorie in [23] zur Beschiftigung mit der Theorie der reellen
Funktionen angeregt wurde.?)

Der Beginn der 8oer Jahre bringt das intensivste Schaffen C.s,
die gewaltigste, alle scheinbar festgefiigten Grenzen tiberflutende Ent-
faltung seiner genialen Ideén, aber auch die schwere und bis zum
SchluB fortwirkende Krisis in seinem Leben.

Die in den Jahren 1879—1884 in sechs Teilen erschienene Abhand-
lung [16] gehort zu den Erscheinungen in der Geschichte, wo sich ein
durchaus neuer, mit den Anschauungen der Vergangenheit und Ge-
genwart in volligem Widerspruch stehender Gedanke von epoche-
machender Bedeutung durchringt und mit wachsender Deutlichkeit
herauskristallisiert, in seiner Kithnheit und Neuartigkeit dem Schépfer
selbst immer mehr bewuBt werdend. 1870 erfaBt ihn zum erstenmal
der Gedanke der transfiniten Zahlen; 1873 erkennt er die Bedeu-
tung der Abzihlbarkeit und die zwischen ihr und dem Kontinuum
gihnende Kluft; erst jetzt aber entschlieBt er sich seine Ideen
in weitem Rahmen der Mitwelt vorzulegen, und zwar im vollen
BewuBtsein ihrer Auswirkungsméglichkeit.?) So gehort diese Abhand-
lung zum mindesten in ihrem fiinften Teile, der auch selbstindig
erschienen ist (siehe [21]), nicht bloB dem Reiche der Mathematik
und Philosophie an, sondern sie ist fiir die Geschichte der Wissen-
schaft und des menschlichen Denkens iiberhaupt bedéutungsvoll; zwei-
fellos wird sie sich noch von so manchem zunichst fernerliegenden
Gesichtspunkt aus als aufschluBreich und wertvoll erweisen. Die Re-
daktion der Mathematischen Annalen hat eine kithne Tat vollbracht,
sich aber auch ein unvergingliches Verdienst erworben, indem sie
die Spalten ihrer Zeitschrift diesen Ideen 6ffnete, die damals die mathe-
matische und philosophische Welt vor den Kopf stieBen und noch
ilber ein Jahrzehnt einen bitteren Kampf um ihre Anerkennung zu
fithren hatten. Wahrend die Besprechung des Inhaltes im allgemeinen
weiter unten (S. 2391f.) folgt, seien aus dem (vom Oktober 1882 da-
tierten) V. Teil hier einige Stellen wortlich angefiihrt; sie sind einer-

1) Siehe den Brief von Weierstra an Sonja Kowalewsky vom 16. Mai 1885
(Acta Math. 39 [1924], S. 195f.).

2) So spricht er hier z. B. ,,von den Gebieten, welche unter der Mannichfaltigkeits-
lehre stehen oder mit ihr die innigste Berithrung haben, wie beispielsweise von der

modernen Funktionentheorie einerseits und von der Logik und Erkenntnislehre anderer-
seits” ([16 V], S. 562).
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seits von besonderem Interesse weit iiber den fachwissenschaftlichen
Kreis hinaus, lassen andererseits aber vor allem den schweren Kampf
ahnen, der sich in jenen Jahren in dem Forscher und Menschen Can-
tor vollzog und der an der Erschiitterung seiner Gesundheit zum
mindesten einen erheblichen Anteil hatte:

Die bisherige Darstellung meiner Untersuchungen in der Mannichfaltigkeitslehre*)
ist an einen Punkt gelangt, wo ihre Fortfithrung von einer Erweiterung des realen
ganzen Zahlbegriffs @iber die bisherigen Grenzen hinaus abhingig wird, und zwar
fallt diese Erweiterung in eine Richtupg, in welcher sie meines Wissens bisher von
niemandem gesucht worden ist.

Die Abhingigkeit, in welche ich mich von dieser Ausdehnung des Zahlbegriffs ver-
setzt sehe, ist eine so groBe, daB es mir ohne letztere kaum moglich sein wiirde, zwanglos
den kleinsten Schritt weiter vorwirts in der Mengenlehre auszufithren; moge in diesem
Umstande eine Rechtfertigung oder, wenn nétig, eine Entschuldigung dafiir gefunden
werden, daf3 ich scheinbar fremdartige Ideen in meinen Betrachtungen einfiithre. Denn
es handelt sich um eine Erweiterung resp. Fortsetzung der realen ganzen Zahlenreihe
tiber das Unendliche hinaus; so gewagt dies auch scheinen mochte, kann ich dennoch
nicht nur die Hoffnung, sondern die feste Uberzeugung aussprechen, da8 diese Erweite-
rung mit der Zeit als eine durchaus einfache, angemessene, natiirliche wird angesehen
werden miissen. Dabei verhehle ich mir keineswegs, daf ich mit diesem Unternehsen
in einen gewissen Gegensatz zu weitverbreiteten Anschauungen iiber das mathe-
matische Unendliche und zu haufig vertretenen Ansichten iiber das Wesen der Zahl-
gréBe mich stelle . . .

... Die unendlichen realen ganzen Zahlen, welche ich im folgenden definieren will
und zu denen ich schon vor einer lingeren Reihe von Jahren gefithrt worden bin, ohne
daB es mir zum deutlichen BewuBtsein gekommen war, in ihnen konkrete Zahlen von
realer Bedeutung zu besitzen**), haben durchaus nichts gemein mit der ersten von jenen
beiden Formen, mit dem Uneigentlich-Unendlichen, dagegen ist ihnen derselbe
Charakter der Bestimmtheit eigen, wie wir ihn bei dem unendlich fernen Punkte in
der analytischen Funktionentheorie antreffen; sie gehéren also zu den Formen und
Affektionen des Eigentlich-Unendlichen. — Wihrend aber der Punkt im Unendlichen
der komplexen Zahlenebene vereinzelt dasteht gegeniiber allen im Endlichen liegenden
Punkten, erhalten wir nicht blo8 eine einzige unendliche ganze Zahl, sondern eine

*) Mit diesem Worte bezeichne ich einen sehr viel umfassenden Lehrbegriff, den
ich bisher nur in der speziellen Gestaltung einer arithmetischen oder geometrischen
Mengenlehre auszubilden versucht habe. Unter einer Mannichfaltigkeit oder Menge
verstehe ich namlich allgemein jedes Viele, welches sich als Eines denken 148t, d. h.
jeden Inbegriff: bestimmter Elemente, welcher durch ein Gesetz zu einem Ganzen
verbunden werden kann, und ich glaube hiermit etwas zu definieren, was verwandt
ist mit dem Platonischen &¥do¢ oder idéa, wie auch mit dem, was Platon in seinem
Dialoge ,,Philebos oder das hochste Gut’* uuxrdv nennt. Er setzt dieses dem dnetgo,
d. h. dem Unbegrenzten, Unbestimmten, welches ich Uneigentlich-Unendliches nenne,
so wie dem mégag, d. h. der Grenze, entgegen und erklirt es als ein geordnetes ,,Ge-
misch’’ der beiden letzteren. DaB diese Begriffe Pythagoreischen Ursprungs sind,
deutet Platon selbst an; man vergleiche A. Boeckh, Philolaos des Pythagoreers
Lehren, Berlin 1819.

**) Ich nannte sie bisher ,,bestimmt definierte Unendlichkeitssymbole . . .
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unendliche Folge von solchen, die voneinander wohl unterschieden sind und in gesetz-
m#éBigen zahlentheoretischen Beziehungen zueinander sowohl wie zu den endlichen
ganzen Zahlen stehen. Diese Beziehungen sind nicht etwa solche, welche sich im
Grunde auf Beziehungen endlicher Zahlen untereinander zuriickfithren lassen; die
letztere Erscheinung tritt allerdings, aber auch nur bei den verschiedenen Stirken -
und Formen des Uneigentlich-Unendlichen haufig auf . . .

: .. Bekanntlich findet sich im Mittelalter durchgehends bei allen Scholastikern das
,.infinitum actu non datur’* als unumstoBlicher, von Aristoteles hergenommener
Satz vertreten. Wenn man aber die Griinde betrachtet, welche Aristoteles gegen die
reale Existenz des Unendlichen vorfithrt (m. s. z. B. seine ,,Metaphysik', Buch XI,
Kap. 10), so lassen sie sich der Hauptsache nach auf eine Voraussetzung zuriickfiithren,
die eine petitio principii involviert, auf die Voraussetzung namlich, daB es nur endliche
Zahlen gibe, was er daraus schloB, daB ihm nur Zahlungen an endlichen Mengen
bekannt waren. Ich glaube aber oben bewiesen zu haben, und es wird sich dies im Fol-
genden dieser Arbeit noch deutlicher zeigen, daBl eben so bestimmte Zahlungen wie
an endlichen auch an unendlichen Mengen vorgenommen werden kénnen, voraus-
gesetzt, dal man den Mengen ein bestimmtes Gesetz gibt, wonach sie zu wohlgeordneten
Mengen werden. DaB ohne eine solche gesetzmaBige Sukzession der Elemente einer
Menge keine Zihlung mit ihr vorgenommen werden kann — dies liegt in der Natur
des Begriffes Zdhlung,; auch bei endlichen Mengen kann eine Zahlung nur bei einer
be@immten Aufeinanderfolge der gezahlten Elemente ausgefithrt werden, es zeigt
sich aber hier als eine besondere Beschaffenheit endlicher Mengen, daB8 das Resultat
der Zahlung — die Anzahl — unabhingig ist von der jeweiligen Anordnung; wahrend
bei unendlichen Mengen, wie wir gesehen haben, eine solche Unabhingigkeit im all-
gemeinen nicht zutrifft, sondern die Anzahl einer unendlichen Menge eine durch das
Gesetz der Zahlung mitbestimmte unendliche ganze Zahl ist; hierin liegt eben und
hierin allein der in der Natur selbst begriindete und daher niemals fortzuschaffende
wesentliche Unterschied zwischen dem Endlichen und Unendlichen; nimmermehr wird
aber um dieses Unterschiedes willen die Existenz des Unendlichen geleugnet, dagegen
die des Endlichen aufrechterhalten werden konnen; 148t man das Eine fallen, so muB3
man mit dem Andern auch aufriumen; wo wiirden wir also auf diesem Wege hin-
kommen? ...

Zu dem Gedanken, das UnendlichgroBe nicht bloB8 in der Form des unbegrenzt
Wachsenden und in der hiermit eng zusammenhingenden Form der im 17. Jahr-
hundert zuerst eingefiihrten konvergenten unendlichen Reihe zu betrachten, sondern
es auch in der bestimmten Form des Vollendetunendlichen mathematisch durch Zahlen
zu fixieren, bin ich fast wider meinen Willen, weil im Gegensatz zu mir wertgewordenen
Traditionen, durch den Verlauf vieljahriger wissenschaftlicher Bemiihungen und Ver-
suche logisch gezwungen worden, und ich glaube daher auch nicht, daB Griinde sich
dagegen werden geltend machen lassen, denen ich nicht zu begegnen wiiite . . .

So verschieden auch die Lehren dieser Schriftsteller [Locke, Descartes, Spi-
noza, Leibniz] sind, in der Beurteilung des Endlichen und Unendlichen stimmen
sie an jenen Stellen im wesentlichen darin iiberein, daB zu dem Begriffe einer Zahl
die Endlichkeit derselben gehére und daB andererseits das wahre Unendliche oder
Absolute, welches in Gott ist, keinerlei Determination gestattet. Was den letzteren
Punkt anbetrifft, so stimme ich, wie es nicht anders sein kann, demselben véllig bei,
denn der Satz: ,,omnis determinatio est negatio’ steht fiir mich ganz auBer
Frage; dagegen sehe ich im ersteren, wie ich schon oben bei Erérterung der
Aristotelischen Grfinde gegen das ,,infinitum actu’* gesagt habe, eine petitio
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principii, welche manche Widerspriiche erklarlich macht, die sich bei allen diesen
Autoren und namentlich auch bei Spinoza und Leibniz finden. Die Annahme da8
es auBer dem Absoluten durch keine Determination Erreichbaren und dem End-
lichen keine Modifikationen geben sollte, die, obgleich sie nicht endlich, dennoch durch
Zahlen bestimmbar und folglich das sind, was ich Eigentlich-Unendliches nenne —
diese Annahme finde ich durch nichts gerechtfertigt und sie steht m. E. sogar im
Widerspruch zu gewissen von den beiden letzteren Philosophen aufgestellten Satzen.
Was ich behaupte und durch diese Arbeit wie auch durch meine fritheren Versuche
bewiesen zu haben glaube, ist, daB es nach dem Endlichen ein Transfinitum (welches
man auch Suprafinitum nennen konnte), d.i. eine unbegrenzte Stufenleiter von be-
stimmten Modis gibt, die ihrer Natur nach nicht endlich, sondern unendlich sind,
welche aber ebenso wie das Endliche durch bestimmte, wohldefinierte und voneinander
unterscheidbare Zahlen determiniert werden kénnen. Mit den endlichen GréBen ist
daher meiner Uberzeugung nach das Bereich der definierbaren GroBSen nicht abge-
schlossen, und die Grenzen unseres Erkennens lassen sich entsprechend weiter aus-
dehnen, ohne da8 es dabei n6tig wiare, unserer Natur irgendwelchen Zwang anzutun.
An Stelle des in § 4 besprochenen Aristotelisch-scholastischen Satzes setze ich daher
den andern: Omnia seu finita seu infinita definita sunt et excepto Deo ab intellectu
determinari possunt. . .

Wenn es Schwierigkeiten bereiten sollte unendlich grofe, abgeschlossene, unter sich
und mit den endlichen Zahlen vergleichbare, unter sich und mit den endlichen Zahten
durch feste Gesetze verbundene ganze Zahlen aufzufassen, so werden diese Schwierig-
keiten mit der Wahrnehmung zusammenhingen, da8 die neuen Zahlen zwar in vielen
Beziehungen den Charakter der fritheren, in viel mehr anderen Riicksichten aber eine
durchaus eigenartige Natur haben, die es sogar oft mit sich bringt, daB verschiedene
Merkmale an einer und derselben Zahl sich vereinigt finden, die bei den endlichen
Zahlen nie zusammen vorkommen, sondern disparat sind. Findet sich doch schon an
einer der im vorigen Paragraphen zitierten Stellen die Uberlegung, eine unendliche
ganze Zahl miiBte, falls sie existierte, sowohl eine gerade wie auch eine ungerade Zahl
sein und da diese beiden Merkmale nicht vereinigt auftreten kénnen, so existiert
deshalb keine solche Zahl.

Man nimmt hier offenbar stillschweigend an, da8 Merkmale, welche an den her-
gebrachten Zahlen disjunkt sind, auch an den neuen Zahlen dieses Verhiltnis zuein-
ander haben miiBten, und schlieBt daraus auf die Unméglichkeit der unendlichen
Zahlen. Wem springt hier der Paralogismus nicht in die Augen? Ist denn nicht jede
Verallgemeinerung oder Erweiterung von Begriffen mit einem Aufgeben von Besonder-
heiten verbunden, ja selbst ohne ein solches undenkbar ? Hat man nicht erst in neuerer
Zeit den fir die Entwicklung der Analysis so wichtigen, zu den groS8ten Fortschritten
hinleitenden Gedanken gefaBt, die komplexen GroéBen einzufihren, chne ein Hindernis
darin zu sehen, daB sie weder positiv noch negativ genannt werden kénnen ? Und nur
ein dhnlicher Schritt ist es, den ich hier wage; es wird vielleicht sogar dem allgemeinen
BewuBtsein viel leichter werden mir zu folgen, als es mdoglich war von den reellen
Zahlen zu den'komplexen iiberzugehen; denn die neuen ganzen Zahlen haben, wenn
sie sich auch durch intensivere, substantielle Bestimmtheit vor den hergebrachten
auszeichnen, dennoch als Anzahlen durchaus die gleichartige Realitdit mit diesen
gemein, wogegen der Einfithrung der komplexen Gré8en sich so lange Schwierigkeiten
entgegenstellten, bis man ihre geometrische Reprasentation durch Punkte oder Strecken
in einer Ebene nach vielen Mithen gefunden hatte . . .

... Wegen dieser ausgezeichneten Stellung, die sie [die Mathematik] von allen
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anderen Wissenschaften unterscheidet und die eine Erklirung fiir die verhaltnis-
maBig leichte und zwanglose Art der Beschiftigung mit ihr liefert, verdient sie ganz
besonders den Namen der freien Mathematik, eine Bezeichnung, welcher ich, wenn ich
die Wahl hatte, den Vorzug vor der iblich gewordenen ,,reinen’* Mathematik geben
wiirde. ’

Die Mathematik ist in ihrer Entwicklung vollig frei und nur an die selbstredende
Riicksicht gebunden, daB ihre Begriffe sowohl in sich widerspruchslos sind als auch
in festen, durch Definition geordneten Beziehungen zu den vorher gebildeten, bereits
vorhandenen und bewahrten Begriffen stehen.*) Im besonderen ist sie bei der Ein-
fithrung neuer Zahlen nur verpflichtet, Definitionen von ihnen zu geben, durch welche
ihnen eine solche Bestimmtheit und unter Umstinden eine solche Beziehung zu den
alteren Zahlen verliehen wird, daB sie sich in gegebenen Fillen untereinander bestimmt
unterscheiden lassen. Sobald eine Zahl allen diesen Bedingungen geniigt, kann und mu3
sie als existent und real in der Mathematik betrachtet werden. Hierin erblicke ich den
in § 4 angedeuteten Grund, warum man die rationalen, irrationalen und die kom-
plexen Zahlen fiir durchaus ebenso existent anzusehen hat wie die endlichen positiven
ganzen Zahlen.

Es ist, wie ich glaube, nicht nétig, in diesen Grundsitzen irgendeine Gefahr fiir die
Wissenschaft zu befiirchten, wie dies von vielen geschieht; einerseits sind die bezeich-
neten Bedingungen, unter welchen die Freiheit der Zahlenbildung allein geiibt werden
kann, derartige, daB sie der Willkiir einen 4uBerst geringen Spielraum lassen; dann
aber trigt auch jeder mathematische Begriff das nétige Korrektiv in sich selbst einher;
ist er unfruchtbar oder unzweckmaBig, so zeigt er es sehr bald durch seine Unbrauch-
barkeit und er wird alsdann, wegen mangelnden Erfolgs, fallen gelassen. Dagegen
scheint mir aber jede tiberfliissige Einengung des mathematischen Forschungstriebes
eine viel groBere Gefahr mit sich zu bringen und eine um so groéBere, als dafiir aus dem
Wesen der Wissenschaft wirklich keinerlei Rechtfertigung gezogen werden kann; denn
das Wesen der Mathematik liegt gerade in ihrer Freiheit.

Wiirde mir diese Beschaffenheit der Mathematik nicht aus den erwahnten Griinden
sich ergeben haben, so miiBte mich doch die ganze Entwicklung der Wissenschaft
selbst, wie wir sie in unserem Jahrhundert wahrnehmen, genau zu denselben Ansichten
hinfiihren.

Waren GauB, Cauchy, Abel, Jacobi, Dirichlet, WeierstraB, Hermite und
Riemann verbunden gewesen, ihre neuen Ideen stets einer metaphysischen Kontrolle
zu unterwerfen, wir wiirden uns fiirwahr nicht des groBartigen Aufbaues der neueren
Funktionentheorie zu erfreuen haben, der, obgleich voéllig frei und ohne transiente
Zwecke entworfen und errichtet, dennoch schon jetzt in Anwendungen auf Mechanik,

*) Der Vorgang bei der korrekten Bildung von Begriffen ist m. E. iiberall derselbe;
man setzt ein eigenschaftsloses Ding, das zuerst nichts anderes ist als ein Name oder
ein Zeichen 4, und gibt demselben ordnungsmiBig verschiedene, selbst unendlich
viele verstindliche Pradikate, deren Bedeutung an bereits vorhandenen Ideen bekannt
ist, und die einander nicht widersprechen diirfen; dadurch werden die Beziehungen
von A zu den bereits vorhandenen Begriffen und namentlich zu den verwandten
bestimmt; ist man hiermit vollstindig zu Ende, so sind alle Bedingungen zur Weckung
des Begriffes 4, welcher in uns geschlummert, vorhanden, und er tritt fertig ins
Dasein, versehen mit der intrasubjektiven Realitdt, welche iiberall von Begriffen nu
verlangt werden kann; seine transiente Bedeutung zu konstatieren ist alsdann Sache
der Metaphysik.
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Astronomie und mathematische Physik seine transiente Bedeutung, wie nicht anders
zu erwarten war, offenbart; wir wiirden nicht den groB8en Aufschwung in der Theorie
der Differentialgleichungen durch Fuchs, Poincaré und viele andere herbeigefithrt
sehen, wenn diese ausgezeichneten Krafte durch fremdartige Einfliisse gehemmt und
eingeschniirt gewesen wiaren; und wenn Kummer die folgenreiche Freiheit der Ein-
fithrung sogenannter ,,idealer’* Zahlen in die Zahlentheorie sich nicht genommen haben
wiirde, wir wiren heute nicht in der Lage, die so wichtigen und vorziiglichen algebrai-
schen und arithmetischen Arbeiten Kroneckers und Dedekinds zu bewundern. . .

Der Begriff des ,,Kontinuums*‘* hat in der Entwicklung der Wissenschaften iiberall
nicht nur eine bedeutende Rolle gespielt, sondern auch stets die groBten Meinungs-
verschiedenheiten und sogar heftige Streitigkeiten hervorgerufen. Dies liegt vielleicht
daran, daB die ihm zugrunde liegende Idee in ihrer Erscheinung bei den Dissentierenden
einen verschiedenen Inhalt aus dem Grunde angenommen hat, weil ihnen die genaue
und vollstindige Definition des Begriffs nicht iiberliefert worden war; vielleicht aber
auch, und dies ist mir das Wahrscheinlichste, ist die Idee des Kontinuums schon ven
denjenigen Griechen, welche sie zuerst gefaBt haben mdégen, nicht mit der Klarheit
und Vollstindigkeit gedacht worden, welche erforderlich gewesen wire, um die Még-
lichkeit verschiedener Auffassungen seitens der Naclifolger auszuschlieBen. So sehen
wir, daB Leukipp, Democrit und Aristoteles das Kontinuum als ein Compositum
betrachten, welches ex partibus sine fine divisibilibus besteht, dagegen Epikur und
Lucretius dasselbe aus ihren Atomen als endlichen Dingen zusammensetzen, woraus
nachmals ein groBer Streit unter den Philosophen entstanden ist, von denen einige
dem Aristoteles, andere dem Epikur gefolgt sind; andere wieder statuierten, um
diesem Streit fern zu bleiben, mit Thomas von Aquino, daB das Kontinuum weder
aus unendlich vielen noch aus einer endlichen Anzahl von Teilen, sondern aus gar keinen
Teilen bestehe; diese letztere Meinung scheint mir weniger eine Sacherkldrung als das
stillschweigende Bekenntnis zu enthalten, daB man der Sache nicht auf den Grund
gekommen ist und es vorzieht, ihr vornehm aus dem Wege zu gehen. Hier sehen wir
den mittelalterlich-scholastischen Ursprung einer Ansicht, die wir noch heutigen Tages
vertreten finden, wonach das Kontinuum ein unzerlegbarer Begriff oder auch, wie
andere sich ausdriicken, eine reine aprioristische Anschauung sei, die kaum einer Be-
stimmung durch Begriffe zuginglich wire; jeder arithmetische Determinationsversuch
dieses Mysteriums wird als ein unerlaubter Eingriff angesehen und mit gehérigem
Nachdruck zurtickgewiesen; schiichterne Naturen empfangen dabei den Eindruck,
als ob es sich bei dem ,,Kontinuum‘* nicht um einen mathematisch-logischen Begriff,
sondern viel eher um ein religiéses Dogma handle.

Mir liegt es sehr fern, diese Streitfragen wieder heraufzubeschworen, auch wirde
mir zu einer genaueren Besprechung derselben in diesem engen Rahmen der Raum
fehlen; ich sehe mich nur verpflichtet, den Begriff des Kontinuums, so logisch-niichtern
wie ich ihn auffassen muB und in der Mannichfaltigkeitslehre jhn brauche, hier még-
lichst kurz und auch nur mit Ricksicht auf die mathematische Mengenlehre zu ent-
wickeln. Diese Bearbeitung ist mir aus dem Grunde nicht leicht geworden, weil unter
den Mathematikern, auf deren Autoritdt ich mich gern berufe, kein einziger sich mit
dem Kontinuum in dem Sinne genauer beschaftigt hat, wie ich es hier nétig habe . ..

Zunichst habe ich zu erkliren, daB meiner Meinung nach die Heranziehung des
Zeitbegriffs oder der Zeitanschauung bei Erorterung des viel urspriinglicheren und all-
gemeineren Begriffs des Kontinuums nicht in der Ordnung ist; ...

Ebenso ist es meine Uberzeugung, daB man mit der sogenannten Aunschauungsform
des Raumes gar nichts anfangen kann, um AufschluB tiber das Kontinuum zu gewirmen,
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da auch der Raum und die in ihm gedachten Gebilde nur mit Hilfe eines begrifflich
bereits fertigen Kontinuums denjenigen Gehalt erlangen, mit welchem sie Gegenstand
nicht bloB &sthetischer Betrachtungen oder philosophischen Scharfsinnes oder un-
genauer Vergleiche, sondern niichtern-exakter mathematischer Untersuchungen werden
kénnen.

Somit bleibt mir nichts anderes iibrig, als mit Hilfe der in § 9 definierten reellen
Zahlbegriffe einen moglichst allgemeinen rein arithmetischen Begriff eines Punkt-
kontinuums zu versuchen. . .

In der ungeheuren geistigen Anspannung, die mit der Konzeption
so umwilzender Ideen und deren Behauptung gegeniiber dem Wider-
streben der zeitgenossischen Forscher verbunden war, treten als beson-
ders verschirfende Momente zwei spezielle Schwierigkeiten hervor:
das Ringen mit dem Kontinuumproblem und die Zuspitzung des
Gegensatzes zu Kronecker. Uber beide sind wir durch die von
Schoenflies herausgegebenen Briefe C.s an Mittag-Leffler aus
dem Jahre 1884 (siehe [III]), das eine entscheidende Wendung in C.s
Leben bedeutet, gut unterrichtet.

Als zu Beginn des Jahres 1884 die grundlegende Abhandlung [16}
fertig vorlag, hatte C. die bereits in [13] aufgefundene und in [14] unter-
strichene Zweiteilung der unendlichen Punktmengen — in abzihl-
bare und dem Linearkontinuum &quivalente — weitgehend durch-
gefithrt, wobei vor allem die ,,perfekten Mengen sich als zur
zweiten Kategorie gehorig erwiesen. Auf der anderen Seite hatte er,
gleichfalls ausgehend von den Punktmengen, die transfiniten Ord-
nungszahlen der zweiten Zahlklasse (als Symbole der Vielfachheit der
Ableitungen) eingefiihrt, indem er sie durch analege Grenzprozesse
konstruierte, wie solche als Fundamentalreihen die irrationalen Zahlen
hervorbringen. So lag die Vermutung, die er in der Tat am SchluB
von [16VI] behauptet mittels seiner bisherigen Sitze beweisen zu
konnen, auBerordentlich nghe, daB die zweite Zahlklasse selbst von
der Michtigkeit des Kontinuums sei; der Beweis dieser Vermutung
hitte einen krénenden AbschluB seiner bisherigen Resultate bedeutet.
Indes bleiben die Versuche, den Beweis durchzufiihren, sowohl damals.
wie auch im Sommer und Herbst des.Jahres 1884, wo er mit immer
neuen Methoden an das Problem herangeht, erfolglos ([III], S. 161f.)?);
ja im November nimmt er seine Vermutung sogar einmal zuriick zu-
gunsten eines vermeintlich gefundenen Beweises dafiir, daB dem Kon-
tinuum iiberhaupt kein Alef als Machtigkeit zukomme — um dieser
Meinung freilich schon tags darauf zu widersprechen. So folgt den

1) Ein gleichfalls aus dem Sommer 1884 stammender Versuch P. Tannerys, die
Vermutung C.s zu beweisen, beruht auf einem FehlschluB (Bulletin de la Société Math.
. de France 12 [1884], S. go—g6).
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immer wieder vergeblichen Bemiihungen die Abspannung, die Mut-
losigkeit, die Resignation; im Herbst 1884, also nach der bald zu
erwihnenden gesundheitlichen Krisis, kommt eine Stimmung der
Abkehr von der Mathematik iiberhaupt zum Durchbruch. Er will
sich von ihr ganz und gar abwenden und erwigt eine Bitte ar das
Ministerium, man moge ihn in der Vorlesungstitigkeit von der Mathe-
matik zur Philosophie iibergehen lassen.!) Vor allem ergibt er sich
aber um jene Zeit, offenbar im Zusammenhang mit der gesundheit-
lichen Stérung, mit gréBter Energie der Aufgabe, nachzuweisen, daf
Francis Bacon der Autor der Shakespeareschen Dramen sei?);
wie er seine Bemiithungen auch nach dieser Richtung mit der ihm
eigenen Hingabe und Hartnickigkeit verfolgt, das bezeugen u. a. die
Schriften [36] und [37]; nach seinem Brief an Dedekind vom 28. Juli
1899 ist diese Frage, der er in Depressionszeiten sogar in den Vor-
lesungen und im Seminar nachging, bei ihm nur aus Mangel an Zeit
und Geld schlieBlich zur duBeren Ruhe gekommen, das lebhafteste
Interesse dafiir aber hat ihn durchs ganze Leben begleitet. Mit aus
dieser Stimmung der mathematischen Resignation heraus und wohl
nur zum Teil vermodge des wirklichen Sachverhaltes (vgl. unten
S. 2251.) wird es sich erkldren, wenn er sich zu jener Zeit gegeniiber
Mittag-Leffler dahin duBert, er habe ,,das miihsame und wenig
Dank verheilende Geschift der Untersuchung von Punktmengen‘’
hauptsichlich deshalb unternommen, um die Resultate ,,auf die Na-
turlehre der Organismen‘‘ anzuwenden, fiir die die bisherigen mecha-
nischen Prinzipien nicht hinreichend seien, und mit der er sich schon
seit 14 Jahren beschiftige.

Bei diesem EntschluB zur Abkehr von der Mathematik, den C.
freilich schon im Laufe des Jahres 1885 wiederholt durch rein mathe-
matisches Forschen Liigen straft, ist indes noch stdrker als der MiB-
erfolg mit dem Kontinuumproblem wahrscheinlich die Enttauschung
wirksam gewesen, die C. damals hinsichtlich der Aufnahme seines
bisherigen Werkes in der mathematischen und philosophischen Welt
fiihlte. Der im 40. Lebensjahr stehende Forscher, der seit nunmehr

1) In der Tat hat C. gelegentlich Ubungen philosophischer Richtung gehalten, so
z. B. iber Leibniz, um durch Vergleich mit dessen Gedanken seine eigene Theorie
des Aktual-Unendlichen zu erldutern. Er betonte dabei gern, daB er als Ordinarius
der Philosophischen Fakultat selbst fiber Sanskrit zu lesen das Recht habe,

2) ,,Francis Bacon, er und nur er allein kann der Autor dieser Meisterwerke ge-
wesen sein; denn es ist ein und derselbe Feuergeist, der uns in den Dramen einerseits
und in den ‘Moral essays’ sowie den iibrigen Werken Bacons andererseits entgegen-
tritt. .. heiBt es in C.s Brief an Mittag-Leffler vom 17. Dez. 1884, in dem an-
scheinend zum erstenmal von diesem Gegenstande die Rede ist.

5%
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10 Jahren in der Offentlichkeit mit seinen neuen Ideen hervorgetreten
war, hegte den begreiflichen Wunsch nach Anerkennung seines Werkes
durch die Kollegen und nach wissenschaftlichem EinfluB auf die an-
gehenden Forscher. Im ganzen blieb ihm dies versagt. Nur zu einer-
sehr " beschrinkten Erfiillung seiner Wiinsche verhalf C. die Freund-
schaft mit Mittag-Leffler, die bis zum Ende fortgedauert hat und
so fest gegriindet war, daB sie auch gewissen (teils wirklichen, teils
nur befiirchteten) sachlichen Differenzen der Jahre 1884—385 Trotz
bieten konnte. Als Mittag-Leffler, 1881 an die neugeschaffene
Stockholmer Universitit gekommen, sogleich an die Griindung der
Acta Mathematica schritt, forderte er C. nicht bloB auf, sich des
neuen Journals fiir seine Verdffentlichungen zu bedienen, sondern
er veranlaBte iiberdies die Ubersetzung der Arbeiten [9], [10], [13],
[14] und vor allem des groBten Teiles von [16I—V] ins Fran-
zbsische und publizierte sie so im 2. Band der Acfa. Schon an sich
bedeutete diese Unterstiitzung seitens des angesehenen Forschers,
der vermoge seiner Beziehungen zu WeierstraB und zu den Pariser
Mathematikerkreisen sich eines erheblichen Einflusses erfreute, mora-
lisch viel fiir C. zu einer Zeit, da ihm das Crellesche Journal ver-
schlossen war und da sich der beherrschende EinfluBl der Berliner (an-
scheinend auch der Goéttinger) Mathematiker in offener Gegnerschaft
zu ihm betétigte. Nicht minder aber ist auch eine mittelbare wissen-
schaftliche Auswirkung des Bundes mit Mittag-Leffler unverkenn-
bar; auBer den 1883 beginnenden, sozusagen parallel zu C.s Schaffen
gerichteten Arbeiten Bendixsons und Phragméns iiber Punkt-
mengen erschienen in den 1883—84 herauskommenden Bianden der
Acta eine ganze Reihe gewichtiger Anwendungen der mengentheore-
tischen Begriffe und Ergebnisse C.s auf funktionentheoretische (und
geometrische) Probleme, die Mittag-Leffler selbst sowie die eben
aufgehenden Sterne Poincaré und Scheeffer zu Verfassern hatten.
Poincarés Arbeit, die zur Untersuchung der Struktur des Existenz-
gebietes automorpher Funktionen die Lehre von den Punktmengen
heranzog, hatte C. zunichst ganz iibersehen, um sich indes gelegentlich
einer Pariser Reise im Friithjahr 1884 zu iiberzeugen, daB8 Poincaré
seine Arbeiten kannte und wiirdigte.!) GroBere Hoffnungen setzte er
auf die Wirkung der Mittag-Lefflerschen Abhandlung, die auf
einem im Mittelpunkt des damaligen Interesses stehenden Feld der
WeierstraBschen Funktionentheorie — der Frage der Erzeugungs-
moglichkeit analytischer Funktionen aus geeignet vorgegebenen singu-

1) Nach dem Zeugnis M.-L.s (Acta Mathematica 50 [1928], S.26) hat Poincaré
die grundlegenden Abhandlungen [16] ftr die Acta ins Franzosische tibersetzt.
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liren Stellen — die Kraft und Bedeutung der Ideen C.s dartat. Um
so tiefer ist seine Betriibnis, daB vielmehr gerade umgekehrt die
Bezugnahme auf C. der Aufnahme der Arbeit zunichst vielfach zum
Schaden gereicht, namentlich auf Grund der auch in Plaris stark wir-
kenden Haltung Kroneckers.

Nicht minder zogernd als die Mathematiker nahmen die Philosophen
von C.s Errungenschaften Kenntnis; die erste ausfiihrliche und ver-
stindnisvolle Darstellung, in der man auch Hinweise auf die voran-
gegangenen unzureichenden BeriicksichtigungenC.svon philosophischer
Seite (Ballauf, Wundt?), Laas, H. Cohen) findet, stammt von
B. Kerry.?) Sie schlieBt mit der bezeichnenden Mahnung, die Philo-
sophie, die ,,vordem die Lehre vom Stetigen in seinem Verhiltnisse
zu einem dasselbe eventuell konstituierenden Diskreten als ihr Eigen-
stes betrachten durfte’, scheine in den Mannigfaltigkeitsuntersuchun-
gen wieder ,,eine neue Disziplin aus sich herausgeboren zu haben®,
mit der die Mutterwissenschaft zwar vertraut bleiben solle, der sie
aber ihr selbstindiges Dasein nicht verkiimmern diirfe. Zur gleichen
Zeit gab auch der —selbst aktiv mit C.s Ideen beschiftigte — Mathe-
matiker P. Tannery eine fiir Philosophen bestimmte und an den
philosophischen Problemen orientierte Einfiihrung in Gedankenginge
der Mengenlehre?), von der C. anscheinend keine Notiz genommen hat.

In erster Linie hat freilich der ablehnende Standpunkt nicht etwa
der Philosophen, sondern der groBen Mehrheit seiner engeren Fach-
genossen C. betroffen, und zwar speziell die Haltung Kroneckers.
Hier liegt offenbar der Angelpunkt der Krisis von 1884. Bis gegen 1880
scheint das Verhidltnis zwischen Kronecker und C. trotz der ab-
lehnenden Haltung, die jener im Gegensatz zu WeierstralB gegen-
iiber den mengentheoretischen Interessen seines vormaligen Schiilers
von Anfang an einnahm, duBerlich gut gewesen zu sein; so z. B. noch
bei einem Besuch C.s bei Kronecker im Herbst 1879. Doch schon
zwei bemerkenswerte Stellen aus der 1882 geschriebenen Arbeit [16 V],
die sich gegen die alleinseligmachende Rolle der natiirlichen Zahl und
fiir die unbevormundete Freiheit der mathematischen Schopfung ein-
setzen (die zweite ist oben S. 2041. wiedergegeben), sind in nicht miB-

1) Auf dessen Einwinde sowie die der Herbartschen Schule (vgl. Zischr. f. exakte
Philosophie 12) kommt auch C. selbst am SchluB von [26] sowie in [28 I] zu sprechen;
an der letzteren Stelle (S. 99f. u. 253—256) auch auf die Rezension Ballaufs.

2) ,,Uber Georg Cantors Mannichfaltigkeitsuntersuchungen®. Vierteljahrsschrift
f. wiss. Philosophie 9 (1885), S. 191—232.

3) ,,Le concept scientifique du continu: Zénon d’Elée et Georg Cantor.* Revue
Philosophique de la France et de I Etvanger 20 [1885], S. 385—410.
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zuverstehender Weise gegen Kronecker gerichtet. Die ganze Bitter-
keit seines Grolls gegen Kronecker, dessen EinfluB weit iiber
Deutschlands Grenzen hinausreichte, sehen wir dann in den Briefen
[III] vom Jahre 1884, aus dem allein 52 Briefe C.s an Mittag-Leffler’
stammen, sich in ungebdndigter Heftigkeit entladen. In den Zorn
mischt sich auch die Besorgnis, eine zur Verdffentlichung in den
Acta Mathematica in Aussicht genommene (iibrigens dort nicht er-
schienene) Abhandlung Kroneckers mochte ihm nicht nur in der
Offentlichkeit weiteren Schaden zufiigen, sondern auch noch den treu
ergebenen Freund entfremden; sollte doch diese Darlegung der wissen-
schaftlichen Auffassung Kroneckers insbesondere zeigen, ,,daB die
Ergebnisse der modernen Funktionentheorie und Mengenlehre von
keiner realen Bedeutung sind‘‘. Auf Hermite und, wie es scheint,
auch auf Weierstraf3, die neben Kronecker damals in der mathe-
matischen Welt fithrend waren, ist in der Tat zeitweise der EinfluB3
Kroneckers gegen C. erfolgreich gewesen. Freilich nicht lange; viel-
mehr sind beide, entgegen den auf Hermite beziiglichen AuBe-
rungen Poincarés auf dem Internationalen MathematikerkongreB zu
Rom 1908, bald warme Freunde C.s und ehrliche Bewunderer seines
Werkes geworden.?) Indes kommt es zunidchst — sicherlich nicht aus-
schlieBlich infolge jenes Zwistes, aber zum mindesten durch ihn ver-
schirft und wohl ausgelost — zu einem geistigen Zusammenbruch bei
C. im Friihjahr 1884, einer (vielleicht schon friither im Keim vor-
handenen) psychischen Erkrankung (zirkulires Irresein), deren Erschei-
nungen sich von nun an bis zu seinem Tode zeitweise wiederholten und
ihn mehrmals zwangen, eine Nervenklinik aufzusuchen. Die nichste
Folge war eine Depression, die in den eigenen Augen den Wert seiner
Arbeiten herabsetzte, den Anteil seiner Schuld an den eingetretenen
Verstimmungen erhéhte und ihn zu einem Canossagang zu Kronecker
veranlaBte. Diese schriftlich und miindlich durchgefiihrte Ausséh-
nungsaktion hat zwar ein duBerlich befriedigendes Verhiltnis zwischen
beiden Forschern hergestellt, doch weder an der diametralen Verschie-
denheit der Auffassungen noch auch an der Beharrlichkeit etwas ge-
andert, mit der Kronecker bis zu seinem Tode aktiv gegen C.s
Ideen Stellung nahm.

Sichtlich endet mit dem Jahre 1884 die zweite, wichtigste und
fruchtbarste Periode in C.s Schaffen; es beginnt ein weiterer, gleich
dem vorigen etwa dreizehnjdhriger Abschnitt, wihrend dessen der
schopferische Willen C.s zwar nicht erlahmt, aber unter dem Einflu8

_ 1) Vgl. Briefe C.s an W. H. Young aus dem Jahre 1908 (siche Proc. of the London
Math. Soc. (2) 24 [1926], S. 422f.) und an Jourdain aus dem Jahre 1905 ([V], S. 48).
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der erwdhnten Momente und einer dadurch mitbedingten Verdnderung
seiner Interessen doch nur mehr Friichte heranreifen 1iBt, die an
Originalitit denen der zweiten Periode nachstehen. Auf der anderen
Seite fangen C.s Ideen in dieser Zeit an, sich allmihlich in der Offent-
lichkeit durchzusetzen.

Zu Beginn des Jahres 1885 ist die seelische Krise bei C. im wesent-
lichen iiberwunden, sein Vertrauen zur Bedeutung der eigenen Leistung
wieder hergestellt. Nunmehr werden seine Ideen in steigendem MaBe
auch von anderen aufgenommen (1885 zunichst von Harnack,
Lerch, Phragmén). Sogar fiir Zwecke des Schulunterrichts wird
der mengentheoretische Gesichtspunkt bereits dargeboten: der Ober-
lehrer am Stadtgymnasium zu Halle, Fr. Meyer, der mit C. in regem
personlichem Verkehr stand, vertffentlicht 1885 die zweite Auflage
seiner ,,Elemente der Arithmetik und Algebra‘, die durch C.s For-
schungen iiber das Transfinite entscheidend beeinfluBt sind und spe-
ziell den Zahlbegriff auf mengentheoretische Art einfiihren, Ob
dieses fiir den Schulgebrauch geschriebene, wissenschaftlich hoch-
stehende Buch auch zu entsprechender Wirkung gelangt ist, muf}
freilich bezweifelt werden, obgleich Meyer in praxi nach dem Ur-
teil vieler ein hervorragender Pidagoge gewesen ist. Von C. selbst
erscheint in den nichsten Jahren eine Reihe weiterer Arbeiten, wobei -
die Darlegung und Verteidigung des bisher Gewonnenen, namentlich
die Auseinandersetzung auf philosophischem Felde, gegeniiber neuen
Schopfungen iiberwiegt; in mathematischer Hinsicht tritt mehr und
mehr C.s Interesse fiir die Punktmengen zuriick hinter dem fiir die
Erweiterung des Zahlbegriffs (vgl. [IV] sowie [281], S. 117). In die
nimliche Zeit fillt eine ausgedehnte Korrespondenz mit Mathemati-
kern, Philosophen, Theologen und anderen Gelehrten, in der C. seine
Anschauungen iiber das Aktual-Unendliche genauer darlegt und MiB-
verstindnissen gegeniiber in Schutz nimmt. Auch zur Erweiterung
seiner schon vorher erstaunlichen Kenntnis der dlteren philosophischen
und theologischen Literatur zum Problem des Unendlichen findet er
in diesen Jahren noch Mufe.

Neben anderen Erwigungen hatte ihn vor allem sein Konflikt
mit Kronecker zur Uberzeugung gebracht, daB es zur Wahrung der
Freiheit und wissenschaftlichen Unabhingigkeit des Einzelnen (na-
mentlich des aufstrebenden jungen Forschers) innerhalb der mathe-
matischen Gesamtheit und zum Schutz gegen iibermichtige Einfliisse
einzelner Gelehrten zweckmiBig sei, einen ZusammenschluB der deut-
schen Mathematiker herbeizufiihren. Diesen Gedanken vertrat er
wihrend der 8ocer Jahre unermiidlich auf schriftlichem und miind-
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lichem Wege. So geht auf ihn, nachdem &hnliche Bestrebungen in
den 7oer Jahren kliglich gescheitert waren, der entscheidende Schritt
zur Begriindung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung zuriick?), der
er von Anfang an mit Herz und Seele anhingt, deren Notwendig-
keit im Namen der wissenschaftlichen Freiheit, um der allseitig
ungehemmten Entwicklung unserer Wissenschaft willen er nie miide
geworden ist zu betonen. Im , Heidelberger Aufruf“ von 1889,
der anldBlich der 62. Versammlung deutscher Naturforscher und
Arzte den ersten offentlichen Appell an die Fachgenossen aus-
sandte, wie auch in den nichstjdhrigen ,,Bremer Beschliissen“ der
mathematisch-astronomischen Abteilung der Naturforscherversamm-
lung, durch welche die Vereinigung konstituiert wurde, finden wir C.
in der Reihe der Unterzeichner; von der Griindung an (18. September
1890) war er Vorsitzender, ebenso Mitherausgeber der ersten zwei
Binde des ,, Jahresberichts, und als er im Herbst 1893 aus Gesund-
heitsriicksichten den Vorsitz niederlegen muBte, wurde in dem Dank
der Vereinigung betont, daB er es gewesen ist, der ,,den ersten Ansto3
zur Griindung der Vereinigung gegeben und durch sein lebhaftes und
tatkriftiges Eingreifen fiir diesen- Plan die Verwirklichung desselben
herbeigefiihrt hat.’‘?) Personliche Verstimmung zuriickstellend, hatte
" er Kronecker aufgefordert, auf der ersten Tagung der Vereinigung
in Halle (Herbst 1891) den Erdffnungsvortrag zu halten3); der Brief,
den Kronecker, durch den Tod seiner Frau an der Einlésung seiner
Zusage verhindert, an C. richtete und in dem er sich namentlich iiber
das Fiir und Wider eines solchen Zusammenschlusses ausspricht, ist
im ersten Band dieses Jahresberichis (S. 231f.) im wesentlichen ab-
gedruckt. Gelegentlich dieser ersten Versammlung unserer Vereinigung
hielt C. auch den beriihmten Vortrag [30], der elementar die Existenz
unendlich vieler transfiniter Mdchtigkeiten dartut. —Ist auch C.s um-
fassenderer Plan eines internationalen Zusammenschlusses der Mathe-
matiker zu einer Weltorganisation nicht zur Verwirklichung gediehen, so
hat er doch entschieden und erfolgreich daran gearbeitet, die Einrich-
tung der Internationalen Mathematikerkongresse ins Leben zu rufen.

"1) Vgl. u. a. Verhandl. des 3. Internat. Mathematikerkongresses in Heidelberg 1904
(Leipzig 1905), S. 35; ferner W. Lorey, Das Studium der Mathematik an den
deutschen Universititen seit Anfang des 19. Jahrhunderts (IMUK-Abh. I1I 9; Leipzig
u. Berlin 1916), S. 215.

2) Dieser Jahvesbericht 1 (1892), S. 3—7, und 3 (1894), S. 8.

3) Weder diese Aufforderung noch die Art der Anrede in dem sogleich zu erwihnen-
den Briefe Kroneckers diirfen dartiber hinwegtiuschen, daB das Verhiltnis zwischen
den beiden Mannern das alte war; vgl. C.s Brief an Mittag-Leffler vom 5. Sept. 1891
([111}, S. 13).
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Die néchsten Jahre bringen den AbschluB der mathematischen Ver-
offentlichungen C.s mit der 1895—97 erschienenen Doppelabhand-
lung [32]. Sie stellt den Hauptteil seiner Resultate aus der allgemeinen
Mengenlehre in systematischem Zusammenhang dar und ist in einem
wesentlich anderen — man mag sagen: klassisch-abgeklirten — Geiste
geschrieben als die dlteren Arbeiten.?)

Hiermit schlieBt der dritte und letzte eigentlich schopferische
Abschnitt im Leben des erst 52jihrigen. Mit der folgenden Periode
aber, die ohne tieferen Einschnitt bis zu seinem Tode wihrt, setzt die
allgemeine Anerkennung und Bewunderung des Werkes von C. durch
die mathematische Welt ein.

In dem ndmlichen Jahr 1897, da die letzte Arbeit C.s erschien, fand
in Zirich der erste Internationale MathematikerkongteB statt. Die
Anerkennung, die man C. dort entgegenbrachte, war allgemein ; neben
einer Sektionsmitteilung von Hadamard, die die Begriffe der Mengen-
lehre schon als bekannte und unentbehrliche Werkzeuge heranzog,
wies vor allem der in der ersten Hauptversammlung gehaltene Vortrag
von Hurwitz ,,Uber die Entwicklung der allgemeinen Theorie der
analytischen Funktionen in neuerer Zeit’* darauf hin, wie C.s Ideen
(einschlieBlich der am stdrksten umstrittenen transfiniten Zahlen) zu
einer neuen Befruchtung der Funktionentheorie gefiihrt haben. Uber-
haupt waren die drei miteinander befreundeten, schon damals fiihren-
den Forscher Hilbert, Hurwitz, Minkowski wohl die ersten in
Deutschland, die die Originalitit C.s und die Bedeutung seiner Mengen-
lehre erkannten und zur Geltung zu bringen suchten ,,zu einer Zeit, als
in damals maBgebenden mathematischen Kreisen der Name Cantor
geradezu verpént war und man in C.s transfiniten Zahlen lediglich
schiddliche Hirngespinste erblickte‘“.?) Nicht nur die Bedeutung dieser

1) Nach einer aus dem Jahre 1897 stammenden miindlichen Bemerkung C.s aus
[IV] hitte er 1885 den ersten Teil dieser Abhandlung an die Acta Mathematica gesandt,
wo ibr die Aufnahme verweigert wurde, ,,weil sie 100 Jahre zu frith gekommen sei‘.
Dem steht zunéchst der Brief an M.-L. vom 29. Sept. 1885 ([III], S. 15), vor allem
aber die FuBnote in [281], S. 117, entgegen, wonach es sich um die in [281], S. 119—125
und 265—270, sowie [2811], S. 240—265, erschienenen Ausfiihrungen gehandelt hat,
die hauptsichlich der Lehre von den Ordnungstypen gewidmet sind. Der Widerspruch
16st sich wohl damit, da8 offenbar [32] die dem urspriinglichen Plan entsprechende
weitere Ausfithrung von [28] darstellt und daher spater von C. mit der tatsdchlich
an die Acta gesandten Arbeit [28] verwechselt worden ist; so mag denn auch die an-
gefilhrte Begriindung nicht wortlich zutreffen, vielmehr der Vorgang C. nur deshalb
so schwer bertihrt haben, weil der erste Bogen des Aufsatzes schon fiir die Acta
gesetzt war, als ,,Opportunititsriicksichten’‘ die Zurtickziehung veranlaBSten.

2) Vgl. Hilberts Ged4chtnisrede auf Minkowski (Gottinger Nachrichien 1909;
Minkowskis Gesammelte Abhandlungen, Bd.I), wo man auch eine einschligige
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Ménner tiberhaupt, sondern auch ihre besondere Verbindung mit den
sprichwortlich strengen SchluBmethoden, denen der Zahlentheorie,
hat wohl dazu beigetragen, manche Vorurteile gegen C.s Gedanken-
ginge zu zerstreuen.

C., dessen Genugtuung iiber die ihm in Ziirich gewordene Aner-
kennung groB war, berichtete im nidmlichen Jahre einem engeren
Kreise deutscher Mathematiker gelegentlich der Braunschweiger Ta-
gung unserer Vereinigung in nichtoffizieller Form {iber Genesis und
Hauptresultate seiner Theorie [IV]. Die ersten von anderer Hand
stammenden zusammenhingenden Veroffentlichungen iiber Mengen-
lehre?) erfolgten in Frankreich: Couturats Thése ,,L’infini mathé-
matique** (1896) mit einem ausfiihrlichen, den Ideen C.s gewidmeten
Anhang; Baires Thése ,,Sur les fonctions des variables réelles”
(1899); vor allem aber Borels ,,Lecons sur la théorie des fonctions*?),
die zum groBen Teil bereits ein Lehrbuch der Mengenlehre darstellten
und u. a. einen von C.s Schiiler Felix Bernstein gefundenen Beweis,
den (ersten einwandfreien) Beweis des Aquivalenzsatzes, zum ersten-
mal verdffentlichten. Mit diesem vielbenutzten Lehrbuch und dem
1899 im Rahmen dieses Jahresberichts erschienenen ersten Schoen-
fliesschen Bericht iiber die ,,Entwickelung der Lehre von den Punkt-
mannigfaltigkeiten’* ist der Siegeszug der Mengenlehre zu einem ge-
wissen AbschluB} gelangt und in die Bahnen der gewdhnlichen Ent-
wickelung einer mathematischen Disziplin eingebogen, die den iibrigen
gleichberechtigt ist und die sogar rasch zu einer Vorzugsstellung
gelangte. Wenn auch das erste wirkliche Lekrbuch der Mengenlehre:
(vom Ehepaar Young, 1906) in England erschien und ein solches in
Deutschland bis zu dem (dann allerdings klassischen) Werke Haus-
dorffs (1914) auf sich warten lieB, so erscheinen dennoch dem riick-

Bemerkung aus einem Vortrag Minkowkis {iber das Aktralunendliche in der Natur
zitiert findet. An beiden Stellen wird der Opposition Kroneckers gegen C.s Ideen
gedacht. Siehe ferner [VI], S. 274.

1) Vgl. auch die Notizen zur Geschichte der Mengenlehre von Vivanti in der
Bibliotheca Mathematica, N. F. 6 (1892), S. 9—25. Die ersten Lehrbiicher, die tiber-
haupt mengentheoretische Begriffe in der Analysis verwandten, waren wohl Dinis
,,Grundlagen fir eine Theorie der Functionen usw.* (namentlich in der durch Liiroth
und Schepp besorgten deutschen Ausgabe 1892) und die 2. Auflage von C. Jordans
.»»Cours d’analyse’ (1893).

2) Vgl. auch dessen Aufsitze in der Revue Philosophique 1899 und 1900, die in der
2. Auflage des genannten Buches 1914 wieder abgedruckt sind. Wenn in Borels Lehr-
buch C.s Person nur fliichtig erwahnt und seine Ergebnisse auf v6llig anderem als dem
Ursprungsweg begrmidet werden, so verwahrt sich Borel in der Einleitung zu den
genannten Aufsitzen ausdriicklich gegen den Verdacht, als sei darin eine Minder-
bewertung C.s gelegen,
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blickenden Beschauer die bitteren Worte als unberechtigt?) oder doch
héchstens hinsichtlich duBerer Ehrungen zutreffend, mit denen sich C.
1908 gegeniiber W. H. Young (s. 0. S. 210) dariiber beklagt, daB man
in Deutschland, im Gegensatz zu England, ihn nicht kenne. In Wirk-
lichkeit sah z. B. schon mehrere Jahre vor der Jahrhundertwende der
Plan der Enzyklopidie der Mathematischen Wissenschaften, vor allem
wohl dank dem Weitblick Felix Kleins?), einen (1898 erschienenen)
Artikel von Schoenflies tiber Mengenlehre vor, und zwar nicht etwa
im Sinne einer geometrischen Sonderdisziplin in Band III, sondern
unter den ersten Artikeln des I. Bandes, bei den grundlegenden Ge-
bieten der Arithmetik.

Das Jahr 1899, in dem das Ehepaar Cantor im frohen Kreis der
schon durch zwei Schwiegersohne vermehrten Familie im Harz die
Silberne Hochzeit feiert, zeigt uns C. noch einmal mit aller Energie
am mathematischen Schaffen; im Briefwechsel mit Dedekind miiht
er sich geradezu verzweifelt ab, der Vergleichbarkeit der Michtig-
keiten sowie der Wohlordnung auf den Grund zu kommen, vor allem
wieder um des Kontinuumproblems willen. Zu wesentlichen Erfolgen
oder einer Versffentlichung kommt esjedoch nicht. Auch in der Folge
hat er nicht etwa bewuBt der mathematischen Produktion entsagt.
So trigt er 1903 auf der Kasseler Versammlung unserer Vereinigung
»,Bemerkungen zur Mengenlehre* vor, die nicht verdffentlicht worden
sind und sich vor allem wohl mit gewissen Einwinden franzosischer
Philosophen auseinandersetzten?); mit Philipp E. B. Jourdainsteht
er um 1905 in einem hochst regen wissenschaftlichen Briefwechsel;
1908 verspricht er Young sogar, seine nichste Abhandlung der Lon-
don Mathematical Society vorzulegen. Wie sehr ihn namentlich das
Kontinuumproblem, das Hilbert in seinem Festvortrag auf dem
Pariser Internationalen MathematikerkongreB (19oo) als erstes der

1) Immerhin berfihrt uns heute seltsam, daB im Jahvbuch #ber die Fortschritte dev
Mathematik, das ab 1892 in Vivanti einen sachkundigen Referenten flir Mengenlehre
gewonnen hatte, die mengentheoretischen Arbeiten bis 19o4 — soweit nicht der
Geometrie eingeordnet — unter der Rubrik ,,Philosophie’‘ besprochen wurden, um
dann in den darauf folgenden Unterabschnitt, zwischen Philosophie und Pidagogik,
tiberzusiedeln (und erst nach dem Krieg unter der Redaktion Lichtensteins selb-
standig zu werden).

2) Klein, der in seiner Vorlesung tiber Fragen der Elementargeometrie vom S.-S.
1894 Begriffe und Beweise der Mengenlehre — wohl zum erstenmal in einer Vorlesung
auBerhalb von Halle! — entwickelt hatte, stellte 1895 an Lorey flr die Staatsprii-
fungsarbeit das Thema: Uber die Mengenlehre Georg Cantors und ihre Bedeutung
fir eine strenge Grundlegung der Analysis. )

3) Dieser Jahresbericht 12 (1903), S. 519, und 20 (1911), S. 251 FuBnote.



216 A. FRAENKEL:

,»Mathematischen Probleme hervorgehoben hatte, auch weiterhin
beschiftigte, hat Schoenflies ([VIII] und [IX]) anschaulich geschil-
dert. Auf dem Heidelberger Internationalen Kongre (1go4) wurde C.
durch das Resultat des Vortrags von Julius Koénigiiberrascht, wonach
die Méchtigkeit des Kontinuums kein Alef wire; er stand in der Folge
unermiidlich und mit iberschiumendem Temperament im Kampfe
dagegen, bis sich bald die Berechtigung seiner (auf einen benutzten
anderweitigen Hilfssatz zielenden) AuBerung zeigte, ,,er habe kein MiB-
trauen gegen den Konig, sondern nur gegen seinen Minister*. In diesen
Jahren verspiteter, aber um so entschiedenerer wissenschaftlicher An-
erkennung kamen dann auch duBere Ehrungen?), mit denen er sich von
Herzen freute: die Wahl zum Ehrenmitglied der London Mathematical
Society (1901) und der Mathematischen Gesellschaft zu Charkow so-
wie zum korrespondierenden Mitglied des R. Istituto Veneto di Scienze,
Lettere ed Arti (Venezia), die Verleihung des Dr. math. honoris causa
durch die Universitdt Christiania (1902), der Sylvester-Medaille durch
die Royal Society (1904), des Ehrendoktors der Universitit St. An-
drews (1911).

Indes zwangen ihn seine nervésen Zustinde in diesen Jahren wieder-
holt, seine Vorlesungstitigkeit zu unterbrechen; 1905 wurde er von
den amtlichen Verpflichtungen entbunden, 1913 entsagte er endgiiltig
dem Lehramt. Zu seinem #70. Geburtstag, der in internationalem
Rahmen gefeiert werden sollte, kamen trotz des Krieges wenigstens
deutsche Mathematiker von weither nach Halle, um ihm zu huldigen
(vgl. den Bericht [VI]); seine Biiste in Marmor wurde damals gestiftet,
sie steht seit 1928 im Treppenhaus der Universitit Halle. Das gol-
dene Doktorjubildum konnte seines Befindens wegen nicht mehr 6ffent-
lich begangen werden; am 6. Januar 1918 ist er in der psychiatrischen
Klinik in Halle gestorben.

Die iiber vierzigjdhrige Lehrtdtigkeit C.s an der Universitit Halle
war in vorziiglichem MaBe durch Strenge und durch Schirfe der
Begriffserklarung ausgezeichnet. Sein Vortrag war nach den Berichten
seiner Schiiler klar und geordnet, lebhaft und anregend (wenigstens
in den Zeiten normalen Befindens, deren Unterbrechungen spiterhin
ofters ein lingeres oder kiirzeres Aussetzen der Vorlesungen erzwangen).
Der Vorbereitung der Vorlesungen hat er nicht viel Zeit gewidmet. So
kam es, daB die Darstellung der ihn interessierenden Gebiete, von der gar

1) Schon aus dem Jahre 1896 datiert seine Wahl zum Vorstandsmitglied der Fach-
sektion fiir Mathematik und Astronomie der Leopoldinisch-Carolinischen Deutschen
Naturforscher-Akademie in Halle, deren Mitglied er seit 1889 gewesen war.
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manche Schiiler als von einem hohen dsthetischen GenuB berichten,
sich merklich auszeichnete vor der Wiedergabe anderer Disziplinen;
zu den letzteren gehorte u. a. auch die Funktionentheorie, die in Halle
offenbar damals sehr im Hintergrund gestanden hat.!) Dagegen hat
er z. B. fiir die Gruppentheorie entschiedenes Interesse gezeigt. Uber
seine mengentheoretischen Entdeckungen hat er nur gelegentlich vor-
getragen. Wenn die Anzahl seiner Schiiler vielfach sehr klein war,
nicht selten bei einem bis dreien verblieb, so lag das an der ge-
ringen mathematischen Frequenz von Halle iiberhaupt, die erst zu
Beginn dieses Jahrhunderts wesentlich anstieg; das macht seinen
Waunsch, nach einer anderen Universitit iiberzusiedeln, nur allzu ver-
stindlich.?) Insgesamt hat er zwar naturgemiB eine groBe Anzahl von
Lehramtskandidaten herangebildet, aber nur sehr wenige Disserta-
tionen veranlaBt3), nur selten Forschertalente in unmittelbarem Ver-
kehr angeregt und groB3gezogen.4) Das diirfte z. T. damit zusammen-
hingen, daB C. seine Ideen in der Regel sofort selbst durchfiihrte und
so keinen groBen UberschuB an lohnenden Problemen zur Verfiigung
hatte, wie er denn auch keinen wissenschaftlich wertvollen NachlaB
zuriickgelassen hat. Ebenso war die AusschlieBlichkeit seiner Hingabe
an die Ideen, die ihn jeweils beschiftigten, dem miithsamen Heranziehen
junger erst reifender Talente wenig giinstig.
Menschlich ist er seinen Schiilern ein warmer und treuer Freund
- gewesen; sein Haus bot ihnen wie auch so manchen Studenten anderer
Ficher eine behagliche, von Musik erfiillte Atmosphire und reizende,
jugendlich frische Geselligkeit, woran seine liebenswiirdige Gattin
wesentlichen Anteil hatte. Um seinen Schiilern einen Dienst zu er-
weisen oder auch nur eine Freude zu bereiten, war ihm selbst noch in

1) Die mangelnde Pflege und Vertrautheit mit den ihm fernerliegenden Gebieten
hat C. bei den zeitgendssischen Mathematikern zweifellos geschadet.

2) Der Neigung, die Vorlesungen 6fters einmal ausfallen zu lassen, hat er nicht
selten nachgegeben, und seinen diesbeziiglichen Anschligen gegeniiber revanchierten
sich einmal zwei keineswegs durchschnittliche Schiler durch einen Anschlag am
Schwarzen Brettchen des Auditoriums: ,,Zu unserm groBen Bedauern sind wir héute
am Hoéren verhindert'* — ein Streich, der nicht ohne disziplinarische Folgen blieb.

3) Die (nicht wenigen) mathematischen Doktoranden jener Zeit in Halle kamen
meistens, namentlich von Berlin, mit der fertigen Dissertation zu ganz kurzem Auf-
enthalt nach Halle.

4) F. Bernstein, der allerdings in Gottingen (mit einer mengentheoretischen
Arbeit) promovierte, ist bereits erwihnt worden. Zu den Studenten, auf die C.
gleichmaBig durch seine Personlichkeit und seine Arbeiten nachhaltigen EinfluB8 aus-
fibte, gehort der nachmalige Aachener Professor E. Jtirgens; vgl. diesen Jahses-
bericht 17 (1908), S. 165. .
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héherem Alter keine Anstrengung zuviel; besonders auch den jungen
Privatdozenten gegeniiber war er auBerordentlich wohlwollend, und
es sprach sich in deren Kreis bald herum, daB ein jeder fiir seine
kleineren oder groBeren Anliegen bei C. stets ein williges Ohr und
freundlichen Rat finden konne.

Was die Personlichkeit C.s im allgemeinen betrifft, so berichten alle,
die ihn kannten, von seinem spriithenden, witzigen, originellen Naturell,
das leicht zur Explosion neigte und stets voll heller Freude iiber die
eigenen Einfille war; von dem niemals ermiidenden Temperament,
das die Teilnahme seiner auch duBerlich imponierenden, groBen Gestalt
an einer Mathematikerversammlung zu einem ihrer lockendsten Reize
machte, das bis in die spite Nacht wie auch in frither Morgenstunde
" seine Gedanken (zu seinen mathematischen und den vielseitigen auBer-
mathematischen Interessengebieten) formlich iiberquellen lieB; von
seinem lauteren Charakter, treu seinen Freunden, hilfreich, wo es nétig
war, liebenswiirdig im Verkehr; nebenbei auch von einer typischen
Gelehrtenzerstreutheit. Im miindlichen wissenschaftlichen Gedanken-
austausch war er mehr der Gebende; es lag ihm nicht, unmittelbar
vorgetragene fremde Ideen sogleich aufzufassen. All seinen Gedanken
war er mit der gleichen Liebe und Intensitit hingegeben; in stirkerem
MaBe vielleicht noch als der aufgewandte Scharfsinn und selbst als
die mit begrifflicher Gestaltungskraft gepaarte geniale Intuition ist
die ungeheure Energie, mit der er seine Gedanken iiber alle Hindernisse
und Hemmungen hinweg verfolgte und an ihnen festhielt, das Instru-
ment gewesen, dem wir die Entstehung der Mengenlehre zu danken
haben. Solch unerschiitterliche Zhigkeit entsprang seiner tiefen Uber-
zeugung von der Wahrheit, ja Wirklichkeit seiner Ideen; ,,mégen seine
Machwerke’, so schreibt er am 26. Januar 1884 an Mittag-Leffler
mit Bezug auf den Wunsch Kroneckers, der seine Arbeiten mit der-
selben Unparteilichkeit in die Acta Mathematica aufgenommen wissen
wollte wie die C.s, ,,der Unparteilichkest und groBer Nachsicht und
Riicksichtnahme bediirfen, fiir mesne Arbeiten beanspruche ich Partei-
lichkeit, aber nicht Parteilichkeit fiir meine vergingliche Person, son-
dern Parteilichkeit fiir die Wahrhest, welche ewsg ist und mit der
souverdnen Verachtung auf die Wiihler herabsieht, die sich einzubilden
wagen, mit ihrem elenden Geschreibsel gegen sie auf die Dauer etwas
ausrichten zu konnen*. Und einige Monate spiter: ,, ... es handelt
sich hier gewissermaflen um eine Machifrage, und die kann niemals
durch Uberredung entschieden werden,; es wird sich fragen, welche Ideen
michtiger, umfassender und fruchtbarer sind, die Kroneckers oder
die meinigen; nur der Erfolg wird nach einiger Zeit unseren Kampf
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entscheiden!!*?) Freilich ist es eben dieselbe zihe und energische Ver-
bissenheit in seine Ideen, die jhn durch die Jahrzehnte an das Bacon-
problem fesselte, trotz aller Versuche seiner mathematischen Freunde,
ihn hiervon abzulenken.

Die Uberzeugung von der GroBe und Wichtigkeit des eigenen
Werkes hat indes C. nicht, wie manchen anderen iiberragenden For-
scher, iiberheblich oder gar eitel werden lassen. Das zeigen neben der
Gestaltung seiner Freundschaftsverhiltnisse mit Dedekind und Mit-
tag-Leffler auch viele Einzelziige. So fiigt er noch 1905 seinem Bild,
das er auf Wunsch von Mittag-Leffler diesem fiir die Acta ein-
sendet, die Worte bei: ,,Lieber wire es mir, wenn Sie mein Bild nicht
publizieren, denn ich finde, es wire eine viel zu groB8e Ehre fiir mich.**
Im Vorwort der Sonderausgabe [21] seiner wichtigsten Arbeit reiht
er an den Hinweis, wie verschiedene Meinungen iiber das Unend-
liche zu allen Zeiten vertreten worden seien, folgenden Satz, der an-
gesichts der Seltenheit dieser Schrift angefiihrt werde: ,,Es liegt mir
daher sehr fern zu glauben, daB ich in einer so schwierigen, verwickel-
ten und vielumfassenden Materie, wie sie das Unendliche darbietet,
das letzte Wort zu sprechen in der Lage sei; da ich aber in diesem
Gegenstand durch langjihrige Forschung zu bestimmten Uberzeu-
gungen gelangt bin, und dieselben im weiteren Verlaufe meiner Studien
nicht wankend, sondern nur fester geworden sind, so glaubte ich
eine gewisse Verpflichtung zu haben, sie zu ordnen und bekannt zu
machen.‘ .

Wenn C. den Sinn fiir Freiheit und Unabhingigkeit unter den
Mathematikern lobt und zu férdern bestrebt ist, so geschieht das
keineswegs nur pro domo; daB er vielmehr auch an sich selbst die aus
seiner Forderung flieBenden Anspriiche stellt, zeigt z. B. sein Ein-
treten fiir Bendixson, dessen an C. gerichteter Brief vom Mai 1883
auf C.s Veranlassung ausgearbeitet und in Bd. 2 der Acta publiziert
wird, so daB ihm dann Mittag-Leffler fiir sein ,,edles und wahr-
haft wissenschaftliches Benehmen gegen Herrn Bendixson* danken
kann.?) Nicht minder bezeichnend ist C.s Stellungnahme zu seinem
groBten Vorginger hinsichtlich der Erfassung des Aktual-Unendlichen,
zu Bernard Bolzano: er erkennt das Verdienst des ,,hochst scharf-

1) Vgl. auch [26], S. 228:,,Vielleicht bin ich der zeitlich erste, der diesen Standpunkt
[Bejahung des Aktual-Unendlichen in concreto und in abstracto] mit voller Bestimmt-
heit und in allen seinen Konsequenzen vertritt, doch das wei8 ich sicher, da8 ich nicht
der letzte sein werde, der ihn verteidigt!*

2) Vgl. auch Mittag-Lefflers FuBnote zu Beginn von C.s Arbeit [23] sowie die
Art, in der C. in [16VI] Bendixsons Verdienst wirdigt.
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sinnigen Philosophen und Mathematikers, in dem er ,,den entschie-
densten Verteidiger’ des Eigentlich-Unendlichen erblickt, unumwun-
den an, wenn auch nicht ohne Kritik seiner Schwichen. Die vornehm
zuriickhaltende, den Angegriffenen in seinem Rechte nicht verkiir-
zende Art der Polemik, wie sie auch sonst in C.s Veroffentlichungen
meistens zu finden ist?), darf bei dem MaB von Selbstsicherheit, das C.
in den 8oer Jahren bereits beseelt, keinesfalls als ein Symptom der
Angstlichkeit gedeutet werden, vielmehr als AusfluB einer wahrhaft
lauteren, innerlich bescheidenen Gesinnung. Nur wo sich ihm Ein-
seitigkeit oder Autoritdtsglaube der Wahrheit in den Weg zu stellen
scheinen, schieBt seine Erbitterung ungeziigelt empor, gelegentlich
dann wohl die sachlichen Grenzen iiberschreitend.

Gerade bei einem Forscher, der so sehr fast wider Willen sich durch
die Kraft seiner Ideen vorwirts getrieben fiihlt, ist es bemerkenswert,
daB er von den Notwendigkeiten der Darstellung und der Terminologie
keineswegs gering denkt. So schreibt er am 31. Januar 1884 an Mit-
tag-Leffler: ,,...namentlich freue ich mich stets dariiber, wenn
Sie die Kunst der Stilistik und die Okonomie der Darstellung loben,
denn darauf verwende ich allerdings einige Miihe, und wenn es gut
gelingt, so ist dies mein eigenes Werk . . .*“. Und im Brief vom 20. Ok-
tober 1884, der schon im wesentlichen die Arbeit [25] enthilt, erwidhnt
C., daB er sich zuvor mit Scheeffer iiber die neu einzufiihrenden
Bezeichnungen beraten hat, ,,mit deren Wahl ich auBerordentlich vor-
sichtig bin, da ich von der Ansicht ausgehe, daB es fiir die Entwicklung
und Ausbreitung einer Theorie gar nicht wenig auf eine gliickliche,
moglichst zutreffende Namengebung ankommt®. An der im groB8en
ganzen?) besonders treffenden Wahl der Terminologie sowie an der leb-
haften, undogmatischen, jede unnétige Komplizierung vermeidenden
Art der Gedankenfithrung liegt es wesentlich, wenn auch heute noch C.s
Originalabhandlungen, die demnéichst gesammelt neu erscheinen sollen, -
dem Anfinger zur Einfiihrung warm zu empfehlen sind — eine in
unserer Wissenschaft nicht eben hiufige Erscheinung.

Eine nihere Schilderung verdient noch das philosophische Interesse
C.s, seine damit zum Teil zusammenhéngende allgemein-mathematische
Weltanschauung und seine Beziehung zum Religiosen.

1) Besonders charakteristisch in dieser Beziehung ist C.s Rezension von Hermann
Cohens ,,Prinzip der Infinitesimalmethode und seine Geschichte'* in der Deutschen
Literatuyzeitung 5 (1884), Sp. 266—268.

2) Zu den Ausnahmen gehort der Ausdruck ,,Menge‘’, der leider nicht eine vox
media darstellt, wie. ,,ensemble* oder ,,set’. Das urspriinglich von C. bevorzugte
‘Wort ,,Mannigfaltigkeit'* hat sich begreiflicherweise nicht durchsetzen kénnen.
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Namentlich in den aus den 8cer Jahren stammenden Aufsitzen
[16 V] und [26]—{28] kommt eine ganz erstaunliche Vertrautheit C.s
mit der philosophischen Literatur zutage, und zwar nicht nur mit wei-
ten Teilen der zeitgendssischen und etwas alteren Schriften, sondern
auch mit den philosophischen Klassikern der fritheren Jahrhunderte
und bemerkenswerterweise speziell mit den wichtigeren philosophisch-
theologischen Autoren der Scholastik sowie mit Aristoteles. Ein
so tiefes, fast iiberall auf die Quellen zuriickgehendes, aber auch
die Literatur zweiter Hand in reichem MaBe heranziehendes Studium
von Vertretern der dlteren griechischen Atomistik und ihren Gegnern,
von Plato und Aristoteles, von Augustin und anderen Kirchen-
vitern, von Boéthius, Thomas von Aquino und vielen anderen
Scholastikern, von Nicolaus Cusanus und Giordano Bruno, von
Descartes, Spinoza, Locke, Leibniz, Kant und Fries wird
bei einem Forscher, dessen Fachgebiet nicht die Philosophie selbst ist,
sogar vor einem halben Jahrhundert eine seltene Ausnahme gewesen
sein — zu einer Zeit, da die Philosophie noch nicht wie vielfach heute
zur Fachwissenschaft in einer von der ,,Naturwissenschaftlichen’’ rein-
lich geschiedenen ,,Philosophischen‘ Fakultit verkiimmert war. So
trat C. auch mit den sich in Halle fiir Philosophie habilitierenden jiin-
geren Kollegen Edmund Husserl und Hermann Schwarz in rege
wissenschaftliche Verbindung. Dagegen stand er den logistischen Be-
strebungen (Schroder, Frege usw.) ablehnend gegeniiber. Wie Felix
Klein treffend bemerkt hat?), ist es kein bloBer Zufall, daB C. gerade
auch bei den Scholastikern in die Schule gegangen ist; mehr als in
anderen mathematischen Disziplinen, wo das Synthetisch-Konstruk-
tive und vielfach speziell das Rechnerische starker hervortritt, sind die
Gedankenginge wenigstens der abstrakten Mengenlehre dhnlich all-
gemein, aber auch gleichzeitig dhnlich subtil und analytisch-zerglie-
dernd wie vielfach die scholastische Logik und Theologie; dieser ist die
mathematische Lehre vom Aktual-Unendlichen auch manchmal an
Kiihnheit, um nicht zu sagen Waghalsigkeit, verwandt, wie anderer-
seits der Scholastik gleich der Mathematik ein Ideal der Strenge in
den Schliissen vorschwebt. Uberhaupt war fiir C. die Philosophie nicht

1) Vorlesungen iiber die Entwicklung der Mathematik im 19. Jahrhundert, Teil I
(Berlin 1926), S. 52. Folgender Satz sei von dort zitiert: ,,Entkleidet man die scho-
lastischen Spekulationen dieses [mystisch-metaphysisch gefarbten] Gewandes, das sie
dem oberflachlichen Blick als rein theologische Spitzfindigkeiten erscheinen 1a8t, so
erweisen sie sich haufig als die korrektesten Ans#tze dessen, was wir heute als ,Mengen-
lehre’ bezeichnen.** Fiir Bolzanos Beschaftigung mit dem Unendlichen hat offenbar
die Scholastik sogar den direkten Ausgangspunkt gebildet.
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etwa eine duBere Region, mit der er sich fiir seine mathematischen
Zwecke auseinanderzusetzen hatte, sondern fiir ihn (wie in etwas
anderem Sinn fiir die damaligen und heutigen Logizisten) bestand
eine innerliche ,,Fusion‘ zwischen beiden Gebieten. Wie wesentlich
ihm auch bei seinen Lesern wenigstens das Vorhandensein wechsel-
seitiger Kenninisse war, zeigt die Bemerkung im Vorwort zur Schrift
[21], er habe sie wesentlich fiir zwei Leserkreise geschrieben: ,,fiir
Philosophen, welche der Entwicklung der Mathematik bis in die neueste
Zeit gefolgt, und fiir Mathematiker, die mit den wichtigsten ilteren
und neueren Erscheinungen der Philosopliie vertraut sind*‘. Eine Ge-
neration spiter hitte sich ein so beschaffener Leserkreis betriiblich
diinngesit prisentiert!

An Einzelheiten von philosophischer Bedeutung sei etwa die Be-
merkung iiber Begriffsbildung von [16V], S.589—qo0, erwdhnt; hier
liegt im Gegensatz zur ,,substantiellen’ Auffassung des Aristoteles
ein funktionaler ProzeB vor in dem Sinn, wie er in der modernen
Lehre von der Begriffsbildung durch Rickert, Cassirer u. a. ein-
gebiirgert worden ist. — C.s Ablehnung der (auch heute wieder
aktuellen) Ansicht, daB die Zahl sich auf den Zeitbegriff griinde,
wird in Teil III noch hervorzuheben sein; hier sei nur die Stelle
[16V], S. 573, erwdhnt, wo er sich gegen Kants Lehre von der Zeit
wendet.

Was C.s Auffassung von der Mathematik iiberhaupt betrifft, so steht
hier im Mittelpunkt der Begriff der Realstdt wissenschaftlicher Ideen
(z. B. der ganzen — endlichen wie auch unendlichen — Zahlen),
der ihm in zwiefacher Bedeutung erscheint: als intrasubjektive oder
immanente Realitét, gesichert durch Definitionen, welche dem betref-
fenden Begriff im menschlichen Denken einen wohlbestimmten und
von anderen Begriffen unterschiedenen Platz anweisen, womit der Be-
griff ,,die Substanz unseres Geistes in bestimmter Weise modifiziert*
([6V], S.562); dann als transsubjektive oder transiente Realitit, .
indem der Begriff als ,,Abbild von Vergingen und Beziehungen in der
dem Intellekt gegeniiberstehenden AuBenwelt* erscheint. Wihrend
C.s Uberzeugung allgemein dahin geht, daB jedem im ersten Sinne re-
alen Begriff vermége der Einheit des uns selbst mitumfassenden Alls
auch eine transiente Realitit zukomme, die festzustellen die oft hichst
schwierige Aufgabe der Metaphysik bilde, erblickt er den charakte-
ristischen Vorzug der Mathematik darin, daB sie ,,bei der Ausbildung
ihres Ideenmaterials etnzig und allein auf die immanente Realitit
ihrer Begriffe Riicksicht zu nehmen und daher keinerles Verbindlich-
keit hat, sie auch nach ihrer transienten Realitit zu priifen‘‘ (ebenda

¢
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S. 563).1) Auf diese Charakterisierung, die ihm ,,die verhiltnismiBig
leichte und zwanglose Art der Beschiftigung’* mit der Mathematik
zu erkldren scheint, griindet er sein Eintreten fiir den Ausdruck
., Freie Mathematik*, dessen Berechtigung in der oben (S. 204) an-
gefiihrten Stelle eingehend veranschaulicht wird.

Wenn C. hier Eigenart und Bedeutung der Mathematik (und damit,
darf man wohl hinzufiigen, auch der theoretischen Logik) rein ver-
standesmdBig zeichnet, ndmlich kurz: als dée nicht-metaphysische
Wissenschaft, so ist doch sein Standpunkt hierzu keineswegs ein-
seitig gewesen. Wie er die Mathematik vielmehr seit seiner Jugend
auch in dsthetischer und in ethischer Hinsicht wertet, zeigen schon
die beiden ersten Thesen seiner Habilitationsschrift [5]: ,,Eodem
modo literis atque arte animos delectari posse* (vgl. auch z. B. [16V],
S. 562 oben) und ,,Jure Spinoza mathesi eam vim tribuit, ut ho-
minibus norma et regula veri in omnibus rebus indagandi sit"’.

Wie es schon die oben angefiihrte dritte Doktorthese andeutet, hat

C. besonders hohe Anforderungen an die aufzuwerfenden Probleme
gestellt. Uberspitzte Fragestellungen lagen ihm sehr ferne, und inner-
halb wie auBerhalb der Mengenlehre war er sehr leicht bei der Hand
mit der Frage, was diese oder jene Untersuchung denn fiir ein In-
teresse habe. Die Natiirlichkeit von Begriffsbildung und Fragestel-
lung war in ihm fest eingewurzelt. A

Im engsten Zusammenhang mit der These C.s, daB den mathe-
matischen Begriffen neben der den Mathematiker allein angehenden
immanenten Realitit von selbst auch eine transsubjektive Realitdt
zukomme, steht offenbar seine Auffassung, die sich zugespitzt so aus-
driicken 148t: der Mathematiker erfindet nicht die Gegenstinde seiner
Wissenschaft, sondern er entdeckt sie. Schon in der (auf S. 195 er-
wihnten) dritten These seiner Habilitationsschrift zum Ausdruck kom-
mend, findet sich diese Anschauung am Schlusse seines Schaffens
wieder betont, wenn er der abschlieBenden Darstellung [32] die Motto-
sitze voranstellt: ,,Hypotheses non fingo’* und , Neque enim leges
intellectui aut rebus damus ad arbitrium nostrum, sed tanquam
scribae fideles ab ipsius naturae voce latas et prolatas excipimus et
describimus‘‘. Wihrend es im allgemeinen fiir das Werk des schaffen-
den Mathematikers gleichgiiltig sein wird, ob er seine Begriffe als
Platonische Ideen, als willkiirliche Schépfungen des Verstandes oder

1) Es fragt sich, ob C. hiermit etwa bewuBt oder unbewuBt an H. Hankel ankntipft,
der in seiner schon 1867 erschienenen ,, Theorie der komplexen Zahlensysteme’’ (S. 10)
als Gegenstand der Mathematik ,,intellektuelle Objekte* bezeichnet, ,,denen aktuelle
Objekte oder Relationen solcher entsprechen Adnnen, aber nicht missen':.

16*



Te—

224 ) A. FRAENKEL:

vermittelnd (mit Hessenberg?)) als selbsttitige Schopfungen der
Vernunft ansieht, so werden solche Verschiedenheiten der Welt-
anschauung merkwiirdigerweise gerade fiir die das Uberabzihlbare
betreffenden Problemstellungen der Mengenlehre zuweilen von erheb-
licher Bedeutung.2?) Gerade der Umstand, da8 die Begriffe der Mathe-
matik fiir C. (wie ausgesprochenermaBen auch z. B. fiir Bolzano)
eine Existenz besitzen, die von ihrer Entdeckung und von unserem
Denken iiberhaupt unabhingig ist und ihm gewissermaBen vor-
angeht?), ist von offensichtlicher Bedeutung fiir die Art gewesen,
in der C. an die Probleme (auch z. B. an das Kontinuumproblem)
heranging; die gegenwirtige Generation, in der die entgegengesetzte
Uberzeugung — besonders unter dem EinfluB Poincarés — starke
Anhidngerschaft gefunden hat, darf dies bei der Betrachtung des
Cantorschen Schaffens nicht auBer acht lassen. Auch fiir die Hart-
nickigkeit, mit der C. zwei Jahrzehnte hindurch als beinahe Verein-
samter zu seinen Ideen stand, ist jene Uberzeugung Stiitze und Stimu-
lus gewesen, wie auch heute alle, die sie teilen, dadurch gegen die
Anfechtungen durch den Intuitionismus gewappnet sind. So ist es
denn nicht nur Bescheidenheit, sondern vornehmlich der Ausflul der
erwihnten metaphysischen Auffassung, wenn C. in einem Brief an
Mittag-Leffler von Anfang 1884 schreibt: ,,...was das iibrige
[ndmlich auBer Stil und Okonomie der Darstellung] betrifft, so ist
dies nicht mein Verdienst, ich bin in bezug auf den Inhalt meiner
Arbeiten nur Berichterstatter und Beamter.“4) Indes 148t sich kaum
verkennen, daB bei C. eine gewisse Unausgeglichenheit besteht
zwischen den Thesen von der ,Freiheit’* der Mathematik einerseits
und von der Gegebenheit der mathematischen Objekte andererseits;
nur aus der letzteren Einstellung 148t sich sein entschiedener Kampf
gegen das Unendlichkleine, d. h. gegen die nicht-archimedischen Gré-
Bensysteme, verstehen, der mit der ersten These schwer vereinbar ist.
Speziell in seiner Auffassung vom Zahlbegriff diirfte eine gewisse Ent-

1) Dieser Jahvesbericht 17 (1908), S. 145—162, bes. S. 158. -

2) Vgl. meine ,,Einleitung in die Mengenlehre' (3. Aufl., Berlin 1928), S. 325—332.

3) Vgl. auch [16 V], S. 590 oben.

4) Vgl. auch die bekannte Stelle aus [26], S. 226: ,, ... wihrend die unendlichen
Zahlen doch andererseits, wenn sie iberhaupt in irgendeiner Form denkbar sein sollen,
durch ihren Gegensatz zu den endlichen Zahlen ein ganz neues Zahlengeschlecht kon-
stituieren mussen, dessen Beschaffenheit von der Natur der Dinge durchaus abhéingig
und Gegenstand der Forschung, nicht aber unserer Willkiir oder unserer Vorurteile
ist. Ahnlich in [281], S. 125: ,,Denn es handelt sich bei unseren fransfinifen Zahlen
um ein newes Zahlengeschiecht, dessen Beschaffenheit man zu erforschen, nicht aber
nach dem Rezept von Vorurteilen eigenwillig zu praparieren hat.*
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wicklung feststellbar sein, nimlich im Sinne einer immer schirferen
Abkehr vom formalen Standpunkt.

Von den Anschauungen und Interessen C.s hinsichtlich der Natur-
wissenschaften, namentlich der Physik, haben wir keine so genaue
Kenntnis. Im Gegensatz zur ,,freien Mathematik‘‘ betrachtet er die
mathematische Physik als eine ,,metaphysische Wissenschaft‘‘?), fiir
die er gerade solche Fesseln, wie er sie fiir die Mathematik entschieden
ablehnt, als berechtigt und notwendig erkennt im Hinblick auf die
fiir die Naturwissenschaft zu fordernde transiente Realitdt. In einem
wohl nicht ganz zwingenden Zusammenhang hiermit wendet er sich
([16 V], S.564) gegen die Auffassung eines ,beriihmten. Physikers*
(offenbar Kirchhoffs, dessen ,,Mechanik‘‘ 1874 erschienen war) von
der Physik als einer ,,Naturbeschreibung*, eine Auffassung, ,,welcher
der frische Hauch des freien mathematischen Gedankens ebensowohl
wie die Macht der Evkldrung und Ergriindung von Naturerscheinungen
fehlen muB‘‘.?) Erwédhnenswert von C.s Ideen zur Naturwissenschaft
ist auch die am SchluB von [25] geduBerte, einer uns heute schon ganz
fernliegenden Atomistik entsprechende Auffassung®), daB die mate-
riellen Atome in der ersten, die Atheratome in der zweiten Machtigkeit
vorhanden seien?), sowie seine Beschiftigung mit der ,,Naturlehre der
Organismen . . ., auf welche sich die bisherigen mechanischen Prin-
zipien nicht anwenden lassen . . ." und zu deren Bewiltigung er neue,
insbesondere mengentheoretische Hilfsmittel geschaffen wissen will
(Brief an Mittag-Leffler vom 22. September 1884; vgl. auch [16V],
S. 558). Wenn auch die ihm hierbei vorschwebenden Methoden und
Ziele schwerlich ganz zu kliren sind, so darf doch angenommen werden,

1) Das Wort ,,Metaphysik‘‘ hat iibrigens fiir C. (ahnlich wie fir GauB) oft nicht,
die heute iibliche Bedeutung, sondern in Anlehnung an den franzdsischen Sprach-
gebrauch etwa den Sinn ,,philosophische Kritik* (einer Wissenschaft); so z. B. am
SchluB von [12].

z) Als eine 4hnliche Auffassung in unserer Zeit sei etwa die von Weyl ver-
tretene genannt (vgl. z. B. Abkandl. aus d. Math. Seminay d. Hamburgischen Univ.,
6 [1928], S. 871.).

3) Vgl. auch die auf Mitteilungen C.s zuriickgehenden Angaben in der Zischr. f.
Phil. u. philos. Kritik, N.F., 88 (1886), S. 192f.; ferner ebenda S.229. Zu diesen
physikalischen Anschauungen vgl. man neben Cauchy, auf den C. in [26] und [28]
sich beruft, auch die Naturerklarung in R. GraBmanns Buch: ,,Die Lebenslehre oder
Biologie’* (Stettin 1882—83).

4) Die a. a. O. Cantor vorschwebenden und ihm offenbar sehr am Herzen liegenden
Anwendungen der Punktmengentheorie auf die mathematsiche Physik sind zwar mit
der Weiterentwicklung der Physik gegenstandslos geworden; physikalische Anwen-
dungen anderer Art sind aber in der Tat erfolgt. Seine Gegnerschaft gegen die gewdhn-
liche Atomistik betont C. schon in [16V], S. 560.
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daB die (bis heute kaum in Angriff genommene) Theorie der mehrfach
geordneten Mengen (vgl. S. 255) eine Hauptrolle dabei spielen sollte.
SchlieBlich verdient noch Hervorhebung die in [16III] (S. 120f.) sich
findende Erérterung der Beziehungen zwischen dem arithmetischen
Raum und dem von uns den Erscheinungen der realen Welt zu-
grunde gelegten Raum, zwei Begriffen, deren gewohnlich postulierte
Korrespondenz ,,an sich willkiirlich und nur durch die Forderung
der Abbildbarkeit, also nicht etwa schon durch die der stetigen Be-
wegung gewihrleistet sei (vgl. S. 242).

Das religiose Interesse C.s tritt vielfach in den Abhandlungen philo-
sophischen Einschlags (wie auch in der Vorrede zu Bacons Confessio
fidei) hervor; die Arbeit [26] ist ja charakteristischerweise auch in der
Zeitschrift ,,Natur und Offenbarung’‘ erschienen. Von Vaters Seite
her jiidischer Abstammung, selbst im evangelischen Glauben erzogen,
durch die Mutter und deren Familie einer katholischen Atmosphire
nahestehend, teilte er nicht das Geschick vieler, fiir die solche Uber-
schneidungen sich zu weitgehender Gleichgiiltigkeit in der religiésen
Sphire auswirken; vielmehr hat die schon zu Anfang erwihnte religiése
Komponente seiner Erziehung offenbar nachhaltig fortgewirkt. Wenn
er sich besonders eingehend mit der Stellung der Kirchenviter und
der scholastischen Philosophie zum Aktual-Unendlichen?) wie iiber-
haupt mit dessen Beziehung zum Gottesbegriff beschiftigt und aus-
einandersetzt, so ist dabei neben dem Wunsch nach Verteidigung
gegen die Einwinde, die mit Argumenten solcher Herkunft gegen seine
Begriffsbildungen erhoben wurden, offenbar auch ein eigener innerer
Antrieb mit im Spiel. Fiir seine religiése Einstellung sind charakte-
ristisch zundchst die in [28I], S. ros5ff., abgedruckten Briefe (deren

1) Man vgl. zu diesen Beziehungen zwischen Theologie und Aktual-Unendlichem
an neuerer Literatur etwa A. Dempfs Schrift: ,,Das Unendliche in der mittelalter-
lichen Metaphysik und in der Kantischen Dialektik’* (Minster i. W. 1926) und einen
Aufsatz von J. Ternus S. J. ,,Zur Philosophie der Mathematik'’ (Phkilos. Jahrb. der
Gorves-Gesellschaft 39 [1926], S. 217—231). Hervorgehoben seien noch die ernstlichen
Bemithungen des Scholastikers Grégoire de Rimini um das Unendliche (vgl
P.Duhem, Etudes sur Léonard de Vinci, 2™ Série [Paris 1909], S. 385—399;
dort findet man auch Material @iber die Stellung anderer alterer Gelehrten, besonders
Lionardo da Vincis, zum Unendlichen: S. 1—54, 368—384, 399—407). Ferner ist
zu bemerken, daB die Argumente des Aristoteles und verschiedener Neuaristo-
teliker gegen das Aktual-Unendliche bereits in dem 1410 erschienenen Hauptwerk
des judisch-spanischen Philosophen Chasdai Crescas sehr ausfithrlich zerpflickt
werden; von diesen Argumenten des Crescas ist die positivere Stellung Spinozas
zum Unendlichen offensichtlich entscheidend beeinfluBt. (Vgl. H. A. Wolfson,
Crescas’ critique of . Aristotle [Cambridge Mass. 1929], Kapitel II nebst den zu-
gehorigen Textstellen ynd Noten, sowie S. 36f.)
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ungenannter Adressat der Kardinal Franzelin war, siehe unten), in
denen er die Existenz eines aktualen , Infinitum creatum'‘ geradezu
vom Gottesbegriff her beweisen will; ferner etwa folgende Stelle aus
einem Brief C.s an G. Enestrom, die sich auf die bekannte Bemer-
kung von GauB zu Schumacher?) bezieht und freilich GauB
schwerlich gerecht wird: ,,Wenn aber aus einer berechtigten Abneigung
gegen solches ¢llegitime A(ktual)-U(nendliche) sich in breiten Schichten
der Wissenschaft, unter dem Einflusse der modernen epikureisch-
materialistischen Zeitrichtung, ein gewisse? Horror Infiniti ausgebildet
hat, der in dem erwidhnten Schreiben von GauB seinen klassischen
Ausdruck und Riickhalt gefunden, so scheint mir die damit verbundene
unkritische Ablehnung des legitimen A.-U. kein geringeres Vergehen
wider die Natur der Dinge zu sein, die man zu nehmen hat, wie sie
sind, und es 148t sich dieses Verhalten auch als eine Art Kurzsichtigkeit
auffassen, welche die Méglichkeit raubt, das A.-U. zu sehen, obwohl
es in seinem hichsten, absoluten Tréiger uns geschaffen hat und erhilt
und in seinen sekundéiren, transfiniten Formen uns alliiberall umgibt
und sogar unserem Geiste selbst innewohnt.** ([26], S. 230.) An einer
anderen Stelle sagt C. nach AuBerung seiner Genugtuung dariiber, da8
Thomas von Aquino bei seinen Gottesbeweisen den Satz von der
Unméglichkeit der aktual-unendlichen Zahlen nicht verwendet: ,,So
hoch ich Cauchy als Mathematiker und Physiker schitze, so sym-
pathisch mir seine Frommigkeit ist, und so sehr mir im besonderen
auch jene Sept legons de physique générale, abgesehen von dem in Rede
stehenden Irrtum, gefallen, muB ich doch entschieden gegen seine
Autoritit protestieren, da, wo er gefehlt hat.” ([26], S. 225.)

Im Verfolg seines Interesses fiir die theologische Behandlung des
Problems des Unendlichen korrespondierte C. mit mehreren Jesuiten?),
so u. a. mit dem verbannten P. Tilman Pesch, dem Verfasser der
von C. hochgeschitzten ,,Institutiones philosophiae naturalis*‘, den
er personlich in Blyenbeck (Holland) aufsuchte, sowie mit dem Kardinal
Franzelin, der im AnschluB an die Lehre Augustins die aktual-
unendliche Mannigfaltigkeit verteidigte und von dem sich ein lingerer
Brief in [281] (S.grff.) findet; ganz besonders aber mit C. Gut-
berlet, Professor fiir Philosophie und Mathematik am Priesterseminar
in Fulda und jahrzehntelangem Herausgeber des Philosophischen Jahr-

1) Briefwechsel GauB-Schumacher Bd. 2 (1860), S.269; Gau B8’ Werke Bd. VIII,

S. 216. .
2) Wie Ternus (a. a. O. S. 221) berichtet, bewahrt dje Bibliothek der niederdeut-

schen Jesuitenprovinz noch manche ,,Hommages respectueux de l'auteur George
Cantor aus den 8oer Jahren.
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buchs der Gorres-Gesellschaft. Dieser hatte 1878 eine Schrift, ,,Das
Unendliche, metaphysisch und mathematisch betrachtet*, veroffent-
licht, die die in Theologie und Philosophie herkémmlichen Ansichten
von der Unmoglichkeit einer unendlichen GréBe bekdmpfte, um aller-
dings nicht wie C. die Existenz, aber doch die Méglichkeit des Aktual-
Unendlichen zu behaupten. C. erblickte daher in Gutberlet, dem
seine Schrift viel Widerspruch und selbst Spott einbrachte, einen
Bundesgenosseri; er besuchte ihn in Fulda und verwies dabei fiir
das von ihm bezeigte Interesse neben den sachlichen Griinden auch
auf seine Beziehungen zum Katholizismus von der Mutterseite her.?)
Mit Unterstiitzung Gutberlets hat C. den tiefgehenden Einblick
in die Auffassungen der mittelalterlichen Denker von dem-Unend-
lichen gewonnen, von dem seine Arbeiten zeugen, wie auch umgekehrt
Gutberlet einen weiteren Kreis philosophisch Interessierter mit den
Gedankengingen der Mengenlehre C.s vertraut gemacht und diese u. a.
gegen die Einwinde der Herbartschen Schule verteidigt hat.?)

DaB C. gleichwohl theologischen Vorurteilen auch ohne Umschweife
und sogar mit einer gewissen Ironie entgegentreten konnte, wenn es
darauf ankam, ersieht man beispielsweise aus den oben (S. 205) an-
gefiihrten Bemerkungen zum Wesen des Kontinuums.

I1. Veréffentlichungen nicht-mengentheoretischen Inhalts.

Von den beiden Hauptgebieten, denen die nicht der Mengenlehre
zugehorigen Arbeiten C.s entstammen, ist das eine, und zwar das
iltere, die Zahlentheorie. In seiner Dissertation [1] handelt es sich um
die Auflosung der einer terndren quadratischen Form entsprechenden
Gleichung ax? 4 a’x'? + a"x2"? = 0 in ganzen Zahlen. Um die not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Losbarkeit zu finden,
hatte Legendre eine Reduktionsmethode von Lagrange benutzt,
die C. im Vorwort seiner Arbeit erwdhnt und die man in einer durch
Dedekind vereinfachten Form in Dirichlet-Dedekinds Vor-
lesungen iiber Zahlentheorie (3. Aufl. [1879], S. 4281ff.) findet. Setzt
man, wie zuldssig, voraus, daB , q’, " paarweise teilerfremd sind
und keinen quadratisclien Teiler enthalten, so 148t sich das Kriterium
fiir die Losbarkeit so aussprechen: 1. 4, a’, 4" diirfen nicht alle dasselbe
Vorzeichen haben; 2.es mijissen —a’a”, —a"a, —aa’ bezichent-

1) Vgl. Philos. Jahrb. der GOrres-Gesellschaft 32 (1919), S. 366, und 41 (1928), S. 262.

2) ,,Das Problem des Unendlichen®. Zeitschr. |. Philos. u. philos. Kritik, N. F., 88
(1886), S. 179—223, Teil I. Vgl. auch Cantor, ebenda, S. 232, und die FuBnote in
[281], S. 94, nach der Gutberlet in diesen Aufsatz Stellen aus einem Manuskript C.s
(auf dessen Wunsch) eingefiigt hat, sowie C.s Einwande in [281], S. 101—T04.

A}
\
‘
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lich quadratische Reste von a, a’, a” sein. — Eine andere Methode
stammt von GauB, der die Auflésung mit der Transformation in die
Form 4D (22" —z2'%), woD = aa’a”, in Zusammenhang bringt. GauB
hatte auch gezeigt, wie man unter obigen Bedingungen alle eigent-
lichen ganzzahligen Lésungen finden kann; nimlich in der Form

E=300.9; ¥=5906.9; =799,

wo ¢, ¢’, ¢” binire Formen der beiden relativ prim einzusetzenden
Variabeln $,q bedeuten, und ¢ der nach Einsetzung von p, ¢ sich
ergebende groBte gemeinsame Teiler von ¢ (, q), ¢’ ($, 9), ¢” (P, q) ist.

An diese GauBschen Formeln kniipft C. an mit der Bemerkung,
daB sie die Gesamtheit der eigentlichen Ldsungen nicht vollstindig
liefern, insofern als die Abhéingigkeit der Zahl ¢ von , ¢ nicht bekannt
ist und somit ¢ fiir jedes Paar p, ¢ durch eine besondere Rechnung
gefunden werden muB. Die Aufstellung der Abhingigkeit zwischen ¢
und p, ¢ bildet den Gegenstand der recht komplizierten Dissertation
C.s. Eine andere Losung dieses Problems hat spiter Dedekind ge-
geben (a. a. O., S. 4181f.); vgl. auch die Darstellung bei Bachmann,
Die Arithmetik der quadratischen Formen, I. Abt. (1898), 8. Kapitel.

In [2] geht C. von der Dissertation Gopels (Berlin 1835) aus, die
im Journ. f. Math. 45 (1853), S. 1—13, wieder abgedruckt ist (vgl. den
Bericht Jacobis, J. f. Math. 35 [1847], S. 314ff.; Werke II, S. 1481f.).
Gopel hatte gezeigt, wie man fiir P =5 oder P =2p, wo p eine
Primzahl von der Form 4# + 3 bedeutet, aus der Kettenbruchent-
wicklung von VP die Darstellbarkeit von P durch die Form x? & 2 y?
erhalten kann. C. beweist nun ohne Benutzung der Kettenbriiche zwei
entsprechende Sitze fiir die Fille p = 8n + 3 bzw. p = 8n + 7, die
die Resultate von Gopel enthalten und sie von gewissen beschrin-
kenden Voraussetzungen befreien.

Die Arbeit [3] bezieht sich auf das Eulersche Problem, die Anzahl
C, der Darstellungen einer natiirlichen Zahl » durch ein gegebenes
System a,, 4,, 45, . . . in der Form

n = Aoty + Ma, + ---

zu bestimmen, wo A; die Werte o0, 1, 2,...a;(x; evtl. auch = oo)
durchlaufen soll. Euler hatte das Problem auf die analytische Form
gebracht, ein gewisses unendliches Produkt in eine Potenzreihe zu
verwandeln, in der die C, als Koeffizienten auftreten. C. kehrt die
Fragestellung um, indem er diejenigen Zahlensysteme zu bestimmen
sucht, bei denen die Darstellung der Zahl # ‘eindeutig ist, also alle
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C, = 1 sind. Diese ,einfachen Zahlensysteme enthalten als spezielle
Beispiele das dekadische sowie die entsprechenden nach einer anderen
Grundzahl; allgemein ergeben sie sich als

ao=I, al=b].’ 42=b1b3, ﬂg_——:blbzbs, .o (b”>1),

wobei &, = b,y — I. Durch Erweiterung des Problems auf die Dar-
stellung rationaler Zahlen erhilt C. die nach ihm benannten Reihen

Aokt + g oot e,

die zur Darstellung der reellen Zahlen dienen kénnen. Indem er dann
nacheinander zwei einschrinkende Annahmen iiber die 4 macht, gibt
er die entsprechenden Kriterien dafiir, ob eine durch die letzte Reihe
dargestellte Zahl rational oder irrational ist. (Vgl. die Darstellung bei
Perron, Irrationalzahlen [1921], S. 111—116.)

In [4] gewinnt C., ankniipfend an eine Produktentwicklung Eulers,
eine Darstellung jeder reellen Zahl 4 > 1 in der Form eines unend-
lichen Produktes

A=@+3@+3@+auq
wo b =a?,¢c = b2, ... Jedes reelle A > 1 ist eindeutig in ein
solches konvergentes Produkt entwickelbar; das Kriterium der Ratio-
nalitit ist, daB in den letzten Ungleichungen von einer gewissen Stelle
an das Gleichheitszeichen gelte. (Vgl. Perron, ebenda, S. 122—127.)

Die Habilitationsschrift [5] stellt sich die Aufgabe, alle Transfor-
mationen zu bestimmen, durch die eine ternire quadratische Form
F(x, v, z) in eine andere ebensolche iibergeht, oder — was auf dasselbe
hinauslduft — die eine ternire quadratische Form in sich iiberfiihren.
Hermite hatte schon vorher (J. f. Math. 47 [1854)], S. 3071f.) den
allgemeinen Ausdruck fiir diese Transformationen auf anderem Wege
gefunden.?) Die Methode C.s besteht darin, daB er die Form F (x, y, 2)
durch lineare Transformation in die Form 4D (§¢ —#?), wo D die
Determinante der Form F (x, vy, 2) ist, iiberfithrt und dann die Trans-
formationen der neuen Form in sich selbst bestimmt, um schlieBlich

"mittels der Transformation in die Zwischenform auch die Transfor-
mationsformeln fiir die urspriingliche Form ausdriicklich aufzustellen.
Man vergleiche die Darstellung in Bachmanns Arithmetik der
quadratischen Formen, I. Abt. (1898), S. 18—38 (bes. 20—25).

1) Nach Bachmann (/. f. Math. 76 [1873], S. 3311f.) enthalten die Untersuchungen
Hermites eine von Bachmann sowie spater von Hermite selbst ausgefnllte Liucke;
vgl. Hermate, ebenda 78 (1874), S. 325ff.
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Wihrend die Bemerkung [11] ohne nennenswerte Bedeutung ist?),
sei im AnschluB an diese arithmetischen Arbeiten, die simtlich aus
C.s drittem Lebensjahrzehnt stammen, noch eine spitere [19] er-
wihnt, die wenigstens dém Gegenstand nach gleichfalls der Zahlen-
theorie zugehort. C. steht damals (1880) bereits mitten in der mengen-
theoretischen Produktion; doch unter dem Eindruck einer soeben in
den Pariser Comptes Rendus (vom 8. Dezember 1879) erschienenen
Arbeit von Lipschitz greift er zuriick auf Untersuchungen, die er
schon vor lingerer Zeit im AnschluB an die Primzahlenarbeit Rie-
manns von 1859 ausgefiihrt hatte. Der Gegenstand betrifft den
Zusammenhang verschiedener zahlentheoretischer Funktionen T ()

mit der Riemannschen Zetafunktion ¢ (s) = 2:;’,— , und zwar einen

Zusammenhang der Form 2 z’%)- = L(s), wo L(s) durch ¢(s) aus-
zudriicken ist. Neben den auch von Lipschitz gefundenen Formeln,
in denen L (s) nacheinander gleich

C©n?, gy E(s—1), %%#

ist, wihrend T (n) beziehentlich die Anzahl der Teiler von 7, deren
Summe, die Eulersche Funktion ¢(n) darstellt, gibt C. eine Reihe
neuer Formeln, in denen L (s) gleich

C@P*! L)L) i@3s)  Ll2s) L) L(2s)
{le+ns)’ £ (69) Tl L@39)
ist, und entwickelt Beziehungen zwischen den entsprechenden Funk-
tionen 7T (n). AuBerdem verallgemeinert er die bekannte Formel

S¢(d) =nzu
da/n .
. %Adf‘ldg—’ A d:)_lqp(dl)zp(dﬂ) .. '(p,(de) =,

worin die Summation auf alle verschiedenen Losungssysteme der Glei-
chungn = d,d, . . . d,d, ., zu erstrecken ist. SchlieBlich gibt C. mittels
Dirichlets Transformationsmethode aus der Theorie der Dirichlet-
schen Reihen einen analytischen Ausdruck fiir T (6#) in Abhingigkeit
* von L(s). Hierbei wird die Fundamentalbeziehung verwendet, die
heute meist unter dem Namen der Mellinschen Reziprozitidtsformeln
auftritt, und die C. mit Riemann aus dem (allerdings damals noch
nicht streng bewiesenen) Fourierschen Integraltheorem ableitet.
Zum SchluB bemerkt C., die Formeln fiir T (#) kénnten auch dazu

(Cs))e+,

1) Beweis des fast sclbstverstandlichen Satzes: Sind wy, w,, ..., w, voneinander
verschieden, so assen sich #,, #,, . . ., #, ganzzahlig so wihlen, daB die #»! Permuta-
tionen (in w,) des Ausdrucks #,w, + + - + 4 #,w,, verschieden ausfallen.
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dienen, einen asymptotischen Ausdruck fiir T (») zu liefern; seine
Absicht, bei einer spiteren Gelegenheit darauf zuriickzukommen, hat
er indes nicht verwirklicht.

An zahlentheoretischen Interessen C.s ist weiter noch zweierlei zu
erwihnen: der 1884 bestehende Plan einer zur Versffentlichung in
den Acta Mathematica bestimmten Arbeit iiber quadratische Formen
(vgl. [III], S.20), der nicht zur Ausfithrung gelangt ist, und die
Tabelle zur empirischen Verifikation des Goldbachschen Theorems
bis zur Zahl 1000, die C. um das Jahr 1884 herstellen lieB und spiter
in [31] zur Veroffentlichung brachte. Diese Tabelle, die auch jedesmal
die Anzahl der moglichen Zerlegungen angibt, um deren durchschnitt-
liches Anwachsen hervortreten zu lassen, ist indes durch eine groBe
Anzahl von Fehlern (Druckfehlern und anderen) stark beeintrichtigt.

SchlieBlich seien hier noch die drei Gelegenheitsschriften [12], [24],
[35] erwdhnt, von denen die letztere einen von C. eingeleiteten und
disponierten Brief von WeierstraB an C. iiber das Dreikorperproblem
wiedergibt und der Nekrolog [24] diebesondere Bedeutung Scheeffers
auf Grund seiner Arbeiten aus der reellen Funktionenlehre und der
Variationsrechnung treffend hervorhebt. Der Vortrag [12], der mit dem
Hinweis auf die Fruchtbarkeit der Wahrscheinlichkeitsrechnung fiir
die Naturwissenschaft anhebt, gibt Geschichtliches zur Entwicklung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung von Fermat und Pascal bis GauB.
Bemerkenswert sind namentlich auch die SchluBsitze iiber die philo-
sophische Begriindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung, die ihm gleich
jeder auf die Wirklichkeit anzuwendenden Wissenschaft eine philo-
sophische Kritik zu erfordern scheint.

Nicht allein fiir die Wissenschaft, sondern vor allem auch fiir C.s
eigene Entwicklung sind wichtiger als seine arithmetischen Aufsitze
die Bemiihungen und Arbeiten geworden, die er der Theorie der
trigonometrischen Reihen gewidmet hat. Kam die duBere Anregung zu
diesem Arbeitsgebiet von Heine sowie von dem 1870) erschienenen
Aufsatz von Hankel?), der wesentlich an Riemanns Ideen ankniipft,
so ist doch C. in seiner Einstellung zunichst wesentlich Schiiler von
WeierstraB, aus dessen Vorlesungen er das Interesse fiir die sorg-

1) Im Gratulationsprogramm der Thibinger Universitat; wieder abgedruckt Math.
Ann. 20 (1882), S. 63—112.

2) Fir die in diesen und anderen Arbeiten (besonders von Harnack und P.du
Bois-Reymond) ruhende Vorgeschichte der Mengenlehre vgl. (auBer [V]) vor
allem Jourdains ausfiihrliche und sehr-sorgfaltige Darstellung im Archiv d. Math.
w. Physik (3) 10 (1905), S. 254—281, und 14 (1909), S. 289g—311 (hinsichtlich C.s selbst
fortgesetzt in den Banden 16 und 22).

4
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filtigste Begriindung und Behandlung analytischer Probleme in sich
aufgenommen hatte.

Riemann hatte die Behauptung ausgesprochen, daB, wenn lim a,
und lim b, nicht beide = o sind, das allgemeine Glied

A,(x) =a,cosnx + b,sinnx

einer trigonometrischen Reihe nur fiir besondere Werte von x gegen o
konvergieren kann. In [6] prizisiert C. diese Aussage, indem er be-
weist, daB, wenn fiir alle x eines Intervalls

*) limA4,(x) =o

” >

gilt, die Beziehungen lim a, =0, limd, =o0 erfiillt sind. Die Ar-
” > ” >
beit [g] gibt einen einfacheren Beweis fiir diesen Satz. In [17]

wendet sich C. gegen einen Versuch von Appell (Archiv d. Math. u.
Physik 64 [1879], S.95f.), diesen Satz einfacher zu beweisen; er
hebt hervor, daB Appell dabei eine unzulissige Annahme macht, die
auf eine Verwechslung der gewohnlichen Konvergenz von (*) mit der
gleichmiBigen Konvergenz desselben Ausdrucks hinausliuft. In [18]
begriindet er dies nidher an Hand eines Gegenbeispiels zu dem von
Appell implicite angewandten Satz und kommt dann auf die Unter-
schiede zwischen gleichmiBiger und ungleichmiBiger Konvergenz zu
sprechen, wobei er auf die historische Entwicklung eingeht (Cauchy,
Abel, Seidel). Er konstruiert weiter ein Gegenbeispiel zu einem Satze
von Stolz, indem er die Existenz einer (nicht gleichmiBig) konver-
genten Reihe stetiger Funktionen nachweist, deren Summe wieder-
um eine stetige Funktion ist; erst nachtriglich wird ihm -bekannt, da8
schon du Bois-Reymond und Darboux Beispiele solcher Reihen
gegeben hatten.

Das von C. in [6] und [g] ausgesprochene Resultat wurde spéter ver-
allgemeinert; einerseits von Lebesgue, der zeigte, daB fiir (*) eine
Ausnahmemenge vom MaBe Null zuléssig ist, andererseits durch Har-
nack (Math. Ann. 19 [1882], S. 235ff.) und W. H. Young (Messenger
of Math. (2) 38 [1908], S. 441f.), aus deren Untersuchungen hervorgeht,
daB auch Mengen von der ersten Kategorie (Baire) als Ausnahme-
mengen fiir (*) zulidssig sind. Weiter ist zu nennen als Verallgemeine-
rung des Ergebnisses von Lebesgue der Satz von Steinhaus (Wiad.
Mat. 24 [1920], S. 1971f.; vgl. Fortschr. d. Math. 47, S. 260f.); wonach
mit Ausnahme einer Menge vom MaBe o

im'(a, cosnx + b, sinnx) = lim Va,? + b,?
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gilt. Rajchmann (Fundam. Math. 3 [1922], S. 2871f., und 4 [1923],
S. 3661.) hat das letztere Ergebnis noch erheblich verschirft.

Ein zweites Problem aus der Theorie der trigonometrischen Reihen
behandelt C. zunichst mit der Arbeit [7]. Sie enthilt den Beweis des
Satzes, daB zwei trigonometrische Reihen, die iiberall konvergieren
und dieselbe Funktion darstellen, identischsind; Riemann hattedieses
Ergebnis an einigen Stellen seiner Habilitationsschrift schon aus-
gesprochen, doch ohne Beweis und auch nicht ganz explizit. [8] bringt
dazu die Bemerkung Kroneckers, daB man zum Beweis des Ein-
deutigkeitssatzes vom Cantorschen Koeffizientensatz absehen kann.
Seltsamerweise hat Kronecker spiterhin keine Notiz von diesem
Ergebnis C.s genommen, so z. B. inden ,, Vorlesungen iiber die Theorie
der einfachen und der vielfachen Integrale* (1894), wo die Eindeutig-
keitsfrage als noch offen hingestellt wird (S. g41f.)!

In [10] erweitert C. seinen Eindeutigkeitssatz, indem er — iiber ein
einschligiges schon .in [8] enthaltenes Ergebnis hinausgehend — zeigt,
daB man iiber das Verhalten der Reihen in gewissen Ausnahmemengen
nichts vorauszusetzen braucht, nimlich in Punktmengen P, fiir die
ein endliches » existiert, so daB die Ableitung P" leer ist. Am Ende
von [23] erklirt C. sogar, es sei ihm gelungen zu zeigen, daB als Aus-
nahmemengen noch die Mengen zuléssig sind, deren Ableitung abzihl-
bar ist (also » endlich oder aus der zweiten Zahlklasse), und sogar
gewisse Mengen, deren erste Ableitung nicht mehr abzdhlbar ist; in-
des ist er darauf nicht mehr zuriickgekommen. Als eine Art Fort-
setzung seiner Bemiithungen betrachtete C. mit Recht Scheeffers
Arbeit iiber den Fundamentalsatz der Integralrechnung, die weit-
gehende Resultate iiber die Ausnahmemengen enthilt.

Die an diese Fragestellung ankniipfenden Arbeiten — wobei von
einer durch Ascoli und du Bois-Reymond aufgeworfenen, eng
damit zusammenhingenden Frage abgesehen werde — verfolgen in
erster Linie das Ziel, den Eindeutigkeitssatz unter Voraussetzung all-
gemeinerer Ausnahmemengen zu beweisen. So zeigen F. Bernstein
(Leipziger Ber. 60 [1908], S. 325ff.) und W. H. Young (Messenger
of Math. (2) 38 [1908], S. 441f.), daB beliebige abzdhlbare Mengen als
Ausnahmemengen zuldssig sind. Auch die Ergebnisse de la Vallée
Poussins (Cours d’analyse 1) gehen nicht dariiber hinaus. Dagegen
haben neuerdings Rajchmann (Fund. Math. 3 [1922], S. 2871f.;
Math. Ann. 95 [1926], S. 389ff.) und Frl. N. Bary (Fund. Math. 9
[x927], S. 62ff.) gezeigt, daB auch gewisse nicht abzdhlbare Mengen
als Ausnahmemengen zulissig sind (doch nicht etwa beliebige Mengen
vom MaBe 0). Damit ist indes die Beschaffenheit der allgemeinsten
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als Ausnahmemengen zuldssigen Mengen im metrischen Sinne noch
nicht bekannt. Weitere einschligige Untersuchungen sind von
M. Riesz, W. H. Young, Rajchmann, Zygmund angestellt wor-
den. (Vgl. zum ganzen Gegenstand auch Plancherel, L’Ensesgne-
ment Math. 24 [1925], S.21ff. und 48ff.) — In anderer Richtung
kniipfen an C. die Arbeiten Carl Neumanns an (Leipziger Ber. 33
[1881], S. 1—25, und 35 [1883], S. 18—34); auf Mingel der ersteren
Arbeit hat C. selbst 1882 Neumann brieflich hingewiesen (vgl. ebenda

35, S. 33). .
II1. Veroffentlichungen zur Mengenlehre.!)

Zunichst ist hier C.s Theorie der Irrationalzahlen zu erwihnen, die
nicht allein sachlich in engem Zusammenhang mit seinen mengen-
theoretischen Begriffsbildungen steht, sondern in noch héherem Mafe
subjektiv auf Grund C.s eigener Entwicklung und Einstellung damit
verkniipft war.

Die Einfitlhrung der Irrationalzahlen stammt aus [10]. Zu der im
SchluBparagraphen von [10] enthaltenen Erweiterung des Resultates
von [7], von der oben die Rede war, benttigt C. wenigstens an-
deutungsweise die Entwicklung von Ideen, ,,welche dazu dienen mogen,
Verhiltnisse in ein Licht zu stellen, die stets auftreten, sobald Zahlen-
groBen in endlicher oder unendlicher Anzahl gegeben sind*; ndmlich
die Einfithrung der Grenzpunkte und Ableitungen (endlicher Ordnung)
von Punktmengen.?) Diesemm Zweck dient einerseits die Theorie der
Irrationalzahlen als Fundamentalreihen: einer Folge rationaler Zah-
len a,, fiir die bei geeignetem #,(g) fiir » = », und alle m stets
| @pm— @n| < e ist, wird definitorisch eine ,,Grenze'* b zugeordnet
und die Vergleichung sowie die Rechenoperationen mit solchen Funda-
mentalreihen erklirt.%) Andererseits wird der Ubergang zur Geometrie
durch die Aufstellung eines besonderen Axioms (4 xiom von Cantor)

1) Von den beiden Moglichkeiten der Behandlung, entweder nur wenige hervor-
stechende Punkte herauszugreifen und eingehend zu analysieren oder ein halbwegs
gleichmaBiges Referat iiber den Hauptinhalt der einzelnen Arbeiten zu geben, wurde
in Anbetracht der besonderen historischen Bedeutung Cantors im wesentlichen die
zweitgenannte gewihlt.

2) Wahrend diese Untersuchungen C. schon 1870—71 den Begriff der transfiniten
Ordnungszahl aufdrangten, ist ihm der Begriff der Abzahlbarkeit damals noch nicht
erwachsen, sondern erst 1873 mit dem Resultat von [13]; vgl. die in [V], S. 32, wieder-
gegebene Briefstelle.

3) Eine eingehende historische Darstellung von C.s Theorie der Irrationalzahlen
im Vergleich zu den anderen zeitgendssischen Theorien (auch in philosophischer Hin-
sicht) gibt Jourdain im Archiv d. Math. u. Phys. (3) 16 (1910), S. 23—43.
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vollzogen, wonach jeder reellen Zahl ein bestimmter Punkt der Zahlen-
geraden zugehort.

Besonders bemerkenswert ist bei der Einfilhrung der Irrational-
zahlen, daB C. den von den rationalen Zahlen ausgehenden Erweite-
rungsprozeB auch nach der ersten Erweiterung wiederholt; er betont,
daB die so erhaltenen Bereiche zwar gewissermaBen zusammenfallen,
daB es aber wesentlich ist, die begriffliche Unterscheidung aufrecht-
zuerhalten. Durch endlich-oftmalige Wiederholung des Prozesses
erhilt er auf diese Weise reelle Zahlen 1, 2, . . ., A-ter Art und kniipft
daran die Bemerkung, daB die Resultate der Analysis sich auf die
Form einer Gleichsetzung reeller Zahlen verschiedener Art zuriick-
fithren lassen. Dies erinnert sehr an die Russellsche Stufentheorie
mit dem Reduzibilitidtsaxiom.

Ausfiihrlicher kommt C. auf die Theorie der Irrationalzahlen, die
ijhm zunichst durchaus nicht Selbstzweck, sondern Instrument ist,
ein Jahrzehnt spédter in [16 V] zuriick; er gibt dort auch eine durch-
sichtige und unparteiische Vergleichung seiner Theorie mit den von
Dedekind und Weierstrafl aufgestellten, die auch heute noch in
den meisten Punkten Anklang finden diirfte, und wendet sich
gegen die Unklarheiten und Zirkelauffassungen, die bei der Ein-
fithrung der reellen Zahlen zu finden sind. Auch hier betont C. die
Moglichkeit und Notwendigkeit, reelleZahlen A-ter Art —sogar fiirjede
Ordnungszahl 2 der zweiten Zahlklasse — begrifflich zu unterscheiden.
Er verwahrt sich hierbei (wie auch schon in einem Brief an Dedekind

“von 1878, anliBlich des Erscheinens von Dinis ,,Fondamenti‘‘) gegen
den Einwand von Dedekind, als ob er damit jedesmal neue Zahlen
einfithren wollte; die Unterscheidung der verschiedenen Ordnungen
solle nur die begriffliche Form des Gegebenseins wiedergeben, ohne
eine Erweiterung des Bereichs der reellen Zahlen zu bezwecken, und
zugleich erreiche man dadurch eine Sprache, die es gestatte, die kom-
plizierten Bildungen der Analysis in einfacher Weise zu beschreiben.
Wenn C. dann behauptet, es kénne keine Fundamentalreihen 2-ter Art
fiir A aus der dritten oder einer hoheren Zahlklasse geben, und dafiir
einen strengen Beweis verspricht, so scheint es fast, als ob er auch
hier wieder die Kontinuumshypothese im Auge habe (?).

SchlieBlich gehort hierher noch die Note [29], in der sich C. gegen
den miBverstindlichen Einwand von Illigens wendet, als seien die
Cantorschen (und WeierstraBschen) Irrationalzahlen deshalb fiir
die gewohnliche Zahlen- und GréBenlehre nicht brauchbar, weil sie
nicht , konkrete GréBen“ von der ,,Bedeutung einer anschaulichen
Vielheit“ oder Quantitit darstellten.
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Die 1874 erschienene Abhandlung [13], neben dem Mittelstiick von
[10] iiberhaupt die erste in die Mengenlehre einschligige Veroffent-
lichung C.s, tut gleich den entscheidenden Schritt klarer Abgrenzungen
im Transfiniten, und zwar hinsichtlich des Méchtigkeitsbegriffs: Wih-
rend beim naiven Unendlich alle Unterschiede verschwimmen und
auch C. selbst zuerst noch das Kontinuum als abzihlbar vermutet
hatte [IV], folgt hier auf den in § 1 der Arbeit abgeleiteten Satz, wo-
nach die Menge der (reellen) algebraischen Zahlen abzihlbar ist, in § 2
der —dem Abzihlbarkeitsbegriff erst Wert verleihende —Beweis, da3
fiir die Menge aller reellen Zahlen dies nicht mehr gilt; zu diesem
Behufe wird zu jeder Folge reeller Zahlen eine darin nicht enthaltene
Zahl mittels der Methode des Schachtelungsprinzips konstruiert. Aus
der Gegeniiberstellung beider Resultate folgt, wie C. in der Einleitung
bemerkt, ein Existenzbeweis fiir unendlich viele reelle transzendente
Zahlen in jedem Intervall — ein Verfahren, das iibrigens, entgegen
einer weitverbreiteten Auffassung, grundsitzlich konstruktiv und nicht
bloB existential ist. Wie C.s Zeitgenossen hat offenbar auch er selbst
zunichst den Nachdruck auf den § 1 gelegt, der fiir die heutige Denk-
weise nicht nur grundsitzlich hinter den §2 ganz zuriicktritt, son-
dern auch an und fiir sich elementar erscheint.

Der Versuch lag nahe, iiber die so gefundenen beiden transfiniten
Michtigkeiten zu hoheren dadurch aufzusteigen, daB man vom ein-
dimensionalen zu mehrdimensionalen Kontinuen iibergeht. Dieser Ge-
danke beschiftigte C. schon im Sommer 1874, wie seine Korrespondenz
mit Dedekind zeigt. Welch neue Einstellung es erforderte, hier iiber-
haupt ein Problem zu sehen, verdeutliche eine briefliche Bemerkung
C.s, wonach ihm in Berlin von einem Freunde die Idee einer Abbild-
barkeit des linearen Kontinuums auf das ebene ,,gewissermaBen als
absurd’‘ erklirt wurde, ,,da es sich von selbst verstiinde, daB zwei
unabhingige Veridnderliche sich nicht auf eine zuriickfiihren lassen’;
einen dhnlichen Bescheid erhielt er spdter bei einem Besuch in Got-
tingen gelegentlich des GauB- Jubiliums 1877. In einem Brief vom
20. Juni 1877 aber teilt C. nach jahrelangen Bemiihungen einen Ver-
such der Abbildung eines eindimensionalen Kontinuums auf ein
n-dimensionales an Dedekind mit, indem er den Freund um Priifung
des Beweises bittet ; das Resultat kam ihm selbst hochst iiberraschend
(»,je le vois, mais je ne le crois pas‘‘) und schien ihm den Dimensions-
begriff bzw. die Charakterisierbarkeit der Dimension durch die Anzahl
der unabhingigen Koordinaten zu erschiittern. Die Antwort Dede-
kinds weist auf eine (spiter von J. K6nig durch einen einfachen
Kunstgriff beseitigte) Liicke im Beweis hin, was C. veranlaBt, von den
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zuerst benutzten Dezimalbruchentwicklungen zu Kettenbruchdarstel-
lungen iiberzugehen; weiter hebt Dedekind hinsichtlich des von ihm
verteidigten Dimensionsbegriffs die Bedeutung hervor, die dem Meo-
ment der Stetigkeit der Zuordnung zukomme.

Im wesentlichen der darauf brieflich an Dedekind mitgeteilte ver-
besserte Beweis ist es, mit dem C., zundchst von den irrationalen
Koordinaten ausgehend, in [14] die Unabhingigkeit der Michtigkeit
eines Kontinuums von seiner Dimensionenzahl nachweist. Er kniipft
dabei an die Untersuchungen von Riemann und Helmholtz an,
bei denen der Begriff einer n-fach ausgedehnten stetigen Mannigfaltig-
keit eine besondere Rolle spielt, und streift auch die Frage, wie die
Verhiltnisse liegen, wenn die vielfach stillschweigend gemachte Vor-
aussetzung der Stetigkeit!) der Korrespondenz hinzugefiigt wird (vgl.
[15], s. u.). Nach Erwidhnung der Schwierigkeit, die entsteht, wenn
man statt der Kettenbriiche Dezimalbriiche heranzieht, weist C. noch
darauf hin, daBl man das Ergebnis auf den Fall abzdhlbar unendlich
vieler Dimensionen ausdehnen kénne. Zum SchluB8 bemerkt er, daB ein
(nicht ndher angegebenes) Induktionsverfahren den Satz nahebringe,
wonach die beiden Michtigkeiten des Abzihlbaren und des Konti-
nuums schon alle fiir unendliche Teilmengen des Kontinuums méglichen
Michtigkeiten erschopfen (Kontinuumshypothese).

Im Eingang dieser Arbeit fiihrt C. den Aquivalenzbegriff ein und
erklirt darauf gestiitzt den Begriff der Michtigkeit in einer kon-
kreteren Art als spiter in der systematischen Darstellung [32]. Es
ist bezeichnend, daB C. gleich darauf die Vergleichbarkeit der Machtig-
keiten behauptet; offenbar sah er damals diese Eigenschaft noch als
selbstverstindlich, ndmlich als eine unmittelbare Folge seines urspriing-
lichen Mengenbegriffs an. Ferner hebt hier C. den Gegensatz zwischen
endlichen und unendlichen Mengen hinsichtlich der Méchtigkeiten der
Teilmengen hervor und wiederholt einige schon friiher erwdhnte Eigen-
schaften der kleinsten Michtigkeit, der der abzdhlbaren Mengen.

In engem Zusammenhang mit dieser Arbeit steht, gewissermaBen
als ihr Gegenstiick, der Versuch [15] eines Beweises des folgenden
Satzes: Wenn zwei Gebiete G,, und G,, von den Dimensionen # und »
stetig aufeinander bezogen sind, so daB jedem Punkt von G,, min-
destens ein Punkt von G,,, jedem Punkte von G, hochstens ein Punkt
von G,, entspricht, so ist # = m. Dieser Satz wiirde in Sich den all-
gemeinen Satz von der Invarianz der Dimensionenzahl schlieBen. Er

1) Zwar nicht in [14] selbst, wohl aber in der von C. durchgesehenen franzdsischen
Ubersetzung (von 1883) findet sich die Bemerkung, daB die Voraussetzung der Stetig-
keit sehr oft in den Arbeiten von Riemann und Helmholtz fallen gelassen sei.
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war fiir die Félle m = 1 und m = 2 soeben von Liiroth?) bewiesen
worden, der seinerseits die Anregung durch die vorher besprochene Ar- °
beit C.s erhalten hatte; auf Liiroths Note sowie auch auf die ein-
schldgigen Versuche von Thomae und Netto weist C. in seiner Ar-
beit hin, deren Beendigung wiederum eine Korrespondenz mit Dede-
kind vorausgegangen war. Fiir eine Kritik des Cantorschen Beweises
vergleiche man Jiirgens in diesem Jahresbericht 7 (1899), S. 50—s55.
Bekanntlich ist erst durch Brouwer ein einwandfreier Beweis der
Invarianz der Dimensionenzahl gegeben worden (Math. Ann. 70 [1911],
S. 161—165, und weitere Arbeiten).

Noch zu Ende der siebziger Jahre beginnt die iiberaus wichtige
Aufsatzfolge [16] zu erscheinen, auf die in erster Linie die Theorie der
Punktmengen zuriickgeht, so namentlich die Theorie der Ableitungen,
die Untersuchung der Struktur der Punktmengen, die Inhaltstheorie.
Vorangegangen war nur die Einfiihrung einiger weniger einschligiger
Begriffe in [10], wo sich deutlich zeigt, wie die Betrachtung allgemeiner
Punktmengen aus den Untersuchungen iiber den Eindeutigkeitssatz der
trigonometrischen Reihen erwachsen waren, d. h. namentlich aus dem
Bestreben, jenen Satz unter Zulassung gewisser Ausnahmepunkte zu er-
weitern. Ein noch geplant gewesener siebenter Artikel in dieser Folge ist
(jedenfalls infolge der Erkrankung C.s) nicht mehr zustande gekommen.

In [161] unterzieht C. unter Bezugnahme auf das Resultat von [14]
die linearen (aufeiner Geraden gelegenen) Mengen oder ,,Mannichfaltig-
keiten‘‘ einer genauen Analyse, indem er sie nach gewissen Prinzipien
klassifiziert. Er hebt hervor, daB der Begriff der Ableitung, auf dessen
Entwicklung durch Dini hingewiesen wird, sich auch auf mehrere
Dimensionen ausdehnen 148t, und teilt die Mengen nach drei Gesichts-
punkten ein:

a) Nach ihrem Verhalten beim fortgesetzten AbleitungsprozeB; sind
P, p",P®, .. die Ableitungen der Menge P, und ist P" fiir ein
endliches v leer, so heiBt die Menge P von der ersten Gattung, und
zwar von der #-ten Art, wenn P®+Y, nicht aber P™ leer ist. Ist keines
der P" leer, so heiBt P von der zweiten Gattung. )

b) Nach dem Verhalten zu einem gegebenen Intervall; die im Inter-
vall iiberall dichten Mengen werden von den darin nicht iiberall dichten
unterschieden. (Vgl. auch du Bois-Reymonds unabhingige?) Ver-

1) Sitzungsber. der Evlanger physikalisch-mediz. Gesellschaft 10 (1878), S. 190—195;
vgl. auch ebenda 31 (1899), S. 87—91, sowie Math. Ann. 63 (1907), S. 2221f.

2) Fiir das Verhaltnis du Bois’ zu C. vgl. man etwa den Anfang des III. Kapitels der
,»Allgemeinen Functionentheorie*‘ von du Bois, ferner Schoenflies im Mengenbericht
von 1900, S. 54, und Jourdain im Archiv der Math. u. Physik (3) 22 (1914), S.o.

. 17*
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wendung desselben Begriffs im gleichen Annalenband, S. 287, sowie
Bd. 16, S. 128, wonach du Bois schon einige Jahre vorher sich zu C.
iiber derartige Verhiltnisse geduBert hat.)

c) Nach der Michtigkeit; C. stellt einstweilen die Frage zuriick, ob
die abzdhlbaren und die kontinuierlichen bereits alle unendlichen
Punktmengen erschépfen, und zeigt die Verschiedenheit dieser beiden
Klassen auf etwas anderem Wege als in [13] (vgl. die formale Ver-
einfachung bei Poincaré, Sechs Vortrige iiber ausgewihlte Gegen-
stinde aus der reinen Mathematik und math. Physik [1910], 5. Vor-
trag). -

In [161I] beginnt C. mit der Einfithrung einer Reihe von Bezeich-
nungen, die zum Teil schon in der folgenden Arbeit modifiziert werden,
u. a. fiir die Vereinigungsmenge paarweise fremder und fiir diejenige
nichtfremder Mengen sowie fiir den Durchschnitt von Mengen; er
beweist dann den (fiir das Rechnen mit Michtigkeiten grundlegenden)
Satz, wonach dquivalente Mengen von paarweise fremden und be-
ziehentlich dquivalenten Mengen auch dquivalente Vereinigungsmengen
liefern. Mit Hilfe des Durchschnittsbegriffs wird der Ableitungsproze3
fiir die Mengen zweiter Gattung fortgefiihrt, indem gesetzt wird

P =D(P, P, ..., P¥,..), P&+)= (PwY,
Pletm = (Petn=1), Pea) = (PE)  usw.

In dieser Form verwendet C. zum erstenmal in der Offentlichkeit die
Zahlen der zweiten Zahlklasse, auf deren Notwendigkeit mit Riicksicht
auf eben diese Fortfilhrung des Ableitungsprozesses er schon vor
10 Jahren gestoBen war. Die Mengen erster Gattung sind demgemif
durch P® = o charakterisiert. C. bemerkt, daB man immer Mengen
konstruieren kann, fiir die P oder allgemeiner P®+", P@=) usw.
aus einem Punkte besteht; solche Mengen sind in keinem Intervall
iiberall dicht und sind ferner abzéhlbar.

Zu Anfang von [1611I] findet sich eine Stelle, wo von den linearen
Punktmengen als von gesetzmdifig gegebenen Mannigfaltigkeiten ge-
sprochen wird.1) Vielleicht sollte man dieser AuBerung C.s mehr Ge-
wicht beilegen als iiblich. Auch spiter hebt er ja besonders hervor,

1) Vgl. auch [16V], S. 587 (dort auch die in anderer Hinsicht bemerkenswerte
Erklarung der Menge als ,,jedes Viele, welches sich als Eines denken 148t*). Ebenso
auBert sich C. in dem aus viel spiterer Zeit stammenden Vortrag [IV] iiber die Aus-
nahmestellen der trigonometrischen Reihen, von denen seine Untersuchungen ihren
Ausgang nahmen: ,,Diese [die Ausnahmestellen] miissen durch ein Gesetz gegeben
sein, d. h. man muB entscheiden kénnen, ob eine Stelle dazu gehért oder nicht*; das
,,das heiBt‘‘ in dieser AuBerung ist, falls sie wortlich wiedergegeben sein sollte, hdchst
aufschluBreich.
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daB eine Menge, wenn der Michtigkeitsbegriff auf sie anwendbar sein
soll, wohldefiniert sein miisse?); er erklirt dies — nicht hinreichend
scharf und unzweideutig — dahin, daBB vermé&ge der Definition der
Menge und des Prinzips vom ausgeschlossenen Dritten es infern be-
stimmt sein miisse, ob ein Gegenstand unter die Menge fillt oder nicht,
und ob zwei der Menge angehorige Objekte trotz des formalen Unter-
schieds ihres Gegebenseins iibereinstimmen oder nicht. Der internen
wird die aktuelle (externe) Determination gegeniibergestellt, die nur
selten gelinge (noch nicht z. B. fiir die Transzendenz von =; der
Transzendenzbeweis von Lindemann steht in demselben A#nnalen-
band). C. erwdhnt, daB er den Ausdruck ,,Méchtigkeit’* Steiner ent-
lehnt hat, der ihn nur bei einer projektivischen Zuordnung, also in
einem speziellen Sinn, gebraucht; demgegeniiber betont C. den ali-
gemeinen Charakter des Michtigkeitsbegriffs, der daher in allen Ge-
bieten der Mathematik, und zwar in gleicher Weise auf Unstetiges
und Stetiges, Anwendung finden kénne. Er iibertrégt in dieser Arbeit
ferner die vorher fiir lineare Mengen entwickelten Begriffe auf die
n-dimensionalen, so insbesondere die Begriffe des Grenzpunktes, der
Ableitung und der Dichtigkeit. Zum Beweise des Satzes, daB im
n-dimensionalen Raum eine unendliche Menge von #-dimensionalen
stetigen, voneinander getrennten und hochstens an den Begrenzungen
zusammenstoBenden Teilgebieten stets abzdhlbar ist, ordnet C. jedem
Teilgebiet (nach Transformation des #-dimensionalen Raumes in die
n-dimensionale Einheitskugel) einen bestimmten Rauminhalt zu.2)
Er spezialisiert den Satz auf die Fille » = 1 und » = 2, fiir welch
letzteren er dem Satz Bedeutung fiir die komplexe Funktionentheorie
zuschreibt; eine darauf folgende Bemerkung klingt wie eine Vor-
ahnung der Tatsache, daB die zu einer festen Stelle gehérigen Funk-
tionselemente einer analytischen Funktion eine hochstens abzidhlbare
Menge bilden. — Zu Ende von [16III) erortert C. eine merkwiirdige

1) Vgl. auch (neben den ,,inkonsistenten Systemen*’, siehe S. 261) C.s Besprechung
von Freges,,Grundlagen der Arithmetik'’ in der Deutschen Literaturzeitung 6 (1885),
Sp. 728—29, wo C. die Heranziehung der Begriffsumfange als im allgemeinen unbe-
stimmter Mengen riigt. In dieser Besprechung ist noch erwihnenswert der Nachdruck,
mit dem C. (im Einklang mit Frege) die Fernhaltung riumlicher, zeitlicher und
psychologischer Momente von der Begriindung der Arithmetik fordert; mit seinen
terminologischen Bemerkungen dagegen wird er offenbar Frege nicht gerecht.

2) Da C. auch die Begrenzung zu den Teilgebieten rechnet, ist eine solche Raum-
inhaltsbestimmung nicht immer moéglich. Diese Beweismethode, die eine gewisse
Analogie mit dem einen der Poincaréschen Beweise fiir die Konvergenz der Theta-
reihen der automorphen Funktionen aufweist (Acte Math. 1), ist auch im tbrigen for
den vorliegenden Zweck wenig geeignet.
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Eigenschaft gewisser abzihlbarer Mengen: wird aus dem Raum R,
(w = 2) oder einem stetigen Teilgebiet davon eine iiberall dichte
abzihlbare Menge entfernt, so hingt der entstehende Rest R’ noch
stetig zusammen in dem Sinne, daB je zwei Punkte aus R’ sich durch
eine stetige Kurve aus R’ verbinden lassen. Hieran kniipft C. ge-
wisse Erwidgungen iiber die mogliche Beschaffenheit der realen Welt
(vgl. oben S.226); fordert man fiir den Raum nur die Méglichkeit
der stetigen Bewegung, so wiirde auch der in solchem Sinne un-
stetige Raum R’ noch brauchbar sein. Da also aus der Moglichkeit
einer stetigen Bewegung noch nicht die Stetigkeit des Raumes folgt,
schligt C. zwecks Untersuchung der Art der Stetigkeit des Raumes
vor, eine modifizierte Mechanik in Erwigung zu ziehen.

In [16IV] beweist C., nach Einfilhrung des Begriffs der isolierten
(n-dimensionalen) Punktmenge und nach Angabe einiger Tatsachen
iber sie, mehrere Sitze iiber die Abzihlbarkeit von Punktmengen; so
namentlich die Sitze, wonach jede Menge erster Gattung wie auch
jede Menge P zweiter Gattung, fiir welche P® abzihlbar ist, ihrerseits
abzihlbar ist. Die letztere Behauptung erweitert C. dahin, daB statt
P auch ein P@ auftreten darf, wo « eine beliebige Zahl der zweiten
Zahlklasse bedeutet; fiir den Beweis wird die transfinite Induktion
herangezogen. Unter Bezugnahme auf Arbeiten von'du Bois-Rey-
mond und Harnack iiber Integralrechnung, insbesondere iiber solche
Punktmengen, die sich in endlich viele Intervalle von beliebig kleiner
Summe einschlieBen lassen (also vom Cantorschen oder Peano-
Jordanschen Inhalt o), beweist C. dann folgenden, in engerem Um-
fang schon von den genannten Autoren abgeleiteten Satz: Ist fiir eine
beschrinkte lineare Punktmenge P die Ableitung abzédhlbar, so 148t
sich P in endlich viele Intervalle mit beliebig kleiner Summe ein-
schlieBen.

Die nichste Fortsetzung [16V], die sicherlich die interessanteste
und vielseitigste aller Arbeiten C.s darstellt, doch durch ihren Mangel
an Disposition im einzelnen auch den Aufruhr in C.s Innern erkennen
1aBt1), beginnt (s. o. S.201) mit dem Bekenntnis, daB ohne eine
Erweiterung der Zahlenreihe in das Transfinite eine gedeihliche Fort-
fiihrung seiner Untersuchungen nicht moglich sei; eine solche Erweite-
rung werde sich aber, so ansto8ig sie der mathematischen Welt auch
zunichst erscheinen moge, zweifellos schlieBlich durchsetzen. Er betont

1) Besonders aus dieser Arbeit ist gar manche charakteristische Einzelheit schon
in Teil I hervorgehoben worden. Wenn C. sie schon vor ihrem Erscheinen in den
Math. Ann. als separate Schrift [21] zn publizieren sich entschloB, so erhellt daraus, wie
klar er ihre Bedeutung eingeschatzt hat.
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den Unterschied zwischen dem uneigentlich (potentiell) und dem
eigentlich (aktual) Unendlichen; als Beispiel des letzteren nennt er —
in einer wohl anfechtbaren Auffassung — den unendlich fernen Punkt
der Funktionentheorie, dem die neu einzufiihrenden unendlichen Zah-
len hinsichtlich der Bestimmtheit ihres Unendlichkeitscharakters an
die Seite gestellt werden; indes treten sie in unendlicher Mannigfaltig-
keit auf, voneinander wohl unterschieden und zueinander in gesetz-
méiBigen Beziehungen stehend. C. unterstreicht hier besonders, daB
diese Beziehungen nicht etwa von solcher Art sind, daB sie sich auf
Beziehungen zwischen endlichen Zahlen zuriickfiilhren lieBen; dies
steht in einem nur schwer hebbaren Gegensatz zu Hilberts neuerer
Auffassung (vgl. bes. Math. Ann. 95, S. 1651ff. und 190). C. kiindigt
dann die beiden (in § 11 niher erorterten) Erzeugungsprinzipien an,
die zur Definition der neuen Zahlen dienen, sowie das ihnen gegen-
iiberstehende Hemmungs- oder Beschrinkungsprinzip. Wihrend das
erste Erzeugungsprinzip dem Fortschritt von & zu & -+ 1 entspricht,
bedeutet das zweite nicht nur den Ubergang von & +» zu ¢ + o,
sondern es erzeugt allgemeiner zu jeder Menge von schon definierten
Ordnungszahlen eine neue nichstgroBere Ordnungszahl. Uber das
Hemmungsprinzip driickt sich C. verhiltnismdBig am klarsten auf
S. 589 aus (es bestehe ,,in der Forderung, nur dann mit Hilfe eines
der beiden anderen Prinzipe die Schépfung einer neuen ganzen Zahl
vorzunehmen, wenn die Gesamtheit aller voraufgegangenen Zahlen
die Machtigkeit einer ihrem ganzen Umfange nach bereits vorhandenen
definierten Zahlenklasse hat‘).

In § 2 folgt die Unterscheidung zwischen Michtigkeit (Kardinalzahl)
und Anzahl?) (im Sinne von Ordnungszahl verstanden), die bei unend-
lichen Mengen einander nicht mehr entsprechen. Eine Anzahl wird nur
den wohlgeordneten Mengen beigelegt, die zwar unabhingig definiert
werden, ihre Einfithrung hier aber doch den primir gewonnenen Ord-
nungszahlen verdanken. An die Definition der Ahnlichkeit wohlgeord-
neter Mengen schlieBen sich Bemerkungen iiber den Zusammenhang
zwischen Michtigkeit und Ordnungszahl sowie der Hinweis auf das
,,grundlegende und folgenreiche, durch seine Allgemeingiiltigkeit be-
sonders merkwiirdige Denkgesetz’‘, wonach man jede Menge in die
Form einer wohlgeordneten bringen kénne; er will darauf spéter noch
zuriickkommen. Hier werden zundchst (in § 3) die Rechenopera-
tionen definiert, die grundlegenden Rechengesetze angegeben und an-
schlieBend der Beweis der Kontinuumshypothese mittels der Theorie

1) Vgl auch die a. S. 241 erwihnte Rezension (Frege).
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der Wohlordnung angekiindigt. Die Betrachtungen aus der abstrakten
Mengenlehre unterbricht dann C. durch den Satz, wonach fiir die
Abzidhlbarkeit der Ableitung einer Punktmenge notwendig und hin-
reichend das Verschwinden eines P ist, wo « eine Zahl der zweiten
Zahlklasse bedeutet, und durch die Ankiindigung eines Beweises dieses
Satzes in den Acta Mathematica sowie einer funktionentheoretischen
Anwendung des Satzes durch Mittag-Leffler.

In der Folge geht C. zu allgemeineren, insbesondere philosophischen
Darlegungen iiber. Er beginnt in § 4, wie er es schon vorher in [16III]
(S. 121 FuBnote) getan hatte, mit einer Ablehnung des Aktual-Unend-
lichkleinen?) und bekdmpft dann die finitistische Auffassung Kro-
neckers, der er zwar gewisse methodische Vorziige zuerkennt, die
er aber grundsitzlich sowohl fiir unfruchtbar hinsichtlich des Fort-
schrittes der Wissenschaft wie auch fiir irrig (und iberdies fiir gar
nicht befolgbar) hilt. Er verweist auf Ansichten von Aristoteles,
die in dieselbe Richtung weisen, und bekdmpft sie als petitiones prin-
cipii bzw. als Halbwahrheiten; freilich sei er selbst zu seinen entgegen-
gesetzten Anschauungen auch nur unter einem formlichen Zwang der
Forschung und fast wider Willen gelangt. Weiter setzt er sich in § 5
mit Locke, Descartes sowie namentlich mit Spinoza und Leib-
niz auseinander; dem aristotelisch-scholastischen Satz ,,Infinitum
actu non datur* stellt er den folgenden gegeniiber: ,,Omnia seu finita
seu infinita definita sunt et excepto Deo ab intellectu determinari
possunt’ und beschéftigt sich namentlich auch mit dem Argument
der Endlichkeit des menschlichen Verstandes. Die Hauptschwierig-
keiten in den Systemen von Spinoza und Leibniz hofft C. auf dem
von ihm eingeschlagenen Wege auflésen zu kénnen, insbesondere auch
dadurch, daB vermége seiner Methoden eine mathematisch strenge
organische Naturerklirung der mechanischen zur Seite treten konne,
deren Einseitigkeit und Unzulédnglichkeit von Kant aufgedeckt worden
sei (vgl. o. S.225). Im iibrigen reiht C. spiter (§ 7) den gegen das
Unendliche gerichteten Stellen bei Leibniz auch entgegengesetzte
Ansichten desselben Denkers an sowie namentlich die positive Auf-
fassung Bolzanos, der nur daran gescheitert sei, daB ihm ein hin-
reichend allgemeiner, klarer und bestimmter Méchtigkeits- und An-

1) Vgl auch [281], S. x12ff., ferner [32I], S. 501, [33] und [34] sowie die oben
S. 220, FuBn. 1, erwihnte Rezension. Schon 1878 hatte er in einem Brief an Dedekind
derselben Auffassung scharfen Ausdruck gegeben (gegeniiber der FuBnote auf S. 9 von
Thomaes AbriB einer Theorie der kompl. Funktionen usw., 2. Aufl.); man findet diese
Einwinde (auch gegenitber Paul du Bois-Reymonds infinitiren Pantachien) in
[33] naher ausgeﬁlhrf.
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zahl- (d. h. Ordinalzahl-)begriff gefehlt habe.!) In der dazugehérigen
Note gelangt die Stellungnahme zeitgendssischer philosophischer
Autoren, namentlich Dithrings, gegen das Eigentlich-Unendliche
zur Erorterung.?)

In § 6 hebt C. den wichtigen (auch bei Bolzano noch nicht geniigend
zur Geltung kommenden) Gedanken hervor, daB die Tatsache, wonach
die neueinzufilhrenden unendlichen Zahlen (Ordnungszahlen) nicht
alle Eigenschaften der endlichen Zahl oder sogar gewisse mit der end-
lichen Zahl unvereinbare Eigenschaften besitzen, keinen Grund dar-
stellen kénne, um diese Zahlen abzulehnen; denn jede Erweiterung
eines Grundbereiches (er verweist auf das Beispiel der komplexen
Zahlen als Erweiterung der reellen) bringe den Verlust gewisser
Merkmale mit sich. C. hebt in diesem Zusammenhang die unmittel-
barere Realitit der unendlichen Ordnungszahlen im Vergleich zu
den komplexen Zahlen hervor, die noch ausgesprochener in der
ganz unter C.s EinfluB stehenden 2. Auflage von Fr. Meyers,,Elemen-
tarer Arithmetik und Algebra’* (Halle 1885) zum Ausdruck kommt
(vgl.oben S. 211). Der folgende § 8 enthilt die philosophischen Uber-
zeugungen C.s iiber das Wesen der Mathematik (s. 0. S. 204) und die
Zuriickweisung der Besorgnis, als kénne der Mathematik, deren Wesen
in ihrer Freiheit liege, eben diese Freiheit zu ernstlichem Schaden ge-
reichen. Indieser Richtung ist zu bemerken, daB C. gefiihlsm4Big keines-
wegs die Mathematik als, ein Spiel mit dem alleinigen Kriterium der
Widerspruchsfreiheit ansah (vgl. auch das a. a. O. iiber die transiente
Realitit Bemerkte); ist er doch zu den transfiniten Ordnungszahlen
nichtetwa auf dem ,,freien” Weg von [16 V], sondern gewissermafen
gezwungen durch die Iteration des Ableitungsprozesses (dessen all-
gemeine Symbolisierung bezweckend) gelangt. Auch seine iibertrieben
scharfe Ablehnung des Unendlichkleinen ist zweifellos aus dem Gefiihl
des transienten — von den ,,gegebenen‘’ Mengen?) sich herleitenden —

1) Ob auch hier, wie z. B. hinsichtlich des Beispiels einer stetigen nirgends differen-
tiierbaren Funktion, im Nachla8 Bolzanos etwa noch ungehobene Schitze ruhen
und ob namentlich der Herausgeber der (erst nach dem Tod Bolzanos verdffentlichten)
,,Paradoxien des Unendlichen‘ sich wirklich wesentliche, vermeintlich bessernde
Ubergriffe gegeniiber dem Original erlaubt hat, wird die Fortfithrung der von Jasek
begonnenen Untersuchung und die in Prag in Vorbereitung befindliche Gesamtausgabe
Bolzanos lehren.

2) Die Stellung Kants zum Transfiniten wird nicht durchweg so beurteilt, wie
C. es tut; man vergleiche etwa Natorps ,,Logische Grundlagen der exakten Wissen-
schaften‘* (Leipzig 1910), S. 167 ff.

3) Vgl z. B. die unten (S. 255) angefithrte Stelle aus [281].
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Vorzugs zu erkldren, der den transfiniten Zahlen im Vergleich zu all-
gemeinen nichtarchimedischen GroBensystemen zukommt.

Auf die schon oben erwidhnte vergleichende Betrachtung der arith-
metischen Theorien der Irrationalzahlen folgt in § 10 eine Erorterung
des Begriffs des Kontinuums (s. o. S. 205). Nach einer Skizze der An-
schauungen griechischer und scholastischer Denker iiber diesen Begriff
erklirt C., ohne Eingehen auf die metaphysische Seite nur logisch-
niichtern die mathematische Analyse geben zu wollen. Er will weder
(wie Kant) den Zeitbegriff!) noch die ,,Anschauungsform des Rau-
mes'‘ zur Erfassung des Kontinuums herangezogen wissen, da man
vielmehr umgekehrt zur begrifflichen Erfassung von Raum- und
Zeitanschauung einer mathematisch exakten Definition des Kon-
tinuums bediirfe. Um diese Aufgabe, deren Behandlung durch Bol-
zano er spiter gleichfalls kritisiert, zu lgsen, geht C., gestiitzt auf
den arithmetischen Begriff der reellen Zahl, vom arithmetischen Raum
Gp(%y, %3, ..., %,) aUs (—oo < x, < + oo), wobei er sich in An-
betracht dessen, daB diese Rdume fiir alle Werte von # gleichmichtig
sind, auf » = 1 beschrinken will; der hier abermals erwdahnten Kon-
tinuumshypothese fiigt C. die Bemerkung bei, daB auch die Menge
aller stetigen Funktionen und &hnliche Mengen (vermeintlich auch
die der integrierbaren Funktionen) die Machtigkeit des Kontinuums
besitzen; auch glaubt er in Verallgemeinerung der Kontinuumshypo-
these ebenso fiir die weiteren Potenzmengenbildungen (Menge aller
Funktionen) an ein Schritthalten mit der Zahlklassenbildung. Ein
innerhalb G, gelegenes Kontinuum definiert er nun als eine petfekte
und zusammenhingende Menge, wobei eine Punktmenge T zusam-
menhingend genannt wird, wenn es zu je zwei Punkten ¢ und ¢ von T
bei beliebigem ¢ > o eine endliche Anzahl von Punkten ¢, ¢,,...,¢

gibt, so daB die Entfernungen #t,, t,,, . . .,2,¢ simtlich < ¢ sind.?)
Bei Gelegenheit der Definition der perfekten Mengen gibt C. neben-
bei eine additive Zerlegung gewisser Punktmengen an, die un-
zutreffend ist (vgl. u. S. 248), sowie das bekannte Beispiel einer
perfekten, nirgends iiberall dichten Punktmenge, das (in anderer
Form) schon 1875 von H. J. St. Smith?) veroffentlicht worden war,

1) Vgl. auch C.s Polemik gegen die verbreitete Auffassung, daB der GroBenbegriff
die Zeit voraussetze, in der auf S. 220 erwihnten Rezension.

2) Diese Definition, die gegentiber topologischen Abbildungen nicht invariant ist,
erscheint fiir allgemeine Mengen nicht zweckmaBig; sie ist inzwischen zugunsten der
Hausdorffschen in den Hintergrund getreten.

3) Proc. London Math. Soc. (1) 6, S. 147f. In den Jahren 1881/82 wurden auch
von anderer Seite verschiedentlich solche Beispiele gegeben.
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aber offenbar C. nicht bekannt geworden ist. In der interessanten zu-
gehorigen Note 12 hebt C. schlieBlich die Unabhéingigkeit seiner Defi-
nition des Kontinuums von der Dimension hervor, fithrt den Begriff
,»Semikontinuum‘ ein und macht sich anheischig, durch die von ihm
eingefiihrten Begriffe ,,die simtlichen Gebilde der algebraischen so-
wohl wie der transzendenten Geometrie nach allen ihren Moglichkeiten
zu erforschen, wobei die Allgemeinheit und Schirfe der Resultate von
keiner anderen Methode iibertroffen werden diirften‘‘.

Die letzten Paragraphen geben auf Grund der Erzeugungs- (und
Hemmungs-)prinzipien einen Abri3 der Theorie der Zahlen der zweiten
Zahlklasse einschlieBlich des Nachweises, daB die Gesamtheit dieser
Zahlen die nichsthéhere Michtigkeit besitzt (Benutzung der ersten
Zahl der dritten Zahlklasse!), sowie ein ndheres Studium der Rechen-
operationen mit jenen Zahlen, wobei auch die ,,Primzahlen“ unter
ihnen charakterisiert und klassifiziert werden. Von Einzelheiten ist
namentlich bemerkenswert, daB C. (S. 582 u.) den Aquivalenzsatz fiir
Mengen von der Michtigkeit der zweiten Zahlklasse beweist mit dem
Hinzufiigen, daB dieser Satz allgemeine Giiltigkeit besitzel), worauf
er im Zusammenhang mit dem eigentiimlichen Interesse des Satzes
noch zuriickzukommen verspricht; bekanntlich fehlt sogar in der Ge-
samtdarstellung [32] noch der Beweis, der erst kurzdarauf von F. Bern-
stein erbracht wird.

Die an mathematischem Gehalt besondersreiche Abhandlung [16 VI],
die fiir einige Behauptungen der vorangehenden Arbeit die Beweise
nachtrigt, beginnt mit einer allgemeinen Fassung der Intervallschach-
telungsmethode, die in bezug auf die distributive Eigenschaft im
wesentlichen mit der iibereinstimmt, welche bei Zermelo (J. f. Math.
158 [1927], S. 155) als Satz von Peano auftritt; die Formulierung
von Peano ist nur etwas allgemeiner und zweckmaéBiger.?) Interesse
verdient hier der Begriff der gesefzmdifigen Wahl der Teilgebiete,
wovon C. bei den sukzessiven Teilungen des Ausgangsgebietes spricht;
je nachdem dies im Sinne einer festen Regel gedeutet wird oder nicht,
konnte man C.s Stellung zum Auswahlprinzip interpretieren. Er be-
merkt, daB die von ihm entwickelte Methode ihrem Kerne nach sehr
alt sei und in neuerer Zeit von Lagrange, Legendre, Dirichlet
und Cauchy sowie in einigen Abhandlungen von Bolzano und
WeierstraB gebraucht werde, also nicht ausschlieBlich auf Bolzano

1) Diese Vermutung findet sich aﬁch in einem Briefe Mittag-Lefflers an C, vom
5. April 1883 ausgesprochen.
2) Vgl. dazu F. Levi im Jowrn. f. Math. 161 (1929/30), S. 101 fi.
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zuriickzufiihren sei; gewisse Einwinde (Kroneckers) gegen diese
Beweismethode vergleicht C. mit den Paralogismen des Zeno. Auf
einige Bemerkungen iiber abzdhlbare Mengen folgen dann unter
Heranziehung der Ordnungszahlen Beweise der Sitze:

A. Eine perfekte Menge ist nicht abzdhlbar. Beweis mit einander aus-
schlieBenden #-dimensionalen Kugeln.

B. Ist P leer, wo « der ersten oder zweiten Zahlklasse angehért, so
sind P und P’ abzihlbar. Beweis mittels der Formel

=3 (P — Pr+v),
r<e

C. Ist P’ abzihlbar, so gibt es ein « von der ersten oder zweiten Zahl-

klasse, so daB P leer ist. Beweis indirekt vermoge
P'= 3 (PW — Pw+1) 4 P,
Y

D. P (der Durchschnitt aller P®) ist perfekt, wenn P’ nicht ab-
zdhlbar ist.

E. Ist P’ nicht abzdhlbar, also nach D. P“? perfekt, so ist R = P'— P2
abzihlbar, und es gilt die Zerlegung P’ = R + P“?, wo R abzihl-
bar ist.

F. Es gibt ein « der ersten oder zweiten Zahlklasse, so daB3 P@) = P9 jst.

G. Ist R die in E. bezeichnete Menge, so gibt es eine Zahl « der ersten
oder zweiten Zahlklasse, so daB der Durchschnitt D (R, R®) leer
ist. Dieser Satz stammt von Bendixson und ist die Korrektur
des vorhin erwdhnten Irrtums in [16V].

Nach Einfithrung der Begriffe ,,abgeschlossen*, ,,in sich dicht«, ,,se-
pariert‘ zeigt C., daB jede abgeschlossene Menge als die Ableitung einer
Menge darstellbar ist ; er weist ferner ausdriicklich auf die Verschieden-
heit der Begriffe ,,in sich dicht‘‘ und ,,iiberall dicht** hin, wobei die Aus-
filhrungen von S. 472f. heute nur mehr bedingt Geltung haben.
(Relativbegriffe!)

Von diesen Resultaten gibt die vorher erschienene Arbeit [22] einen
Teil wieder, nimlich den Beweis der Theoreme A., B. und C., wihrend
[25] eine Verallgemeinerung auf nicht abgeschlossene Mengen (und
im SchluBabschnitt die in Teil I, S. 225, erwihnten Bemerkungen iiber
Atome usw.) enthilt.

Der § 18 der Arbeit [16VI] — deren Paragraphennumerierung an
die von [16 V] anschlieBt — sowie ein kleiner Abschnitt der Arbeit [23]
behandeln die Theorie des I'nhalts, der sogleich fiir eine #-dimensionale
Punktmenge P definiert wird. Beschreibt man um jeden Punkt der
abgeschlossenen Hiillevon P, alsoderMenge P + P’ ,einen-dimensionale
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Kugel mit dem Radius ¢, so wird der Inhalt des dadurch bedeckten
Raumes P der aus endlich vielen Stiicken besteht, durch das In-
tegral F(p) = J dx,dx,...dx, ausgedriickt und der Inhalt von P

als lim F () definiert. C. beweist wesentlich nur den Satz, daB der
e->o

Inhalt einer Punktmenge P mit dem Inhalt der Ableitung P’ iiberein-
stimmt, also auf Grund transfiniter Induktion auch mit dem Inhalt
jeder Punktmenge P, wo y der ersten oder zweiten Zahlklasse an-
gehort; damit ist die allgemeine Inhaltsbestimmung auf die der per-
fekten Mengen zuriickgefiihrt, welche C. spiter ausfiihrlich zu be-
handeln verspricht. Er macht auch auf die Existenz perfekter Mengen
vom Inhalt Null aufmerksam, die dann nirgends dicht sind, wihrend
umgekehrt eine nirgends dichte perfekte Menge sehr wohl einen
positiven Inhalt haben kann. .

Bemerkenswert ist hier erstens, daB C. am SchluB des § 18 die
Definition des Inhalts verallgemeinert, indem er das obige Integral
durch das folgende

Q) =J¢(xl’ Xoyenny xﬂ)dxldxg “ e dx”

ersetzt, wo @(%,, %,, . . ., #,) eine absolut integrierbare Funktion be-
deutet; das entspricht durchaus der spiteren Entwicklung (Ubergang
zu einer beliebigen Belegungsfunktion ¢, allgemeiner noch bei Ver-
wendung der Stieltjesschen Integrale). C. weist dieser Verallgemei-
nerung eine wesentliche Rolle in den physikalischen Anwendungen der
Mengenlehre zu, woriiber er Verodffentlichungen in Aussicht stellt. In
der Tat kommen solche Begriffsbildungen in der statistischen Mecha-
nik (bzw. Quantentheorie) vor.

Zweitens ist eine Bemerkung C.s in [23], S. 390, hervorzuheben,
wonach er seine Theorie des Inhalts fiir Untersuchungen iiber die Di-
mensionen der stetigen Mannigfaltigkeiten benétigt, deren Behandlung

in den Acta Math. er ankiindigt. Eine Dimensionstheorie auf dieser
Grundlage ist neuerdings von Hausdorff (Math. Ann. 79 [1919],
S. 1571f.) entwickelt worden; vgl. auch z. B. Bouligand, Bull. des
Sciences Math. (2) 52 (1928), S. 320—344 und S. 361—376 (potential-
theoretische Anwendungen). So scheint es, daB C. noch iiber ein
groBes Programm verfiigte, das nur infolge seiner Erkrankung und
deren Nachwirkungen sowie des Uberspringens seines Hauptinteresses
zu den Zahlen (an Stelle der Mengen) nicht zur Ausfiihrung kam.

Der Cantorschen Inhaltsdefinition voran gehen Bemerkungen iiber
Hankel und iiber die Literatur, die an einen Irrtum Hankels an-
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kniipft; vgl. auch Rosenthals Enzyklopidieartikel, S. g62ff. Gleich-
zeitig mit C. ist die Arbeit von Stolz (Math. Ann. 23 [1884]) er-
schienen, wo sich eine mit C. iibereinstimmende Inhaltsdefinition (fiir
lineare Mengen) findet.

Was das Verhiltnis C.s zur spiteren Literatur {iber den Inhalt von
Punktmengen betrifft?), so ist zwar durch die Arbeiten von Peano
und Jordan, die den Cantorschen Inhalt nur zu einem &duBeren
Inhalt stempeln und eine MeBbarkeitsbedingung hinzufiigen, in bezug
auf die Additivitdt des Inhalts ein Fortschritt erzielt worden; dabei
wird aber z. B. den allgemeinsten abgeschlossenen Mengen kein Inhalt
zugeordnet, wihrend sie bei C. einen solchen besitzen und diesen (mit
demselben Wert) auch in der Theorie Lebesgues beibehalten. Daher
ist die Auffassung, die Peano-Jordansche Theorie umfasse die
Cantorsche, nicht ganz prizise. Der wesentliche Mangel der Theorie
C.s diirfte vielmehr daran liegen, daB nach C.s Meinung die abge-
schlossenen Mengen fiir die allgemeine Betrachtung ausreichen sollten
(siehe auch die Definition des Zusammenhanges in [16 V]); die Defini-
tionen sind daher auf den Fall der abgeschlossenen Mengen zuge-
schnitten (vgl. den Ubergang zur abgeschlossenen Hiille). Ohne dieses
,,Vorurteil“ wire C. wohl mindestens zum 4duBleren Lebesgueschen
MaBe gelangt. Jedenfalls stimmen seine Definitionen im Falle der
abgeschlossenen Mengen mit den heutigen iiberein. — Auch seine An-
sitze zum Kontinuumproblem sind wesentlich durch jene Uber-
schiatzung der abgeschlossenen Mengen bedingt; als Bernsteins
Dissertation die Bedeutung dieser Mengen-entscheidend reduzierte,
war C. sehr iiberrascht und brach gewisse Machtigkeitsuntersuchungen,
die ihn damals beschiftigten, alsbald ab.

Der § 19 von [16 VI] sowie der Anfang von [23] sind der Bestim-
mung der Michtigkeit der perfekten Mengen gewidmet.?) Zu diesem
Zweck konstruiert C., ohne den Aquivalenzsatz heranzuziehen, direkt
die Abbildung der perfekten Menge auf das Kontinuums3); das dabei
verwendete Konstruktionsverfahren bei den linearen nirgends dichten
Mengen hat eine besondere Bedeutung fiir die Theorie der reellen
Funktionen einer Veridnderlichen (vgl. z. B. Denjoy, Journal de

. Math. (7) 1 [1915]). Eine wichtige Anwendung macht C. selbst in [23],
indem er eine stetige monotone Funktion konstruiert, deren Ableitung

1) Bemerkungen von PleBner.

2) Unabh#ingig von C. hatte auch Bendixson dieses Problem gelost; vgl. die Note
zu Beginn von [23].

3) Eine hierbei in [16VI] verbliebene Liicke fullt C., auf anderem Weg als in (23],
auch in einem Briefe an Mittag-Leffler aus; siehe [III], S. 22f.
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auBerhalb der perfekten nirgends dichten Menge P iiberall verschwin-
det. Besonders interessant ist der Fall, daB P den Cantorschen
Inhalt o oder — was dasselbe bedeutet — das Lebesguesche MaB3 o
besitzt; man erhilt dann die heute ,,singuldr’* genannten Funktionen,
die fast iiberall die Derivierte Null haben. Die Existenz solcher Funk-
tionen steht, wie Scheeffer bemerkt hat, im Widerspruch mit einem
(irrigen) Satze von Harnack: Hier liegt auch der Ursprung der im
nichsten Band der Acfa folgenden bedeutenden Publikationen von
Scheeffer iiber den Zusammenhang zwischen einer Funktion und
ihren Derivierten.

Am Schlusse von [16 VI] kommt C. abermals auf das Kontinuum-
problem zuriick mit der Behauptung, daB aus dem Satz iiber die
Michtigkeit der perfekten Mengen im Verein mit den friiheren Sitzen
die Michtigkeit des Kontinuums als die zweite transfinite zu bestim-
men sei; wie wir aus dem Brief an Mittag-Leffler vom 26. August
1884 wissen (vgl. [III], S. 16), dachte sich C. als Ausgangspunkt des
Beweises eine abgeschlossene Menge von der Michtigkeit 8, — deren
Konstruktion ihm begreiflicherweise nicht gelang.

Eine Anwendung elementarster mengentheoretischer Erkenntnisse
auf ein Problem der Analysis gibt C. auf Anregung von WeierstraB
in der Abhandlung [20], die sich zeitlich in die Aufsatzfolge [16] ein-
schiebt. Er beschiftigt sich hier mit dem zuerst von Hankel behan-
delten Problem, aus einer Funktion ¢ (%), die an einer gewissen Stelle
irgendeine Singularitit aufweist, Funktionen herzustellen, die Singula-
rititen derselben Art in einer unendlichen, insbesondere auch iiberall
dichten Menge besitzen. C. weist darauf hin, wie er es auch schon
vorher in einer Rezension der Hankelschen Arbeit getan hatte?), daB

Hankels Methode der Bildung der Reihen f(x) = 2 @, (sin nwx)

drei Mingel besitze: erstens weisen an einer rationalen Stelle ¥ un-
endlich viele Glieder der Reihe die fragliche Singularitit auf, so daB
die Moglichkeit einer Kompensation vorhanden ist (iibrigens auch
wirklich vorkommt); zweitens wird durch Einfithrung des Sinus der
Verlauf der Funktion in einer Weise beeinfluBt und kompliziert, die
mit der Problemstellung nichts zu tun hat; drittens ist die Methode
beschrinkt auf Punkte, die zueinander in rationalem Verhiltnis stehen.
Demgegeniiber benutzt C. auf Anregung von WeierstraB die Reihen

2-a,,<p(x —&,), wo {51» &, ... } eine beliebige abzihlbare, namentlich

1) Ohne Angabe des Rezensenten erschienen im Lilerar. Zentralblatt tir Deutsch-
land, Jahrgang 1871, Sp. 150f. Vgl. (zu Hankels Abhandlung und namentlich) zu C.s
kritischen Bemerkungen Jourdain im Archiv d. Math. u. Phys. (3) 10 (1906), S. 2791.
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auch dichte Menge sein kann, und hat damit ein Verfahren, das die
genannten Nachteile nicht aufweist. Er gibt dazu zwei ihm von
WeierstraB mitgeteilte Beispiele. Eine allgemeine Untersuchung
iiber die Methode findet sich in der deutschen Ausgabe (1892) von
Dinis ,,Grundlagen fiir eine Theorie der Funktionen einer verinder-
lichen reellen GrofSe‘.

Auf C.s Krisenjahr 1884 folgen zunichst (auBer [25]) die Arbeiten
[26]—{28], die sich vornehmlich an einen philosophischen Leserkreis
wenden. In der ersteren gibt C. einen Auszug aus einem eingehenden
Schreiben an Enestrém vom 4. November 1885.1) Er erwidert
darin auf einen von E. ihm gemachten Hinweis auf eine Schrift
des Abbé Moigno, die das aktuale Unendliche aus Griinden der
Glaubenslehre bekdmpft, ZduBert sich iiber #dhnliche Tendenzen
anderer Autoren (besonders Cauchys), die er, sich dabei auch auf
Pascal berufend, als zirkelhaft zuriickweist, und unterscheidet als
Formen des aktualen Unendlichen —neben dem Absolut-Géttlichen —
das ,,in concreto seu in natura naturata‘’ vorkommende Transfinitum
von den in der menschlichen Erkenntnis auffaBbaren transfiniten
Zahlen und Ordnungstypen. Je nachdem jede dieser beiden Formen
anerkannt oder abgelehnt wird, ergeben sich vier Moglichkeiten der
Stellung zum Transfiniten (bei Hinzunahme des Absoluten sogar acht),
die C. simtlich vertreten findet und unter denen er selbst den zweifach
bzw. dreifach bejahenden Standpunkt einnimmt (vgl. [281], S. 82).
Die Stellungnahme zur ersten Form (in concreto) ist fiir C. wichtig
wegen seiner Anschauungen iiber die Konstitution der Materie (vgl.
oben S.225). Er wendet sich weiter gegen die hiufig vorgekommenen
Verwechselungen des aktualen Unendlichen nicht blo8 mit dem poten-
tiellen Unendlichen, sondern auch mit dem Absoluten (und darum
Unvermehrbaren) und richtet in dieser Beziehung heftige Vorwiirfe
gegen die Antinomienlehre Kants. Den SchluB des Aufsatzes bilden
Erwiderungen auf Einwinde, die von der Herbartschen Schule und
von W. Wundt gegen seine Theorie des Transfiniten erhoben worden
waren (vgl. auch [281], S. ¢81.).

Die umfangreiche Abhandlung [28], die urspriinglich noch wesent-
lich weiter fortgesetzt werden sollte?), 148t sich in drei recht ver-
schiedene Abschnitte gliedern. Der erste (Bd. 91, S. 81—9go und 252f.)

1) Vgl. auch die kurze (schwedische) Erwiderung Enestréms in Ofversigt af Kongl.
Vet.-Ak. Férhandl. 42 (Stockholm 1885/86), No. 10, S. 69f.

2) Vgl. die FuBnote Bd. g1, S. 117, ferner Bd. 92, S. 240, sowie den Untertitel
. Erste Abteilung‘‘ der Separatausgabe von [26] und [28].
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gibt eine mit polemischen Bemerkungen verbundene Einleitung zum
Inhalt der folgenden Abschnitte. C. fiihrt hier (in Verfolg einer von
ihm seit etwa vier Jahren vertretenen und in seinen Vorlesungen viel-
fach ausgebildeten Auffassung) die Ordnungstypen (-zahlen) bzw. die
Michtigkeiten als Ergebnisse einfacher bzw. doppelter Abstraktions-
akte an Mengen ein, wobei er auf den Organismuscharakter der Ver-
einigung von lauter Einsen zu einem Typus besonderes Gewicht legt
(im Gegensatz zur Trennung der Elemente in einer Menge wie auch an-
dererseits zu der zeichenhaften Art der ,,Ordinalzahlwoérter’); auch
schon bei Euklid sei die Zahl ,,ihrem wahren Ursprung gemiB‘ auf
die Menge bezogen und nicht etwa als bloBes Zeichen der Zdhlung ein-
gefiihrt, bei Nicomachus u. a. sogar schon das Moment des Orga-
nisch-Einheitlichen angedeutet, wie auch besonders an einer Stelle
bei Leibniz. Er kritisiert demgemiB die Einfiihrung des Zahlbegriffs
durch Helmholtz und Kronecker?), nach denen die Zahlen Zeichen
fiir die beim ZahlprozeB gezihlten Dinge (in C.s Terminologie Ordinal-
zahlwoérter oder notae ordinales) darstellen; diesen Autoren stellt er
die antiken Skeptiker sowie den Aufklirungsphilosophen Louis Ber-
trand zur Seite.2) Den Schlu8 dieser Erérterung, in der er sich wieder-
um gegen die Heranziehung des Zeitbegriffs zur Begriindung der Zahl
(Kant, Hamilton) wendet, bildet eine Polemik gegen den sogar den
Irrationalzahlen gegeniiber geiibten Finitismus Kroneckers, von
dessen Aufsatz er auch den Beweis der Invarianz der Ordnungszahl
einer endlichen Menge als zirkelhaft angreift.

Ein zweiter Teil des Aufsatzes (Bd. 91, S. 9g1—I17 und 253—265)
gibt sieben Briefe3) C.s an verschiedene Gelehrte wieder, in der Haupt-
sache unverindert, aber mit einleitenden Bemerkungen und angefiigten
Zusitzen. Der erste, an Kurd LaBwitz gerichtete Brief, dessen
Inhalt C. im wesentlichen schon 1883 in der mathematischen Sektion
der Naturforscherversammlung in Freiburg vorgetragen hatte, re-
kapituliert zunichst die mengentheoretischen Grundbegriffe, woraus
der gegen [16] verinderte Gebrauch hinsichtlich Multiplikand und
Multiplikator in Produkten von Ordnungszahlen erwihnt sei; unter
verschiedenen polemischen Bemerkungen betont er weiterhin den
bestimmten, vollendeten, also nicht verdnderlichen oder potentiellen

1) Philosophische Aufsatze. Eduard Zeller zu seinem 50jihrigen Doktorjubilium
gewidmet. Leipzig 1887.

2) Im selben Jahr, da C. so gegen eine psychologistische Auffassung des Zahlbegriffs
kampft, habilitiert sich in Halle Husserl mit einer Schrift: ,,Uber den Begriff der Zahl ‘1

3) Aus wiederholten Irrttimern der Numerierung in der Einleitung scheint hervor-
zugehen, daB urspriinglich unter den ersten Briefen ein weiterer eingeschoben war.
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Charakter der transfiniten Zahlen, die in gewissem Sinne neue Ir-
rationalititen seien und mit den gewthnlichen Irrationalzahlen stiin-
den oder fielen. Der zweite Brief, an Gutberlet (s. o. S. 2271.) ge-
richtet, greift dessen Beweisfiihrung an, wonach das aktuale Unend-
liche zwar als Mogliches, nicht aber als ,,existens seu in concreto’‘ zu
bejahen sei; wie entschieden sich C. fiir letzteres, sogar in Form der
Annahme unendlich vieler geschaffener Einzelwesen (hierin mit Leib-
niz einig!), einsetzt und selbst theologische Beweise dafiir heranzieht,
zeigen die folgenden Briefe, von denen sich der dritte und vierte ,,an
einen groBen Theologen* (den Kardinal Franzelin) wenden und eine
ausfiihrliche freundliche Antwort von dessen Seite finden. In einem
weiteren Brief an den Mediziner Prof. Eulenburg-Berlin ist (auBer
dem zugehorigen Exkurs iiber Augustins und Origines’ Auffas-
sungen und weiteren Angaben [neu]scholastischer Literatur) nur be-
merkenswert die Herausarbeitung des Unterschieds, der zwischen den

Limeszeichen etwa in lim ”—_”:3 = I und lim # = w besteht; der Brief

schlieBt mit einem Hinweis auf dieTransfiniten Fontenelles und die
mit Recht daran geiibte Kritik (vgl. auch [33], S. 108). Der sechste,
. an Goldscheider und WeierstralB3 gerichtete Brief will die kurze
Bemerkung in [16 V] iiber das Unendlichkleine zu einem Beweise fiir
die Unmoglichkeit aktual-unendlichkleiner , linearer ZahlgroBen‘* aus-
gestalten, und zwar unter Verwendung der transfiniten Ordnungs-
zahlen als Beweishilfsmittel; doch ist der (nicht ausgefiihrte) Beweis
schwerlich schliissig. Aus dem letzten Brief (an Vivanti) ist von In-
teresse C.s Hinweis, es miisse neben der transfiniten Mengenlehre, die
namentlich die Gebiete der Variabilitit verinderlicher GréBen zu
untersuchen habe, ebensowohl eine transfinite Zahlenlehre ausgebildet
werden, wie in [16 V] begonnen.

Bei dieser Gelegenheit sei eine andere briefliche AuBerung C.s an
Vivantiaus der nimlichen Zeit erwihnt, worin er V. auf die Tatsache
hinweist (und zu deren Beweis anregt), daB eine mehrdeutige analytische
Funktion an einer gegebenen Stelle hochstens abzdhlbar unendlich
vieler verschiedener Werte fihig ist; Beweise dafiir haben gleichzeitig
(x888) Poincaré, Vivanti, Volterra gegeben (Palermo Rendiconts
2, S. 1g971f. und 150f.; A#ti Linces (4) 4 II, S. 3551f.).

Der dritte Abschnitt (Bd. 91, S. 117—125 und 265—270; Bd. 92,
S. 240—265) will die Grundlagen einer Theorie der Ordnungstypen
liefern, um darauf dann — wie freilich hier nicht mehr durchgefiihrt —
die Theorie der Ordnungszahlen und deren Anwendung auf die Kardi-
nalzahlenlehre zu griinden; dieser Teil ist bereits um 1884 verfaBt und
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sollte, wie C. bemerkt, damals ,,in ein andres Journal’“ (ndmlich die
Acta Math.) aufgenommen werden (vgl.obenS. 213, FuBnote1). InBd. 91
wird einleitend ein kurzer Uberblick iiber die Theorie der Michtig-
keiten gegeben (vgl. auch [321]); C. filhrt hier die Michtigkeit nicht
"mehr wie in [16] auf die Aquivalenz zuriick (,,Definition durch Ab-
straktion’ in der Terminologie Weyls), sondern leitet sie schlechthin
aus der Menge ab, als den Allgemeinbegriff (universale, unum versus
alia im Sinne der thomistischen Philosophie), der aus ihr durch die
zweifache Abstraktion von der Beschaffenheit der Elemente und von
der Ordnung ihres Gegebenseins hervorgeht. Diese Entwicklung mag
der Mathematiker eher als einen Riickschritt zu werten geneigt sein.
DaB idquivalenten Mengen die ndmliche Michtigkeit zukommt, wird
bei der nunmehrigen Auffassung zu einem beweisbaren Satz. Die
Vergleichbarkeit behauptet C. wiederum ohne Beweis. Mit einer Be-
kdmpfung des zur Regel gewordenen Brauches, den Satz totum parte
maius von den , Entititen‘ (Mengen) auf deren Zahlen zu iibertragen,
und einer kurzen Theorie der endlichen Mengen und ihrer Kardinal-
zahlen schlieBt diese Einleitung; dabei wird die endliche Menge in-
duktiv bzw. rekursiv definiert, die einzelnen Kardinalzahlen aber aus
den Mengen, also unabhingig voneinander, gewonnen, wihrend mittels
vollstindiger Induktion bewiesen wird, daB eine endliche Menge keinem
Teil dquivalent sein kann. Als charakteristisch fiir den konkreten
Mengenbegriff, der C. auch noch in dieser letzten Schaffensperiode
vorschwebt, sei die folgende Stelle (S. 123) angefiihrt: ,,Steht uns
nicht erstere [die Menge] als Objekt gegenilber, wogegen letztere [die
zugehorige Kardinalzahl] ein abstraktes Bild davon in unserm Geiste
ist?*

In [2811] fiihrt C. den Begriff der n-fach geordneten Menge (» end-
lich) ein und griindet darauf mittels Abstraktion von der Natur der
Elemente den Begriff des n-fachen Ordnungstypus (Idealzahl, do.d-
udc vonrde oder eldnrindc), so daB nach Definition der Ahnlichkeit
n-fach geordneter Mengen wiederum die Gleichheit der Typen dhn-
licher Mengen zum Lehrsatz wird; neben den ,,reinen’ werden hier
auch ,,gemischte’ Ordnungstypen betrachtet, in denen an Stelle von
Einsen andere Kardinalzahlen auftreten konnen. Es folgen die Defi-
nitionen der Addition und Multiplikation zweier n-facher Ordnungs-
typen und die Betrachtung der Typen, die aus einem einfachen Typus
durch Vertauschung der Rangbeziehungen zweier bestimmter ,,Rich-
tungen‘* oder durch Inversion fiir eine bestimmte Richtung hervor-
gehen. Den Hauptteil dieser Betrachtungen bildet eine —zum Schiu
kurz auf die #-fachen Typen iibertragene — eingehende Durchmuste-

8"
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rung der zweifachen Ordnungstypen von endlicher Kardinalzahl m,
zu deren Kennzeichnung rechteckige Matrizen von nicht-negativen
ganzen Zahlen als ,,Charakteristiken’’ der Typen eingefiihrt werden;
im AnschluB an eine Veranschaulichung durch Tafeln fiirm =1, 2, 3,
welche auch die Addition und Multiplikation derartiger Typen deutlich
machen, gelingt die recht komplizierte Bestimmung der Anzahlen
& (m) bzw. ¥ (m) der reinen bzw. reinen und gemischten zweifachen
Typen, die mit m rasch anwachsen (fiir m = 6 schon 24976 bzw.
37277 betragen). An diese Untersuchungen kniipfen einige Arbeiten
der nidchstfolgenden Zeit an; namentlich die durch eine Vorlesung
C.s aus dem Jahre 1887 angeregte Hallenser Inauguraldissertation des
nachmaligen Philosophen Hermann Schwarz ,Ein Beitrag zur
Theorie der Ordnungstypen‘‘ (1888), die die beziiglichen Uberlegungen
C.s vereinfacht und verallgemeinernd fortfiihrt sowie einschligige
Betrachtungen Wienerswiedergibt, ferner eine einheitliche Darstellung
der Theorie der endlichen Ordnungstypen durch Vivanti (Annali
di Math. (2) 17 [1889], S. 1—35).

Den SchluB der Abhandlungen C.s zur Mengenlehre machen wieder
zwei rein mathematische Arbeiten.

In dem Vortrag [30] zeigt C. in wesentlicher Vereinfachung des in
[x3] enthaltenen Beweises die Nichtabzihlbarkeit der Menge aller
(formal verschiedenen) Dualbriiche mittels des Diagonalverfahrens
und hebt hervor, daB sich mittels Verallgemeinerung dieses Ver-
fahrens zu jeder Menge eine andere mit groBerer Méachtigkeit bilden
1aBt. So tritt dem schon in [16V] mittels der Zahlklassen gefiihrten
Beweise dafiir, daB es unendlich viele Michtigkeiten gibt, hier eine
weit einfachere Ableitung zur Seite, die iiberdies den Umweg iiber
die Ordnungszahlen vermeidet. In dem als Beispiel fiir den allge-
meinen Satz herangezogenen Nachweis, daB die Menge aller eindeutigen
Funktionen einer reellen Variabeln eine gré8ere Michtigkeit hat als
das Kontinuum, benutzt C. die Vergleichbarkeit der Michtigkeiten,
obgleich sie (direkt oder auf Grund des — damals allerdings noch
nicht bewiesenen — Aquivalenzsatzes) leicht vermeidbar ist; anschei-
nend sind ihm damals die mit der Vergleichbarkeit verbundenen
Schwierigkeiten immer noch nicht so bewuBt wie bei seiner nichsten
Publikation.

Die groBe Doppelabhandlung [32] schlieBlich ist die letzte eigene
Arbeit, die C. verdffentlicht hat. Sie stellt .offenbar die fiir ein
mathematisches Publikum bestimmte, von kritischem und philo-
sophischem Beiwerk entlastete Ausfiihrung von [28] dar; dabei kommt
die dort noch fehlende Theorie der wohigeordneten Mengen und der
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Ordnungszahlen zu einer sogar sehr ausfiihrlichen Darstellung, wih-
rend begreiflicherweise die geplante Anwendung auf die Lehre von den
Kardinalzahlen unterbleiben muB, wie ja auch seither trotz Hinzunahme
von Wohlordnungs- und Vergleichbarkeitssatz die Verkniipfung beider
Theorien nur teilweise gelungen ist. Von den ,klassischen‘ Sitzen
der abstrakten Mengenlehre fehlt in [32] nur mehr der Aquivalenzsatz,
der zu eben jener Zeit die ersten Beweise findet (vgl. S. 262).

Vergleicht man [32], die eine der zwei ganz groBen und unsterblichen
Arbeiten C.s, mit der anderen [16], so sieht man einmal den Schwer-
punkt sich merklich von der Betrachtung der Mengen auf die der
Zahlen verlagern, ferner einen Fortschritt in Richtung der Abklirung
und Systematisierung, der diese Abhandlung auch heute noch didak-
tisch sehr brauchbar macht. Bei dieser Entwicklung ist ein — un-
gewollter und wohl auch beiderseits unbewuBter — EinfluB Dede-
kindscher Denkungsart fiihlbar, vielleicht auch ein solcher von
Seiten Husserls, der seit 1887 in Halle lehrte. Doch bleibt auch bei
dieser spiten Arbeit ein merklicher Abstand von den Auffassungen
Dedekinds und Freges (sowie der Schule Russells) unverkenn-
bar, sowohl was den Mengenbegriff anlangt, der als Komprehension
— nicht etwa als Extension einer Aussagefunktion — erscheint?), wie
auchin der Art des sukzessiven Aufsteigens von den endlichen Mengen
aus und in der (sachlich nicht notwendigen) weitgehenden Beschrén-
kung auf die zweite Zahlklasse.

[321] beginnt mit der bekannten, von der fritheren merklich unter-
schiedenen Méngendefinition (,,Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten . . . zu einem Ganzen‘‘; vgl. auch schon
[281], S. 93 und 117), um dann die Méichtigkeit im Sinne von [28] ein-
zufithren; auf die zweckmaBig modifizierte Definition der GroBen-
ordnung von Michtigkeiten folgt nunmehr die ausdriickliche Bemer-
kung, daB die Vergleichbarkeit sich weder von selbst verstehe noch
an dieser Stelle des Aufbaus beweisbar sein diirfte; er kiindigt den
Beweis fiir spiter an, ,,wenn wir einen Uberblick iiber die aufsteigende
Folge der transfiniten Kardinalzahlen und eine Einsicht in ihren Zu-
sammenhang gewonnen haben werden‘’, und stellt den Aquivalenzsatz
als Folgerung aus dem Vergleichbarkeitssatz in Aussicht. Die Summe
zweier Michtigkeiten erscheint in der alten Form, das Produkt nun-
mehr auch auf Grund der Verbindungsmenge, die Potenz auf Grund
der Belegungsmenge; mit dieser letzteren fithrt C. wohl zum erstenmal
den Funktionsbegriff in so allgemeiner Form (Allgemeinheit der un-

1) Vgl. auch die auf S. 241, FuBnote 1, erwihnte Rezension.
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abhingigen Variabeln) in die Mathematik ein, wie dies spiter, nach
gelegentlicher Verwendung von anderer Seite, vor allem durch
E. H. Moores ,,general analysis*‘ geschehen und in der Analysis an-
gewandt worden ist. Nach Anfiihrung der formalen Rechengesetze,
auf die ndher erst Whitehead 1902 (Amer. Journ. of Math. 24)
zuriickgekommen ist, kann C. mit berechtigter Genugtuung darauf hin-
weisen, daB nunmehr mittels 2% = ¢ und einer ganz kurzen ,,rein
algebraischen’’ Rechnung der Inhalt von [14] ableitbar wird. An eine
im Sinn von [28] gehaltene Behandlung der endlichen Kardinalzahlen,
die auch die Existenz einer kleinsten Zahl in jeder Menge von endlichen
Kardinalzahlen dartut, und an die Erklarung der transfiniten Mengen
und Kardinalzahlen als nicht-endlicher schlieBt sich eine Theorie der
abzihlbarenMengenan, wobeisichdannendlichebzw. transfinite Mengen -
auch als nicht-dquivalent bzw. dquivalent mit Teilen charakterisieren
lassen; beim Beweis des Satzes, daB jede transfinite Menge eine
abzihlbar-unendliche Teilmenge enthilt, benutzt C. naturgemaB (still-
schweigend) das Auswahlprinzip. Auffallenderweise sieht er davon ab,
seinen Beweis [30] heranzuziehen oder auch nur zu erwihnen; er
verweist vielmehr hinsichtlich der Folge der Kardinalzahlen einst-
weilen nur auf die (freilich weitergehenden) Resultate von [16V].
Auch bei der Potenzlehre unterbleibt sowohl die naheliegende An-
kniipfung an [30], die C. spiter in einem Brief an Dedekind nachholt,
wie auch die Anwendung auf endliche Mengen; nur so konnte es C.
entgehen, wie zweckmiBig, ja naturnotwendig die Einfiithrung der (in
der Algebra der Logik schon frither verwendeten) Nullmenge ist, die
erst Zermelo in der Mengenlehre zur Geltung gebracht hat.

Die darauf folgende Betrachtung der Ordnungstypen beschrinkt
sich diesmal auf einfache Ordnung. Den schon in [28] eingefiihrten
Grundbegriffen fiigt C. noch den Begriff der zu einer Michtigkeit m
gehorigen Typenklasse T (m) hinzu, deren Michtigkeit er als m iiber-
steigend nachzuweisen verspricht.!) Im Zusammenhang mit der Gleich-
heitsbedingung fiir Ordnungstypen wendet er sich hier sowie auch
in [34] entschieden, doch wohl nicht ganz zutreffend, gegen Veroneses
,,Grundziige der Geometrie'’, deren Irrtiimer er namentlich auf einen
Zirkel in der Definition der Gleichheit von Zahlen zuriickfiihrt. Neu
gegeniiber [28] (und groBtenteils auch gegeniiber [16]) sind die §§ 9—11,
deren erster den Ordnungstypus 7 als durch die Eigenschaften (ab-
zihlbar-unendlich, unbegrenzt, dicht) vollstindig festgelegt nachweist.

1) In Wirklichkeit ist C. bis zu dem Resultat T (X,) ¢ gelangt, das dann Bern-
stein zur Gleichheit verscharfte (fiir beides siche F. Bernsteins Gottinger Disser-
tation 1901, wieder abgedruckt Math. Ann. 61). Bekanntlich gilt allgemein T(x,) = 2"
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Als Vorbereitung fiir die nichste Aufgabe fiihrt er dann die in einer
geordneten transfiniten Menge enthaltenen Fundamentalreihen ,,erster
Ordnung‘‘ ein (d. h. von den Typen w oder *w ; solche htherer Ordnung
stellt er fiir spitere Untersuchungen in Aussicht) und definiert mit
ihrer Hilfe die Begriffe ,,in sich dicht‘, ,,abgeschlossen‘‘ und ,,per-
fekt'’; darauf gestiitzt kann er zu Ende von [321I] hochst einfach das
Linearkontinuum seinem Ordnungstypus nach vollstindig charakteri-
sieren als eine perfekte Menge, in der eine abzéihlbare Teilmenge dicht
gelegen ist. .

Von der Fortsetzung [321II], die den wohlgeordneten Mengen ge-

widmet ist und vieles schon in [16V] Enthaltene in neuem, syste-
" matisiertem Gewande wiedergibt, beschiftigt sich nur der Anfang
(§§ 12—14) mit der allgemeinen Theorie. Die wohlgeordnete Menge
definiert C. auch hier wie in [16 V] als eine Menge mit Anfangselement,
in der zu jeder nicht konfinalen Teilmenge ein nichstfolgendes Element
vorkommt ; daB dies gleichwertig ist mit dem Vorkommen eines ersten
Elementes in jeder Teilmenge, erscheint dann (neben anderen elemen-
taren Theoremen) als Lehrsatz. Die Einfiilhrung und Anordnung der
Abschnitte einer wohlgeordneten Menge leitet zu einer Kette von
Sitzen iiber die Ahnlichkeit zwischen wohlgeordneten Mengen bzw.
ihren Abschnitten iiber, wobei die Unmoglichkeit einer &dhnlichen
Abbildung zwischen einer Menge und einem ihrer Abschnitte auf die fiir
diese Theorie charakteristische indirekte Weise nachgewiesen wird;
von Zermelo ist spiter diese Eigenschaft auf eine allgemeinere zu-
riickgefithrt worden.l) Aus dieser Satzfolge sei hervorgehoben das —
durch Herstellung der Abbildung direkt bewiesene — Theorem, wo-
nach zwei wohlgeordnete Mengen &dhnlich sind, sobald zu jedem Ab-
schnitt der einen ein dhnlicher der anderen existiert und umgekehrt.
So ergibt sich auf dem Wege der Disjunktion in iibersichtlicher Weise
die (seither auch auf verschiedene andere Arten bewiesene) Vergleich-
barkeit der wohlgeordneten Mengen und die der Ordnungszahlen,
welche hier als Ordnungstypen wohlgeordneter Mengen eingefiihrt -
werden. Nach Angabe einiger Gleichungen und Ungleichungen fiir
das Rechnen mit (je zwei) Ordnungszahlen lehrt C. nunmehr auch die
Addition unendlichvieler Ordnungszahlen und die Bildung von lim «,
fiir eine Fundamentalreihe (x,) von Ordnungszahlen; er schlieBt diesen
Teil mit einem vom Standpunkt der allgemeinen Theorie der Wohl-
ordnung gefiihrten Beweise dafiir, daB zu jeder endlichen Kardinalzahl
eine einzige Ordnungszahl gehort.

1) Vgl. die Vorrede zu Hessenbergs Grundbegriffen der Mengenlehre (1906). ‘
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Von § 15 an ist die Arbeit der zweiten Zahlklasse gewidmet, als
deren Anfangszahl w erwiesen wird; auf Grund der beiden (iiber die
zweite Zahlklasse nicht hinausfilhrenden) Operationen des Uber-
gangs von « zu & -+ I bzw. von einer aufsteigenden Fundamentalreihe
zu ihrem Limes ergibt sich die Unterscheidung zweier Erzeugungs-
prinzipien, je nachdem die zu erzeugende Zahl einen unmittelbaren
Vorginger besitzt oder nicht. Nach einem Beweis dafiir, daB die Mach-
tigkeit der zweiten Zahlklasse gleich dem zweiten Alef N, ist, geht C.
des niheren auf die Darstellung der Zahlen der zweiten Zahlklasse
ein: zunichst fiir den Spezialfall der Zahlen endlichen ,,Grades",
dann allgemein wird die eindeutige Darstellbarkeit in der Normalform

& = Whxy+ 0% 4 - o+ W%,

nachgewiesen, wobei o, &, . . ., «, abnehmende Zahlen der zweiten
oder ersten (die endlichen Zahlen umfassenden) Zahlklasse, dagegen
%o, %y, - - » %, von Null verschiedene endliche Zahlen bedeuten und
auch 7 endlich ist. C. lehrt den Ubergang von der Normalform der
Summanden bzw. Faktoren zur Normalform der Summe bzw. des
Produkts und gibt neben anderen Anwendungen eine eindeutige multi-
plikative Zerlegung; zu den Bedingungen fiir « + 8 =8 + « und
«-f=p-« ist E. Jacobsthals Aufsatz in Math. Ann. 64 zu ver-
gleichen, zum ganzen Gegenstand Jacobsthal ebenda 66 und 67.
Ermoéglicht wird die allgemeine Normalform durch die Einfithrung
der Potenz innerhalb der zweiten Zahlklasse; wiahrend Addition und
Multiplikation der Ordnungszahlen auf die entsprechenden Verkniip-
fungen zwischen Mengen gegriindet sind, definiert C. die Potenz
mittels vollstindiger Induktion (wie diese dann von Jacobsthal
zur einheitlichen Einfiihrung simtlicher Rechnungsoperationen heran-
gezogen wird). Den AbschluB bildet die Einfiilhrung und nihere Be-
trachtung der Epsilonzahlen & der zweiten Zahlklasse (w®= £), deren
geordnete Gesamtheit als dhnlich zur Zahlklasse selbst erwiesen wird;
die Verallgemeinerung der e-Zahlen auf andere definierende Funk-
tionen als f(£) = o (,,Hauptzahlen*, , kritische Zahlen*’) stammt von
Hessenberg, Jacobsthal und Hausdorff.

Sind hiermit die Publikationen C.s zu Ende?), so doch nicht seine
Beschiftigung mit der Mengenlehre. Zwar schenkte er den Anwen-
dungen in der reellen Funktionentheorie wenig Aufmerksamkeit, da
er vielmehr ein wesentliches Eingreifen der Mengenlehre in der klassi-
schen Analysis und in der Zahlentheorie erwartete. Dagegen stand
auch fernerhinim Vordergrund seiner Aufmerksamkeit das Kontsnuum-

1) Uber [33] und [34] siehe oben S. 244 FuBnote.
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problem. Uber seine Bemiihungen um dieses liegt neben der aufregenden
Episode vom Jahre1go4 (s.o. S.216) nochunversffentlichtes Materialaus
dem Sommer 1899 im Briefwechsel mit Dedekind vor. Diese letzten
uns erhaltenen Stiicke aus diesem Briefwechsel, die von den voran-
gehenden durch einen fast zwanzigjihrigen Abstand getrennt sind,
beginnen mit der Behauptung C.s, er besitze seit 1897 den Beweis, daB
alle Michtigkeiten Alefs seien. Damit hat es folgende Bewandtnis:

Spitestens 1895, also zwei Jahre vor Burali-Fortis Versffent-
lichungen, war C. selbst auf die sogenannte Burali-Fortische Anti-
nomie von der Menge aller Ordnungszahlen gestoBen (sieche Bernstein
in Math. Ann. 60 [1905], S. 187) und hatte sie u. a. 1896 an Hilbert
mitgeteilt. Er spricht nunmehr (1899) zu Dedekind auch von anderen
widerspruchsvollen Systemen, z. B. der Gesamtheit aller Médchtigkeiten
oder alles Denkbaren, und nennt sie ,,inkonsistente’* (auch ,,absolut
unendliche’’) Systeme?); der Gegenfall, in dem das System als Menge
betrachtet werden darf, liege vor, ,,wenn die Gesamtheit der Elemente
einer Vielheit ohne Widerspruch als ,zusammenseiend gedacht werden
kann‘“.2) Die (hier von C. entwickelte) Antinomie der Menge aller
Ordnungszahlen z. B. zeige gerade, daB es ,,bestimmte Vielheiten gibt,
die nicht zugleich Einheiten sind’‘. Auf diese freilich alles eher als
scharfen Begriffe gestiitzt, entwickelt er weiterhin, daB dquivalente
Vielheiten gleichzeitig entweder Mengen oder inkonsistent sind, und
daB eine Teilvielheit einer Menge wiederum eine Menge ist. Von hier
aus schlieBt er in folgender Art: Ist W das System aller Ordnungs-
zahlen, V eine Vielheit, die kein Alef als Machtigkeit besitzt, so erkenne
man leicht, daB ,,das ganze System W in die Vielheit V hineinprojizier-
barist*, d. h. daB V eine zu W dquivalente Teilvielheit umfassen muB;
hat also V iiberhaupt eine bestimmte Méchtigkeit, so muB diese ein
Alef sein. Wie wenig dieser ,,Beweis’’ ihn selbst befriedigt, zeigt seine
kurz darnach an Dedekind ausgesprochene Bitte, er moge mittels
seiner Kettentheorie einen ,,direkten’’ Beweis der Vergleichbarkeit
geben. Ubrigens ist spiter auch von anderer Seite versucht worden,

1) Auf diesen (in C.s Publikationen nicht vorkommenden) Begriff bezieht sich
auch Hilbert mehrfach (so in diesem Jahresbericht 8 [1900], S. 184; ebenso im Anfang
des Hilbertschen Vortrags auf dem III Intern. Math.-KongreB8). Der Ausdruck
biirgert sich spater auch sonst ein.

2) Den Gebrauch des Wortes ,,Vielheit” in diesem Zusammenhang prizisiert C.
bald darauf dahin, daB er ,,Vielheiten unverbundener Dinge im Auge habe, d. h. solche
Vielheiten, bei denen die Entfernung irgendeines oder mehrerer Elemente von keinem
EinfluB auf das Bestehenbleiben der @ibrigen Elemente ist". Es scheint fast, als schweb-
ten ihm hier solche Verkettungen vor, wie sie spiter von Poincaré und Russell
unter der Bezeichnung ,,nicht-pradikativ‘ kritisiert worden sind.
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durch verwandte Gedankenginge den Wohlordnungssatz abzuleiten.?)
Jedenfalls hat auf C. von 1884 bis zu seinem Ende das Offenbleiben
des Kontinuumproblems nachhaltigst eingewirkt und in ihm sogar
zeitweise Zweifel entstehen lassen, ob die Mengenlehre in ihrer jetzigen
Gestalt als wissenschaftliches Gebdude haltbar sei.

Auch sonst findet sich in diesen sich iiberstiirzenden Briefen aus
einer gesteigerten Tétigkeitsperiode C.s noch einiges Erwidhnenswerte.
So teilt Dedekindam29. August dem Freund einen sehreleganten, auf
seine Kettentheorie gegriindeten Beweis des Aquivalenzsatzes mit, auf
dessen Moglichkeit er schon Pfingsten 1897 Bernstein aufmerksam
gemacht habe.?) C. formuliert ferner an Dedekind die bekannte,
mannigfach vorbildlich gewordene zwiefache Disjunktion hinsichtlich
der moglichen Aquivalenzrelationen zwischen zwei Mengen (vgl. auch
die Mitteilung hieriiber in [VIII], S. 101f.) und erklirt, die Existenz
von Mengen (d. h. konsistenten Vielheiten) mit den Kardinalzahlen
I,2,3,...8,8,...8,,... als Axiome der. elementaren bzw. er-
weiterten Arithmetik; dies offenbar durchaus im Sinne der spiteren
Lehre Russells von den ,,individuals‘.

Einen der groBen Bahnbrecher der Wissenschaft hat die mathe-
matische Welt, und zu unserem Stolz speziell auch unsere Deutsche
Mathematikervereinigung, in Georg Cantor besessen. Die allgemeine
Verbreitung der Erkenntnis, da8 sein Werk der Analysis neue Bahnen
gewiesen und ganz neuartige Problemstellungen eréffnet hat, hat er
noch selbst zum groBen Teile erlebt. DaB seine Ideen aber auch der
Geometrie einen geradezu revolutioniren Fortschritt auf Bahnen von
unantastbarer Strenge erméglicht haben, wird so recht erst in der
Gegenwart, besonders dank den Arbeiten der von Brouwer aus-
gehenden jiingeren topologischen Schule, mehr und mehr deutlich
und anerkannt. Ja selbst fiir physikalische Anwendungen haben sich
die feinsten Ideen der Punktmengenlehre als hochst niitzlich erwiesen.
Hinsichtlich des —jene Theorien in gewissem Sinne {iberspannenden —
Gebdudes der abstrakten Mengenlehre, wozu neben den allgemeinen
Theorien der Aquivalenz und der Ahnlichkeit namentlich auch das
Reich der transfiniten Ordnungszahlen sowie der philosophische Aspekt
der Mengenlehre zu rechnen ist, sind freilich die Geister heute erneut

1) Besonders von Jourdain (Philosophical Magazine (6) 7 [1904], S. 61—75).
Vgl. auch die Bemerkungen Zermelos in Math. Ann. 65 (1908), S. 1181f.

2) Der fehlerhafte Schrédersche Beweis wurde im Herbst 1896 auf der Frank-
furter Naturforscherversammlung vorgetragen, wihrend Bernstein den seinen im
Winter 1896—o7 fand und 1897 in einem Seminar C.s bekannt machte.
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in Unruhe und teilweise in Unsicherheit verstrickt. Doch auch hier
wird sich im Laufe der Entwicklung frither oder spiter Hilberts
Wort erfiillen von dem Paradiese, das Cantor uns geschaffen habe
und aus dem uns niemand solle vertreiben konnen. Mégen da auch
manche grundsitzlich neue Gedanken erforderlich sein und in Rich-
tungen weisen, die uns heute noch fremd sind: die Eroberung des
Aktual-Unendlichen fiir die Wissenschaft iiberhaupt ist eine historische
Tatsache, und auf ihrem Boden, auf Cantors Ideen aufbauend, wird
sich die Weiterentwicklung vollziehen im Sinne der Zuversicht, die
Cantor seiner abschlieBenden Darstellung [32] als letZztes Mottowort
vorangestellt hat: ,Veniet tempus, quo ista, quae nunc latent, in
lucem dies extrahat et longioris aevi diligentia.*

Veréffentlichungen Cantors.?)

1. De aequationibus secundi gradus indeterminatis. (Inauguraldissertation.) Berlin
1867. (26 S.)

2. Zwei Sitze aus der Theorie der biniren und quadratischen Formen. Zeitschy. f.
Math. w. Phys. 13 (1868), S. 250—261.

3. Uber die einfachen Zahlensysteme. Ebenda 14 (1869), S. 121—128.

4. Zwei Satze liber eine gewisse Zerlegung der Zahlen in unendliche Produkte. Ebenda,
S. 152—158.

5. De transformatione formarum ternariarum quadraticarum. (Habilitationsschrift.)
Halis Saxonum o. J. [1869]. (13 S.)

6. Uber einen die trigonometrischen Reihen betreffenden Lehrsatz. Journal f. d. veine
u. angew. Math. 72 (1870), S. 130—138.

7. Beweis, daB eine fiir jeden reellen Wert von # durch eine trigonometrische Reihe
gegebene Funktion f(#) sich nur auf eine einzige Weise in dieser Form darstellen
148t. Ebenda, S. 139—142.

8. Notiz zu dem Aufsatze: Beweis usw. (siehe [7]). Ebenda 73 (1871), S. 294—296.

9. Uber trigonometrische Reihen. Math. Ann. 4 (1871), S. 139—143.%)

10. Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen.
Ebenda 5 (1872), S. 123—132.%)

11. Algebraische Notiz. Ebenda, S. 133—134.

12. Historische Notizen fiber die Wahrscheinlichkeitsrechnung. Beriché #ber die
Sitzungen der Naturforschenden Gesellschaft zu Halle im Jahre 1873 (erschienen in
den Abhandl. d. Nat. Ges. zu Halle 13, 1877), S. 34—42. (Auch separat erschienen,
88S.)

13. Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen. Journ. f.
Math. 77 (1874), S. 258—262.%)

14. Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre. Ebenda 84 (1878), S. 242—258.%)

15. Uber einen Satz aus der Theorie der stetigen Mannigfaltigkeiten. Nachr. v. d.
K. Gesellsch. d. Wissensch. und der Georg-Augusts-Universitdt su Gottingen, Jahrg.
1879, S. 127—135.

1) Die Angaben in [VII] und besonders in [VIII] sind hiernach zu berichtigen.,
2) Die Abhandlungen [9], [10], [13], [14], [161—IV] sowie der groBere Teil von
[16V] sind in franzosischer Ubersetzung in den Acfa Mathematica 2 (1883) erschienen.

’
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16. Uber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten. I. Math. Ann. 15 (1879),
S. 1—7; II. ebenda 17 (1880), S. 355—358; III. ebenda 20 (1882), S. 113—121;
IV. ebenda 21 (1883), S.51—58; V. ebenda S. 545—591; VI.ebenda 23 (1884),
S. 453—488.

17. Bemerkung iiber trigonometrische Rejhen. Ebenda 16 (1880), S. 113—114.%)

18. Fernere Bemerkung iiber trigonometrische Reihen. Ebenda, S. 267—2609.

19. Zur Theorie der zahlentheoretischen Funktionen. Nachr. v. d. K. Ges. d. Wiss.
u. d. Georg-Augusts-Univ. zu Géttingen, Jahrg. 1880, S. 161—169.2)

20. Uber ein neues und allgemeines Kondensationsprinzip der Singularititen von
Funktionen. Math. Ann. 19 (1882), S. 588—504.

2I. Grundlagen einer allgemeinen Mannichfaltigkeitslehre. Ein mathematisch-philo-
sophischer Versuch in der Lehre des Unendlichen. Leipzig 1883. (Eine mit Vor-
wort [1 S.] versehene Separatausgabe von [16V]. 47 S.)

22. Sur divers théorémes de la théorie des ensembles de points situés dans un espace
continu & % dimensions. Premiére communication. Extrait d’une lettre adressée
a l'éditeur. Acta Math. 2 (1883), S. 409—414.

23. De la puissance des ensembles parfaits de points. Extrait d’une lettre adressée
4 I'éditeur. Ebenda 4 (1884), S. 381—392.

24. Ludwig Scheeffer (1850—1885). Bibliotheca Mathematica, Jahrgang 1885,
Sp. 197—199.

25. Uber verschiedene Theoreme aus der Theorie der Punktmengen in einem n-fach
ausgedehnten stetigen Raume G,. Zweite Mitteilung. (Fortsetzung von [22].)
Acta Math. 7 (1885), S. 105—124.

26. Uber die verschiedenen Standpunkte in Bezug auf das aktuale Unendliche. Zeitschr.
f. Philosophie u. philos. Kritik, N. F., 88 (1886), S. 224—233.%)

27. Uber die verschiedenen Ansichten in bezug auf die aktualunendlichen Zahlen.
Bihang till K. Svenska Vetenskaps-Akademiens Handlingar 11 (1887), Nr. 19,
S. 1—710. (Zum groBeren Teil schon in [26] erschienen; der kleinere Rest ist in
[281] wieder abgedruckt.)

28. Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten. 1. Zeitschr. f. Philosophie w. phil. Kritik,
N. F., 91 (1887), S.81—125 und 252—270; IL. ebenda 92 (1888), S. 240—265.4)

1) Auch erschienen (ohne die FuBnote) im Archiv f. Math. u. Phys. 64 (1879),
S. 434—435.

2) Auch abgedruckt in den Math. Ann. 16 (1880), S. 583—588.

3) Mit Auslassung der SchluBpartie, sonst nur unwesentlichen Abweichungen, auch
in Natur und Offenbarung 32 (1886), S. 46—49, erschienen; die SchluBSpartien sind
nebst dreien der in [28I] verdffentlichten Briefe mit unwesentlichen Anderungen
u. d. T. ,,Zum Problem des aktualen Unendlichen’* auch in Naiur und Offenbarung,
ebenda, S. 226—233 abgedruckt.

4) [26] und [28] zusammen sind auch separat u. d. T. ,,Zur Lehre vom Transfiniten,
Gesammelte Abhandlungen aus der Zeitschrift fiir Philosophie und philosophische
Kritik, Erste Abteilung’‘, Halle 1890 (93 S.) erschienen, und zwar ohne nennenswerte
Anderung; nur stehen am SchluB einige unwesentliche Berichtigungen, ferner ist der
auf S. 252—270 von Bd. 91 erschienene Teil in Form von FuBnoten an die betreffenden
Stellen des ersten Aufsatzes von Bd. g1 gestellt, (DaB auch eine — offenbar nicht im
Buchhandel erschienene — Ausgabe dieser Schrift, bei der die ersten 10 Seiten (d. i. [26])
fehlen, gedruckt worden ist, beweist die zunichst unverstiandliche Seitenangabe (51)
in [281], S. 267, Z.3 V. u.
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29.-Bemerkung mit Bezug auf den Aufsatz: Zur WeierstraB-Cantorschen Theorie

30.

32.
33.

34.
35.

36.

37.

der Irrationalzahlen in Math. Ann. Bd. XXXIII, p. 154. Math. Ann. 33 (1889),
S. 476.

Uber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre. Jahresber. d. Deutschen
Mathematikervereinigung 1 (1892), S. 75—78.1)

. Vérification jusqu’'d 1000 du théordme empirique de Goldbach. Assoc. Frangaise

pour ' Avancement des Sciences, C. R.dela 23™® Session (Caen 1894), Seconde Partie,
S. 117—134. 1895.

Beitrage zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre. I. Math. Ann. 46 (1895),
S. 481—512; II. ebenda 49 (1897), S. 207—246.2)

Sui numeri transfiniti. Estratto d’una lettera di Georg Cantor a G. Vivanti,
13. Dez. 1893. Rivista di Matematica § (1895), S. 104—108. (Deutsch.)

Lettera di Georg Cantor a G. Peano. Ebenda, S. 108—109. (Deutsch.)

Brief von Carl WeierstraB iiber das Dreikdrperproblem. Rendiconti del Circolo
Mat. di Palermo 19 (1905), S.305—308.

AuBerdem einige Bficherrezensionen, namentlich in den ersten Binden der
Deutschen Literaturzeitung. Ferner die ,,Zweite Beilage'* zur Reklam-Ausgabe
der ,,Prolegomena‘ von Kant, herausgeg. 1888 von Karl Schurz-Halle (Er-
liuterung zu der von sphirischen Dreiecken handelnden Stelle in § 13 der Pro-
legomena).

Resurrectio Divi Quirini Francisci Baconi Baronis de Verulam Vicecomitis Sancti
Albani CCLXX annis post obitum eius IX die aprilis anni MDCXXVI. (Pro manu-
scripto.) Cura et impensis Gfeorgii] Clantoris]. Halis Saxonum MDCCCXCVI.
(Mit englischer Vorrede von ,,Dr. phil. George Cantor, Mathematicus®.)
Confessio fidei Francisci Baconi Baronis de Verulam ... cum versione Latina
a G. Rawley..., nunc denuo typis excusa cura et impensis G. C. Halis Saxonum
MDCCCXCVI. (Mit lateinischer Vorrede [5 S.] von G. C.)

Vorstehend hiufiger angefiihrtes oder sonst wichtiges Material
iber Cantor.

I. Aufzeichnungen und Briefabschriften aus dem Besitz der Familie Cantor.

II. Briefwechsel zwischen Cantor und Dedekind (36 Stiicke), im Besitz der

Bibliothek der Technischen Hochschule zu Braunschweig.

III. A. Schoenflies, Die Krisis in Cantors mathematischem Schaffen. Acta

Mathematica 50 (1928), S. 1—23. (Enthalt vieles aus den Briefen Cantors an
Mittag-Leffler, vornehmlich aus dem Jahre 1884.%) Vgl. auch Mittag-
Leffler, ebenda, S. 25f.

IV. Eine von P. Stackel herriihrende Nachschrift eines Vortrags, den Cantor

tiber seine mengentheoretischen Untersuchungen am 24. September 1897 in

1) In italienischer Ubersetzung (von Vivanti) erschienen in der Rivista di Mat.

2 (1892), S. 165—167.

2) In franzoésischer Ubersetzung (von Marotte) erschienen in den Mémoires de la

Soc. des Sciences Phys. et Nat. de Bovdeauz (5) 3 (1899), S. 343—437; Teill auch in
italienischer Ubersetzung (von Gerbaldi) in der Rivista di Mat. 5 (1895), S. 120—162
Englische Ausgabe siehe [V].

3) In die weitere Korrespondenz zwischen Cantor und Mittag-Leffler Einsicht

zu erhalten ist mir leider versagt geblieben.



