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Arch. math. Logik 18 (1969), 3—21.

MODELLTHEORETISCHE UNTERSUCHUNGEN IN DER
KRIPKE-SEMANTIK *

Von Horst Osswald, Miinchen

Einleitung: Der klassischen Modelltheorie kann man eine nichtklassische, eine
intuitionistische Modelltheorie gegeniiberstellen. Diese untersucht in analoger
Weise ganz aligemein die Beziehungen zwischen Formeln und den Begriffen, die
die intuitionistische Pridikatenlogik semantisch charakterisieren. S. A. Kripke
hat eine solche Charakterisierung gegeben. In dem Folgenden soll innerhalb dieser
Semantik mit dem Aufbau einer Modelltheorie begonnen werden.

Dazu wird zunéchst einmal die Semantik von Kripke so verallgemeinert, daf3
sie die intuitionistische PIF-Logik (Pradikatenlogik mit Funktionszeichen und
Identitdt) charakterisiert. In Kapitel 1 wird der starke Vollstdndigkeitssatz
bewiesen.

Der neu entstandene Begriff des -PIF-Modells ist eine Verallgemeinerung des
entsprechenden klassischen Begriffs des PIF-Modells. Die Klasse der ¢-PIF-
Modelle umfaf3t die Klasse der PIF-Modelle. Einige Zusammenhénge zwischen
der klassischen Erfiilllungsrelation und der intuitionistischen findet man im §1
von Kapitel 2.

Im §2 von Kapitel 2 werden die drei wichtigen modelltheoretischen Begriffe
des Homomorphismus, der Unterstruktur und des Ultraprodukts auf die ¢-PIF-
Modelle verallgemeinert. Es entstehen die Begriffe des k-Homomorphismus, der
k-Unterstruktur und des k-Ultraprodukts. Dann wird untersucht, welche Formeln
und unter welchen Bedingungen sie bei diesen neuen semantischen Operationen
giltig bleiben.

Im § 3 gehen wir von den semantischen Begriffen iiber zu rein algebraischen
Begriffen, fiir die wir die Ergebnisse von Kapitel 2 zusammenfassen.

Herrn Prof. Kurt Schiitte danke ich fiir seine bereitwillige Unterstiitzung und
seine wertvollen Ratschlige herzlich.

Als metasprachliche Abkiirzungen verwenden wir oft:
F.a. (fiir alle), E.g. (es gibt), = (impliziert), <> (genau dann, wenn) und erf (erfiillt).
Ist {X,:7 €I} eine Menge von Mengen, so bezeichnen wir mit N (X;:14 € I)
bzw. U(X,:¢ €I) den Durchschnitt bzw. die Vereinigung der Elemente von
{X;:1 ¢ I}. Die endlichen Kardinalzahlen sollen mit den endlichen Ordinalzahlen
identifiziert werden, und jede Ordinalzahl identifizieren wir mit der Menge aller

* Eingegangen am 25. 7. 68.
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4 Horst Osswald

kleineren Ordinalzahlen. Die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnen wir mit
w, es ist 0 € w. Ist M eine Menge, so sei | M| die Méchtigkeit dieser Menge.

Ist r eine 2-stellige Relation auf der Menge A und ist B C 4, soist r } B x B
die Menge {(a, d): (a, b) €7 und a, b € B}. Eine 0-stellige Relation ist einer der
beiden Wahrheitswerte w oder f.

Die Menge aller Funktionen von 4 in B bezeichnen wir mit B4. Eine n-stellige
Funktion auf 4 ist ein Element aus 44", Eine 0-stellige Funktion auf A4 ist ein
festes Element von 4. Ist f eine Funktion von 4 in B und ist 4’ € 4, so ist
frA’eB4 mitf | A'(a) = f(a) fir allea € 4.

Das Tripel U = {4, (f);e (r;);e;> mit Indexmengen I und J heillt eine
Struktur vom Typ T = ((8,):ic1, (0;);¢), wenn gilt: 4 & 0, f, € AU fir alle s €1
mit s; € w und r; < A% fir alle j € J mit ¢; € w. A4 nennen wir die Tragermenge
von 2, die wir mit || bezeichnen.

Sind A = {4, (f)iep (r;);e5) und B = (B, (9:)icr, (p;)icy) Strukturen vom
Typ 7, so heilt die Funktion ¢ : A - B ein Homomorphismus von 2 in B, wir
schreiben dann ¢ : A — B, wenn gilt: Esist ¢(f;(ay, . .., a,,_4)) = g:(p(ay), . . .,
@(ag_y)) firalle ay, . . ., a,,_, € 4. Und ist (ay, . . ., @g,_;) €75, 50 ist (p(ay), - . -,
@(@y-1) €Ep; firalle ay, ..., a5, €4.

Kapitel 1
Semantische Charakterisierung der intuitionistischen PIF-Logik
§ 1. Syntax der intuitionistischen PIF-Logik

Definition 1: Grundzeichen der Sprache sind:
1. Individuenvariablen, die wir mit =, 2,2, ..., ¥, ¥, Yo - - 22,21, %5, -« -
bezeichnen,
2. die Elemente einer I-Folge (F;);.; von Funktionszeichen, wobei F; von end-
licher Stellenzahl s, ist fiir alle 7 € I,
3. die Elemente einer J-Folge (R;),c; von Relationszeichen, wobei R; von end-
licher Stellenzahl g; ist fiir alle j € J,
4. die Junktoren —/, v, A, —,
das Gleichheitszeichen =,
. die Quantoren 3, V und
. als Hilfszeichen die runden Klammern (, ), Punkt und Komma.
Wie in der klassischen Logik werden T'erme und Formeln definiert.

Mit Ind® bzw. Indt bezeichnen wir die Menge der Individuenvariablen, die
in @ frei vorkommen bzw. in ¢ vorkommen. Ist X' eine Formelmenge, so ist
Ind2=U (Ind@:0 ¢ X).

Wir fithren folgende Klammerersparungsregeln ein:

— bindet stdrker als A, A stidrker als v, v stiarker als —.

Fir(0) > (0, (... (0,31~ 0) .. ))) schreiben wir kiirzer @ >  + - > 0,_, > 0.
Ist 4 = (0,);c, eine n-Folge von Formeln, so schreiben wir 4 — @ fiir @y — - - - -
>0, ;,>0.Ist n=0,s0ist 4 >0 = 6.

o m



Modelltheoretische Untersuchungen in der Kripke-Semantik 5

Mit § bezeichnen wir die Menge aller Formeln.

Die freie Etnsetzung sei in der iiblichen Weise definiert. Entsteht die Formel H
aus @ durch freie Einsetzung des Terms ¢ fiir y, so schreiben wir F E@ytH. Fiir
H schreiben wir auch @,. Ist y ¢ Ind®, so ist O = 6.

Die gebundene Umbenennung sei ebenfalls in der iiblichen Weise definiert.
Entsteht die Formel H aus der Formel ® durch gebundene Umbenennung, so
schreiben wir G U@H. Gilt GU®H, so gilt auch GUHO.

Definition 2: Axiome der intuitionistischen PIF-Logik sind :
Al: Vz(z=u2x)
A2: VaVylx=y—>y=n=x)
A3: VaVyVz(z=y->y=z—>a=2)
Ad: Vxp...Va,_VYy,...Vy,_,
@o=yo—> > 2y =Yy 1> Fixp... 2y 1 =Fyp... . Yy_y):0€I
A5: Vxy...Vo,_;Vyo...Vy,_,
(to=yo—> " C g1 = ya;—l"‘Rixa s Tgg—1 > Ry ... Yoy—1) jed
A6: O@->H->06
A7: O-H)-@O->H->D)-0O0>D
A8: O-H->OAH
A9: OAH-O
Al10: ©AH—-H
All: @->OvVvH
Al2: H->-6OvVvH
Al3: (@ > D)>(H>DP)>OVH->D
Al4: (@ ->H)-»> (O@—->—H)»—6
Al5: @>—6O - H
Al16: Vz0 - 6!
Al7: @, —~3206.

Definition 3: Grundschliisse der intuitionistischen PIF-Logik sind:
Gl: 6,0->H:H
G2: H>0O:H->VYz0
G3: @—>H:320->H.
Fir G2 und G3 wird vorausgesetzt, daf z ¢ IndH.

Definition 4: Ableitbarkeit einer Formel:

1. Jedes Axiom ist eine ableitbare Formel.

2. Sind die Pramissen eines Grundschlusses ableitbare Formeln, so ist auch
die entsprechende Konklusion ableitbar.

Definition 5: Ist X eine Formelmenge, so heifit @ ableitbar aus X, wenn gilt:
Es gibt ein n € w und 4 € 2", so daB A — @ ableitbar ist.

Ist © ableitbar, bzw. ist @ ableitbar aus X, so schreiben wir — @ bzw. X - 6.

Qeﬁm'tion 6: Ist X eine Formelmenge, so sei
2= {0 :IndO < Ind 2 und O ist ableitbar aus X}.
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Definition 10: Die Formel @ folgt aus der Formelmenge X, wenn @ in jedem
1-PIF-Modell giiltig ist, in dem X giiltig ist. Wir schreiben dann X {— 6.

Die hier angegebenen Begriffe des ¢-PIF-Modells und der Erfiilllungsrelation
sind eine Verallgemeinerung der Kripke-Semantik auf die intuitionistische Logik
mit Funktionszeichen und Gleichheitszeichen. Siehe Kripke [7].

Es gilt das Koinzidenztheorem und das Uberfiihrungstheorem.

Satz 2: Sind I und I zwei Interpretationen iiber der K-Struktur 2 und ist
If‘ = I3'[0], so gilt fiir alle & aus der Situtionsmenge von :
I2 erf @ « I erfO.
Satz 3: Gilt F E@ytH und ist I3 = I3 und ist IT, (y) = I3 (¢), so gilt:
I, erf@ « I3, erf H.
Beweis durch Induktion iiber die Linge der Formeln.

§ 3. Die semantische Vollstindigkeit des Kalkiils der tntustionistischen PIF-Logik

In iblicher Weise kann durch Herleitungsinduktion gezeigt werden, daB
= O = H 0. Daraus folgt der folgende Satz:
Satz 1: X — 0 = X | 6.

Fir den Beweis der Umkehrung dieses Satzes werden einige neue Begriffe
gebraucht, die zuerst eingefiihrt werden sollen. Ich habe sie von Aczel [1] iber-
nommen und sie auf die hier verwandte Terminologie tibertragen.

Dem Beweis selbst liegt die Beweisidee von Henkin fiir die klassische PIF-
Logik zugrunde. Siehe Hermes [3].

Folgende Mengen von Formelmengen werden definiert.

Definition 1: Es sei WF = {X': E.g.®@(Ind® < Ind2 und @ ({2')}. Es sei @-WF
={2:Ind® < Ind2 und D ¢ z }. Eine Formelmenge X heillt widerspruchsfres
bzw. @-widerspruchsfrei, wenn X' € WF bzw. 2' € @-WF ist.

Definition 2: Es sei @-MAX =

{£: X ¢P-WFund F.a. O(Ind@ < Ind X' = @ € X oder O - @ ¢ X)}.

Definition 3: Essei VEL ={2:0vH €X=>0¢cXoder H EZ—}

Definition 4: Es sei EX = {¥:320 ¢ X' > E.g. y (0% ¢ 5)}.

Definition 5: Essei S4A = {&: X = 2, X¢WF,X¢VELund X ¢ EX}.

Es sei -84 = {X': 2 €SA und X € P-WF}. Ist X € SA, so heillt X saturiert.

Bei Aczel [1] ist folgender Satz bewiesen.

Satz 2: Ist X eine @D-widerspruchsfreie Formelmenge, so gibt es ein F ¢ @-SA
mit X C F.

Beweisskizze:

Zunichst wird gezeigt, da8 es zu jeder @-widerspruchsfreien Formelmenge X eine
Formelmenge X° gibt mit X' ¢ X, X% ¢ -MAX und X’ = X9, 3?ist ein maximales
Element der Menge X = {&': 2" = 22 €D-WF, XX IndX = Ind 2}. Ein
maximales Element existiert auf Grund des Zornschen Lemmas, da jede Kette
in X eine obere Schranke besitzt.
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Dann wird gezeigt, daB es zu X? ein X! gibt mit X% ¢ X1, X1 ¢ @-MAX, X1 = 31
und mit @%¢ 2 fiir mindestens ein y, falls 326 ¢ X7 ist. Durch abwechselnde
Wiederholungen dieser beiden Beweisschritte erhilt man schlieBlich eine Kette
C (Z*: b € w), so daB X ¢ @-MAX ist, so daB X» = Z* ist und so daB es zu jeder
Formel 3260 € X» eine Formel @Y% ¢ X7+l gibt fiir mindestens ein y. Es sei
F = U (Z": n € w). Man kann nun zeigen, dal F ¢ EX, daB F = F, daB F ¢ ®-WF
und daB F € @-MAX ist. Damit ist der Satz bewiesen, denn jedes Element von
@-MAX ist auch ein Element von VEL.

In dem Folgenden werden wir zu einer beliebigen widerspruchsfreien Formel-
menge ein i-PIF-Modell angeben, in dem diese Formelmenge giiltig ist.

1. M = {«: 2 Cound « € SA} sei die Situationsmenge. Nach Satz 2 ist M = §.
2. Die Relation auf der Situationsmenge ist die Inklusion.

Esgiltalso:a < f <o S fliurallea, f€M.
3. Zu jedem o« € M konstruieren wir eine Struktur 2, vom Typ z:

Es sei T, die Menge aller Terme ¢ mit Ind¢ € Inda.

Auf T, definieren wir folgende Aquivalenzrelation:

Es sei t,~aty <t =t,Ca Es sei ¢ die Aquivalenzklasse, der ¢ angehort,

und es sei 7 die Menge aller Aquivalenzklassen, es ist also T = {5 teT,).

—y —a
Zu jedem ¢ € I definieren wir eine Funktion f7: T — T :

0

Es sei f‘:(f:, che t,‘_lj =Fitg.. .ty 1.

Zu jedem j € J definieren wir eine Relation 7§ < 7.
Bs sei (fy, .. g1 ) €1% = Rity. . .ty €a.
Ist R ein O-stelliges Relationszeichen, so sei 7% = w < R’ € a.
Es sei U, = (T, (Micr, (D) ea)-
4. Die Funktion @ sei folgendermaflen definiert:
@ ordne jedem (a, 8) € M x M mit o < f die Funktion $ T 5T’ zu mit
af -q <B . -a . &
@ ()=t firallet ¢T.
Es kann leicht gezeigt werden, daB A = ({2, : « € M, C, @) eine K-Struktur ist.
5. Die Interpretation I* iiber 2 ist folgendermaBen definiert: Es ist I¥(t) =1,
wie man durch Induktion iiber den Aufbau der Terme zeigen kann, wenn man
I¥(x) = 7 definiert fiir alle # € IndJ und alle « € M.
Damit ist also gezeigt, daB (2, I¥) ein i-PIF-Modell ist.
Mit dem folgenden Satz wird die Verbindung zwischen der Semantik und der
Syntax unserer Logik hergestellt.
Satz 3: Ist O eine beliebige Formel mit Ind® < Inda und ist o € M, so gilt:
IZerf@ < 0 ¢a.
Beweis (durch Induktion iiber die Linge der Formeln):
1., 2. Ist O eine Primformel, so gilt die Behauptung auf Grund der Definition
von 2, und IZ.
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Definition 10: Die Formel @ folgt aus der Formelmenge X, wenn @ in jedem
i-PIF-Modell giiltig ist, in dem X giiltig ist. Wir schreiben dann X H{— @.

Die hier angegebenen Begriffe des ¢-PIF-Modells und der Erfiilllungsrelation
sind eine Verallgemeinerung der Kripke-Semantik auf die intuitionistische Logik
mit Funktionszeichen und Gleichheitszeichen. Siehe Kripke [7].

Es gilt das Koinzidenztheorem und das Uberfiihrungstheorem.
Satz 2: Sind If‘ und Ii‘ zwei Interpretationen iiber der K-Struktur 2 und ist
I = I[0), so gilt fiir alle a aus der Situtionsmenge von :

I2 erf @ « IZ erfO.
Satz 3: Gilt FE@ytH und ist I} = I und ist I, (y) = I%,(¢), so gilt:

I erf@ « I3, erf H.

Beweis durch Induktion iiber die Linge der Formeln.

§ 3. Die semantische Vollstindigkeit des Kalkiils der intuitionistischen PIF-Logik

In iblicher Weise kann durch Herleitungsinduktion gezeigt werden, dafB3
F O = H{— 0. Daraus folgt der folgende Satz:

Satz1: 2+~ 0 =X {- 6.

Fir den Beweis der Umkehrung dieses Satzes werden einige neue Begriffe
gebraucht, die zuerst eingefiithrt werden sollen. Ich habe sie von Aczel [1] iiber-
nommen und sie auf die hier verwandte Terminologie iibertragen.

Dem Beweis selbst liegt die Beweisidee von Henkin fir die klassische PIF-
Logik zugrunde. Siehe Hermes [3].

Folgende Mengen von Formelmengen werden definiert.

Definition 1: Es sei WF = {2: E.g.®(Ind® ¢ IndX und @ ¢ X)}. Es sei @-WF
= {Z:Ind® c IndX und @ ¢ X}. Eine Formelmenge X heiBt widerspruchsfrei
bzw. @-widerspruchsfrei, wenn X' ¢ WF bzw. 2' € @-WF ist.

Definition 2: Es sei @®-MAX =

{£: 2 ¢D-WFund F.a. 0(Ind@ C IndX = @ € X oder O - & ¢ X)}.

Definition 3: Essei VEL = {Z:@OvH X =0 ¢ X oder H¢ X},

Definition 4: Es sei EX = {£:320 ¢ X = E.g. y(04 ¢ 2)}.

Definition 5: Es sei SA = {£: X=X, ¥ ¢ WF, X ¢ VEL und X ¢ EX}.

Es sei @-S4 = {2': X ¢ SA und X ¢ ®-WF}. Ist X ¢ SA, so heibt X saturiert.

Bei Aczel [1] ist folgender Satz bewiesen.

Satz 2: Ist X eine @D-widerspruchsfreie Formelmenge, so gibt es ein F ¢ @-SA
mit X C F.

Beweisskizze:

Zunéchst wird gezeigt, daB es zu jeder @-widerspruchsfreien Formelmenge X eine
Formelmenge X’ gibt mit X' ¢ X7, X° ¢ @-MAX und X? = 3%, 39 ist ein maximales
Element der Menge X = {£': X' = 5", 2" ¢ ®-WF, ¥ ¢ X', Ind 2" = Ind X}. Ein
maximales Element existiert auf Grund des Zornschen Lemmas, da jede Kette
in X eine obere Schranke besitzt.
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Dann wird gezeigt, daB es zu X ein X! gibt mit X? < 31, 31 ¢ -MAX, 31 = 31
und mit @¥¢ X* fiir mindestens ein y, falls 326 ¢ X’ ist. Durch abwechselnde
Wiederholungen dieser beiden Beweisschritte erhilt man schlieBlich eine Kette
C(Zn: b € w), so daB I ¢ @-MAX ist, so daB X7 = X7 ist und so daB es zu jeder
Formel 320 € X" eine Formel @Y% ¢ X+ gibt fiir mindestens ein y. s sei
F = U (2"*: n € w). Man kann nun zeigen, daB F ¢ EX, daB F = F, daB F ¢ -WF
und daBl F € @-MAX ist. Damit ist der Satz bewiesen, denn jedes Element von
@®-MAX ist auch ein Element von VEL.

In dem Folgenden werden wir zu einer beliebigen widerspruchsfreien Formel-
menge ein i-PIF-Modell angeben, in dem diese Formelmenge giiltig ist.

1. M = {a: 2 C aund « € SA} sei die Situationsmenge. Nach Satz 2 ist M + 0.
2. Die Relation auf der Situationsmenge ist die Inklusion.
Esgilbalso:a < feaCBfirallea, M.
3. Zu jedem o € M konstruieren wir eine Struktur 2, vom Typ 7:
Es sei T, die Menge aller Terme ¢ mit Ind¢ € Inda.
Auf T, definieren wir folgende Aquivalenzrelation:
Es sei hi~aty <t =t,Ca. Es sei ¢ die Aquivalenzklasse, der ¢ angehért,
und es sei 7' die Menge aller Aquivalenzklassen es ist also T = {Z“: teT,}.

Zu jedem ¢ ¢ I definieren wir eine Funktion f : T >T:

o

Esself“(ta,.. 8‘_1)—Ft0 1

Zu ]edemy €J deﬁnleren wir eine Relation r¥ C T

Es sei (to, ces oy )Er < Rity. ..t 1 Goc

Ist R’ ein 0- stelllges Relatlonszelchen so sel 1% = w < R? Ca.
Es sei Q[z = <T ’ (f, el (rj)]EJ>‘

4. Die Funktion ¢ sei folgendermaflen definiert:
@ ordne jedem (a, f) € M x M mit « Cf die Funktion ‘$ T" 5> T zu mit
P @ =1 firallei® ¢ T™
Es kann leicht gezeigt werden, da3 A = ({2, : o € M, C, @) eine K-Struktur ist.
5. Die Interpretation I® iiber 2 ist folgendermaBen definiert: Es ist I%(t) =,

wie man durch Induktion iiber den Aufbau der Terme zeigen kann, wenn man
I#(x) = z° definiert fiir alle z ¢ Ind{ und alle « € M.
Damit ist also gezeigt, daB (A, I*) ein i-PIF-Modell ist.
Mit dem folgenden Satz wird die Verbindung zwischen der Semantik und der
Syntax unserer Logik hergestellt.
Satz 3: Ist @ eine beliebige Formel mit Ind® < Ind« und ist « € M, so gilt:
IZerf@ < 0 ca.
Bewets (durch Induktion iiber die Linge der Formeln):
1., 2. Ist @ eine Primformel, so gilt die Behauptung auf Grund der Definition
von 2, und IZ.
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3. Ist O eine Konjunktion, so gilt die Behauptung auf Grund der Axiome
A8, A9, AlO.

4. Ist O eine Disjunktion, so gilt die Behauptung auf Grund der Axiome A1l
oder A12 und da « € VEL ist.

5. 0 =320, L=

2 erf®.
= E.g. I¥*([¥* = [*!* und I} erf@l)
Es sei J%%(x) =" = IZ'1*(t). Es sei GUO,H,, so daB in H, keine Variable, die
in t vorkommt, gebunden ist. Nach Satz 4 §1 und Satz 1 erfillt I%!*H,. Da
T¥te = e und da I3 (x) = I21%(t) ist, erfiillt I%1*H, L. Bs ist also Hla; € a, das
he1]3t es ist o - BxH (A17). Es gilt GUIzH 3x@1 Deshalb ist « -+ 326, und
damit 326, € a.
ne"

3260, € a.
= Es gibt ein y mit 0% € «, da « € EX. [¥!% erfiillt ©,%. Es ist I%!%(y) = 7" Es
sei J¥1* = J¥1%und es sei I3)* (z) = Ig”“(y) I31* erfiillt @, nach Satz 3 §2. Es gilt
also: E. g. IQ"“ (%t = 1 und I erf@,). Daraus folgt die Behauptung.

6. O =Vz0,. =

IZ erf Vz0,.
= Fa.fFa. I¥%« < fund I!* = M > 13 erf@)).
Wir nehmen an, daB Vz0, ¢ a. Es seiy ¢ Inda U {6,}. Dann ist « U {0, %~ 6,4} €
€ 0,%-WF. Denn wiire o \U {60,% - 0¥} - 0,4, so wiire o - ©,% und es wire auch

@ VyO,Y. Da GUVyO,4¥ 20, ist a - V@, also Yz, € «. Widerspruch!

Es ist also a U {0,% — 0,4} € ©,%WF. Nach Satz 2 gibt es ein § mit
au{@l -0, Cfund §€O,Y SA Es gibt also ein f € M mite C fund 6,% ¢ B.
Es sei I¥1#= % und I}}%(x =3 =1%@). Da I¥}? @, erfiillt, erfillt nach
Satz 3 §2 IQ‘“’ 0,9, das he1Bt es 1s13 0.4 ¢ ﬂ Wlderspruch!
Es ist also Vx@l €o.
nE"

Vz0, €a.
Wir nehmen an, da8 I¥ nicht Y@, erfiillt. Dann gilt:
Eg p E.g. I%P(q < B und I¥? = I¥16 und I2}P erf nicht 0,). Es sei I3}%(z)
=P - I = IQ”"‘ (t). Es sei GU@IHI, so daB in H, keine Variable, die in ¢ vor-
kommt, gebunden ist. Dann erfiillt 73}# nicht H; und deshalb erfiillt 3''? nicht
H,t Esist also H ¢ 8. Da QUVz6O,YzH, und da V26, Eﬁ ist B VxH und
damit VaH, €. Da +VaH,—> H,}, ist § —H;} Da tEt ist Indt < Indf.
Deshalb ist H, ! ¢ 8. Widerspruch! IZ erfiillt also Vz6,.

7.0 =—0,. et

I erfo.
= F.a. B (« < B = I¥ erf nicht 6),).
> Fa f @S0, ¢ph)
Wir nehmen an, daB — @, ¢ «. Dann ist a U {®,} € — 60,-WF. Denn wire
av {0} -0, so wire « O; >—60, und damit auch « - — @, nach



Modelltheoretische Untersuchungen tn der Kripke-Semantik 11

Axiom A14. Das heilt, es wire — 0, € «. Widerspruch! Da also « U {0,} € — 0,-
WF ist, gibt es nach Satz 2 ein § mit o v {6} < f und § € — ©,-SA. Es ist also
B €M und « C B und O, € 8. Widerspruch! Es ist also — 0, € .

&
- @1 E o.

>Fa. facf=>—0;,€p).
=>F.a. f(x<B=0,4¢p), daalle B widerspruchsfrei sind.
= F.a. B (x < B = IF erf nicht O,).
= ¥ erf — 0,
8. 0=0,-0, =
Eerf@.
= F.a. 8 (« < f = I§ erf nicht O, oder 1§ erf 0,).
=>TFa. f(a<f=>0,4¢p oder O, €p).
Wir nehmen an, da @, > @, ¢« ist. Dann ist « € ©, - @,-WF und deshalb
a U {0} € ©,-WF. Nach Satz 2 gibt es ein  mit « < f und B € SA, so daB O, ¢ 8
und @, ¢ 8. Widerspruch! Es ist also @; — 0, € a.

0,0, ¢ <
>Fa. falpf=>0,-0,¢p).
=>Fa.f(a<B=>0,¢p oder O, € f), denn ist O, € B, so ist § ~ 6, und deshalb
ist @, € 6.
= F.a. 8 (¢ C B = I§ erf nicht @, oder I erf O,).
= Ii‘ erf @1 - @2.

Aus Satz 3 folgt:
Satz 4: -0 =X 6.
Beweis:
Annahme, es ist nicht X' 6. Dann ist 2" = U {@ - O} ¢ -WF. Nach Satz 2
gibt es ein X* € @-SA mit X’ ¢ X*. Nach Satz 3 gibt es ein 3-PIF-Modell {2, I¥)
und ein « aus der Situationsmenge von 2, so daB IZ genau dann @ mit Ind® ¢
C Ind Z* erfiillt, wenn @ ¢ X* ist. Da I¥ jede Formel von X erfiillt, erfiillt I @.
Da Ind® < Ind X2*, ist @ ¢ X*. Widerspruch! Es ist also X' - 6.

Zusammen mit Satz 1 gilt:
Satz 5: ZH-0 <« X 6.

Aus Satz 5 folgt unmittelbar der Endlichkeitssatz:
Satz 6: Zu jeder Formelmenge X' gibt es genau dann ein ¢-PIF-Modell, in dem sie
giiltig ist, wenn fiir jede endliche Teilmenge X’ < X' ein i-PIF-Modell existiert, in
dem 2’ giiltig wird.

Kapitel 2
Modelltheorie der intuitionistischen PIF-Logik

$ 1. Klassische Erfiillbarkeit und intuitionistische Erfiillbarkeit

Es sollen zuerst einige semantische Grundbegriffe gegeben werden und einige
Sétze iiber ihren Zusammenhang angefiihrt werden, die wir bei Schiitte [9] finden
und die sich leicht auf die hier verwandte allgemeinere Logik tibertragen lassen.
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Definition 1: Eine Formel @ hieBt erfiillbar, wenn es ein 1-PIF-Modell gibt, in
dem sie giiltig wird.

Definition 2: Eine Formel @ heilt endlich erfillbar, wenn es ein ¢:-PIF-Modell mit
einer endlichen Situationsmenge gibt, in dem @ giiltig wird.

Definition 3: Eine Formel @ heilt endlich allgemein erfiillbar, wenn sie in jedem
t-PIF-Modell mit endlicher Situationsmenge erfiillbar ist.

Definition 4: Eine Formel @ heiBit allgemein erfiillbar, wenn sie in jedem 3-PIF-
Modell erfiilllbar ist.

Definition 5: Eine Formel @ heiBt endlich allgemeingiiltig, wenn sie in jedem
1-PIF-Modell mit endlicher Situationsmenge giiltig ist.
Es werden also 6 Klassen von Formeln unterschieden:
: allgemeingiiltige Formeln,
: endlich allgemeingiiltige Formeln,
allgemein erfiillbare Formeln,
: endlich allgemein erfiillbare Formeln,
: endlich erfiillbare Formeln und
. erfiillbare Formeln.

HEYQW >

Von den Klassen B und C ist keine in der anderen enthalten. Im iibrigen ist
jede Formelklasse in der darauf folgenden Formelklasse echt enthalten.

Die Formelklassen A, C. D, E, F konnen folgendermafBen syntaktisch charak-
terisiert werden:

Eine Formel @ gehort dann zur Formelklasse A,
wenn O in der intuitionistischen PIF-Logik ableitbar ist;

6 gehort genau dann zur Formelklasse C,
wenn — — @ in der intuitionistischen PIF-Logik ableitbar ist;
6 gehort genau dann zur Formelklasse D,
wenn 0O in der klassischen PIF-Logik ableitbar ist;
O gehort genau dann zur Formelklasse E,
wenn — @ nicht in der klassischen PIF-Logik ableitbar ist und
O gehort genau dann zur Formelklasse F,
wenn — @ nicht in der intuitionistischen PIF-Logik ableitbar ist.

Besteht in dem i-PIF-Modell (2, I¥) mit A= {({A,:a € M}, <, ¢) und
A, = {4y, (f{)iep (r7)je 4y die Menge M nur aus einem Element, ist also M = {«},
so ist die Definition von ,,I¥ erfiillt @ identisch mit der Definition der klassischen
Erfiillungsrelation.

Das gleiche gilt, falls  ein maximales Element von (M, <) ist.

Das soll nun genauer untersucht werden.

Jede Interpretation I% iiber der K-Struktur 2 gibt Anlafl zu einer klassischen
Interpretation I% iber der Struktur 2, fiir alle « ¢ M. Wir setzen:

I (z) = I% () = I¥ (x) fiir alle z ¢ IndE, wobei A’ = ({2}, < I {o} x {a},
@ IMMa} x {o}) ist.

{2,, I¥) ist ein Modell der klassischen PIF-Logik, wir nennen es kurz ein
PIF-Modell.
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Es 148t sich nun durch Induktion iber den Aufbau der Terme zeigen, daB
Ia(t) = I2(t) = IZ'(t) ist fiir alle Terme ¢. Und durch Induktion iiber die Linge
der Formeln beweist man, da /% @ (klassisch) erfiillt genau dann, wenn I¥ @
erfiillt fiir alle Formeln 6.

Und umgekehrt gibt jede Interpretation I% iiber der Struktur 2/, AnlaB zu
einer Interpretation I%'* iiber der K-Struktur 2 | «. Denn I%!* ist ja vollstandig
bestimmt, wenn I2!%(x) fir alle x € Ind& definiert ist.

Wir setzen I%!%(x) = I%a(z) fiir alle € Ind§.

I%x nennen wir die von I induzierte Interpretation, bzw. I%!'* nennen wir die
von I¥ induzierte Interpretation.

In den folgenden Sétzen soll die klassische Erfiillungsrelation ,,/%« erfillt O
mit der intuitionistischen Erfiillungsrelation ,, I erfiillt @ verglichen werden.
Satz 1: Ist (A, I¥) ein ¢-PIF-Modell und ist « ein maximales Element der
Situationsmenge, so gilt, falls 1% die von I%!* induzierte Interpretation ist:

Iaert @ « I2 erf 6.

Beweis durch Induktion iiber die Léinge der Formeln.

Aus diesem Satz folgt:

Satz 2: Ist (A, I*) ein endliches ¢-PIF-Modell, in dem @ giiltig ist, so gibt es ein
« aus der Situationsmenge, so daB %« @ erfiillt (endlich bedeutet mit endlicher
Situationsmenge).

Die Umkehrung von Satz 2 ist im allgemeinen falsch. In dem folgenden Bei-

spiel wird sogar gezeigt, daBl eine klassisch allgemeingiiltige Formel nicht in jedem
t-PIF-Modell mit endlicher Situationsmenge giiltig zu sein braucht.
Beispiel 1: Es sei @ = 3x(— 2= F% v Vz(x = F’). Diese Formel ist klassisch
allgemeingiiltig. Es sei ({2,:v€{0,1}}, =, ¢) =AU mit A;= ({0},0) und
2, = {0, 1}, 0>, und es sei ?pl (0) = 0. Ist I¥ eine beliebige Interpretation iiber
A, so ist @ nicht in (A, I*) giiltig, da I3 @ nicht erfiillt.

Mit dem nidchsten Beispiel soll gezeigt werden, daB es ein i-PIF-Modell
(B, I?) gibt, so daB sogar die Negation der Formel @ =3z(—z=F%v
v Va(z = F° in (B, I®) giiltig ist. Nach Satz 2 ist dafiir notwendig, daB (B, I®)
nicht endlich ist.

Beispiel 2: Es sei B = ({B,:n €w}, <, ¢*) mit B,, = ({0,2},0) und B,,,
= ({0}, 0) fiir alle n € w. < sei die ibliche kleiner-gleich-Relation auf den natiir-

lichen Zahlen. Es sei z"é’i“ (0)= 2n$§‘+1 (2) =0 und es sei 2n+1é‘2)’(kn+l) (0) = 0 fiir alle

n € w. (Die letzte Gleichung und auch die davor ist schon durch die Homomorphie-

eigenschaft von n:;JII bestimmt.) I® sei eine beliebige Interpretation iiber B.
I® erfiillt nicht @ fiir alle n € w, das heiBit, I2 erfillt — O fiir alle n € w.

Um weitere Zusammenhéinge zwischen der klassischen und intuitionistischen
Erfillbarkeit zu finden, ordnen wir jeder Formel @ eindeutig eine Formel N (©) zu,
die wir die Normalform von @ nennen.

Definition 1: Induktive Definition der Normalform:

1. 2. @ ist Primformel.

N@)=06.
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3.4. 0=0,%0,
N@©) =N®,) R N®G,.

5.6. 0= Bx@ (@ =Vz0,)
N@®)=3zN(O,). (N(@O)=VYzN(6,).)

7. 9 = @1
a. b. @1 ist Primformel.
N@©) =

e d. @ =6; % X ;.
N(@)=N(—6y) ¥ N(—|@§).

e.f. ©,=320;. (0,=Vz6,.)
N@)=VYzN(—6O;). (N@O)=3IxzN(—6,).)

g. 0, =—0;.

N@)=N (@{).
h. 0,=0;-0,.
N (@)= N(O;) A N(— 0,).

8. 0 =0,-0,
N(@)=N(—06,)vN@O,).

O und N (@) sind in der klassischen Logik dquivalent. In der intuitionistischen
Logik sind @ und N (@) nicht dquivalent, denn in einem i-PIF-Modell, in dem
@ giiltig ist, braucht nicht notwendig N (@) giiltig zu sein.

Folgende Zusammenhinge zwischen @ und N (0) bestehen in der intuitioni-
stischen Logik, wie man durch Induktion iiber die Linge der Formeln beweist.
Satz 3: Ist (A, I*) ein ¢-PIF-Modell und ist « ein Element der Situationsmenge
von 2, so gilt:

F.a. Q% erf N(O) = I% erf O).

Satz 4: Ist @ eine Formel, in der keine Quantoren vorkommen, so gilt:

IZerf@=Eg f(x < fund I¥ erf. N(O)).

Durch Induktion iiber die Lange von N (@) kann folgender Satz gezeigt werden:
Satz 5: Ist (A, I*) ein ¢-PIF-Modell und ist « ein Element aus der Situations-
menge von 2, so gilt fiir alle Formeln @:

IZ erf N(@) = I¥« erf @ (klassisch).

Aus Satz 4 und Satz 5 folgt unmittelbar:

Satz 6: Ist @ eine Formel, in der keine Quantoren vorkommen, so gilt:

IZerf@=Eg f(xa < fund I%erf@).

Nachdem wir nun einige Sitze angegeben haben, die zeigen, unter welchen
Bedingungen aus der intuitionistischen Giiltigkeit die klassische folgt, sollen nun
Bedingungen angegeben werden, unter denen aus der klassischen Giiltigkeit die
intuitionistische folgt, wie man durch Induktion iiber die Linge der Formeln
zeigen kann.

Satz 7: Enthélt die Formel N (@) keinen Existenzquantor und kein Disjunktions-
zeichen, so gilt:

Fa. fla < = I%erf O) = I erf O.
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Satz 8: Enthilt die Formel N (@) keinen Allquantor und kein Negationszeichen,
so gilt:
Plaerf @ = I¥ erf 0.

§ 2. Die Begriffe des k-Homomorphismus, der k-Unterstruktur und des
k-Ultraprodukts

In diesem Paragraphen wird der semantische Begriff des k-Homomorphismus,
der Begriff der k-Unterstruktur und der Begriff des k-Ultraprodukts als Ver-
allgemeinerungen der entsprechenden klassischen Begriffe definiert.

Dann wird untersucht, welche Formeln und unter welchen Bedingungen sie
bei diesen semantischen Operationen giiltig bleiben.

Im folgenden seien (2, I¥) und (B, I®) zwei i-PIF-Modelle, wobei
A=Y, €M, =<, p)und B = {B,:x € M, <, p*) zwei K-Strukturen vom
Typ 7 sind.

Definition 1: Die Funktion y heilt ein k-Homomorphismus von (U, I¥) in
(B, I®), wir schreiben: y: (A, I¥) - (B, I®), wenn gilt:

1. yordnet jedem & € M einen Homomorphismus 1; : A, — B, zu.

2. Sind o, f € M mit « < B, so ist :;f* v(a) = Qzag(a) tiir alle @ € ||.

3. Fiir alle « € M und alle x ¢ Ind{ ist Q;(I?(x)) = I3 ().

y heillt ein k-Epimorphismus (k-Isomorphismus), wenn 'Q; ein Epimorphismus
(Isomorphismus) ist fiir alle o € M. (B, I®) heilt ein k-homomorphes Bild von
(Y, I*), wenn es einen k-Epimorphismus y : {2, I%) - (B, I®) gibt.

Gegeniiber dem klassischen Fall kénnen wir hier zwei Arten der Invarianz
einer Formel unterscheiden.
Definition 2: Eine Formel @ heilt (streng) invariant gegeniiber k-Homomorphis-
men, wenn gilt:
Ist (2, I*) ein beliebiges i-PIF-Modell, in dem @ giiltig ist, und ist (B, I®) ein
beliebiges k-homomorphes Bild von (2, I%), so gibt es eine Situation «, so daBl
O in (B | «, I®!*) giiltig wird (so ist @ in (B, I®) giiltig).
Definition 3: Eine Formel @ heilt (streng) invariant gegeniiber k-Urbildern, wenn
gilt:
Ist (B, I?) ein beliebiges i-PIF-Modell, in dem O giiltig ist, und ist (B, I®)
k-homomorphes Bild des i-PIF-Modells {2, I%), so gibt es eine Situation «, so dal
O in (A | a, 1) giiltig wird (so ist @ in (AU, I¥*) giiltig).

Folgende Beziehungen bestehen zwischen den 4 Arten der Invarianz:

Satz 1: Ist @ invariant gegeniiber k-Homomorphismen, so ist — @ streng
invariant gegeniiber k-Urbildern.

Satz 2: Ist — @ invariant gegeniiber k-Urbildern, so ist @ invariant gegeniiber
k-Homomorphismen.

Satz 3: Ist — @ invariant gegeniiber k-Homomorphismen, so ist @ invariant
gegeniiber k-Urbildern.
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Satz 4: Ist O invariant gegeniiber k-Urbildern, so ist — @ streng invariant gegen-
iber k-Homomorphismen.

Mit dem folgenden Beispiel soll gezeigt werden, daB nicht jede Formel, die in
der klassischen Modelltheorie invariant gegeniiber Homomorphismen ist, auch
invariant ist gegeniiber k-Homomorphismen.

Beispiel 1: Es sei A= {{U,:n€w, <, ¢y mit Ay, = ({0,1,2},0) und Ay,

= ({0, 1}, 0) fiir alle n € w. = sei die iibliche kleiner-gleich-Relation auf den

natiirlichen Zahlen. Es sei 2n2<;+1(0) = 2n%;;+1(2) =0 und 2”%;;“(1) = 1. Und es

i 28 Y 0) = 0 und PTG V(1) = 1. Das gelte fiir alle n € w. B sei die
K -Struktur aus Beispiel 2, § 1. I¥ sei eine beliebige Interpretation iiber 2 und I®
eine beliebige iiber B aber mit der in Definition 1.3. geforderten Eigenschaft.
De;‘n k-Epimorphismusznip: @&, Iy - (P, Ifn>+ 1sei soznielﬁniert: Es sei ?/;l (0)
=p(l)=0undesseip (2)=2undessei u (0)= o (1)=0 firallen € w.

Die klassisch allgemeingiiltige Formel @ = Vz(x = F’) v 3z (— x = F?) ist
invariant gegeniiber Homomorphismen, aber nicht invariant gegeniiber k-Homo-
morphismen. Denn sie ist in (A, I¥) giiltig, da Jz(— 2= F’) in (A, I*) gultig
ist, aber es ist — @ in (B, I®) giiltig.

Es gilt aber folgender Satz:

Satz 5: Ist @ eine Formel, so daB N (@) kein Negationszeichen enthilt, so ist @
streng invariant gegeniiber k-Homomorphismen.

Beweis:

Es sei p: (A, I¥) - (B, I®) ein k-Epimorphismus und es sei @ eine beliebige
Formel, die die Voraussetzung von Satz 5 erfiillt. Durch geschachtelte Induktion
iiber die Lange der Formeln wird gezeigt:

IZerf @ = ID erf 0.

In dhnlicher Weise beweist man:

Satz 6: Ist @ eine Formel, so daB vor jeder Primformel in N (®) ein Negations-
zeichen steht, so ist @ streng invariant gegeniiber k-Urbildern.
Satz 7: Ist y: (AU, I*) — (B, I®) ein k-Isomorphismus, so gilt fiir alle Formeln &:

I¥erf @ « I2 erf 6.

Nun wenden wir uns dem Begriff des £-Untermodells eines i-PIF-Modells zu.
Definition 4: (B, I®) heit ein k-Untermodell von (2, I*), wir schreiben
(B, I?) < (A, I*), wenn gilt:

1. Fiir alle « € M ist B, eine Unterstruktur von ..

2. Firallea, f € M mitx < fist oo = ¢ I [B,]-

3. Fir alle o« € M und alle z € Ind§ ist 1% (z) = I2 ().

Ist (B, I®) ein k-Untermodell von <2, I¥), so heiBt (A, I*) ein k-Obermodell
von (B, I®).

Wie beim k-Homomorphismus kénnen wir auch hier zwei Arten der Invarianz
gegeniiber k-Untermodellen bzw. gegeniiber k-Obermodellen unterscheiden und
entsprechende Sétze wie beim k-Homomorphismus beweisen.
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Und das Beispiel in diesem Paragraphen zeigt, daf nicht jede Formel, die in
der klassischen Modelltheorie invariant gegeniiber Untermodellen ist, auch in-
variant gegeniiber k-Untermodellen ist.

Es gilt aber der folgende Satz:

Satz 8: Ist @ eine Formel, so daB N (0) keinen Existenzquantor enthilt, so ist @
streng invariant gegeniiber k-Untermodellen.

Beweis:

Es sei (B, I®) < (A, I*) und es sei O eine beliebige Formel, die die Voraussetzung
dieses Satzes erfiillt. Wir zeigen durch geschachtelte Induktion iiber die Lange
der Formeln, daB fir alle o« € M gilt:

1% erf O = I erf 6.

In dhnlicher Weise wird folgender Satz bewiesen:

Satz 9: Ist O eine Formel, so daB N (@) keinen Allquantor enthilt, so ist @ streng
invariant gegeniiber k-Obermodellen.

Im folgenden soll die Ultraproduktkonstruktion der klassischen Modelltheorie
auf die intuitionistische Modelltheorie tibertragen werden und ein dem klassischen
Hauptsatz iber Ultraprodukte entsprechender Satz angegeben werden.

Der Einfachheit halber soll im folgenden vorausgesetzt werden, dafl die
K-Strukturen vom Typ 7 = ((2), (3)) sind. Das heillt also, in den Strukturen
kommt nur eine 2-stellige Funktion und 3-stellige Relation vor. Die Konstruk-
tionen und Sitze, die hier angegeben werden, lassen sich auf den allgemeinen
Fall iibertragen.

Das der 2-stelligen Funktion entsprechende Funktionszeichen sei F, das der
3-stelligen Relation entsprechende Relationszeichen sei R.

Im folgenden sei L cine beliebige nicht leere Menge und ({7, I g“))ze 1 eine
L-Folge von i-PIF-Modellen mit A* = ({A,: a €M}, <, @) und AL = (AL, fi, L),
wobei 2 eine K-Struktur vom Typ 7 = ((2), (3)) ist.

Es sei D ein Ultrafilter auf L.

Definition 5: Das i-PIF-Modell <2, I¥*) mit A= (A :a M}, <,p) und
A, = (4, fr» 72> heibt das k-Ultraprodukt von (U, %)), ¢ 5, beziiglich D, wenn gilt :
1. Fiir alle « € M ist 2, das Ultraprodukt von (U)e bezughch D.

2. Sind «, B € M und ist (ay);e, € 4,, so ist (p (ul L= (% @))€z -

3. Fiir alle o € M und alle z ¢ Ind ist I (@) = % (@))iey -

Es ist leicht zu zeigen, dal (2l I 9‘) wirklich ein ¢-PIF-Modell ist.

Nun soll der Hauptsatz iiber das k-Ultraprodukt angegeben werden. In der
allgemeinen Form wie in der klassischen Modelltheorie 1a8t er sich nicht auf die
intuitionistische Modelltheorie iibertragen.

Es gilt aber folgender Satz:
Satz 10: st (3, I*) das k-Ultraprodukt von (U, I%)),¢ ;, beziiglich des Filters D
und ist der Durchschnitt geeignet vieler Filterelemente ein Element des Filters,
wobei die Anzahl jeweils abhingig ist von der Machtigkeit der Situationsmenge
und den Michtigkeiten der Trigermengen, so gilt fiir alle Formeln 6:

IZerf@ = {I: I¥ ert O} ¢ D.
2 Mathematische Logik (13, 1/2)
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§ 3. Ubergang von den semantischen zu algebraischen Begriffen

In diesem Abschnitt sollen die Ergebnisse des zweiten Kapitels zusammen-
gefallt werden, nachdem wir von den semantischen Begriffen zu den entsprechen-
den algebraischen Begriffen iibergegangen sind.

Im folgenden seien A = ({A,:ax € M}, <, ¢) und B = ({B,:a € M}, <, p*)
zwei K-Strukturen vom Typ 7 = ((s;);¢ 1, (05)i¢)-

Definition 1: 2 nennen wir ein ¢-Modell von @ oder kurz i-@-Modell, wenn gilt:

Fa.oFa. 1o ¢ M = I erf O).

In Analogie zu diesem Begriff der intuitionistischen Modelltheorie definieren
wir den entsprechenden klassischen Begriff. 2, heit ein @-Modell, wenn % @
erfiillt fiir alle Interpretationen I%« iiber 2.

Der folgende Satz stellt eine Beziehung her zwischen den Begriffen ,,2l ist ein
i-0-Modell*“ und ,,I% erf O*.

Satz 1: Ist @ eine geschlossene Formel und ist I% eine beliebige Interpretation
iber A und ist « € M, so gilt:

IZ erf @ < 2 | « ist ein i-O-Modell.

Bewets: =
Esseio < fund essei I3# eine Interpretation iiber 2 [ 8. Esist I%16 = T%!# [@)].
Da Ig”ﬁ O erfiillt, erfiillt nach Satz 2, §2, Kap.1 Ii‘ﬁ{ﬂ O. A o ist also ein
t-6-Modell.
&' folgt unmittelbar aus Definition 1.
Aus Satz 1 folgt:

Satz 2: Ist @ eine geschlossene Formel und ist 2 ein 7-@-Modell, so ist auch
QA I & ein -@-Modell.

Beweis:

Ist I%!= eine Interpretation iiber 2 [ a, so erfiillt 72!* @ nach Voraussetzung.
Nach Satz 1 ist 9 | « ein 1-@-Modell.

Die folgenden Siétze, in denen einige Ergebnisse von Kapitel 2 auf die K-Struk-
turen bzw. Strukturen ibertragen werden, sind nun alle im Prinzip ebenso zu
beweisen wie der folgende Satz 3. Deshalb soll nur der Beweis dieses Satzes
angegeben werden.

Satz 3. (Satz 1, §1): Ist « ein maximales Element von M, so gilt fiir alle Formeln ©@:

2, ist ein O-Modell <« 2  « ist ein i-@-Modell.

13

Beweis: ,=
Es sei I%!* eine beliebige Interpretation iiber 2 | & und es sei /% die von I%!*
induzierte Interpretation iiber ,. Da 2, ein @-Modell ist, erfiillt /% @. Nach
Satz 1, § 1 erfiillt /2!* @. Da « ein maximales Element von M ist und da I%!=
beliebig gewahlt ist, gilt:
Fa.f Fa (< = IFFerf@). A aist also ein i-6-Modell.
ne

Es sei I% eine beliebige Interpretation iiber 2f, und es sei I%!* die von I%
induzierte Interpretation iiber 2 [ e. Da I%!* @ erfiillt, erfiillt nach Satz 1 §1
I%« @, es ist also U, ein @-Modell.
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Satz 4 (Satz 2, § 1): Ist A ein ¢-@-Modell und ist M endlich, so gibt es ein « € M,
so daB 2, ein @-Modell ist.

Satz & (Satz 5, § 1): Ist U ein ¢-N (@)-Modell, so ist 2, ein @-Modell fiir alle & € M.

Satz 6 (Satz 7, § 1): Enthilt die Formel N (@) keinen Existenzquantor und kein
Disjunktionszeichen, so gilt:

Fa.x (x € M=, ist ein @-Modell) = 2 ist ein :-©-Modell.

Zum folgenden Satz soll wieder ein Beweis angegeben werden.

Satz 7 (Satz 8, § 1): Enthéilt N (@) keinen Allquantor und kein Negationszeichen
und ist @ eine geschlossene Formel, so gilt:

2, ist ein @-Modell = A I « ist ein ¢-@-Modell.
Beweis:

Es sei o < f und es sei I%!? eine beliebige Interpretation iiber 2 P 8. Da 2, ein
©-Modell ist, ist auch 2 ein @-Modell. Denn @ ist in der klassischen Modelltheorie
invariant gegeniiber Homomorphismen und auch invariant gegeniiber Ober-
strukturen, und 2, ist Oberstruktur eines homomorphen Bildes von 2,. I¥%8 sei
die von I%!8 induzierte Interpretation. Da I% @ erfiillt, erfiillt nach Satz 8, § 1
Ig”" 0. AU | « ist also ein i-O-Modell.

Nun gehen wir von den semantischen Begriffen des k-Homomorphismus und
der k-Unterstruktur iiber zu den algebraischen Begriffen des K-Homomorphismus
und der K-Unterstruktur.

Definition 2: Die Funktion y heit ein K-Homomorphismus von 2 in B, wir
schreiben: ¢ : A = B, wenn gilt (siehe Def. 1, § 2):

1. y ordnet ]edem x €M elnen Homomorphlsmus zp A, — B, zu.

2. Sind a, B € M, so ist (p* y)( a) = z/,v(p (a) fir alle @ € |2,

p: U ' DB heillt ein K-Epimorphismus ( K-Isomorphismus), wenn 1; : A, —> B,
ein Epimorphismus (Isomorphismus) ist fir alle « € M. Gibt es einen K-Epi-
morphismus von A auf B, so heillt B K-homomorphes Bild von 2. Ist B K-homo-
morphes Bild von 2, so ist auch B M « K-homomorphes Bild von 2 | « fiir alle
acM.

Ist M einelementig, so ist der Begriff des K-Homomorphismus mit dem
klassischen Homomorphiebegriff identisch.

Satz 8 (Satz 5, § 2): Ist B K-homomorphes Bild von 2 und enthilt die Normal-
form N (@) von @ kein Negationszeichen, so gilt:
2l ist ein 3-O-Modell = B ist ein i-6-Modell.

Satz 9 (Satz 6, § 2): Ist B K-homomorphes Bild von 2 und steht vor jeder Prim-
formel in N (@) ein Negationszeichen, so gilt:
DB ist ein i-@-Modell = 2 ist ein i-6-Modell.

Satz 10 (Satz 7, §2): Gibt es einen K-Isomorphismus von U auf B, so gilt:
A ist ein i-@-Modell < B ist ein ¢-@-Modell.
Die Beweise dieser Sétze sind im Prinzip so zu fithren wie der Beweis von Satz 1.

O%
&
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Definition 3: B heillt eine K-Unterstruktur von 2, wenn gilt:

1. Fiir alle « € M ist B, eine Unterstruktur von A,.

2. Fiir alle o, f € M mit o < f ist g% = ¢ | |B,] (siehe Def. 4, § 2).

Ist B K-Unterstruktur von 2, so ist B | « K-Unterstruktur von YU | .

Ist M einelementig, so ist der Begriff der K-Unterstruktur mit dem klassischen
Unterstrukturbegriff identisch.

Auch der folgende Satz 148t sich im Prinzip so beweisen wie Satz 1.

Satz 11 (Satz 8, § 2): Ist B eine K-Unterstruktur von 2 und enthilt die Normal-
form von @ keinen Existenzquantor, so gilt:
2 ist ein 3-@-Modell = B ist ein 1-@-Modell.

Satz 12 (Satz 9, § 2): Ist B eine K-Unterstruktur von 2 und enthilt die Normal-
form der geschlossenen Formel @ keinen Allquantor, so gilt:

B ist ein i-@-Modell = 2 ist ein 3-@-Modell.
Beweis:
Es sei « ¢ M und I%!* eine Interpretation mit I¥!*(x) € |B| fiir alle » ¢ Ind §.
Da B ein i-0-Modell ist, erfiillt nach Satz 8 §2 I%!* @. Nach Satz 1 ist A |
ein i-@-Modell. Das gilt fiir alle o € M. Deshalb ist 2 ein i-@-Modell.

Auch der Invarianzbegriff und die Sitze 1 bis 4 in § 2 lassen sich geeignet
iibertragen.

Zum Abschlull wenden wir uns noch dem Begriff des K-Ultraprodukts zu.

Definition 4: Ist (AY;c, eine L-Folge von K-Strukturen mit A = ({U%: o« € M},
=, @), so heifit die K-Struktur A= ({2 :a ¢ M}, <, §)y das K-Ultraprodukt
von (AY),¢ 7, beziiglich des Ultrafilters D, wenn gilt (sieche Def. 5, § 2):

1. Fiir alle « € M ist 2, das Ultraprodukt von (2%),¢ ;, beziiglich D.

2. Sind «, B € M und ist (a;),ez, € ||, s0 ist ;—f(az)zGL = (&f(“t))tGL .

Es gilt folgender Satz iiber K-Ultraprodukte, wie man mit Hilfe von Satz 10,
§ 2 zeigen kann.
Satz 13: Es sei A das K-Ultraprodukt von (%),¢; beziiglich des Ultrafilters D.
Hat D die Eigenschaft, dal der Durchschnitt geeignet vieler Filterelemente ein
Element des Filters ist, so gilt fiir alle Formeln 6.

U ist ein 5-O-Modell < {I: A% ist ein ¢-@-Modell} € D.

Beweis: ,,=>*

Es sei o ¢ M und es sei (I%'!%),¢ 1, eine L-Folge von Interpretationen. I¥te gei die
Interpratation mit

T3t () = (IFT(x)),¢ 1, fiir alle # € Ind.

= (A e, %) ist das k-Ultraprodukt von (¢ o, I%1%Y),¢ 1.

Da I¥t« @ erfiillt, ist D, (I¥1%),c ) = {L: I¥1=erf O} ¢ D nach Satz 10 § 2.
Jedem o € M und jeder L-Folge von Interpretationen (I%!%),¢, ordnen wir ein
Filterelement D?(a, (I%!%),¢ 1) zu. Es sei D? der Durchschnitt aller so erhaltenen
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Filterelemente. Es ist

D’ ¢ {I: A ist ein i-O-Modell} = D.
= D' ¢ D.

= {l: A ist ein i-O-Modell} ¢ D.

ne
Es sei o ¢ M und es sei I¥* eine Interpretation iiber 2 | . Es sei (I*'!%),¢, eine
L-Folge von Interpretationen mit (I¥1%(x)), ¢ ;, = I¥! () fiir alle # ¢ Ind §. Es ist
{I: A ist ein 5-O-Modell}  {I: I2"'= erf O} = D°.
= D’ ¢ D. Nach Satz 10, § 2 gilt:
I3tz orf @. Das gilt fiir alle o« € M und alle I%!=,
= Qist ein i-@-Modell.
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METAMATHEMATISCHE BEGRIFFE IN STANDARDTHEORIEN*

Von Gioraro GERMANO aus Miinster i. W.

Einfihrung

Die vorliegende Arbeit ist ein Beitrag zur Prézisierung eines sehr iiblichen meta-
mathematischen Begriffs im Rahmen der ersten Stufe. Schon die Problemstellung
(s.u.) und ferner manche Analogien formaler Art weisen auf Beziehungen zum
Tarskischen Satz tiber den Wahrheitsbegriff hin. Im ersten Paragraphen betrachten
wir also den allgemeinen Satz iiber den Wahrheitsbegriff von Tarski, 1936, und
den Hauptsatz von Tarski, 1953 (Satz 1.1, Satz 1.1*). Dann wird eine gemeinsame
Verscharfung dieser Satze (die voneinander logisch unabhingig sind) bewiesen
(Satz 1.2), und es wird gezeigt (mit Hilfe eines Lemmas), daf} diese Verschirfung
nicht weiter gefithrt werden kann (Satz 1.3). Aus Satz 1.2 (mit Hilfe des Lemmas)
ergibt sich als Korollar auch eine gewisse Verschirfung des Godelschen Unvoll-
stindigkeitssatzes, in der Form von Rosser, 1936, fir die Arithmetik der ersten
Stufe. Am Ende des Paragraphen wird ein neuer, intuitionistisch gultiger Beweis
von Satz 1.1* angegeben (der Beweis von Tarski, 1953, gebraucht wesentlich das
,tertium non datur). Im zweiten Paragraphen wird die Unabhéngigkeit des
Satzes 1.2 von Satz 1.1 und von Satz 1.1* skizziert. Im dritten Paragraphen
erweist sich durch Anwendung von Satz 1.1 eine erste Prazisierung 7',(g) des
untersuchten Begriffs als widerspruchsvoll (Satz 3.1). Um zu zeigen, daB die nachste
Abschwichung 7', (g) von T (g) immer noch widerspruchsvoll ist (Satz 3.2), wird
dann der stirkere Satz 1.2 angewandt. Einen befriedigenden Rahmen fiir die ge-
suchte Prazisierung stellt endlich die Abschwéachung 7';(g) von Ty (g) dar (Satz 3.3).

Problemstellung

In mathematischen Texten trifft man hiufig Wendungen an, wie:
,,es ist bekannt, daB3 . . .“
»- - ., Wie es bekannt ist, . . .
,»- . ., denn es ist bekannt, daf .. .“

Wir interessieren uns fir den Begriff, der hier zum Ausdruck kommt. Still-
schweigend werden allgemein einige Annahmen iiber diesen Begriff gemacht, aus
denen man die einfachsten zunéichst etwas vage folgendermafen formulieren kann:
1. Es wird angenommen, dafl die Definitionen oder mindestens einige Grund-
eigenschaften einiger elementarer mathematischer Begriffe (etwa der Nachfolger-
funktion, der Null, der Addition, der Multiplikation) ,,bekannt‘‘ sind.

* Eingegangen am 30. 8. 68.
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2. Es wird angenommen, daf} das, was ,,bekannt‘‘ ist, wahr ist.

3. Es wird angenommen, daBl auch das ,bekannt ist, was aus ,,bekannten‘
Préamissen folgt.

Die Aufgabe, die wir uns stellen, ist, zu untersuchen, wie eine Prézisierung dieses
Begriffes durch eine Theorie der ersten Stufe angegeben werden kann.

Definitionen

Eine Standardsprache sei eine Menge von Ausdriicken der ersten Stufe, die aus den
iiblichen logischen Konstanten (—, A, v, >, <, A, V, =), aus abzahlbar vielen
Individuenvariablen (z,,,,...), ohne Funktionen- und Pridikatevariablen, aus einer
Individuenkonstante 0, aus einer einstelligen Funktionenkonstante S und aus
einer (evtl. leeren )Menge weiterer nicht logischer Konstanten aufgebaut wird.
Sind I bzw. F bzw. P eine Menge von Individuen- bzw. Funktionen- bzw. Pradikate-
konstanten, so soll L(I, F, P) die Standardsprache mit den Individuenkonstanten
aus I U {0}, den Funktionenkonstanten aus ' \ {8} und den Pridikatekonstanten
aus P sein. Ist M eine Untermenge einer Standardsprache, und sind I bzw. ¥ bzw. P
die Menge der Individuen- bzw. Funktionen- bzw. Pridikatekonstanten, die in
Ausdriicken von M vorkommen,sosei 4 (M) := L(I,F, P). Fernersollen 4, (M) bzw.
A, (M) bzw. 4,(M) die Menge der Ausdriicke aus 4 (M) sein, in denen keine Indivi-
duenvariable frei vorkommt, bzw. hochstens 2, frei vorkommt, bzw. hochstens a;
und z, frei vorkommen.

Es sei: 40:=0,4(n + 1):=8SA4n. Fir einen Ausdruck «, eine Individuen-
variable x und einen Term ¢ soll « (x/t) das Ergebnis der Substitution (mit Vorsichts-
mafnahmen) von ¢ fiir « in « sein; ferner sei o [t] := o (2,/t), und fiir Terme ¢, ¢,,
so daBl x, in ¢, nicht vorkommt, sei «[t;, £,] := a[f;] (x,/t;). Eine Standardtheorie
sei eine gegen den Pridikatekalkiil der ersten Stufe mit Identitidt abgeschlossene
Untermenge der Menge 4,(L) einer Standardsprache L.

N sei die Menge der nicht-negativen ganzen Zahlen. Unter einer Codierung ver-
stehen wir eine injektive Funktion, deren Werte in IV liegen. Unter einer Godelisie-
rung verstehen wir eine (worttheoretisch) partiell rekursive Codierung mit re-
kursivem Wertebereich. Ist ¢ eine Godelisierung, so ist auch g—! partiell rekursiv.
Ist & eine Funktion, so sollen B, (k) bzw. B, (k) der Definitions- bzw. Wertebereich
von h sein, und k ((4)) soll fiir eine Menge A die Gesamtheit der Werte sein, die A
den Elementen von 4 zuordnet.

Ist L eine Standardsprache und f eine Codierung von L (d.h. mit B, (f) = L), so sei

d . f(f~(n) [An]), falls n € By(f)
1(n) = 0 sonst

die Diagonalfunktion von f. Ist L eine Standardsprache und g eine Godelisierung
von L, so ist d, rekursiv (vgl. Tarski, 1953, S. 48; Mostowski, 1952, S. 78ff.;
Germano, 1966, S. 301f.).

Ist T eine Standardtheorie und % eine (einstellige) Funktion mit B, (k) = N und
B,(h) C N, so heiBe (nach Tarski, 1953, S. 45) h in T definierbar genau dann,
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wenn es ein o aus 4,(7) gibt, sodaB /\ (x[An] & zy = Ak (n)) € T ist, fir jedes
n aus N.

Eine Standardtheorie 7' heile arithmetisch genau dann, wenn alle (einstelligen)
rekursiven Funktionen in 7' definierbar sind, und (im Falle, daB 7T erfiillbar ist)
T von einer Realisierung erfiillt wird, deren Universum N ist und die der Indi-
viduenkonstante 0 die Zahl Null und der Funktionenkonstanten S die Nach-
folgerfunktion zuordnet (zur Semantik vgl. etwa Tarski, 1935, 1953).

Um metatheoretische Sachverhalte durchsichtiger formulieren zu kénnen, werden
wir oft von ,,non“, ,.et‘, ,,vel, ,,seq‘‘ (sequitur), ,,aeq‘‘ (aequivalet), ,,Om* (Omni),
,Ex‘ (Existit) auf die iibliche Weise Gebrauch machen. Das Gleichheitszeichen
wird sowohl fiir sprachliche wie fiir metasprachliche Ausdriicke gebraucht; der
jeweilige Zusammenhang soll Milverstdndnisse ausschliessen. Um die Identitdt
von Zeichenreihen auszudriicken, ziehen wir aber das Zeichen ,,=‘ vor, das
ebenfalls nach dem Zusammenhang von dem Congruenzzeichen unterschieden
werden soll. Als metasprachliche Variablen wollen wir die folgenden Buchstaben
reservieren: ,,L‘‘ fir Standardsprachen, ,, 7 fur Standardtheorien, ,,f* fir
Codierungen, ,,g* fiir Godelisierungen.

§ 1. Allgemeine Satze

Aus historischen Griinden und wegen der Anwendungen im dritten Paragraphen
betrachten wir die Sitze dieses Paragraphen in folgender Anordnung:

Satz 1.1 (vgl. Tarski, 1936)‘.
(Om T') Om f, B,(f) = A(T))

(Bx € 4,(T) )<0m BEA(T) (@4f(B)] - pET
seq (d; in T definierbar seq 7' Widerspruchsvoll)) .

Satz 1.1* (vgl. Tarski, 1953).
(Om T') (Om f, B, (f) = A(T))
((Bx o € A;(T)) (Om B € Ao(T)) ((B € T seq a[Af(B)] € T)

et (B ¢ T seq ~a[4f(f)] € T))
seq (d; in T definierbar seq 7' widerspruchsvoll)).

1 Satz 1.1 kann als eine Folge aus der These B von Tarski, 1936, S. 399 (Nachwort) angesehen
werden. Diese These ist eine Verallgemeinerung des Satzes Ig von Tarski, 1933, S. 96 (und
Tarski, 1936, S. 370). Fiir beide wird der Beweis nur skizziert. Eine zum Satz 1.1 analoge
Behauptung ist in Tarski, 1939, S. 106 (Th. 2.3) enthalten und z. B. in Ladriére, 1957, S. 316f.
bewiesen (allerdings nur fiir Theorien, die die Typentheorie oder eine Mengenlehre enthalten).
In dem Beweis von Ladriére wird ferner die Definierbarkeit von Funktionen nicht im allge-
meinen Sinne von Tarski, 1953, S. 45, sondern in dem von Mostowski, 1952, S. 74, Def. 1
aufgefaBt.
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Satz 1.2 (aus Germano 1966).
(Om T) (Om £, B,(f) = A(T))
((Bx o € 4y(T)) (Om B € 4o(T)) (141 (B~ B) €T
et (B € T seq x[4f(B)] € T))
seq (d; in T definierbar seq 7' Widerspruchsvoll)).
Lemma
(Om T) (Om g, By(g) = A(T))
(T rekursiv aufzdahlbar et 7' arithmetisch
seq (Bx « € 4,(T)) (O B € 4y(T)) (x[Ag(B)] € T aeq € T)
et d,in T deﬁm’erbar)).
Satz 1.32
(Ex T) (BExg, B,(9) = A(T))
((Bx o € 4,(T)) (Om B € 4o(T)) (x[49(B)] € T aeq f € T)
et d, in T definierbar et 7' widerspruchsfrei)
Korollar zu Satz 1.2 (vgl. Godel, 1931; Rosser, 1936)
(Om T) (T rek. aufzdhlbar et T arithmetisch et 7' widerspruchsfrei
seq T unvollstindig).

Man sieht sofort, daB sich Satz 1.1. aus Satz 1.2. ohne weiteres ergibt. Durch An-
wendung des ,,tertium non datur‘‘ erhilt man auch leicht Satz 1.1*. aus Satz 1.2.,
in dem man zeigt, daBl aus der Voraussetzung von Satz 1.1*. die Voraussetzung
von Satz 1.2. gewonnen werden kann:

Es sei

(A) (Bxa €Ay (T))(Omp€4,(T)) ((B€Tsequ[Af(B)]1€T)

et (B¢ T seq ~a[df(f)] € T))
vorausgesetzt; halten wir ein solches « fest. Nach dem ,,tertium non datur‘ gilt
fir ein beliebiges B aus Ay(T): €T vel B¢ T. Im ersten Falle ist auch

(«[4f(B)]— B) € T, weil T' gegen den Priidikatekalkiil abgeschlossen ist (es geniigt
der intuitionistische). Im zweiten Falle ist — «[A4f(B)] € T nach (4); somit auch

? In Myhill, 1950, wird ein ahnlicher Satz fiir ein besonders schwaches System (keine Standard-
theorie) bewiesen, das unter anderem negationslos ist.

Fiir vollstandige Theorien gilt das Negat von Satz 1.3., wie es aus den Uberlegungen weiter
unten hervorgeht. Héufig wird gerade dieser Sachverhalt als Tarskischer Satz (abgeschwicht)
angegeben. Eine etwas abstrakte Formulierung davon ist in Smullyan, 1961, S. 45, Th. 1.1.,
enthalten. Dabei soll folgendes bemerkt werden: Wenn d, in 7' definierbar ist, soist 7',,normal*‘;
wenn T vollstandig und widerspruchsfrei ist, so ist T’ ,,complemented*‘.
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(x[4f(B)]1— B) € T aus demselben Grunde wie oben. Direkt an (4) kann man
ferner ablesen, daB auch (8 € T seq «[4f(8)] € T) gilt.

Ebenfalls durch Anwendung des ,,tertium non datur* bei einem metatheoretischen
Schlufl wird Satz 1.1* (in etwas schwicherer Form) in Tarski, 1953, S. 46ff. be-
wiesen. Am Ende dieses Paragraphen wird ein neuer Beweis (aus Germano, 1966)
angegeben, der keinen Gebrauch des ,,tertium non datur weder metatheoretisch
noch in den betrachteten Theorien erfordert.

Satz 1.3 folgt aus dem Lemma und daraus, da3 es axiomatische Standardtheorien
gibt, die arithmetisch und widerspruchsfres sind (vgl. z. B. Tarski, 1953, S. 511f.).
Fiir eine widerspruchsfreie und vollstandige Theorie 7' sind die Bedingungen

(xeopeT,

(BE€ETseqacT)et (B¢TseqacT),
(x>p)eT et (BeTsequcT),
a€TaeqfeT

dquivalent. Fir eine solche Theorie 7' und eine Codierung f von 4 (7') sind also
Satz 1.1, Satz 1.1*, Satz 1.2 dquivalent mit:

(Ex o € 4,(T)) (Om f € Ao(T)) (x[A](B)] € T aeq f € T)
seq (d; in T' definierbar seq 7' widerspruchsvoll).

Wegen Satz 1.2 gilt also
(Om T) (Om f, By(f) = A(T))
(T vollstindig seq non((ExoceA1 (7)) (Om Bedo(T)) (e [Af(B)1€ T aeqBeT)
et d; in T' definierbar et T widerspruchsfrei)).

Daraus ergibt sich sofort das Korollar durch Anwendung des Lemmas. Damit
haben wir eine gewisse Verschiarfung (fiir Standardtheorien) des Godelschen Un-
vollstindigkeitssatzes in der Form von Rosser, 1936. Es gibt nimlich axiomatische,
arithmetische, widerspruchsfreie Standardtheorien, die von der Peanoschen
Arithmetik verschieden sind. Jede axiomatische Standardtheorie, die die Peano-
sche Arithmetik enthilt und die von einer Realisierung erfiillt wird, deren Uni-
versum X ist und die 0 die Null und S die Nachfolgerfunktion zuordnet, ist von
dieser Art. Ebenfalls von dieser Art sind die Theorien aus Tarski, 1953, S. 511f.
(vgl. dazu auch Smullyan, 1961, Supplement, § 6, 7) und die entsprechenden Er-
weiterungen.

Beweis von Satz 1.2.:

Betrachten wir eine beliebige Standardtheorie 7' und eine beliebige Codierung f
von A(T). Es gebe ein o aus 4,(7'), so daB fiir alle § aus 4,(7") gilt:

L (2[4f(B)>B)CT,
IL B¢ T seqa[Af(BIET .
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Halten wir ein solches o fest. Ferner nehmen wir an, da8 d (wir schreiben im Laufe
des Beweises ,,d" statt ,,d,) in T' definierbar ist, d.h. da8 es ein y aus 4,(7T) gibt,
so daB fir alle n aus N gilt:

II1. é\ (y[An] oz, =Ad(R) €T .
Halten wir ein solches v fest. Setzen wir:

Bl o= Ay —>ale) .
Dann gilt:

b) o [Af(ma)]= A [Af ()] > alz,]) .
Nach der Definition von d gilt ferner:

o) d(f(mo) = (f(mw) [Af(ma)]) = f(m o [Af(ma)])
Setzen wir noch:

d) o= A (A e)] o w=Ad(f(— ),

e) ag:=a[df(mo[df(ma))]>—0[df(mw)].
Es gilt:

f) ag=a[dd(f(—oy))] > — o [4f(— ;)] nach c).

Da a € A, (T) ist (x, kommt in « nicht frei vor), kénnen wir 0.B.d.A. annehmen,
daB z, in « tiberhaupt nicht vorkommt. Dann gilt:

g)  a[x,y] (xy/dn) = a[dn].
Es gilt: (1) oy —y[Af(may), Ad(f(— )]

mit Hilfe von: A-Bes.g, A-Bes.g, ,,modus ponens‘‘, Substitutionsregel, Axiome des
Gleichheitszeichens;

2) q[df(ma)l=y[Af(—o), Add(f(— )] > a[4d(f(— )]
mit Hilfe von: A-Bes.g, Substitutionsregel, nach b), g);
(3) oy oy [Af(m )] —a[Ad(f(— )]
nach (1), (2) mit Hilfe des ,,modus ponens®;
(4) o, 009, 0 [Af ()] =10 [Af(—0y)]
nach (3), f) mit Hilfe des ,,modus ponens*‘;
(5) o, 0t =104 [Af ()]
nach (4) mit Hilfe der Selbstwiderlegungsregel;
(6) afdd(f(may)], 2= Ad(f(— a)) —alz,]

mit Hilfe von :—-Einf.g, ,,modus ponens*, Substitutionsregel, Axiome des Gleich-
heitszeichens;

(1) o y[Af(m )] =2y = Ad(f(m 1))
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mit Hilfe von: A-Bes.g, A-Bes.g, ,,modus ponens‘.
(8) ap, a[Ad(f(— )], y [Af(— oty)] =[]
nach (6), (7) mit Hilfe von —-Einf.g und ,,modus ponens*.
(9) oy, x[Ad(f(— )] — 4\' ([Af(— )] a[x,])
nach (8) mit Hilfe von —-Einf.g, A-Einf.g.
Da T eine Standardtheorie ist, gilt also nach (5), (9), b):
(*0) ag €T et oy € T et a[Ad(f(— «;))] € T seq T widerspruchsvoll.
Es gilt aber:
(*1) oz €T nachlT,
(*2) oy € T nach III,
(*3) afdd(f(—a)1€T;

dennnach (5), (*1),(*2):—o [4 f(—oy)1€T; alsonachIL. : a[A f (—oy [Af (—a)DIET,
woraus sich (*3) ergibt nach c).

Aus (*0)—(*3) erhalten wir schlieBlich, dal 7" widerspruchsvoll ist.

Es ist interessant, daf} die einzigen Regeln des Aussagenkalkiils, die wir verwandt
haben (nidmlich A-Bes.g, —-Einf.g, ,,modus ponens®, Selbstwiderlegungsregel),
intuitionistisch gultig sind (vgl. etwa Kleene, 1964, S. 98ff.). Auch sdmtliche
metatheoretischen Schliisse sind intuitionistisch giiltig.

Beweis des Lemmas:

Fiir eine beliebige Standardtheorie 7' und eine beliebige Godelisierung g von A (7')
sei

(1) T rekursiv aufzéhlbar,

(2) T arithmetisch.

Es sei b eine rekursive Funktion, die nach (1) die Menge g ((7")) aufzahlt. Nach (2)
ist b in T definierbar. Fir ein festes y aus 4,(7") und ein beliebiges g aus 4, (7T)
gilt also:

(3) (Omn € N)(y[dn, Ag(B)] — Ag(B)=Ak(n) €T ;
daraus folgt (wobei 6 := y [x3, 2,]):

4) (Exn € N)g(f) =h(n)seq (Exn ¢ N)(dg(p)=Ah(n) €T
seq (BExn ¢ N)y[dn, Ag(B)1 €T
seq Yy, Ag(B)l €T
seq VO[Ag(BIeT .

Nach (2) konnen wir ferner 0.B.d.A. annehmen, daB 7T von einer Realisierung R
erfullt ist, deren Universum N ist und die der Ziffer A7 die Zahl n zuordnet (wire
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némlich T' widerspruchsvoll, so wire das Lemma trivial). Es sei  die Relation
iber N, die bei B dem Ausdruck y zugeordnet wird.

Es gilt:
(5) ;/ 0[Ag(B)] € T seq (Exn € N) 7 trifft auf (n, g(B)) zu
) seq (Exn € N)g(f) = h(n) nach (3).
Aus (4), (5) ergibt sich:
(Om B € 4y(T) (Y 8[4g(F)] € T aeq (Exn € N) g(f) = h(n)
aeq B cT).

SchlieBlich ist nach (2) d, in T definierbar, weil es rekursiv ist, wie wir schon er-
wihnt haben.

Beweis von Satz 1.1* ohne ,,tertium non datur‘:

Betrachten wir eine beliebige Standardtheorie 7', eine Codierung f von A (T),
einen Ausdruck « aus 4,(7) und einen Ausdruck y aus 4,(7T), fir die folgendes
gilt (dabei schreiben wir ,,d** statt ,,d,):
L (Om B eAy(T)((B€T sequlAf(B)I€T)
et (B¢ T seq a[4f(B)] € T));
II. (Om % €N) 4\ yldn] o x,=A4d(n) €T .

Setzen wir ferner: § := g{\ (y = — a[a,]). Dann ist:
a) 6[4f(0)]= 2 @ AfO)] > —ala,]),

b) d(f(9)) = f(6[Af(5)]) -
Es gilt:
(1) AIAFO)] o 2 = Ad(f(8) -y [41(0), Ad(/(3)]

mit Hilfe von: A-Bes.g, A-Bes.g, ,,modus ponens®, Substitutionsregel, Axiome
des Gleichheitszeichens;

(*2) S[Af(8)1+—y[4f(6), Ad(f())] > — x[Ad(f(5))]
mit Hilfe von A-Bes.g und der Substitutionsregel;

(3) Ay [41(@O)erae= Ad({(0)),—alAAFE)] —AG [A](8)]>—alz)

mit Hilfe von: A-Bes.g, —-Einf.g, ,,modus ponens“, A-Einf.g, A-Bes.g, Sub-
stitutionsregel, Axiome des Gleichheitszeichens.

Es wurden auch hier nur intuitionistisch giiltige Regeln verwandt. Jetzt wollen
wir einige metatheoretischen Schliisse vollziehen. Der Ubersichtlichkeit halber
verzichten wir darauf, die Formalisierung vollstdndig durchzufiihren. Man kann
aber ohne Miihe einsehen, daB keine andere Regeln als die metatheoretischen
Analoga von A-Bes.g, —-Einf.g, ,,modus ponens®, Selbstwiderlegungsregel, Kontra-
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positionsregel, A-Einf.g, A-Bes.g, V-Einf.g, Substitutionsregel (also nur in-
tuitionistisch giltige) verwandt werden. Die metasprachlichen Ausdriicke unter
I. bzw. II. nennen wir ,,4° bzw. ,,B*. In der folgenden Ableitung gebrauchen wir
stdandig die Theorieeigenschaft von 7'

o, €Tet...eta, €T etoy,...,a,—aseqacT.

Wir beschrinken uns darauf, die Anwendungen der Analoga von Selbstwider-
legungsregel und Kontrapositionsregel zu erwahnen, denn die anderen sind
ganz unproblematisch.

1. Bseqy[Af(6), Ad(f(0))] € T nach (*1)
2. O[A1(8)] € T seq (y [A1(0), Ad(f(5)]
- =4 d(f(é))]) €T mnach (*2)

3. B, 8[4[(0)] € T seq —a[Ad(f(0))1 € T
4. B,6[Af(8)] € T seq—o[Af(6[Af(8)])] €T nach b)
5. B, T widerspruchsfrei, § [4f(6)] € T seq «[Af(6[A4f(8)])] ¢ T (Kontrap.)
6. 4, B, T widerspruchsfrei, 6 [4f(8)]1 € T seq é[Af(6)]1 ¢ T (Kontrap.)
7. 4, B, T widerspruchsfrei, seqo[Af(d)]¢ T (Selbstwid.)
8. A, B, T widerspruchsfrei, seq o [Af(O[AFO)DI€T
9. 4, B, T widerspruchsfrei, seq Do [Ad(f(0)] €T nach b)
Nach 9. und der Definition von B gilt also (vgl. (*3)):
10. A4, B, T widerspruchsfrei, seqﬂ{} i) = alz,)) €T
11. A, B, T widerspruchsfrei, seqd[Af(6)] €T nach a)
12. 4, B, q[4f(©)]¢T seq 7' widerspruchsvoll (Kontrap.)
Aus 7. und 12. erhilt man:
14. A, B, T widerspruchsfrei, seq 7' widerspruchsvoll
15. 4, B seq T' widerspruchsvoll  (Selbstwid.)

Daraus ergibt sich schlieflich die Behauptung:
(Exa € A4,(T)) A seq (Bxy € 4,(T)) B seq T widerspruchsvoll).

§2. Unabhingigkeitsbeweise
Satz 2.1 (ExT)(Exf, B,(f)= A(T))
((Bx o € 4,(T)) (Om B € 4o(T)) (<[4£ (B)]~ B) € Q
et (B €T seqa[Af(f)]€T))
et non(Ex a; € 4,(7)) (Om 8 € 4o(T)) (e, [Af(A)] < B) € T) .
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Beweis:

Es werden eine Standardtheorie 7' und eine (berechenbare) Codierung f von A (T)
effektiv angegeben, die die gewiinschten Eigenschaften aufweisen. Der Beweis ist
also intuitionistisch einwandfrei.

Essei L:= L(0, 0, 0). Es sei R, die Realisierung, deren Universum die Menge {0, 1}
ist und die der Individuenkonstante 0 die Zahl 0 und der Funktionenkonstante S
die zyklische Permutation (0, 1) zuordnet. Es sei R, die Realisierung, deren
Universum die Menge {0, 1, 2} ist und die der Individuenkonstante 0 die Zahl 0
und der Funktionenkonstante S die zyklische Permutation (0 1 2) zuordnet.

B sei: T:={ox € Ay(L)|R, erfillt a et R, erfillt o}

T, = {x € Ay(L)|Ry erfiillt o et R, erfiillt — o}
Ty:= {o € Ag(L)|R, erfiillt — o et R, erfilllt o}
Ty:=AdyL)—(TUT,uT,.

Da es entscheidbar ist, ob ein Ausdruck von R, bzw. R, erfiillt ist oder nicht, sind
T,T,, Tyund T, entscheidbar und daher aufzihlbar. Es seien h bzw. hy bzw. b,
(berechenbare) Funktionen, die T bzw. T, U T, bzw. T', aufzéhlen. Fiir g aus 4¢(L)
definieren wir:

(;;,ﬁ:h (¥))-6, falls BcT,
f(B) = ((;,ﬁ = hy (g/)).ﬁ +1, falls geT,uT,,
(p.ﬁ = hy (y))ﬁ +5, falls B€T,.
Fir g aus Ay(L) kommt alio genau einer der folgenden drei Falle in Frage:
per et f(f) =0 mod 6,
peET, vTyet f(f)=1mod6,
BET, et f(f) =5 mod 6 .

Andererseits: R, erfiillt Am = Anaeqm=nmod (¢ + 1) fir ¢ =1, 2. Fiir ein
beliebiges 8 aus 4, (L) gilt also (¢ = 1, 2):

R, erfiillt Af(f) = 40 seq f(f) =0 mod (7 + 1)
seq f(f) = 0 mod 6
seq B €T

seq R; erfullt §,
das heiBt: (1) (4f(B)=40—>p)€T;

ferner ist: (2) B € T seq f(B) = 0 mod 6
seq f(B) =0 mod (i + 1) (¢=1,2)
seq R; erfiillt Af(B) = 40 (t=1,2)
seq Af(B)=40€T.
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Andererseits erfiillt R, den Ausdruck 42 = 40 (nennen wir ihn ,,»*), und R, erfiill
ibn nicht, wihrend 43 = A0 (nennen wir ihn ,,6*) bei R, und nicht bei R, gilt. Es
ist also: f(y) = 1 mod 6 und f(é) = 1 mod 6. Also ist f(y) = f(J) mod 2. Das heiBt:
R, erfillt Af(y) = Af(9).
Wenn es nun einen Ausdruck «; aus 4,(7T') geben wiirde, mit (o, [Af(f)] — ) € T
fiir alle # aus 44(7'), so wire auch (a, [4f(y)] < y) € T und (a [4f(5)] < ) €T
Dann wiirde R, mit Af(y) = Af(5) auch oy [Af(y)] <y und «,[4f(5)] +> 0 er-
fullen, somit auch y < ¢, was nicht der Fall ist. Daraus und aus (1), (2) ergibt sich
die Behauptung von Satz 2.1.
Satz 2.2 (Ex T) (Ex {, B,(f) = A(T))

((Bx o €.4,(T)) (Om € 4o(T)) (2[4 (B> P) € T

et (8 € T seq x[4f(B)] € T))
et non (Ex o; € 4,(7T)) (Om B € A(T)) ((B € T seq oy [Af(B)] € T)
et (8 ¢ T seq — oy [41(8)] € 1))

Beweis:

Wir betrachten wieder die L, R,, R,, T', T';, T, T'y des vorigen Beweises. Es seien b
bzw. b, bzw. h, (berechenbare) Funktionen, die 7' bzw. T, bzw. T', U T', aufzahlen.
Fir § aus 44(L) definieren wir:

(wB=hy)6 , falls BeT,
v
f(B):= ((;./3=hl(y)).6+2, falls geT,,
(pﬂ:hz(y)).6+ 1 falls feT,uT,.
P

Fir § aus 4y(L) kommt genau einer der folgenden drei Fille in Frage:
peT et f(f) =0mod 6,
peET, et f(f)=2mod 6,
BeET,uTyet f(B)=1mod6.
Also gilt: R, erfillt Af(f) = 40 seq f(f) = 0 mod 2
seq f(f) = 0 mod 6 vel f(8) =2 mod 6
seq €T vel BT,
seq R, erfiillt §;
R, erfullt Af(B) = A0 seq f(f) =0 mod 3
seq f(f) = 0 mod 6
seq f €T
seq R, erfillt § ;

das heifit: (1) (4f () =40 €T;
ferner gilt: (2) § € T seq Af(f) = 40 € T wie im vorigen Beweis.
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Andererseits erfiillen R, und R, den Ausdruck 46 = A0 (nennen wir ihn ,,»),
wihrend nur R, den Ausdruck 42 = A0 (nennen wir ihn ,,6°) erfillt. Es ist also
f(y) = 0mod 6 und f() = 2 mod 6; somit auch f(y) = f(§) mod 2; d.h. R, erfiillt
Af(y) = Af(6). Wenn es nun einen Ausdruck «; aus 4,(7) geben wiirde, mit

BeTseq o[df(BIET,

B¢ Tseqo[df(B)]eT

tir alle B aus 4¢(T), so wire a; [Af(y)] € T und — &, [4(5)] € T. R, wiirde dann
mit Af(y) = Af(d) auch &, [4f(y)] und — oy [4f(8)] erfiillen, somit auch e, [A fm1
~—1 o, [Af(y)], was unmoéglich ist. Daraus und aus (1), (2) ergibt sich die Be-
hauptung von Satz 2.2.

§ 3. Anwendungen

Nach den vorigen Ergebnissen allgemeiner Art wollen wir uns jetzt der Prazisierung
zuwenden, die in der Problemstellung genannt wurde. Essei Ly := L(@, {+, .}, {K}),
wobei + und . zweistellig und K einstellig sein sollen; «, B,y seien Ausdriicke
aus 4y(L,). Fiir eine beliebige Godelisierung g von L, betrachten wir die folgen-
den Axiome:

I.a) KAg(Q/Z\’(S%:SxZ—»xl:xZ)) ,

I.b) KAg(Q (=0 Hﬁ—wxlexZ)),

I.c) KAg(éxIJrOleAéé\’xl+Sx2=S(xl+x2)),

I.d) KAg(£x1.0=OAQ4\‘x1.Sx2= (. @) + 2p) .
Betrachten wir ferner die folgenden Axiomenschemata:

II. KAg(o) >,
II.  (xAf—>y)—>(KAdgx)AKAg(B)— KAg(y)).

Die Axiome I. sollen der ersten Annahme aus der Problemstellung entsprechen
(Injektivitdt der Nachfolgerfunktion; Definition der Null, der Addition und der
Multiplikation). Die Axiome nach Schema II. sollen der zweiten Annahme ent-
sprechen (das, was ,,bekannt‘‘ ist, ist wahr). Die Axiome nach Schema III. sollen
der dritten Annahme entsprechen (auch das ist ,,bekannt*, was aus ,,bekannten‘
Pramissen folgt). Die Menge all dieser Axiome nennen wir M, (g). T,(g) sei die
kleinste Untermenge von A4,(L,), die M, (g) enthilt und gegen den intuitionisti-
schen Pridikatekalkiil (mit Identitit) abgeschlossen ist. Im Folgenden, immer
wenn von einer Godelisierung g von L, die Rede ist und klar ist, um was es geht,
gebrauchen wir die Abkiirzung: K (x) := K Ag(«).

Durch die Theorien T, (g) ist die in der Problemstellung formulierte Aufgabe bei
weitem noch nicht gelost: diese Theorien ermoglichen keine Prizisierung, denn
es gilt:

3 Mathematische Logik (13, 1/2)
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Satz 3.1 (Om g, B,(g) = L,) T, (g) widerspruchsvoll3.

Beweis:

Betrachten wir eine Godelisierung g von L,. Setzen wir:

o = ﬁi\' (S, = Sz, > 2, = x,). Nach IIL. ist (ag — ) = (K (0tg) = K (B)) € T4 (g)
fiir ein beliebiges . Aber f — (o, — p) ist intuitionistisch giiltig. Also ist (/3 - (K (o)
- K (,3))) € T, (g). Somit ist nach I.a) auch (f — K (8)) € T,(9). Danach und nach
II. gilt also: (1) (Om B € Ay (Ly)) (K (B) < B) € T\ (g) ; alsonach Satz1.1: d,in T (g)
definierbar seq 7 (g) widerspruchsvoll. Da8 d, in T, (g) definierbar ist, folgt daraus,
daBl wegen der Axiome I. und des Schemas II. die Theorie @ von Tarski, 1953,
S. 51, in T, (g) enthalten ist; daher ist jede einstellige rekursive Funktion in 7', (g)
definierbar (vgl. op. cit. II, Th. 5, 6) und insbesondere d,. Also ist schlieflich:
T, (g9) widerspruchsvoll.

Nach Satz 3.1 wissen wir, daB die Axiome aus M, (g) viel zu stark sind. Wir
koénnen natirlich nicht auf die Axiome I. verzichten, die schon sehr wenig an elemen-
taren mathematischen Begriffen als ,,bekannt‘‘ voraussetzen. Auf das Schema II.
koénnen wir auch nicht verzichten, ebenfalls auf Grund der Problemstellung. Das
Schema III. 148t sich aber noch abschwichen, ohne die Annahme der Problem-
stellung aus dem Blick zu verlieren.

Betrachten wir wieder die Standardsprache L, und eine Godelisierung g von L.
M,(g) sei die Menge der Axiome I. und der Axiome nach dem Schema II. Das
Schema III. schwéchen wir zur folgenden Regel R(g) ab:

aAB—>y
KAg(@)an KAg(B)—~ KAg(y) .

T,(g) sei die kleinste Untermenge von A,(L,), die M,(g) enthdlt und sowohl
gegen den intuitionistischen Pridikatekalkiil (mit Identitdt) wie auch gegen R(g)
abgeschlossen ist.

Trotz der scheinbaren Abschwichung gilt:

Satz 3.2. (Om g, B,(g9) = L,) T, (g) widerspruchsvoll.

Beweis:
Betrachten wir eine Godelisierung g von L. Setzen wir wieder «, wie im vorigen
Beweis. Dann gilt fiir ein beliebiges §:
B € Ty(g) seq (oo~ B) € T2(9)
seq (K (o) > K (B)) € To(9) mach R(g)
seq K (B) € T,(g9) nach Axiom I.a).

3 Eine nicht direkt fiir unser Problem interessante aber formal etwas dhnliche Behauptung
wird in Kaplan and Montague, 1960, als Folge aus Godel, 1931, angegeben.
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Danach und nach Schema II. gilt:
(Om B € Ay(Lo)) (K (B) > B) € T2(g) et (B € T, (g) seq K (B) € T,(9))) -

Daraus ergibt sich analog wie im vorigen Beweis, daB 7', (g) widerspruchsvoll ist,
durch Anwendung von Satz 1.2 statt Satz 1.1.
Die Tatsache, dafl das gewiinschte:

(Om g, B, (9) = L) T, (g) widerspruchsfrei

nicht der Fall ist, hangt nicht von der Starke der Sprache L, ab, sondern von der
Stéarke der Regel R(g) mit den Axiomen M,(g). Wir zeigen das, indem wir die
Untermenge L, von L, betrachten, die durch die folgenden extrem schwachen
Bedingungen definiert ist: alle Ausdriicke der Gestalt K An (fiir n € N) sollenin L,
sein, und L, soll gegen Negations- und Implikationsbildung abgeschlossen sein.
Fir eine beliebige Godelisierung g von L, sei M, (g) die Menge, die genau das
Axiom

I,. KAg(oy) fiir ein festes o, aus L,

und die Axiome nach dem Schema

II,. KAg(s)—> o fir ein beliebiges ¢ aus L,

enthélt. Ferner sei R, (g) die Regel R(g), beschrinkt auf Ausdriicke aus L,.
T, (g) sei die kleinste Untermenge von L,, die M, (g) enthilt, und die sowohl
gegen R, (g) wie auch gegen ,,modus ponens‘‘ und Selbstwid. abgeschlossen ist.
Trotz der extrem schwachen Bedingungen an L, gilt das gewiinschte

(Om g, B, (g) =L,) T (g) widerspruchsfrei

doch nicht. Es sei nimlich g eine Godelisierung von L, mit g(— K An) = nfirein
festes » aus N. Nach II,. ist dann (KAn— — KAn) € T, (g). Somit ist auch
- KAn € T,(g). Wire nun T, (g) widerspruchsfrei, so wire KAn ¢ Ty (g); also
wire auch (K Ag (o) - KAn) ¢ T (g) wegenI,.;alsoauch (o, —— KAn) ¢ Ty (g)
wegen R, (g), weil n = g(— KAn). Daraus erhielte man — KAn ¢ Ty(g) im
Widerspruch zum eben Gezeigten.

Abschwiichungen von L, haben sich als unfruchtbar erwiesen, und wir wollen
andererseits auf die Axiome aus M,(g) nicht verzichten. Als einziges bleibt, in
der Richtung fortzugehen, die von dem Schema III. zur Regel E(g) gefithrt hat.
Nun galt fiir eine Godelisierung g von Ly nach dem Schema III.:

(e B )~ (KAg(o) n KAB)~ KAg(y)) € T1(9)
und nach der Regel R(g):
(A B—>y) € Ty(g) seq (KAg(x) A KAg(B) > KAg(y)) € T:(9) -

In dieser Richtung fortgehend, liegt als nichste Abschwéchung folgendes Axiomen-
schema nahe:
fiir (wAB—>y) € To: (KAg(@)n KAg(B) > KAg(y)),

3
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wobei T, die Menge aller logisch giiltigen Ausdriicke aus 7', (g) sein soll.
Das Axiomensystem, zu dem wir gelangt sind, sieht folgendermaBen aus:

Ia) KAg(Qé\‘ (S, = Say - ) = 2,)),
Lb) KAg(Q (¢, =0 Hi\,_'%: Sz,) ,
I.c) KAg(i\’xl—l— 0= xl/\ééxﬁ— Sz, = S(x; + 2,)) ,
I.d) KAg(£x1.0=OA£}£\nxl.Sx2= (g . 2) + 1),

II. KAg(e)—>«,
III. KAg(e)a KAg(B)—> KAg(y), falls o, fr1yp.

Wir kénnen noch das folgende inhaltlich wiinschenswerte Axiomenschema binzu-
figen:

IV. KAg(e)>KAg(KAg(x)).
Es sei M,(g) die Menge all der eben eingefiihrten Axiome und 7';(g) die kleinste
Untermenge von A4, (L,), die M4 (g) enthédlt und gegen den (klassischen) Priadikate-
kalkiil mit Identitidt abgeschlossen ist. Wir haben einen befriedigenden Rahmen
fir die betrachtete Prizisierung gewonnen, denn es gilt:

Satz 3.3 (Om g, B,(g) = L) T'5(g) widerspruchsfrei.

Beweis:

Betrachten wir eine Godelisierung g von L,. Es sei A die Menge der Ausdriicke:
:{\é\ (S2y = Sxy—> 2y = 7,) ,
:{}(xl:()*"a_‘%:sz)’
g/c\xl-l-O=x1/\£\é\x1+Sx2=S(x1+x2),
£x1.0=0/\£/z\‘x1.;5’x2= (%) . ) + 2 .

Es sei B die kleinste Untermenge von A,(L,), die 4 enthélt und die sowohl gegen
den (klassischen) Pridikatekalkiil (mit Identitit) abgeschlossen ist, wie auch
gegen die Regel:
o
B ¥ag@ -

Es sei R die Realisierung, deren Universum N ist und die der Individuenkonstanten
0 die Zahl Null, der Funktionenkonstanten S die Nachfolgerfunktion, der Funk-
tionenkonstanten + die Addition, der Funktionenkonstanten . die Multiplikation
und der Pridikatekonstanten K die Menge g((B)) zuordnet. Nach der Definition
von R gilt: (1) R erfiillt K Ag(«x) genau dann, wenn « € B; also: (2) R erfiillt die
Axiome 1., denn 4 ¢ B. Ferner: (3) R erfiillt die Menge 4. Also: (4) R erfiillt die
Menge B, nach (3), (1) und wegen der Korrektheit des Priadikatekalkiils. Ferner:
(6) R erfillt die Axiome nach dem Schema II., nach (1), (4); (6) R erfiillt die Axiome
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nach dem Schema III., nach (1); denn B ist gegen den Pradikatekalkiil abge-
schlossen; (7) R erfiillt die Axiome nach dem Schema IV., wegen (1); denn B ist
gegen die Regel (K) abgeschlossen. Aus (2), (5), (6), (7) ergibt sich die Behauptung
von Satz 3.3.

Die Axiome I.a) — I.d) und die Axiomenschemata II., III. und IV. sind unab-
hangig (vgl. Germano, 1966).

Als reprisentative Sitze aus T';(g) konnen fir eine Godelisierung g von L, die
folgenden angegeben werden:

—K(axA—a),
K(x) >— K(—a),
—K(AK(—a),

2 K(@Ar—K(x),

E(K (@) > K (),

— KK (o) Ay =t A— K (a[t]))

fiir einen beliebigen Ausdruck o aus 4,(L,) und einen beliebigen Term ¢ von L.
Dagegen sind Ausdriicke nach den Schemata:

Ke)vK(—a),
- K(a) > K(— K ()
nicht fiir jedes « aus 4,(L,) in T'5(g).

Wenn der untersuchte Befriff nicht durch ein Pridikat, sondern durch einen
Junktor K widergegeben worden wire (analog wie in Hintikka, 1962), so daB Ko
wahr ist, genau dann, wenn « wahr ist, dann hétte man trivialerweise eine wider-
spruchsfreie (nicht-Standard-) Theorie gehabt. Dabei wiirde es unter anderem keine
selbstbezogenen Ausdriicke geben (wie z. B. KAn, wenn n = g(K An) ist). Schon
allein dieser Verlust ist ziemlich gro: Man denke an die Rolle, die solche Ausdriicke
in der Umgangssprache (vgl. etwa Kaplan and Montague, 1960) wie in den formalen
Sprachen (vgl. die vielen Varianten der Sitze von Godel, 1931) spielen. Natiirlich
erfordern die ausdrucksfihigeren Standardsprachen, dafl an den Axiomen Be-
schrinkungen vorgenommen werden. Nichtsdestoweniger sind z. B. die Analoga
aller Sitze von Hintikka, 1962, die sich speziell auf den ,,epistemical operator*‘
K beziehen, auch Sitze von T4(g), wie man an der oben angegebenen Liste sehen
kann.
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Introduction

The present paper is concerned with a method of classifying number-theoretic
functions by means of hierarchies.

Previous related results are contained in Grzegorczyk [5], giving a hierarchy
classification of the primitive recursive functions, and Péter [9], giving a hierarchy
classification of the multiple recursive functions, refined in Robbin [12] by ex-
tending the method of [5]. Our results may also be viewed as an approach to the
general problems discussed by Péter [10], regarding the question of extending the
class of constructively describable recursive functions beyond those previously
considered.

In Section 2 we introduce a general procedure for generating hierarchies, which is
applicable to a wide variety of classes of number-theoretic functions, including
such which also contain non-recursive functions. It is proved that the hierarchies
may be extended through the ordinals of Cantor’s second number class without
collapsing. In particular, our procedure provides a proper extension of Grzegorczyk’s
hierarchy [5]. In fact our hierarchies coincide with the latter at level w.

In Section 3 we show that restricting the ordinals appropriately to the construc-
tive ordinals yields hierarchies of recursive functions.

Section 4 presents a simplification of our general method for the case where the
ordinals range over those below &,. We conjecture that, in the latter case, the class
of functions obtained is co-extensive with the class of ordinal recursive functions
of Kreisel [7].

In Section 5 we show that, at level w®, we can obtain precisely the class of multiple
recursive functions, thus providing an alternative scheme to [8] and [9] for intro-
ducing these functions.

Our procedure depends on a particular method of diagonalization which, at each
non-limit stage, is analogous to the steps in the Grzegorczyk hierarchy.

1. Notation

Let N denote the set of natural numbers 0,1,2, ..., and for any fixed k€N,
let N* denote the set of all k-tuples of natural numbers.

This paper is concerned with functions whose arguments and values belong to .
All our functions are totally defined, i.e. if a function has k& argument-places, then
its domain will be N*.

* Eingegangen am 3. 12. 68
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Lower-case italics @, b, ..., x,y,2z (with the exception of f, ¢ and k), with or
without subscripts, denote natural numbers.

A sequence &, x,, . . ., z; will sometimes be denoted by .

Lower-case Greek letters, other than 4, g, and u, with or without subscripts, will
denote countable ordinals.

The letters f, g, and h, with or without subscripts and superscripts, are used as
function-variables. Capital letters are also used to denote particular functions.

4 denotes the least-number operator.

If T'is a numerical term with the free variables zy, . . ., #, thenlz, . . . z,- T denotes
the function whose value, for any particular r-tuple {a) is the result of substituting
a, for z,, . . ., a, for z, respectively, in 7.

Members of N will be identified with the finite ordinals.

Suppose that C is any class of functions.

Then E (C) is the smallest class of functions which contains C and is closed under
the operations of

(1) Substitution
flag, .o w) =g (@, ..., %), .., by, ..o, 2)).
(ii) Lemited Recursion
fO, 2, ..,z =Ry (2, .. oy 20) s
fly+ Ly, ..,2)=be (¥, 2. s @ [ s+ - 5 %)) s
2 @) S by, @, -0 05 2,)
Thus, by the work of Grzegorczyk in [5], the class & of Csillag-Kalmar elementary
functions can be characterized as follows:
E=E(Ax-0, Az -z + 1, ¢ x;, Axy - a¥) .

For any class C of functions, we let P (C) be the smallest class of functions which
contains C' and is closed under the operations of Substitution and Primitive
Recursion.

Thus P(Az-0,Az-x + 1, Az z;) is the class of primitive recursive functions, which
we denote by Z.

2. Extending the Grzegorczyk Hierarchy
In [5] Grzegorczyk defined a sequence of classes of functions & (¢ ¢ N) such that
(i) for eachz € N, & C &+,
(ii) 2=¢,

() y &'=2.

1EN
Robbin, in [12], extended this result by constructing a sequence of classes
E,(x < w®) such that
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(i) whenever « < 8 < w®, E,C Ej,
(ii) for each k& > 0, LJM E, =9,

where 9, denotes the class of k-recursive functions defined by Péter in [9].

We shall use methods similar to those of Robbin in order to develop a framework
within which various extensions of the Grzegorczyk hierarchy can be constructed.

Definition 2.0

By a fundamental sequence to a limit ordinal «, we mean an w-sequence {o;};¢ y of
ordinals, such that

(i) foreachs e N, o, <oy, <a,
i) limo; = & .
(i) lim o

Now, in [12], Robbin specifies, for each limit ordinal less than w®, a particular
fundamental sequence to that limit ordinal.

On the other hand, the development of our general framework is based on arbitrary,
but fixed, fundamental sequences to all the limit ordinals under consideration.
Since every countable limit ordinal has such a fundamental sequence, we are able
to define classes €, where « now ranges over all the countable ordinals.

Definition of the Functions F2:

For each countable limit ordinal 8, let {8} (7), ¢ € N, denote a (arbitrarily chosen)
fixed fundamental sequence to 8, i.e. {#} is a function mapping N into # with the
properties

(i) foreachieN,{f} ) <{f}e+1)<§,
(i) lim {8} ()= §.
We now define F as follows:
Def. 1. Fy(@)=(n + 1) (x + 1),
Def. 2. F2_, (x) = Fi(a),
Def. 3. F§(x) = F5 @) (05(x)), B & limit ordinal,
Def. 4. F2+1(z) = FY(F2(x)), y +0,
where, for B a limit ordinal,
{95(0) =0
0s(m + 1) = 1, (2 > 05(m) & (D) Py m + 1) () > Floy iy () -

We shall now exhibit some of the basic properties of these functions.
First, however, we need the following
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Definition 2.1

A function f is eventually majorized (e.m.) by a function g if f and g are totally
defined and there is a number p such that for all x = p, f(z) < g(z) .

Lemma 2.2

For every countable ordinal ¢, if Ax. F¢(x) is eventually majorized by Ax. F§(x)
whenever « < f < o, then

(i) Anz. F?(x) is totally defined,

(ii) for all n and z, F*(x) > max(n, ).

Proof

We proceed by transfinite induction over the countable ordinals.

Clearly, the result holds when ¢ = 0.

Suppose that the result holds for %, and that o = + 1.

Then if Az Fg(x) is e.m. by Az - F}(x) whenever a < ff < ¢, we know that Az - F¢(x)
is e.m. by Az - F'}(x) whenever « < f# < %, and hence (i) and (ii) must hold for 7.
But Anx - F2(x) is defined from Anx - F2(x) as follows:

F3(x) = F7(x)

{F.’,'“(x) = F3(F3(=)) -
Therefore, since, by (i), Anx - F7(x) is totally defined, so must be Anx - Fg(x).
Also, since (ii) holds for %, we have by Def. 2, F3(x) = Fi(x) > z, for all x.
From this, it can easily be proved by induction that (ii) holds for ¢ = 5 + 1.
Hence, if Az - F(x) is eam. by Az - F§(x) whenever o« < < o, (i) and (ii) hold for
c=n+1.
Finally, suppose that ¢ is a limit ordinal and that the result holds for every
ordinal less than o.
Then if Az Fi(x) is e.m. by Az - F§(x) whenever « < f# < ¢ it is clear, by the de-
finition of g,, that g, is totally defined, and that for every 2 we can apply the
induction hypothesis to deduce that F{; () (¢,(2)) is defined and greater than x.
Hence, by Def. 3, we have for all

Fi(x) = Foy o) (05 (%)) > 2.
Now, by Def. 4, F2+1(x) = F(F%(x)), and so it can easily be proved by induction,
that (i) and (ii) must hold for ¢.
Hence, if Az - F(x) is e.m. by Az - F}(x) whenever a < f# < o, (i) and (ii) must
hold for ¢ a limit ordinal.
This completes the induction step, and so Lemma 2.2 is proved.

Lemma 2.3

For every countable ordinal g, if Az - FO(x) is eventually majorized by Az - F'§(2)
whenever & < f# < g, then



Hierarchies of Number-Theoretic Functions. I 43

(i) for all » and z, F?(x + 1) > F2(x),

(ii) for all » and z, F?+1 (z) > F2(z) .

Proof

Again we proceed by transfinite induction over the countable ordinals.

First, the result clearly holds when ¢ = 0.

Suppose, now, that the result holds for 5 and that o =» + 1.

Then if Az - F(x) is e.m. by Az . F'}(x) whenever a < 8 < o we can apply the induc-
tion hypothesis and deduce that for all » and z,

Fi(x) <Fy(x 4+ 1) and Fi(x) < Fr+i(x).
Hence, by Def. 2, we have, for every x,
FY(x) = Fi(x) < Fi+l(x) < Fi*'(x + 1) = F(x + 1) .
Therefore, if < y, F3(x) < F(y) .
Now, if we assume that for every x, F7(x) < F?(x -+ 1), then we have, by Def. 4,
F2+i(x) = FY(F2(x) < F(F2(x + 1)) = Frtl(x + 1),

which holds for every =.
Hence, by induction, (i) holds for ¢ = # + 1.
Also, by Lemma 2.2, F§(x) > «, for all z, and so we have, by Def. 4,

Fui(x) = FY(F4 () > F1(2) ,
for all » and «.
Hence, by induction, (ii) holds for ¢ = 7 + 1.
Thus, if Az - F(x) is e.m. by Az - F§(x) whenever « < f < g, then (i) and (ii) must
hold for ¢ = 7 + 1.
Finally, suppose that ¢ is a limit ordinal, and that the result holds for every
ordinal less than o.
Then if Az - FQ(x) is e.m. by Ax - F§(x) whenever o < f# < 0, it is clear that g, is
totally defined, and that for every x, we can apply the induction hypothesis to get

Fly @) (y) > Fg () (2) whenever y > z.
But, from the definition of g,, we have, for all z, g,(x + 1) > g,().
Hence, for every z, we have the following:
FY(@ + 1) = F z11) (06 (% + 1)) by Def. 3.

> F o) (0o (2 + 1)) by definition of g, .

> F?a} @) (Qo (x»

= F3(x) by Def. 3.
From this result it again easily follows that (i) and (ii) hold for ¢ a limit ordinal.
Hence, if Az - F(z) is e.m. by Az - F§(x) whenever « < # < 0, then (i) and (ii) hold

for ¢ a limit ordinal.
This completes the induction step, and hence the proof of Lemma 2.3.
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Lemma 2.4

For all countable ordinals «, §, if « < § then Aa - F(x) is eventually majorized by
Az - F(x).

Proof

We use transfinite induction to prove that for every o, if « < ¢ then Az - F2(x)
is e.m. by Az - F9(x).
The result is trivial when ¢ = 0.
Suppose, now, that ¢ > 0, and that for every é < g, if o < J then Az - FO(x) is e.m.
by Az - F§(x).
We consider two cases:
(a) If 0 = 5 + 1 then by the induction hypothesis, Az - F2(z) is e.m. by Az - F'§(x)
whenever & < < 7.
Hence, by Lemma 2.3, for all n and z, F+1(x) > F2(x).
Therefore, for every x = 1 we have

Fd(x) = F&(x) > Ff(x) .
Thus Az - F§(x) is em. by Az - F(x) .
But, by the induction hypothesis, if « < 7, then 1z - F2(x) is e.m. by Ax - I (x).
Hence, for every o < 0, Az - F3(x) is e.m. by Az - F(z).
This completes case (a).
(b) If gisalimitordinal, then for any « < o thereisa number p such thata < {0} (p)
Now, by the induction hypothesis, there must be a number ¢ such that for every
x = q, Floy o) () > F () .
Also, by the induction hypothesis, if 8 < ¥ < o then Az - F§(x) is e.m. by Az - F9(x).
Hence by definition of g,, g, is totally defined and, if ¥ > z, g, (y) > 0,(2).
Thus, by definition of g,, we have for every x = max(p, q),

Fy (@) = Foy 2y (05 () Z Floy ) (05(*))
and Fyy oy (05(%) = Floy y (%) > F(2) ,

since g,(x) = @, and since, by Lemma 2.3 and the induction hypothesis, if y = z,
then F5 o) () = Figy ) (2)-

Hence Az * FQ(x) is e.m. by Az + F3(«x), and this holds for any « < o.

This completes case (b).

Cases (a) and (b) together constitute the induction step, and so we have proved
Lemma 2.4.

With the aid of this last result, it is now easy to obtain the next Lemma, which
we state without proof.

Lemma 2.5

For all countable ordinals «, §, if « < f then for each n, Ax - F%(x) is eventually
majorized by Ax - F;’ (@).
Combining Lemmas 2.2, 2.3, 2.4 and 2.5, we obtain the following:
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Lemma 2.6
(i) For each a, Anx - F7(x) is totally defined.
(i) For each «, and all n, x, F?(x) > max(n, ).
(iii) For each « and all n, z, y, if 2 > y, F2(x) > F7(y).
(iv) For each « and all m, n, z, if m > n, F?(x) > F2(x).
(v) For all «, 8, if « < f8 then for each n, Az - F7(x) is eventually majorized by
Az - F(x).
Lemma 2.7
For each o and all #» and «, if max(n, ) = 1 then F?_, (x) > F*(z).

Proof
Suppose that x = 1.
Then by Lemma 2.6,
F3 (@) = F3(2) > Fo(a) -
Now assume that F7_, (x) > F () .
Then by Def. 4 and Lemma 2.6,

Fpit (@) = F 1 (Fihq (@) > Fo o (FR () -
But F*(z) = 1, 50 F2 ., (F" () > F3(F™(2) .
Hence FHl(z) > FI(F7(x)) = Fpti(z).
Thus we have proved, by induction, that for alln and allz = 1, F?_, (x) > F(x).
Now F9(0) = 1 and so by Def. 2 and Def. 4,
F}11(0) = FQ 1 (F§41(0)) = Fg ., (F2(0)) > F2(F2(0)) -

But, again by Def. 4, F)(F9(0)) = FL(0) and so we have FL,(0) > F1(0).
Furthermore, if we assume that F7,,(0) > F7(0) for m = 1, we can similarly
prove that F7 1 (0) > Fm+1(0).

Hence, by induction, F7_,(0) > F2(0) for all n = 1.

Thus F?,,(x) > F?(x) whenever max(n, ) = 1.

Now, by Lemma 2.7 and the fact that for each «, g, (0) = F2(0) by Def. 2, we get

Lemma 2.8
For each « and every k = 1 we have, for all n and z,
Fy (@) = FR(2),

with equality holding only when n = 2 = 0.

We now consider a method of extending the Grzegorczyk hierarchy (which is
uniform in the choice of fundamental sequences to limit ordinals).

The results contained in Lemmas 2.6 and 2. 8are of basic importance to the work
which follows, and we shall use them without referring to them explicitly.
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Definition 2.9
For each «, define €, as follows:
€, =E({Ax -0, zy -z +y, Az -2} U {Az - F}(2)| B < ).

From Def. 2.9 it is obvious that whenever « < §, €, C €.
We now prove that the hierarchy {€,} does not collapse.

Theorem 2.10
Let « be any countable ordinal > 0.
Then for every function f € €,, there is a number p such that, for all z,, . .., z,,
f@y, .-, 2,) < FB(max(xy, .. ., %,)) .
Proof
First of all, notice that F¢(x) > 0 for all x, and that, for all z,, . . ., z, and each
t(l=i<m),
Fi(max(xzy, ..., x,) > ;.

Also, F{(max (z, y)) = F§(y) > x + y, for all x and y.

Now take any f < a.

Since Az - F'§(x) is e.m. by Az - FY(x), it is clear that there is a number p such that
F(2) = Fi(x + p) < Fo(x + p),

for all .

But F(x + p) < FQ(FE(x)) = FL+1(x).

Hence F§(x) < F£2+1(x), for all z.

Also, it is clear that F3(x) < F%(x), for all 2.

Hence, if I is any initial function of €,, there must be a number ¢ such that, for

all zy, ..., 2,,

Iy, ..., 2,) < Fi(max(zy, .. ., z,)).
Now suppose there are numbers ¢, py, . . ., p,, such that
9(y) < Fi(max(y)) for all y,
and foreach:=1,...,m,

h;(x) < FPi(max(x)) for all x.
Suppose also that f is defined from g, Ay, . . ., k,, by substitution, as follows:
@) = gy (@), . . .. b (@)
Then if p = max(p,, . . ., p,) We have, for all a,
f(x) < F¢(max(hy (), . . ., by ()
< Fi(max(F?:(max(x)), . . ., FP»(max ())))
= F? (Fg (max (a?)))

= F2te+l (max (x))
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since, for any n, F2(x) is just the n + 1 — st. iterate of F?, applied to .
Finally, suppose f is defined by limited recursion from functions #,, k,, ks for
which there are numbers p;, p,, p; such that, for each ¢ =1, 2, 3,

b;(x) < FPi(max(x)).
Then, since f is bounded by %,, we have, for all a,
f(x) < F#*(max(x)).

We have now considered all possible ways of defining functions in €,.
Hence the Theorem is proved.

Theorem 2.11

Let « be any countable ordinal > 0.
Then for every function f € €, there is a number p such that whenever max (x) = p,

(@) < F . (max(x)).
Proof

Take any function f € €,.
Then by Theorem 2.10, there is a number p such that, for all e,

f(®) < F2(max(x)).
Suppose max (&) = p. Then we have
(@) < F™x® (max (x)) = FS ., (max(x)).

Theorem 2.12
For any two countable ordinals « and g, if « < f then €, C&;.

Proof
First, by the results of Grzegorczyk in [5], it is clear that
EQQx-0,Axy -z +y, Ae-a, ez + 1) = &1

is strictly contained in

E(Az-0,lzy -+ y, Ax-x;, Az -2 + 1, Az (z + 1)?) = &2
But the first class is just &,, and the second €, and hence €,C €.
Now let « be any countable ordinal > 0. .
Then by Theorem 2.11, Az - FO_, (x) eventually majorizes every unary function
in €,, and so cannot be a member of &,.
However, Az - F? () € &; for every countable ordinal § > a.
Hence, for every g > a, €, C ;.
This completes the proof of Theorem 2.12.

We shall now show that the hierarchy {&,} is a proper extension of the Grzegorczyk
hierarchy.
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First we define two w-sequences of binary functions:
do(@y)=y+1,
4@y =c+y,
A, (@ y) =2y,
Aprs(0,9) =1,
Anis@+1,y) =4, 5(4nis(@ 9), 9).
The function Anxy - 4, (x, y) is a slight variation of the Ackermann function used

in [1].
Go(x,y)=y+1,

Giz,y)=2x+y,
G y)=(@+1)-(y+1),
Gris(0,y) =G,y + 1L y+1),
Gris(@+ 1,y) = Gpis(@, Gpis(, y)) .

The function Anxy - G, (x, y) is that used by Grzegorczyk in [5].
Ritchie [11] and Cleave and Rose [3] have obtained various “monotonicity”
properties of the above functions.

We shall make use of the following properties which can be proved fairly easily.
(1) Foralln, 2, y,2, f < 2, G, (x,y) < G, (2, 9) .

(2) Forall n,z,y,2,if y < 2, G, (x,y) < G, (2,2).

(3) Forallm,y,andall x = 1,

Ani2(Ani3@,9), Anis(®,9) 2 Apia(dnis(® 9), 9).
We can now prove the following relationships between the functions 4, F, G.

Lemma 2.13
FOI‘ a'll n, ¥, ys Fﬁ(?/) § Gn+2(x> ?/) .

Proof
By definition, F%(y) = G,(z, y) for all z, .
Now assume that for all z, y,

Fiy) = Gpis(@,y) .
Then for all ¥, we have

FRoa@) =FlY) S Cnss(@,9) S Guys(y + Ly + 1) = Goy5(0,9) -
Suppose now that, for all y, FZ_,(y) < G, (=, y).
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Then we have the following:
Fiil(y) = Ff 1 (F%11(y) by Def. 4
= F) 1 (Grislz, y)
= Gnis(0, Grys(2, y)
= Gris(@ Grysle, y)
=Gz +1,9),

and this holds for every ¥.
Hence, by induction, FZ_,(y) < G, s(x, y) for all z and y.

Therefore, again by induction, we have for all n, 2, y, F2(y) < G, , ,(x, ¥).
This completes the proof.

Lemma 2.14
For all n, @, y, 4, ,(x, y) =< FZ(y).

Proof

Clearly Ay(z,y) =z -y < (& + 1) (y + 1) = F§(y), for all z, y.
Now assume that for all x and ¥,

Apia(, y) = FLy) -
Then for all y, 4,,,,(0,y) = 1 < F9_,(y), and also, for all y, we have

Anis(Ly) =4a,5(Ly) =" =4 (Ly) =y = F},(y).
Suppose, now, that x = 1 and that for all ¥,
Ay gl y) = Fr o (y) .
Then we have the following:
Apisl@+1,y) = Ay o(4n 5@ 9), Y)
< Api2(Anis(®@ y), An s y)) by (3)
< Fhwn @0 (4, (=, 9)
= F 1 (4n (2, y)) by Def. 2
= P (FRa @)
= Fi1i()
and this holds for every .
Hence, by induction, 4, 4(z, y) < FZ_,(y) for all z, y.
Therefore, again by induction, we have, for all n, z, y,
Apia(@,y) = FR(y) -

This completes the proof.
4 Mathematische Logik (18, 1/2)
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Definition 2.15
We define classes #" and &" as follows:
Fr=EQx-0,Az-x+ 1, e x, zy - 4,(x, y)
Er=EQz-0, Az -2+ 1,02 x;, Azy - G (2, 9)) .
The classes 6™ are those considered by Grzegorezyk in [5].

Lemma 2.16
For each n, #7+1 C €,.

Proof

We know that, for every n, Az - 0, Ax - 2; and Azy - x + y all belong to &,.
Also F(x) =« + 1, and so Az - z + 1 € €, for every n.
Hence, all we need do is show that for each =,

Awy - Ay (2, y) €E,.

Clearly, Azy « 4, (x, y) € €,.
Assume that Axy - 4, ..(z, y) €E,.
Then Axy - 4, (%, y) €€, 4, since €, CE, ;.
Now Azy- A, .(x,y) is defined by a simple primitive recursion from
z'xy : An+1 (xy y)'
Also, by Lemma 2.14, we have

Apin(@ y) = Fi(y) < FiHV (@ + y) = Fl (e + ).

Therefore, Azy+ A4, ,,(x,y) is defined by limited recursion from Azy- A4, (2, ¥)€ €,y
and Azy - Fp (@ + y) €€,y

Hence Azy - 4, .5, y) €€, 1.

Thus, by induction, Azy - 4, ., (x, y) € €, for every n, and this completes the proof.

Lemma 2.17
For each n, €, < &"+1.

Proof

Clearly, €, = &*.

Assume that €, ¢ &711, so that €, C £m+2 since £7+1C £ +2.

Hence Az - F9(x) € £m+2.

Now Azy - FZ(y) is defined by a simple primitive recursion from Az - F3(z), and
by Lemma 2.13, FZ(y) < G, ,(, y) for all , y.

Therefore, Azy - FZ(y) can be defined by limited recursion from iz - F3(x) € & +*
and Azy - G, ,(x, y) € En+2.

Hence Axy - FZ(y) € &+2.

But F3,,(x) = F%(x), and so Az - FY_,(x) € 67+2,
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Thus, all the initial functions of &, belong to &»+2, and so it is clear that
@n+1 g éan+2‘

Hence, by induction, we have, for every n, €, < £7+1.

Now Ritchie [11] and Cleave and Rose [3] have proved that, for every n, #» = &
Hence, by Lemmas 2.16 and 2.17, we have the following result:

Theorem 2.18
(i) For every n, €, = &7+1,
(ii) nngN €, =2.
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THE UNIQUE EXISTENTIAL QUANTIFIER*

H. B. ENDERTON

In elementary number theory a set is definable by a formula

Ala)---Ala,)

(where @ defines a recursive relation) if and only if it is the intersection of a IT,
set and a X, set. This was proved by Roédding, [6, Satz 1, p. 62]. In the present
paper we investigate the extent to which analogous results hold in second-order
number theory.

The unique existential quantifier (3!«) is interpreted as meaning ‘“‘there is a
unique function « such that.” Let 3!} be the class of relations which are definable
by formulas (3!} formulas)

Aley) - @Alea) @

where @ defines an arithmetical relation. Here g may contain free number variables
or function variables or both. Let IT} - 21 be the class of relations which are the
intersection of a II} relation with a X7 relation. (Or in other words, which are the
difference of two 1} relations.) A relationship in one direction between these two
notions is easy to establish:

Theorem 1: LIl 2L.
Proof: Use induction on n. (3! &) (e) is equivalent to

Jaga) & VaVo' (p@) & pe)—>a=2a).
If pdefinesa IT} - 27 (and hence A} , ) relation then the above definesa IT} | - 21 .,
relation.
The upper bound on 3!} can be improved in the n =1 case; 31 C I7} . This is
because any function which is the unique solution to an arithmetical condition

must itself be hyperarithmetical. Thus if ¢ defines an arithmetical relation then
(3! a) p(a, ) is equivalent to

(3 hyperarithmetical in y) @ (a, y) & Va Vo' [@p(a, p) & (', y) >a=a'].

The above defines a I1} relation by well-known results of Kleene [3, p. 26].
For lower bounds on 3!}, a basic tool is the following validity:

(%) Vap(a) o 3! a)(p(0) & (— (@) va = At0)).

* Eingegangen am 13. 1. 69.
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(This is analogous to Rodding’s (a3), [6, p. 62]. We could equally well use the
version employed by Lusin [4, p. 259]

Yag(@) o @la) (- o@Ata(t) =~ 1)va=2t 0).)
By using (*) and the preceding paragraph we have:

Theorem 2: AN =1I1t.

This result is reasonably well known; it is the effective version of a result in
descriptive set theory (see Lusin [4, p. 259]).
By use of the Kondo-Addison uniformization theorem [8, p. 188] we next prove:

Theorem 3: I =111} 2%.

Proof: Tt is casy to see that the intersection of two relations in 31} is again in 311,
(This is because two sets are both singletons if and only if their cartesian product
is a singleton.) So it suffices to show that 7} < 3!} and X} € 31 . Suppose ¢
defines a I1} set, and ¢’ defines a [T} set which uniformizes it. Then

Jox g, Joc¢p’, and (Ila) ¢’
are equivalent. By applying Theorem 2 to ¢’, we get 23 < 31} .
For the other half, consider a formula y defining a X} relation. As in (x), p («) is

equivalent to
pAt0) & Alo) [ y(x) va=4t0].

The first conjunct is X1 and hence X} and hence 3!13. The part in square brackets
is essentially /71 and hence 3!}. Hence the entire formula is essentially 31§ .
By applying () to the X} half of Theorem 3 we obtain at once:

Corollary 4: I cancrny- 2.
Theorem 3 can be extended if we have stronger uniformization principles available.

Theorem 5: Assume that IT} relations can be uniformized by [7} - X} relations,
for all » > 1. Then for all n = 2,

=121 .
Proof: Use induction on n. That IT%,, < 'L follows directly from (x) and the
inductive hypothesis. Next consider the X}, relation defined by Ja ¢. Uni-
formize the /71 relation defined by @ by a relation definable by the 3!} formula y.
Then 3« ¢ is equivalent to (3! ) p . .
The hypothesis of Theorem 5 is a consequence of the axiom of constructibility,
see Addison [1]. Hence:

Corollary 6: The axiom of constructibility implies that

I =712
forn > 2.
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Although the hypothesis of Theorem 5 is consistent with ZF, there remain doubts
as to whether or not it is true in the real world. It is inconsistent with the axiom
of definable determinateness, which implies the existence of a I7} relation not
uniformizable by any 2} relation (see Addison and Moschovakis [2]). On the other
hand it appears reasonable to hope that definable determinateness will imply
that 1} relations are uniformizable by I}, relations. (Cf. the conjecture of
D. A. Martin, [5, p. 689].) That is enough to yield a weakened from of Theorem 5.

Theorem 7: Assume that (for all n) I} relations can be uniformized by IT},

relations. Then for all n
I can cin, -z .

Proof: Use induction on n. The conclusion is already known for » =1, 2, and 3.
Consider a IT} ,; formula Vo 38 @ (x) (where @ is I1:_,). This is equivalent to

@B p(At0) & Al ) (—IB () va = AL 0).

Now uniformize the relation defined by ¢ (1t 0) and apply the inductive hypothesis.
The result is a 3!}, formula.

We conclude with some remarks on the strength of the unique existential quanti-
fier in pure first-oder logic with equality. (The situation without equality has been
considered by Rodding [7]). The proofs, which are not very difficult, are omitted.
In the theory of equality (with no non-logical symbols) there is no sentence all
of whose quantifiers are unique existential ones and which asserts that the universe
contains at most two points. If we add an individual constant symbol to the
language then (by the analog of (x)) any formula is equivalent to one all of whose
quantifiers are unique existential ones. But prenex formulas do not suffice; in the
theory of equality with one distinguished element there is no sentence of the form

Alay) A xy)---Alzy)

for quantifier-free g, which asserts that the universe contains at least two points.
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EIN HENKIN-VOLLSTANDIGKEITSBEWEIS FUR DIE
INTUITIONISTISCHE PRADIKATELOGIK BEZUGLICH DER
KRIPKE-SEMANTIK*

Horst LuckrARDT, Marburg/Lahn

K. Schiitte hat in [3] auf den Seiten 48—b53 einen eleganten Vollstindigkeitsbeweis
fiir die intuitionistische Aussagenlogik beziiglich der Kripke-Semantik in Verall-
gemeinerung der Henkin-Methode durch Ubergang zu Paaren von Formelnmengen
gegeben. Dieser Beweis wird nachfolgend auf die intuitionistische Priadikatelogik
ausgedehnt.!
Zugrunde gelegt werden alle Festsetzungen aus Schiitte [3], Seite 44—53. — Wir
beziehen uns hier auf die Verkniipfungsbasis A, A, v, -, V, A und miissen deshalb
die Modelldefinition noch um die Bedingung

WA a)=f fiir alle x €M
ergianzen.

Satz 1: (Konsistenz)
Jedein der intuitionistischen Pridikatelogik beweisbare Formelist (intuitionistisch)
allgemein-giltig.

Beweis: Den Nachweis hierfiir fiihrt man wie in Schiitte [3], Seite 5—6, wobei es
vorteilhaft ist, sich auf die von Godel in [1] auf Seite 286 gegebene Kodifikation
der intuitionistischen Priadikatelogik zu beziehen.

Definitionen:

0. Im folgenden bezeichnen «, f,..., u,... beliebige abzéhlbare Mengen
pridikatelogischer Formeln iiber obiger Verkniipfungsbasis.

1. ®,(a), ®,(«), P(x) seien die Mengen der freien Dingvariablen, gebundenen
Dingvariablen und Pridikatvariablen von a.

2. p(x) sei eine (beliebige) Teilmenge der Sprache ¢ (), die sich in iiblicher Weise
aus 9, («), 9, («), B(x) und A, A, v, -, V, A aufbaut.

(e, B) heiBt u-vollsténdig, wenn («, B) konsistent ist und p € & v g

(, B) heiBt u-ausgezeichnet, wenn (a, f) u-vollstindig ist und U f & p.
U (u) =: {(a, B)|(«, B) p-ausgezeichnet} .

& ist das Komplement von « beziiglich o (x).

S ok w

Lemma 0: Fir konsistentes (x, f) ist « N f leer.

* Eingegangen am 6. 12. 68. .
! Auf diese Moglichkeit hat Professor Schiitte schon in [4] hingewiesen.
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Lemma 1: Tst («, B) konsistent, so ist fiir eine beliebige Formel F auch (« U {F}, f)
oder (x, 8 U {F}) konsistent.

Beweis: Siehe [3], Seite 49.
Lemma 2: Ist (o, B) konsistent, so gibt es zu jedem u eine u-vollstéindige Er-
weiterung (oc*, *) von (¢, B) mit a* U f* = puay f.

Beweis: Lemma 1.

Lemma 3: U(u)+=90.

Beweis: Siehe [3], Seite 49.

Lemma 4: Ist (x, f) p-vollsténdig und F € u, so gehért F' genau dann zu o, wenn
o — F intuitionistisch beweisbar ist.

Beweis: Wenn +—o — F und («, f) konsistent, so F ¢ 8. Wegen Fcu Cayu p
mull daher F € « sein.

Lemma §: Ist («, B) konsistent und V x4 (x) € «, so ist fiir eine neue freie Ding-
variable d auch (« U {4 (d)}, ) konsistent.

Beweis: Falls (x U {4 (d)}, §) inkonsistent, so — o A 4 (d) - §. Da d neu, so auch

—aAVaxd(x)—~ fim Widerspruch zur Voraussetzung.

Lemma 6: Zu jedem konsistenten («, f) gibt es eine Erweiterung (o, 8)f, 4,...
mit folgenden Eigenschaften:

(a) dy,d,, ...sind beziiglich ¢ (x v ) neue, paarweise voneinander verschiedene
freie Dingvariablen.

(®) (o, )i, 4, .. ist w-ausgezeichnet, wobei u die Sprache iiber ©(x U f)
vid,dy, ...} Dy f), P P) ist.

(c) Zu jedem V xd (x) €afy, 4, .. gibt es ein d €{d,d,, ...} mit A(d) €afy, 4, .. )

Beweis: Eine solche Erweiterung erhélt man mit den Lemmata 2,5 auf die von

Henkin in [2], Seite 162—163, angegebene Weise.

Lemma 7: Ist («, §) konsistent und A x4 (x) € §, so ist fiir eine neue freie Ding-

variable d auch («, {4 (d)}) konsistent.

Beweis: Aus der Inkonsistenz von («, {4 (d)}) folgt —a — A(d). Da d neu, so
auch —a — A x4 (z) im Widerspruch zur Voraussetzung.

Angabe des ausgezeichneten Modells (M, <, V, W) zu konsistentem («, f8):
I. Definition von M2, <2:
L (& B, q, .. € M? tiir neue freie Dingvariablen d;, d,, . . .

2. Ist (y,0) € M? und (y U {F,}, {F,}) konsistent fir F,, F, €a(yd), so
(yV{F}, {F )i a, ..y € M? fir neue freie Dingvariablen d, dy, - - -
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3. Ist (y,0) € M2 und A 24 (2) €a(y Ud), Nzd(z) ¢y, 80
¥, {4 (@), a,,.. 3 € M? fiir neue freie Dingvariablen d, dy, d,, . . .

Infolge der Abzéhlbarkeit der hier gebrauchten Sprachen, kann man M? seiner
Erzeugung gemil als Baum schreiben. <2 sei die Folgerelation in diesem Baum
vom Ursprung («°, f°) her gesehen. Aus den Lemmata 6,7 folgt, daB (y, ) ¢ M?
o(y U d)-ausgezeichnet ist. y enthalt daher alle intuitionistischen pridikatelogi-
schon Gesetze iiber ¢ (y U 8). Mit Lemma 0 also

., EME=>0="7,0(p)=0(yuUd).
(y, 8) € M? wird daher schon von y allein festgelegt.
I1. Definition von M, < :
yEM =:(y, ) c M?
y=0<:(y,7) =20,0) fir p,6€M
Esgilt: y<d=>yCd fir y,0€¢M.
ITI. Definition von V, W:
V (y) =: Menge der freien Dingvariablen von y fir » €M
it - 0 —
Es gilt: V(«f) = vQM V(y)
WA, y)y=:f furyeM
wfallsv €y
f fallsv ¢y
W(d) =:d fir freie Dingvariable d ¢ ) EJM V(y)

W, y) =: fiir y € M und Aussagenvariable v € o(a U f)

Wp,y)=:{pd,,...,d,)]|dy,...,d,freie Dingvariablen, p(d,, . . ., d,) € ¥}
fiir y € M und n-stellige Pridikatvariable p € o (x U f)

Man iiberzeugt sich leicht davon, daB dies ein fiir o U 8 # 0 zuléssiges abzéhlbares
Kripke-Baummodell der intuitionistischen Pradikatelogik mit Ursprung
@ 2 a(ad = o 2 B) ist.

Dieses zu («, §) gehorige ausgezeichnete Modell hat ferner die folgenden wichtigen
Eigenschaften:

(1) Firy € M ist (y, 7) o (y)-ausgezeichnet. y enthilt daher alle intuitionistischen
Gesetze und ist gegen modus ponens abgeschlossen.

(2) Ist y € M und (y U {F,}, {F,}) konsistent fiir F,, F, €o(y), so gibt es 6 € M
mit: y < 6, Fy €6, F,€6.

(8) ¥ € M ist gegen V-Auflésung abgeschlossen.

4) Ist y € M, A 2d(2) €o(y) und A zA(x) ¢y, so gibt es 6 € M und { € V(6)
mit: y < 8, 4(£) ¢4 .

Lemma 8: Isty ¢ M und F ¢o(y), sogilt: F€y = W(F,p)=w.
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Beweis: Vollstindige Induktion nach der Linge von 7.

1. F ist Primformel oder das A:
Fiir Primformeln folgt die Behauptung aus der Definition des ausgezeichneten
Modells.
Fiir A gilt nach W-Definition und (1): W(A,y)=f A ¢y.

2.F—=—:AABB ise wie in 131, Sei it Lo 41
3 F— 4y g BeWeise wie in [3], Seite 50 mit Lemma 4, (1) .
4. F= 4 — B. Beweis wie in [3], Seite 51 mit Lemma 4 und (1), (2) .
5. F=V zA ()
W zA(x),y)=w < Esgibt &€V (y) mit W(4(&),p)=w (W-Defini-
tion)
< Esgibt &€V (y) mit 4(6) €y (Induktions-
voraus-
setzung, (1))
>Vad(x) €y (1)
Vzd@x)€y=> Esgibt £CcV(y) mit A(§) €y 3).
6. F=Azd(z)
WA zA@x),y)=w< Firjedes 6 €M mit y < und jedes { € V(J)
ist W(4(),d8)=w (W -Defini-
tion)
Nad(@) €7,y S 8,CEVO)>AQ) €0 fir d€M (1)
=>W(A(@L),0)=w (Induktions-
voraus-
setzung, (1))
Also ANzA(z) €y =>W(Azd(z),y)=w (*

NxAd(x)¢y= Esgibtd €M und { € V(d), sodaB y < § und A({) ¢5 (4)
= Esgibt 6 ¢ M und { € V(5),s0daB y < d und W(A4({), 8)+w
(Induktions-
voraus-
setzung, (1))
= WA zA(z), y) +w (*)

Satz 2: (Vollstandigkeit)

Jede (intuitionistisch) allgemein-giiltige pridikatelogische Formel ist in der
intuitionistischen Pridikatelogik beweisbar.
Beweis: Ist eine Formel F unbeweisbar, so ist (@, {F}) konsistent. Fir das hierzu
gehorige und fiir F zuldssige ausgezeichnete Modell (M, <, V, W) gilt nach
Lemma 8:

F €0 (a®) (« Ursprung von M), F ¢ o, W(F,a®) = f.
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Ein Riickblick zeigt, daB man fiir die intuitionistische Aussagenlogik allein die
Lemmata 5, 6,7 nicht benotigt und die 9 € M auf Teilformelnmengen einschrinken
kann. Dies fithrt zu dem Entscheidungsverfahren in [3], Seite 51, fiir die intui-
tionistische Aussagenlogik.

Die (intuitionistische) Interpretierbarkeit ist eine Verallgemeinerung der (intui-
tionistischen) Erfiillbarkeit: « erfiillbar < («, @) interpretierbar.

Satz 3: (a) Ist («, B) interpretierbar, so ist («, §) konsistent.
(b) Ist (e, f) konsistent, so ist («, ) im Abziahlbaren interpretierbar.

Beweis:

Zu (a): Konsistenzsatz.
Zu (b): (M, <, V, W) sei das zu («, f) gehorige ausgezeichnete Modell. Dieses ist
abzahlbar und fiir o U B zulédssig. Fiir den Ursprung o von M gilt

xCal BCad.
Mit Lemma 8 folgt daraus:

ACa=>ACa®=> W4, ) =w,
Bef=>B¢a®=>W(B, o) =Ff.

Damit hat man in einer einheitlichen Zusammenstellung folgendes Kompaktheits-
und Lowenheim-Skolem-Resultat:

(¢, B) interpretierbar = Fiir alle endlichen «,, 8, mit oty < o, By S B ist (g, Bo)

interpretierbar
= Tiir alle endlichen «,, B, mit &ty S o, By S B ist (ag, Bo)
konsistent (Satz 3 (a))
= (a, B) konsistent
= (a, B) interpretierbar im Abzéhlbaren (Satz 3 (b)).

Henkin [2], Seite 164—165 folgend kann man in diese Uberlegungen noch die
Gleichheit und Sprachen mit iiberabzihlbar vielen Ding- und Pridikatvariablen
einbeziehen.
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UBER DIE MIT STACKAUTOMATEN
BERECHENBAREN FUNKTIONEN*

Von HorsT MULLER, Hannover

1. Einleitung

Am bekanntesten von den im Laufe der Zeit untersuchten theoretischen ,,Rechen-
maschinen‘ sind die Turing-Maschinen und die endlichen Automaten. A. M. Turing
hat wohl als erster (1936) mit den spéter nach ihm benannten Maschinen den Be-
rechenbarkeitsbegriff prizisiert. Viele andere Autoren haben spidter auf ganz
verschiedenen Wegen andere Berechenbarkeitsbegriffe definiert, die sich schlieB-
lich alle als 4quivalent erwiesen haben.

In neuerer Zeit sind von verschiedenen Autoren Teilklassen rekursiver Funk-
tionen untersucht worden. Man kann hier zwei grundlegend verschiedene Wege
unterscheiden. Einerseits werden, ausgehend von gewissen Anfangsfunktionen
(z. B. Nachfolgerfunktion) und gewissen erlaubten Operationen mit schon er-
haltenen Funktionen, neue Funktionen gewonnen. Auf diese Weise hat A. Grze-
gorezyk in [4] die Klassen @ erhalten. Schon vorher hatte Kalmar (1943) auf
dhnliche Art die Klasse € der elementaren Funktionen definiert. Bezeichnet man
die Klasse der rekursiven Funktionen mit R, die Klasse der primitiv-rekursiven
Funktionen mit B3, so gelten die folgenden Zusammenhénge:

Qigeiﬂ(iEN)’@s:@’iéJN@:q}g%'

Andererseits kann man vom Begriff der Turing-Maschine ausgehen und Maschinen
betrachten, die weniger leisten als Turing-Maschinen. Es gibt schon viele Unter-
suchungen dariiber, welche Bandmengen von diesen Maschinen erkannt werden
konnen, aber wenig iliber die mit ihnen berechenbaren Funktionen. Ritchie hat
in [6] die von endlichen Automaten berechenbaren Funktionen untersucht. Er
zeigt, daf die Klasse F dieser Funktionen alle linearen Funktionen enthélt und
daf alle Funktionen in F durch ihre Argumente beschrinkt sind. Die Klasse J der
von linear beschrinkten Automaten berechenbaren Funktionen ist von Kreider
und Ritchie in [5] untersucht worden. Sie konnten zeigen: F & J & €2. Ob €° oder
€' in J enthalten ist, oder ob die Multiplikation in J liegt, blieb offen. Die vor-
liegende Arbeit untersucht die Klasse & der mit Stackautomaten® berechenbaren
Funktionen. Es werden zwei verschiedene Berechenbarkeitsbegriffe eingefiihrt,
die sich als dquivalent erweisen. Es wird gezeigt, daB sich Summe, Produkt und
Potenz mit Stackautomaten berechnen lassen. Es werden einige Abgeschlossen-
heitseigenschaften von & bewiesen. Unter Verwendung eines Resultates von

* Eingegangen am 17. 1. 69.
1 stack (engl.): Schober, StoB, Biichermagazin, Regal.
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Ritchie wird gezeigt: €2 =C.=: &. Dal alle stackberechenbaren Funktionen partiell-
rekursiv sind, ist leicht zu zeigen. Eine interessante offene Frage ist, ob alle
(totalen) stackberechenbaren Funktionen primitiv-rekursiv oder gar elementar
sind.

Alle Beweise, die in dieser Arbeit nur skizziert oder gar nicht ausgefiihrt werden,
kénnen in der Dissertation des Autors [7] nachgelesen werden.

2. Definition des Stackautomaten und der Stackberechenbarkeit

Stackautomaten sind zuerst in [3] definiert worden. Sie werden dort im Zusammen-
hang mit der automatischen Sprachiibersetzung (Compiling) untersucht. Sie
sind durch Verallgemeinerung von Kellerautomaten (push-down-store-automata)
entstanden. Da hier von Stackautomaten Funktionen berechnet werden sollen,
geben wir eine unwesentlich von [3] abweichende

Definition 2.1: Ein Stackautomat ist ein 7-tupel M = (X, Y,Z, &, §, 2, 6) mit den

Eigenschaften

(1) X, Y, Z sind nichtleere, endliche Mengen; ZN (X U Y)=0

(2) &F§A&EX UY UZA§EX UY UZA2ZEZ.

Zur Abkiirzung sei X = X U{&, §}und Y = Y U {&, §} .

(3) & ist partielle Funktion von X xY xZ in {~1,0,1} xZ x {—1,0,1} x T*,

so daf fir d(x, y, 2) = (d, 2', e, w) gilt?:

3.1) z2=&=>d=+ -1,

32) z2=§=>d+ 1,

33) y=&=>e+ -1,

B34) y=§=>e+ 1,

(35) w+A=>Fw W cY*Arw=w'§re=0ry=§.
X heillt Eingabealphabet, Y Stackalphabet, Z Zustandsmenge, & Anfangs-
symbol, § Endsymbol, z, Anfangszustand.

Einen Stackautomaten kann man sich analog zur Turing-Maschine vorstellen
als eine Maschine mit einem aus endlich vielen Zustinden bestehenden (inneren)
Gedédchtnis und zwei Rechenbéndern. Das erste Band (Eingabeband, X-Band),
das zur Eingabe der Argumente dient, kann in beiden Richtungen bewegt, aber
nur gelesen werden. Das zweite Band (Stackband, Y-Band) kann auch in beiden
Richtungen bewegt und gelesen werden. AuBerdem kann es am rechten Ende
verlingert, verkiirzt und bedruckt werden. Die jeweilige Situation, in der sich
ein Stackautomat befindet, wird durch eine Konfiguration (z, u, w) angegeben,
wobei 2 €Z, w = & u,' u, § oder u = & u, § mit u;, u, € X* und w = & w," w, §
oder w = & w,; § mit wy, w, € Y*ist. ,,'“ kennzeichnet das momentan betrachtete
Feld. Das erste Feld (von links nach rechts gezihlt) trigt immer das Zeichen &,

? A* bezeichnet die Menge aller Worter itber dem Alphabet A (freie Halbgruppe iiber 4),
9 leere Menge, A leeres Wort.
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das letzte immer §. Die Funktion ¢ gibt das Verhalten des Automaten M an.
Betrachtet z. B. M im Zustand z das Symbol x auf dem Eingabeband, das Symbol
y auf dem Stackband und ist § (z, y, z) = (d, £, e, w), so geht er auf dem Eingabe-
band d Felder nach rechts (fiir d = —1 also ein Feld nach links) und auf dem Stack-
band e Felder nach rechts und falls w # A ist, 16scht er § und das links von §
stehende Symbol (falls dies von & verschieden ist) auf dem Stackband und
schreibt dafiir w hin. AnschlieBend geht M in den Zustand Z iiber. Fiir w # A ist
§ immer der letzte Buchstabe von w. Ist w = § und das Stackband leer (= & §),
so stoppt der Automat, weil keine Folgekonfiguration definiert ist. Dies alles
wird formal gefaBt durch die Ableitbarkeit von Konfigurationen.

Definition 2.2: Seien
K=(@u2y...% o1 . - TnYo---Y Yjpr.--Ym) und
R=(E28...8 % .. %00 95 Fre1. - I
Konfigurationen zu M. Dann definieren wir
K 3 K (gesprochen: Im Automaten M ist K Folgekonfiguration von K): <=
AdIe(d(x;, y52) = (d, E, e, A)ATi=nam=mAri=i+d
Aj=j+eaViGEn=>&E=x)AViG = m=§;=y;)
vidAw (0 (w;, ¥, 2) = (4, 2,0, w§) Ai=n A =m —1 + l(w)
AMi=i+drj=may;=8§Aj=mAYi(l = n=>8,=1x)
AViG<m—1=gi=y)rAMm>1>w="7Fpn_y... Fni+iw-2)
Am=123YyW =Yfn - Fnsr-2) VI = &)).
l(w) ist dabei die Anzahl der Buchstaben des Wortes w.
Die Relation Hz beschreibt vollstdandig die atomaren Schritte des Automaten M.
Durch die Bedingungen (3.1) bis (3.4) aus Definition 2.1 wird sichergestellt, daf

der Automat aus Eingabeband und Stackband nicht hinauslaufen kann. (3.5)
sichert, daBl nur am Ende des Stackbandes geschrieben werden kann.

Definition 2.3: Seien K, K zwei Konfigurationen zu M. Dann heit K aus K
ableitbar (geschrieben K Hj; K) genau dann, wenn es eine endliche Folge (K;);<n
von Konfigurationen gibt mit K = KoaVi(i <n =K, K, )An K, =K.

Die Stackberechenbarkeit definiere ich nun in Analogie zur Turing-Berechen-
barkeit, wie sie Davis in [1] angegeben hat. Wir verstehen unter einer Endkon-
figuration eine Konfiguration, zu der es keine Folgekonfiguration gibt und ver-
schliisseln natiirliche Zahlen x und n-tupel natiirlicher Zahlen x® iiber dem
Alphabet {0, 1} durch

F:=12t1=11...1 und ™ = (z,,...,a,):=7% 0%,0...%,

(S —
z+1
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Da es zu einer Konfiguration K héchstens eine aus K ableitbare Endkonfiguration
gibt, sind folgende Definitionen sinnvoll.

Definition 2.4: Jedem Stackautomaten M mit X = {0,1} und 2 €Y werden
partielle Funktionen f{? mit Definitionsbereich D (f{?) C N* und Werten in N
(fiir jedes n €N) zugeordnet.
a) D(f):= {x™|3 K ((zp, & 1™ §, & §') Hz7 K A K ist Endkonfiguration zu M)}
b) Seix™ ¢ D(fg;’) und K = (a, , w) die Endkonfiguration mit
(20 &' 1 §, & §) Hy K .
Dann ist f{?(x™):=ly(w) . ly(w) ist die Anzahl der in w vorkommenden
Zweien. Fiir x™ ¢ D(f(7) bleibt f{ (x™) undefiniert.

Definition 2.5: Eine partielle Funktion f von IN”in IN heilt stackberechenbar genau
dann, wenn es einen Stackautomaten M gibt mit ffl’;) =f.

3. Elementarmaschinen und Kopplung

Es ist nun moglich, genau wie bei Turing-Maschinen, jeden Stackautomaten aus
einigen wenigen sehr einfachen Stackautomaten zusammenzusetzen. Zunichst
werde ich diese Elementarmaschinen angeben.

a) Die Rechts-X-Maschine (rz) wird definiert durch

re:= (X, Y, {2y, a}, &, §, 2, 0,), wobei
(1,a,0,4), wennz=+=§Arz=2,
undefiniert sonst.

6ra:(xr Y, z) ::{

rz rickt den Kopf des X-Bandes um ein Feld nach rechts, wenn nicht die rechte
Endmarke betrachtet wird. Genau genommen, gibt es zu jedem Alphabetpaar X, ¥
eine solche Maschine. Da diese Abhingigkeit aber unerheblich fiir das Verhalten
der Maschine ist, wird dies nicht mit in die Bezeichnung aufgenommen. Welche
Alphabete vorliegen, ist im speziellen Fall immer durch den Zusammenhang ge-
geben. Entsprechendes gilt auch fiir alle anderen Elementarmaschinen.

b) Die Links-X-Maschine (lx), Rechts-Y-Maschine (ry), Links-Y-Maschine (ly)
werden analog zu ra definiert.

Mit diesen Maschinen lassen sich beide Binder um je ein Feld nach links oder
rechts verschieben. Mit den beiden folgenden lassen sich Priifungen ausfiihren.

¢) Die Priif-X-Maschine (px) wird definiert durch
px:= (X, ¥, {2} U {azr X}, &, §, 2o, 0) mit
{(0, a,, 0,4), wennz=z,,

8 =
»2(® Y5 2) 3=\ definiert sonst.

Analog wird die Priif-Y-Maschine (py) definiert.
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d) Weiter brauchen wir noch zwei Maschinen (w), wobei w = A (Loschmaschine)
oder w = ¥, Yo (Yy, Yo € Y, Schreibmaschine) ist.

(w) := (X, Y, {zo> a}: &, §, 2o 6(10)) mit

(0,29, 1,4), wenn y=+§az=z2,,
6(10) (@, 9,2):=1(0,a,0,w§), wenn y=_§Arz=z2,
undefiniert sonst.

Diese Maschinen laufen also zum Ende des Stackbandes, lassen dabei das FEin-
gabeband unveridndert und verdandern das Stackband (falls es nicht leer ist) von
& w,y § zu & w, w § fiir beliebiges y € Y, w;, € Y*. Ist das Stackband leer (also
gleich & §) und w = A, so stoppt die Maschine, da es keine Folgekonfiguration
gibt (vgl. Definition 2.2). Fiir w = y, y, wird das Stackband zu & y, §.

Ganz entsprechend wie bei Turing-Maschinen kann man nun den Begriff der
Kopplung definieren. Man erhélt dabei eine Maschine M aus einer endlichen Folge
von Maschinen M, auf folgende Weise. Zunéchst werden alle Zustéinde der
Maschinen M, so umbenannt, daB} die Zustandsmengen Z; paarweise disjunkt
sind. Durch eine Kopplungsfunktion £ werden dann gewisse Ausgénge mit An-
fangszustdnden (i.A. anderer) Maschinen identifiziert. Dabei heiBlt a Ausgang von
M, wenn die zugehérige Uberfiithrungsfunktion d, fiir kein Tripel der Form (z, y, a)
definiert ist. SchieBlich sei 2, 5 = 2,,, und d, = lij Oy, - Zu jedem Stack-

automaten gibt es einen aus den oben definierten Elementarmaschinen ge-
koppelten Automaten mit gleicher Leistungsfahigkeit.

4. Hilfsmaschinen

Wir definieren einige Hilfsmaschinen, die im néchsten Abschnitt benétigt werden.
a) X L& ist eine Maschine, die den Kopf des X-Bandes auf das Anfangssymbol
bringt. Sie entsteht durch Kopplung aus M, = pzund M, = lx auf folgende Weise:
Seien zp,,, 25,, die Anfangszustinde von M, M, a, dec Ausgang von M,,
{az, ]z € X} die Menge der Ausginge von M, k(ay) = 2y,1, k(@s,1) = 2, flr
2=+ &, k(ag,,) undefiniert. Alles fiir die Kopplung wesentliche ist schon aus dem
folgenden Diagramm zu erkennen. Bei spéteren Definitionen durch Kopplung
werden nur noch die Diagramme angegeben, die bis auf die Bezeichnung der Zu-
stande die gekoppelte Maschine eindeutig festlegen.

XL&:
{ ll
O
y

O]
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Entsprechend definiert man:

XR§ (,gehe auf dem X-Band nach rechts bis zum Endsymbol §*°),
XRO (,,gehe auf dem X-Band nach rechts bis zur ersten Null*),
YLO (,,gehe auf dem Y-Band nach links bis zur ersten Null),
YR§ (,gehe auf dem Y-Band ans rechte Ende).

b) Manchmal ist es unerwiinscht, daf3 bei einem Schreibbefehl das vor dem End-
symbol stehende Symbol geloscht wird. Das 1a8t sich vermeiden durch die
Maschine S (y), die am Ende des Stackbandes das Symbol y(¢ Y) anhingt. Fiir
Y={b,...,b,} wird S(y) definiert durch das folgende Diagramm:

S(y):
& ()
—> YR§—>ly—py —b—> 51y) —> @
bm (bl)‘y)

¢) Zur Ubertragung von GroBen vom X-Band auf das Y-Band und umgekehrt
werden die folgenden Maschinen verwendet.

XLaS(y) (z € X U (&}, y € V):

G—> px —> lz—>8(y)
+z

|
@
YL{2, &}ra:

1
ly—>rex

!
Gy —> Py
2, &l

@

X Lx8(y) geht auf dem X-Band nach links bis ein « gefunden wird und figt bei
jedem Schritt auf dem Y-Band ein y an.

YL {2, &} ro geht auf dem Y-Band nach links bis 2 oder & gefunden wird und
bei jedem Schritt auf dem X-Band ein Feld nach rechts (falls dies wegen Uber-
schreitung des rechten Endes nicht méglich sein sollte, stoppt die Maschine).

+2,+&

5. Stackberechenbarkeit von Summe, Produkt und Potenz

Nachdem wir nun Elementarmaschinen, Hilfsautomaten und deren Verkniipfung
durch Kopplung zur Verfiigung haben, lassen sich leicht Beispiele stackberechen-
5 Mathematische Logik (13, 1/2)
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barer Funktionen angeben. Wir wollen die Berechnung so normieren, daf§ die in
Definition 2.4 auftretende Endkonfiguration K die Gestalt (a, & u §, & w §') hat.
Am Ende der Berechnung wird also das Anfangssymbol auf dem X-Band und das
Endsymbol auf dem Y-Band betrachtet.

Als erstes geben wir eine Additionsmaschine an, d.h. einen Stackautomaten, der

die Summe z + y fiir beliebige natiirliche Zahlen x, ¥ berechnet.

Sum:

> XR§~> @) > lat—> @) > XL&S(E2) > @)

Dabei ist lz* Abkiirzung fiir Iz — [z — [z — [z . Wir geben eine Folge von Kon-
figurationen an, die in der Berechnung vorkommen, wenn y = 3 ist.

(20, &' 0 7§, &§') H’ﬁ? (2, &2 07 §', &§') =: K, ,
Ky Hyp (20 & 2017311118, &§') =: K, .
Beriicksichtigt man I(12+101v-2) = x 4 y, so folgt weiter
K, tyxzase (@ & 20y§, &2V §).

Man kann sich leicht iiberlegen, dal auch fiir y < 3 das richtige Resultat geliefert
wird.

Einen Produktautomaten anzugeben ist schon schwieriger. Wir definieren den
Stackautomaten

Prod:

@ »rx’»px-ﬂ XRO — ra? — px -—:*i l* > 8(0)—~ @&
(x= 0)10 (y= 0)l§
lz? — (@ XL&—-‘;@

2,&
@) —>la* > XL&S(2) ~ YLO->XRO0—> @& — YL{2,&}rz —> r|x2

Pz j:—§> —lz - XL0S(0) ~ &)
§

YR§— XL& —~ @
Es ist nun zu zeigen, da der Automat Prod die Produktfunktion berechnet. Fiir
z = 0 oder y = 0 priift die Maschine nur und 148t das Stackband leer. Fiirz - y + 0
geben wir wieder eine bei der Berechnung durchlaufene Konfigurationenfolge an:

(20, &' O YS§, &§') H— (7, & 0" ¥§, & 0§)

H- (29, & 0" 7§, &0’ 2%§) H (25, & TO111' 1¥-2§, &' 027 §) (wenny = 2)
H- (2, & 20" 7§, &02200§") = K,
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Durch vollstindige Induktion iiber # kann man nun zeigen:
K, H (2, & 20" ¥§, &02°002°0002=...220v §')
H (25, & 20" 7§, & 022002 ... 22 0v-1 2= (Qv-1 (" 2= §)
B (@, & 0 y§, & 022002%...0v2<§)
Wie man sieht, ist nun die Anzahl der Zweien genau gleich z - y.

Ein Stackautomat, der die Potenzfunktion berechnet, ist natiirlich wesentlich
komplizierter als Prod. Es soll deshalb die Konstruktion hier nur in ihren wesent-
lichen Teilen angedeutet werden. Ein Teilautomat H1 priift zunichst, ob einer der
trivialen Fille x = 0, y = 0, x = 1 oder y = 1 vorliegt und gibt in diesen Fallen
sofort das Resultat an. Fir = 2 und y = 2 werden fortgesetzt Blocke der Form
20?17 0 auf das Stackband geschrieben. Die 2%-Blocke dienen zur Darstellung
des Funktionswerts. ¢, j dienen als Zahler, um festzustellen, wieviele Blocke schon
geschrieben wurden (vgl. 2¢ 0? bei der Berechnung des Produkts). Dabei gilt stets
0<¢<yund 0 <j < z. Ein Wort 0? 17 0 bezeichnen wir als Index (¢, §). Wir be-
schreiben die Leistung einiger Hilfsmaschinen. Da alle Hilfsmaschinen so arbeiten,
daBl sie ausgehend von einer Konfiguration (zy, &' Z07¥$§, & w; §') enden mit
einer Konfiguration der Form (a, & 07§, & w, §’'), werden fiir die einzelnen
Hilfsmaschinen nur die Verdnderungen des Stackbandes und die jeweiligen Aus-
génge (a;) angegeben.

a) HZ2 figt am rechten Ende (des Stackbandes) 2% 0 an.

b) H3 sucht, auf ein Band w,; = 2%(i;,;) 2% (¢4, J5) 2% . . . (¢4, 1) 2% O angesetzt,
den am weitesten rechts gelegenen Index (3,, §,) mit ¢, = k. H 3hat drei Ausgénge:
a,, falls 4, = k, mit Resultat w, = w, 17 10,
a,, falls 2, > k, mit Resultat w, = w, 10,
a4, falls es kein 2, mit 4, = k gibt, ohne Bandverénderung.

¢) H4 prift, angesetzt auf w, = w2® 0%, ob k = y ist. Wenn k < y ist, so wird
Ausgang a, mit Resultat w, = w2 0* 10 benutzt. Im anderen Falle (k = y)
wird Ausgang a, ohne Bandverdnderung benutzt.

d) HS priift, angesetzt auf w, = w2%(i, §), ob § = @ ist. Fiir § < « wird Ausgang a,
ohne Bandverdnderung, fiir j = z wird Ausgang a, mit Resultat w, = w2~ 0*+1
erreicht.

Alle diese Hilfsmaschinen kann man effektiv konstruieren. Nach folgendem Dia-
gramm werden diese Hilfsmaschinen zusammengesetzt:
Pot:

a, |a,
@ —> Hl —> H2——->H3 —> H4

r=2
=2
z<1 Yy
odery <1 ay

b1
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Pot berechnet nun zu jedem Paar natiirlicher Zahlen (z, y) den Wert der Potenz zv.
Um dies klar zu machen, geben wir einige markante Zwischenergebnisse, die ver-
wendeten Hilfsmaschinen, die benutzten Ausgéinge, sowie die jeweilige Anzahl
Zweien an. Alle in der folgenden Tabelle steckenden Behauptungen lassen sich
durch vollstindige Induktion beweisen.

Band Hilfsmaschine = Anzahl
Ausgang Zweien

A4 H?2 0
220 H3 a, z
220 H4a, x
2%010 H? x
2+010220 H3a, 2z
22010220110 H5 a, 2z
22010220110 H2 2z
22010270110 . . . 2%01<0 H5 a, z-x
2201020110 . . . 2200 H3a, x?
Wy 1= H{a, x?
w,0010 H? z?
w,0010220 H3 a, 4+
w,00102%010
w;0010220102%0110 . . . 2%01%0 Hb a, 2?2tz
w0010 w,00 H3 a, 222
w,0010w,00110
w,0010w,00110 . . . w,00120 H5 a, z-a?
w;OOO H3a, 23
w,000 H4 a, 3
w, 0¥ H4a, zv

6. Eine andere Charakterisierung der Stackberechenbarkeit

Will man nun untersuchen, ob aus der Stackberechenbarkeit zweier Funktionen
Azf(x), Axg(x) die Stackberechenbarkeit von Azf(g(z)) folgt, so miiBte man in
geeigneter Weise einen Stackautomaten A, zur Berechnung von f hinter einen
Stackautomaten 4, zur Berechnung von g koppeln. 4, liefert aber den Funktions-



Uber die mit Stackautomaten berechenbaren Funktionen 69

wert g (z) auf dem Stackband, und 4, verlangt das Argument auf dem Eingabe-
band. Ein Transport von g(z) vom Stack- auf das Eingabeband in der vorge-
schriebenen Form ist aber unmoglich. Aus diesem Grunde wird nun ein neuer
Berechenbarkeitsbegriff eingefiihrt. Eine Funktion f (n-stellig) heit B-berechenbar
genau dann, wenn es zu jeder positiven natiirlichen Zahl k einen Stackautomaten
B, gibt, der angesetzt auf

(2, & u§, &w, 0x§’) als Ergebnis

(@, & u§, &w,0TQw,§") liefert mit folgenden Eigenschaften:

u ist ein beliebiges Eingabeband mit I(u) = ~l— max (¥, . . ., Z,, 1), w; ist ein
beliebiges Wort aus Y*, w, € Y*, Q €Y, Q kommt nicht in w, vor, I, (w,) = f(x).

Von der Anfangskonfiguration wird also nur vorausgesetzt, daB sie am Ende des
Stackbandes das Argument r enthélt und ein Eingabeband hat, so daBl & - ()
langer als jedes Argument ist. Als Ergebnis wird nicht mehr die Gesamtanzahl
der Zweien auf dem Stackband, sondern nur die Anzahl der Zweien rechts vom
letzten @ gewertet. Es 146t sich nun zeigen?, daf eine Funktion genau dann B-be-
rechenbar ist, wenn sie stackberechenbar ist.

7. Einige Abgeschlossenheitseigenschaften

Mit Hilfe der B-Berechenbarkeit lassen sich nun einige Abgeschlossenheitseigen-
schaften der Klasse & zeigen.

Satz: & ist abgeschlossen gegeniiber Variablenidentifikation.

Beweis: Sei Azyf(z,y) eine stackberechenbare Funktion. Dann gibt es einen
Stackautomaten M,, der, angesetzt auf das Stackband &w,0z0y§, mit dem
Resultat &w,0Z05Qw,§ (I(w,) = f(z, y)) stoppt. Die Funktion Azf(z, x) 1Bt sich
nun in folgender Weise berechnen. Mit einer Kopiermaschine macht man aus
&w, 07§ &w,07Q0Z07§ und setzt dann M7, an. Dabei entsteht M, aus M, durch
Umbenennung von @ in G (G ein im Stackalphabet von M, nicht vorkommendes
Symbol). M; 9 liefert dann das Stackband &w,0TQ0Z0ZGw,§ mit Iy(w,)
=1 (OxOxGwz) = f(x, ). Ganz entsprechend 1aBt sich der allgemeine Fall mit
n Variablen, von denen k(k < n) identifiziert werden, behandeln.

Eine n-stellige Funktion entsteht durch beschrinkte Substitution aus | (m-stellig)
und g,(¢ =1, .. ., m) (g, n-stellig), wenn & (x) = f(g,(x),. . ., g (r)) gilt und es ein
k(0 < k €N) gibt mit ¢g,(x) < k- max(z;, ..., %, 1) firallerund i =1, ..., m.
DaB die in dieser Weise eingefiihrte Operation nicht aus & hinausfiihrt, besagt
der folgende Satz.

Satz: Entsteht h durch beschrinkte Substitution aus stackberechenbaren Funk-
tionen f, g,(t =1, ..., m), so ist auch & in &.

Den Beweis wollen wir nur fithren fiir einstellige Funktionen. Der allgemeine Fall
ist analog. Seien also f, g stackberechenbar und & (z) = f(g(x)). Auf das Stackband

* Vgl. [7] Satz 6.4, Seite 42.
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&w, 07§ setzen wir die g berechnende Maschine an, die &w,0ZQw,§ mit
l,(w,) = g (x) liefert. Nach Voraussetzung gibt es ein £ mit ¢ (x) < k - max(z, 1).
Es liBt sich nun eine Maschine konstruieren, die das Stackband ,,siubert‘
und als Resultat &w,0xQ0g(x)§ liefert (dabei ist die Voraussetzung
ly(wy) < k- max(x,1) wesentlich). Hierauf kann nun ein f berechnender
Automat (fir ein geeignetes k) .M?G angesetzt werden mit dem Ergebnis
&w,02Q0g () Gw,§ mit l,(w,) = f(g(x)). Damit ist k stackberechenbar.

Eine Funktion f ((n + 1)-stellig) entsteht durch stack-beschrinkte Rekursion aus
den Funktionen g (n-stellig) und & ((n + 2)-stellig), wenn gilt:

fx,0)=g(x), f(r,y + 1) =h(r,y, f(r.y)) und
JEO <k ENAf(x,y) < k-max(zy, ..., 2,9, 1)).

Satz: S ist gegeniiber stackbeschrinkter Rekursion abgeschlossen.
Der Beweis wird mit dhnlichen Methoden wie beim vorangehenden Satz erbracht.

Auch beschrinkte Summierung und beschriankter u-Operator (wie in [4] definiert)
fithren aus & nicht hinaus.

8. Stackberechenbarkeit von F, und &2

Wir wollen zeigen, daf sich alle Funktionen der Klasse €2 mit Stackautomaten
berechnen lassen. Dies gelingt, indem wir die Berechnungen von Turing-Maschinen,
deren Band eine gewisse Lange nicht iberschreitet, auf Stackautomaten simulieren.
Wir benutzen dazu Turing-Maschinen in der Form, wie sie Ritchie in [6] be-
nutzt. Konfigurationen zu Turing-Maschinen (R-Konfigurationen) werden in der
Form (¢, 2, p) angegeben, wobei ¢ den beschriebenen Anfang des Turing-Bandes,
z den augenblicklichen Zustand und p das Arbeitsfeld kennzeichnet (p € N und
p < I(#)). Das Turing-Band ist als links begrenzt und rechts unendlich anzusehen.
Die Felder sind von links nach rechts durchnumeriert, mit 1 beginnend. Eine
Turing-Maschine 7' iiber dem Alphabet {0,1, 8} R-berechnet die Funktion f von
D(f) = N» in N genau dann, wenn es fiir jedes x ein p gibt, soda die Turing-
Maschine, angesetzt auf

(B(xl) ﬂB(xz) ﬁ A ﬁB(xn)’ zo» 1) »

stoppt in der R-Konfiguration

(B(f(1): a. p).
Dabei ist B(z) die Bindrkodierung von z, d.h.

k
B(x)=ak...aoa(x=2ai-2‘Aak=|= O)vx=k=ak=0.

i=0
Bei der Berechnung von f(r) wird eine R-Konfigurationenfolge (¢;,z;, 0:)i<m
durchlaufen. Daraus ergibt sich die zur Berechnung benétigte (maximale) Band-
linge a,, p(x):= ;xlsax(l(ti)). Ritchie hat nun gezeigt ([6] Lemma 3): Zu jeder

i=m
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n-stelligen Funktion f€F,* gibt es eine Turing-Maschine 7" und ein k (0 < k€N),
so daB f(x) < 2¥ max (1) und a,, p(r) < k - max(x, 1) fir alle ¢ € IN# gilt.

Jeder R-Konfiguration (¢, z, p) werden Konfigurationen (von Stackautomaten)
zugeordnet. Diese Stackautomaten haben das Eingabealphabet X = {0} und ein
Stackalphabet, das P und zwei Exemplare von 4 = {0, 1, 8} in der Form {0, 1,
B,0,1, B} enthilt. & dient zur Kennzeichnung des von der Turing-Maschine be-
trachteten Symbols. Jede Konfiguration der Form (2, & «§, &w Pt, &t, P§’)
heillt der R-Konfiguration (¢, xt,, 2, p) mit I(;) = p — 1 zugeordnet.

Satz: Es gibt einen Stackautomaten Si¢m (7'), der die Berechnung einer Funktion f
durch eine Turing-Maschine 7' mit a,, p(r) < k& - max(r, 1) simuliert. Wenn 7' von
(@ ...ap...8,52,D) zZ0 (by...by...by 2, q) gelangt und max(r, 1) < I(u)
gilt, so gelangt Sim(7') von (2, & u§, &w, Pa,...@d,...a, P§) zum Resultat
(2, & u§, &wy Py ... b, ...b, P§) mit gewissem w,.

Beweis: Es ist klar, dafl man sich beim Beweis auf einen Elementarschritt der
Maschine 7' beschrianken kann. Ist der Beweis fiir jede Art von Elementarschritt
gefithrt, braucht man die Simulierungen der Elementarschritte nur in geeigneter
Weise aneinander zu koppeln. Man konstruiert zunéchst eine Kopiermaschine, die

&w, Pa,...a,_,d,a,,,...a, P§ iiberfithrt in
&w, Pa,...a,_,d,...a, Pa;...a,_,§.

Das ist wegen der Voraussetzung a, p(x)<k-max(r,1l) und wegen der Kenn-
zeichnung des beobachteten Feldes durch ,,~‘ moglich. Anschliefend simuliert
die Maschine den gewiinschten Elementarschritt. Sei zum Beispiel folgender
Elementarschritt zu simulieren: ,,Schreibe das Symbol b auf das Arbeitsfeld und
gehe einen Schritt nach rechts*. In diesem Fall werden die beiden nichsten Sym-
bole @,a,,, umgewandelt in bd,,,. AnschlieBend wird wieder die Kopier-
maschine geschaltet, die den Rest a,,, . ..a, P unverindert kopiert. Nach der

Simulierung lautet das Stackband also:
&w, Pa,...a,_1d,a,,,...a, Pay...a, ;bd,,...a,P§.

Auf diese etwas aufwendige Weise — bei jedem Elementarschritt wird eine neue
Kopie des simulierten Bandes angefertigt — kann das Schreiben im Innern des
Stackbandes vermieden werden.

Wegen der unterschiedlichen Kodierung der natiirlichen Zahlen miissen wir noch
zeigen, daB es Stackautomaten gibt, die ,,Strichzahlen in ,Bindrzahlen‘
umwandeln und umgekehrt. Mit Hilfe einer Maschine kann man beruhend
auf der iterierten Division durch 2 aus einer Strichzahl 12+! = z die Binar-
darstellung B(x) gewinnen, wobei man gleich die fiir die Simulierung nétige An-
fangskonfiguration herstellt. SchlieBlich muB man noch aus dem Ergebnis B(f(x))
wieder eine Strichzahl machen. Aber auch dafiir gibt es eine Maschine, die man

* F, ist definiert als die Klasse aller (totalen) rekursiven Funktionen f, fiir die es eine Turing-
Maschine 7' und eine mit endlichen Automaten berechenbare Funktion g gibt mit ay, 7(x) < g(x)
fiir alle ¢ € [N».
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effektiv angeben kann. Sie hat ja im wesentlichen nur die Aufgabe, etliche
Potenzen 2¢ auszurechnen, wobei wegen l(B(f():))) < k-max(r,1) keine
Schwierigkeiten auftreten.

Mit dem Lemma von Ritchie erhalten wir damit den
Satz: Jede Funktion f € F, ist stackberechenbar, also kurz F,C S .

Beweis: Sei f eine n-stellige Funktion aus F;, dann gibt es nach dem Lemma von
Ritchie eine Turing-Maschine 7' und ein & (0 < & € N) mit @, ,(r) < k - max(x, 1).
Daraus folgt die Existenz der Simulierungsmaschine Sim (T'), sowie die Existenz
der benotigten Umcodiermaschinen. Aus diesen 148t sich nun ein Stackautomat M,
koppeln, der eine B-Berechnung von f liefert.

Wenn man das Ergebnis € € F, von Ritchie ([6] Theorem 4) benutzt, folgt
hieraus insbesondere €2 € & .

Daf F, echte Teilklasse von & ist, folgt daraus, dafl die Potenzfunktion stack-
berechenbar ist, aber nicht in F, liegt.

9. Stackberechenbarkeit und Rekursivitat

Da man in naheliegender Weise Stackautomaten auf Turing-Maschinen simu-
lieren kann, gilt:

Satz: Jede stackberechenbare Funktion ist partiell-rekursiv.

Wir wollen nun zeigen, dal & eine echte Teilklasse von R ist. Ginsburg hat in [3]
bewiesen, daB jede von einem Stackautomaten (sogar bei Erweiterung auf nicht-
deterministische Stackautomaten) angenommene Bandmenge entscheidbar ist.
Hieraus folgt nun, dafl der Definitionsbereich einer stackberechenbaren (partiellen)
Funktion entscheidbar sein mufl. Damit sind also alle Funktionen, deren Defini-
tionsbereich unentscheidbar ist, nicht stackberechenbar. Ginsburg hat in [3]
auch die Existenz einer rekursiven Menge nachgewiesen, die von keinem Stack-
automaten angenommen wird. Daraus 1a8t sich folgern: Die (auf ganz N definierte)
charakteristische Funktion dieser Menge ist nicht stackberechenbar.

10. Nichtloschende Stackautomaten

Ein Stackautomat heit nichtléschend (nl), wenn er durch Kopplung von
Elementarmaschinen rz, lz, ry, ly, pz, py, S(y) entsteht. Er hat also im Unter-
schied zu normalen Stackautomaten nicht die Fahigkeit, sein Stackband durch
Loschen am rechten Ende zu verkiirzen. Die in Abschnitt 5 angegebenen Auto-
maten zur Berechnung von Summe und Produkt sind nichtléschend, wie man
leicht nachpriifen kann. Der Potenz-Automat 16scht zwar, aber durch gering-
fiigige Anderungen in H3 und H5 kann das Loschen vermieden werden. Durch
leichte Modifizierung der Beweise kann man auch alle weiteren Resultate fiir
nl-Stackautomaten beweisen. Insbesondere sind die verschiedenen Berechenbar-
keitsbegriffe fiir nl-Stackautomaten &dquivalent. Die Klasse &,, der mit nl-
Stackautomaten berechenbaren Funktionen besitzt alle in Abschnitt 7 fir &
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angegebenen Abgeschlossenheitseigenschaften. In Abschnitt 8 wurde gezeigt:
F, € &. Es gilt sogar: F;, € &,,. Trivialerweise gilt: &,,C S. Ob diese Inklusion
echt ist, ist noch ungelost.
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Bemerkung bei der Korrektur: (15. 4. 70)

Die am SchluB von Abschnitt 1 aufgeworfene Frage konnte ich inzwischen beantworten:
Alle stackberechenbaren Funktionen sind elementar.
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EIN BEZEICHNUNGSSYSTEM FUR ORDINALZAHLEN*

Von HELmuT PrEIFFER in Hannover
Herrn Prof. Dr. Ta. KALUZA zum 60. Geburtstag gewidmet

In der vorliegenden Arbeit wird ein konstruktives Bezeichnungssystem fiir Ordinal-
zahlen definiert. Dazu wird zunédchst ein Operator W erkléirt, der jeder wohlge-
ordneten Menge X konstruktiv eine wohlgeordnete Menge W (X) zuordnet, wobei
X einem echten Abschnitt von W (X) dhnlich ist. W wird in Verallgemeinerung
eines Bezeichnungssystems von Schiitte erkldrt [2]. Um zu veranschaulichen, in
welcher Weise W (X) aus X entsteht, wird gezeigt, dal W (IN) gleich der in [1]
definierten Menge X' ist.

SchlieBlich wird mit Hilfe von W eine Folge W, von Bezeichnungssystemen er-
klart fir alle «, die kleiner als die kleinste kritische Zahl einer gewissen Normal-
funktion sind. Diese Zahl ist auch die Grenzzahl des beschriebenen Darstellungs-
verfahrens fiir Ordinalzahlen.

§ 1. Definition von W(X)
Sei X eine wohlgeordnete Menge beziiglich der Relation < und O ihr kleinstes
Element. Als Variablen fiir Elemente aus X beniitzen wir kleine lateinische Buch-
staben vom Ende des Alphabets: z, y, 2, ¢, u, v, w.
11. Definition der Terme von W (X)
(1.1) Jedes Element von X ist ein Term von W (X).
(1.2) Sind a, b Terme von W (X), so auch (a, b) und a#b.
Kleine lateinische Buchstaben vom Anfang des Alphabets bezeichnen Terme aus
W (X), kleine lateinische Buchstaben aus der Mitte des Alphabets dienen als
Variablen fir natiirliche Zahlen.
Terme, die nicht die Form a # b haben, heiBen Hauptterme. Die Menge der Haupt-
terme sei H. Ist @ € W(X)— H, so gibt es p Terme a,, . . ., @, ¢ H mit 1 < p und
a=a,#- - -#a, Die Terme a,, ..., a, heien Komponentern von a.
12. Definition des Grades eines Terms a
(2.1) Vz(z € X = Gz := 0).
(2.2) G(a,b):=Ga+ Gb + 1.
(2.3) G(a,#- - #a,) :=CGa,+ -+ Ga,+ 1 fiirl <pund{a,,...,a,})CH.
* Eingegangen am 15. 2. 69.



Ein Bezeich tem fiir Ordinalzahlen 75
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13. Definition der Gleichheit von Termen
31) Ve(e € X >z =ux).
(3.2) a; = by A ay = by = (ay, @p) = (by, by).
(8.3) Gilt{ay,...,a,by,...,b,} CH,1 < pund ist m eine Permutation der Zahlen
{1,...,p},s0dap firallei miti {1, ..., p}a, =b,, gilt, so sei
a, - H#a,= bl#' . .#bﬁ.
Daraus folgt: a#b =b#a,
a=>b<wa#c=>bic.

Die Gleichheit der Terme ist eine mit den Operationen (,) und # vertrigliche
Aquivalenzrelation.

14. Definition der Stufe Sa eines Terms a

4.1) Ve (x € X = Sz:= ).

(4.2) S (a, b):= Sb.

43) 1<pa{a,...,a,}CH=>8(a, % #a,):= max Sa,.

1sj<p
15. Definition der x-Koeffizientenmengen K, a eines Terms a
Bl)xcXnacHANSa < o= Kya:= {a}.
(6.2) {a,2}C XAz <a= K,a:=0.
53) xcXrna=(a,a) ASa>z=>K,a:= K,a, U K,a,.
(54) xcXA{ay,...,a,)CHAL <D = K, (a, % -#a,):=K,a -+ U K,a,.

K ,a ist eine hochstens endliche Teilmenge von H. Ist 4 eine Teilmenge von W (X),
so sei K, A := %IA K.a.
a

Lemma 1. (1) c€K,a=Gc < Ga.
(2) c€K,a=>8Sc < min{z, Sa} .
B) z=yr{r,y}cX=>K,a=K,K,a.
Beweise durch Induktion iiber Ga.
Auch wenn X eine unendliche Menge ist, sind fiir festes @ nur endlich viele der
Mengen K a, x ¢ X verschieden. Dies zu prizisieren ist der Sinn folgender Defini-
tion:
16. Definition der Mengen Ya
(61) z2€X=Ya:={0,2}.
(6.2) Y(a,b):=Ybu{zjrcYanrz < Sb}.
(63) Y(a, % - -#a,):=Ya u-- U Ya,fir{e,...,a}CHundp>1.
Ya ist eine endliche Teilmenge von X, die Sa als groBtes Element enthalt.
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Lemma 2. Set x € X und =z, das grofte Element aus Ya mit xy < z. Dann gill
K,a=K,a.
Beweis durch Induktion iiber Ga.
Lemma 3. (1) 2€Ya<a2=0v3ic(ccK,arSc=2)
2) z<y<@cYa=>x€Y(a,y)

Beweis von (1) durch Indukticn iiber Ga, von (2) durch Ausrechnen unter Ver-
wendung von (1).

17. Definition der <-Relation auf W (X)
Wir fithren folgende Bezeichnungen ein: Ist @ € W{X), z € X, so sei

(¥) a®:= {

Ist {z,, ..., x,} eine endliche Teilmenge von X, so sei {z,, ..., z,) diese Menge,
beziiglich der <-Relation absteigend geordnet: z; > x;,; firi=1,...,n—1.
Ferner verabreden wir folgende Abkiirzung: Fiir eine endliche Teilmenge 4 von
W (X) bedeute 4 < b, daB fiir alle a € 4 @ < b gilt, und es bedeute b < A4, daB es
ein a aus 4 mit b < a gibt. Dann erkliren wir die <-Relation auf W (X) induktiv
wie folgt:

a fir x = Sa
(@, z) fir z < Sa .

(7.1) a<b fiir {a, b} C H und Sa < 8b,
(7.2) x < (a,b) firx ¢ X und x = 8b,

(7.3) a=(a, ay) <b= (b, b,), wenn Sa=8b=:x gilt und mit
Ya, uYb ={2,...,2,),
2, falls 2z = 2z, ist,
(*x) z:= .
2, falls 2z, < x <z ist,
(1) [@<bv(ai="0nAGa, <Gb)]AK,a v {a} <boder
(2) a, = b, Aa, < b, oder
(B) A<aiv(@=0BnAGb <Ga)lra =< Kb U{b,}ist.

(7.4) ay# - -#a, <byd---#b, fir {a),...,a,b,...,bCH und p+q>2,
wenn es eine Abbildung fvon P:={1,...,p}in{1,..., q} gibt mit

(1) a; < by, fiirallei € P und
(2) tkgafi=fj=>a,<by, firallei,j € P und
Beispiele: Sind {0, 1, 2, 3} C X, so gilt (2,0) < ((3,1), 0), denn es ist Y2 U Y (3, 1)

= (2,1, 0), mithin z = 1 und 2! = (2, 1) < (3, 1) = (3, 1)! .Das liBt darauf hoffen,
daB die im Systeleé' . (N) aus [2] beschriebene absteigende Folge An O [n, k]



Ein Bezeichnungssystem fir Ordinalzahlen 7

im System W (X) nicht auftritt. Weiter gilt etwa (3,0) < ((3,1),0): Y3 Y (3, 1)
=¢3,1,0),alsoistz=1und 3'=(3,1)= (3,1, 8 =0<G(3,1)=1.
Bemerkung: In (7.3) wird, wenn Ga, + Gb, + 2 = Ga + Gb ist, a < b durch
Induktion wie folgt definiert: Fiir # = z; ist nach (x) a% = a,, b5 = b,, also nach
1.V. iiber Ga + Gb die <-Relation fiir ¢ und b% bereits erklirt und die <-Relation
fir (a,, ) und (b, z) angebbar. Weiter definiert man induktiv iiber {1, ...,n—1}
die <-Relation zwischen (a;, ) und (b, ) fir z;,; < z < z;. Nach L.V. ist die
<-Relation fir (a,,z;) und (b, 2;) erklirt, durch (7.3) wird sie fir (a,, ) und
(by, ) mit 2, < x < 2, definiert.

Eine entsprechende, in die Gradinduktion eingeschobene Induktion iiber
{1,...,n—1} ist bei vielen der folgenden Beweise notwendig. Die <-Relation
ist mit der Gleichheit vertraglich, wie sich mit einer im eben geschilderten Sinne
erweiterten Gradinduktion ergibt.

§ 2. Ordnungseigenschaften
Lemma 4. (1) 0 < a fiir alle a aus W(X),
(2) a < ai#b fir {a, b} C W(X),
(8) a<b=asc<bicfir{a, b cicW(X).
Beweis von (1) durch Induktion iiber Ga. (2) und (3) ergibt die Definition.

Lemma 5. zeX=>zr=sa=z=< Sa,
a<z<=Sa<zx.

Beweis durch Induktion iber Ga.

Lemma 6. (1) a<b=8Sa < 8b,
2 Sa<Sb=>a<bd.
Beweis durch Induktion iiber Ga + Gb .

Satz 1. W (X) wird durch die Relation < geordnet.
Beweis durch Induktion iiber
(1) m:=max{Ga+ Gb+ Gc, Gd + Ge, Gh}
tiir {a, b, ¢, d, e, b} C W (X), daB gilt
@) h<h,
B) d+e=>d<eve<d,
4) a<brab<c>a<c.

Aus dem sehr umfangreichen Beweis greifen wir den interessantesten Teil heraus.
Wir zeigen fir a = (a;, a,), b = (by, by), ¢ = (€1, ¢3) mit Sa=8b=Sc=:x die
Behauptung (4). Sei

(B) Ya, U Yb, = (21, ..oy 210, Yo, U Yoy =(Y1s - Y1) -
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z und y seien definiert gemiB (xx). Fir x <z und Ga, + Gb, = 0 diirfen wir
Induktion iber {1, ..., k} anwenden und voraussetzen:

6) m=Ga+Gb+GcirnSc=z=> (@ <biabi<C=>ai<0),

(7) m=Ga+Gb+GenSt=z=>Bi<adiac<bi=C<ad}).
Entsprechend wenden wir fiir # < y und b, = ¢, = 2 Induktion uber {I,...,0}
an und setzen voraus:

B) m=Ga+Gb+GcrSa=y=>@<biabi<cd=a<d),

9) m=Ga+ Qb+ GcaSa=y=>({<Wirbi<a=>cl<a).
1. Sei a < b nach (7.3—1). Dann gilt nach 1.V,

(10) K.a, U{a} <c.
11. Sei b <c¢ nach (7.3—1): Y <cf v (bY=c¥AGb < Cc).
111. Ist y = z und a = ¢, so gilt fir « = min{y,, 2,} oder Ga, + Gb, + Gc, > 0
nach LV. iiber m, fir # < min{y,, 2z} und a, = b, = ¢, = 2 nach I.V. iiber m oder
nach (6) oder (8)

(I1) e <.
Ist y = z und af = ¢, so gilt Ga, < Gb; < G¢;, mithin

(12) af=c{AGa; < e, .
Aus (11) oder (12) ergibt sich mit (10) nach (7.3—1) a < ¢.
112. Seiy &2z und z = max{y, z}. Dann gilt Sa, <2, 8b, <2, 8b, <y, S8¢; < y
und daher af = a; < ¥ = b;, b¥ = b; < ¢{ = ¢,, mithin nach I.V. @, < ¢;. Wegen
max{Sa,, S¢;} < « und (10) ergibt sich mit (7.3—1) a < c.
113. Seiz < y und = < max{y, z} .
1131. Firz = rx<yist Sa;, £ z2<y =< Sc; wegen Sb, = 2z, mithin ist af = a,,
Sc{ = y und daher

(13) ey <cy.
Weil zwischen x und y keine Elemente aus Y a, U Y ¢, liegen, folgt aus (10) und (13)
nach (7.3—1) a < c.
1132. Seiy; ., = v <z < y=y; Dann gilt

(14) b < ci: /
Fir 8b, < y;,, < 2 gilt 8b = 8b; < S¢§ = 2, also haben wir nach Lemma 6—2)
(14).
Fiir Sb; = y gilt wegen d¥ < ¢ auch S¢; = y. Dann ist nach (7.3—1) (14) giiltig,
da fir das kleinste Element aus Y b, \J Ye¢,, das grofler als z ist, ndmlich y,
b <cfv(d¥=ctnQb <Gc)gilt und K,b, U {z} = Kb, U {2z} < z < cj ist nach
Lemma 3—4) und (7.2).
Aus (14) folgt nach I.V. iiber m oder (6) die Ungleichung (11), (10) und' (11)
liefern mit (7.3—1) a < c.

114. Sei y < z A ¢ < max{y, z}. Dann kann nicht y < z < 2z gelten, denn daraus
wiirde 8b; < y <z < Sa;, und Sa% =z > 8b, = Sb% folgen im Widerspruch zu
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a; < b5 Alsoist 2; ,; < * <y <z = z;. Dann gilt

(15) a¥ <b¥:
Ist Sa; = 2;,4, so gilt Sb; = 2 und daher a¥ = o, < bY nach Lemma 6—2).
Ist Sa, = 2, so ist wegen af < 8% auch 8b, = 2. Dann gilt (15) nach (7.3—1), da z
das kleinste Element von Ya, U Yb, mit y <z ist und da af < b v (aZ =&
A Gay < @by) gilt sowie K,a; U {y} = K,a,\{y} < y < b nach Lemma 3—4)
und (7.2). Aus (15) folgt mit 8/ < ¢? nach I.V. iiber m oder nach (8) (13), (10) und
(13) ergeben nach (7.3—1) a < c.
12. Seib < cnach (7.3—2): b, = ¢, und b, < ¢,. Danngilt Ya, U Yb, = Ya, U Y,
af < cfv(a§ = cAGa, <Gc)und (10), also nach (7.3—1) a < c.
13. Sei b < ¢ nach (7.3—3): b < K¢, U {c,}. Nach I.V. ist

(16) a = K,c; U {cy}.
Sei v das kleinste Element aus Ya, U Y¢; mit 2 < v bzw. v = max(Ya, U Y¢,),
falls Ya, U Y, < z gilt.
131. Sei a; = ¢;, so gilt nicht b < K,¢,, denn dann gibe es ein d € K ¢, mit
d < b < d im Widerspruch zur I.V. (2). Also gilt a, < b < ¢,, nach 1.V. a, < ¢,
und nach (7.3—2) a < c.
132. Ist a, % ¢;, so gilt nach I.V. a, < ¢, oder ¢, < a;. Ist = v, so gilt a} = a,,
e} = ¢,. Fiir a, < ¢, ist wegen (10) und (7.3—1), fiir ¢, < a, wegen (16) und (7.3—3)
a <c. Ist x < v und af = ¢}, dann ist wegen a, = ¢, genau einer der beiden Terme
a,, ¢, von der Stufe v, und es gilt a, = (¢,, v) oder ¢, = (a,, v). Daraus folgt G¢; < Ga,
bzw. Ga; < Gc¢,, was mit (10) bzw. (16) nach (7.3—1) bzw. (7.3—3) a < ¢ liefert.
Ist & < v und a§ # ¢}, dann gilt nach L.V. (3) a} < ¢} oder ¢! < af, woraus mit (10)
oder (16) nach (7.3—1) oder (7.3—3) a < ¢ folgt.
2. Seia < b nach (7.3—2):a, = b, und a, < b,. Dann gilt

(17) Yayu Ye,=Yb =Yc¢, und K0, = K, b,.
21. Seib < ¢ nach (7.3—1). Dann gilt wegen a, < b, < ¢ nach I.V. und wegen (17)
K,a, U {a,} < ¢ und ay =bY < cf oder af = by = c” AGa; = Gby < Gc,. Daraus
liefert (7.3—1) a < c.
22. TIst b < ¢ nach (7.3—2), b; = ¢, und b, < ¢,, dann gilt ¢, = ¢, und nach I.V.
@y < €y, mithin nach (7.3—2) a < c.
23. Sei b < ¢ nach (7.3—3). Aus b < K,c, U {c,} ergibt die I.V. a < K¢, U {02}
Ferner gilt ¥ < b¥ = a¥ oder ¢! = b = af sowie G¢; < Gby = Ga,. Mit (17) folg
daraus nach (7 3—~3) a < c.
3. Sei @ < b nach (7.3—3): b < ai v (a5 = b A Qb < Gay) und a < Kb, U {b,}.
31. Ist b <c nach (7.3—1), dann gilt K, b, U {b,} <c, und es gibt ein d € Kb,
U {b,} mit @ < d < ¢, woraus die I.V. a < ¢ ergibt.
32. Sei b <c¢ nach (7.3—2): b, = ¢, und b, < ¢, Dann gilt

(18) Ya,uYe = Ya U Yb,
i <aiv(ai=ciAnGc, < Ga)und a < K,c, oder a < b,. Im zweiten Falle ergibt
die I.V. @ < c,, so daB gilt a < K¢, \U{c,}. Damit liefert (7.3—3) wegen (18) a <c.
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33. Sei b <cnach (7.3—3): ¢y <Y v (¥ = c¥ A Gc, < Gby) und b < K,¢; U {cy}.
Dann gilt nach L.V.

(19) a = Kc, U {co}.
331. Ist y =z und af = b3 v 1% == ¢Z, so gilt unmittelbar, nach 1.V. iiber m oder
nach (7) oder (9)

(20) ¢ <&
Ist af = b = ¢f, so gilt Ge, < Gb, < Gay, also

(21) a5 =c&nGc; < Ga,.
(19) liefert mit (20) oder (21) nach (7.3—3) die Behauptung.
332. Seiy + 2z und x = max{y,z}. Dann gilt af = a; > b = b, ¥ = b, > ¢! = ¢,.
Die I.V. ergibt ¢, < a;. Ist v =max Ya, U Ye¢,, so gilt x = v und ¢} < a}. Mit (19)
folgt daraus nach (7.3—3) die Behauptung.
333. z<yundz<y.
3331. z = x <y ergibt einen Widerspruch zu der Voraussetzung c! < b¥, weil
daraus 8b, < z <y < S¢, folgt.
3332. Seiy;, < <2z <y=y; Dann gilt

(22) & < b3:
Ist S¢, < y;41, 80 gilt Sb; = y und daher nach Lemma 6—2) ¢ = ¢; < b3.
Ist S¢, = y, so ist wegen c? < b¥ auch Sb, = y und deshalb ¢f = (cy, 2) < bf= (by, 2)
nach (7.3—1), weil nach Lemma 3—4) und (7.2) K,c, U {2} = K,c, U {2} < 2
< (by, 2) gilt.
Aus (22) und b% < af folgt nach 1.V. iiber m oder nach (7) ¢{ < a%, woraus sich mit
(19) nach (7.3—3) a < c ergibt.
334. y<zund z < 2.
3341. Seiy < x < 2. Dann gilt wegen 8b; < 9, S¢; < y <z < Sa,. Mithin haben
wir nach Lemma 6—2) ¢§ = ¢, < a%, und daraus liefert (7.3—3) wegen (19) a < c.
3342. Seiz; .y < x <y <z=z; Danngilt b < a¥:Ist Sb; < z;,,,s0gilt Sa, = 2
und daher nach Lemma 6—2) b} = b, < af.
Ist Sb; < z, so gilt wegen b{ < af auch Sa, > z. Dann ist nach (7.3—1) & = (b,,)
< a¥ = (ay,9), da b} < a und nach Lemma 3—4) sowie (7.2) K,b, U {y} = Kb,
Uiy} =y <(ay,y)ist.
Aus ¢ < bY und bY < a? folgt nach I.V. iiber m oder nach (9) ¢! < a, und daraus
erhilt man mit (19) nach (7.3—3) a < ¢. Damit ist der hier ausgewéhlte Teil des
Beweises von Satz 1 gezeigt.

Lemma 7. Sb,=zAra < K, b, U {b} = a < (b, b,)

Beweis durch Induktion iiber Ga.
Aus Lemma 7 ergibt sich sofort

Lemma 8. (1) a, < (a;, a,),
(2) z=Say,= K,a, < (a, a,) -
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Lemma9. a < b<c<a#b=>3a3b@=<arb<bac=a#b).

Beweis wie in [2].

Lemma 10. {z, z;, 2,} C X A2 < 2, = (7, 2) < (2, 7) .

Lemma 11. z < (ay,a,) < (4, 2) A {2, y} CX A Ya, U{y} = (1, -« s 2,0 A2 g
Se<z=>ak<yE.

Lemima 10 und Lemma 11 werden durch Anwendung der Definition der <-Relation
bewiesen.

Lemma 12. x < (a,2) < (y,z)=>Se; <y .

Beweis durch Induktion iiber die Anzahl der Elemente von Ya, U {y}, die groBer
als x sind.

Mit Hilfe einer &hnlichen Induktion beweist man
Lomma 13. a, < y < Sa, = (a,, a,) < (a1, ¥), a,) .
Sei 2’ der Nachfolger von z in X.
Lemma 14. Va[a ¢ W(X)ASa==x
Sa<(@,2)vIzy (g € X AT < 2y A (%, @) < @ < (2, X)] -

Beweis durch Induktion iiber Ga. Fir a = z gilt die Behauptung. Wir setzen vor-
aus:

() Gb<Gavy=b<y' =b<(y,y) VIYHY <y Yoy =b<(y)-

Sei a = (a,, a;) und (2, ) < (a,, a,) .

1. a, <z'. Nach (7.3—3) ist wegen (z’,z) <a (z’, z) < K,a, U {a,}. Nach (1) gibt
es ein x> z mit (z,, z) < K a, U {a,} < (g, x). Nach Lemma 7 ist (z, %) < (a,,a,)
und nach (7.3—1) ist wegen z = xy und af = a, <’ < xg = 2¢* (a5, a,) < (T, ) .
2. a2 8ei Ya,=(z,.. ,2ppund 2z, , S x <z =:2.

Dann gilt fiir Ga, > 0 vz = Sa, nach (1), fir a, =« Az < Sa, nach LV. iiber k
(2) z< a% < (2, 2) oder

(B) Izyz <y A (21, 2) < & < (21, 2)) -

Weiter liefert die I.V. (1)

(4) =< K,a, U{ay} < (2, 2) oder

(5) Fay(x <z A (20, %) < Ko, U {ag} < (23, )

Sei
l z, falls (2) und (4) gelten,

z;, falls (3) und (4) gelten,
lmax{z, z,}, falls (2) und (5) gelten,

max{z, z,}, falls (3) und (5) gelten.
6  Mathematische Logik (183, 1/2)

(6) xy:=
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Dann gilt 2., < <2z < z,, also liegt kein Element von Ya, U {z,} und von
Ya, U {x;} zwischen z und z. Wegen af < a3 fir x, € {z;,2} und K,z {a}
= {x} < a sowie z =< a, gilt nach (7.3—1) oder (7.3—2) (xy, ) < a. Ist x5 =z,
¢ {z,, 2}, so ist nach (5) und Lemma 8 (z,, z) < K,a, U {a,} < a. Nach (2), (3), (6)
und Lemma 10 ist a? < x4, wegen (4), (5), (6) und Lemma 10 ist K,a, U {a,}
< (g, %), also nach (7.3—1) a < 23" Ist a kein Hauptterm, zeigt man die Be-
hauptung mit Hilfe der I.V. und Lemma 4—2).

§ 3. Beweis der Wohlordnung von W(X)

Wir definieren fiir alle Elemente y ¢ X durch Induktion iiber X Mengen M, und
Pridikate 3B,

(8.1) My:= W(X).
(8.2) Wa:<a €M {bbcM, Ab< a}ist wohlgeordnet.
(83) W Kya:<Vc(c€K,a=>We).
(8.4) M, :={ala € M AW, K,a}.
8.8) M, := xgy M,, wenn y Limeselement von X ist.
(8.6) MZ:={ala ¢ M,ASa==z}.
Lemma 15. (1) a#b€M, -a M, AbEM,,
(2) W, (a#d) « W,anW,b.
Beweis durch Induktion iiber y. Fiir y = 0 gilt (1). Sind (1) und (2) bewiesen fiir y,
so gilt (1) fiir y':
a#bc M, < aibcM, AWK, (ab)
<>a €M, ANDEM AWK, anrW, Kb
>a M NbEM,.
Ist y Limeselement von X und gelten (1) und (2) fiir alle z € X mit z < y, so gilt
a#beM, «VzzeEXA2<y=>a#bcM,)
<> VzzeXaz<y>acM,AbEM)

> VzzEeXAz<y=>at€cM,)
AVzzEXAz<y=>bEM)

sacM,ANDEM,.

Ist (1) fiir ein gewisses y bewiesen, so zeigt man (2) fiir dasselbe y. I, (a #b)
- W, a A W, b ergibt sich sofort aus Lemma 4—2). Der Beweis der anderen Richtung
von (2) verlduft wie der Beweis von Lemma 15 in [2].

Lemma 16. a E M Ay < = K,aC M, .
Lemma 17. y < Sana= (a,,a,) EMy=>a, E My Aa, €M, .
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Beweise fir Lemma 16 und Lemma 17 durch transfinite Induktion iiber .
Lemma 18. Sa =y <2AW,a=> W,a.

Beweis durch Induktion tiber z. Ist die Behauptung richtig fiir z = y, dann gilt
B, a, also a € M, und wegen Sa < y < zist fir a =a, % - - #a, mit p = 1 und
{a4,...,0,}CH K,a = {a,, . ..,a,}. Nach Lemma 15—2) ist 8, K,a und nach
(84)acM,. Esist B:={blb <anb¢cM,}CC:={bb<anrbcM,} und wegen
2B, a ist € wohlgeordnet. Dann ist auch B wohlgeordnet, und es gilt wegen a € M,
nach (8.2) 98, a.

Ist z Limeselement von X und gilt fiir alle w mit y < w < 2 W,a, so ist a € M,
and nach (8.5) a € M,. Weiter ist fir y < w <z B,,:= {h|b <a rb € M,} wohl-
geordnet. Dann ist auch B:={b|b <anbcM,} wegen B =ySQ<ZBw wohlge-

ordnet und nach (8.2) ,a .
Lemma 19. a e M, A Sa <y = W,a.
Beweis durch Induktion iiber y.

Lemma 20. a ¢ M2 = W,a.

Beweis. Wir zeigen die Aussage zunéchst firr alle a € MZmit z < a < (2’, z). Dann
schlieen wir induktiv iber —z + z,, daB fir alle @ mit (z,, x) < a < (z;, ) die
Behauptung gilt. Nach Lemma 14 ist sie damit fiir alle @ aus W (X) bewiesen.
Nach Lemma 15 geniigt es, a € H zu betrachten.

Bemerkung zu der Bedeutung von ,,—x + 2,°“: Die wohlgeordnete Menge X kann
man dhnlich auf einen Abschnitt der Klasse aller Ordinalzahlen abbilden. Die fiir
Ordinalzahlen erklirte Addition iibertrigt sich dabei auf die Elemente von X.
Mit —z + x, bezeichnen wir das Element a* von X, fir das mit der durch die
Addition auf X induzierten Operation ,,+“ z + 2* = x, gilt.

1. z < a < (¢, ). Dafiir verlduft der Beweis wie in [2], da im Falle @ = (a,, a,)
nach Lemma 12 Sa, < z ist.

2. Die Behauptung sei bewiesen fiir alle @ wie folgt:

(1) Vor.:Vy,YyVa(@cMYAT < (Yo, ¥) A—Y + Yo = —2 + %y = W,a) .
Wir schliefen nun induktiv iiber Ga, daB fiir alle a € MZ mit (zy, z) < a < (z;, 2)
und —z + x, = z* B,a gilt.
21. Fir Ga =1, d.h. a = (%, ) € M2 ist dies richtig: Ist d € M, und d < @, so
gilt W, d; fiir d < « folgt das aus Lemma 19, fiir d € MZ gilt es nach (1).
22. Wir setzen voraus

(2) Vor.:Vy@eMyryy<a<yl A—y+yo=2*r0Ga<Ga=BW,a)
und

Vor.: a = (a;, a;) € MZA (g, ) < @ < (x5, ) AZ* =—2+ 2,>0.

Lemma 16 und Lemma 17 ergeben daraus

{ay, a5} v Kpay C M,
(i34
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und daraus liefert Lemma 19 oder Lemma 8 mit (1) oder (2)

3) W, K,a,ABW,a,.
221. Fir a, ¢ X schlieBt man induktiv iiber die Anzahl der Elemente z; von
Ya, U {xg}, die grofier als x sind und fir die —z; + x, = a* gilt. Ist 2,,, < z
= @, < 2; =: 2, 80 setzen wir voraus

(4) —z+x0=x*Az<SalA(a1’z) EMz=>QBz(alaz)'
Fiir Sa, < z ergibt sich aus (3), Lemma 15 und Lemma 18

(6) BW.af,
fiir z < Sa, folgt aus (3), (8.4), (8.5), Lemma 2 und Lemma 18

ai € M

und daraus mit (4) die Aussage (5).
Wegen (5) wenden wir Induktion iiber M, bis a? an.
Jeder Term b, < z’ kann mit Hilfe der durch (*) gegebenen Schreibweise auf genau
eine — von y abhéngige — Weise in der Form b, = b%» mit geeigneten Termen b,
und y, dargestellt werden, daB y <y, = 2A(Sb;>y=>8b = y,) A — 3¢
(Ge < @by A by = cv) gilt: Fir Sb < yv[Sh>yab, = (¢, 8b) = Sc = 8b]
sei b, := b, und y, := max{Sb,, y'}; fiir b, = (c, §b,) mit y < 8b, < Sc sei b, :=¢
und y, := Sb, .
Damit formulieren wir die I.V. fiir die Induktion iiber M, bis a?:

6) Vy{zima=y<eA—y+a,=a*AbEM Al <ainb =0y
Ayby A b= (by, by) € MY A D < (20, y) = W, b} .
2211. Hat a, die Form a, = (a¥, 2) mit Saf > 2, so ist zunéchst zu zeigen
(1) Vy{—y+ao=a*A2,y = y<zAa*:= (af,af) A B, af Aa* < (a1, y)
Aa* € MY => W,a*}.
Der Beweis dafiir verlduft dhnlich wie der folgende fiir ¥, (a,, z):
2212. Wir zeigen durch Induktion iiber Gd
(8) dEMEAd < (a, x)=> W, d.
Wir setzen voraus
(9) Vy{ee Mbne<(apy) A2y = Y <2A—y+2p=2*AGe < Gd=>W,e}.
Es geniigt, die Behauptung (8) fiir d = (d,, d,) zu zeigen. Dafiir gilt
(10) W, K.d, A W, d,.
Essei Yd, U Ya, = {u,, ..., 4,). Dann haben wir
(11) w:=wu; < x <z oder
(12) vy S r<u=:u=sz.
22121. d < (a,, «) nach (7.3—1). Dann gilt
(13) d¥ < a¥ oder
(14) a; = (d, v) mit Sd, >u=12.
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(11) und (14) schlieBen einander aus. Gelten (11) und (13), so ergibt sich 98,d,
und nach Lemma 18 d, ¢ M,. (6) liefert 98,d.

(12) und (14) ergeben nach (7) 98,.d .

(12) und (13) liefern fiir = z nach (6) ¥, d. Fiir w < z gilt z € Y a, ; wir betrachten
die endliche Folge {u, =z, 4,4, ..., ;= ). Man zeigt durch Induktion iiber
§—j
df’ <ay fiir r<j<s und
B, K, d, fir r<j=s.

Daraus folgt d§ < af und di € M,, was mit (6), (10) ,d ergibt.

22122. (d,, d;) < (ay, ) kann nicht nach (7.3—2) gelten, weil daraus d, < x im
Widerspruch zu Sd, = z folgen wiirde.

22123. Ist (d,, d,) < (ay, %) nach (7.3—3), so gilt (d;,d,) < K,a;, und nach (3) und
(8) ist B, (d;, dy).

222. Tsta, > x, so wendet man transfinite Induktion iiber MZ bis a, an. Im iibrigen
schlieBt man wie unter 221. Es geniigt, (9) fir x = y und e < (a,, a,) vorauszu-
setzen.

Der InduktionsschluB, der zu (6) fithrt, wird im wesentlichen wie die Aussage
W, (2, a,) bewiesen. Man hat aber die Voraussetzung (2) fiir (b,, y) nicht zur Ver-
fiigung. Sie wird angewendet, um im Abschnitt 2211. B, (af, y) zu zeigen. Beim
Beweis von 9B, (d,, d,) fir (4, d,) < (b,, y) tritt der Fall b, = (d,, t) mit Sd; > ¢t
jedoch nur fiir Sb; < ¢, auf (wobei ¢, das kleinste Element von Yd, \ Yb, mit
y <t ist) und ist mit dieser zusétzlichen Bedingung leicht zu erledigen, ohne daf3
man Uberlegungen wie in 2211. braucht.

Lemma 21. Vz [z X = M, = W(X)].

Beweis durch transfinite Induktion iiber X. Fiir # = 0 gilt die Behauptung nach
(8.1). Ist M, = W(X), so ist jedes @ aus W (X) Element von M,.: Nach 1.V. ist
K.aC M,. Fiir jedes ¢ aus K, a ist WB,c; fir S¢ < x gilt dies nach Lemma 19, fiir
Sc¢ =z gilt es nach Lemma 20. Also ist 98, K,a und nach (8.4) a ¢ M. Ist =
Limeselement von X und M,= W(X) fir alle y <z, so gilt nach (8.5)
M, = vgz M, = W(X).

Satz 2. W (X) ist beziiglich der Relation < wohlgeordnet.

Beweis. Fir jedes a ¢ W(X) ist B:={b]b ¢ W(X)Ab < a} wohlgeordnet: Mit
% := Sa ist nach Lemma 21 a ¢ M%, also gilt nach Lemma 20 2,a, das bedeutet,
B, :={blb € M, A b < a} ist wohlgeordnet. Wegen Lemma 21 ist B = B,, daher
ist B und damit auch W (X) wohlgeordnet.

§4 Beziehung zwischen dem System X und dem System W(N)

Man kann W als einen Operator auffassen, der aus jeder wohlgeordneten Menge X
konstruktiv eine umfassendere Wohlordnung W (X) zu erzeugen gestattet. Wendet
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man W insbesondere auf die Menge N aller endlichen Ordinalzahlen an, so erhilt
man eine zu dem System X aus [1] dhnliche Wohlordnung. Um dies zu zeigen,
definieren wir eine Funktion ¢, die 2 dhnlich auf W (IN) abbildet.
Wir bezeichnen die Elemente von W (IN) wie bisher mit kleinen lateinischen, die
Elemente von X wie in [1] mit kleinen griechischen Buchstaben. Die beiden
Operationen (,) und # werden in 2’ und in W (N) durch dieselben Symbole be-
zeichnet. Ebenso seien Sx und K;o die Stufe und die ¢-Koeffizientenmenge von
oin 2, Sa und K;a die Stufe und die i-Koeffizientenmenge von a in W (N). H,, sei
die Menge der Hauptterme von X, H, die Menge der Hauptterme von W (N).
Wir vereinbaren zur Abkiirzung:
Ist o € X und n € N, so sei
91 a+0:=«a,
9.2) a+n+1):=(c+mn)#1.
Ist a € W(N) und = € N, so sei
93) a+0:=a,
94) a4+ (n+1):= (a+ n)#0.
Zur Unterscheidung von dieser Schreibweise bezeichnen wir den Nachfolger von
n in N mit »'.
Definition der Funktion o : X' — W (N)
(10.1) o¢l:=0,
(10.2) 0Q,:=1¢,
(10.3)  (og,0t0) EX Aoty = (P, ) + A8 Py =7 =] < Sop] = 0 (cty, %) 1= (03, Tty),
(10.4) (o, atg) EXASotg=:0n0y=(fy, 2:)ASPy > A

ACoy = (bI’ 7’,) = O'(OCI, “2) = (bl’ 0“2) )
(10.5) (og, c9) EXASoty=:0n0q= (1, Q)+ n+1ASp >4

A 0'(/317 Qi') =b= O'(OCI. “2) = (b + n, Ol"x2) ’
(10.6) {oy, ..., 0} CH Ap>1=>0(oq k- -#o,)i= g0y #00,.
Lemma 22. o ist eine Funktion: {o, f}CEra=f=>0a=0f.
Lemma 23. « ¢ X = Sa = Sox.
Beweise von Lemma 22 und Lemma 23 durch Induktion iiber Ga.
Lemma 24. (1) o (o, ®) = (a5, a@3) A Sa; > Sa, = Soy > Sy,

(2) oy, xp) = (a1, @5) = Say = Sy .

Beweis von (1) mit Hilfe der Definition und Lemma 23, von (2) durch Induktion
iber G (¢, ) .
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Lemma 25. o st injektiv: cx =affi=>0=f.
Beweis durch Induktion iiber min{G«, @f} unter Verwendung von Lemma 24.

Lemma 26. o st bijektiv.

Zum Beweis dafiir, dafl o surjektiv ist, zeigt man durch Induktion iiber Ga, dal
jedes a € W(N) Bild eines Terms aus X ist.

Nun ist noch zu beweisen, daf ¢ 2 dhnlich auf W (N) abbildet. Wir bezeichnen mit
o Ko die Menge {b|b = 6 A B € K;a} . Dann gilt

Lemma 27. i ENAa €2 = K;0aCoK,aC K;o0 U {0} .
Beweis durch Induktion iiber Ge.

Lemma 28, x < f=>0a<of.

Beweis durch Induktion iiber Go + GS. Wir schildern den Beweis fiir den Fall,
dal a = (o, &), B = (1, f2) und S = S = i ist. Sei oo = (a5, a,), 8 = (by, by) .
1. Sei oy < B, und Koy U {0} < . Dann gilt nach Lemma 27 und der 1.V,

(1) K;ooUfa,} <of.
Sei Ya, U Yb;=(z,...,2,y und z das durch (**) erklarte Element von {z,, ..., 2,} .
11. 4 = 2z = 2;. Nach Lemma 24—2) sind o« und ¢8 nach (10—3) gebildet. Die
Behauptung folgt aus der I.V. fiir ; und 8, aus (1) und (7.3—1).
12, z, S i<z=2.
1211. Seien ca, off gebildet nach (10.3). Dann ergibt die Stufenbedingung fiir
Klammerterme aus 2 Sa; = Soa, = Soy < ¢' und Sb; < ¢/, also ist k=1 und
z=1'. Die V. liefert aus oy < B, 0% = a, = ooy < 0B, = b, = bZ. Daraus ergibt (1)
nach (7.3—1) ca = (g0, oty) < 68 = (64, 6PBs) -
1212. Sei oca gebildet nach (10.3), ¢f gebildet nach (10.4), so ist fiir z= ¢’
oy =0 (P, 2y) = (by,7') = b wegen Sb, = SP;; > 1. Aus o < fB, folgt wegen
Goay+ @B, < Qa+ @B nach IV. a; = af = ooy < o8, = b%; fiir &' <z ist Sy < ¢
und Sa, < 7 <z=Sb, also gilt af < bj; daraus folgt mit (1) und (7.3—1)
a = (00, 0aty) <b = (by, 3 f,) .
1213. Seioa geblldet nach (10.3), ¢ § gebildet nach (10.5). Dann ist 8, = (8,;, £2;)
+m+1,00; = (by,9)+m+1 und b = (by, ')+ m. Es gilt z=14" und aus
oy < By folgt nach I.V. @, = o = 0oy < 0, = b, + 1. Wire oa, = b,, so hitten
Wir oy = (B4, £2,;/) + m; fiir m = 0 wire dann o« gebildet nach (10.4), fir m > 0
wire o gebildet nach (10.5) im Widerspruch zur Annahme. Also gilt a§ < b und
damit nach (7.3—1) wegen (1) a < b.
1221. Sei g gebildet nach (10.4), o8 nach (10.3). Dann gilt wegen a; = (o, 2; )
<P 8ay =8P, =i und 8b, = Sgf, =1’ =z Mitoa, = (ay,1')ist Sa; = Sety; > 7’
und nach 1.V. af = (a;,2) = 0oy < 0B, = b, = b und wegen (1) nach (7.3—1)
a=(a,00) < b= (cp,0p8,), da K; 0o, = K;(ay,7') = K,a, ist.
1222. Seien oo und o' 8 nach (10.4) gebildet. Dann ist o = (0, 24), By = (Byy, 24)
und nach Lemma 24—2) ist i’ < Soy; < Sa, und ¢’ < Sy, < 8b; und

(2) oo, = (ay, i) und g, = (by,7") .
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Nach I.V. haben wir wegen oy < f;, und Gor; + G, < Goc + G

(3) (a1, 7) < (by, 7).
Nach Lemma 3—2) ist 7 < 2.
12221. Ist z =1', so gilt nach (3) a% < b% und wegen K,a; = K;o0,, (1) und
(7.3—1) a=(a;, 005) <b=(by,08,) .
12222. TIst i’ < 2, so gilt

(4) a5 <bivb = (ay,2) =af:
Wire a = b A Ga, = G'b;, so folgte a; = b, im Widerspruch zu (3). Wire b3 < a
v (@ = b5 A Gb; < Qa,), so miillte (3) nach (7.3—3) gelten; weil nach Lemma 3—4)
Kb =K;b <i ist, wire dann (a;,¢") < K; b, U {i'} £ ¢ im Widerspruch
zu (7.2). Aus (4) und (1) ergibt (7.3—1) wegen K, a, = K, o0; a <b.
1223. Ist oo gebildet nach (10.4), ¢f nach (10.5), so gilt a; = (o, £2;-) und
ooy = (ay, ') mit ' < Soy; = Sa,. Weiter gilt ¢f, = b, + 1. Daher haben wir
z=1" und nach I.V. af = ooy < 0 8; = b; + 1. Fiir o = b; gilt wegen Ga; < G,
und K,a, = K;oa, sowie (1) nach (7.3—1) a <b. Fir af < b, ist wegen (1),
K;a,= K;o0, und (7.3—1) a < b.
1231. Seioa gebildet nach (10.5), o0 S nach (10.3) oder (10.5). Danngiltgoy; = a; + 1
und of, =b, bzw. g, = b, + 1. Es gilt z=14" und nach IL.V. @, <oy =a; + 1
< 0p; = b, bzw. = b; + 1. Daraus folgt @, = a% < b, = b5 und mit K; a,C K;00,
und (1) gilt nach (7.3—1) a < b.
1232. Seioa gebildet nach (10.5), o 8 nach (10.4). Dann gilt z = #’, da a; = (0, £24)
+ m+ 1 ist, und nach I.V. ooy =a,+ 1 <of, = (b,?)=0>bj. Daraus folgt

= a, < b% und wegen (1) nach (7.3—1) a < b.

2. Sei a; = B, und ap < B,. Nach L.V, ist ooty < 08, Aus &, = f, folgt a, = b, und
damit nach (7.3—2) a < b.

3. Ist By <oy, sogilb e < K; B, U {B,}. Nach 1.V. und Lemma 27 ist oo < K, 0f;
U {0 f,} . Die Definition von o liefert K, b, C K; o, C K; b, U {0}. Nach Lemma 8
gilta < K, b, U {by} <b.

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts zusammen:

Satz 3. Das System X aus [1] und das System W (N) sind zueinander dhnlich.

§ 5. Definition einer Folge W, von wohlgeordneten Mengen

Sei U ein Abschnitt der Klasse aller Ordinalzahlen. Wir definieren eine Folge
{W }.cv von wohlgeordneten Mengen W, durch transfinite Induktion iiber U.

(11.1) W,:= N.

(11.2) W, := W(W,), wenn o' der Nachfolger von « ist.

(11.3) Ist A Limeszahl und fiir jedes B < A W erklirt, so sei
W,i= (ﬂL<J/1 (Wex{B}), <>,
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wobei die Relation < auf pgz (W5 x{B}) wie folgt definiert ist:
@ B1) < (b, o) = <PV [fr=Para<b].
< sei die Ordnungsrelation auf Wp,.

Wir bezeichnen mit o den Ordnungstyp von W.,.
Die Definition (11.3) ergibt, daf} fiir Limeszahlen 4 gilt:

(i) A= Z<:;P“ .

Lemma 29. x < f=gpa<g@f.

Beweis durch transfinite Induktion tiber g. Fir § = o' gilt die Behauptung: Die
Funktion b : W,— W, = W(W,), die gegeben ist durch hz := (z, 0) ({0, z} C W),
bildet W, nach Lemma 10 ordnungstreu in den echten Abschnitt der Terme nullter
Stufe aus W, ab. — Ist die Behauptung bewiesen fiir alle § mit « < § < f und ist
f isoliert, § — 1 der Vorgénger von f3, so gilt o < ¢ (8 — 1) < ¢ 8. — Ist § Limes-
zahl, so gibt es ein §* mit o < §* < f§, und es ist pa < pB* = @B, letzteres weil
die Abbildung g: Wy — Wy mit ga = (a, f*) W, dhnlich in W, abbildet.

Um auch die Stetigkeit von ¢ zu zeigen, brauchen wir fiir alle « € U die Beziehung
g+ @) = @(a'). Wir definieren dafiir zunichst eine Funktion f von W, in
W, die W, in die Menge {a|a € W, A Sa > 0} abbildet, wobei 0 das kleinste
Element von W, ist.

Sei N der Abschnitt von W,, der durch das kleinste Limeselement w von W, ge-
geben ist. Wir bezeichnen die Elemente von N mit ¢, §, k, m, n.

Definition von f: W — W,

(12.1) fn:=n' firalle n€N,

(12.2) fz:=2 fiiralle ¢ W,\ N,

(12.3)  f(a,d):= (fa, fb) fiir (@, b) €Wy,

(12.4) f(a 4 #a,):=fa, %---#fa, fir p>1und {a,,...,a,}CW,.NnH.

Lemma 30. Die Abbildung f ist eine Funktion. Sie besitzt die folgenden Eigen-
schaften:

(1) Sa<w= Sfa=(Sa),

2) Saz= w=Sfa=Sa,

B) i<w=f(K;a)=K;fa,
4) 2= o= f(K,a)=K,fa,
B) i<w=>@E€cYa=i ¢Yfa),
(6) a<befa<fb.
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Beweise von (1) bis (4) durch Induktion iiber Ga. (5) folgt aus der Definition von
Y a und aus (1) bis (4). (6) erhilt man durch Induktion iiber Ga + Gb, in die fiir
Sa = 8b < w und a = (a,, a,), b = (b, b,) eine Induktion iiber die Elemente von
Ya, U Yb,, absteigend geordnet, eingefiigt ist, wie wir sie schon mehrfach ange-
wendet haben.

Sei W*:={{a,0)acW,}u{{a,1)acW,}.
W* sei wie folgt wohlgeordnet:
(a,i)y <{bjy:=i<jv(@i=jra<bd).
Dann hat W* den Ordnungstyp |W*| = @o + @a'. Wir definieren eine Abbildung
o der wie beschrieben wohlgeordneten Menge W* in W,,.:
a,0) fir ¢=0,
O'<a’i>:={:‘a ) fir ¢=1.
o ist eine Funktion, die W* injektiv und dhnlich in W, abbildet. Daraus folgt
(i) pa+ @)= @).
Lemma 31. o ist eine Normalfunktion auf U.

Beweis. Wegen Lemma 29 geniigt es, die Stetigkeit von ¢ zu zeigen. Aus (i) und
(ii) folgt nach bekannten Sétzen iiber Funktionen von Ordinalzahlen firr jede
Limeszahl 1 ¢4 = l'm} po .

a<<

Aus der Stetigkeit von ¢ ergibt sich sofort

Lemma 32. Ist & > 0 und gilt fiir alle § < a ¢f > B, so gibt es ein B < a derart,
daf o im System Wy dargestellt werden kann, d.h. daff ¢ < ¢f ist.

Beweis. Ist « isoliert, so ist die Behauptung trivial. Ist « Limeszahl, so gibt es
wegen der Stetigkeit von ¢ zu a < ga ein f < a mit a < pf.
Die kleinste Ordinalzahl, fiir die die Voraussetzung von Lemma 32 nicht gilt, ist

o* := sup @' 0, wobei @* die i-te Iterierte von ¢ ist. o* kann man in keinem
<o

System Wy mit § < a* darstellen. Ohne zusitzliche Definition ist ¢ nicht iiber o*

hinaus erklirbar. o* ist die Grenzzahl unseres Darstellungsverfahrens.
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SUBSTITUTION ALGEBRAS IN THEIR RELATION TO
CYLINDRIC ALGEBRAS*

By ANNE PRELLER**

In this article we shall follow the terminology and symbolism of the forthcoming
book of Henkin, Monk and Tarski on cylindric algebras [1]. The numerical ex-
pressions such as “1.1.1” used in this article refer to definitions, theorems and
numerated remarks in [1].

We recall that a cylindric algebra of dimension « (where « is an arbitrary ordinal),
for brevity, a CA,, is an algebraic structure A = (4, +,+, —, 0, 1, ¢, dy1)x 1<«
formed by a non empty set 4, two binary operations + and -, a unary operation —,
two distinguished elements 0 and 1, a sequence of unary operations ¢, with » < «,
and a double sequence of distinguished elements d,,; with », 4 < «; the operations
¢, are called cylindrifications and the elements d, ; referred to as diagonai elements.
In what follows, the elements of the algebra 2 (or, more precisely, of its universe 4)
will be represented by «, v, 2, . . . and ordinals smaller than « by %, 4, u, », .

The class of cylindric algebras of dimension « is characterized by the following
postulates which are assumed to be satisfied by any «, y and any x, A, u (see 1.1.1)

(co) the structure {4, +,, —, 0, 1) is a boolean algebra,
(cl) Cx 0=0 ’

(co) z=c,x,

(CS) cn(x'cxy)=cnx'cxy:

(04) CuCa = CyC T,

(05) dme =1 ’

(cg) if % & A, u, then d;, = c,(d;,* d.,) »

(c) if s == A, then c,(d,; ) ¢ (d,y — ) =0.

A CA4, is called dimension complemented (see 1.11.1), if the following condition
holds:
(D) for every x there is » such that ¢, x =z .

Since by the dimension set 4« of an element x we understand the set of all » such
that ¢, « & x (see 1.6.1), (D) obviously expresses the fact that for every element x
there is a » which does not belong to Az.

* Eingegangen am 3. 3. 1969.
** The results of this paper were obtained when the author was working on a research project
at the University of California, Berkeley, directed by Professors Henkin and Tarski and
sponsored by the National Science Foundation (Grant No. NSF GP-6232 X).
I wish to express my indebtedness to Professor Alfred Tarski in preparing this paper and his
consistently stimulating questions and remarks.
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For any x, A a unary operation called substitution and denoted by % is defined in
the theory of cylindric algebras by the following formula (see 1.5.1)

(B) Ste=aifx=2;Sfx=c,(d, 1 x)ifx+ 1.
Various familiar notions concerning boolean algebras are introduced in the
theory of cylindric algebras in the usual way. Thus we assume it to be understood

what is meant by the (boolean) inclusion =, by the least element satisfying a
certain condition and by the sum (the least upper bound) 3’ z; of a system of
ierl

elements x; indexed by elements ¢ € 1.
The following two theorems are proved in [1] (see 1.5.7 and 1.11.6)

(F) d,; is the least element = such that Sfz =1,

(G) If xis infinite and if the C4, U is dimension complemented, then for any x

and %, c,x= 3 Siz.
A<a

(F) clearly shows that the diagonal elements are definable in terms of substitutions
(and boolean notions). Similarly (G) implies that in dimension complemented
cylindric algebras the operations of cylindrification are also definable in the same
terms, provided that « is infinite, Hence, we see that for infinite « the dimension
complemented C4,’s can be construed as algebraic structures in which the opera-
tion S% are included in the list of fundamental operations, while the operations c,
and the distinguished elements d,; are eliminated from this list. The problem
naturally arises of characterizing the new algebras intrinsically, by means of a
simple postulate system; see remarks following 1.11.6. We shall outline here a
solution of this problem. For a related work see [2], [3].
By a substitution algebra of dimension e, for brevity S4,, we shall understand
an algebraic structure A = {4, +,,0,1, 8%, 1<, with binary operations -+
and -, an unary operation — distinguished elements 0 and 1 and a system of
unary operations 8% satisfying the following postulates for any @, y € 4 and any
A uy<a
(Se) <4, +,+, —,0,1)is a boolean algebra,
() St +y)=Sfz+ Sy,
(Sy) 8i(—2) = — Sie,
(S3) S: rT=,
() S84Six=8iSix,
(Ss) if A = %, then 8% Sfx = Sz,
(Sg) if % 4 u,v and p = A, then 8§ Sz =S¢ S,
(S;) X S%x exists (i.e., there is a y such that y + S§x =y for all 1 <, and
Ai<a
2+ y =2z wheneverz + Sfx =z forall A < a),
(Sg) there is a least x such that 8%« = 1 (i.e., there is a z such that S{z = 1, and
Yy + « = y whenever S{y = 1).
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As is easily seen, postulates (S,) and (S,) together express the fact that each of the
operations 8% is an endomorphism of the boolean algebra {4, +, -, —, 0, 1).

A SA4, is called dimension complemented, if it satisfies the condition
(T) For every z, y there exists » such that 852 =z and Sy = y for all 1 < a.

Since in a S4, we understand by the base 4z of an element x the set of all ordinals
% < o such that 8% =+ « for some A, (T) expresses the fact that for every element
z and every element y there is a »x which does not belong to the base of x and not
belong to the base of y. The condition which would exactly correspond to

(D) reads as follows:

(T') For every x there exists » such that S5z = z for all 1 < «.
(T) obviously implies (T’). We do not know, however, whether (T) can be

derived from (T’) and (S;)—(Sg) and whether therefore (T') is sufficiently strong
for the purposes of the subsequent discussion.

The notions of cylindrification and diagonal elements are introduced in the
theory of SA,’s by means of the following definitions:

(U) Cu X = 2 S’ix ’

A<a

(V) d,,is the least element x such that S%x = 1.
(U) can be accepted as a definition since the element 3’ 8%z exists by (S,) (and

A<a

ig unique by the theory of boolean algebras). A similar remark applies to (V) in
view of postulate (Sg).

TrEOREM: (i) f A = {4, +,-, —, 0,1, ¢, dy1)x, 1< 18 & dimension complemented
C4, and if S5z is defined by means of (E) (for any = € 4, any », 1 < «), then
W =44, +,+,-,0,1,8, 1<« is a dimension complemented S4,, and condi-
tions (U) and (V) hold.

(ii) Conversely, if A’ = {4, +,, —, 0, 1, 8%),, 1<« is & dimension complemented
S84, and if ¢, x and d,; are defined by means of (U) and (V) (for any = € 4, any
%,A<a), then A" = {4, +,+, —, 0,1, ¢, dy1)x, 1< 18 & dimension complemented
C4, and condition (E) holds.

Proof. First remark that the assumption of both (i) and (ii) imply that o = 1.
(i) has been essentially established in various results of [1]. (S,) is nothing else
than (Cy), (S,)—(S,) are proved in 1.5.3 and 1.5.10, (S,) and (V) follows from 1.5.7.
In case that @ = w, (S,) and (U) are consequences of 1.11.6 and (T) is implied by
1.11.4 and by the following property (which holds for every C4, provided a = 2):
%2 =z for all A < « if and only if ¢,z = z. In case that « < w, the dimension
complemented CA, U is discrete. From this we conclude that 8%z =z for all
%, A < « and clearly (S,), (U) and (T) hold.
To prove (i), we assume in agreement with the hypothesis of (ii) that the algebra
A'= (4, +,+, —, 8%), 1<, satisfies conditions (S,)—(Sg) and (T), and that the
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operations ¢, and the elements d, ; have been respectively defined by (U) and (V).
From these assumptions we derive successively the following properties of 2f’.

(1)

(2)

3)

4)

(%)

(6)

(7)

St Shx=S4S%x.

In fact, (1) is obvious in case » = u. It follows from (S;), if » = 4 or u = 1;
finally it is a particular case of (S), if % = , % & A and u + A.

Sy Stx=S8FSta.
We have indeed: 84 S5 2 = 8% 84 « by (1) and 8% 84 x = S% St x by (S,).
Se 8% x = 8¢ St 8% « provided » + A. In particular S¥ x = 8% S% z, for » not
belonging to the base of .
To show it, notice that S¥ 8% x = S¢ 8% Sz by (S;)
=878 Sfz by (1)
= 8 85 Sfz by (S,)
St S = S S¢S« provided » == 4, v.
Indeed, if y = %, this follows from (S;); if 4 = A, we have
S5 8y 8% x = 8% S5 88 x by (2)
=88 x by (S;)
=8y Spx by (2);
if finally, u =+ » and u == A, we obtain:
Sz Sk St e = 8% S St x by (Sg)
=S8f{Syx by (S
=88z by (S4)
If % does not belong to the base of , then x» does not belong to the base of

S# x provided v = x.
This follows immediately from (4).

IfxcAd,2¢A4,,thenicd St In particular if « = 2 then for every z there
are at least two distinct ordinals < «, which do not belong to 4,.

Suppose % € 4, A ¢ A,,. If we had 1 ¢ ASj{x we would obtain 8% x = S Sf »
= 8%z = S% 8% 2 = 2 which is impossible.

Now if « = 2, then for x such that 4, = @ we certainly have two distinct
ordinals < « which do not belong to A,. For « such that A4, + 0, let x € 4,.
By (T) there is A ¢ 4,. Again by (T) there is » ¢ (4, UASH z)-Asi EAS:{:,, we
have » == A.

If 8t 2 = « for all 4, then 8% x = « for all u.
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Notice that this is obvious if % does not belong to the base of x. Suppose now that
x belongs to the base of « but A does not belong to it. Such a A exists by (T). Then
A+ » and we have Sz = 87 Sfx by (S;) and 8% S§x = % « for all u < «. Now
we conclude, using (3), (S;) and (5), that = 83 8o = 8% 8% « = % « provided
u =+ A Now if a = 1, (7) trivially holds. If « = 2, by (6) there is v & A which does
not belong to 4,, so we also have & = 8% x for = ». In particular x = S5z and
finally x = 8% « for all y < a.

(8) x ¢ 4, if and only if ¢, x = x. Indeed, if » ¢ 4,, then ¢,z = } Stz =2.
A<a
Conversely if x = ¢, x, then x = Sfx for all A <« and by (7) x = S5« for

all A <o, ie. % ¢ A,
9) Sic,x=cuzx.

To establish this, notice that (9) trivially holds if » ¢ 4,. So we suppose % €A,
Then for uy<a Stc,x= 8% Sx= S5 for 1+ % Now let A (I(AS,,C z V).

Then A <+ » and we conclude S% ¢, x = 82 8% ¢, o = SL Stz = «. Then S% e,
= ) Stx=c,xand (9) follows from (7).

A<a

(10) cx(x'cxy) =0T C Y .

Indeed, c,(x-c.y)= 3 Stx- Slc,,y_ 2 Siz-c,y by (9) and )] Sfz-c.y
A<a A<a
=C, X C,Y .

(1) deeC4,.

To show this, let u ¢ A,. Then S¥c, o = Séax = for all ¥ <« and if v + x, as
% ¢ Ae, e by (9), then x ¢ Agug, o by (5). This implies that 84 ¢, 2 = Sf« for all
A<a,ie., S¢c,x = c,x for all v & x%. By (6), there is v == » which does not belong
to 4,,,, provided that « = 2. We then have Sic,x =8} S} c,z = S} ¢, 2 = ¢, 2.
Finally St ¢, x = c, « for all A < « and we conclude by (7). If « = 1, clearly (11)
also holds so it is established for any « = 1.

(12) d,; < —x + Sz
This follows from (V) and the equalities:

Si(—x + Sfa)=—Sjo+ 85 Sfjz=—-Sfo+ Sfz=1.
(13) < d,;, thenz < Sjx.

Indeed, by (12) we decuce from z < d,; that # < —x + Siz. Therefore
r=z(—x+ Sfz)=a Sfz,ie.x < Sfx.

(14) If 2 % x, then 8%z = ¢, (dyy* ®) -
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To see this, notice that d, ;- x < S%(d,; - x) = S8« by (13). Therefore S%(d, , x)
= 8% 8%« for all 4,4 <a. We conclude that for A<= Sz = c,(d,; - z). On the
other hand 8%z = S%(dy; - 2) < ¢, (d,; " ).

(15) If y = %, A, then S¢d, ;= d,, for all ¥ < «.

Suppose u =+ x%,A and that « = d,;. Then S§Stx= 8584z = 84 Siz=1; ie.
d,, < Stx. If, in addition v = %, then S§S¢tx =S¢ Sfx =1, ie. d,; < S¥z,
In particular d,; < S#d,; for all » < a. (15) follows by (7).

(16) Sid,,=d,, provided x = 1.

To see it, consider = d,;. Then 8% 842 = 8L S8tz =1 by (2), i.e. Sz =d,,.
In particular S4d,; = d,,. By interchanging A and p we also have S4d,, = d,,;.
Therefore S% S“ dy = 84 d,d If u =4, (16) clearly holds. If u = 4, then Z QA,,,“

by (15) and we obtain d,,,, = 8% d,; which proves (16).

We are now ready to show that (Co)—(Cy), (D) and (E) hold.

(Co), (Cy), (Cy), (Cs) follow immediately. (C;) has been proved in (10). We obtain

(Ce) using (14) and (16): If u = x, A then ¢, (d,, * d,;) = c,(d,; - dy,) = 84 d,, =

(C,) is an immediate consequence of (14) and (S,). (D) holds because of (8) and (T).

(E) is implied by (S;) and (14). Finally, it remains to prove (C,),i.e. ¢, c; x = ¢; ¢, x.

First we remark that the operations c, are self-conjugate, i.e. (c, z) * ¥ = 0 implies

z(c,y) = 0. This is easily seen using (9): —y = ¢, « implies — S5y = Sic, 2

=c,x 2 for all A<a. ie. ¢,y < —x From 1.2.6 it follows that c,c;z

e ) Stae= 3 ¢, Stx= J} 8% 8}x.Henceit suffices to show that 3 8% Stz
y<a y<a < a <o

= 2 828%x. In order ‘;;o establish this, let y =c,c; 2,2 =c;c, ; We have

By <o

A ¢ 4,by (9)and (11) and y = 8% S}« for all i, ». In particular y = Sy St = Sy
for all 4 and consequently y = S"y = S Sex for all u,», ie. y = =" Similarly
z = y which establishes (C,) and with it our ‘theorem.
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3. Hierarchies of Recursive Functions

In this section we shall consider initial segments of the hierarchies {€,} obtained
by restricting « to range over the constructive ordinals.
Let o be the set of notations for the constructive ordinals, defined by Church and
Kleene ([2]), and let w, denote the least non-constructive ordinal.
If a € 0, |a|] will denote the ordinal represented by a.
For each n, let lex,...x, P(e, 2y, ..., x,) be the partial recursive function,
constructed by Kleene, which enumerates all the n-ary partial recursive functions
(see [6]).
Clearly, each path P through o determines uniquely, for each limit ordinal & < w,,
a fundamental sequence, defined as follows:

{o} (n) = |D(a, n)|,
where 3.5¢ is the notation for o« in P.
Hence, by the results of Section 2, it is clear that for each path P through o, we
can obtain an extension of the Grzegorczyk hierarchy, of length w,, which we
shall denote by {€F}, - .
We now show that such hierarchies are, in fact, hierarchies of recursive functions.
Let (), be the exponent of the 7 + 1 — st. prime number in the prime factorization
of .
For each a € o we define a function Anx + M, (n, x) as follows:

M ,(n, x) =m+1)-(x+1)ifa=1
M,(0,2) = My, (2 x)ifa=2@ anda>1.
Ma0,2) = Moa),n(0,7.(2) if @ =350

M,(n + Lz)= Ma(o’ M,(n, x))
where, if @ = 3.5, r,(0) = 0 and, for every z,

Ta(z+1) = uy(y > 14(2) & (8) <2 (M aar,z + (0 ¥) > M o((@y (0 y)))
Now define a partial recursive function J by the following:

J(z, 1, n, ) — 9m+1)-(z+1)
J (2, 29,0, x) — AL if g > 0
J(z,3-5¢0,0) — 9(P(z,9(6,0),0,0))

J(z, 3. 55’ 0, z+ 1) — 2(¢(z,¢(e,z+1),0,s))o . 33’

* Eingegangen am 3. 12. 68. Teil I findet sich auf pp. 39—51 dieses Bandes.
7 Mathematische Logik (13, 3/4)
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where

s = #y(y > (® (2,3 5%, 0,2))
& (i)ga: ((¢ (za ¢(e: x + 1): 0, ?/))o > (¢ (z’ @(6, 7’)1 O) ?/))o))
J(z, b, n -+ l, x) —_ 2("(2»17:0:(¢(Z:bsn,z))o))o ]_f b > 1.

Since J is partial recursive, we can apply the Recursion Theorem of Kleene [6]
in order to obtain a number % such that

Dk, a,n, )= J(k,a,n, ).
It can now be proved, by induction, that
Dk, a,n, )y~ M,(n, x),

and hence the function Aanx - M,(n, z) is partial recursive.
Now take any path P tkrough o, and for each limit ordinal ¢« < w, use the funda-
mental sequence defined by

{«}(n) = |D(a, n)|
where 3 - 5¢ is the notation for « in P, in order to define the functions Anx - F" ()
for § < w;.
Then, by induction, it can be proved that, for each p € P, the following holds for
all » and =z,

My (n, x) = Fy ().
Hence, for every a < w;, Anx - F%(x) is recursive.
Thus, for each x < w;, €F is a class of recursive functions.
Therefore, for each path P through o, {€L},  ,, is a hierarchy of recursive functions
properly extending the Grzegorczyk hierarchy.

4. A Hierarchy below ¢,

This section will be concerned with a particular choice of fundamental sequences
for limit ordinals less than the first epsilon number.
Recall that, in the definition of Anx - F?(x) for a a limit, we made use of the
following ‘‘diagonalization’:

Fo (@) = Fly @ (02(2))-
This is certainly more complicated, and apparently stronger, than the usual from
of diagonalization, in which “p, ()" is simply replaced by *“z”
However, we shall now define, for each limit ordinal « < ¢,, a fundamental
sequence for which we can prove that g, = Az - x.

Definition 4.0

Take any limit ordinal & < &,.
Then « can be written as a polynomial in o as follows:

a:wax-a1+w1:.a2+...+w°‘r.ar’



Hierarchies of Number-Theoretic Functions I1. 99

where

@D a < <ag<a;<a,and o, > 0.

(ii) foreach¢=1,...,7,a; € N,and a, > 0.

Now, by transfinite induction, define, for each such «, a function {«}, mapping N

into «, as follows:

(1) If &, < o then for each n,

{dm)=wa+ -+ 0™t + 0" (@~ 1)+ nt o+ @t 2n.

(2) If «, is a successor ordinal > @ then for each =,

{a}(n) = @* - al 4o+ war-x . ar—l + 15 el (a,r — 1) + war" n.

(3) If «, is a limit ordinal, and {e«,} has already been defined, then for each =,
{d}(n) = % - al e -1 a‘r——l + . (ar —_ 1) + w(“r}(”) .

It is clear that, for each limit ordinal « < ¢,, the sequence {a}(n), n ¢ N, defined
above is a fundamental sequence to «.

Throughout this, and the following, sections we will be solely concerned with the
fundamental sequences defined in 4.0, and the resulting hierarchy {&;}s.,.
First we note some trivial consequences of Def. 4.0.

(@) H0<a, <- <oy <a <Eg,then for each n
{wal-al_}_w“z-az_l_..-+w“r.(ar+ 1)} (n)
:w“"al+w"‘"a2—l—"'+w°"-l‘a,_1+{w“"(ar+ 1)} (n)

(b) For every ordinal f < &, {w?*1} (0) = 0,and hence, for every a we have, by (a),
{wf+1: (a + 1)} (0) = wf+1-a + {0f*1} (0) = wf*!-a.

Now we shall prove a sequence of Lemmas leading up to the main result of this
section, that for every limit ordinal « < &g, g, is the identity function.

Lemma 4.1

For all 2, g, () = .

Proof

By definition of g, 0,(0) = 0.

Assume that g, (n) =n.

Now for each 1 < n, F§, . o(n + 1) > F3,(n + 1).

But {w} (z) = 2 -  for all , by Def. 4.0.

Hence for each i < n, Flyy n 1) (0 + 1) > Flyy (0 + 1).
Thus we have the following:

0u(n + 1) = uy(y > 0u(?) & 6) <n Flayn+ W) > Floyo @)
=py(y>n& @) sn Floym+n¥) > Foyiy®))
=n+1.

Hence, by induction, g, = Az x.
il
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Lemma 4.2
Suppose « is a limit ordinal of the form
d=(0“"al+ ...+w¢r.ar+wk+l.(a+ 1)
where g >, > >a,>k+ 1,and k < 0.
Suppose, also, that for every limit ordinal # < «, g4 is the identity function.
Then g, is the identity function.

Proof
For brevity, we denote by » the ordinal
w“l-al+ oo wﬁr.ar_'_ wktl.q.
Then, for all 2, {o} (x) = y + {w*+1} (2).
It is clear from the definition of g, that, in order to prove that g, (x) = x for every z,
all we have to do is to show that for every =,

Flymsr (n+ 1) > Flyp(n + 1)
for each ¢+ < n.
We consider two cases:

(a) Suppose k = 0, so that {«} (x) = y + 22, for all z.
Then it is obvious that for every =,

Flym+(n + 1) > Flyp(n + 1)
for each ¢ < »; since, whenever p < ¢,
FS o n+1)>F% ,(n+1).
(b) Suppose k > 0, so that, for all , we have
{a} @)=y +w* 2+ -+ o' 2+ 22.
Then F?,,}(n+1)(n + 1) = Fg-&—wk-(n—i—l) 4o 4 w.(n+1)+2(n+1)(n + 1)
=F)(wt-mr2pm+n(®+ 1),
by Def. 4.0.
Hence F?a}(n_i_l)(n -+ ].) = F?y+w;,.(,,+2)}(,,+1)(n + 1) P A.
But y + w*- (n + 2) < «, and so0, by assumption,
Oy+ot-mizy(®+1)=n+1.
Therefore, by the definition of g, ; . (4 4 2) We have
Ffy v ot-nropm+n(®+ 1) > Fy i ak.ny 2100 + 1)
=F?/+¢uk’(n+l)(n+ ].) ...B.
Now, again by assumption, g, 1 4. +1y(n + 1) =7 + 1, and so, by the definition
of 0, 4 wk.(n+1) We have
FYpor-meny@+ 1) =F ok nr1pm+n(®+ 1)
>FY ok nr1ym®+ 1)

=F?,+wk.n+...+wl.n+2n(n+ 1)
=F?a}(,,)(n + 1) ...C.
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Hence we have F{,, 4 1)(n + 1) > Fl,(n + 1), by A, B, and C.

Suppose, now, that 0 < ¢ < n.

Then by using the definition of the g-function, together with the assumption that gg
is the identity function, for every 8 < «, we have, by A and B,

Flam+n (+ D) =F 4wt i 2pmsn® + 1)
>F k- nrn(n+1)
=Ftot-mimymrn(®+ 1)
>Fly s ok my@ (7 + 1)

=F2+wk~n(n+ 1)
Thus we get
Flym+nm +1)>F . p(n+ 1)

=F 4 ok myn+1y(n + 1)
> F, 4 k. myoy(n + 1)
=F} i ot n—y(n + 1),
and we can clearly continue this process, until we reach the stage
Flym+nm+1)>F) 4 .4+ 1)
=FY ot gy + 1)
>Fy i or-i+mpa(® + 1)
=F) kit trwiv(nt+1)

=Fly@(n + 1).
This completes (b).
Hence for every », and each 7 < n,

Flym+nn + 1) > Flyp(n + 1).

Therefore g, (x) = z for every x, and the Lemma is proved.

Lemma 4.3
Suppose « is & limit ordinal, of the form
a= % @+ + o7 a, + of (a4 1),

where g >0, >+ >a,>f+ 1,and § = w. )
Suppose also, that for every limit ordinal § < «, gs is the identity function.
Then g, is the identity function.

Proof
Denote w* + a, + * - - + w* + a, + wf+1 - a by y, so that, for all z,
(@ =y +{}@=y+ oz
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Again, all we have to do is to show that, for all #, and each ¢ < n,
Flym+n(m + 1) > Flye(n + 1),

Take any #, and any 1 < n.
Then we have

Flym+nm+1)=FY, op.(n+p(n+1)
=F i u8-nrym+n(®+ 1)
> Fly s ob -+ 1p0 (1 + 1)
=FY4ob-nt by +1),
by the definition of g, w8.(s+1) and the assumption that g, ,6.(s+1) iS the

identity function.
Now, if f is a successor, {©#} (0) = w?~1:0 = 0, and so we have

Flym+nym+1)>F op.p(n+ 1) = Flym(n + 1).
If 8 is a limit ordinal, {wf} (0) = ©#©, and we have
Flym+nm+1) > F5 4 8.0t olB0 (7 + 1)
=FY 1 ob-n+ POyt n(n + 1)
> FY 4+ B n+ o8Oy (n + 1)
=F L B n+ (O (n + 1),

by the definition and assumption concerning the function g, 1 ,6. 5 + (8}©).
Now if {8} (0) is a successor, {w#(©®} (0) = 0, and so again we have

Flym+n(® + 1) > Flym(n + 1).
If {8} (0) is a limit, {w!#®} (0) = {FONO and we have
Flaym+1n®m+ 1) > FS L s ny ol8HON0) (0 + 1).
Thus we are led to consider the descending chain
B> {6} (0) > {{B} (0} (0)> -+ .

This chain must lead, after a finite number of steps, to an ordinal ¢, which is
either a successor ordinal, or zero.
Then we have

Flpyminm+ 1) >F) L 0p. 0+ o{BHONO) (v + 1)

>FY ) ubontas(n+ 1)
If 0 = 0, we thus have
Flym+nym+1)>F) op.ni1(n+ 1)
>F)op-n(n+1)
= F?a,}(n)(n + 1).
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If ¢ is a successor, we have
Flam+nm+ 1) >F% L 0p. i wo(n + 1)
=t b n+(wym+n(n+ 1)
> By b nt(ooyoy(n + 1)
=F}, up.n(n+1)
= Flym(n + 1),

since, by assumption, g, ; w8. 4+ wo(® + 1) =2 + 1.
Thus we have proved that, for all =,

F?a}(n+1) (n+1)> F?a}(n)(n + 1).
But if n > 0,

Floymn+ 1) =F} 1 ap.p(n + 1)
=F)iab-(n—1)+ (Byn+1) (W + 1)
>FS Lo (n—1) + (uByoy(® + 1)
and so it is clear that the process can be repeated in order to get

Flym+nn+ 1) > Flyg(n + 1)
for each ¢ < n.
This completes the proof of Lemma 4.3.

Lemma 4.4
Suppose « is a limit ordinal of the form
a=wn a4+ 0¥ a,+ o (a+1)

where g, >0y >+ -+ > o, > f, and f is a limit.
Suppose also that for every limit ordinal 5 < «, g, is the identity function.
Then g, is the identity function.

Proof
As in Lemmas 4.2 and 4.3, we need only prove that, for every =, and each ¢ < n,
Flym+n(m+ 1) > Flye(n + 1).

Let y denote the ordinal w® - a; + - -+ + @ - @, + of - a.
Since B < ¢, it can be written in the form

( (va+1+wa+l'ba+1+w6+l))
v+ P b+ o

v2+wﬁ=-b2+a.)
B=wm+ ol b +ow
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where § + 1 = f,,, and »,, is a polynomial in powers of w greater than § + 1;
and where, for each § such that 1 < j < s, 8; = v;,, + @®+1-b,,; + 0”1+ and
»; is a polynomial in powers of w greater than §;.

Now let y,,, denote the ordinal v,,; + w?+1-b,,;, and for each j=1,...,s,
let ; denote the ordinal v; + ® - b;.

Then
( (Yss1+ w6+1))
Vst
Vot w
nto
a=y+w

In the following we shall omit the brackets. It should be clear to the reader which
convention we are using.
Hence, by the definition of {«} in 4.0, we have, for every =,

Vs+1 T+ {w"“} (n+1)
Vs + @

"+ o
@eth=y+o

since, for any limit ordinal o, {w°} (x) = w!*}®.

Two cases now arise:

(i) 6 < w, so that {0’} () =’ 2+ - -+ w -z + 22

(i) 6 2 w, so that {w’*1} (z) = ’- 2.

We will only carry out the proof for case (ii). It should then be clear how to pro-

ceed in case (i).
So, assuming that § = w, we have

}'s+1+w6'n+wd
Ys+ @

71‘*“."
ffn+ )=y + o

Now {o} (n + 1) is a limit ordinal < &, and so, by assumption, g} +1)(n + 1)
=n+ 1.
Therefore, by definition of g, 4+ 1) We have
Flym+n+ 1) =Flgm+ nym+n® + 1)
> Flaym+ vy (0 + 1)
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But, by Def. 4.0,
Ys+1+ @ n + {0 (0)
Vst @

"t o
g+ D}O)=y+
Hence, if  is a successor, {w’} (0) = 0, and we have

{{a} (n + 1)} (0) = {«} (n).

Therefore F{;(, 4 1y(n + 1) > Fly (0 + 1).
If 6 is a limit, {w®} (0) = w!®H®, s0 that

Vo1 + 0 n 4+ O
Yo+ @

Nt o
o+ 1)}O)=y+ o
Then, by definition of g} + 1y3(0)» We have

Flagm -+ + 1) > Flgm+mo @ + 1) > Flgen+ nopo (0 + 1)
Now, if {6} (0) is a successor, {w!?@} (0) = 0, and so we have
{{e} (v + 1)} (0)} (0) = {a} (m),
F?a}(n+1)(n + 1) > Flymy(n + 1).

If {6} (0) is a limit, {0} @} (0) = w!{CHO}® and so we have

Verr + w’n + (o{("}(o)}(o)
Vs + @

and hence

Y1+ »
{3 (n+D}O0}O0)=y+w

Now we repeat the process, and look at {{8} (0)} (0).
Thus we are led to consider a descending chain of limit ordinals

8> {8} (0) > {{6} (0)} (0) >+ - -

This chain must terminate, after a finite number of steps, with an ordinal &, which

is either a successor, or 0.
At this stage we have, using the definition and assumption concerning the func-
tions g, for limit ordinals 7 < «,

Flym+n(n+ 1) > F(n + 1)
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where ( is of the form { - - - {{{«} (» + 1)} (0)} (0) - - - } (0), and
Vs+1+ 0 n+ of
Vs T @
n+

{=y+o

Now, if £ is a successor, {w®} (0) =
If £ = 0, we have the following:

w7,+1+m"-n+w5= w'y,u+wl’«n+l, and hence
{w7'1+1+ od-n +w5} (1 — w7':+1+w5-'n

Hence, if £ is a successor, {{} (0) = {«} (n), and if § =0, {{} (1) = {o} (n
But { < «, and so g;(n + 1) = n + 1 by the assumption.
Hence, by definition of g;, we have

FY(n+ 1) = Fltyin+1y(m + 1)
= max (Fiyay(n + 1), Fyo)(n + 1))
g F?a}(u)(n + 1)’

since either {{} (1) = {o} (n) or {¢} (0) = {o} (n)

But Flyn 4 1y(n + 1) > FR(n + 1).

Therefore F{3 4 1)(n + 1) > Flyyny(n + 1).

Now it is clear that we can repeat the entire process, starting with the ordinal

J .
Ys+1+ @1

}’1“’60
{ffm)=y+ o

instead of {«} (n + 1).
In this way, if n > 0, we obtain

F?“)(n)(n + 1) > F?a}(n—l)(n + 1)5

and then F{yy(n + 1) > Fy(n + 1) for each ¢ < n.
Thus we have proved that for every =, and each 1 < n,

Flym+p(m + 1) > Flye(n + 1).
This completes the proof for case (ii).
Note that in case (i),  must be either a successor or 0, and so the proof is a little
easier than the one we have just given for case (ii).
Theorem 4.5

For every limit ordinal « < &, o, = Az * z.
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Proof

By transfinite induction.

We know, by Lemma 4.1, that g, = Az - 2.

Assume that o is a limit ordinal such that w < o < ¢, and that, for every limit
ordinal, f < &, g5 = Az - x.

Then, since o« must have one of the forms covered by Lemmas 4.2, 4.3 and 4.4,
we know that p, = Az - x.

This completes the proof.

5. A Characterization of Péter’s k-recursive Functions
Péter, in [9], defines, for each positive integer k, a class R, of recursive functions,
which are called k-recursive.
She proves that N, = &, and that for each k, N, N, ;.

Robbin, in [12], constructs a Grzegorczyk-type hierarchy {,}, < ,» such that, for
each positive integer £,
sz = U Eoc .

a< wk

In this section we shall prove a similar result for the hierarchy {€&,}, - ., based on
the fundamental sequences of 4.0.

First of all, we know, by the work of Grzegorczyk and the results of Section 2 that
U ¢ =2=9,.

o< w

This result can easily be extended, in order to yield the following:

Theorem 6.0

For any countable ordinal §,
U @B+¢ = P(@ﬁ)'

a<w

Now, for each positive integer k, 9, is the smallest class of functions which con-
tains & and is closed under the operations of substitution and nested recursion
(with or without parameters) over the lexicographical well-ordering of NV¥.

Suppose, now, that % = 2, and define for each z, a function Ay, ...y,_;nzx
“F,(yy, . - -5 Yi_1, n, ) as follows:

Fo0,...,0,n,2)=n+ 1) - (x+ 1)

Foi - s Yoo Y1+ 1,0, 2) = Folyy, - - - Ym0 Yr-1, %, ¥)

Foyy oo iy +1,0,...,0,0,2) = Fo(41, - - -, Y0 @, - - -, @, 22, 0, )
Folyy, - . -, Yi—v ¥+ LY Y+ 1,2) =

= FO(?/l’ e ¥Yien Y+t LY oYk 0, Fo(¥s - s Y1 ¥i + L Yins - - o
Yx-15 M, X))
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wherel<i<k—-2,andl1 <j<k—1.

F,0,...,0,0,2)=F, (=, ..., 2, 22,0, 2)

Fooxp o o Yrep Yea + LL0,2)=F, y(Yy, - - s Yrmpr Ym1, T, 7)

F,opiWy o Y ¥:+1,0,...,0,0,2)=F, (v, ..., Y5 @ ..., %, 22,0, 2)
Fouao Y-+ La)=F. (- Y1, 0, Fo 1 (415 - - -, Yro1p 0, 7))

wherel <1< k — 2.

Itisclear from this definition thatforeach z, Ay, . . . yx_ynx  F,(y1, - - -, Yp—1, M, @)
is k-recursive.

Now take any ordinal « = w*~1-a; + - - - + @' - a;_; + a; and define Anz - F2(x)
using the fundamental sequences of Def. 4.0.

Then it can easily be proved that for all =, z,
Fg(x) = Fa,(az’ ] ak’ n, x),

since g, is the identity, for every ¢ < ¢,.
Hence, for every « < wk, Anz - F2(x) € R

Therefore, for every a < w*, €, < N,, and so we have

Theorem 6.1

For every positive integer £, aywk €, <R,

We now turn our attention to the converse of Theorem 5.1.

First, however, we require another monotonicity property of the functions

Anz - F2(x) based on the fundamental sequences of Def. 4.0.

Lemma 5.2
For every positive integer m, if » < w® is expressible as a polynomial in @, with
powers of w all greater than m, then for all p and all x = 1,
Fvom-p+1)(®) > FY 4 om . 5(2).
Proof

By induction on m,
If m = 1 we have, for all p and all 2z = 1,

Fo

y+ml.(p+1)(x) = Fg,.;_wl.p_’,.zZ(x) by 4.0 and 4.5

>FY, on.p(x) since x = 1.

Suppose that » = 1 and that the result holds for every m < .
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Then for all p and all x = 1 we have

F?,.;. wn+1.(p+1)(-'15) = F‘z;+mn+l.p+wn.x+ e w:.z+2x(x) by 4.0, 4.5.

>F?,+w,.+x.p+w,..x+..,+,,,x.x(x) Siﬂcex% l
0
>Fy+w..u.,,+w...x+...+w:.,(z)

0
>Fy+w”+"p+w”'z+'-'+w'-x(x)

>F?,+a,n+-.1,+w,..x(x)
>F?,+w”+l.p(x),

by repeated applications of the induction hypothesis.

Hence the result also holds for m = n + 1.

Thus, by induction, the proof is complete.

Now, for each k > 0, Péter has obtained the following characterization of N,
(see [9]):

AN, is the smallest class of functions which contains & and is closed under the
operations of substitution and k-recursion, where, by “k-recursion” we mean the
following scheme:

{ fl@y,...,2,)=0ifx,=00rax,=0o0r...orz,=0.

flay+ 1, . e+ D=9, .., 2 [ -5 fr)

where f, = f(x; + 1,...,2,_, + 1,x,) and for each ¢ such that 1 < ¢ < k — 1,
fe=f+ 1w+ Ly By, -, o)y s Rl sy, - - @ i)

We shall use this characterization of R, in order to show that, for every k-recursive

function f, there is an ordinal & < w* such that f ¢ €,.

Lemma 5.3

Suppose the functions g; A, ... ,h}k_;, ..., B2, all belong to &,, where & < k.
Then if f is defined from these functions by k-recursion, there is an ordinal § such
that « < f < w* and for all zy, . . ., z;,

f@y, ..., z) < F}(max(xy, . . ., zx).
Proof

We shall sketch the proof for the case k = 3. It should then be clear how to pro-
ceed in general.
Suppose f is defined by 3-recursion as follows,
f@9,2)=0ifz=00ry=0o0rz=0.
= g(w, Y, 2, f(x; h1(x; e fle+ Ly + 1, z))’ hz(x> Y% fla+ 1,y +1, z)))’
f&+ Ly, hy(,y, 2, fle+ 1,y + L,2), fle + Ly + L,2)),

where g € €,, b, €€, b, € €,, hy € €, and & < w?.
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Since a < w?® we know, by Lemma 2.4 and Theorem 2.11, that there are numbers
p and q such that

g(y) < F9s. ,(max(y)) whenever max(y) = ¢, and for each ¢ =1, 2, 3,

h;(x) < F%.,(max(x)) whenever max(x) = ¢, where a« < w?- p.
Clearly, there must also be a number r such that
g (y) < r whenever max(y) < ¢, and for each ¢ = 1, 2, 3, %,(x) < r whenever
max(x) <gq.
Now, by Lemma 5.2, F:. (,  y(2) > rif 2 = 1.
Hence g(y) < F%:. 4+ (max(y)) whenever max(y) = 1 and for each ¢ = 1, 2, 3,
h;(®) < F%. (4 (max(a)) whenever max (x) = 1.
Let d = max(p + r,9(0,0,0,0,0,0,)).
We shall now show that for all z, y, 2,
f(x’ Y, z) < F?z)"d+w~z+21l(z)'
Let < be the lexicographical well-ordering of N3.
Then we proceed by transfinite induction over <.
First,it can easily beshown that if max (x,y,2) < 1,thenf(z,y,2) <F% .44 . 5+ 24 (2)-
Suppose, now, that max(z, y,2) > 1, and assume that for all u, v, w such that
Cu, v, wy < (&, 2,
f(u’ v, ’ll)) <F?‘)’-d+w-u+2'v(w)'

Ifz=00ry=0o0rz=0, f(z,y,2z) = 0, and so we trivially have

f(x’ Y, z) <F2)*~d+w-x+2~y(z)-
Suppose, then, that x>0,y > 0, and z > 0. Then, since max(z, y,z) > 1, we
know that max(x — 1,y — 1,z — 1) = 1.
Hence, by the induction hypothesis, we obtain from the 3-recursion scheme, the

following:
f@y 2) < F?u‘-d(Fg)’-d+w'x+2-(y—l)(F2)‘-d(m))):

where m = max(zx — 1,y — 1,2 — 1, f(z,y,2 — 1)).

Now we consider two cases:

(@) Ifz=1,m =max(x — 1, y — 1) since f(z, y, 0) = 0.

ButF?,,s.d+w.z+2.(y_1)(1) =m.

Hence we have

f(x, Y, z)<F?‘,x.d(Fg,l.d.{_w.z+2.(y__1)(F?Dx.d(F9ol.d+w.x+2.(y_1)(1)))).

But, for all =,

Fﬂ,:.d(Fﬂ,z.d+,,,.,c_,.z.(,,_l)(n))
SF%.gioot2-0—1) T dtw-s42-@g—1 ")
= mx.d+w.z+2.(y_1)(n) by Def. 4.

Hence f(2,4,2) < Fip. 41 w-s42-—1) For-d4 0-2+2-—1 (1))
But Flon gy w-st2-g—1(1) = Fl. 41w 2+ 2y—1(1) by Def. 2.
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Thus we obtain the following:
[@9,2) <Fia.aro-st2-0—1) T dr0-z42-y—1(1))
<F.gt0-z+2-y—1 Fod+w-z+2-y—1(1) by Def. 2,
since F% .44 0. z42.y—1(1) > L
=Fly g+ .p+2.y—1(1) by Def. 4
=F% . g+w-z+2-y4(1) by Def. 2
=F. gt 0.-s4+2.4(2) since z = 1.
(b) If z>1,2— 1 = 1, and so we have
m=EFy gro.042.9E—1)
=Filit 0 ot y—1(z — 1) by Def. 2.
Now, for all n, F9:. 4(n) < F% .44 0. 2+2. y—1)(n), and so we have
flx, 9, z)<F2:’~d+w-x+2-(y—1)(F2>’~d+w'x+2~(y—1)(F9u’~d+w-x+2~(y—1)(m/)))
=F% 440 s+2 @—1(m) by Def. 4.
Hence, f(z,9,2) < Fo .41 0 212 -0—1) Fir'ato-2+2.y—1(2 — 1)).
Sincez — 1= 1, F%3ly, 4. p4+2.y—1(2 — 1) = 2 and so, by Def. 2,
Frodioorz-g—1)Tolito sra-y—1( — 1)
SF% gt 0291 Faliro iz y—1(z— 1))
=F% . g+w-s+2-y—1( — 1) by Def. 4
<Fipgtw-orz-y—1(2)

=F2;’~d+w‘z+2-y(z) by Def. 2.

Therefore, f(x, ¥, 2) < F% .44 0-5+2.4(2), and this completes case (b).
(a) and (b) together complete the induction step, and so, by transfinite induction
over <, we have proved that for all z, y and 2,

flx, y,2) <F?u’-d+ w~z+2'v(z)'
It is now easy to show that for all z, y, 2,
f(x, Y, 2) < Fg,a -d+ o - max(z,y,2) + 2 - max(,¥,2) (max (il}', Y, z))
= F?ua . (d+1)(max(x’ y’ Z)) M

Hence = w?- (d + 1) is the required ordinal, and the proof of Lemma 5.3 is
complete.

Theorem 5.4
For every positive integer k, R, < ¢9 o &
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Proof

We know, by a result of Grzegorczyk [5], that for every primitive recursive
function f, there is an ordinal & < w such that f € €,.

Suppose f is defined by substitution from functions gy, ¢;, . . ., ¢,, Where, for each
i = n,g; €€, and o; < w*.

Let o = max (etg, 1, - - -, &y)-

Then « < w* and for each ¢+ < n,g; € €,.

Hence f is defined by substitution from functions belonging to €,.

Therefore f ¢ €,.

Finally, suppose f is defined by k-recursion from functions g, g, . . ., g, where,
for each @ < n, g; € €, and «; < w*.

Let o = max (o, &y, . - -, %)

Then « < w* and for each ¢ < n, g, € €,.

Hence, by Lemma 5.3, there isan ordinal S such thatx < f < w*andforalla,,. .., z;

f@y, ... ) < Fl(max(xy, . . ., ).

Now, by a result of Péter in [9], bounded k-recursion is reducible to primitive
recursion.

Therefore f is primitive recursive in the functions gy, ¢, . . ., 9, and Az Fy(x).
But, since « < f8, g; € €; for each 7 < n.

Also, Az - F§(x) € €.

It follows that f € P(&;).

Hence, by Theorem 5.0, there is an ordinal y < w such that f ¢ €5 .
Therefore, putting d = § + v, we have § < w* and f € €,.

We have now considered all possible ways of defining k-recursive functions.
Hence, for every f € 9N, there is an ordinal « < w* such that f ¢ €,.

This completes the proof.

Theorems 5.1 and 5.4 together provide the following characterization of the class
of k-recursive functions.

Theorem 5.5
For each positive integer k, 190)’# €, =N,
Thus, if welet M= U N, we have

0<k<ow

Theorem 5.6
a< o® @a = QR
It follows, from Lemma 2.4 and Theorem 2.11, that the function Az« F ()
eventually majorizes every unary function belonging to .
Therefore, Az - F9u(x) is a function which is not k-recursive, for any k.
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6. Open Problems

A. For the hierarchy {&,}, .., considered in sections 4 and 5, it is possible to
adapt Robbin’s “Honesty Lemma’ (see [12] p. 61) in order to prove that
whenever o < f < w®, Az - F§(x) is “‘elementary in” Az - F§(x).

Hence, for every ordinal « < w?, it is clear that €, can be re-defined as follows:

C,=E(ix-0, vy -« + y, Ax - x;, Az - Fi(x)).

Thus we are led to ask whether there are ordinals § > w® and fundamental
sequences to all limit ordinals < §, for which it can be proved that whenever
o< f <6,Ax- Fi(x) is “elementary in "Ax - F'§(x).
We conjecture that this result holds for g, together with the fundamental
sequences (to all limit ordinals < gy) defined in 4.0.

B. By Theorem 4.5 we know that there are fundamental sequences to all limit
ordinals < g, for which p, = Az - « for every limit ordinal o < &,.
Is there an upper bound on the ordinals § for which there are fundamental
sequences to all limit ordinals < f such that p, = Az - x for every limit ordinal
a<f?
Furthermore, for each such §, what conditions must the fundamental sequences
to all limit ordinals < f satisfy, in order to ensure that p, = Ax - x for every
limit ordinal o < 2

C. Is there a choice of fundamental sequences to all countable limit ordinals such
that, if {€,} is the hierarchy based on these fundamental sequences, then, for
every totally defined numerical function f, which is “constructible’” in the
sense of Godel [4], there is a countable ordinal o such that f ¢ €, ?

REFERENCES
Siehe Teil I, p. 51

8 Mathematische Logik (13, 3/4)
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HIERARCHIEN PRIMITIV-REKURSIVER FUNKTIONEN
IM TRANSFINITEN * #*

Von M. E. ScHRODER, Koblenz

Ubersicht

ZF sei das System der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre und ZF~ sei ZF ohne
Potenzmengenaxiom. Wir setzen die Existenz einer Menge M voraus, die natiir-
liches Modell der Axiome von ZF~ ist; Ony, sei die Menge der Ordinalzahlen aus M.
Entsprechend dem Begriff der primitiv-rekursiven (p.r.) Funktion iber der Menge
o der natiirlichen Zahlen definieren wir den Begriff der p.r. Mengenfunktion
iber M (p.r.(M)) und den des p.r. ordinalen Funktionals iiber Ony (p.r.(Ony)).
In beiden Féllen nehmen wir die konstanten Funktionen bzw. Funktionale mit
dem Wert w zu den p.r. Anfangsfunktionen bzw. -funktionalen.

Entsprechend der Klassifikation von A. Grzegorczyk [1] der p.r. Funktionen
iber « definieren wir eine Hierarchie MG = (M G"|n < w) fir die p.r.(M)
Funktionen und eine Hierarchie OG = (0OG"|n < w) fir die p.r.(Ony) Funk-
tionale, die die betreffenden Funktionen nach ihrem Wachstumsverhalten klassi-
fizieren; als ,,MaB‘ ihres Wachstums benutzen wir eine Folge von Funktionen
A, : Ony > Onyy (n < w), die analog zu einer von W. Ackermann fiir die natiir-
lichen Zahlen eingefiihrten Folge von Funktionen definiert werden.

Eine weitere Moglichkeit der Klassifikation ist wie bei den p.r. Funktionen tiber w
die nach der Zahl der benutzten Rekursionen bei der Definition einer p.r.(M)
Funktion oder eines p.r.(On,) Funktionals; dies fiilhrt zu den Hierarchien
MR = (MR"n < w) fir die p.r.(M) Funktionen und OR = (OR"|n < w) fir
die p.r.(Ony) Funktionale.

Bei allen vier Hierarchien werden wir die spezielle Rekursion der w-fachen
Iteration einer Funktion oder eines Funktionals nicht als Rekursion zéhlen.

In den Kapiteln IIT—V wird gezeigt, dal} diese Hierarchien von der vierten Stufe
an gleichwertig sind ; I—1II dienen der Vorbereitung.

1. Vorbereitendes
1. Das System ZF

Die Zermelo-Fraenkelsche Mengenlehre ZF wird in der ZF-Sprache, einer Sprache
erster Stufe formalisiert, deren Formeln sich aus den folgenden Grundzeichen zu-
sammensetzen.

* Eingegangen am 22.12.1968.
** Eine frithere Fassung dieser Arbeit ist von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen
Fakultat der Universitit Bonn als Dissertation angenommen worden. Die Arbeit entstand
unter Anleitung von Dr. R. B. Jensen, dem ich zu groBtem Dank verpflichtet bin; ebenso
danke ich Prof. G. Hasenjaeger fiir die Unterstiitzung, die er mir zuteil werden lie§.
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Mengenvariablen: v; (¢ < w); logische Pridikate: ¢, =; Junktoren: —, A; All-
quantor: A; Komprehensionsoperator: E. a,b, ¢,... (evtl. mit Indizes) be-
zeichnen im folgenden Mengenvariablen.

Die Formeln von ZF sind rekursiv definiert mit rep, x = als Primformeln
(klammerfreie Schreibweise); 2, B, €, . . . bezeichnen im folgenden Formeln.
Klassenterme sind Mengenvariablen oder Zeichenreihen der Gestalt Ex2l (Kom-
prehensionsterme); 4, B, C, . . . bezeichnen im folgenden Klassenterme.

Zur besseren Lesbarkeit sei: (A A B) =p; A AB; die Abkiirzungen (A v ),
(A~ V), (A V) und VA fihren wir in der tiblichen Weise cin.

Die ZF-Sprache werden wir vielfach durch Hinzunahme gewisser Mengenkon-
stanten & erweitern ; dann sind auch ez, rez, e 3 und entsprechende fiir = Prim-
formeln und die Konstanten x Klassenterme.

Die mengentheoretischen Awxiome von ZF sind die in [2] und [3] angegebenen:
Extensionalitdtsaxiom, Nullmengenaxiom, Paarmengenaxiom, Vereinigungs-
mengenaxiom, Potenzmengenaxiom, Ersetzungsaxiome, Unendlichkeitsaxiom
und Fundierungsaxiom.

ZF~ sei ZF ohne Potenzmengenaxiom.

2. Die Metasprache

Alle metasprachlichen Argumente werden in der ZF-Sprache formalisierbar
sein. Die Mengenvariablen der Metasprache sind a, b, ... (auch indiziert), die
Quantoren sind A, V, und bei der Bildung von Komprehensionstermen benutzen
wir {| }, € bezeichnet die Elementbeziehung und = die logische Identitit. Im
iibrigen benutzen wir die in 1. angegebenen Zeichen der ZF-Sprache auch in der
Metasprache.

Wir nehmen die Giltigkeit der Axiome von ZI' an; aullerdem werden wir die
Existenz eines natiirlichen Modells der ZF™-Axiome voraussetzen.

Wir benutzen die iiblichen mengentheoretischen Bezeichnungen und Definitionen,
wie sie in [3] und vor allem in [2] angegeben sind, insbesonderc also: geordnete
n-Tupel {x,, .. ., x,) nach Kuratowski; 4 x B, A" fiir das cartesische Produkt;
und fiir Relationen R: R''A (R-Bild von 4), R |' A (Beschriankung von R auf A4),
R-! (Inverse von R), D(R), W (R) (Definitions- und Wertebereich von R).

Die iiblichen ordinalen Begriffe sind [2] zu entnehmen; On ist die Klasse der
v. Neumannschen Ordinalzaklen; o, 8, v, 0, u, v, » benutzen wir als Variable fiir
Ordinalzahlen ; den Rang von Mengen definieren wir durch : |a| =pgsup{|z| + 1|z (x}.

3. Syntax und Semantik

Endliche Folgen sind Funktionen f mit D (f) < w. Die Zusammensetzung endlicher
Folgen a, b definieren wir durch ab =p;a U {{(b;, 1 + D(a))|i < D(b)}.

Die Formeln der Objektsprache identifizieren wir mit endlichen Folgen; dazu
wihlen wir fiir die Grundzeichen die Festsetzungen aus [2] oder [3]. Dabei
nehmen wir fiir Mengen « eine Konstante & hinzu.

M sei eine Menge; dann definieren wir K sty =p {o|x € M} als die Menge der
M-Konstanten und dann weiter die iiblichen syntaktischen Begriffe:

8‘



116 M. E. Schrider

1. 2 ist eine M-Formel, wenn die in 2 vorkommenden Konstanten M-Konstanten
sind. F'ml,; sei die Menge der M-Formeln.
2. Die Ersetzung A(v[x);; der freien Vorkommen der Variablen v in der M-
Formel 2 durch solche der Konstanten .
3. Die Menge der freien Variablen einer M-Formel 2:
Fr()y =pi{x|z € VOIA A(x[x)yy &= A} mit VOl =p¢ {v; | i < w}.
4. Die Mengen der M-Aussagen:
Ausy =pe {A|A €Fmly A Fr(A)y = 0}
5. Die Menge der konstanten M-Terme:
Ty =pt Kstyy v {ExU|x € VHIA A EFmly n Fr(d)y = {x}}
Ein natirliches Modell fir die ZF-Sprache ist ein Tripel (M, ¢t M,= | M),
wobei M eine transitive Menge ist; in diesem Zusammenhang werden wir im
folgenden (M, € P M, = [ M) mit M identifizieren.
Dann definieren wir die iiblichen semantischen Begriffe:
6. Die M-Wahrheit von M-Aussagen (|= u ) in der iblichen Weise rekursiv iiber
den Formelbau.
7. Die M- Bewertung der konstanten M-Terme:
M [t] =ps {z|2 € M A |=)p et}
8. Die Menge der M-definierbaren Teilmengen von M :
Def(M)=pi {M[t]]t € Ty}
U sei ein Klassenterm der M-Sprache; dann definieren wir auf U beschriankte
Quantoren durch:
Ax:eUU=p; Ax(xeU > ),
Vre:eUU =p; Ve(xeU A ).
Wenn U eine Mengenvariable oder Konstante ist, sprechen wir von beschrinkten
Quantoren. Entsprechend fithren wir auch in der Metasprache beschrinkte Quan-
toren ein.
Nach A. Lévy [5] definieren wir weiter:
Eine Formel 2l ist eine Xy-Formel (A € 2,), wenn alle in A vorkommenden Quan-
toren beschrankt sind; U ist eine 2}-Formel (2 € X)), wenn es eine 2\-Formel U,
gibt, so daB A = Vr 2,. Eine Relation R C M™ (M nat. Modell) heilt X-definierbar,
wenn es eine ZF-Formel A (uy, ..., u,) € 2, gibt mit keinen freien Variablen
auller uy, . . ., u,, so daf:
Ray .. @y {2y, .oy €M A =g Ay, ..., 2,)
Wenn 2 eine M-Formel ist und nicht notwendig aus X, heilit die Relation R
M -definierbar.
Im folgenden benutzen wir vielfach die Absolutheit von 2y-Formeln fir transitive

Mengen:
U, M seien natirliche Modelle mit U C M und 2A(u,, ..., u,) eine U-Formel aus
2, mit keinen freien Variablen auBer u,, . . ., u,; dann gilt fir alle ;, . . ., x, € U:

|=U Q[(xl’ LR wn) «> legl(wl’ .. ':wn)
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Fir U-Formeln B mit 5, B« AU fir ein A€, gilt das gleiche, wenn U und M
natiirliche Modelle der ZF-Axiome sind, die beim Beweis von B2l notwendig sind.
Von nun an setzen wir voraus:

(M, €M, =1 M) sei ein natiirliches Modell der ZF - Axtome.

Ony; sei die Menge der Ordinalzahlen aus M ; da wir im folgenden keine anderen
Ordinalzahlen betrachten, schreiben wir statt On, kurz On.

In den metasprachlichen Formeln sind im folgenden alle Quantoren als auf M
beschrinkte anzusehen, entsprechend ist bei Komprehensionen iiber M {x|2} fir
{z|x € M v A} benutzt. Unter Funktionen und Relationen iiber M oder On ver-
stehen wir im folgenden stets M-definierbare Funktionen und Relationen, ohne
dies jeweils hervorzuheben; mit [2] erhalt man insbesondere, daB} alle p.r. Funk-
tionen und Relationen tiber M oder On (s. IT) M-definierbar sind.

4. Relationen und Funktionen iiber M
2 sei die Menge der einstelligen Funktionen 4: On - On; die ordinalen Rela-
tionale bzw. Funktionale sind dann die Relationen R C £2* x On™ bzw. Funktionen#':
0% x On™ > On; fiir k = 0 erhilt man die ordinalen Relationen und Funktionen.
Fiir ordinale Relationale und Funktionale iiber O» und fiir Relationen und Funk-
tionen iiber M benutzen wir die iibliche Church’sche 4-Notation. Fiir n-Tupel
2y, . . ., x, schreiben wir dabei vielfach & oder auch &, wenn die Stellenzahl 7 dem
Zusammenhang zu entnehmen ist.
AuBerdem sei fir §C D(dv - F(Z; v, &)):
- F(4;y, a) fallsy < 8,
Av<B-F(4;v,d)(y) =pt {0 sonst .
Die Iteration F* definieren wir fiir F: M — M oder F: On+ On rekursiv durch:
Fo(z) =ps
Feil(z) =p F(F*()),
F*(x) =p¢ l,l<JOLF” (®)  fur Lim (x) .
Fir F: Mm+1» M oder G: 2% x On™+! — On definieren wir dann die Iteration F*
bzw. G* als Iteration von 4y - F(y, ) bzw. 4 G(Z; B, &).
Die charakteristische Funktion yj, einer Relation B C M™ ist definiert durch:

. 0 falls Rz, ...z, ,
xr(#) =Dt {1 sonst .
Entsprechend definiert man fiir ordinale Relationale R C 2% x On™ das charak-
teristische ordinale Funktional yp, so daB fir k= 0: yp = yg M On™; wenn der

Zusammenhang es erlaubt, schreiben wir fiir x5 kurz yp.

I1. Primitiv-rekursive Mengenfunktionen und ordinale Funktionale
1. Definition
P(M)seidiekleinste Menge von Mengenfunktionen iiber M, die die Anfangsfunktionen
Ax -0, l.zcn-x,-fiirl st<m, dzy - {=, ¥}, Azy-2\y, Av o
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enthilt, und die unter den Definitionsschemata

4
(1) Einsetzung mit H: M*— M, G- M™— M (i =1,...,k): F(Z) = H(G(Z))
(2) Limesbildung mit G: M™+1—~ M : F(y, &) = zLéJy Gz, &)

(3) Rekursion mit H: M™%~ M : F(y, &) = H((F(z,%)|z €y}, y, &)
abgeschlossen ist.

Die Funktionen aus P(M) heilen primitiv-rekursiv (p.r.(M)). Eine Relation
R M™ heillt p.r.(M), wenn ihre charakteristische Funktion yz p.r. (M) ist.
IP(On) sei die kleinste Menge ordinaler Funktionale iiker On, die die Anfangs-
funktionale

24560, 44;% - und ZAk;z-Aj(oci) fir 1=i<m und 1<j<k
}.A—Za'oc—}— 1, l/r;aﬂ- 2 (a B), Z/T;o?w

enthilt, und die unter den Definitionsschemata

(1) Einsetzung mit G;: 2*xXO0n™+>O0n (t=1,...,n) und H:0Q2*x0n"+ On:
F(d;8)=H(A; e &)

(2) Limesbildung mit G : Q* x On"+2+ On

N y falls =0
F(4;a, p,y)= sup G(4; &, »v,y) sonst
v<f

(3) Rekursion mit H : QF+1x Onm+1s On

F(A;p,8) = H(A v < f-F(A;v,8); b, &)
abgeschlossen ist.
Die Funktionale aus P(On) heilen primitiv-rekursiv (p.r. (On)). Ein ordinales
Relational heiflt p.r.(On), wenn sein charakteristisches ordinales Funktional
p.r.(On) ist.

2. Abgeschlossenheiten
Die folgenden Abgeschlossenheiten von IP(M) und IP(On) zeigt man in nahe-
liegender Weise.
21 (@) Fur §:{1,...,m} »{1,...,k} (m, k<) ist mit F: M™~ M auch
A%-Fla, ... ;) pr.(M).

(b) analog fiir die Ordinalzahlstellen von p.r.(On) Funktionalen
2.2 (a) wie 2.1 fiir die Funktionsstellen von p.r.(On) Funktionalen

(b) Mit F: Q*xOnm+ Onund G,;: Q" xOn"+1+O0n (1 =1, ..., k) ist auch

)./T; Eo‘c “F(av- C—?*(A—’; ”, E); &) pr.(On).

Im Hinblick auf IIT sei hier schon folgendes bemerkt:
Die Beweise von 2.2 (a) und (b) erfolgen durch Induktion iiber die Schemata von
p-r.(On); dabei erfordert jeweils nur der Rekursionsschritt die Anwendung des
Rekursionsschemas im Beweis, in den speziellen Fillen der w-Iteration bzw. der
beschrénkten Rekursion (Def. spiter in I1.2 bzw. in III) geniigen jeweils diese
zum Beweis.
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Mit einer bzw. zwei Rekursionen folgt:
Addition und Multiplikation von Ordinalzahlen sind p.r.(On) Funktionen.
2.3 Die Menge der p.r.(M) Relationen und die der p.r.(On) Relationale sind
unter Booleschen Operationen abgeschlossen.

24 P (M) und IP(O=n) sind unter Definition durch Fallunterscheidung mittels
p.r. (M) Relationen bzw. p.r.(On) Relationalen abgeschlossen.

2.5 Alle X-definierbaren Relationen tiber M sind p.r.(M), und alle ordinalen
2,-definierbaren Relationen R C On™ sind p.r.(On).

2.6 F:Mm+t—> M sei pr.(M) und RC M™+! eine p.r.(M) Relation; dann
ist auch A&y - {F (%, 2)|z Cy v REz} p.r.(M).

Definition : beschriankter ¢-Operator
z: CyA=pnN{z|{z} ={z|lz CynU}},

=1
auBerdem: V 2 eop; — V22UV {2} = {z| AU}
beschrankter u-Operator
poc: = fUA=p; sup Jy(a),

a<fB+1
falls — Vy:
wobei  Jo(2) =Df{cx alls QA (xx) A v:<oaA@),
0 sonst .

2.7 (a) RC M™+1 sei eine p.r.(M) Relation mit /\y'c’\flz Riz; dann ist die durch
. tz: CyRxz falls ewz: €y RZzEM
F@ ) =nt {0 sonst
definierte Funktion F p.r.(M).
(b) RC QFxOnm+1 sei ein p.r.(On) Relational; dann ist
ad; af-uv: = ﬂR/T; &v p.r.(On).
Im Hinblick auf IIT sei darauf hingewiesen, dafl man nur in den Beweisen von 2.2

und von +, - € P(On) ein Rekursionsschema benotigt.
Durch Rekursion erhélt man:

Fir pr.(M) F: Mm+1» M ist die Iteration AyZo - F*(y, Z) von F die

Beschrankung einer p.r. (M) Funktion.

Die Iteration eines p.r.(On) Funktionals ist ein p.r.(On) Funktional.
Durch Einsetzen von w folgt dann:
2.8 w-Iteration

Mit F ist auch F® eine p.r.(M) Funktion bzw. ein p.r.(On) Funktional.
Fir die transitive Hiille C'(x) einer Menge « und die Menge V, = {z| |¢| < w}
folgt mit cw-Iteration:

Az - C(x)und Az - V, sind p.r.(M),
und aus der V,-Definierbarkeit von + | w?:

+ ] w?ist die Beschrinkung einer p.r.(M) Funktion.
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3. Die konstruktible Hierarchie

Mit dem Voraufgegangenen folgt, da3 die iiblichen syntaktischen und semantischen
Funktionen und Relationen aus I.3 p.r. (M) sind oder Beschrdnkungen von solchen.
Beim Beweis benotigt man auller w-Iterationen keine Anwendungen des Re-
kursionsschemas.

Die Hierarchie der t-konstruktiblen Mengen ist durch folgende Rekursion definiert:

Ly =p:C()

L vy =pt Def(LE)

L‘i =pf L<J Lf, fur Lim (“)
Fiir ¢ = 0 erhalt man die konstruktible Hierarchie (L, | « €On) undin L =y, 16%,.[’“
das konstruktible Modell.

Mit einmaliger Anwendung des Rekursionsschemas — von w-Iterationen abge-
sehen — folgt dann aus dem Voraufgegangenen:

3.1 (L | €OnnteM)ist die Beschrankung einer p.r.(M) Funktion.
Insbesondere ist dann auch A« - L, die Beschrdnkung einer p.r.(M) Funktion.

III1. Hierarchien
1. Vorbereitendest
Zunichst definieren wir die Folge der Ackermannschen Funktionen

A,: On > On(n < w):

do(0) =pra+1,

Ap sy (@) =ps A5 (x + 1)
und damit die Mengenfunktionen A4,,: M+ M :

A0 () =gy {(/)ln(x) falls = €On,
Unmittelbar aus der Definition folgt:
LEMMA
(a) < dy(a),

(b) x <o’ - Ap(x) < 4, (')
(€) Ap(@) < Apir (@)

Die Definitionsschemata der beschrinkten Rekursion sind:

sonst .

(a) fiur Mengenfunktionen
mit H: Mm+2> M und G: M~ M :

F(y, &) = H((F (2, &)|2 € ), y, &)
IF (y, &) = G (max(lyl, |£]))

(b) fir ordinale Funktionale
mit H: Q*+1x Onm+l1— Onund G : Q*xO0On+ On:

F(A;B,6)=H( A dv<B-F(d;v,8); &) = G(4; max(8, &) .
1 Vgl. [1].
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2. Definition der Hierarchien

Fiir n < o definieren wir:

MG sei die kleinste Menge von Mengenfunktionen iiber M, die die p.r.(M)
Anfangsfunktionen und A, enthilt, und die unter Einsetzung, Limes-
bildung, w-Iteration und beschriankter Rekursion abgeschlossen ist.

0G™  sei die kleinste Menge ordinaler Funktionale iiber On, die die p.r.(On)
Anfangsfunktionale und 4, enthélt, und die unter Einsetzung, Limes-
bildung, w-Iteration und beschrinkter Rekursion abgeschlossen ist.

MR® sei die Menge der p.r.(M) Anfangsfunktionen.

MR" sei die Abschliessung von M R" unter Einsetzung, Limesbildung und
w-Tteration.

MR"+!sei die Menge der Mengenfunktionen, die zu M R” gehéren oder mit
solchen durch einmalige Rekursion definiert sind.

OR°  sei die Menge der p.r.(On) Anfangsfunktionale.

OR® sei die Abschliessung von OR" unter Einsetzung, Limesbildung und
w-Iteration.

OR"+1 sei die Menge der ordinalen Funktionale, die zu O R™ gehéren oder mit
solchen durch einmalige Rekursion definiert sind.

Die Funktionen aus M G” heilen M G*-Funktionen, und die O G*-Funktionale sind
die Funktionale aus O G™.

Die M G™-Relationen sind die Relationen tiber M, deren charakteristische Funk-
tion eine M G*-Funktion ist; die OG"-Relationale sind die ordinalen Relationale,
deren charakteristisches Funktional ein O G*-Funktional ist.

Entsprechend die Bezeichnungen fir M R" und O R™.

3. Folgerungen

Den Hinweisen in I1.2 iiber die Benutzung des Rekursionsschemas ist zu ent-
nehmen:
3.1 SATZ
(a) II. 2.1—2.8 gelten fiir M G und M R" mit n = 0 an Stelle von p.r.(M).
(b) II. 2.1, 2.2 und 2.8 gelten fir OG" und O R™ mit n» = 0 und II. 2.3—2.7 fur
OG"* und OR" mit n = 2 an Stelle von p.r.(On).
Durch Induktion iiber die Schemata von M G* beweist man:
3.2 SATZ
Zu jeder M G*-Funktion F : M™ > M gibt es eine Zahl yy < w®, so daB3:
|F ()] < A2 (max(|2])
3.3 SATZ
(a) Jede OG"-Funktion ist die Beschrinkung einer M G"-Funktion.
(b) Jede O R*-Funktion ist die Beschrinkung einer M R™-Funktion.
Beweis:
Fiir b ¢ M definieren wir eine Funktion B: On > On:

~ b(x) falls Funk(d) Ao € D(b)Ab(x) €EO0n,
B(«) :Df{o

sonst.
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Dann folgen die Behauptungen des Satzes aus dem folgenden Lemma.

LEMMA
(a) Zu jedem OG"™-Funktional F: Q*xOn™— On gibt es eine M G*-Funk-
tion F* : ME+m » M, so daB:
k
F*(, ;E”) _ F(E;;cn) falls x,...,z, €0n
0 sonst
(b) Das gleiche wie (a) fiir OR™ und M R™.
Der Beweis des Lemmas erfolgt in naheliegender Weise durch Induktion tiber die
Schemata von OG™.

3.4 SATZ
(a) OGrcOoGr+t
(by MGrC MGrt1,
Bewers:
Zum Beweis von (a) zeigt man: A, € OG" fiir ¢ < n durch Induktion tber ¢ < n.
(b) folgt dann aus (a) mit Satz 3.3 und 3.1.

3.5 SATZ
(a) Sei F(y, %) = H({(F(2,&)|2 €y),y, &) und H € M G» mit n > 0; dann gilt
FcMGr+L,
(b) Sei F'(B,&)=H(@Av < f-F@ &); B,d&) und H ¢ 0G* mit n > 0; dann gilt
Fcoagrt,

Beweis von (a):
Wegen H ¢ M G" existiert ein v’ < w®, so daB:

[H (u, y, &) < A (max (ul, [y], [£]))
0.B.d.A. nehmen wir ' = 3 an, so da 4} (x) = o + 3.
Dann folgt durch Mengeninduktion iiber y:

*) |F(y, %) < A Y-yl +1) (max |y, |Z])).
Aus (*) folgt dann weiter:

(**) Falls n > 0, gibt es ein 6 < w®, so daB}:

[F(y, )| < A5+, (max(ly], |2]))

Wegen § < w® kénnen wir in (¥*) 0.B.d.A. § = «’ fiir ein j < w annehmen, so daB
mit w-Iteration 4., die Beschrinkung einer M G"+1.Funktion ist, woraus (a)
durch beschrinkte Rekursion folgt.
Beweis von (b):
Wegen H ¢ OG” existiert nach dem Lemma zum Beweis von Satz 3.3ein H* ¢ M G?,
so daf3:

H*(b, ﬂ’ &) = H(E: /3’ &)
Wegen Ay < - F(v, &) = {F(», &) |v < ) folgt:

F (B, )= H*((F@, a)|v < B B, )

Damit erfolgt dann der Beweis analog zu dem von (a). q.e.d.
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In IV wird folgendes Lemma niitzlich sein:
LEMMA

(a) MR*C MG>.

(b) Fiir ordinale Funktionen F : On — On gilt:

FcOR?—~ F ¢ OG>

Beweis von (a):
Aus M R°C M G folgt sofort:

(1) MR°C MG°.
Durch Induktion iiber die Schemata von M R* folgt:

(2) Zu jeder M R'-Funktion F': M™— M gibt es eine Zahl y mit Ao - y € 0G3,
so daf3:

IF(&)] < A (max (|i)).

Beweis:
Anfangsfunktionen: F € M R*
Sei F(y,z) = H({F (2, )|z €y, y, «) mit H € M RO,
Wie im Beweis von Satz 3.5 erhilt man dann ein y < w® mit:

F (y, &)| < Ay WD (max (|y], |#])).
Wegen y - f < -y folgt daraus:

I (y, ®)| < 47" (max |y, |2[)
Die restlichen Induktionsschritte sind trivial.
Damit erhalt man M R1C MG? und dann mit (2) weiter 7 R2C M G2 und daraus
die Behauptung.
Den Beweis von (b) erhilt man dann mittels (a) dhnlich wie beim Beweis von
Satz 3.5 (b). q.e.d.

IV. Der Zusammenhang zwischen MG und MR

1. SATZ (Lt-Stabilitit)?

Zu jeder M R™Funktion F: M™+—> M mit n = 2 gibt es eine ZF-Formel

VA (3,0, 7)?) € 2, mit keinen freien Variablen aufler z),% und eine Funktion

@:0nr On mit p € OR™ und ¢ € OG", so dal}:

(a) a < @(a), Lim(p (), x < B> @(x) = @(p) und fir o = |¢|:

(b) Lt ist unter F abgeschlossen.

(c) fiir @y, . . ., @, € Lk (,) und transitives v > L (,:

y=F@) o Vz:cv|, ARy, B).

Beweis:
Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber die Schemata von M R"; dabei benutzen
wir insbesondere die U-Absolutheit von Xy-Formeln fiir transitives U C M (s. 1.3).
Auflerdem nehmen wir im folgenden 0.B.d.A. verschieden bezeichnete Variablen
als verschieden an.

' Vgl. [4).
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(A) F ¢ MR?
Fiir F € M R° ist der Beweis trivial; weil mit w-Iteration A« - oc + w eine ORO-
Funktion ist, erhilt man dabei ¢ € O R°. Daraus folgt die Behauptung fiir ' € M R?
mit ¢ € O R und fir F € M R? mit ¢ € OR? und damit nach dem Lemma in ITI.3
auch mit ¢ € OG? wie in den folgenden Induktionsschritten (B) und (C).
(B) Gilt die Behauptung fiir alle ¥ € M B, so auch fiir alle F ¢ M R»
Die Induktion iiber die Schemata erfolgt in naheliegender Weise; zur Definition
von ¢ benétigt man auller w-Iteration keine Rekursion.
(C) Gilt die Behauptung fiir alle F ¢ M R*, so auch fiir F ¢ M R#+1,
Sei F (u, gcl) = H((F(r, 22‘) | r €ud, u, g:b) mit H ¢ M R~;
H erfiille mit V 32 und ¢ die Behauptungen des Satzes.
Sei  §(a) =ps () + 1,
(o, v) =pt §°°7 (§(2)) -
Nach Induktionsvoraussetzung hat 7 folgende Eigenschaften:
L) v<v->1(,v) <t ?),
a<a —>71(y) < T(,),
@) <Tlo?),
T(a,v) + 0 = (o, v + 1) = ¢°(z(«,v)) ,
Lim(z (e, v)) ,
B=t(@n) > pB) <@,
Damit folgt dann:
(2) Fir « = |¢] ist L¢,,,) unter H abgeschlossen.
Sei im folgenden:
Uy Tyy o v oy Ty € LE, 00 = |t] und |u| < ».
Mit B(f, s, ¥, u, %, v)
opt Funk () A v D)D) ruC D(f)ay =fTun
Na:€D(f)Vbz:€s(b=flan|=, AR f(a), b, a, E))
folgt dann wegen L (,, )41 € LL (4,441 flir k < w durch Induktion iiber » (vgl. [2]):
(3) {F(r,&)|r €uy € Lt(,,, und fiir transitives v D LL(,,,):
y=LF(r,Z)|r€uy o Vfs: coB(f, s, y,u,Z,v).
Da Lt,.,) unter Paarmengen- und Vereinigungsmengenbildung abgeschlossen ist,
erhilt man aus obigem in der tblichen Weise eine Z F-Formel B* (b,p,u, ;:”) €2,
mit keinen freien Variablen aufler den angegebenen, so dafl nach (3):
y=(F(r,&)|rcu)yVb:cv|=,B*b,y,u, &)
und dann mit A* =5, B*(b, p, u, ¥) A U3, 0, p, u, ¥):
y=F(u, &) Vz*: CoVpbz: €z* |=,,QI*(p, b,z,y ui.
Seil(x) =ps T(a, @ + «); wegenu € LE, - |u| < |t| + chabendann V3*Vpby : eg* U*
und {* die verlangten Eigenschaften. gq.e.d.
Fiir t = 0 erhélt man aus dem gerade bewiesenen Satz den wichtigen Spezialfall
der L-Stabilitit der M R™-Funktionen.
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Mit Satz 1 erhdlt man eine Normaldarstellung der p.r.(}) Funktionen durch
M R°-Funktionen.

2. SATZ (Normaldarstellung )?
Zu m < w gibt es eine M R°-Funktion U, : M™+2— M, so daB folgendes gilt:
Wenn F' : M™ > M eine M R™-Funktion ist und V3, ¢ die in Satz 1 verlangten
Eigenschaften haben, dann gilt fir ), . . ., 2, € L%, « = |t| und transitives
VD pr (@)
F (&)= U,n(V3d, v, )

Beweis:
Wir definieren (vgl. 1.3):

U, (f.2) :Df{:)y- €vl= [y, ®) Z‘i:;%ev |~ [y, ®) € M,

Nach II.3 und IIL.3 ist U,, eine M R°-Funktion; die restlichen Eigenschaften
folgen aus Satz 1. q.e.d.
3. SATZ
MG = MR firn = 2.
Zunichst beweisen wir das folgende Lemma.
LEMMA*
Fir n = 2 ist M R™ unter beschriankter Rekursion abgeschlossen.
Beweis:
Sei F(y,7) = H(F(2,7) | 2 €9, 9,7) ,

IF(y,%)| < G (max(|y|, |¥|)) mit H, G ¢ M R* und n = 2;
H erfiille mit 2 und ¢ die Behauptungen von Satz 1; aus Satz 2 folgt dann fiir
Ty Yy Byse ooy By € Ly und transitives v > Ly

H(r,y, &) =U,,.,(d, v, 1,9, T).
Dann definieren wir:

F*(B, 7,4, &) =pg Up2 (2 LY, 1y, &),

Nach ITI.3 ist A - U fiir ZF-Formeln 2 eine M R°-Funktion und {L;|fcOnatc M)
die Beschrinkung einer M R'-Funktion. Daher ist auch F* die Beschrinkung einer
M R*-Funktion. Wegen r, y, @y, . . ., @, € L »:2} folgt auBerdem:

(1) F(y, &) = F*(B, (F(z, )|z Cy), y, &) fir = o({{F(z2)|z€y),y, T}).
Da A& - max (&) die Beschrinkung einer M R°-Funktion ist, erhdlt man aus der
Beschranktheit von F eine M R*-Funktion G* mit:

[(F (2, @)z €y)l = G*(|yl, [2]) ,

o <o > G*( |Z]) =< G*, |Z]) -

® Nach einer Mitteilung von R. B. Jensen.
* Nach einer Mitteilung von R. B. Jensen.
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Da ¢ nach IIL.3 die Beschrénkung einer M R"-Funktion ist, erhdlt man dann
wegen der Monotonie von @ eine M R™-Funktion ¢ mit
P ({{F @ 0)|z €y, y, 2}) = oy, [7]),
a<o >0l |E) = o@,|Z]).
Aus (1) folgt dann:
(2) Fy, &) = F* (B, (F (2, &)|z €y), y, &) fir f=o(ly|, |€]).
Dann definieren wir rekursiv:
F’(ﬂ’ Y, @) :DfF*(ﬂ’ <F,(/3’ % i)lz €?/>, Y, ).
Da F* die Beschrankung einer M R'-Funktion ist, ist F’ die einer M R2-Funktion.
Mit der Monotonie von o folgt aus (2) durch Mengeninduktion iiber y:
und damit speziell
Fy, &) =F(o(yl, |Z]), y, Z).
Da die Rangfunktion eine M R!-Funktion ist und ¢ eine M R*-Funktion, folgt
daraus: F € M R q.ed.
Mittels I11.3 erhélt man damit dann den Beweis von Satz 3.

V. Der Zusammenhang zwischen MG (MR) und OG (OR)
und der zwischen OG und OR

1. SATZs5

Es gibt eine Funktion P : On !
so daf}:
(a) P ist die Beschriankung einer M R2-Funktion.

(b) Q cOR N OG>,
(¢) Axf - P () € P(p) ist eine O R4- bzw. O G*Relation.
(d) Pla) € P(B)—>a<p.
(e) P-11OncOR*NnOG?.
(1) L, = P Q(@).
Beweis:
(A) Endliche Folgen von Ordinalzahlen
<lex sei die lexikographische Ordnung von On*; damit definieren wir eine Wohl-
ordnung R von On?:
RS, B, )
HDf <ma'x (a’ /3)’ “’ ﬂ> <¥ex <ma'x (“,’ ﬁ,)’ al, 13/>'
Mit o (a, p) =pro” B {{, )}
erhilt man dann einen Isomorphismus
0:{0n?, RY & (On, <)
& Teilweise in [4]; der Beweis erfolgt hier nach einer anderen, von R. B. Jensen mitgeteilten
Methode. Vgl. Entsprechendes fiir @ und ¥, in [6].

— L2 7, und eine Normalfunktion Q:0n0n
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Y wrrv+ )+« falls a«<f,

mit: o, f) ={"<f
Y w+v+1)+a+ B sonst.

v<p

Wegen o, 8 < g («, f) erhilt man fiir die Umkehrfunktionen :

oy(@) =pruy:=aVp: = a(e=0(y,f),

Oy(@) =prpy: = aVp: = a(x=0(f,y)).
Wegen + € OR!' N OG* folgt dann nach TIL.3:

(1) 6,01,0, EOR>*N OG>
Mit diesen Paarfunktionen erhélt man dann durch w-Iteration:
LEMMA (< w-Iteration)

F:QFxOnm+l> On sei ein Funktional aus OR® N OG® mit » = 2; dann

gilt F<® ¢ OR™ n OG", wobei

~ Fi(d; B, falls i<o,

F<w(A;i,ﬂ,d’):Df{0 ( ﬁ )
Die Darstellung endlicher Folgen von Ordinalzahlen wird in der Weise erfolgen,
daf3 1 die leere Folge vertritt und o(. ..o (1, o) . . . &) die Folge (o, . . ., 0,03

Folgenzahlen nennen wir dann die Zahlen «, die ecine endliche Folge vertreten.
Dazu definieren wir:

sonst.

1 falls n=0,
X(A4;n) =p;{o(X(4;4), A@r)) falls n=i+1<ow,
0 sonst ;
loe]  =prun: < w(af(oc) =1),

((2); =ps 62(‘7‘1|a” =@ (a),

Flg =ps{x| 0'!1\“” (o) =1} .
Flg ist die Menge der Folgenzahlen ; fiir Folgenzahlen o ist ||«| die Lange der zuge-
hérigen Folge und ((«)), fiir ¢ < || deren i-te Komponente, die wir auch kurz mit
«; bezeichnen, wenn der Zusammenhang es zulaBt. Mit (B, . . ., B, bezeichnen
wir die Folgenzahl « mit |e| = 7 + 1 und o; = g, fiir ¢ = n. Fiir Folgenzahlen «
gilt: oo = X (A7 - o;; [x])-

Die Zusammensetzung o« von Folgenzahlen o, § definieren wir durch:
«f =pt X (43~ GG, 0, B); o] + (A1)
. . o falls ¢ < e
wobei: G(7, «, 8) =ps {ﬂi;““il onst [l
so daB die Folgenzahlen beziiglich Zusammensetzung eine freie Halbgruppe bilden
mit freien Erzeugenden der Gestalt o (1, &). Die Teilbeziehung definieren wir durch:
x<dfB oo, BEFIgra+ A Vyd(yad=p).

AuBerdem erhilt man:
(2) XCOR2N 0G?.
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Beweis:

Sei H(A;0(x, f)=pro(o(e, A(B+1)),8+1).
Nach (1) ist H die Beschrinkung eines Funktionals aus OR2 N OG?, und fir
n < o folgt durch Induktion iiber n < w:

H*(4;0(c(1, 4(0)), 0) =o(X(4;n+1),m),
woraus mit (1) und < w-Iteration die Behauptung folgt.
(B) Die verzweigte Sprache R L
Nach [2] und [3] ist L die konstruktible Abschliessung von (On, @), zu deren
Definition wir nach [3] eine verzweigte Sprache R L einfithren, wobei wir jedoch
anders als in [3] nur ,,beschrinkte®, d.h. indizierte Quantoren und Komprehen-

sionsoperatoren zulassen; nach [3] ist diese Sprache ausreichend zur Definition
der konstruktiblen Abschliessung von (O, ¢).

Teilweise benutzen wir die gleichen Zeichen wie in I1.3; Verwechslungen schlieBt
der jeweilige Zusammenhang aus. Als Grundzeichen der R L-Sprache nehmen wir
die folgenden Folgenzahlen:

W; =pt <Z, 1>> fiir » <w,

e =pe (0, 2)),
= =ptKL, 2,
= =2, 2),
A =pe3, 2),
é =pt{x 3),
@ =pt{x 5),

a =pg (o, 4).°

Damit definieren wir weiter:

1. Rv=ps{w, | i < w} (RL-Variablen),
Rk =pi{o |« €On} (RL-Konstanten);

2. rekursiv die Menge @ f der Quasiformeln: zey und « = y sind Quasiformeln fir
x,y € Rvu Rk. Mit f, b sind auch —f, A {4, éxf, tet’ und ¢t =t Quasiformeln
fir ¢, ¢ € {z, g’xf, gyh}, z,y € Rvund z € Rv U REk;

3. die Ersetzung f(x/x) der freien Vorkommen von « € Rv in f € Qf durch solche

der Zahl » in der tiblichen Weise rekursiv iiber den Aufbau der Quasiformeln,
wobei x durch % und £ gebunden wird ;

4. die Menge der freien Variablen von f € @f:
Fr(f) =pi{z|z € Ronf (x/1) + f};
5. die Menge der Quasiaussagen:
Qa =p: {f|f €QIAFr(f) = 0};
6. die Menge der (konstanten) Quasiterme:
Qt =pt Rk v {Bafla ¢ Onna CRon éxf €Qa}.

¢ In (D) wird & < {4} nittzlich sein.
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Mit A, f, o, @) opt €QEA L= Hafa /\y(é <Qf>y=Za)a /\y({?<1 fvy<f
>y < o)
definieren wir dann die Mengen der:
7. RL-Formeln
Rf=pe{f [T €QfANE: €QU(t < f— Vgaz AL, g, o, 2))};
R L-Aussagen
A =pt Bfn Qa;
RI-Terme
T=psREU{t|Vfax(f €RfvAL, |, x))}.
Mittels (4) zeigt man:
(1) Die Ersetzung f(x/x) ist die Beschrinkung einer Funktion aus O B? n O G2.
Rf, A und T sind O R2- bzw. O G2-Relationen.
Zum Beweis benotigt man auBler < w-Iterationen keine Anwendung des Rekur-
sionsschemas. Auflerdem benutzt man die durch

7' («) =pssup X (A8 - a; n),

n<w
() =pgo(n’ (@), @)
definierte Funktion 7, die folgende Eigenschaften hat:
(2) n €EOR:N 067,
<), a<f->nlx)<np).
Den Rang von R L-Termen definieren wir durch:
o(@) =pta e(Ezf) =pi«
und fir R L-Aussagen:
0(@) =pua(Vy(h < amy S A AyE<avy<ay<a),
Dann folgt nach Definition:
B)reTud-z<no-o@).
Weiter erhalten wir eine Hierarchie von R L-Termen:
To=pe{tlt€Tro(t)<af.
Wegen 2 ¢ T'U A — p(2) < « folgt:
(4) g ist die Beschrinkung einer Funktion aus OR? N OG?, und Ao ff - (B € T,)
ist eine O R%- bzw. O G?-Relation.
(C) Die konstruktible Abschliessung von {(On, @)
Im Gegensatz zu I bezeichnen wir hier im folgenden mit a, b R L-Aussagen und
mit t, t R L-Terme.
Fir RL-Formeln f, % definieren wir (f A b) =pgAfh; die Abkiirzungen (f v A),
(f > h), (f <> k) und V «f fithren wir in der itblichen Weise ein (vgl. I).
Fiir R L-Aussagen deginieren wir eine Komponentenrelation K:
1. falls o(t) <ant € T\REk
Ka, teqx <opa= on(wo =t A weea)’,

? Nach Def. enthalten RL-Terme keine freien Variablen.
9 Mathematische Logik (13, 3/4)
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2. falls p(t) < @
Ka, teg’xb e a = b(z/t);
3. fallse = p(t') < o(t)
Ka,tet' «>pja= zwo(w0 =t A wyet’);
4. falls « = max(p(t), o(t"))
Ka,t =1t opra= Dw,(weet & wet’);
5. und fir logische Zusammensetzungen
Ka,5b <pa=b,
Ka, Ab, by «opsa= Db, va=b,,
Ka, éxb op; VE: €T (a = b(xft).
Zum Beweis, daf K fundiert ist, geben wir eine Funktion ¢ an, fir die:
Ka, b— #(a) < #(b); dazu definieren wir:
7(a) =ps @ - ¢(a) + 3(a)
wobei 3 (a) die Zahl der in a, aber nicht im Innern von E L-Termen vorkommenden
Zeichen —, A, é ist; mit < w-Iteration folgt, daf 3 die Beschrankung einer Funk-
tion aus OR? N O G? ist.
Mit B(f, n,a) —p: fEFIga|fl=n+1Afo=enacdn

Ni: <n(Kfiey finy(fird) = (@)
folgt dann nach [3]:

Aa:€AVn: <o V{B(f,n, a).
Fiir R L-Aussagen definieren wir dann:
&(a) =prun: <w = ViB(f,n,a),
9 (a) =pg @ - p(a) + &£(a).
Dann erhélt man:
Ka, b—9(a) < 9(b).
¥ ist die Beschriankung einer Funktion aus O R% N O G2

Dann definieren wir weiter:
o(n(® @), &) falls « €4,
7(@) =pt jo(n(w - o (@), «) falls a€T,
o(l, ) sonst.
Aus den Eigenschaften von o,  und ¢ folgt:
(1) ¢ < 7(x),
ale)=n(f)—>o=_4,
?(a) < #(b) > m(a) < z(b),
e(t) <eo(r)>z(t) < z(r),
a=o(t)>n(x) = =),
wobei das letzte wegen o < o (t) - o < t gilt, was mit & < g folgt.
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Mit o < 7 (o) folgt aus (4) und (B):
2) m,m ' €EOR2 N OG?,
7" A und z”’ T sind O R2- bzw. O G2-Relationen.

Die Wahrheit [= a von RL-Aussagen a wird in der iiblichen Weise (vgl. [3])
rekursiv iiber K definiert.

Fir « ¢ 7”7 4 definiert man durch (beschrinkte) Rekursion iiber < eine Funktion
¥ €OR3 N OG? mit:
-} e
so dafi:
(3) |= ist eine O R3- bzaw. O G?Relation.
Nach IIT ist [= dann auch eine M R2-Relation.
Rekursiv iber {(t, 1" |o(t) < o(t")} definieren wir die Bewertung von R L-Termen:
L(t) =p: {L(t) [ (t') < o(t) A |= t'et}.
Man erhalt dann:

(4) Die Bewertungsfunktion (L(t)|t € T") ist die Beschrinkung einer M R2-
Funktion.

sonst,

Beweis:
Fiir & ¢ #”” T definiert man rekursiv iiber < eine Funktion G mit:
G(o) = L(n ().
Wegen L(t) € L,(; +, folgt |G (x)] = o(n~(«)) und so mit IV durch beschrinkte
Rekursion, da3 @ die Beschrinkung einer M R2?-Funktion ist.
(D) Die Funktionen P und Q
Fir RL-Terme definieren wir:
t=prat(ua: = at) | at@)=1),
T* =pe {t*[t € T}.
Nach C.6 ist t* der RL-Term mit minimalem s (t*), fiir den L(t) = L(t*) gilt;
es folgt dann:
(1) t* = v* > L(t*) = L(r*),
L, ={L{t)[t ¢ T* N T},
|= t*re t¥ — g (t*) < ;(r*),
a € T*,
wobei das letzte aus « < o (t) > n(x) < n(t) und L(x) = «, « ¢ L, folgt.
Durch 7* (o) =pg B (B € " T* A BC T+ &) definieren wir rekursiv eine Abzihlung
™ 0n, <) S A7 T*, <)
und mit 7 (a) =p¢ 7-1(v* («)) eine Abzihlung:
T:{0n, <) S {T*, {{t, o) | =) < = (0)}).

['1d
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Man erhélt: 7 () < n(w - @),
x<l(o(r@)+ 1) mit ((B)=pn(w-p)-B

und damit weiter:

(2) T€EOR*N OG?,

71 [ T ist die Beschrankung einer Funktion aus OR* N OG>
Von P und @ mit: P(x) =ps L(z(x)),

Q(x) =ps T71(x)

zeigt man dann, daB3 sie die verlangten Eigenschaften haben q.e.d.

Durch Induktion tber den Formelaufbau von ZF-Formeln aus X, folgt aus (c)
obigen Satzes:

KOROLLAR
9[(;:”) sei eine Z F-Formel aus X, mit keinen freien Variablen aufler x;, ..., x,;
dann ist 4 - =1, A(P (&), - . ., P(a,,)) eine O R bzw. O G*Relation.
Aus dem Stabilitdtssatz in IV folgt, daBl L unter allen p.r.(M) Funktionen abge-
schlossen ist; damit definieren wir fiir p.r.(M) Funktionen F : M™w M:

P1FP =pidi- P (F(P(ay), - . ., Pan))-
2. SATZ
Fiir M R™-Funktionen F gilt:
() P-1FPcOR* fir n =4,
(b) P.AFPcOG* fir n= 2.
Beweis:8
F: Mm—> M sei eine M R*-Funktion, die mit V32 und ¢ die Behauptungen des
Stabilitatssatzes IV.1 fir ¢ = 0 erfille. Fur y =p; max (gz‘ )+ 1 gilt dann nach
obigem Satz:
F(P(o), - .., Plan) € P Q(p(y))-
Wegen der U-Absolutheit von X-Formeln fiir transitives U folgt dann weiter:
P-1FP(&)
=uf:< Q) Vo: < Qp(») = AP (0), P(B), P(a)), . . ., P(a,)
und daraus nach obigem die Behauptung. q.e.d.

3. SATZ
Fir M R*-Funktionen F : M™ > M mit A\ &(F(&) ¢ On) gilt:
(a) FrOnm ¢ OR™ fir n= 4,
(b) F P OnmcOG fir n=2.
Bewets:
Nach Satz 1 gilt P~ On € OR*n OG?, wobei nach dem Beweis von Satz 1:
P (@) =771 (a) mit 7 € OR* N OG% Mit H(x) =ps puf: < (o = f)
s Vgl. [4].
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folgt dann nach Voraussetzung tiber F':
F@ = H(z(P1FP(P (), - . ., P (xy)))-
Wegen H € OR? N 0G? folgt die Behauptung nach Satz 2. q.e.d.

Weil OR”- bzw. OG"-Funktionen Beschrinkungen von M R"- bzw. M G"-Funk-
tionen sind, und wegen M G = M R" fiir n = 2 folgt aus Satz 3 der folgende Satz.

4. SATZ
Fir ordinale Funktionen F : On™— On gilt:

(a) F €0G"—>F cOR fir n= 4,
(b) FEOR"—-F cOG" fir n= 2.
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KRIPKE-SEMANTIK DER DERIVATIVEN PRADIKATELOGIK*

Von Horst LuckHARDT, Marburg/Lahn

In dieser Note soll kurz auf die sich aus der Kripke-Semantik der intuitionistischen
Pradikatelogik (siehe z. B. Schiitte [3], 44—53) ergebende Kripke-Semantik der
derivativen Pridikatelogik (= Johansson-Minimalkalkiil) hingewiesen werden.
Die freie Negationsreduzierte A” einer Priadikateform A entsteht aus 4, wenn
man in ihr alle Teile der Gestalt — B durch B — v mit einer neuen Aussagen-
variablen v ersetzt (Schmidt [1], 280).

Satz: Eine Pradikateform A4 ist genau dann derivativ, wenn A? intuitionistisch ist.
Beweis:

1. Induktion nach der Beweislinge zeigt, daf fir derivatives 4 auch A derivativ
ist.

2. Aus den ,,aufschichtenden‘ Kodifikationen der derivativen und intuitionisti-
schen Logik in Schmidt [1], 376—396, und Schiitte [2], 62—65, folgt, dall eine
(—, A-freie) intuitionistische Pradikateform A4® schon derivativ ist. Setzt man fir
v —(a — a) ein, so ergibt eine Umsetzung mit [B — —(a — a)] <> — B einen deri-
vativen Beweis fir 4.

Auf Grund dieser Beziehung induziert die Kripke-Semantik der intuitionistischen
Pradikatelogik die folgende Kripke-Semantik der derivativen Pradikatelogik.

Modell- und W-Festsetzung erfolgen wie im intuitionistischen Fall (siehe Schiitte
[3] l.c.) mit der Ausnahme, dafl eine Negation nun wie folgt zu behandeln ist:

(x) WHEF,a)=weABEM[aRf=> WWE',B)=1v W(,p)=w]fireacM,
Pradikateform F und eine markierte Aussagenvariable v.

Fiir o, 8, € M gilt wieder: W (F',a) = wAraRf => W(F', f) = w.
Ein Modell (M, R, V, W) heit fir die Pridikateform F zuldssig, wenn 1. far
alle freien Dingvariablen « aus F W (u) E“QM V (), und 2. die oben aufgefiihrte

Aussagenvariable v nicht aus # ist. Giltigkeit und Allgemeingiiltigkeit sind nun
wieder wie im intuitionistischen Fall zu nehmen. — Ein Modell ist fiir eine Formeln-
menge zuléssig, wenn es fir jede Formel dieser Menge zuldssig ist. Fir Mengen
S, T von Pradikateformen ist (S, T') konsistent, wenn fir alle endlichen Teil-
mengen S, € S, Ty € T 8y— T, nicht derivativ ist, und interpretierbar (im Ab-
zéhlbaren), wenn es ein fir § U 7' zuldssiges (abzdhlbares) Modell (M, R, V,W)
und ein « € M gibt, so daBl W (F, «) = w fiir alle F ¢ S und W (G, a) = £ fiir alle
GeT.

* Eingegangen am 6. 12. 68.
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Satz:
(a) Eine Pradikateform ist genau dann derivativ, wenn sie (derivativ) allgemein-
giiltig ist.
(b) Fir Mengen S, 7' von Pridikateformen gilt:
(S, T) ist interpretierbar
= Fir alle endlichen S, £ 8, T, C T ist (S,, T') interpretierbar
=> Fir alle endlichen 8, € 8, Ty C T ist (S,, T,) konsistent
= (8, T) ist konsistent
= (8, T) ist interpretierbar im Abzihlbaren.

Bemerkung: In (x) mufl die W-Festsetzung von v sowohl von « wie auch von R
abhéngen. Festsetzungen wie

1) WHEF,aq)=weABEM[aRf=>WE,B)=1v W (v,a)=w]

2) WHF,a)=weABEeEM[aRf=>WF',B)=1fvv] =Y, A)
fithren nicht zum Ziel.

Zu (1): Man zeigt leicht, dafl nicht einmal @ —— — @ in der Semantik (1) allge-
meingiiltig ist.

Zu (2): Alle in der Semantik (2) allgemeingiiltigen Pridikateformen sind intui-
tionistisch (v = A). — Alle derivativen Pradikateformen sind (2)-allgemeingiiltig. —

a N —a->b ist nicht (2)-allgemeingiiltig (v = V). — Die intuitionistische, aber
nicht derivative Form —(a - b) - — —a (Schmidt [1], 314) ist (2)-allgemein-
giiltig.

Also liegt die Menge der in der Semantik (2) allgemeingiiltigen Pridikateformen
echt zwischen den Mengen der derivativen und intuitionistischen Pradikate-
formen.
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A CLASSIFICATION OF THE ORDINAL RECURSIVE FUNCTIONS*
By S.S. WAINER**

Introduction

In [7] a framework was developed, within which varicus hierarchies of number-
theoretic functions can be generated.

Particular attention was paid to a hierarchy {&,} obtained by restricting « appro-
priately to the ordinals below &y, and it was conjectured that this hierarchy pro-
vides a classification of the ordinal recursive functions.

The main purpose of this paper is to give an affirmative answer to this conjecture.
In addition, a method of Robbin [9] is extended, in Section 4, in order to simplify
further the definition of the classes €,, thus providing an affirmative answer to
Problem A4 of [7]. An alternative characterization of the classes €,, in terms of
computational complexity, is also obtained.

The notation is the same as that used in [7]. IV denotes the set of non-negative
integers, and lower-case italics a, b, . . ., z, ¥, z, with or without subscripts, denote
members of N. k-tuples z,, . .., z, are denoted by z. With the exception of 4 and
1, lower-case Greek letters denote ordinals below &,.

1. Preliminary Definitions and Results

Let « be a limit ordinal. Then a fundamental sequence for « is a strictly increasing
w-sequence of ordinals, whose limit is .

For each limit ordinal & < &y, a fundamental sequence {«}(n), » € N, is provided
by the following inductive definition:

I Ta=w"a+ w2 a+- -+ o* a + o+ (a, 4+ 1),
where o« > oty >y > -+ >, >k + 1, then for every n € N,
{o}(n) =0 a4+ 0 @, + 00, @Ot 0 n+ 20
) a=ow%a+ 0% a+ -+ a + oftl-(a, .+ 1),
where o > oy >y >+ >0, >+ 1> w, then for every n ¢ NV,
{oe}(n)=w°"-a1+"'+w“'-a,+wﬁ+1~a,+1+wﬂ-n.

(III) Ya=w*-a,+ 0™ a3+ - +0* a,+ o (@, +1),
where a > oy > oty > -+ * > o, > 0, and ¢ is a limit ordinal, then for every
nenN,
{}(n) = 0™ a4+ -+ ™ a,+ 0 a4+ witm
* Eingegangen am 13. 3. 69.

** The author wishes to express his sincere thanks to Professor M. H. Lo6b for invaluable help
and encouragement during the preparation of this work.
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Now, for every ordinal & < &,, define a function #2(x) by recursion, as follows:
Fyx) =(m+1)-(x+1).
F%+1(x) = Fﬁ(x) .
o)y = Flsy (@) , o alimit ordinal.
F3+i(@) = Fy(P3@), y > 0.
It is clear, from this definition, that for each a < &y, F%(2) is defined for every n
and z.

In [7] various ‘“monotonicity” properties of the functions F(x) were obtained.
The fcllowing Theorem gives a summary of these results.

Theorem 1.1
(i) For each a < ¢y and all n, x, F?(x) > max(n, x) .
(i) For each ot < &y and all », x, y, if « > y then F?(x) > F(y) .
(iii) For each « <e¢, and all m, n, z, if m > n then F7(x) > F*(z).

(iv) For each a < ¢, and all n, z, F? , (x) = F?(x), with equality holding only
whenn=2z=0.

(v) Ha<f <e then Fis eventually majorized by Fj .
(vi) If gisalimit ordinal < g, and « > 0, then Floy @ (%) > Floy iy (2) for every ¢ < 2.

These ““monotonicity” results are of basic importance to the work contained in
this paper, and they will often be used without explicit reference.
For each o < ¢, let €, be the smallest class of functions which contains

{Ax.0,Azy .+ y, Az .z} U {de . F}@)|p = o},

and which is closed under the operations of Substitution and Limited Recursion.
Clearly, if o < 8 < g, then €, < €; .
The following results, concerning the hierarchy {€,}, - ,, are proved in [7].

Theorem 1.2

Let o be any ordinal such that 0 < & < & .
Then for every function f € €, there is a number p such that, for all z,

f(z) < FZ (max(z)) .
Corollary

Suppose 0 < ¢ < B < & .
Then every function in &, is eventually majorized by F$, and hence €, C €.
Theorem 1.3

{€.}. < ¢ 18 @ proper extension of the Grzegorczyk hierarchy, and for each k € NV,
. '<J ) €, is the class of Péter’s k-recursive functions.
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Now for each n € N, define an ordinal w (z) by

w0)=1,

wn+1)=wp®.
Clearly, {w(n)| n € N} is a fundamental sequence for &,.
For each n > 0, we construct a primitive recursive well-ordering <, of N, of
order-type w(n), as in Tait [10].
Functions ord,, and num, will be defined along with <, such that ord, (x) is the
ordinal represented by z in the well-ordering <,, and num,(«) is the number
representing o < w(n) in the well-ordering <, .

(i) <; is the natural well-ordering of N, and for every =z, ord,(z) =« and

num, (z) = .

(ii) Suppose <, ord,. num, have been defined so that <, is of order-type w (),
for every z, num, (ord, (z)) = «, and for every a < w(n), ord, (num,, («)) = .
Then if f=ow"-a,+ 0™ a,+ - +w*-a, where w(n)>o0 >o03>"""
c >0, =0, define

num, . (8) = ( mim, () " Potma e~ " Prima ) — 1
where p,, Py, P, - . . is the primitive recursive enumeration of prime numbers in
increasing order.
Conversely, if z, <, " * * <, 2, <, 2, and z = (p;’ - p;* - - - pg7) — 1, define
ord, ,;(2) = @O @) g 4 @Odn () g, T @) g
Finally, define <, by
T <pyqp Y= o0rd, ;(2) <ord,(y).

It is clear that every ordinal 8 < w(n + 1) has a unique representation num, ,, (8),
and that every number “‘represents’” some ordinal < w(n + 1).

Hence <, ,, is a well-ordering, of order-type w(n + 1).

Thus, for every n > 0; <, is a well-ordering of N, of order-type w(n);

num, (ord, (x)) = z every z, and ord, (num, (x)) = « for every « < w(n).

Notice also, that for every n > 0, 0 is the least element with respect to <,.

Definition 1.4

For each n > 0, U (<,) is the smallest class of functions which contains the primi-
tive recursive functions and which is closed under the operations of substitution,
primitive recursion, and unnested ordinal recursion over the well-ordering <,.
Functions belonging to U (<,) are called <,-recursive.

Definition 1.5
A function f is said to be defined by <,-annihilation from a function g if
1(0,2)=0
{f(x+ La)=1+f(gx+1,a)0)
where g(0,a) = 0 and g(x + 1, @) <, z + 1 for all «.
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Definition 1.6

For each n > 0, A(<,) is the smallest class of functions which contains the
primitive recursive functions and which is closed under the operations of substitu-
tion, primitive recursion, and <,-annihilation.

Theorem 1.7 (Robbin)
For each n > 0, U (<,) = 4(<,).

Definition 1.8

A function is called ordinal recursive if and only if it is <,-recursive for some n > 0.
The class of all ordinal recursive functions will be denoted by OR.
It follows immediately from Theorem 1.7 and Definition 1.8, that OR =nl€JNA (<p)-

2. A Hierarchy of Ordinal Recursive Functions

The aim of this section is to show that, for every o < &,, there is an r such that
FQis <,-recursive. It then follows that every function belonging to €, (x < &) is
<,-recursive, for some 7.

First, suppose that n > 0 is fixed, and suppose that the definition of the functions
F7(x) is restricted to just those ordinals o < w (n).

Suppose also, that a function @ is defined so that

Gx+l,a)=m+1)-(ea+1)iford, ;(z+1)=®+m=m+1.
G(x +1,a) = G(num, , (0% + a), @) if ord, ., (x + 1) = 0**1 + 0.
G(z + 1, a) = G(num, ., (0!D), @) if ord, ,; (x + 1) = w° + 0 (o a limit)

G(z + 1, a) = G(num, ,, (wf), G(num, ., (wf + m), a))
iford, ,;(z+1)=wf+m+1(5>0).

Then it can easily be proved, by induction over the ordinals < w (n), that for every
a < w(n), and all m, a,
F7?(a) = G(num, ., (0* + m), a) .

We now show that such a function G can be defined, from primitive recursive
functions, by nested recursion over the well-ordering <, ;.

Recall the definition of the fundamental sequences {c} (), ¢ € N, for limit ordinals
o < g

If ¢ is a limit ordinal < w®, then for each ¢ € N, {o} (¢) is defined explicitly by
clause (I).

Thus it is clear, from the way in which the well-ordering <, (of order-type w®) is
constructed, that there is a primitive recursive function fs, such that

fs, (2, ©) = num,({o} (¢)) if ord,(z) is the limit o.

Now suppose that m > 2 and that there is a primitive recursive function fs,, such
that
fs,, (2, )= num,,({c} (?)) if ord,, (z) is the limit o.
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If jisalimit ordinal < w (m + 1) theneitherdisof theform w* - @, + « + - + w*+1-qa,
where ;> - - - > o, + 1, in which case {6} (¢) is defined explicitly by clause (I) or
clause (IT) ; or else § is of the form w* - a; + - - - + w™ - @, where w(m) > ;> * - - > «,
and where «, is a limit ordinal, in which case {6} (7) is defined (inductively) from

{os} (2) .

Hence, using the “‘arithmetization’ of ordinals below w (m + 1) provided by the
function num,, ,,, it is possible to define a function fs,, ,,, which is primitive
recursive in fs,,, such that

s, 11 (2, ¢) = num,, ,, ({6} (?)) if ord,, ., () is the limit 4.

Since fs,, is primitive recursive, fs,, , ; must be also.
It is clear, therefore, that for each & = 2, there is a primitive recursive function fs,
such that
fsy (2, t) = num, ({0} (¢)) if ord;(2) is the limit .

Hence if ord, ., (x + 1) = w° where ¢ is a limit, then we have

fs, 11 (@ + 1, @) = num,, ., {0°} (@)) = num,, ,, (0!*®) .
Now the predicates P,, P,, P;, P, defined as follows:

P, (y) = ord,, ., (y) is of the form w® + m ,

P, (y) = ord, ., (y) is of the form w*+1,

Py (y) = ord,, 4 (y) is of the form w?, where ¢ is a limit ,

P,(y) = ord, () is of the form wf + m + 1, where 8 > 0

can all be decided primitive recursively, and furthermore, there are primitive
recursive functions g;, g,, g5, g5 such that

g+ 1l,a)=m+1)-(a+1)if ord, ;(x+ 1) =+ m.
ga(x+ 1,a) = num, ,(w*+ a)if ord, ., (z + 1) = 0*+1 4+ 0.
gs(x +1,a) = num,, (wf) f ord, 4(z+ 1) =wf+m+ 1.
gu(x +1,a) = num,, ., (wf +m)iford, ,(+ 1) =wf+m+ 1.

Hence the function @ can be defined as follows:

G0, a)=0
iz +1,a) if Pyj(z+ 1)
G(9:(z + 1, a), a) if Py(z+ 1)
Gx+1,0)={G(s, 1 (x+ 1, 0),a) if Py(x + 1)
(gs(x + 1, a), G(gs(x + 1, ), @) if Py(x + 1)
0 otherwise.

Since fs, ., (x+1,a) <, 2+ 1 for all z, and for each i=2,3,4, g;(x+ 1, a) <, x+1,
it is clear that @ is defined, from primitive recursive functions, by a nested re-
cursion over <, ;.
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Now Tait has shown in [10] that nested recursion over <, _, is reducible to un-
nested ordinal recursion over <, ,.

Hence ¢ is <,, ., — recursive.

But for each o < w(n), and all a,

Fi(a) = G(num, ,, (0%, a),

and so Fgis <, ., — recursive.

Thus, if & < w(n), all the initial functions of €, are <, , ,-recursive, and hence
every function belonging to €, is <, , ,-recursive.

We have therefore proved

Theorem 2.1
For each n > 0, a<g(n) €, U (<p;q).

Corollary
U ¢ CcOR.
a< g

3. A Complete Classification of the Ordinal Recursive Functions

In this section it is proved that every <,-recursive function belongs to Comy-x
for some k. It follows that the hierarchy {€,}, .., exhausts the class of ordinal
recursive functions, and so the following characterization of OR is obtained:

OR= U gE,.

o< &
These results depend on a strengthened form of the monotonicity property of the
functions F'% stated in part (V) of Theorem 1.1, and this in turn depends upon a
further analysis of the fundamental sequences {5} (z), ¢ € N, for limit ordinals ¢ <e,.

Lemma 3.1
For each n > 0, and every limit ordinal ¢ < (), if « < ¢ and num,, («) < x, then

o < {o}(2) .
Proof

We proceed by induction on n.

The result is vacuously true for n = 1.

Suppose that the result holds for any n = 1, and let ¢ be a limit ordinal < (n + 1).

If @ < ¢ we can write « and ¢ in the forms
oc=6+w“*-al—}-w“‘-az—l—-'-+w°“-as,
g=0+ 0% b + 0% by+ - +w"-b,,

where
(i) 0> o> >a, = 0;
(ii) 0y> 0y> - >0,>0,and b, > 0;
(i) either o, > a;, or else 0, = a; and b, > @, ;

(iv) d is a polynomial in powers of w greater than o;.



142 S. 8. Wainer

From the definition of {o}(x), it is clear that
{o}(@) = 6 + 0™ (by— 1) + {0™}(2) .
‘We must now consider two cases:
(a) Suppose that oy > o, .
Suppose also, that # > num,, , ().
Now num,, , (@) = Pfium, @) — 1.

Hence x > a,, and # > num,, () if @; =& 0.
Thus, if ¢, is a successor ordinal, we have

O} @) = 8+ 0™+ (b—1) + {07} (2)
=0+ w (b;—1)+ 012
=04+ wm (b—1)+ we-zsinceo;—1 = oy
=0+ w2 (by—1)+ w™-a; + w™ since z > a,
> .
If ¢, is a limit ordinal, and a@; = @, =+ - - = a, = 0, so that a = §, we have
{o}(x) > {0}(0) = 6 = «, since x>0 .

If ¢, is a limit ordinal, and & > §, then we can assume, without loss of generality,
that a; > 0, and hence > num,, ().
Therefore, by the induction hypothesis, we have {g,}(x) > o, since o; > o ; and so

@) = 6+ o™ B — 1) + {0} (@)
=0+ % (b, —1) + 0@
>a.

This completes case (a).

(b) Suppose that o, = ; and b, > a,.
Then we have
{o}(@) = 6 + 0 (by — 1) + {w™} ()
= 0+ % ay + {0} (x) since b, > a,
= + w* - a, + {w™}(x) since 0y = o, .

Suppose also, that x > num,, ,, (e).

Now num, ,, (@) = (P%m, () — 1-

Hence = > a, and z > num,, (&) if a, = 0.
If o, is a successor ordinal, we have

0 @) 2 6+ 07 4y + {0} @)
20+ owea+wr oz
=0+ 0™ a; + w* - a, + o™ since o > &, T > Ay

> .
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If o, is a limit ordinal and ay = a; = - - - = a, = 0, then since x > 0, we have
{o}(@) = 0+ w™-a, + {0™}(x) >+ 0™ a, = x.
If oy is a limit ordinal and o >0 + w™ - a;, we may assume, without loss of
generality, that a, =+ 0, so that 2 > num,, («,).
Then, by the induction hypothesis, {o} (x) > «,, since w(n) > o > a,; and so
{o} (@) = 0 + w™ - a; + {w™}(x)

=0+ - a, + @

>
This completes case (b).
(a) and (b) together show that if ¢ is a limit ordinal, « < ¢ < w(n + 1), and
num,, ,, («) < «, then « < {0} (z) .
This completes the induction step, and so Lemma 3.1 is proved.

Lemma 3.2

For each n > 0 and every f < w(n), if « < # and num,, () < @, then for every £,
Fg)(n)'lc +a@) <Fouy.z+ @) .

Proof

Suppose 7 > 0 is fixed.

We preceed by transfinite induction over the ordinals below w (n).

The result is trivial when § = 0.

Suppose the result holds for all ordinals < f, where § > 0.

Let « be any ordinal < §, and suppose that num, (x) < z.

Then if f§ is a successor ordinal, we have

Fﬂ,(n).k_‘_ ﬁ(x) >F2,(n)k+ ﬂ—l(w) since x > 0
= FY . 1 ++(%) by induction hypothesis.
If 8 is a limit ordinal, & < {f}(x) by Lemma 3.1, and so
FO iy i+ 8@) = Flmy -k + 8y ()
> F9 sy -k + «(®) by induction hypothesis.
Hence the result holds for 8.
This completes the induction step, and so Lemma 3.2 is proved.

Now, for any « > 0, F?(x) is just the (p + 1)th. iterate of F'¢, applied to .
Thus it is a simple matter to extend Lemma 3.2 in order to obtain.

Lemma 3.3

For each 7 > 0 and every 8 < w(n), if « < § and num, (x) < z, then for every k
and every p, P2yt @) < Fhiny-i (@)

Lemma 3.4

If g €€, ., and f is defined from g by <,-annihilation (as in Definition 1.5),
then there is a function 4 € €, (-, such that for all z, a,

flx, a) < Fg)(n)‘lc + ord,.(z)(h (x, Q)) .
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Proof

If g € €yny- 1 then it is clear that the function max(g(x, a), 2 - (g (=, a), @), @)
also belongs to €, .-
Hence, by Theorem 1.2, there is a number p = 2 such that for all z, max(g (z, a),

2-9(g(z, a), a), a) < F% . k(max z, a)).
Define k(z, a) = max(z, 2 - g(z, a), @) + p.

Then & € €. and for all , @ we have
i) Az, a)>=.
(i) h(x,a)>2-g(z,a)+ 1.
Now f is defined by <,-annihilation from g, so that
{f (0, 2) =
fle+1,0)=1+f(glx+1,0),a)

where ¢(0,a) =0 and g(z + 1, @) <,  + 1 for every .
We proceed by induction over the well-ordering <.
First, it is clear that

f(0,2) < Fg)(n) k+ ordn(O)(h (0, _@)) .
Assume, now, that

flg@+1,a),8) < F%u. 1+ orduoez + 1,0y (R (g (@ + 1, 2), @)).
Then f(z+1,0) = F?o(n) k+ ordn oz + 1,ap(R(g (2 + 1, ), @)) .
But k(g(x + 1, ), a) = max(g(x + 1,0),2 - g(g(x + 1,0), @), a) + p
< F%y.p(max(z 4 1,a)) + p
= Py p(max(z 4 1, a) + p)
S Py p(h(z+1,a).
Also, ord,, (0) = 0 < A(z + 1, @), and so by Lemma 3.3,

Fouy x4+ 1,0) < Fo4y k + ordaoz + 1,ap R+ 1, 0)) .
Therefore,

h(g@+1,a), @) < Fhy -k + ordn 0z + 1, (B (2 + 1, @)) .

Thus we have the following:

fe+1,8) = Py b+ oduoie + 1,0 (R (2 + 1, 2), )
<Py + ordn @@ + 1,9) Fony & + ordy 0@ + 1,09 (B (2 + 1, 2))
= FUtY -k + orduoiz + 1,09 (R (2 + 1, 2))
< PR e+ 1,9y (R (2 + 1, @) since h(x + 1,a) > p
=Flmy -k + ordnoiz + ,ap +1(R(z + 1,2) .

Nowg(z+1,a) <,z + 1, and so ord,(g{z + 1, @)) + 1 < ord, (x + 1).
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Also, it follows, from the way in which the ordinals below w (n) are arithmetized,

that
& num,,(ord,,(g(x+ 1,a))+ l) <2-(glx+1l,9)+1)—1,

(with equality holding whenever n > 1).
Hence num, (ord,(¢(x + 1,a)) + 1) < h(z + 1, a) .
Therefore, by Lemma 3.2, we have

F?u(n)-k + ord, (g(z + 1,2)) + l(h(x + l’ Q')) = Fg)(n)-k+ ordy, (z + 1)(”'(33 + l, Q)) .
Hence, f(x + 1, @) < Fl)-k + ordn (e + 1)(h(x +1,a)).

This completes the induction step.

It follows that for all «, a,

f(@, @) <F%ay -k + ordum (R (2, ) -
Lemma 3.5

For each n > 0, and every z,
ord, (z) £ {w(n)} ().
Proof

By induction on n.
First of all we have, for every =,

ord, (z) = # £ 22 = {w} (*) = {0 (1)} (z) .
Now suppose that » = 1, and that for every z,
ord, (z) < {w(n)}(2) .
Clearly, ord, ,;(0) = 0 < {w(n + 1)}(0) .
Suppose, then, that x > 0, and that
z= (P oy - Pr)— 1
where x, <, -+ + <,%, <, ,, and a; > 0.
Then x > x,, so that {w(n)}(x) > {w(n)}(x,).

But, by the induction hypothesis, {w ()} (2;) = ord,(z,).
Hence {w (n)} (x) > ord, (&), and we have

ord,, ,; (z) = @@ . g 1 o@D gyt e NG g,
where ord,, (z,) > ord, (z,) > * -+ > ord,(z,) .
Thus, ord,, ,, (z) < w{@™®
- ("™} @)
={wn+1)}@).
This completes the induction step, and so Lemma 3.5 is proved.
Lemma 3.6

If g €€,(ny.; and f is defined by <,-annihilation from g, then there is a function
h €€, ny. such that for all z, @,

f(@, a) < Foy- o+ 1) (R 2) -
10 Mathematische Logik (13, 3/4)
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Proof

Given g € €, (.1 let & be the function defined in Lemma 3.4.
Then for all x, @, we have

f@, @) < F% .k + ord, @) (B (2, @) -
Now, by Lemma 3.5, ord,, (z) < {w(n)}(z) .
But num,, (ord, (z)) = z < h(x, a).
Hence, by Lemma 3.2,
oy b + ordana) 7 (@, @) = Foy- 1 + (o) 0 (0@ @) = Floiy- 6 + 1y ) (B (2, @)) -
Also, for every y, and each 7 < y,
Flomy o+ 1)} (3) () < F?w(n) ck+ 3 @) =Fhmy -+ 1)) -
Thus we have the following; for all z, a,

f(x,a) < Flomy- o + 1)} () (h(z, a))

<Foum- @ +1)(h(z 0).
This completes the proof.

Theorem 3.7
For each n > 0, A(<,) € ng Com k-
Proof

Clearly, all the primitive recursive functions belong to €, ), and, by definition,
each class €, ). is closed under substitution.
If a function f is defined by primitive recursion from functions belonging to
€. k» then it can easily be shown that f€€yp).1 4 o and hence f €€y +1)-
Finally ,suppose f is defined from g € €, .3 by <,-annihilation.
Then, by Lemma 3.6, there is a function A € €, ,).; such that for all z, g,
flz, @) < Fg;(n) <k + 1)(h (, Q)) .

Define a function ¢’ as follows:

g'0,x,a)=2x

g+ 1,20 =9g( 2 a)a).
Then ¢’ is primitive recursive in g, and s0 ¢’ € €,ny. (& + 1) -
Now it can easily be proved that for all z, g,

f(x: g.’) = ,uz(g’ (z, z, Q) = O) .
Hence f can be defined as follows:
f(@,8) = o< 7Yy 0 4 1y (himan (9 (2. @, @) = 0] .

Thus, f is “elementary” in the functions F%,. +1y, #, and g’, all three of which
belong to @w(n) (k4 1)

But, for every « = 2, €, is closed under the ‘“‘elementary’ operations.

Hence f €€,y % + 1)-

It follows that 4 (<,) kyN Comy -k -

Now OR = U A4(<,) and so we have
neEN
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Corollary
OR ¢ ¢L<Je C,.

Hence, from the Corollary to Theorem 2.1, we get

Theorem 3.8
OR = ags C,.

Now let Prov R be the class of all functions which are provably recursive in
(classical) first-order arithmetic.

Then it follows from the work of Kreisel in [5] that OR = Prov R. (For related
results, see Kino [4]).

Let PR©.9 be the class of all primitive recursive functionals of type (0, 0),
defined by Godel in [2].

Godel has proved that OR € PR©®.9  and the converse, that PR©.0 ¢ OR, has
been established by Kreisel (see [6]) and, more directly, by Tait [11].

Also, let NR be the smallest class of functions which contains the primitive
recursive functions, and which is closed under the operations of substitution,
primitive recursion, and nested recursion over <,, for any =.

Then OR = NR, since for any n > 0, nested recursion over <, is reducible to
unnested ordinal recursion over <, ., (Tait [10]).

Hence we have

Theorem 3.9
U € =OR=ProvR=PROY=NR.

Finally, suppose we define a function F?, by
F?, (@) = Fiz (@) .
Then it can be shown that every function belonging to aL<Je €, is eventually

majorized by F2, and hence, F? ¢ ¢L<Je E,.

4. A Simplified Definition of €,

In this section, Robbin’s Honesty Lemma [9] is adapted in order to show that
whenever o < 8 < &, F9 is “‘elementary’ in F}.

It follows from this result that if 2 < a < &, then &, is the class of all functions
which are ‘“‘elementary” in F9.

An alternative characterization of &,(2 < « <¢,), in terms of computational
complexity, is also obtained.

The first step is to show that, for each « < ¢, there is a number k such that F7 (z)
can be computed by a Turing machine in such a way that the number of tape-
squares used in the computation is less than F7%(x + k).

For the basic results concerning Turing machines, see Davis [1].

Now let n > 0 be fixed.
10+
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Each ordinal o < w(n) will be represented, on the tape of a Turing machine, by
a word & which is built up from the tape-symbols
/, [1: 1:]5 [2» 2]> s ey [n"" l’ n— l] »

in the following way:

(i) If r € N then 7 is the word consisting of » + 1 /’s.

Hence 0= /,1=//,2=//[,....,m+1=m /[, etc.

(i) o) =p<w(@+1)<w(n), and B has already been defined, denote by

exp(f) the word
+1 B i+1].

Suppose that & = w* - a; + 0* - ay+ - - - + 0* - @, + @, ,, Where

O<o, < -<ay<oy<w(n—1), and where «,, ..., &, &, have already been
defined.
Then
o= exp(a)...exp(x;) exp(x,)...exp(a;) ... exp(ex,)...exp(x,) @, .
a, times a, times a, times

Thus, for example, the ordinal w® %2+ w -3 + 1 would be represented on tape
by the word
[2[1//1300//2])2) 1 /AT / 1) [ )] 1] /] .

The triple «, m, x, where e << w(n), will be represented on the tape of a Turing
machine by the word & * m * x.

We now construct a Turing machine Z which, when presented with a word
a*m* e (ax < w(n)), computes F7*(x) .

Z has a tape which is infinite to the right.

The tape-symbols of Z include

[ ,11,12,2], ..., [n—1,n—1],*%.

(Additional tape-symbols will also be required. These are to be used as markers

in the course of a computation.)
In order to compute F(z), the word & * m * @ is written at the left-hand end of
the tape, and the reading-head of Z is positioned at the right-hand end of this

word.
Z then reacts according to the following scheme, where W, —Z» W, means that Z

converts word W, into word W,, and positions its reading-head at the right-hand
end of word W,, in readiness for the next operation.

0*m*x - m+1)-(x+1)
a+1*0*x L a*x*x

a*0*x %5 {6} (x) * 0 * x, o a limit.
Brm 1%z %5 fr0*Brm*x, f>0.
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The computation stops when there are no more occurrences of * left on the tape.
Now let Z(x, m, ) be the number of tape-squares used in the computation of
Fn(x) by Z. Also, for any « < w(n), let L(x) be the length of the word .
Then Z can be “programmed” in such a way that the following inequalities hold:
ZO,mz)< (m+1)- (x+6)+1;
Z+1,0,2) < max[Le+ 1)+ (@+ 1)+ 5,2+ Z (e, z, 2)];

Z (0,0, ) = max[L(o) + (x4 1) + 5, 2 + Z({o} (2), 0, 2)), if o is a limit
ordinal ;

Z(B,m+1,2) < max[L(B) +Z (B, m, x)+ 5,Z(B,0, Fp(x)],if f>0.

Now it can easily be proved, by induction, that for every limit ordinal ¢ <w (n),

and all z,
L({o}(x)) < L(o) + - L(0)?.

Also, by methods similar to those used in the proof of Theorem 4.5 of [7], it is
possible to obtain the following result, concerning the functions F9 where ¢ is a
limit ordinal < &,.

Lemma 4.1

For each limit ordinal ¢ < &y, all z, and all y = 2,
Fym+1le+y) = Fix+y).

From these results, we obtain

Theorem 4.2

For each « < w(n), all m, and all z,

Z (o, m, 2) < F™(x + L(x) + 5) .
Proof

We proceed by induction over the ordinals < w(n).
First, it is clear that

ZO,ma)< (m+1)-(@+6)+1= Fp@+ L0)+5).
Now suppose that o > 0, and that for every 6 < «,
Z(o, m,x) < Fp(x + L(6) + 5) .
We consider three cases:

(i) If xis a successor ordinal, then
Z(x,0,2) < max[L(@) + @+ 1)+ 52+ Z(@—1,2,2)].
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But L) + (x+ 1)+ 5 < F(x + L(«) + 5), and by the induction hypothesis,
we have _
24+ Z@—1,2,2) <24+ F2_ (x4 L{e—1) + 5)

<24 PO 30 4 L) + 5)
= o5 @ (@ 4 L(w) + 5)
=FY(x+ L(x)+ 5).

Hence Z («, 0, ) < FO(x + L(a) + 5).

(i) If «is a limit ordinal, then
Z (2,0, ) < max[L(x) + (x + 1) + 5, 2 + Z({a} (), 0, )] .

Clearly, L(x) + (x + 1) + 5 < Fi(x + L(x) + 5).
If {o} (x) = 0, then = 0, and we have

2+7(0,0,0) < 9 < FO(L(x) + 5), since L(x) = 3.

Now suppose that {a} (x) > 0.
Then by the induction hypothesis, we have

2+ Z({x}(2), 0,2) = 2 + Fly (v + L(fa} (@) + 5) -
But L({o} (2)) < L(x) + 2 - L(x)? and so
2+ Z({}(@),0,2) = 2 4+ Fly@(@ + L) + 2 - L(x)? + 5)
= Flyw@+ L) +2- L +'7)
= Py (@ + L(@) + 5+ 17 + 1)7)
=Flyo) FY FY (x + L(x) + 5)
= Py Fly @ Fly@(@ + L) + 5)
=F}y @+ Lx) + 5).
<Fly@ +1@+ L(a) + 5)
< FY(x + L(x) + 5) by Lemma 4.1 .
Hence Z (@, 0, x) < F(x + L(x) + 5) if « is a limit ordinal.
(iii) Finally suppose « is any ordinal > 0.
Then we have
Z (o, m + 1, z) = max[L(x) + Z(«, m, ) + 5, Z(x, 0, F7* (z))]
Now, by (i) and (ii) we have
Z(a, 0, F7(2)) = FY(F™(x) + L(x) + 5)
< FYF?(x + L(x) + 5)

— Fm+i(z + L(o) + 5) .
Also, if we assume (inductively) that

Z(ot,m, x) < Fp(x+ L(x) + 5),
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then we have the following:

L) + Z(ot, m, 2) + 5 = L) + FP(x + L(a) + 5) + 5
< 2-Fn(x+ L(x) + 5)
=< FQFm(x 4 L(x) + 5) since « > 0 .
= Fm+1(z + L(a) + 5).

Hence, Z (e, m + 1, 2) < Fr+i(e + L) + 5) .
This completes the induction step, and so for every a < w(n), and all m, ,

Z (o, m, 2) < F?(x + L) + 5) .

Now it is well-known that the functions used in the arithmetization of Turing
machine computations are elementary.

Thus it can be shown that if f is computable by a Turing machine in such a way
that, for every xz, the number of tape-squares used in the computation of f(z) is
less than g (), then f is elementary in g.

From this result we obtain the following:

Theorem 4.3
If &« < B < &, then FY is elementary in F§.

Proof

First we construct a Turing machine Z,, which computes F9.

Suppose that « < w(n), where n > 0.

Z, has an infinite tape (to the right), and the same tape-symbols as Z.

Given any “input’ z, Z, writes the word « * 0 * o at the left-hand end of its tape,
and positions its reading-head at the right-hand end of this word. It then computes
in exactly the same way as the machine Z.

It is clear that Z, computes F9.

Now let Z,, (z) be the number of tape-squares used in the computation of F9(z) byZ,,.
Then Z, () = Z («, 0, ) for z, and so, by Theorem 4.2 Z, (z) < F%x + L(x) + 5)
for all z.

But if « < 8, FQ is eventually majorized by F§, and so there is a number p such
that, for every z,

Z,(x) < Fx + L(x) + 5) < FY(x + L(a) + 5+ p) .
Hence F9 is elementary in F.

Corollary

For each a such that 2 < « < &, €, is the class of all functions which areelementary
in FO.
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Proof

From Theorem 4.3, it follows that every function in €, is elementary in F9.
Now it can easily be proved that the function Azy - 2 belongs to €,, for every
a= 2.

Therefore, since &, contains

{Adz.0, Az y. v + y, Az. x;, Ax y. 2, Az. FY(x)} and is closed under substitution
and limited recursion, it is clear that &, contains all the functions which are
elementary in F9.

This completes the proof.

The number of tape-squares used in the course of a Turing machine computation
can be regarded as a measure of the complexity of the computation.

Theorem 4.2 leads us to a characterization of €, in terms of computational
complexity, as follows:

For each a < g, call a function f a-complex if there is a number p such that f is
computable by a Turing machine Z, in such a way that for every z, the number
of tape-squares used in the computation of f(z) by Z, is less than FZ(max (z)).
For each a < ¢, let €, be the class of all x-complex functions.

Clearly, if « < 8 < g;, then €, C &;.

Theorem 4.4
For each « such that 2 < « < ¢y, €, = €,.

Proof

Suppose f is a-complex, where 2 < o < ¢,.

Then, by the remarks preceding Theorem 4.3, f is elementary in FZ, for some
fixed p.

But F? is defined by substitution from F9, and so f is elementary in 9.

Hence, by the Corollary to Theorem 4.3, f € €,.

Conversely, suppose that f € €, (2 = « < &), so that f is elementary in F9.

Let Z, be the Turing machine, constructed in the proof of Theorem 4.3, which
computes F9, and let Z, (x) be the number of tape-squares used in the computation
of FY(x) by Z,.

Then there is a number % such that, for all z, Z, (x) < FO(x + k).

Now, since f is elementary in Fg, it can be shown that there is a Turing machine Z,,
and a function g which is elementary in F9, such that for all z, the number of
tape-squares used in the computation of f(z) by Z, is less than g (z).

Since g is elementary in F9, g € €,, and so, by Theorem 1.2, there is a number p
such for all , g (z) < F2(max(z)).

Hence f is a-complex.

This completes the proof.

Corollary
OR= U ¢,.

a<é&
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REMARKS ON LIMITULTRAPOWERS*

Von HALLDOR GUDJONSSON**

1. The concepts and terminology used in this note were first introduced and
investigated by E. Engeler [1—3]. The reader is refered to those papers for further
elucidation of the few definitions and results which will be quoted here.
Definition: Let A and B be two infinite sets and let P be a set of maps p: B— 4,
further let D be an ultrafilter on P, then a map (P, D) from the set of all relations
on A into the set of all relations on B can be defined in the following manner:
for any n-ary relation R on 4 and any » elements b,, . . ., b, of Blet: <{b;, ..., b,)
¢(P,D)(R) iff
{pGP: <b1" . ’bn>€R}€D
Such maps (P, D) will be called ultrafiltermaps from 4 to B. If the map (P, D)
satisfies the following three conditions it is called functionally complete,
i) for any pair of finite and equinumerous sets ' € 4 and E < B there is a map
p € P such that pE = F,
ii) for all by, by € B, by = by, {p € P: pb; == pby} € D,
iii) for every binary operation f: 4 x4 —- A there is a binary operation
g: Bx B — B such that for all b, b, ¢ B

{p € P:f(pby, pby) = pg(by, by)} €D .

If A=4<4,4,,..., 4 .. Jecp,and B=(B, By,..., B, ...)¢ ., are similar
infinite relational structures and (P, D) is a functionally complete ultrafiltermap
from 4 to B such that (P, D) (4¢) = B for all £ < then B is said to be the
ultrafilterimage of A by means of (P, D).
If A and B are similar infinite relational structures with the common first order
language L and (P, D) is an ultrafiltermap from 4 to B satisfying conditions i)
and ii) above and the further condition that for all formulas ¢ (x,, ..., 2,) of L
and for all b,,...,6, 6B B =¢p(by,...,b,) iff
{peP:AE=g(pdy, ..., pby)} €D, then the map (P, D) is called an elementary
filtermap from QA to B.
Theorem ([1], Thm.2.1): A relational structure B is elementarily equivalent to a
relational structure U if and only if there is an elementary ultrafiltermap (P, D)
from 2 to B.
Theorem ([1], Thm.3.4 and Thm.3.5): B is the image of A by means of a func-
tionally complete ultrafiltermap (P, D) if and only if B is isomorphic to a limit-
ultrapower of 2I.

* Eingegangen am 9.4.1969.

** While the author wrote this paper he was supported by funds from the Icelandic Science
Foundation.
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2. It is easily verified that the restriction ¢ of a functionally complete ultra-
filtermap (P, D), from a relational structure 2 to a relational structure B, to the
singleton unary relations on 4 is an elementary embedding of 2 into V. It can
hence be assumed that the p’s in P map B into a subset A of B itself and that
further pa = a for all p € P and for all @ € 4. By a similar remark one obtains
the following modification of the first theorem quoted above:

Proposition: A relational structure U is an elementary substructure of a relational
structure B if and only if there is an elementary ultrafiltermap (P, D) from 2 to
QB such that for all p € P and for all a € 4 pa = a.
We will assume throughout that all elementary embeddings have been effected so
that we can use above proposition and the remark preceeding it without further
mention.
Let there be given an infinite relational structure 2 and a directed set 4 and for
each element « of A a relational structure 2, and a functionally complete ultra-
fillermap (P,, D,) from 2 to 2,, let there further for any «, p € 4, « < f, be given
an elementary embedding (P, D, ) of 2, into Qs such that (Pg, Dy)
= (P, p, Da,p) (Po, Dg) for all o, A, < f. Then a relational structure
Uy =<{Ag Ap1, .-, A4, 6 - - Ds< 5 can be defined as follows:

Ay= U 4,

acd

{ay, .. ., a,) €Ay e if and only if {a;, ..., a,) € 4, ¢ for some o ¢ 4 such
that ay, . . ., @,y € 4,; for all & < 9.

The relational structure 2, will be called the direct limit of 2 and 2U,, « € a.

It is our purpose to prove that each such direct limit is a functionally complete
ultrafilterimage of Q, that is by the theorem quoted in 1. we want to show that:

Proposition: The direct limit of limitultrapowers is a limitultrapower.

Proof: Let P4 be the set of maps p: A4, — A such that for all « € 4 the restriction
p I A, of p to the subset 4, of A4 is an element of P,, further let in general P, ,
be the set of all maps p: A, — 4, such that for all § < a the restriction p 1 4,
is an element of P, 4.

Let D, be the family of subsets of P, defined as follows: if @ < P, then QeD,
if and only if there is a & € 4 such that @ = {pg: q ¢ P o D € Q,forsome @, € D,}.
Since A is directed it follows easily that D, is a filter on Py If F C A and £ C 4
are finite and equinumerous sets then there is an element o of A such that & ¢ 4,
and hence by the functional completeness of (P, D,) there is a map p ¢ P, such
that pE = F, but then qpE = F for all ¢ € P4, so P, satisfies i). Condition ii)
and the fact that (P, D,) (de) = A,,¢ can be verified in the same fashion. If
f(x, y) is a binary operation on 4 then for every « ¢ A there is a binary operation
gu(x, y) on A, such that for all b, b, € 4, {p€P:f(ph, pby) = pga(by, by)} € D.
By virtue of the directedness of 4 and the relation (Pg, D) = (Pq,p, Da,p) (Par Da)
it follows that where two such operations g, (x, y) and gz(%, y), &, B € A4, overlap
they coincide, hence one can define an operation g (x, ¥) on 44 by taking the union
aLeJ e Tt is easily verified that this operation g(, y) satisfies iii).
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The filter D4 can be refined to an ultrafilter D on P,. The map (P,, D)) is then
a functionally complete ultrafiltermap from QI to 2.

The above proposition is a genalization of a proposition in [5] which states that
the strong limitultrapowers of Kochen are limitultrapowers in the sense of Keisler.
3. The purpose of this paragraph is to prove a converse to the second proposition
of Paragraph 2, namely:

Proposition: Every functionally complete ultrafilterimage of a relational structure
2l is the direct limit of a directed set of ultrapowers of . (A similar result was
announced without proof in [5].)

Proof: It is easily verified that if B is a functionally complete ultrafilterimage of
a structure 2 by means of a map (P, D) which is such that for any map h: P - 4
there exists a b € B such that {p € P: pb = h(p)} € D then B is isomorphic to the
ultrapower 5.

If (P, D) is a functionally complete ultrafiltermap from A to B and @ is a filter
on P x P, let the subset B|G of B be defined as follows: if b ¢ B then b ¢ B|@G if
and only if there is a map & : P — A such that {p € P: pb = h(p)} € D and such
that P (k) = {{(p, ¢) € PXx P :h(p)=h(q)} € G. We will denote the restriction of
the structure B to the domain B|G by B|G. It is easily verified that B |G is an
elementary substructure of B and that B|@G is in fact a functionally complete
ultrafilterimage of 2 by means of (P, D) where the elements p € P are considered
only as maps of B|G into A. (It is conversely also true that if (P, D) is a functionally
complete ultrafiltermap from 2 to B and € is an elementary substructure of B
such that (P, D) is also a functionally complete ultrafiltermap from 2 to € then
there is a filter G on P x P such that € = B|G.) Let the map &,: P — 4 be such
that there is an element b, € B with the property that {p € P: pby = ho(p)} € D,
and let G be the principal filter on P x P generated by the set P (h,) = {(p, ¢)
€ Px P: hy(p) = hy(q)}, then the relational structure B |G, is an ultrapower of 2.
In fact let P’ be the quotientset of P by means of the equivalence relation P (h,),
where P is considered as acting on B|@, alone, and let D’ be the family of quotient
sets of the elements of the filter D, then D’ is obviously an ultrafilter on P’. The
elements p’ € P’ can be considered as maps p’': B|G,— A by setting p'b = pb
for all b € B|G, and an arbitrary representative p € p’.

It is easily verified that (P’, D') is a functionally complete ultrafilbermap from
2 to B| G, and that (P’, D’) coincides with (P, D) when the latter is restricted in
range to the set B|@,, further (P’, D’) satisfies the condition mentioned at the
beginning of the proof and hence B |G, is an ultrapower of 2.

Let 4 be the set of substructures B|G, of B for all maps ky: P~ A4 such that
there is an element b, € B with the property that {p € P: pby = ko(p)} € D. The
set 4 is direceted by inclusion, namely: let B |G, and B |G, be elements of A cor-
responding to the functions %, and ,, then one can find a function A;: P - 4
such that P(hs) = P(k) N P(hy). It follows by the functional completeness
of (P,D) (see [1] Thm 3.1) that there is an element b, ¢ B such that
{p € P:pby=hy(p)} €D. Since P(k)) = P(h;) and P(hy) = P(hy) it follows
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that both B|G; and B|G, are elementarily contained B |G, where G, is the
principal filter generated by P (k).
D is obviously the direct limit of the directed set A of ultrapowers of 2I.
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HARMONISCHE ANALYSIS BEI AUSSAGENKALKULEN#* #*

Von RomMaN LiepL in Innsbruck

Herrn Prof. Wolfgang Grobner zum 70. Geburtstag gewidmet.

Einleitung

Der Zweck dieser Arbeit ist es, in die Aussagenlogik die Methoden der abstrakten
harmonischen Analysis einzufithren. Dabei werden wir folgenden Weg einschlagen.
Wir gehen von einem Aussagenkalkiil &, dessen Sitze aus den Aussagenvariablen
Ty, Ty, . . . mittels der Junktoren A und — aufgebaut sind, aus. Die Menge der
Satze von € bezeichnen wir mit &. Auf der Menge 9 aller Bewertungen ¢ der
Sétze von &, welche dquivalent der Menge aller Abbildungen von {7y, 7, ...} in
{w, f} ist, fiihren wir sodann ein WahrscheinlichkeitsmaB8 in einer sehr natiirlichen
Weise ein, sodall auf 9 eine damit kompatible kompakte Gruppenstruktur

definiert werden kann, deren Charaktergruppe I uns den Kern fiir eine Fourier-
transformation liefert. Zu jedem Satz S aus & gehort die Menge S* aller Be-
wertungen, welche S auf w abbilden. Die Fouriertransformierte S der charakteristi-
schen Funktion eg« von S* wollen wir Variablenspektrum nennen. Zur Wahl des
Namens sei vorausgeschickt, daf} jeder Klasse [S] von aussagenlogisch dquivalenten
Sitzen aus & eineindeutig ein Variablenspektrum S entspricht. Diese einein-
deutige Zuordnung ist konstruktiv. Aus dem Variablenspektrum ist unter anderem
sofort ersichtlich, welche Aussagenvariablen in einer ausgezeichneten Normal-
form von [S] auftreten. Auf der Menge N = {3|S € &} aller Variablenspektren
l1aBt sich in natirlicher Weise die Struktur einer Wahrscheinlichkeitsalgebra ein-
fithren, welche eine wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation unseres Vor-
gehens gestattet. Wir beschranken uns aber im Folgenden nicht auf den Aussagen-
kalkiil €, sondern gehen zum Aussagenkalkiil € __ iiber, welcher noch die abzéhlbar
unendliche Konjunktion enthilt. Dadurch werden unsere Betrachtungen ein-
facher und weitreichender.

§1 Die Aussagenkalkiile € und €_ und deren Modellraum

€ sei der Aussagenkalkiil, dessen Sdtze aus den Aussagenvariablen 7', T, ...
und den Junktoren A und — bebildet sind.
& bezeichne den Aussagenkalkiil, der dieselben Aussagenvariablen und Junktoren

wie & und noch den Junktor A (abzdhlbare Konjunktion) enthalt. Die Menge

* Eingegangen am 7.5.1969.
** Diese Arbeit wurde im Rahmen eines Alexander v. Humboldtstipendiums verfaB8t. Herrn
Prof. Kurt Schiitte sei fiir seine beratende Titigkeit und sein Interesse an dieser Arbeit herz-
lichster Dank ausgesprochen.
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der Sitze von € bezeichnen wir mit & und die der Sitze von & bezeichnen wir
mit &_. Um eine heuristische Vorstellung unseres Vorgehens zu geben, beschranken
wir uns zuerst auf den Fall, daB nur eine Aussagenvariable, etwa 7T';, vorliegt.
Demnach bezeichnen wir die Menge aller Sitze aus &, in denen nur die Aussagen-
variable 7'; vorkommt, mit &;.

A. Das Variablenspektrum von &;.

Die Menge &, hat nur zwei Bewertungen namlich die Bewertung ¢, die 7T'; auf w
abbildet, und die Bewertung ¢;, die 7'; auf f abbildet. Wir setzen M; = {@,, @s}.
Der einfachste Fall eines Wahrscheinlichkeitsmafles auf 9R; ist das normierte
Zahlmaf u;, das durch

1) s ({pu)) = ) = %

gegeben ist. Wir versehen die zweielementige Menge 9, mit der diskreten Topologie
und einer Gruppenstruktur, fir die nur die zyklische Zweiergruppe in Betracht
kommen kann. Die Gruppenverkniipfung auf 9M; bezeichnen wir mit ,,** und es
soll gelten

Wir haben also die Multiplikationstabelle

* Pw P
Pw Pw Pr
Pr 23 Pw

Mit C, bezeichnen wir die multiplikative Gruppe {e?*|« € [0,27)}, also den kom-
plexen Einheitskreis, mit ihrer gewohnlichen Topologie. Es gibt genau zwei
stetige Homomorphismen (Charaktere von 9R;) von M, in €y, nimlich y, und p,
wobei
3) Po(Pu) = wo(p) = 1, py(gy) = 1 und py (@) = —1.
Wir fithren auf der Menge N = {0, 1, 2, . . .} die iibliche dyadische Addition ,,®*
ein. Dazu setzen wir fiir m, n € N

mo=mg20 +my 2+ +m, 2 m €{0,1},

4
@) n=ny204+ n, 2+ -+ 0,2 ny €{0, 1},

wobei wir diese Darstellung so wihlen, daBl u =».
Sodann ist

(5) m®n=p,2°+p 2t + -+ p, 2¢ mit

P = My, + 1y, mod (2) €{0,1} .
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Wir setzen nun QRj {wo, v1}. Die Charaktere yp, und y, konnen als reelle Funk-
tionen auf M; aufgefaft und als solche miteinander multipliziert werden. Es gilt
dann

(6) Yo' Ym = Ynom n’mE{O’ 1}’

also y§ = y} = yo= 1 und y, y, = y,. Die Menge 93},- bildet also auch eine Gruppe,
die sogenannte Charaktergruppe von ;.

Die Menge aller reeller Funktionen auf %; bildet einen zweidimensionalen Vektor-

raum V), fir den Q’i?j = {y,, ¥,} eine orthogonale Basis liefert. Falls ¢ € 9; eine
Bewertung ist, die einen Satz S € &; auf w abbildet, so schreiben wir ¢(S) = w.
Weiters setzen wir

O 8 ={plp €M, p(S) = w}.

Es ist {SF|S € &;} = {0, {pu}, {#s}, {Pw> 1}}-
Fiir F, G € &;ist F < G genau dann eine Tautologie, wenn F¥ = Gf. Fiirein § € &;

ist die charakteristische Funktion es¥ von S* auf M, durch
1 falls ¢(S) =w
®) esplg) = {0 falls ¢(S) = f

gegeben. Es ist natiirlich es¥ ¢ V) und damit als Linearkombination von y, und
y, eindeutig in der Form

9) es¥(@) = s(0) po(g) + s(1) 91 (p)

darstellbar.

Wegen der Orthogonalitédt der Basis M, von V) berechnet man die reellen Zahlen
8(0) und s(1) durch

8(0) = % wo(@w) - esp(Pw) + F ¥o(@y) - esx(@y)

s(1) = 3 v1(@w) - esp (@) + F1(9) - esx(ey) -

Um den Zusammenhang von (10) mit den spéteren Ausfithrungen klarer werden
zu lassen, schreiben wir (0, @) und y(1, ¢) anstatt y,(p) und , (p). Wegen (1)

koénnen wir das Gleichungssystem (10) als Fouriertransformation mit Kern (., .)
schreiben

(11) S(k)=wf pk, @) esx(@)dep  k€{0,1}.

Transformiert wird dabei die Funktion esx, das Ergebnis ist der Vektor S; = (s(0),
s(1)), fir den gilt esx(p) = s(0) 9 (0, p) + s(1) p(1, p).

Wir setzen R, = {S; |8 €&} = { (0,0, (3, 3), (1, % (1, 0)}, wobei etwa

{Tin— T> ; = (0,0), <T1> j—(2, 2) <'—|T> = ( und(—n(TjAﬁT,» j

= (1, 0). Wir bemerken nun, da8 fir 8 =F A G € 6, und H = F €&; gilt

(10)

esx (@) = ery(@) * eap (@)

(12) en}(p) =1 — ery(p)

}?969%-
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Mit £; = ((0), (1)), &; = (9(0), g(1)), 8; = (s(0), (1)) und A, = (k(0), k(1)) und
(6) berechnen wir
es () = (1(0) » (0, ) + f(1) (1, @) - (9(0) 9 (0, ) + g(1) »(1, @)
= (f(0)g(0) + f(1) g(1)) % (0, @) + (F(0) g(1) + (1) g(0)) w(1, @)

und
emx(p) = 1 — erx(p) = (0, @) — (f(0) w(0, @) + f(1) w(1, @)
=(1=1(0)) »(0, p) — f(1) p(1, p) .
s st also s = X (Gger ko1,
(13) i€(0,1)

h(0) =1 — f(0) und A(1) = —f(1).

Wegen (13) kénnen wir Boolesche Operationen auf ®; erkliaren, indem wir fiir
(a(0), a(1)), (b(0), b(1)) € N, setzen

(@(0), a(1)) A (5(0), b(1)) = (@(0) b(0) + a(1) b(1), a(0) b(1) + a(1) 5(0))
= (a(0), a(L) = (1 — a(0), a(1)) .
Fir F, G € &; gilt dann natiirlich
(FAGY =FrG,
(‘—l F)A =—F
B. Die Variablenspektren von & und &,

Der Modellraum von $ und € _ kann als Cartesisches Produkt M = ]] MR, auf-
=0

gefaBt werden. Das ProduktmaB u = ]] u; auf M ist ein Wahrschcmhchkelts-

(14)

(12)

mal} auf M. Sei S€S, so bezelchne S* die Menge aller Bewertungen ¢ € I,
fir die S wahr ist. Es ist also 8* = {p|p € M, p(S) = w}. Es gilt fur jedes T,

daB u(T¥) = 1. Die Produkttopologie auf M = JJ M; hat das Mengensystem

i=0
{8*|8 €S} als Basis der offenen Mengen.
Es ist wohlbekannt, daB diese Topologie kompakt und hausdorffsch ist. Die

Produktgruppenstruktur auf M = J7 N, ist so definiert, daB fiir ¢, ¢’ € M gilt
i=0
(@x@)(T)=wep)=9¢(T) j=012...
Die Gruppenverkniipfung ,,x* ist kompatibel mit dem MaB x und der Produkt-
topologie auf M, denn y ist beziiglich ,,** das normierte Haarsche MaB} auf .
Die Menge aller stetigen Homomorphismen (Charaktere von ) von 9% in C, ist
abzihlbar. Spezielle Charaktere sind der Charakter y,: M — C}, fiir den y,(p) =1
fir alle ¢ € M gilt, und die Charaktere y,s : M — Cy, die durch

1 falls (7)) =w ;
) =1,2,...
Xo1 (p) = {_1 falls (7)) = f /
definiert sind.

11 Mathematische Logik (13, 3/4)
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Wiederum bilden alle Charaktere von 9t beziiglich der Multiplikation eine Gruppe,

die sogenannte Charaktergruppe M von M. Da (xe)?=yo=1furj=0,1,2,...
kann man simtliche Produkte von Charakteren der Art y,; folgendermafen auf-
zahlen.

1) 200, 9) = x(9)
2) 2@, 9) =y (9),
(3) Hat n die Darstellung von A (4), so ist

2, @) = 7(2™, @) - 72", @) -+ - 2(2™, @)

fiir alle p € M.
Es ist bekannt, daBl diese Aufzdhlung schon sdmtliche Charaktere von 9, also

die ganze Charaktergruppe M liefert.
Mit der Definition aus A (5) ist dann

x(n®m, )= x(n, @) xim, ) fir alle p € M
und da die Charaktere Homomorphismen sind, gilt

2(n, @ x @)= x(n, @) x(n, @) fir alle » € N.

Wir definieren nun wieder fiir jedes S € &_, die charakteristische Funktion von
e auf M durch

1 falls ¢ (S) =w

€% (@) = { pEM.

—1 falls ¢(S)=f

Die Funktion e¥ ist fiir jedes S ¢ & mefibar und es gilt fir F,G €&, daB
ey = e genau dann, wenn F — @ eine Tautologie ist. Falls F « @ keine Tautologie
ist, kann es aber sein, daB sich ep« und eg« nur auf einer Menge von Bewertungen
vom Mal O unterscheiden.
In Analogie zu A (11) definieren wir fiir S ¢ &_ das Variablenspektrum § = (s(0),
s(1),...) durch

=m{ 1k, @) - ese (@) dop k€ N.

oo

In Analogie zu A(9) gilt, daB die Reihe 3’ s(k) y (k, @) fast iiberall auf I gegen

egs (@) konvergiert. Wir bemerken, da8 T (t(0), (1), . . .) mit ¢(0) = £(2/) = %
und ¢ (k) = O fir £ ¢ {0, 27} ist.

§ 2. Die MaBalgebren R und N .

Wir setzen R = {S|S ¢ &} und R ={S|8 €S}
Esist Rc R . Fiir £ = (f(0), (1), . . .) und @ = (g(0), g(1), .. .) aus 9 definieren
wir in Analogie zu A (14)

(1) FaG=(d(0),d(1),...) mit d(k) )j hgle k),



(2)
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—F = (e(0), e(1),...)mit e(0) = 1 — f(0), e(k) = — f (k) fiir k=1,2, ...

Wir werden noch zeigen, dall die hier eingefithrten Operationen nicht aus
hinausfiihren.

Es gelten nun folgende Sitze:

Satz 1:

Satz 2:

Satz 3:
Satz 4:

Satz 5:

Satz 6:

Satz 7:

Satz 8:

Satz 9:

Satz 10:

Satz 11:

Satz 12:

Satz 13:

11+

N, ist mit den Operationen von (1) und (2) eine vollstindige Boolesche
Algebra.

Die Abbildung #: 91— R, fir die g(s(0), s(1),...) = s(0) ist, ist ein
Wahrscheinlichkeitsmalf} fiir die Boolesche Algebra 9, das heifit (R, )
ist eine Wahrscheinlichkeitsalgebra.

Die Wahrscheinlichkeitsalgebra (9, /i) ist separiert und nicht atomisch.
Die Teilmenge 1 C A ist ebenfalls eine Boolesche Algebra, welche durch
die Elemente 7, T, . . . erzeugt wird und nicht vollstéindig ist.

AN liegt dicht in N, das heiBt zu jedem S € N und jedem & > 0 gibt es
ein ' €N, sodah ﬁ(S’A F) < €.

Ein reellkomponentiger Vektor (s(0), s(1), .. .) liegt genau dann in N _,

wenn s(k) = ' s)s(le@ k) firk=0,1,....

1=0
Ein Element (s(0), s(1),...) €N, ist genau dann ein Element von A,
wenn fast alle s(k) gleich null sind.
Fir zwei Sitze S, T € &, ist S & T’ genau dann eine Tautologie, wenn
S=1.
Kommen im Satz S ¢ & genau n Aussagenvariable vor, so ist 27 - ji(S)
die Anzahl der Bewertungen dieser Aussagenvariablen, fir die S wahr
wird.
Interpretiert man T, 7, ... als eine Folge statistisch unabhéngiger
Ereignisse mit der Wahrscheinlichkeit 3, so ist fiir jedes S ¢ & _ die Zahl
i (S) gleich der Wahrscheinlichkeit von S.

Zu jedem S ¢ AN, gibt es ein F ¢ & _ der Form kt:\oo —an_\ooFk, mit F, € &,
sodaB S = 7.

Ist 8}, 8,, . . . eine Folge von Elementen aus @ undist U, = S;A8,A...A 8,
und f]\n = («(0), (1), ...), so konvergiert f]\,, gleichmiBig in allen

Komponenten gegen S wobei 8 = A Sy

Die Abbildung %: &_ — AN, die durch »(S) = S definiert wird, ist ein
Homomorphismus, es gilt fiur F, G, S}, S,, . .. €S,
%(FAGQ)=x(F)An(@) also (FAGY  =FrQ,

N
#(—F)= —x(F) also = F = - F,

oo . P 00 A o] ~ 00 AL
%(k{__\l'sk) =inf {Sy}x—1,0,...=: A S also <k/=\15k> =

kélsk.
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Satz 14: 9 €12 Die Abbildung #§ : I* — 12, die dem Element (s(0), s(1), s(2), . . .)
das Element (s(1), s(2),...) zuordnet, gestattet gemiBl Satz 10 eine
Interpretation der Komponenten s(1), s(2), . .. durch die Aussage, da3
S€S, und T €S, genau dann unabhingige Ereignisse sind, wenn

7§ (S) orthogonal zu #d (T) also Y s(k) t(k) = O ist.

E=1
Beweise: Die Charaktergruppe M = {x(0,.), x(1, } bildet ein vollstandiges
ON-System auf 9 vgl. Fine [1]). Fiir jeden Vektor (s (1), ...) € I? konvergiert

die Reihe Z s(k) x (k, ) fast tiberall auf M (vgl. Billard [17).

Jeder beschrinkten meBbaren reellen Funktion f auf 9 entspricht eine Trans-
formierte f = (f(0), f(1), . ..) €12, fiir die f(k) = [ y(k, @) - f(p) do ist. Fir das
m

Produkt zweier solcher beschrankter meBbarer reeller Funktionen f und g gilt
f g=(h(0),R(1),...), wobei h(k)= 2 fOgle k) (vgl. Rickart [1]). Eine
beschrinkte meBbare reelle Funktion f hat also genau dann die Eigenschaft f2 = f
fast wberall auf M, wenn f(k) = lf’of(l) flkol) fir k=1,2,.... Da nun die

Mengen T'§, (— T)*, T¥, (— T))*, ... eine Subbasis der Topologie auf % bilden
und u ein Borelmafl beziiglich dieser Topologie auf M ist, kann jede meBbare
Teilmenge von I bis auf MaBl ¢ durch ein endliches boolesches Aggregat aus

{T§, (— To)*, TF, (— T,)*, . . .} approximiert werden. Diese endlichen booleschen
Aggregate sind alle offen. Da das Mall u auf 9 regulédr ist, kann jede meBbare

Teilmenge von IR bis auf eine Nullmenge durch eine Menge kf_'ll 191 A, approxi-

miert werden, wobei die 4,,; endliche boolesche Aggregate der besprochenen Art
sind. Jedes solche endliche boolesche Aggregat A4;; ist nun gleich einem (#;)*
mit Fy, € ©. Es kann also jede meflbare Teilmenge von I durch eine der Menge

der Form (k;_\O 7 IZ\O L F Icl)* mit Fy; € & bis auf eine Nullmenge approximiert wer-

den. Daraus schlieBt man auf Satz 6. Wir bemerken nun, daB fir S, T € &, gilt

esary = g * epx UNd e g = 1 — egs. Daraus folgt, daBl 9N, versehen mit den

Operationen A und —, eine Boolesche Algebra ist. Da fiir ein 8* < M gilt u(S*)

= [200,9) ese(@)dp = [ege(p)dp =s5(0) und da S =(0,0,...) genau dann
m n

wenn S* eine Nullmenge ist, kann man auf Satz 2 schlieBen. Es ist leicht zu zeigen
und bekannt, daf die MaBalgebra von R nicht atomisch und separabel ist. Daraus
erschlieft man Satz 1 und Satz 3. Satz 5 und Satz 11 folgen aus dem bisher Ge-
sagten ebenfalls. Zum Beweis des Satzes 12 bemerken wir, daB} die Funktionen-
folge {e(,y+}n = 1,2, ... im Mittel konvergiert. Satz 13 ist unmittelbar klar. Die Beweise
der restlichen Sétze erfordern speziellere Uberlegungen. Fiir jedes Element
5 =(s(0),s(1),...) €RN_ bezeichnen wir mit s das Element s selbst und mit
s® das Element — s.
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Die Elemente /fl"\j bezeichnen wir mit ty;. Jedem (n + 1)-Tupel (e, &, - - -, &,) mit
&, €{0,1} ist eineindeutig ein Element t5 AtS? A ... at5® aus N zugeordnet,
das wir mit b(ey, &, . . ., £,) bezeichnen. Fiir jede Zahl 0 < m < 27+1, die nach
A(4) eine Darstellung m = mgy2° + m, 21+ . .. + m, 2" hat, bekommen wir ein

Elementt,, = v b(eg, &1, - - -5 £4)- Diese Elemente sind besonders
EMy DM@ D ety =0

einfach gebaut. Es ist nidmlich t, = (1,0,0,...) und fir k=1,2,..., 27+ — 1
ist ty, = (f, &y, . . .) mit §, =, = L und ¢, = O fiir k ¢ {0, k}. Da die 2»+! Elemente

b(eg, &, - - -, &,) paarweise disjunkt und ungleich (0, 0, . . .) sind, hat die von ihnen
crzeugte Boolesche Algebra 22"*Y Elemente. Somit sind die 27+! Elemente
b(ep, &, - - ., &,) unabhingig. Fir ¢y =¢ = ... =¢, = 0 gehort zu b (e, &, . - -, &,)

ein Satz S, € &, fiir den fS':: Dlegs &1y - - -5 En)-

S¥ ist eine Untergruppe von M, die dadurch gekennzeichnet ist, daB ¢(7'y)
=@(T)=...=¢(T,) =w< @S} gilt. Diese Untergruppe S¥ hat 27+1 Rest-
klassen. Es gilt S§OS¥F>8F>.... Weiters ist u(S¥) =2-7-1 Ist g = (g(0),
g(1),...) ein Element von 9, fur das nur endlich viele Komponenten ungleich
null sind, so nehmen wir an, dall mindestens ein g (k) ungleich null ist. Dann gibt
es einen Satz G € &, so daB e« (@) = g(0) (0, @) + ...+ g(m) x(m, ¢), wobei
g(m) = 0.

Wir konnen den trivialen Fall m = 0 aus unseren Betrachtungen auslassen. Ist
nun m nach A (4) dargestellt und ist dabei j der grofite Index, fiir den m; = 1, so
ist egs auf SF und jeder Restklasse von S} konstant, namlich 0 oder 1.

Fiir eine Restklasse §f von S} setzen wir fir ¢ =0, 1,2,...,j

g =0 falls p(T,)=w fir alle (pE;SW,
g =1 falls p(T,)=f fir alle ¢ € S¥.

Dementsprechend benennen wir diese Restklasse S’f auch mit SF (g, &y, . . ., &).

Wir erhalten dann

= eg*(sf(e..,e\,l,...,q)) . bleg & - - -5 85) -
Somit ist g € A, gezeigt, also der erste Teil von Satz 7 bewiesen. Fiir ein G € &
sind natiirlich bei @ fast alle Komponenten null. Damit ist Satz 7 bewiesen.
Nun nehmen wir an, daB F, G, H ¢S und in F A G A H genau die Aussagen-
varablen 7T, T}, . . ., T,, vorkommen. Es gibt dann 2m+! Wahrheitsbewertungen
(€0s &1y - - - » &) VOn Ty, Ty, . . ., T,,, wobei wir g; = 0 bzw. 1 setzen, wenn 7'; als
wahr bzw. falsch bewertet wird. Den Wahrheitswert, den eine Formel F bei der
Bewertung (e, ¢, - . ., £,) annimmt, bezeichnen wir mit F (e, &, . . -, &), die Menge
aller Wahrheitsbewertungen (g, &y, . - -, €5), fir die F (e, &y, - - -, &) = W, bezeichnen
wir mit &,. Die Funktion ep. ist iiber jeder Restklasse S}, (¢, &, . - -, &,) konstant,.
Wir zeigen nun durch Induktion iiber den Aufbau der Formel #, daB fiir jede
Wahrheitsbewertung (g, &y, - - -» &) gilt

eH‘(S;;(SO’ [T Em)) =1 wenn H(Go, €1y + oy em) =w,

exs (SE (g €15 - - - En)) = 0 wenn H (g, &, . . -, €0) = f.
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Fir H= T, ist eg«(S}; (e, &1, - - -, €m)) =1 bzw. 0 wenn ¢, = 0 bzw. 1 ist, also
wenn H (g, &, . . ., &,) = w bzw. f ist.

Fir H=F AG ist egs = eps - egs und daher eg.(S} (g9, &, . - ., &) = 1 bzw. 0
wenn eps (S (g0, &1, - - -5 €m)) = € (S (€0, &1, - - -5 €m)) = 1 bzw. 0 ist.

Nun ist nach Induktionsvoraussetzung ez (S} (g0, &1, - - -, &) = 1 bzw. 0 wenn
F(ey, &, ..., 85) =w bzw. f ist. Dementsprechendes gilt fiir eg.. Daher ist
egs(Sh (€0, &1, - - - €m) =1 bzw. 0 wenn H (g, &y, . - ., &) = w bzw. f ist. Analog

geht man fiir H = — F vor, wobei man beachtet, dal eg+ =1 — eps ist. Da nun die

Zuordnung e} — I fiir alle F ¢ & eineindeutig ist, folgt unmittelbar Satz 8.

Um Satz 3 zu beweisen erinnern wir uns, dal u(SF (¢g, &, - - -, &) = 2771 ist.

Also ist fi(H) = u(H*) = X w(SE (egs - - s &) = 2-m-1- card €p.
en*(Sh(E, ... em) =1

Damit ist Satz 9 bewiesen. Um Satz 10 zu beweisen, bemerken wir, daB die

Mengen T&, TF, . . .. statistisch unabhingige Teilmengen von 9 sind und alle
das MaB { haben. Zum Beweis von Satz 14 bemerken wir, daB fir jedes Element

20

s =(s(0), s(1),...) €N nach Satz 6 gilt s(0) = } s(k)s(k® 0) = 2 (s(k))2.

E=0
Also ist s € I2,
Zwei Elemente s = (s(0 ..) und t=(t(0 . sind genau dann
statistisch una,bhan(rlg, wenn fur sAat=(h(0), R l),. ) gllt k(0) = s(0) - £(0).
Nun ist £2(0) = D) s(k)t(k) = s(0)¢t(0) + }' s(k)t(k), s und t sind also genau
k=0 k=1

dann statistisch unabhingig, wenn }' s(k) t(k) =
E=1

AbschlieBende Bemerkungen

Sei £2 irgend eine Menge von ,,Situationen* und (£, X, v) ein Wahrscheinlichkeits-
raum auf Q, dessen Wahrscheinlichkeitsalgebra (£2,, v) separabel ist. Weiters sei
& eine Menge sogenannter ,,Sitze‘ S, die bis auf Nullmengen gewissen mel3baren
Teilmengen S* von ©Q durch eine ,,semantische Funktion ¢ zugeordnet sind,
so daB durch die ,,Behauptung‘‘ von S kundgetan werden kann, da bis auf Wahr-
scheinlichkeit 0 eine Situation aus S* eingetreten ist.

Die Frage ob & die gleiche Ausdruckskraft wie die Satzmenge & hat, kann
positiv beantwortet werden. Bezeichnet namlich (%,, u) die MaBalgebra von I,
so kann man einen injektiven Booleschen Homomorphismus §: £, -~ %, finden,
sodaf fir jedes Element 4 € 2, gilt u((A4)) = »(4). Bezeichnet 1 die Abbildung
A: & - M, die jedem Satz S € & die Klasse [S*] aller meBbaren Teilmengen
von N zuordnet, die sich von S* nur um eine Nullmenge unterscheiden, so kann
man eine Abbildung «: & - &, finden, so daB das Diagramm

&—>0,

b

C"300-_——)(':')221
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kommutativ ist. Da 9, ~ N_ kann man nach Satz 11 das Bild von « sogar auf
{SIS = A=A Fymit Py ¢ @} beschrinken. (Die Einfihrung von R fiir
diese Uberlegung ist unwesentlich). Wir bemerken, daB diese Moglichkeit im
wesentlichen von der Regularitit des WahrscheinlichkeitsmaBes u auf dem
Modellraum 9% herrihrt.

In dieser Arbeit ist die Wahl der Gruppenverkniipfung ,,**‘ auf I eine Festlegung,
welche prinzipiell willkiirlich ist. Es ware ohne weiteres moglich, auf It andere
Gruppenverkniipfungen zu wihlen, sodall bis auf Satz 7 alle Sitze in analoge
Séatze tibergehen wiirden. Satz 7 besagt aber, dafl syntaktisch einfach strukturierte
Sitze S € &, auch einfach strukturierte Transformierte S haben. Diese Tatsache
dirfte die Wahl von ,,x‘‘ rechtfertigen und ,,** als eine dem Problemkreis am
besten angepafite Gruppenoperation auszeichnen.
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LOGISCHE KATEGORIEN*

Von Perr HAJEK, Heidelberg und Prag

§1 Einleitung

Die relative Widerspruchsfreiheit einer Theorie 7' in bezug auf eine andere
Theorie S wird meistens so bewiesen, dal man eine Abbildung m angibt, die jeder
T-Formel (in der Sprache von T formulierten Formel) ¢ eine S-Formel ¢™ zu-
ordnet, und zwar so, dall durch m die Beweisstruktur in einem bestimmten Sinne
beachtet wird. So ist z. B. durch jede relative Interpretation (im Sinne von Tarski,
8. [13]) eine solche Abbildung bestimmt. Eine Verallgemeinerung des Begriffes
der relativen Interpretation kann im Artikel [5] gefunden werden (vgl. auch [6]).
Eine andere wird in [16] betrachtet. Kreisel betrachtet in [9] Zusammenhdnge
zwischen verschiedenen Begriffen dieser Art. Hanf [7] und Pour-Elund Kripke [11]
untersuchen sog. rekursive Isomorphismen.

Da die Terminologie bis jetzt nicht eindeutig ist, sei dem Verfasser erlaubt, in
dieser Arbeit den Terminus ,,syntaktisches Modell** fiir eine beliebige verniinftige
Abbildung mit den oben angedeuteten Eigenschaften zu benutzen. I'ir eine
Definition miissen diese Eigenschaften selbstverstdndlich prézisiert werden. In der
vorliegenden Arbeit wird eine Konzeption der syntaktischen Modelle entwickelt
und mit dem Begriffsapparat der elementaren Kategorienlehre konfrontiert; es
scheint némlich, dal} die Bedingung, dall die zu untersuchenden Theorien zu-
sammen mit den syntaktischen Modellen eine Kategorie bilden, eine notwendige
Bedingung dafir ist, daB die gewahlte Definition des syntaktischen Modells wirk-
lich verniinftig ist. Liegt eine Definition des syntaktischen Modells vor und be-
stimmt sie eine Kategorie von Theorien und Modellen, so kann man fragen,
welche Begriffe iiber syntaktische Modelle innerhalb der Kategorienlehre definier-
bar sind und fiir welche von ihnen befriedigende kategorielle Sétze gelten. In der
Konfrontierung der Begriffe, die die Logik bietet, mit denen der Kategorienlehre
moge der Leser den Sinn dieser Arbeit sehen; wir werden also nicht danach
streben, die gesamte Logik innerhalb der Kategorienlehre aufzubauen.

Die ganze Arbeit (ausgenommen § 7) kann von zwei Standpunkten aus aufgefalit
werden: man kann sowohl unter Systemen von Axiomen nur (primitiv) rekursive
Systeme und unter Abbildungen nur (primitiv) rekursive Funktionen verstehen
und Existenzsitze konstruktiv auffassen als auch alles in den iblichen (mengen-
theoretischen) Rahmen einordnen. Dabei braucht der konstruktive Standpunkt
nicht genau prézisiert zu werden, weil wir nie behaupten werden, daf} ein Resultat
konstruktiv nicht beweisbar ist (vgl. [9]).

Die Arbeit des Verfassers an diesem Thema wurde durch die im Prager mengen-
theoretischen Seminar studierte Problematik veranlaBt, insbesondere die, die in

* Eingegangen am 22.5.1969.
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[15] enthalten ist. Der Verfasser ist den Herren Prof. G. Miiller, G. Kreisel, D. Scott
und P. Vopénka fiur ihr Interesse, sowie fiir wertvolle Diskussionen und Be-
merkungen sehr dankbar!.

§2 Syntaktische Modelle

Wir setzen voraus, dal} wir {iber eine Definition von Theorien mit den iiblichen
Eigenschaften verfiigen. Insbesondere wird definiert, was 7-Formeln (innerhalb
T formulierte Formeln) sind; mit jeder 7-Formel ist auch ihre Negation eine
T-Formel, mit zwei T-Formeln ist auch ihre Konjunktion eine 7-Formel usw.
Wenn es Quantoren gibt, dann bezeichnen wir fir jede 7-Formel ¢ mit (V) ihren
generellen Abschluf3; wenn es sich um ein System ohne Quantoren handelt, sei V
als leeres Symbol aufgefalit. Es sind logische Axiome und Deduktionsregeln defi-
niert; zu jeder Theorie 7' gehort eine Menge® von speziellen Axiomen. Eine end-
liche Folge von T-Formeln ist ein Beweis in 7', wenn jedes Glied der Folge ent-
weder ein logisches oder spezielles Axiom ist oder wenn es aus irgendwelchen
vorangehenden Gliedern der Folge gemafl den Deduktionsregeln unmittelbar folgt.
T — @ bedeutet, daBl @ in 7" beweisbar ist. Zwei Theorien 7', § sind gleich, falls
in den beiden dieselben Formeln beweisbar sind.

Wir werden uns insbesondere mit zwei konkreten Begriffen befassen: (1) mit dem
Begriff einer Theorie im (angewandten) Aussagenkalkiil (also: abzéhlbar viele
Aussagenvariablen, Junktoren &, — (u.a.), irgendeine Axiomatik des klassischen
Aussagenkalkiils) und (2) mit dem Begriff einer Theorie im Pradikatenkalkiil
erster Stufe (Objektvariablen, Pradikate, bzw. auch Funktionen u.a.; aussagen-
logische Junktoren; Quantoren; irgendeine Axiomatik des klassischen Pridikaten-
kalkiils). Alle weiteren Eigenschaften von Theorien, die wir benutzen, werden fiir
diese beiden Thecrienbegriffe erfiillt sein (Deduktionstheorem, Interpolations-
lemma); der Leser moge eine andere Definition von Theorien wihlen und fest-
stellen, ob fiir sie unsere Resultate gelten.

Auf Grund der oben erwiahnten Begriffe definieren wir:

Definition 1. Seien 7', S Theorien, m eine Abbildung, die jeder 7-Formel ¢ eine
S-Formel ¢™ zuordnet. Das Tripel m = {T', m, 8 ist ein syntaktisches Modell von
T in 8, wenn folgendes gilt: (1) m beachtet Aziome, d. h. fiir jedes Axiom ¢ (logi-
sches oder spezielles Axiom von T) ist S +— ¢™; (2) m beachtet Deduktionsregeln,
d.h. fiir jede Menge I" von T-Formeln und jede 7-Formel ¢, wenn ¢ aus I" un-
mittelbar folgt gemiB einer Deduktionsregel, dann S, I'™ — ¢™; (3) m beachtet die
Negation, d.h. fiir jede T-Formel @ ist S, (— @)™ = — V¥ (¢™).

I'™ bedeutet die Menge von Bildern der Elemente von I'. Man beachte, dal im
allgemeinen kein Zusammenhang zwischen freien Variablen von ¢ und von ¢m
besteht, nicht einmal zwischen der Anzahl der freien Variablen in den beiden

1 Uber die Resultate dieser Arbeit wurde am 6.2.1969 im Seminar von Herrn Prof. G. Miiller
in Heidelberg, sowie am 24.3.1969 wihrend der Tagung iiber Mathematische Logik in Ober-

wolfach berichtet.
* Der Leser moge sich entschlieBen, welche Mengen bzw. Funktionen er als existierend aner-

kennt.
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Formeln. ¢ iy ¢ bedeutet T', ¢ —y und T,y — ¢ (p und y sind deduktions-
gleich in T', z. B. ¢ Hp(Ve)).

Definition 2. Seien m, n zwei Modelle von 7" in S. m ist gleich n, wenn fur jede
T-Formel ¢ ¢™ 4 ¢ gilt.

Folgendes ergibt sich unmittelbar aus den Definitionen 1, 2:

Behauptung 1. (1) Ist m ein Modell von 7' in S und ist 7' — ¢, dann ist § — ¢™;
es gilt sogar: ist I" eine Menge von 7T-Formeln und ist 7', ' — @, dann ist
S, I'™ — ¢™. (2) Es sei S eine Theorie, T eine widerspruchsvolle Theorie (d.h., es
gibt eine T-Formel ¢ derart, daB 7 +— ¢ und 7' — — ¢). Gibt es ein Modell von
T in 8, dann ist auch § widerspruchsvoll.

Folgerung 1. (1) Sei m ein Modell von 7' in 8, sei ¢ Hyp y; dann ist g™ g yp™.
(2) Sei m = (T, m, 8) ein Modell und sei I" eine Menge von T-Formeln; wir be-
zeichnen die Theorie 7', I'mit T', und die Theorie S, I'™ mit S;. Dann ist {T';, m,S;)
ein Modell. (3) Seien 7', S Theorien. Gibt es ein Modell von 7' in S und ist S wider-
spruchsfrei, dann ist auch 7' widerspruchsfrei. (Fiir den Konstruktivisten ist dies
schwicher als Beh. 1 (2).)

Behauptung 2. (1) Sei Idp die identische Abbildung von 7-Formeln. Dann ist
(T, Idp, T ein Modell von 7' in T'; es wird mit Id, bezeichnet. (2) Seien m =
= (T, m,S8) und n={S,n, Uy Modelle, sei m » n die Komposition der Ab-
bildungen m, n. Dann ist (7', m x n, U ein Modell; es wird mit m % n bezeichnet.
m * Idg ist gleich m und Idg * n ist gleich n. (3) Sind ferner m’' = (T, m’, §)
und n’' = {8, n’, U) Modelle und sind m, m’ gleich und auch n, n’ gleich, dann
ist m x n gleich m’ x n'. (4) Ist m ein Modell von 7" in S, n ein Modell von Sin U
und p ein Modell von U in W, dann ist m * (n * p) gleich (m * n) * p.

Das einzige, was hier nicht offenbar ist, ist die Tatsache, dafl die Abblidung m * n
in (2) die Negation beachtet. Um es zu beweisen, brauchen wir das folgende
Lemma 1. Sei m = (T, m, §) ein Modell, ¢ eine T-Formel. Dann VY (Yg)™ g V (¢™)
Hg (Yo)™ Hg @™; sogar S — Y (V)™= (V™).

Beweis. Offenbar ist die erste Formel der dritten und die zweite der vierten deduk-
tionsgleich. Es geniigt also zu zeigen, daB die dritte der vierten deduktionsgleich
ist. Das folgt aber aus Yo —ip ¢ (Folgerung 1 (1)). Die zusitzliche Behauptung
folgt aus dem Deduktionstheorem, weil beide Formeln abgeschlossen sind.
Beweis der Behauptung 2. Wir wollen zeigen, dal m x n die Negation beachtet.
Sei ¢ eine T'-Formel. Dann 8, (— @)™ — — VY (¢™), also U, (— @)™* " [V (¢™) ]
(nach Beh. 1 (1)). Da n die Negation beachtet, ist U, [— V (¢™)]" — — V[V (¢™)]",
also U, (— ¢)™*" — = V[V (¢™]". Aus dem Lemma 1 folgt U — V (y") = V (Vy)*;
fiir g™ statt o haben wir U +— V(pm*")= V[V (¢™)]", also U — — V(pm*") =
= 1 VY[V(p™)]*. Daraus folgt U, (— @)"*"+— —V(¢m*"). Daraus folgt
U’ (_l (p)mtn — — V((pmtn)'

Lemma 2. (1) Sei m ein Modell von 7 in S. Fiir beliebige 7-Formeln ¢, ¢ gilt
(¢ & p)™ Hg g™ & p™. (2) Seien m, n Modelle von T in S. m, n sind genau dann
gleich, wenn fiir jede abgeschlossene 7'-Formel ¢ ¢™ g " gilt.

Beweis. (1) T,p &y +— ¢, also S, (p & p)™ — ¢™; genauso S, (¢ & p)™ — yp™,
also S, (p & p)™ +— ¢™ & y™. Umgekehrt ist T, ¢, p — (¢ & ), also S, ¢™, y™ —
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—(p &)™, d.h. 8, ™ & y™ — (¢ & p)™. (2) Die Bedingung ist notwendig. Gilt
umgekehrt g™ g @ fiir jede abgeschlossene 7'-Formel und ist ¢ eine beliebige
T-Formel, dannist (Vy)™ —g (Vy)",also ¥V (V)™ g YV (Vy)*, also ¥ (p™) g V (p7),
also ™ g y™.

Lemma 3. Sei m ein Modell von 7 in 8, sei n eine Abbildung von 7'-Formeln in
S-Formeln derart, daB fiir jede 7-Formel ¢ ¢™ —ig ¢ gilt; dann ist (7', n, S) = n
ein Modell von 7" in S.

Beweis. Man muB} nur zeigen, da n die Negation beachtet. Aus ¢™ g ¢ folgt
S —V(pm) = VY(¢g"), also S +— —V(¢p™)= — V(¢"). Daraus folgt 8, (— ¢)* —
=)™ S (me) = V() S (me) V(g

Behauptung 3. (1) Seien 7', S Theorien, m eine Abbildung von abgeschlossenen
T-Formeln in abgeschlossene §-Formeln derart, daB fiir beliebige abgeschlossene
T-Formeln ¢, y folgendes gilt: (a) wenn 7' — ¢, dann § — ¢™; (b) wenn 7' — — ¢,
dann S +— —(¢™); (c) wenn T —@ =1, dann § — g™ = p™; (d) (p & p)™
Hgs @™ & yp™. Definiert man fiir jede 7-Formel ¢ ¢* = (V)™ dann ist (T, n, §)
ein Modell von 7' in S. (2) Sei n ein Modell von 7"in S, sei ¢p™ = V(") fiir jede ab-
geschlossene 7'-Formel ¢. Dann erfiillt m die Bedingungen (a) bis (d) in (1) und
das durch m nach (1) bestimmte Modell ist gleich n.

Beweis. (1) n beachtet Axiome nach (a). Wenn ¢ aus ¢, . . ., ¢, unmittelbar folgt,
dann ist 7, (Vg, & ... & Vg,) — (Vp), also (wenn o (Yo, & ... & Ve,) ist)
T—(w&Ve)=y, also S+ (y & Vp)™= yp™ nach (c), Sy & (Vp)m= y™
nach (d). Es folgt 8, yp™ — (V)™ also 8, (Vg,)™ & ... —(Ye)™ nach (d) und
8, o™, . .. — @™ nach der Definition von m. m beachtet also Deduktionsregeln.
Um zu zeigen, dall m die Negation beachtet, mufl man S, (— ¢)™ — — (¢™)
zeigen (weil g™ abgeschlossen ist). Dazu geniuigt es zu zeigen, dafl S,(— ¢)™ & (™)
widerspruchsvoll ist, also daB3 S, (Y — ¢ & V@)™ widerspruchsvoll ist. Das ist aber
der Fall, weil T'+— —(V — @ & Yg), also nach (b) S+ (¥ —¢p & V)™
(2) (a) und (d) ist klar. Sei T — — @, dannist S — (— @), also § — — ¥ (¢™), also
8 — — (¢™). Damit ist (b) bewiesen. Sei T +— ¢ -, dann T, ¢ — 1y, also
8, " — y", was S — ¢™ — p™ ergibt, weil g™ abgeschlossen ist. Daraus folgt (c).
Wir haben ¢™ -4 ¢” fiir jede abgeschlossene Formel ¢, so dal das durch m be-
stimmte Modell gleich n ist.

Definition 3. Die Abbildung m aus (1) der Beh. 3 heilit eine abgeschlossene Basis
des durch sie bestimmten Modells.

Bemerkung. Nach (2) dieser Beh. gibt es zu jedem Modell eine abgeschlossene
Basis; genauer: zu jedem Modell n gibt es eine abgeschlossene Basis m derart, daf3
das durch m bestimmte Modell gleich n ist.

Definition 4. S ist stdrker als T, wenn jede in T beweisbare Formel in S beweisbar
ist. (Es folgt dann, daB jede 7'-Formel eine S-Formel ist.)

Lemma 4. (1) S ist starker als T genau dann, wenn (7', Idyp, §) ein Modell von T
in Sist. (2) T ist gleich S genau dann, wenn 7' stirker als S und S stérker als 7' ist.

Definition 5. Sei m ein Modell von T in S. m heif3t treu, wenn jede 7-Formel ¢
genau dannin 7' beweisbar ist, wenn g™ in § beweisbarist (also: 7' — @ < § — ¢™).
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m heilt wesentlich treu, wenn fiir jede Menge I" von T'-Formeln und jede 7'-Formel ¢
T,I'—¢@ =8, '™ — ¢m gilt.

Bemerkung. Den Begriff eines treuen Modells kann man in [3] finden; der Begriff
eines wesentlich treuen Modells scheint neu zu sein. Wir werden noch sehen, daf3
fiir die in [3] untersuchten Modelle (relative Interpretationen) die Begriffe der
Treue und der wesentlichen Treue iibereinstimmen, was aber im allgemeinen nicht
der Fall ist. Vom Gesichtspunkt der Widerspruchsfreiheitsfragen haben treue
Modelle eine groBe Bedeutung: wenn wir ein Modell m = (7', m, 8) konstruieren,
wissen wir, dal 7" widerspruchsfrei ist, falls S widerspruchsfrei ist. Ohne zu wissen,
daB m treu ist, kénnen wir aber nicht sicher sein, daBl m eigentlich mehr iber
Widerspruchsfreiheit sagt, als wir wissen: es ist ndmlich durchaus méglich, daB3
es eine in 7' nicht beweisbare Formel ¢ gibt derart, dal {(T', ¢), m, S) ein Modell
ist, also daB die Abbildung m die Widerspruchsfreileit von (7, ¢) in bezug auf §
liefert. Da uns sehr oft nicht nur eine Theorie 7T interessiert, sondern verschiedene
von ihren Erweiterungen (vgl. die Mengenlehre), ist es besonders wichtig, ob
Modelle, mit denen man arbeitet, nicht nur treu, sondern auch wesentlich treu sind.
Wir werden treue und wesentliche treue Modelle in den nachsten §§ untersuchen.
Definition 6. Sei m eine abgeschlossene Basis eines Modells von 7T in S. m heilit
homogen, wenn fir jede abgeschlossene T-Formel ¢ S — (— @)= — (p™) gilt.
Ein Modell heiBt homogen, wenn es eine homogene abgeschlossene Basis besitzt.
(Offenbar hingt die Homogenitét eines Modells nicht von der Wahl einer abge-
schlossenen Basis ab).

Lemma b. Sei n ein Modell von 7' in §. n ist homogen genau dann, wenn fiir jede
T-Formel ¢ folgendes gilt:

(*) S =V (Vo= V¥ (g").

Beweis. (1) Sei () angenommen, sei m eine abgeschlossene Basis fiir » und sei ¢
eine abgeschlossene Formel. Esist ¢ g ¢™, also Vg" g Y™, daraus § —Ver =
= g™ (weil g™ abgeschlossen ist) und § — — ¢™= — V¢". Analog ist (— ¢)* —
g (@)™, also S =Y (— @)= (—g)m; das gibt § i~ — ™= (—¢)™; n ist
homogen. (2) Sei umgekehrt n homogen; aus der Beh. 3 folgt, dal die dort defi-
nierte Abbildung m eine abgeschlossene Basis fiir n ist. Sei ¢ eine beliebige 7'-
Formel; dann ist (Vg) abgeschlossen und deswegen ist S — — (Yp)" = (= Vo)™
Nach der Definition von m ist S — — V (Vp)* = ¥V (— V¢)*; nach dem Lemma 1
ist aber S — VY (V)" = V(¢") und (x) folgt.

Bemerkung. Jede relative Interpretation ist ein homogenes Modell; beschrinkt
auf abgeschlossene Formeln ist sie ihre eigene abgeschlossene Basis und erfiillt
offenbar die Bedingungen (a) bis (d). Man sieht, daBl — nichtfinitistisch gesagt —
homogene Modelle genau allen Homomorphismen der Algebra der Aussagen von
T in die Algebra der Aussagen von S entsprechen.

§3 Verschiedenes aus der Kategorienlehre

Die Axiome und Begriffe der elementaren Kategorienlehre werden als bekannt
vorausgesetzt. Insbesondere benutzen wir die Begriffe eines Monomorphismus,
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Epi- Bi- und Isomorphismus, einer Koretraktion usw. (Siehe [10], wenn not-
wendig.) Ist das Endobjekt von m dem Anfangsobjekt von m gleich, wird die
Komposition von m, n mit m x n bezeichnet. Wie bekannt, gilt folgendes:

(a) Sind m, n Monomorphismen und ist m * n definiert, so ist m % n ein Mono-
morphismus. (b) Ist m * n ein Monomorphismus, so ist m ein Monomorphismus.
(¢) Sind m, n Epimorphismen und ist m * n definiert, so ist m * n ein Epimor-
phismus. (d) Ist m * n ein Epimorphismus, so ist n ein Epimorphismus.

Der Begriff eines pushouts hat eine grofle Bedeutung fir unsere Betrachtungen;
deswegen fithren wir hier die Definition an. Das Diagramm (D1) ist ein (zu m, n
zugehoriger) pushout, wenn dieses kommutiert und wenn fiir jedes kommutative
Diagramm (D2) es einen einzigen Morphismus I gibt derart, da3 (D3) kommutiert.
Die Beweise der folgenden Lemmata konnen teilweise in [10] gefunden werden;
alle sind aber ganz elementar und kénnen dem Leser als eine Ubung iiberlassen
werden.

m D m T
,An A ,?
(I | I 1" f
1N (D2) (D3)
m m —m -

(e) Ist (D1) ein pushout und (D2) auch, dann gibt es einen Isomorphismus I der-
art, daB (D3) kommutiert. (f) Sind in (D4) die Quadrate pushouts, dann ist auch
das groBe Rechteck ein pushout. (g) Ist (D1) ein pushout und ist m ein Epimor-
phismus, (eine Koretraktion; ein Isomorphismus), dann hat auch m dieselbe
Eigenschaft. (h) Ist in (D5) das Quadrat ein pushout und ist I ein Isomorphismus,

{“1
N & ! [\
‘ 1 ‘ (D4) "l m In (D5) n‘ m ‘n (D6)

dann ist (D 6) ein pushout. Analog fiir andere Ecken von (D1). (i) Ist (D1) kommu-
tativ, ist n ein Epimorphismus und # ein Isomorphismus, dann ist dieses Diagramm
ein pushout.

Fiir die Begriffe eines Funktors, eines vollen (reprisentativen; treuen) Funktors
und eines Aquivalenzfunktors siehe [10]. Sind K, K’ Kategorien, sagen wir, dafl
K’ drmer ist als K, wenn K’ eine Unterkategorie von K ist mit denselben Objekten.

/o

D

§4 Logische Kategorien

Aus der Beh. 2 folgt, daB die Theorien zusammen mit den Modellen (beziglich der
definierten Gleichheit) eine Kategorie bilden (Theorien sind Objekte, Modelle sind
Morphismen). Insbesondere bezeichnen wir mit K, die Kategorie der Theorien
und Modelle des Aussagenkalkiils und mit K; die Kategorie der Theorien und
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Modelle des Pradikatenkalkiils (vgl. den zweiten Absatz des § 2); mit K wird eize
beliebige Kategorie der Theorien und Modelle bezeichnet (K, oder K, oder eventuell
auch eine andere).

Behauptung 4. (61) Eine Theorie T' ist genau dann widerspruchsvoll, wenn sie ein
Nullobjekt von K ist, also wenn aus jeder Theorie § genau ein Morphismus in 7'
fithrt.

Beweis. (1) Sei T widerspruchsvoll, sei ¢ eine beliebige 7-Formel. Dann ist 7' — ¢
und fir jede 7-Formel g haben wir ¢ —p y. Wenn wir fiir jede S-Formel y y™ als
@ definieren, so bekommen wir ein Modell von § in 7'. Ist » ein Modell von S in T,
dann ist fiir jede S-Formel y ¢ i ¢, so dall n gleich m ist. (2) Sei T' ein Null-
objekt, sei S eine widerspruchsvolle Theorie. Dann gibt es ein Modell von S in 7T,
woraus folgt, daB3 7' widerspruchsvoll ist.

Behauptung 5. (¢0) Ist 7' widerspruchsvoll und ist m: T'— 8, dann ist m ein
Isomorphismus.

Beweis. S ist auch widerspruchsvoll, so dafl es ein Modell n: S — T gibt. m xn
ist ein Modell von 7" in 7', das — da 7' widerspruchsvoll ist — dem Modell Idp
gleich ist. Genauso ist n * m gleich Idg.

In K untersuchen wir die Gesamtheit aller Modelle (7', Idy, S) (vgl. Lemma 4).
Diese Modelle (und alle Modelle, die diesen gleich sind) bilden eine ausgesonderte
Klasse von Morphismen, die wir e-Morphismen nennen werden. Wir definieren also:

Definition 7. Ein Modell m : T'— § ist ein e-Morphismus, wenn jede T-Formel
eine S-Formel ist und fiir jede 7'-Formel ¢ ¢™ g @ ist.

Behauptung 6. Die Theorien zusammen mit den e-Morphismen bilden eine
Kategorie K¢, die drmer als K ist.

Bewers. Idy ist ein e-Morphismus fiir jede Theorie 7'; sind m, n e-Morphismen, so
ist auch m * n ein e-Morphismus.

Lemma 6. Ein Modell von 7' in § ist genau dann ein e-Morphismus, wenn es eine
abgeschlossene Basis # besitzt derart, dal fiir jede abgeschlossene T-Formel ¢
S @= " ist.

Wir werden in diesem Paragraphen voraussetzen, daBl jedes Modell, mit dem wir
arbeiten, abgeschlossene Formeln in abgeschlossene Formeln abbildet (das kann
man auf Grund der Beh. 3); dann ist die Restriktion auf abgeschlossene Formeln
eine dem Modell zugehorige abgeschlossene Basis, die wir mit demselben Buch-
staben bezeichnen wie das Modell.

Lemma 7. Ein Modell m : T — § ist genau dann ein Monomorphismus, wenn m
eine eineindeutige Abbildung ist in dem Sinne, daB} fiir beliebige 7'-Formeln ¢,
v @ H pp genau dann gilt, wenn g™ g p™ gilt.

Bewets. (1) Sei m eineindeutig, seien n,, n, Modelle von U in T, sei n, x m gleich
ny,*m. Sei ¢ eine U-Formel. Dann ist (™)™ g (¢™)™, also g™ Hip g™ ; n, ist
gleich n,. (2) Umgekehrt sei m ein Monomorphismus und seien ¢, y 7-Formeln
derart, daBB ¢™ g y™. Sei T, eine Theorie mit folgenden Eigenschaften: es gibt
eine T-Formel w, derart, dal w, in 7' unabhingig ist (weder beweisbar noch
widerlegbar) und daB jede 7'-Formel entweder beweisbar oder widerlegbar
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oder dquivalent w, oder dquivalent — w, ist®. Die Modelle n;, n, von 7T, in
T sind folgenderweise definiert: ist 7' — w = (wy v — w,), dann ist @™ = @n =
=(pVv =) ist T —ow=(0y& 7 w,y), dann ist o™ = w™ = (p & — ¢); ist
T—w= —wy dann ist o™ =™ = (p & —¢); ist 7T — w= w, dann ist
™ = @, o™ = y. n; und N, sind Modelle von 7'y in T' nach der Beh. 3. Offenbar
sind die Bedingungen (a) bis (c) erfiillt, es bleibt (d) zu verifizieren. Man hat zu
zeigen, dall (w; & wy)™ Hyp i & w}i (fir beliebige T-Formeln w;, w,) ist. Ist
eine der Formeln w,, w, entweder mit (wy v — w,) oder mit (wy & — w,) dquivalent
oder sind w;, w, einander dquivalent, so erfillen sie die Bedingung. Es bleibt also
der Fall, daB w, mit w, und w, mit — w, dquivalent ist. Dann ist (w; & wy)% =
={p& — ) und o} & 0 = 0¥ & (p & — @), so daB auch dann die Bedingung
erfiillt ist. n,, n, sind Modelle von Ty in 7. Offenbar ist n, * m gleich n, * m;
n, ist also gleich m, (nach der Voraussetzung, dall m ein Monomorphismus ist),
d.h. of Hp of:, also @ Hp p.

Lemma 8. Ein ¢-Morphismus m : T' — S ist genau dann ein Epimorphismus, wenn
m eine Abbildung auf alle S-Formeln ist in dem Sinne, daf es fiir jede S-Formel y
eine T-Formel ¢ gibt mit ¢ g ¢™.

Beweis. Wie iiblich zeigt man, dal} ein beliebiges Modell, das eine Abbildung auf
alle S-Formeln ist, ein Epimorphismus ist. Es sei also m : T' — § ein e-Morphismus
und dazu ein Epimorphismus. Jede 7-Formel ist eine S-Formel, die Sprache von
T ist also eine Untersprache der Sprache von §. Es sei .S; die Theorie, deren
Sprache aus der Sprache von S so entsteht, dal man jedes Symbol, das nicht in
der Sprache von 7' vorkommt, dupliziert, und deren Axiome aus den Axiomen
von S durch die evidente Duplikation entstehen. Zu jeder S-Formel  hat man
also ihr erstes und zweites Exemplar, wobei diese Exemplare iibereinstimmen
(graphisch gleich sind), wenn y eine T-Formel ist®. Die Abbildungen n,, n, bilden
jede S-Formel auf ihr erstes bzw. zweites Exemplar. Offenbar sind n, = {8, n,, 8;>
Modelle von S in 8, (3 = 1, 2) und m * n, ist gleich m * n,. Sei jetzt  eine (abge-
schlossene) S-Formel; da m,, n, gleich sein miissen, (m ist ein Epimorphismus!)
ist gt g, 92, also ) — y'= 2. Es gibt also eine endliche Menge I"von S-Formeln
derart, daB I, I"? — y'= y? (" sind die ersten, I'? die zweiten Exemplare der
Formeln in I'). Es folgt — (I & y') > (I'* > p?). Nach dem Craigschen Inter-
polationslemma (s. z. B. [2]) gibt es also eine Interpolationsformel w, die nur
gemeinsame Symbole der beiden Glieder der letzten Implikation enthélt und fiir
die — (/" & ) > o — ([ — y?) ist. Wenn man hier die ersten und zweiten Ex-
emplare der S-Formeln wieder identifiziert, bekommt man +— (I"& p)—>w— (> ),

 In K,: Die Theorie, deren Sprache eine einzige Aussagenvariable enthilt und die keine
speziellen Axiome hat. In K, : Die Theorie mit einem einzigen Pradikat P und mit dem speziellen
Axiom (V) P(x) = (3z) P(x). (Jede unabhingige Formel ist entweder P(x) oder — P ()
équivalent).

¢ Besteht z. B. die Sprache von 7 aus einem einzigen zweistelligen Priadikat P und die Sprache
von § aus P, @, wo @ ein einstelliges Pridikat ist, dann besteht die Sprache von 8, aus P, @,
@2, wo @', Q2 zwei verschiedene einstellige Priidikate sind. Von der Formel (32) (Q(x) &
& (Yy) P(x, y)) ist dann (Az) (@*(x) & (Y y) P(x, y)) das erste und (32) (@*(z) & Ay) P(x,y))
das zweite Exemplar.
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also I' — p= w; da aber I" eine Menge von S-Formeln ist, gilt § — yp= w, also
Y g w. Dabei ist @ eine 7'-Formel. m ist also eine Abbildung auf alle S-Formeln.

Bemerkung zur konstruktiven Auffassung. Die Gleichheit von zwei Modellen m,
n bedeutet die Existenz eines Algorithmus, der jeder Formel ¢ zwei Beweise zu-
ordnet: den von ¢”in S, ¢™ und den von ¢™ in 8, ¢™; wir nennen ihn einen Gleich-
heitsalgorithmus. ,,m ist ein Epimorphismus‘ bedeutet: es gibt einen Algorithmus,
der beliebigen Modellen m,, n, und einem beliebigen Gleichheitsalgorithmus fir
m x n, und m x n, einen Gleichheitsalgorithmus fiir n;, n, zuordnet. Unter der
Voraussetzung, daB ein e-Morphismus ein Epimorphismus ist, konnen wir zu jeder
S-Formel ¢ die ihr dquivalente 7-Formel o wirklich konstruieren, weil es kon-
struktive Beweise des Interpolationslemmas gibt.

Behauptung 7. (1) Zu jedem T gibt es einen ¢-Epimorphismus e: T — F, wo F
eine widerspruchsvolle Theorie ist.

Beweis. Sei ¢ eine T-Formel, sei F' die Theorie T, ¢, — ¢, sei e = (T, Idy, F).
F ist widerspruchsvoll und e ist ein ¢-Epimorphismus.

Behauptung 8. (¢2) Ist ein ¢-Morphismus ein Bimorphismus, so ist er ein Iso-
morphismus.

Beweis. Sei m: T — 8 ein ¢-Bimorphismus. Dann ist m eine eineindeutige Ab-
bildung von 7'-Formeln auf alle S-Formeln (im oben angefiihrten Sinne); zu jeder
abgeschlossenen S-Formel p kann also eine abgeschlossene T'-Formel y" gefunden
werden mit § +— y= y". Wir zeigen, daBl n Basis eines Modells von § in T ist.
Dazu zeigen wir zuerst, daB fiir eine beliebige 7'-Formel ¢ aus S — ¢ T' +— g folgt.
Aus 8§ +— ¢ folgt S8 — @™ (weil ¢™ Hg @), also g™ Hg (p v — ¢)™; da m einein-
deutig ist, muB ¢ —p @ v — @, also T' — @ sein. (a) Ist § — 9, dann S +— »", also
T —y* (b) Ist S — — 9, dann § — — (p") (aus S — p= y"), also T' — —(yp").
(¢) Ist 8 1y, = p,, dann S — pP= 9%, also T — yf= y§. (d) Esist S —y,=
=yt (i=1,2), also 8§ — 1y, & p,= 7 & y§; dabei ist § —(p; & y.) = (91 & )",
also S —(y, & )" = yT & y¥; es folgt T — (y; & p,)" = yT & y¥. n ist eine abge-
schlossene Basis; sei n das zugehdrige Modell. Wir zeigen, dafl m * n gleich Idy
und n x m gleich Id; ist. Fiir jede S-Formel y haben wir y g y". Sei ¢ eine T
Formel, dann ist g™ g @, also g™* ™ g @™, also ¢g™*" ip @. Sei p eine S-Formel,
dannisty gy, dabeiist " eine T-Formel, also ™ g y"* ™; es folgt p g " * ™.
Damit ist bewiesen, dafl m ein Isomorphismus ist.

Behauptung 9. (62) Ein Morphismus m : T — § ist genau dann trew, wenn fir
jedes kommutative Diagramm (D7) gilt: ist e ein e-Epimorphismus, so ist e ein
Tsomorphismus.

T

AN

m

Beweis. (1) Sei S — ¢™, sei T die Theorie (7T, ¢). Dann ist e = (T, Idy, T ein
e-Epimorphismus; wenn also die kategorielle Bedingung erfiillt ist, muf} e ein
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Isomorphismus sein, also eineindeutig. Daraus folgt: 7' — ¢ = ¢ Hp @V — P =>
=2 @ Hp@V . Also ist m treu. (2) Sei umgekehrt m treu, sei e gegeben.
Es geniigt zu zeigen, dall e ein Monomorphismus ist. Seien ¢, 9 7-Formeln,
fir die @ 7 y°, also ¢ g v ist. Dann ist 7' — (Vo) = (Vy), also 7' — (Vg) =
= (Yy))?; es folgt S — (V) = (Vy))** ™, und da e + m’ gleich m und m treu ist,
haben wir T' — (Y¢) = (Vy), also ¢ i y. e ist also ein Isomorphismus, d.h. die
kategorielle Bedingung ist erfillt.

Bebauptung 10. (¢3). (1) Zu jedem Morphismus m gibt es einem ¢-Epimorphismus
e und einen treuen Morphismus n derart, da m gleich e % n ist. (2) Sind e, €’
e-Epimorphismen, ist n treu und n’ beliebig und sind e * n, €’ x n’ gleich, dann
gibt es einen Epimorphismus p derart, daB e gleich ¢’ x p ist. (3) Ist m ein e-
Morphismus, e ein ¢-Epimorphismus, n treu und sind m, e * n gleich, dann ist n
ein Monomorphismus.

Beweis. Sei m : T — 8 beliebig. Erstens konstruieren wir eine Theorie 7' mit der-
selben Sprache wie 7', in der eine beliebige 7'-Formel ¢ genau dann beweisbar ist,
wenn § +— ¢™. Dazu sei fiir jede natiirliche Zahln > On x ¢ die Formel p & . . . & ¢
(n-mal); n X @ ist ein Axiom von 7' genau dann, wenn es einen Beweis von g™in S
der Linge n gibt. Damit ist die Axiomatik von 7' definiert und 7' hat offenbar die
gewiinschten Eigenschaften. (Wir haben hier einen Resultat von Craig benutzt,
vgl. [1]74.13.) Sei e das Modell {7, Idy, T; e ist ein e-Epimorphismus. Dabei ist
(T, m, S ein Modell, das mit n bezeichnet sei. Offenbar ist € * n gleich m und es
ist klar, dal m treu ist. Damit ist (1) bewiesen. Wir beweisen jetzt (3). Wenn m
ein e-Morphismus (von 7' in S), e: T — 1" ein e-Epimorphismus, n treu und m
gleich e % m ist, dann ist m gleich (7', Idyp, S) und wir haben 7" — ¢ genau dann,
wenn S +— ¢ (fir jede T-Formel ). Ist ¢ gy, dann ist § —(Yg)= (Vy), also
T — (Yo)= (Vy), also ¢ Hp p;nist eineindeutig und deshalb ein Monomorphis-
mus. Es bleibt (2) zu beweisen. Es seien e, €/, n, n’ Morphismen mit den oben
angefithrten Eigenschaften, sei e * n gleich m. e sei (7', Id;. T') und e’ sei
(T, Idyp, T""). € x n' ist gleich m und jede T""’-Formel ¢ ist einer 7-Formel in 7"’
deduktionsgleich. Ferner gilt: ist ¢ eine T-Formel und 1"’ +— ¢, dann 7" +— ¢. Es
ist ndmlich @ g @ wenn 7' +— @, dann § — @ * ", also S +— @™, also T — g.
Wenn nun p eine Abbildung ist, die jeder abgeschlossenen 7""'-Formel eine ihr in
T" aquivalente abgeschlossene 7T'-Formel zuordnet, so ist p abgeschlossene Basis
eines Modells von 7" in 7”. Wir verifizieren die Bedingungen (a) bis (d) aus der
Beh. 3. (a) Ist 7" — o, dann 7" +— y?, also T — y? (y? ist eine T-Formel).
(b) Ist T'+— —y, dann 77 — — (p?) (weil T" —y= y?), also T — — (p?).
(c) Ist 7" — yy=y,, dann T — yP = y¥, also 7" — yf = y%. (d) Wir haben
T — (yP & yB) = (y, & py) und auch T — (p; & )? = (y; & yy), also T
— (; & ,)P = (w? & y¥), wobei die letzte Aquivalenz eine 7'-Formel ist; es folgt
T — (p; & p,)? = (yP & yB). p ist eine Basis. Seip das durch p bestimmte Modell
von 7" in 7". e ist gleich €’ % p; wenn nimlich ¢ eine abgeschlossene T'-Formel ist,
dann ist 7" — (P"'E @, also T — (pe" ?= @, also 71" +— (p”" P= @; aus
T" — @ = @ folgt T — @° = @ * ?. Da e ein Epimorphismus ist und e gleich e’ p
ist, ist auch e’ ein Epimorphismus. Damit ist die Behauptung bewiesen.

12 Mathematische Logik (13, 3/4)
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Folgerung 2. Zu jedem e-Epimorphismus e: 7 — § gibt es e-Morphismen
e :T—T, e,: T— S derart, daB e gleich e, e, ist, 7' und 7' dieselbe Sprache
haben, e, ein Epimorphismus und e, ein Isomorphismus ist.

Beweis. Wenn man im vorangehenden Beweis (1), (3) statt m e, statt e e; und statt
n e, schreibt, so wei man sofort: 7' und 7' haben dieselbe Sprache, e, ist ein
e-Epimorphismus, e, ist ein Bimorphismus und e ist gleich e, * e,. Es geniigt zu
zeigen, daB} e, ein e-Morphismus ist. (Dann s. Beh. 8.) Das ist aber der Fall, weil
e gleich (T, Id;, S) und e, gleich (7', Idy, S, also gleich (T’, Idjz, 8) ist.
Behauptung 11. (¢4) Sei m: T — S ein beliebiger Morphismus und sei e : 7 — 7T
ein ¢-Epimorphismus. Dann gibt es einen Morphismus #: 7 — 8 und einen
e-Epimorphismus &: § — § derart, daB8 das Diagramm (D8) ein pushout ist.

-~
m___

el [é‘
08)

m m

‘ m ' Py
e e
(D9)

Beweis. Sei m = (T, m, 8), e = (T, Idp, T"y. Wir konnen nach der Folgerung 2
und nach § 3 (h) voraussetzen, daB 7 und 7' dieselbe Sprache haben. Weiter kénnen
wir voraussetzen, dafl m abgeschlossene Formeln in abgeschlossene Formel ab-
bildet. S ist folgenderweise definiert: sie hat dieselbe Sprache, wie S, und die
Axiome sind (a) alle Axiome von S und (b) die Formel ¢™ fiir jedes Axiom ¢ von 7.
e ist (S, Idg, S); offenbar ist e ein Epimorphismus. Ferner sei 7 = (7', m, S).
1 ist ein Modell von 7' in S nach der Beh. 1 (1). m * & ist gleich e = 11, weil ¢m*?
und @¢*# eine und dieselbe Formel ist (fiir jede 7-Formel ¢). Sei nun das Dia-
gramm (D9) kommutativ, sei p, = (S, p;, U). Wir zeigen, daB (S, p,;, U) ein
Modell ist. Es geniigt zu zeigen, daB fiir jedes Axiom ¢ von 8 U — y» ist. Sei
also @ ein Axiom von 7', dann ist g™ ein Axiom von S. Da m p, gleich e p, ist,
haben wir (¢p™)?: -y ¢? und aus 7' — ¢ folgt U 1— gP. (¢™)P ist also in U beweis-
bar und deswegen ist ¢ = (S, p;, U) ein Modell von S in U ; ferner ist € = ¢ gleich
P1- €x P, ist gleich m = p, gleich m = € » q gleich e x 11 * q; da e ein Epimorphis-
mus ist, folgt, dal p, gleich m * q ist. Ist § ein anderer Morphismus derart, da p,
gleich & * § und p, gleich 9 * § ist, dann ist & x q gleich € * §, und da & ein Epi-
morphismus ist, ist ¢ gleich §. Das Diagramm (D 8) ist also ein pushout.
Behauptung 12. (63) m : 7' — 8 ist wesentlich trew genau dann, wenn fir jeden
e-Epimorphismus e im damit bestimmten pushout (D8) m treu ist.

Beweis. (1) Sei die kategorielle Bedingung erfillt, sei I” eine Menge von 7-Formeln,
sei 7' die Theorie (7', I") und sei € = (T, Idy, T'). Dann ist e ein e-Epimorphismus;
wenn wir die Theorie S und die Morphismen 12, & wie oben definieren, so bilden
diese Morphismen einen pushout (D 8). Es folgt, daB m treu ist; m ist also wesent-
lich treu. (2) Sei m wesentlich treu, sei der pushout (D8) gegeben. Nach der Folge-
rung 2 und nach § 3 (h) konnen wir voraussetzen, daB T und 7' dieselbe Sprache
haben; dann ist 72 gleich (T’, m, S’) Nimmt man fir I" die Menge aller Axiome
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von 7', sieht man aus der Definition der wesentlichen Treue, daB 772 treu ist. Die
kategorielle Bedingung ist also erfiillt.

Behauptung 13. (¢5) Ein beliebiger Morphismus ist genau dann wesentlich treu,
wenn er ein Monomorphismus ist.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf} ein beliebiges Modell genau dann wesentlich
treu ist, wenn es eineindeutig ist (vgl. Lemma 7). (1) Sei m : T' - S wesentlich
treu; sei @™ g 9™ Dann ist S, p™ — 9™, also T, ¢ — v, genauso ist 7', y — ¢,
also @ Hp y; m ist eineindeutig. (2) Seim : T'— § eineindeutig, sei I" eine Menge
von T-Formeln, sei m= ((T',1I"), m, (S,1™)). Sei ¢ eine beliebige 7'-Formel und
sei 8, I'™ — ¢™. Is gibt eine endliche Untermenge von I, sagen wir ¢, ..., @,
derart, daBl S, ¢, .. ., ¢t — @™. Sei y die Konjunktion ¢, & ... & ¢,; es folgt,
dall 9™ g y™ & @™, also p iy p & @ ist; das heillt T, p — @, also T, I" — .

In der Analogie zur Beh. 12 definieren wir:

Definition 8. (64) m : T — S ist ein wesentlicher Monomorphismus, wenn fiir jeden
e-Epimorphismus e im zugehorigen pushout (D8) 17 ein Monomorphismus ist.
Definition 9. (Logische Kategorien.) Sei K eine Kategorie, K® eine Kategorie
drmer als K; die Morphismen von K¢ sollen ¢-Morphismen heiien. Statt ,,Null-
objekt* sagen wir — laut (01) — ,widerspruchsvolles Objekt (statt ,,Objekt‘
sagen wir auch ,,Theorie’’). Das Paar (K, K¢) ist eine logische Kategorie, wenn die
Axiome (£0) bis (¢5) erfiillt sind ; dabei sind die Begriffe ,,trew’* und wesentlich treu‘
durch (62) und (63) definiert. In jeder logischen Kategorie ist der Begriff eines
wesentlichen Monomorphismus durch (64) definiert.

Wir wollen jetzt bestimmte Sitze fiir beliebige logische Kategorien ableiten; sie
werden also auch fiir unsere Kategorien K,, K; gelten. Man kann die folgenden
Sitze fir die Kategorien K,, K, leicht auch ohne kategorielles Apparat beweisen;
es ist aber vielleicht vom bestimmten Interesse, daf} sie schon aus den Axiomen der
logischen Kategorien folgen. Ubrigens werden wir noch in K, K; ¢-Morphismen
auf eine andere Weise definieren; ferner werden wir cine algebraisch definierte
logische Kategorie untersuchen.

Satz 1. Ein Morphismus m : 7' — § ist genau dann treu, wenn folgendes fiir jeden
e-Epimorphismus e: T — T' gilt: ist im zugehorigen pushout (D8) & ein Mono-
morphismus, dann ist auch e ein Monomorphismus.

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend : Die Kommutativitdt von (D7) (wo e ein
Epimorphismus ist), bedeutet nach § 3 (i), daB (D10) ein Pushout ist, wo doppelter

n

— -

-7

e e e e
m | (010 7 mNg ©om e n (D12)

Pfeil Identitiat bedeutet. Die Identitit ist ein Monomorphismus, es muf} also e
ein Monomorphismus und nach (¢2) ein Isomorphismus sein. Die Bedingung ist
auch notwendig: ist m treu und ist in (D8) & ein Monomorphismus, so ist € ein
Isomorphismus nach (£2) (s. § 3 (g)) und (D11) ist kommutativ; e muf} also ein
Monomorphismus sein (s. (62)).

12+
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Satz 2. (1) Sind m: T — 8 und n: S — U treu, so ist auch m x n treu. (2) Ist
m x n treu, so ist m treu.

Beweis. (1) Sei e: T — T gegeben, e ein &-Epimorphismus; sei im pushout (D12)
€ ein Isomorphismus. Sind in (D13) die Quadrate pushouts (sie existieren nach
(e4)), dann ist auch das groBe Rechteck ein pushout und deswegen gibt es (s. § 3 (e))
einen Isomorphismus ¢ mit e, = e % i; e, ist also ein Monomorphismus, aus der

m
e X e, e
(D13 (D%)

m n

Treue von n folgt, dall e; ein Monomorphismus ist und aus der Treue von m folgt,
daB e ein Monomorphismus ist (nach dem Satz 1). (2) Ist (D7) kommutativ, so ist
(D14) kommutativ und aus der Treue von m % n folgt, daBl e ein Isomorphismus
ist.

Satz 3. (1) Jeder Monomorphismus ist treu. (2) Ist ein e-Morphismus treu, so ist
er ein Monomorphismus.

Beweis. (1) Ist e * 1 = m und ist m ein Monomorphismus, dann ist e ein Mono-
morphismus; ist dabei e ein g-Epimorphismus, dann ist e ein Isomorphismus.
(2) Sei e ein e-Morphismus, sei e treu. Nach (¢3) gibt es e-Morphismen ey, e, derart,
daB e, ein Epi-, €, ein Monomorphismus ist und e = e, x e,. Da m treu ist, muf e,
ein Isomorphismus sein. Dann ist e ein Monomorphismus.

Satz 4. m: T — 8 ist genau dann treu, wenn fir jedes kommutative Diagramm
(D7), wo e ein beliebiger e-Morphismus ist, € ein Monomorphismus ist.

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Ist in (D7) e ein ¢-Epimorphismus, so ist
es ein Isomorphismus, weil es nach der Bedingung ein Monomorphismus sein muf.
Umgekehrt sei m treu, sei (D7) kommutativ. Dann ist e treu (Satz 2) und deshalb
ein Monomorphismus (Satz 3).

Satz 5. Die folgenden drei Bedingungen sind dquivalent: (a) m ist ein Mono-
morphismus, (b) m ist wesentlich treu, (c) m ist ein wesentlicher Monomorphismus.
Bewseis. Die Aquivalenz von (a) und (b) ist durch (¢5) gesichert. (¢) = (a)ist evident.
Umgekehrt sei m ein Monomorphismus, sei (D 15) ein pushout; um zu zeigen, daf3
m ein wesentlicher Monomorphismus ist, geniigt es zu zeigen, daB 71 wesentlich
treu ist. Sei also e’ : T* — T2 ein ¢-Epimorphismus; wir betrachten (D16), wo die

T M
A o
e T' =
m (D 15) . (D16)
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Quadrate pushouts sind. Dann ist das groBe Rechteck ein pushout, e « €' ist ein
e-Epimorphismus und m ist wesentlich treu; deshalb ist i treu, also 1 wesentlich
treu, also ein Monomorphismus; m ist ein wesentlicher Monomorphismus.

Wir werden noch sehen, dafl es Morphismen geben kann, die keine Monomorphis-
men sind aber doch treu sind. Eine schwichere Folgerung 1aBt sich aber aus der
Treue doch ziehen:

Satz 6. Seimn : T — S treu, sei ny x m — 0y, * m; seie: U — U’ ein e-Epimorphis-
mus. Sei (D17) ein pushout fiir 7 = 1, 2. Dann ist e, ein Isomorphismus genau
dann, wenn e, ein Isomorphismus ist.

U’ Ti U’ sl .Sl
e ]e, e ’ei é"

(D17) (D18)
V=T T T

Beweis. Sei e; ein Isomorphismus, sei in (D18) fiir + = 1 das rechte Quadrat ein
pushout. Dann ist e, ein Isomorphismus (§ 3 (g)) und das groBe Rechteck ist ein
pushout zu e, n; x m. Genauso ist fiir + = 2 das grole Rechteck in (D18) ein
pushout (falls die Quadrate pushouts sind) und deshalb gibt es einen Isomorphis-
mus ¢ mit & =&, i (§3 (e)). €, ist also ein Isomorphismus und da m treu ist,
mul} nach dem Satz 1 e, auch ein Isomorphismus sein.

Bemerkung. Das hat fiir unsere Kategorien K, K; die folgende Bedeutung: ist
m: T — § und ¢ eine T-Formel, sagt man, dall ¢ in m gilt, wenn S — ¢™. Wie
sich der Leser leicht iberzeugen kann, besagt der Satz 6, dall wenn m treu ist
und n, * m, n, * m gleich sind, dann in n,, n, dieselben Formeln gelten. (Woraus
aber nicht folgt, dall m,, n, gleich sind).

Satz 7. (1) Ist m: T — S beliebig und ist 7' widerspruchsvoll, dann ist S wider-
spruchsvoll. (2) Ist m: T' > 8 treu, dann ist 7' genau dann widerspruchsvoll,
wenn S widerspruchsvoll ist.

Beweis. (1) Ist T widerspruchsvoll, dann ist m ein Isomorphismus nach (£0);
8 ist also einem Nullobjekt isomorph und deshalb selbst ein Nullobjekt. (2) Sei m
treu, sei S widerspruchsvoll. Sei nach (¢1) 7' ein widerspruchsvolles Objekt derart,
daB es einen ¢-Epimorphismus e: 7' — 7T gibt. Sei n: T'— S der eindeutig be-
stimmte Morphismus aus 7 in 8. Es ist m = e « n (weil S widerspruchsvoll ist),
e ist also ein Isomorphismus (weil m treu ist). Da aber 7' widerspruchsvoll ist,
ist auch 7' widerspruchsvoll.

Satz 8. (1) Wenn m: 7'— S und n: 8§ — U wesentlich treu sind, dann ist auch
m x n wesentlich treu. (2) Wenn m x n wesentlich treu ist, dann ist auch m
wesentlich treu.

Das gilt fiir Monomorphismen (§ 3 (a, b)), die genau alle wesentlich treue Modelle
darstellen.

Definition 10. Sei m ein Morphismus, e * m = m eine Zerlegung von m in einen
&-Epimorphismus und einen treuen Morphismus (nach (¢3)). Dann heit n das
Quasibild von m und e das duale Quasibild von m.
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Satz 9. Das Quasibild und das duale Quasibild ist bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt, d.h. sind n, n’ zwei Quasibilder von m, dann gibt es einen Isomor-
phismus ¢ mit n = @ x n’; sind e, e’ zwei duale Quasibilder von m, dann gibt es
einen Isomorphismus j mit e = €’ « j.

Beweis. Seien erstens e, €' duale Quasibilder, dann gibt es nach (¢3) 4, ¢’ mit
e =exi'unde = e xi=exi x1i Daeein Epimorphismus ist, folgt i’ * i = Id;
genauso ist i x ' Identitét, ¢ ist also ein Isomorphismus. Sind n, n’ die zu e, €’
zugehorigen Quasibilder von m, dann ist exn=e *n =exi xn’, also
n =1 *n', wobei i’ ein Isomorphismus ist.

Bemerkung. Das Quasibild braucht kein Monomorphismus zu sein.

Definition 11. (65) m : T'— § ist ein Homomorphismus, wenn fiir jeden e-Epi-
morphismus mit dem Anfang S das Quasibild von m * e ein Monomorphismus ist.
Behauptung 14. Ein Modell m: T — S ist genau dann homogen, wenn es ein
Homomorphismus ist.

Beweis. Erstens zeigen wir, dal das Quasibild jedes homogenen Modells ein Mono-
morphismus ist. Sei m homogen; wir kénnen voraussetzen, da die Restriktion
von m auf abgeschlossene Formeln eine abgeschlossene Basis ist; es gilt also
S — (— @)m= — (g™ fiir jede abgeschlossene 7-Formel ¢. Die Theorie 7' im
Beweis der Beh. 10 hat dieselbe Sprache wie 7' und das Quasibild von m ist
(T, m, 8y =mn; n ist also auch homogen. Dabei ist n treu. Es muB also gezeigt
werden, dafl ein homogenes treues Modell eineindeutig ist. Es seien ¢, ¢ abge-
schlossene T-Formeln, sei S — ¢" = p™,also S — — (¢ & = p") & — (p* & — ¢").
Aus der Homogenitit haben wir S +—[—(p& —y)& —(p & —@)]*, also
S +— (¢ = y) Daraus folgt T' — @ = y, weil n treu ist. — Jeder e-Morphismus ist
homogen und die Komposition von zwei homogenen Modellen ist homogen; ist
also im Produkt m x e e ein ¢-Epimorphismus, so ist m x e homogen und das
Quasibild von m * e ist ein Monomorphismus; m ist ein Homomorphismus. Sei
umgekehrt m ein Homomorphismus und sei ¢ eine abgeschlossene T'-Formel.
Wenn m abgeschlossene Formeln in abgeschlossene Formeln abbildet (was voraus-
gesetzt werden kann), so ist S — (— @)™ — — (¢™). Es bleibt also die Beweisbar-
keit der umgekehrten Implikation zu zeigen. Sei S die Theorie .S, — (™), = (—p)™,
sei e = (8, Idg, 8). e ist ein e-Epimorphismus. Sei n das Quasibild von m x e;
n ist ein Monomorphismus und deshalb wesentlich treu. Wir bezeichnen den
Anfang von n mit T. (n ist (T, m, S)). Sei & = (T, @), m, (S, g™). #t ist ein

o, p
75/\ » A
n S.p” e & e
/ (D19) (D 20)
T m s e 8§ m n

treues Modell (siehe D19); (S, ¢™) ist aber widerspruchsvoll und deshalb ist auch
(T, ¢) widerspruchsvoll (Satz 7), also T+ — ¢. Genauso zeigt man, dal
(T ,— @) widerspruchsvoll ist, also Ty — ¢. T ist also selbst widerspruchsvoll
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und deswegen ist auch S widerspruchsvoll. Da (— @)™ abgeschlossen ist, folgt
8, = (¢™) — (— @)™ Wir haben also § — (— @)™ = — (¢™) und m ist homogen.
Die folgenden Behauptungen kénnen fiir alle logischen Kategorien bewiesen werden :
Satz 10. (1) Jeder e-Morphismus ist ein Homomorphismus. (2) Sind m: T - 8
und n: § - U Homomorphismen, so ist auch m * n ein Homomorphismus.
Beweis. (1) folgt aus (£3). (2) Sei e, ein beliebiger e-Epimorphismus, dessen Anfang
mit dem Ende von n iibereinstimmt. Sei # das Quasibild von n x e,, sei e, das
zugehorige duale Quasibild. (s. (D20)). Sei 12 das Quasibild von m x e,, e das
zugehorige duale Quasibild. Dann ist das duflere Rechteck kommutativ, e ist ein
e-Epimorphismus und 7 * 2 ist ein Monomorphismus, also treu. 1 * it ist also
das Quasibild und e das duale Quasibild von m x n * e;; wir haben also gezeigt,
daBl das Quasibild von m * n * e; ein Monomorphismus ist. m * n ist ein Homo-
morphismus.

Satz 11. (1) Das Quasibild eines Homomorphismus ist ein Homomorphismus.
(2) Jeder Isomorphismus ist ein Homomorphismus.

Bewets. (1) Siehe (D21). n ist das Quasibild, e das duale Quasibild von m; e, ist
ein beliebiger ¢-Morphismus. # ist das Quasibild und e, das duale Quasibild von

y \
m
92// A m €y
7N

m & m
n x e,. Es folgt, daB 7 das Quasibild und e * e, das duale Quasibild von m x e,
sind; # muB also ein Monomorphismus sein. n ist ein Homomorphismus. (2) Sei
m: T — 8 ein Isomorphismus, e: S — U ein ¢-Epimorphismus. m~! und e be-
stimmen einen pushout, in dem der dem Morphismus m~! entsprechende Morphis-
mus ein Isomorphismus ist (s. § 3 (g)). Wir konnen ihn also mit 7~' bezeichnen
und haben das kommutative Diagramm (D22), wo 7% ein Isomorphismus ist.
1 ist also ein Monomorphismus, @ ist ein e-Epimorphismus; das bedeutet, daB 7
das Quasibild von m * e ist. Dieses Quasibild ist ein Monomorphismus, m ist
also ein Homomorphismus.
Satz 12, Ist m : T — S ein Homomorphismus und e : 7' - 7' ein e-Epimorphismus,
dann ist im zugehorigen pushout (D8) 7 ein Homomorphismus. (Jeder Homo-
morphismus ist ein wesentlicher Homomorphismus.)
Beweis. Siehe (D23). Das Quadrat ist ein pushout, e; ist ein e-Epimorphismus,
n ist das Quasibild und e, das duale Quasibild von 7 * e,. Dann ist n das Quasi-
bild und e x e, das duale Quasibild von m * & * e;, also ein Monomorphismus;
M ist ein Homomorphismus.
Satz 13. Ist m ein treuer Homomorphismus, so ist er wesentlich treu.
Beweis. Ist m treu, so ist m sein eigenes Quasibild, so mufl m ein Monomorphis-
mus und deshalb wesentlich treu sein.

e e é

o2n (D22)
m

(D23)
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§5 Beispiele
Wir kommentieren jetzt die im § 4 entwickelte Theorie mit einer Reihe von kon-

kreten Beispielen. Die Sdtze 2 und 8 dienen als ein Beweismittel dafiir, daB be-
stimmte Modelle (wesentlich) treu sind.

Beispiel 1. Das Gédelsche A-Modell. Das Modell ist durch eine relative Interpreta-
tion gegeben; es ist ein Modell von (G'B, V = L) in GB (s. [4]; GB ist die Godel-
Bernayssche Mengenlehre, vgl. auch [15]). Um zu zeigen, dal A wesentlich treu
ist, bezeichnen wir mit e den e-Morphismus aus GB in (GB, V = L) und unter-
suchen A x e. Nach [4] ist @B, V = L — (VX) L (X) (wo L bedeutet: X ist eine
konstruktible Klasse), woraus GB, V =L — ¢ = ¢4 fiir jede abgeschlossene
G B-Formel folgt. A * e ist also dem Modell Id g3, - 1) gleich, das offenbar wesent-
lich treu ist. Nach dem Satz 8 ist also auch A wesentlich treu.

Beispiel 2. Man zeigt leicht, dafl der e-Morphismus aus einer beliebigen Theorie 7'
in (7, 8), wo  eine Definition eines neuen Symbols (Pridikaten usw.) in 7' ist,
ein Isomorphismus und deshalb wesentlich treu ist. Komplizierter ist die Lage
mit der Formalisation des iiblichen Beweismittels ,,es gibt ein x mit y(«); sei also
a ein beliebiges aber festes x mit y (). Sei T' eine Theorie, sei T' — () y(x) wo x
die einzige freie Variable von y(x) ist, sei @ eine in der Sprache von 7' nicht vor-
kommende Konstante, sei 7' die Theorie (T, x(a)), sei schlieflich e der e-Morphis-
mus von T in 7. Um zu zeigen, daB e wesentlich treu ist, konstruieren wir zu e
das (rechtsseitige) Inverse, also ein Modell r mit e x r = Idy. Fiir jede 7-Formel
@@, xy, . .., x,)sei " die T-Formel y (;) = @ (21, g, - - ., Tpiq) (@ (T, Tps - - - Tpq)
bedeutet: statt jeder Variable z;, die in ¢ vorkommt — frei oder gebunden —
schreibe man w,,,; statt @ schreibe man ,). Man zeigt leicht, daB (7', r, T') ein
Modell ist (insbesondere ist (g(a))" = y(xy) - x(xl)); ist eine abgeschlossene 7'-
Formel, dann ist 7' +— @ = @', also e x r = Idy; e ist wesentlich treu. r ist treu
(T — y(@) > @@y &g ...) = T —g(@) > @@, 2, ...) = T—gla,z,...),
aber nicht notwendig wesentlich treu. Sei z. B. T' die Peanosche Arithmetik, y(x)
besage ,,xist gerade‘‘. Dannist » ein Model von 7', y(a)in T'; auch(T, z(a),(a <10)),
r, (T, (@ =< 10)7) ist ein Modell. Die Anfangstheorie dieses Modells ist wider-
spruchsfrei (angenommen, daf die Arithmetik widerspruchsfrei ist), aber (¢ = 10)”
ist ,x, ist gerade — z; < 10, was bedeutet, daB (7, (¢ = 10)7) widerspruchs-
voll ist. Deshalb ist » nicht wesentlich treu. Auf diese Weise zeigt man, daB fiir
die in [5] betrachteten parametrischen Modelle die wesentliche Treue aus der
(iiblichen) Treue nicht folgt.

In den zwei nichsten Beispielen betrachten wir die sog. booleschwertigen Modelle
(s. [12] oder [14], auch [15]), und zwar in zwei sehr dhnlichen, aber doch nicht
gleichen Fassungen. Wir benutzen hier die Schreibweise von Scott, schreiben also
[¢) g und nicht Fg (¢].

Beispiel 3. Sei ZF die Zermelo-Fraenkelsche Mengenlehre, ZF* sei ZF mit dem
Auswahlaxiom, ZFL sei ZF mit dem Godelschen Konstruktibilitdtsaxiom.
Supp (B, Z) sagt (s. [15]): B ist eine konstruktible, konstruktiv vollstandige
Boolesche Algebra und Z ist ein Ultrafilter auf B, der gegen alle konstruktiblen



Logische Kategorien 185

Durchschnitte abgeschlossen ist und die folgende Eigenschaft hat: fiir jede Menge
X von konstruktiblen Mengen gibt es eine konstruktible Funktion f mit X = 1" (Z)
Die Aussage (3 B, Z) Supp (B, Z) (kurz: (Sp)) ist das Supportaxiom von Vopénka.
Sei f(x) eine ZF-Formel mit ZF +— (f(x)= « ist eine vollstindige Boolesche
Algebra). Sei (ZFL, B (B)) die Erweiterung von ZFE durch §(B), wo B eine neue
Konstante ist. Sei I/ die Abbildung von ZF-Formeln in (ZFL, §(B))-Formeln, die
durch die Basis gegeben ist, die jeder abgeschlossenen ZF-Formel ¢ die Formel
(¢)5 = 15 zuordnet. Nach [12] und [14] beweist man, daf3 diesc Basis cin Modell
von (ZF, Sp) in (ZFL, §(B)) bestimmt; dieses Modell sei mit I bezeichnet. Wir
zeigen, daB V' wesentlich treu ist. Dazu bezeichnen wir (ZF*, Sp) mit ZF,, weiter
bezeichnen wir (ZFL, (B)) mit ZF, und (ZF*, Supp (B, Z)) (wo Z eine neue
Konstante ist) mit ZF;. Sei ¢ eine beliebige abgeschlossene ZF-Formel. Wir haben
die folgenden Modelle:

\«25, o7 A (0 24)

Nach [14] und [15]ist ZF; + yp — (3 B, Z) (Supp (B, Z) & (y)h = 1p), ZF; — p=
= [[w]l B¢ Z. Dabei bedeutet |I1p]] 5 den Booleschen @-Wert in B im Sinne des
konstruktiblen Universums; ¢"*4 ist ﬂ(p]] 5= 15. e ist der e-Morphismus von
ZF,, ¢ in ZF,, ¢"*4; nach dem Beispiel 2 ist e wesentlich treu. Wir behaupten
nicht, dafl (D24) kommutativ ist ; dennoch hilft es uns, die wesentliche Treue von
V zu beweisen. Sei v eine beliebige ZF-Formel. Wenn ZF, ¢”*4 +— 3" *4 ist, dann
ist ZF,, o"*4 — ()% € Z, also ZF,, ¢"*4 — . y ist eine ZF-Formel und e ist
treu, also ist ZFy, p — w; V ist also ein treues Modell von ZF,, ¢ in ZF,, " *4 und
deshalb ist V' ein treues Modell von ZFy, ¢ in ZF,, ¢”. Da hier ¢ eine beliebige
abgeschlossene ZF-Formel war, bedeutet es, daB3 V ein wesentlich treucs Modell
von ZF, in ZF, ist.

Beispiel 4. ZF, aus dem vorangehenden Beispiel hat ein treues Modell in ZF, das
durch die Basis I/ gegeben ist, die jeder abgeschlossenen ZF-Formel ¢ die Formel
(VB) (8(B) - [¢) g = 1) zuordnet. Der Beweis, daBl I ein treues Modell von ZF;
in ZFL ist, braucht eine unwesentliche Anderung des vorangehenden Beweises
und kann dem Leser als eine Ubung iiberlassen werden. Obgleich der Unterschied
so gering ist, ist V nicht wesentlich treu: sei z. B. y, dle Formel 2% = R,; wie
bekannt, ist ZFL — (3 B) ([y,)p = 1p). also ist ZF,, [y2)% = 15 widerspruchsfrei,
und deshalb ist auch ZF,, y, widerspruchsfrei. Dagegen ist ZFL, (y,)7 wider-
spruchsvoll; (y,)7 ist namlich (VB) (8(B) — [y g = 15), Was in ZF widerlegbar
ist, da ZFL — (3 B) (8(B) & [y)5 + 1p) ist. V/ ist also nicht wesentlich treu.

Bemerkungen. (1) Zu demselben Themenkreis gehoren verschiedene treue Modelle
zwischen der Mengenlehre 7'S und der Halbmengenlehre T'SS, die in [15] zu finden
sind. (2) Man bemerke, daB die Erwigungen des Beispiels 3 richtig bleiben, wenn
man allgemeiner statt f(x) eine ZF-Formel f, (x) nimmt, aus der nur in ZF folgt,
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daB} z eine vollstindige Boolesche Algebra ist, wobei ZFL — (3 B) (f,(B)) ist.
Z.B. kann (,(B) bedeuten: B ist eine atomlose total inhomogene vollstandige
Boolesche Algebra. Dann gilt, wie bekannt, in V als einem Modell von
ZF*, (A B, Z) (B,(B) & Supp (B, Z)) in ZFL, ,(B) das Axiom V = Df, wo Df die
Klasse aller definierbaren (ordinal-definable im Sinne von Myhill-Scott [17])
Mengen bezeichnet. Aus der Treue des Modells folgt, dal V' = Df aus dem Axiom
(3B, Z) (B,(B) & Supp (B, Z)) in ZF* beweisbar ist.

Beispiel 5. Die in der FuBlnote 3 auf der Seite 175 definierte Theorie hat 9 Modelle
in sich selber, darunter 4 Homomorphismen. Sie sind eindeutig durch die Bilder
von p, — p gegeben, s. (D25) (w bezeichnet (p v — p), f bezeichnet (p & — p)).

1 2 3 4 5§ 6 7 8 9

P p P 9 9 w f f f f

Pl 9 f P F f P 9w f
Hom | + — 4+ — + — - + (D 25)

Beispiel 6. Allgemeiner kann zu jeder endlichen Booleschen Algebra eine ent-
scheidbare Theorie 4, im Aussagenkalkiil gefunden werden, in der es einander
deduktionsungleiche Formeln ¢, gibt, die in einer eineindeutigen Korrespondenz
zu den Elementen von B stehen, wobei jede A p-Formel genau einer Formel ¢,
dquivalent ist. Es gentigt die Elemente von B als Aussagenvariablen aufzufassen;
diese Variablen bilden die Sprache von 4 p. Axiome: (1) a &b=c, wennaarb=c
(in B); —ma=c¢, wenn —a=c (in B). Wenn ¢ < b, dann aAb=a, also
Ag—a&b=a, also Ap,a —b. Wenn a < b, dann hat (4p, a, — b eine wider-
spruchsvolle Vervollstindigung A%, die als Axiome auBler den Axiomen von Ap
alle ¢ mit @ < ¢ (in B) und alle — ¢ fir ¢ < ¢ (in B) hat; es folgt A, a H— b. Ist
also Ap,a —b,s0ista < bin B.

Auf Grund dieser Theorien zeigen wir leicht, dafl die Bedingung aus (65) nicht
durch die einfachere Bedingung ersetzt werden kann, die sagt, dal} das Quasibild
von m ein Monomorphismus ist: es gibt Nichthomomorphismen, deren Quasibild
ein Monomorphismus ist. Wir finden einen Nichthomomorphismus, der selbst ein
Monomorphismus ist. Sei 4, bzw. 4, die der endlichen Algebra B, bzw. B; mit
genau zwei bzw. genau drei Atomen entsprechende Theorie (s. (D26), (D27)).
Durch die in (D28) gegebene Abbildung von B, in B, ist ein Modell von 4, in 4,

7
, a
—c -
a ¢ 0 a ¢
0 (D 26) (D27) (D 28)
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definiert: Ist A, — @, soist ™ = 1;ist 4, — @=d, so ist ™ = a usw. Man zeigt
leicht nach der Beh. 3, da8 m ein Modell von 4, in A4, ist. m ist eineindeutig, also
ein Monomorphismus. Dabei ist 43 H— (—d)*= — (d™), m ist also kein Homo-
morphismus.

§6 Aquivalenz des Aussagen- und Priadikatenkalkiils

Genauer gesagt, wollen wir die folgende Behauptung beweisen:

Behauptung 15. Sei K, = (K, K8) die logische Kategorie der Theorien und
Modelle des Aussagenkalkiils, K; = (K;, K§) die logische Kategorie der Theorien
und Modelle des Pradikatenkalkiils. (Vgl. Anfang des §4; e-Morphismen sind in
der Def. 7 definiert). Dann gibt es einen Funktor 27 : K, — K, der voll, reprisen-
tativ und treu, also eine Aquivalenz ist; dariiber hinaus ist ein Morphismus m
von K; genau dann ein ¢-Morphismus, wenn o7 (m) ein e-Morphismus ist.

Um die Behauptung zu beweisen, definieren wir zuerst die Werte von 7 fir K;-
Objekte. Sei 7' eine Theorie aus K, ; wir ordnen ein fiir allemal jeder abgeschlossenen
Formel ¢ des Pridikatenkalkiils eineindeutig eine Aussagenvariable p, zu. Die
Gesamtheit aller p, fir alle abgeschlossenen T-Formeln bildet die Sprache von
&/ (T). Die Axiome von 7 (T): (1) pp & Py = Pp&y» (2) P_p= — P, (fiir beliebige
abgeschlossene T-Formeln ¢, ), (3) n xp, falls es in 7' zu ¢ einen Beweis der
Léange n gibt.

(a) Fiir jede o7 (T')-Formel a gibt es eine Aussagenvariable p mit o/ (7T') — a = p.
In der Tat kann p auf Grund von (1), (2) gefunden werden. Das so gefundene p
heile der Reprisentant von a.

(b) T — @ genau dann, wenn &7 (T) — p,. Die Implikation = ist klar auf Grund
von (3). Ist umgekehrt a,, . . ., a, ein Beweis von p, in o7 (T) (also a,, ist p,) und
sind p,,, . . ., p,, die Reprisentantenvon a,, .. ., a,, danngilt fiir jedes ¢ (1 = ¢ = n):
entweder ist @; eine aussagenlogische Tautologie (wenn a, cin Axiom des Aus-
sagenkalkiils ist), oder es ist @; = n Xy fiir eine T-Formel 9, zu der es in T einen
Beweis der Linge n gibt, oder es ist ;= (p; > ¢y) fiir §, &£ > ¢ (aussagenlogisch
beweisbare Aquivalenz). Es folgt induktiv, daB 7' — ¢;, also T' — ¢.

(¢) Ist Ty, + T, dann ist o7 (T,) + (T,). Entweder sind nidmlich die
Sprachen von T, T, und deshalb auch die Sprachen von o/ (T)), &/ (T,) ver-
schieden, oder sie sind gleich, und es gibt eine abgeschlossene Formel ¢, die in
einer der Theorien T, T', beweisbar und in der anderen nicht beweisbar ist; das-
selbe gilt dann fiir p, und &7 (T,), o (T'3) (s. (b)); es ist o (T4) == o7 (T'y).

(d) T, y — ¢ genau dann, wenn &7 (T), p, — p,. Das folgt aus (b) auf Grund des
Deduktionstheorems.

Jetzt definieren wir 7 (m) fir m: T — S (m, T, S in K;). Fir jede Aussagen-
variable p, sei (p,)¥™ = p,m; fiir eine nichtatomare .2/ (T)-Formel a sei a®(™
gleich dem Bild des Reprisentanten von a.

(e) A(m) = (o (T), o (m), Z(8)) ist ein Modell von o (T) in &/ (8). Nach (b),
(d) und der Beb. 3 in § 2.
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(f) Ist m ein e-Morphismus, so ist auch 7 (m) ein e-Morphismus. Evident; daraus
(g) « (Idyp) = Id (7). Sogar

(h) Ist «/(m) ein e-Morphismus, dann ist m ein e-Morphismus. Weil aus
(Pe)? ™ = _4(5) P, nach (d) fiir jede abgeschlossene Formel g™ =g ¢ folgt.

o (m x n) = of (m) * o/ (n). Ist ndmlich p, der Reprisentant von a, dann
a¥(msn) — (pq’)ﬂ(m*n) = Pymen = (p¢m).ﬂ(n) — (pq)).ﬂ(m)md(n) — aﬂ(m)».!zf(n).

() Ist m,n: T — S und m & n, dann ist &7 (m) & & (n). Gibt es namlich eine ab-
geschlossene 7'-Formel ¢ mit S {— ¢™ = ", dann ist &7 (S) = (p,)¥ ™ = (p,)¥ ™
nach (d).

(k) Ist m: o/ (T) - 7 (8S), dann gibt es ein n: 7' — § mit o7 (n) = m. Fir jede
abgeschlossene T-Formel ¢ sei g™ die S-Formel y, fiir die p, der Reprisentant
von (p,)™ ist. Auf Grund von (b), (d) und der Beh. 3 zeigt man, dall » eine abge-
schlossene Basis ist; &7 (n) = m ist klar.

Zusammenzufassend : & ist ein Funktor (e, g, ¢), £ ist treu (j), eine Einbettung (c)
und voll (k). Nach (f), (h) ist o/ eine eineindeutige Korrespondenz zwischen
e-Morphismen. Es bleibt zu zeigen, dal} .o/ reprisentativ ist. Zuerst beweisen wir
aber ein Lemma, das wir auch spater benutzen werden.

Lemma 9. Sei m = (4, m, B) ein Modell in K,, sei m ein Monomorphismus und
sei m eine Abbildung auf alle B-Formeln (im hier benutzten Sinne). Dann ist m
ein Isomorphismus.

Der Beweis ist eine Modifikation des Beweises der Beh. 8 und entspricht dem
iiblichen Beweis aus der Theorie der Booleschen Algebren, dal ein Ordnungs-
isomorphismus ein Isomorphismus im Sinne der Booleschen Algebren ist. Wenn
man iiber abgeschlossene Basen spricht, kann man den Beweis auch fir K, fithren.
Zu jeder B-Formel b finden wir eine 4-Formel @ mit B +— a™= b; a sei b». Dann
ist 4 —a= (@)" und B +— b= (b")™ fir jede A-Formel a und jede B-Formel b.
Ist also n = (B, n, A) ein Modell, so ist es ein zweiseitiges Inverses zu m und m
ist ein Isomorphismus. Wir zeigen, dafl n ein Modell ist, auf Grund der Beh. 3.
Ist B — b, dannist A — b”, weil m treu ist. Ist B +— b'= b2, dannist 4 — 07 = b3,
weil m eineindeutig ist. Aus B +— (b; & b,)"* ™ =b, & by, B—b/*"=b, (¢ = 1, 2)
und aus der wesentlichen Treue von m folgt 4 +— (b, & by)" — b (i = 1, 2) und
A, 02,08 +— (b & by)], also A +— (b & by)"=02 & 0% Um A, (—b)* — — (b") zu
beweisen, zeigen wir B +— (—a)™= — (a™) (*) fir jede A-Formel a. Es ist
B — (—a)™— — (a™) und es gibt ein @, mit B  a,™= — (a™). Dabei ist sowohl
(@ & —a)™ als auch a™ & o widerspruchsvoll in B, also B+ (¢ & —a)"=
= (a&a,)", daraus 4 —(a & —a) = (a &a,),als0 4 —a, —a, also B+ —(a™)—>(—a)™
(*) ist bewiesen. Sei b eine B-Formel, sei " = a, (— b)* = a,. Dannist B + a,, = b,
B —afP= —b, also nach (¥*) B+ (—a)"= —b;esfolgt 4 — (b= — (b").
n ist ein Modell.

Jetzt setzen wir den Bewets der Beh. 15 fort. Sei A eine beliebige Theorie aus K,
Py, Do, - - - eine Folge aller Aussagenvariablen in der Sprache von 4. (Wir konnen
voraussetzen, dafl diese Sprache unendlich ist; wére sie endlich, so fiigen wir un-
endlich viele neue Variablen ¢; zu und zu jeder diesen Variablen das Axiom g,.
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So entsteht eine zu 4 isomorphe Theorie). Wir suchen eine Theorie T aus K, der-
art, daBl 4 und &7 (7) isomorph sind. Dazu benutzen wir eine Theorie von Hanf [7].
Die Sprache von H: Gleichheitspridikat =, eine einstellige Operation ’ und eine
Konstante 0. Axiome von H: (1) Gleichheitsaxiome, (2) 2’ =y’ -z =y, (3) x’ & 0.
Wir definieren neue einstellige Operationen + n fiir jede natiirliche Zahl » durch
z+0=2,2+ (n+1)= (x+ n). Ferner definieren wir fiir jedes k> 0 einen
einstelligen Priadikat Z(® (z) (x gehort zu einem Zirkel der Linge k) durch

Z®) (x) = (I: /\i x40+ x) & x 4+ k = x und einen zweistelligen Pridikat =~y
durch z ~, y= iVO (x + ¢ = y). Die Formel Z®) () & Z® (y) & x 4, y bedeutet,
daB @, y zu verschiedenen Zirkeln der Liange k gehoren. Nach Hanf ist jede abge-
schlossene Formel der eben beschriebenen Theorie H einem Booleschen Ausdruck
aus den Aussagen ¢, dquivalent, die besagen, dal es mindestens & verschicdene
Zirkel der Léange k gibt. Wir figen zu H fir jedes k das Axiom gy, also (4)
Z® () & Z®) (y) - x ~, y fiir jedes k. So entsteht die Theorie Hy; sei ¢, die Aus-
sage (3x) Z® (). Jede abgeschlossene H,-Formel ist in H, einem Booleschen
Ausdruck aus den Formeln ¢, dquivalent, wobei jede clementare Konjunktion
aus der Formeln ¢, in H, widerspruchsfrei ist. H, ist entscheidbar und wider-
spruchsfrei. (Der Leser kann als eine leichte Ubung eine primitiv rekursive
,»Quantorenelimination‘* finden, die zu jeder Hy-Formel den zu ¢ in H, dquivalen-
ten Booleschen Ausdruck aussucht).

Jetzt kehren wir zuriick zu unserer Theorie 4 und definieren eine Abbildung ¢,
die jeder Aussagenvariablen p, in der Sprache von 4 die Formel ¢, zuordnet und
die die aussagenlogischen Junktoren erhilt. Unsere Theorie T hat die Sprache
von H, und auBler der Axiome von H, noch (5) a fir jedes Axiom @ von 4.

Wir zeigen: (a®) Zu jeder abgeschlossenen 7T'-Formel ¢ gibt es eine 4-Formel a
mit T +— = a'. Weil jede abgeschlossene T-Formel einem Booleschen Ausdruck
aus den @, in 7' dquivalent ist.

(b¥#) 1— @ (beweisbar im Aussagenkalkiil) genau dann, wenn H, +— a'. Die Impli-
kation = ist offenbar. Sei also H, — a‘. Es geniigt zu zeigen, daBl die Voraus-
setzung H—a zum Widerspruch fithrt. (Fiir den Konstruktivisten: — a oder non
H-a). Wenn {a und p;, . . ., p, die Aussagenvariablen sind, die in @ vorkommen,
dann gibt es eine elementare Konjunktion K von py, ..., p, mit K — —a. Es
folgt Hy, Kt +— — (at), also H, — — (K1), was aber nicht wahr ist, weil K* eine
elementare Konjunktion der ¢,-Aussagen ist.

Aus dem Deduktionstheorem folgt (%) 4 +— a genau dann, wenn 7' — at. Jetzt
betrachten wir </ (7).

Sei am = p,, fiir jede A-Formel a. Aus (a), (b), (d), (ab), (b*#), (d*) und daraus,
daB m die aussagenlogischen Junktoren erhalt, folgt, dal m = (4, m, &/ (T)) ein
wesentlich treues Modell von 4 in &7 (T') ist und daB m eine Abbildung auf alle
</ (T')-Formeln ist. Nach dem Lemma 9 ist m ein Isomorphismus. Damit ist die
Behauptung 15 vollstandig bewiesen.
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Diese Behauptung ermdglicht alle ,,verniinftigen‘“ kategoriell formulierten Sétze,
die wir iiber eine der Kategorien K,, K; beweisen, auf die andere zu iibertragen.
Insbesondere zeigen wir:

Behauptung 16. Sowohl in K, als auch in K, gilt: Jeder Homomorphismus, der
ein Bimorphismus ist, ist ein Isomorphismus.

Es geniigt den Beweis nur fir K, zu geben. (Man merke, daf die kategoriell
formulierbare Eigenschaft, ein Homomorphismus zu sein, durch 7 beiderseitig
erhalten wird.) Nach dem Lemma 9 geniigt es zu zeigen, daf} in K, jeder Homo-
Epimorphismus eine Abbildung auf alle Formeln ist. Sei m: 4 — B. Ohne die
Allgemeinheit einzuschrdnken kénnen wir voraussetzen, dal die Theorie B die
Eigenschaft (a) hat, daB es also zu jeder B-Formel b eine Aussagenvariable p gibt
mit B — b= p. Ein solches p sei mit p, bezeichnet. Der Beweis ist ietzt ganz
analog dem des Lemmas 8 und benutzt das Interpolationslemma fiir den Aus-
sagenkalkiil. (Man vergesse nicht, dall ,,Homomorphismus‘‘ dasselbe bedeutet
wie ,,homogen‘.) Sei C die Theorie, die jede Aussagenvariable p von B in zwei
Exemplaren p', p? enthilt, und mit folgenden Axiomen: (1) Zu jedem Axiom b
und B seine beiden Exemplare b, b2, (2) zu jeder A-Formel ¢ die Formel
(pgm)t = (pgm)?. Die Modelle n; von B in C bilden jede Formel auf ihr i-tes Ex-
emplar ab. Es ist m * n, = m * n,, also n, = n,. Ist also ¢ eine beliebige Aussagen-
variable von B, stellen wir wie im Beweis des Lemmas 9 fest, daB es eine Formel o
gibt, die nur Aussagenvariablen der Form p,» enthilt und die in B mit ¢ dqui-
valent ist. Da m ein Homomorphismus ist, folgt, dafl ¢ in B einer Formel a™
(a A-Formel) dquivalent ist.

Satz 14. Es sei K eine logische Kategorie, in der jeder Homo-Bimorphismus ein
Isomorphismus ist. Dann gibt es zu jedem Homo-Epimorphismus 7 einen ¢-Epi-
morphismus e und einen Isomorphismus ¢ mit 1 = e * 7.

Beweis. Wir zeigen, da das Quasibild i von m ein Isomorphismus ist.  ist ein
Monomorphismus (Def. 11); falls m ein Epimorphismus ist, so ist es auch 4. 1 ist
also ein Bimorphismus und deshalb ein Isomorphismus.

Wir sehen, dafl die Homomorphismen dhnliche Eigenschaften wie die e-Morphismen
haben. Es gilt der folgende

Satz 15. Sei K = (K, K¢) eine logische Kategorie, in der jeder Homo-Bimorphismus
ein Isomorphismus ist. Sei K* die Kategorie drmer als K, deren Morphismen genau
alle Homomorphismen von K sind. Dann ist K = (K, K?) eine logische Kategorie,
in der jeder Homomorphismus ein ¢-Morphismus ist. Dartiber hinaus ist jeder
Morphismus m genau dann im Sinne von K (wesentlich) treu, wenn er im Sinne
von K (wesentlich) treu ist.

Beweis. K ist eine Kategorie und ist drmer als K nach Satz 10. (¢0) sagt nichts
iiber e-Morphismen aus, daher gilt es fiir K. (¢1) folgt daraus, daB jeder e-Morphis-
mus ein Homomorphismus ist. (¢2) gilt nach der Voraussetzung. Aus dem Satz 14
folgt, daB m treu in K genau dann, wenn in K ist. (£3): (1) gilt, weil jeder e-Mor-
phismus ein Homomorphismus ist. (2) folgt aus dem Satz 14. (3) folgt aus der
Definition der Homomorphismen. (¢4) folgt aus dem Satz 14 und aus §3 (h).
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Daraus und wieder aus dem Satz 14 folgt, daB m wesentlich treu in K ist genau
dann, wenn es in K ist. Dann folgt (¢5) automatisch aus (¢5) fiir K. Aus der Defini-
tion des Homomorphismus und aus dem Satz 14 folgt, daB in K jeder Homo-
morphismus ein ¢-Morphismus ist.

§7 Die Kategorie der Booleschen Algebren und Subhomomorphismen

Der Leser hat schon sicher gemerkt, dall uns an einer Theoric — mindestens vom
nichtfinitistischen Standpunkt aus gesehen — die Algebra der (Aquivalenzklassen
der) abgeschlossenen Formeln interessiert und daf die Modelle bestimmten verall-
gemeinerten Homomorphismen der Booleschen Algebren entsprechen. Jetzt
wollen wir uns also kurz mit der algebraischen Seite der Sache befassen und ein
algebraisches Beispiel einer logischen Kategorie geben. Dazu akzeptieren wir in
diesem § die tibliche Mengenlehre.

Definition 12. Seien B,, B, Boolesche Algebren, f eine Abbildung von B, in B,.
f heilt ein Subhomomorphismus, wenn (a) f(1;) = 1,, (b) f(0;) = 0y, (¢) f(a A, b) =
= f(a) n, f(b) fiir alle a, b € B,.

Lemma 10. Seif : B; — B,ein Subhomomorphismus;dann (a)a =<, b = f(a) =, f(b)
(b) f(—1a) =5 —» f(a).

Beweis. a < b=>anb=a=f(a)r,[(b)=f(b)=f(a) <,f(b); (b) an—a=
=0,=>fl@)rpf(—1a) =0y= f(—a) =, —5 f(a)

Definition 13. Eine Boolesche Halbgruppe ist eine Halbgruppe A4 mit einem Eins-
element, einem Nullelement und lauter idempotenten Elementen. Ist B cine
Boolesche Algebra, so ist die B zugehdrige Boolesche Halbgruppe die Struktur, die
aus B entsteht, indem man die Komplementoperation ,,vergilt*.

Es ist klar, daB jeder Subhomomorphismus f : B; — B, ein Homomorphismus der
zugehorigen Booleschen Halbgruppe ist und deshalb eine Kongruenz auf B, in
bezug auf die Durchschnittsoperation bestimmt. Umgekehrt gilt die

Behauptung 17. Sei B, eine Boolesche Algebra, sei ~ eine Kongruenz auf der B;
zugehorigen Booleschen Halbgruppe. Dann gibt es eine Boolesche Algebra B,,
die durch Elemente der Halbgruppe B;/~ erzeugt wird, und einen Subhomo-
morphismus f: B; - B, derart, daB fiir alle z, y ¢ B, f(z) = f(y) genau dann gilt,
wenn x ~ y ist.

Beweis. Man bemerke zuerst, dal auf jeder Booleschen Halbgruppe 4 eine Halb-
ordnung < definiert werden kann, indem man a < b= a A b = a setzt; = heille
die kanonische Halbordnung von 4. Um die Behauptung zu beweisen, geniigt es
zu zeigen, daB es zu jeder Booleschen Halbgruppe A eine Boolesche Algebra B
gibt, die durch 4 erzeugt wird. Sei also 4 eine Boolesche Halbgruppe; wir be-
trachten die Elemente von A als Aussagenvariablen, die Sprache einer Theorie @),
deren Axiome folgende sind: (1) 1, (2) — 0, (3) (@ & b)=c firaab = c. Bist die
Algebra der Aquivalenzklassen von Q-Formeln. Die Abbildung a — [a]g ist ein
Halbgruppenhomomorphismus. Es geniigt zu zeigen, daB dieser Homomorphismus
eineindeutig ist, also daB @ +— a= b genau dann, wenn a = b. Dazu genigt zu
zeigen, daB aus Q —a —b a < b folgt, wobei = die kanonische Halbordnung
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von A ist und a, b beliebige Elemente von 4 sind. Wenn nimlich a < b ist, dann
gebe man allen Elementen ¢ = @ den Wahrheitswert 1 und allen anderen 0. Es
entsteht ein semantisches Modell von @, in dem a wahr, aber b falsch ist. @ — b ist
also nicht beweisbar.

Definition 14. Sei 4 eine Boolesche Halbgruppe, J C 4. J ist ein Schnitt in A,
wenny = 2 €J =>ycJfirallex,ye€ 4.

Man bemerke, daB, wenn J ein Schnitt ist und wenn man eine Aquivalenz ~ 7
mit x ~;y= (x =y v,y ¢ J) definiert, ~; eine Kongruenz auf 4 ist.
Behauptung 18. Sei K die Kategorie der Booleschen Algebren und Subhomo-
morphismen, sei K* die Kategorie der Booleschen Algebren und Homomorphismen
(im Sinne der Booleschen Algebren). Dann ist (K, K*) eine logische Kategorie, in
der ein Morphismus genau dann ein Epimorphismus ist, wenn er eine Abbildung
auf ihr Endobjekt ist.

Beweis. Die Feststellung, dafl K eine logische Kategorie ist, kann analog zu der
oben gegebenen Beweisen gefiihrt werden und sei dem Leser als eine Ubung iiber-
lassen. Wir zeigen, dal in K jeder Epimorphismus eine Abbildung auf ihr End-
objekt ist. Sei f: B, — B, ein Subhomomorphismus, sei % ¢ B, — f(B,). Sei
J ={x € By; v < u}. J ist ein Schnitt; sei ~ die durch J bestimmte Kongruenz
und B; die durch B,/~ erzeugte Boolesche Algebra. Wir haben zwei Subhomo-
morphismen von B, in B,: erstens den durch ~ bestimmten ¢; und zweitens den
Subhomomorphismus ¢,, der sich nur darin von g; unterscheidet, dall g,(x) = 0,4
ist; f * g; und f * g, sind aber gleich, so da} f kein Epimorphismus ist.

SchluBbemerkungen

(1) Dem Verfasser ist nicht bekannt, wie man fiir die Kategorien K,, K; konstruktiv
beweisen konnte, dafl jeder Epimorphismus eine Abbildung auf alle Formeln
ihres Endobjekts ist.

(2) Es scheint, dafl sowohl die urspriinglich definierten e-Morphismen als auch die
Homomorphismen als e-Morphismen der Kategorien K,, K; Vorteile haben. Die
Homomorphismen haben die gute Eigenschaft, da3, wenn h = g * i, g ein Homo-
und ¢ ein Isomorphismus ist, dann auch h ein Homomorphismus ist, was fiir die
&-Morphismen nicht der Fall ist. Dagegen kann man mit Hilfe von e-Morphismen
verschiedene Begriffe gut definieren, z. B. eine Logik (Theorie ohne spezielle
Axiome) als eine Theorie derart, daB jeder in sie fithrende ¢-Morphismus ein Mono-
morphismus ist, und postulieren, dal} jede Theorie ,,ihre‘ Logik hat usw.

(3) Man kann auf die iibliche Weise (konstruktiv, wenn erforderlich) zeigen, daf3
es in K, Produkte gibt. (Es gentigt, jedem Paar (a, b), wo a eine 4A-Formel und b
eine B-Formel ist, eine Aussagenvariable zuzuordnen und geeignete Axiome zu
wahlen). Aus der Beh. 15 folgt, dafl es auch in K; Produkte gibt.

(4) Zwei Ergebnisse aus der Literatur sind im Zusammenhang mit unseren Be-
trachtungen bemerkenswert. Sie konnen folgenderweise formuliert werden:
(a) In [3] wird u.a. beweisen, dafl, wenn die Peanosche Arithmetik 1-wider-
spruchsfrei ist (siehe dort), dann aus der Existenz einer relativen Interpretation
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einer beliebigen Theorie T' in P (also eines speziellen Homomorphismus) die
Existenz einer (wesentlich) treuen relativen Interpretation von 7T in P folgt.
(Konstruktiver Beweis). (b) In [11] wird folgendes bewiesen: Eine Theorie 7' in
K, ist genau dann widerspruchsfrei, wenn es einen Homo-Monomorphismus von
T in P gibt. (Ist die Axiomatik von 7' primitiv rekursiv, so wird eine primitiv
rekursive Modell-Abbildung konstruiert; die induzierte Abbildung von Beweisen
in Beweise ist offenbar allgemein rekursiv, es ist aber nicht klar, ob auch sie
primitiv rekursiv ist).
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