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VYorwort.

Mit ausdauernder Energie hat der Realismus in
den letzten Jahrzehnten der Natur ihre Geheimnisse ab-
zulauschen verstanden. In unermiidlichem Schaffen wusste
er die Resultate seiner Forschungen technisch zu verwerthen
und dem menschlichen Leben dienstbar zu machen.
Dabei haben unter seiner Pflege die exacten Wissenschaften
eine ausserordentliche Erweiterung und Férderung erfahren.
Von Jahr zu Jahr haben sie an Bedeutung und Aner-
kennung gewonnen und neue Pflegestéitten ins Leben gerufen,
in denen man ihrem Studium alle Sorgfalt widmet. In der
Gegenwart kann der Realismus als ein ebenbitirdiger und
gleichberechtigter Triger menschlicher Bildung dem Hu-
manismus zuversichtlich an die Seite treten. Ist doch jetzt.
eine allgemeine Bildung kaum noch denkbar ohne realistische
Studien und in Zukunft ,sollten Humanismus und
Realismus zu einem unversiegbaren Strome a,llgg—
meiner Bildung sich vereinigen®.* ¢

* In der Rede des Herrn Director Bauernfeind bei Einwelhung der polytéch-
nischen Hochschule in Minchen,

-



Vorwors.

Nun sind der Wissenschaften zwar viele, die im Bereiche des
Realismus liegen, aber die Mathematik ist die ,Kénigin®
unter ihnen. Die Mathematik beherrscht sie alle sowohl
nach der Kraft, die ihr als Bildungsmittel innewohnt,
als nach der Macht, die sie iiber das practische Leben
gewonnen. Unsere hohere Lehranstalten, die nicht un-
mittelbar fiir den Lebensberuf vorbereiten, sondern eine Gym-
nastik des jugendlichen Geistes als ihre nichste Aufgabe be-
trachten, stellen sie unter den Bildungsmitteln mit in erster
Linie. Und auf den technischen Lehranstalten insge-
sammt ist in der Gegenwart ein griindliches Fachstudium
ohne mathematische Grundlage geradezu eine Unmog-
lichkeit geworden. Selbst das Normativ iiber die Bildung
der Lehrer unserer bayerischen Volksschule vom
Jahre 1866 sah sich in richtiger Wiirdigung der Zeitverhilt-
nisse gedrungen einen Theil der Elementar-Mathematik als
obligaten Lehrgegenstand mit aufzunehmen.

Und doch scheinen den Opfern an Zeit, Miihe. und
Arbeit, welche dem Studium der Mathematik auf den
verschiedenen Schulen gebracht werden, die erzielten Re-
sultate nicht immer zu entsprechen. Worin hat das seinen
Grund? Unzweifelhaft zunichst im Lehrstoffe selbst! Die Mathe-
matik ist ein abgerundetes und geschlossenes System, wie
kein zweites auf Erden, Nie sahen sich ihre Jiinger gezwungen
einzureissen, was die Viter gebaut hatten. Getrost durften
sie auf dem wohlgefiigten Fundamente weiter bauen, Sie tritt
desshalb an den Schiller heran mit der Forderung unge-
theilter und ununterbrochener Aufmerksamkeit. Und diese
Forderung macht sie um so energischer geltend als sie ihrer
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Natur nach durch und durch abstracte Wissenschaft
ist, die den Scharfsinn und Verstand des Schiilers in
steter Selbstthitigkeit erhilt. Eine unverschuldete Un-
terbrechung, eine schwierigere Partie lisst selbst .den
befihigten Schiller Liicken fiihlen und unter diesem Ge-
fiihle erlahmt leicht die Spannkraft des jugendlichen Geistes,
den abstractes Denken ohnehin weniger anmuthet. Der
minder Befihigte dagegen wird dadurch nicht selten ganz
unfihig dem laufenden Unterrichte zu folgen. Dem Lehrer
bleibt bei dem umfangreichen Pensum, das jeder einzelnen
Schulabtheilung zugemessen werden muss und bei der knapp
zugeschnittenen Zeit in der Schule selbst kein Raum, den
Zurtickbleibenden besondere Sorgfalt zuzuwenden. Wer
aber einmal in der Mathematik zuriickgeblieben ist, hat kein
Verstindniss mehr fir das Folgende und kommt nicht leicht
mehr mit den Uebrigen fort. Die Zeit, welche er in der Schule
dieser Wissenschaft noch zu widmen hat, ist fiir ihn vergeudet!
Ein ausgezeichnetes Bildungsmittel ist fiir ihn ver-
loren!

Stehen dagegen den Schilern Mittel zu Gebote durch
Hausfleiss Versdumtes nachzuholen, Vergessenes auf-
zufrischen, nicht vollig Verstandenes wiederholt durch-
zuarbeiten und sich besser einzuprigen, so wird dadurch dem
mathematischen Unterrichte ein wesentlicher Vorschub
geleistet werden. Die verschieden befiéhigten Schiiler
konnten viel leichter dem Unterrichte in der Schule gleich-
méssiger folgen und wer unter ihnen einmal dieser Kraft
sich bewusst geworden, den schrecken auch schwierigere Ab-
schnitte dieser Wissenschaft nicht mehr zuriick. Diese Mittel
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gewihren aber keineswegs die da und dort iiblichen Dictate.
Denn durch die hier mit unterlaufenden Irrthimer wird
dem Schiiler die schwere Arbeit noch mehr erschwert und
nicht selten die Sache selbst verleidet. Und doch rauben diese
Dictate viel der kostbaren Zeit, die dem Unterricht entzogen
wird. Soll der Unterricht in den Elementen der Mathematik
einen bessern Erfolg haben, so miissen dem Schiiler Lehr-
bicher in die Hand gegeben werden.

Mit Recht heisst es in den Erliuterungen zum Lehr-
plan fir den mathematischen Unterricht an Gymnasien,
Miinchen 1866 w€s erscheint als sehr wiinschenswerth,
dass ein Lehrbuch unter den vom konigl. Ministerium geneh-
migten oder noch zu genehmigenden Lehrbiichern vom Lehrer
ausgewéihlt, dem Unterrichte zu Grunde gelegt werde, da das
Dictiren des ganzen Lehrstoffes nicht nur zeitraubend ist, son-
dern gewdhnlich dem Schiiler nur ein hochst mangelhaftes In-
strument zum Studium in die Hand gibt.“ Aus diesem di-
dactischen Bediirfnisse sind auch in neuer und neuester
Zeit eine Reihe von Lehrbiichern tiber die Elementarmathe-
matik, namentlich im Norden, hervorgegangen. Die meisten
von ihnen sind jedoch nur kurze Lehrginge und Leit-
fiden fir die Hand des Schiilers unter Leitung des Lehrers.
Diese mégen vollkommen ihren Zweck erreichen in der Geo-
metrie, wo es sich nur um das Verstindniss der Lehr-
sitze handelt. Anders scheint es mir dagegen in der
Algebra zu sein; da ist mit der Einsicht in einen Lehrsatz
nicht ‘immer auch das Verstindniss seiner Anwendung
verbunden. Desshalb erfordert dieser Zweig der Mathematik
an sich schon eine ausfiihrlichere Behandlung, um so mehr
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wenn ein Buch hiertiber dem Schiiler zur Selbstbeleh-
rung dienen soll.

Aber nicht blos in der Schule, auch im Leben ist
dieses Bediirfniss vorhanden. Denn die Mathematik ist zur
Zeit der Born geworden, daraus Industrie und Technik
immer neues Leben schdpfen, um auf dem betretenen Wege
fortzuschreiten, auf welchem sie die Krifte der Natur dem
socialen Leben dienstbar machen. Gibt's doch heut zu
Tage keine grossere Werkstitte mehr, darinnen nicht der
‘Geist der Mathematik sein Zelt aufgeschlagen hitte, um ein
wachsames Auge zu haben auf die Werke menschlichen
Fleisses. Was einst Plato iiber den Eingang seiner Philosophen-
schule, das hat der Geist der Zeit mit Flammenschrift iber
die technischen Werkstitten geschrieben: ,kein Nicht-
mathematiker trete herein!* Und doch gibt es genug
strebsame junge Méanner, denen in friher Jugend nicht
vergonnt war, eine hthere Lehranstalt besuchen zu konnen,
Sollen ihnen desshalb diese Thore verschlossen bleiben? Sollen
sie von der wohlthitigen FEinrichtung des einjihrigen
Freiwilligendienstes nur desshalb ausgeschlossen werden,
weil es ihnen arr den mathematischen Vorkenntnissen fehlt? Sollen
ttchtige Lehrkrifte bei einer Concurrenz an den Realschulen
ihren jingern Fachgenossen bloss darum nachstehen, weil
zu ihrer Zeit dem Studium der Mathematik auf den Semi-
narien noch nicht die gleiche Sorgfalt zugewendet wurde?
Solchen muss ein Lehrbuch willkommen sein, aus welchem
sie durch Selbstbelehrung ohne Schuld Versiumtes nach-
holen konnen, um sich den Weg zu bahnen fiir erweiterte
Berufsthitigkeit.



VIII Vorwort.,

Diesem von mir und von Andern gefiihlten Bediurf-
nisse zu begegnen, habe ich die Algebra ausgearbeitet wie
sie vorliegt, und nach Plan und Durchfihrung zur Selbst-
belehrung bestimmt ist. Bei dieser Arbeit konnte es sich
selbstverstindlich nur darum handeln, den altbekannten, viel-
fach bearbeiteten Lehrstoff in priiciser Fassung, einfacher
und durchsichtiger Darstellung und in systematischer Folge
wieder zu geben. Zu Beweisen, deren ich mich dabei be-
diente, habe ich unter den bekanntesten die einfachsten,
und wie mir schien, zweckdienlichsten ausgewihlt. Die
Beispiele und Aufgaben habe ich zumeist selbst erst ge-
macht. Einzelne sind andern Werken entnommen, zum Theil
auch éltern Heften meiner Hand. Es mogen ihrer in einzelnen
Abschnitten bei gewissen Anforderungen nicht immer in hin-
reichender Anzahl vorhanden sein; desshalb habe ich bei jedem
Abschnitte auf zwei mir sehr lieb gewordene Aufgabensamm-
lungen verwiesen, auf Hofmann (Bayreuth, Grau, II. und
III. Theil) und Heis (Koln, M. Du Mont-Schauberg, Wien,
C. Gerold & Sohn), die zur weitern Uebung hinreichend Stoff
darbieten.

Ob bei dieser Arbeit meine Kraft mit dem guten Willen
gleichen Schritt hielt, mag das Publicum entscheiden, fiir das
ich mit Liebe gearbeitet habe. Belehrungen von Fach-
miéinnern, im Dienste der Sache, werde ich mit grossem
Danke entgegennehmen.

Weisendorf, am 7. August 1869.

Der Verfasser.
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Einleitung.

L

Alle Dinge, die sind, sind in Raum und Zeit.

Alle Dinge, die in Raum und Zeit sind, sind einer Vermehrung und
Verminderung fihig. .

Jedes Ding, das vermehrungs- und verminderungsfihig ist, besteht
aus gleichartigen Stiicken oder Theilen.

Jedes vermehrungs- und verminderungsfihige Ding, sowie jedes ver-
mehrte und verminderte Ding heisst Grosse.

1L
Diejenige Wissenschaft, welche sich mit den Grdssen (quanta) be-
schiftigt, heisst Mathematik (ud9noi, pedqueriey sc. émwriun).

‘Was die Mathematik an den Grissen zum Gegenstand ihrer Unter-
suchung macht, das ist die Eigenschaft der Grdsse (quantitas).

Weil die Mathematik an den Grossen die Grosse untersucht und
ihre gegenseitigen Beziehungen nach dieser Eigenschaft ins Auge fasst,
heisst sie auch Grossenlehre.

Diese Untersuchungen griindet sie auf Grundsitze oder Axiome,
deren Wahrheit unerschiitterlich feststeht.

Solche Axiome sind:
1. Gleiches ldsst sich fiir Gleiches setzen.

2. Zwei Grossen, die einer dritten gleich sind, sind
auch unter sich gleich.

3. Das Ganze ist griosser als sein Theil
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4. Das Ganze ist grésser als mehrere seiner Theile.
5. Das Ganze ist so gross als alle seine Theile.

Alle Resultate, die sich der Mathematik aus diesen Untersuchungen
ergeben, stellt sie als Lehren hin.

IIL

Je nach dem Gebiete, dem die Griossen entnommen sind, welche
die Mathematik untersucht, gliedert sie sich in reine und angewandte
Mathematik.

Die angewandte Mathematik untersucht die Grossen, wie sie die
Natur und das Leben darbietet: physische und technische
Mathematik.

Die reine Mathematik dagegen hat es bei ihren Untersuchungen
blos mit den Erzeugnissen des menschlichen Geistes zu thun; ihr Gegen-
stand sind Begriffe, abstracte Gréssen.

Die abstracten Grossen theilt man in Raumgrdssen und Zahlen-
grossen,

Unter Raumgrdssen sind solche Grossen zu begreifen, deren ein-
zelne Theile einen stetigen oder continuirlichen Zusammenhang
haben, so dass das gedachte Ende des einen Theiles immer zugleich der
Anfang des andern Theiles ist. Die Wissenschaft, welche die Raum-
grossen behandelt, heisst Gleometrie.

Unter Zahlengrossen begreift man solche Grissen, deren ein-
zelne Theile eine unzusammenhiéingende, eine discrete Existenz
haben und die desshalb in beliebige Verbindung gebracht werden konnen.
Die Wissenschaft von den Zahlengrossen heisst Arithmetik.

Die Arithmetik theilt sich in gemeine und allgemeine. Die
gemeine Arithmetik bedient sich bei ihrenm Operationen der Zahlen,
die allgemeine dagegen der Buchstaben, um allgemein giltige
Gesetze aufzustellen und zu erweisen.

Die allgemeine Arithmetik zerfillt in Algebra * und Analysis
(Differential- und Integralrechnung).

Die Einkleidung eines arithmetischen Gesetzes in mathematische
Sprache heisst Formel.

°
* Der Name Algebra wird abgeleitet vom arabischen Worte A= quo significatur
pconjunctio plurium partium separatarum, ut ex his unum fiat, apud Math. reductio partinm
ad totum seu fractionum ad integritatem.“



XVI Einleitung.

Die Zeichen, deren man sich bei arithmetischen Operationen zu be-
dienen hat, sind:
1. Operationszeichen:

a -+ b sprich a plus b,
a —b sprich a minus b,
aX b oder a.b sprich a mal b,

a:b oder % sprich a dividirt durch b;

2. Beziehungszeichen:
a=") sprich a gleich b,
a > b sprich a grosser als b,
a < b sprich a kleiner als b;

3. Griossenzeichen, welcher bei den einzelnen Abschnitten
gedacht wird.



Erster Abschnitt.
Die vier Grundoperationen.

I. Addition und Subtraction.
a. Summen und Differenzen aus absoluten Zahlen.

§ 1.

Erkldrung 1. Zwei oder mehrere Zahlen addiren, heisst eine
neue Zahl setzen, die so viele Einheiten enthélt als die ge-
gebenen Zahlen zusammen haben.

Die Addition lehrt demnach dic Vereinigung der Einheiten
zweier oder mehrerer Zahlen zu einer andern Zahl von gleichviel
Einheiten.

Die zur Addition gegebenen Zahlen heissen Summanden und die
gesuchte Zahl heisst Summa.

Erkldrung 2 Es seien die Summanden a und b, so ist:
(a+1b)
der allgemeine Ausdruck einer Summa. Durch Hinzufiigung der Ein-
heiten des b zu denen des a bekommen wir eine neue Zahl. Diese Zahl
sei 8, s0 ist
(a+Db)=s

Die Zahl s heisst die wirkliche oder eptwickelte und der Aus-

druck (a-+b) die formelle Summa.

Erklirung 8. Um einen Ausdruck fiir sich als ein Ganzes darzo-

stellen, bedient man sich der Klammern. Die in Klammern stehenden
Weber, Algebra, 1
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Zahlen haben unter sich eine nihere Verbindung als mit andern Zahlen,
ausserhalb der Klammern. Die Klammern zeigen also an, in welcher
Ordnung die angedeuteten Operationen auszufiihren sind. Zusammen-
gehdrige Klammern-Paare sind durch die Schreibweise #usserlich zu
kennzeichnen.

§ 2.

Lehrsatz. In einer Summa kann man die Summanden be-
liebig vertauschen:
(a+b) = (b+a).
Beweis.

Dieser ergibt sich aus Erklirung 1, denn wenn eine Summa nur aus den Ein-
heiten der Summanden besteht, so kann es gleich sein, von welchem Summanden
die Einheiten zuerst gesetzt werden.

§. 3.
Erklirung 1. Eine Summa kann aus mehreren Summanden bestehen :
[(a+1) +¢]
[((a 4+ b) + ¢) + d]

Erklirung 2. Eine Summa mit zwei Summanden heisst man einen
zweigliederigen Ausdruck oder Binomium; hat sie drei und mehr
Summanden, dann heisst sie ein mehrgliederiger Ausdruck oder Po-
lynomium. Die einzelnen Summanden heissen Glieder.

§ 4.
Lehrsatz. FEine Zahl wird zu einer Summa addirt, wenn
man sie zu einem beliebigen Summanden addirt:
{a@+1b)+c] = [a 4 (b+c)] = [(a~+ o) +b].

Beweis.

Die Summanden a und b werden durch die Addition zu einer Zahl (a + b)
vereinigt, die als ein Summand zu betrachten und zu ¢ zu addiren ist (§, 1).
Wiirde man zu a blos b Einheiten addiren, so hétte man offenbar ¢ Einheiten zu
wenig genommen, weil man nicht b, sondern b und ¢ oder ¢ und b (§. 2) Einheiten
zu a Einheiten addiren soll.

Zusatz 1. Eine Summa wird zu einer Zahl addirt, wenn man jeden
Summanden in beliebiger Ordnung addirt:

[a 4 (b 4+ ¢)] = [(a + b) + ¢] = [(a + ¢) + b].
Zusatz 2. Die Ordnung der Summanden ist gleichgiltig.
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§. 5.
Grundsatz 1. Jede Grosse ist sich selbst gleich.

a=a.
Grundsatz 2. Gleiches zu Gleichem addirt, gibt Gleiches:
Es ist: (a@a+b)=s
and °c=c
folglich aunch: [(a+1b)+ o] = (s+¢)

§. 6.

Erklirung 1. Kommt eine Grdsse mehrmals als Summand vor, so
setzt man sie nur einmal, aber mit einem Factor, der angibt, wie oft
die Grosse als Summand vorkommt. Dieser Factor heisst Coé&fficient.
Z. B.

[(a+a+3a)+b]=(3a+0b)

Die Zahl 3 ist der Coéfficient von a. Der Coéfficient 1 wird nicht
geschrieben; man schreibt b statt 1b,

Erkldrung 2. Wird eine angedeutete Operation ausgefiihrt, so ldst
sich die Klammer.

Erklirung 3. Summanden miissen dieselbe Benennung haben and
diese hat dann auch die Summe.

Erklirung 4. Summanden mit Coéfficienten werden addirt, wenn nan
ihre Cogfficienten addirt.

§. 7.
Beispiele.
1. [(a +23a)+Db] = (3a—+b).
2 [6a+3a-+a)+ (3b-b)+ec)=[(9a-+ 4b)-+c]
3. Tb+c¢+3b+2d+2¢) =[(10b+3¢)+ 24d].

Anmerkung. Die Aufeinanderfolge der Grissen ist alphabetisch zu
ordnen.

§. 8.

Erklirung 1. Zwei oder mehrere Zahlen subtrahiren, heisst aus
dem Verhiltniss einer gegebenen Summa zu dem einen gegebenen
Summanden den andern bestimmen.

Die Subtraction lehrt demnach die Einheiten bestimmen, um die

eine Zahl grisser ist als eine andere.
1.
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Die gegebene Summa, welche durch Subtrahiren des einen gleichfalls
gegebenen Summanden vermindert werden soll, heisst Minuend, der ge-
gebene Summand heisst Subtrahend und der gesuchte Summand heisst
Differenz oder Rest.

Erklirung 2. Es sei a der Minuend und b der Subtrahend, so ist

(a—1)
der allgemeine Ausdruck einer Differenz. Diese Differenz kann eben-
falls als eine Zahl betrachtet werden, die wir mit d bezeichnen, so ist
1.{a—b)=4d.

(a —b) heisst die formelle und d die entwickelte oder wirk-
liche Differenz.

Erklirung 3. Wenn (a—b)=d ist, so ist auch, gestiitzt auf vor-
stehende Erkldrungen,

2. b+d)=a.
Denn setzen wir in die Gleichung (1) aus der Gleichung (2) den Werth

von a, 80 ist
d+b)—b=4d,

und setzen wir in die Gleichung (2) aus der ersten Gleichung den Werth

von d, so ist
(@ —b)+b=a.

Mnmerkung. Darauf griinden sich die zwei Hauptsiitze der Summen und Diffe-
renzen.

§.9.

1. Satz. Zu einer Differenz den Subtrahenden addirt, gibt

den Minuenden:
(9. — b) “+b = a.
Beweis.

Die Differenz (a —b) ist um b Einheiten < a, addirt man diese Einheiten
zur Differenz (a-—b) hinzu, so gibt es a.

Anmerkung. Aus diesem Satze ergibt sich die Definitiou fiir die Subtraction.

2. Satz, Von einer Summa den einen Summanden abge-

zogen, gibt den andern:
(a+b) —b=a.

Beweis.

Die Summa (a -+ b) > a um b Einheiten, Zieht man diese von ihr ab, so gibt
es a,
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Zugatz. Eine Zahl bleibt unvertindert, wenn man sie zu-
gleich um ein und dieselbe Zahl vermehrt und vermindert.

Anmerkung. Addition und Subtraction heben sich gegenseitig -auf und
sind darum entgegengesetzte Operationei.

§. 10.

Grundsatz. Gleiches von Gleichem subtrahirt, gibt Gleiches,
(a. —_ b) = d,

und da ¢ =c, so ist
(@ —b)—c=(—c)

§ 11.

Erklirung 1. Minuend, Subtrahend und Differenz miissen gleich-
namig sein.

Erklirung 2. Haben Minuend und Subtrahend Coéfficienten, so
werden diese subtrahirt, z. B.
1. (ba—48)=a, 2. (Tb —8b) =4b,
3. (8a—a)+(3b—-2b)+4c=Ta+hb-+4c.

§. 12.

Lehrsatz. FEine Zahl wird von einer Summa subtrahirt,
wenn man sie von dem einen Summanden subtrahirt:
[a+b) — el =[a+ (b — o] = [(a — ©) +b].

Bewois.

Nehmen wir den ersten und den letzten Ausdruck und addiren zu beiden c,

80 ist
[@+Db)—c]+ec=a~+Db cf §9.
und
[(a—c)+b]+ec=[(a —c)+c]+b cf § 4.

statb (a—c) - ¢ kdnnen wir a setzen, demnach ist auch
[(@a—¢)+Db]+c=a-+b
Nach dem Grundsatz: zwei Grossen, die einer dritten glejch sind, sind au‘ch
unter sich gleich, ist: i
[@+b) —c]4+c=[(a—c)+Db]+c,
subtrahiren wir auf beiden Seiten c, so ist
[@+b)—cl+ec—c=[(a —c)+b]+c—¢c

S

oder:
{a+b)—c=(a—c)+bh
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Zusats. Eine Zahl wird zu einer Differenz addirt, wenn
man sie zum Minunenden addirt oder vom Subtrahenden sub-

trahirt.
@—c)+b=a—~(c—-b)=(@-+b)—e
Beweis ergibt sich aus dem des Lehrsatzes.

§. 13.

Lehrsatz. Eine Summa wird von einer Zahl subtrahirt,
wenn man jeden Summanden in beliebiger Ordnung subtrahirt:
a—(Mb+c)=(@3—b)—c=(a—c)—b,

Bewelis.

Addiren wir (b + ¢), so ist
a—(b+c+(db-+oc)=a
und
[a—c¢)—bv]+@®+c)=[[(a—c)—b]+b]+ec=(@—c)+c=a;
folglich
[[s — ®+ o)l 4+ @&+ )] = [(8 — ¢) — b] + (b+ ).

Subtrahiren wir auf beiden Seiten (b -+ c), so ist

a—(Mb+c)=(@a—c)—b.

Zusatz L. Von einer Differenz wird eine Zahl subtrahirt,
wenn man die Zahl vom Minuenden subtrahirt oder zum
Subtrahenden addirt.

(a—b)~c=@—c)—b=a— (b+c)

Beweis ergibt sich aus dem des Lehrsatzes.

Zusatz 2. Sollen von einer Zahl mehrere Zahlen theils
subtrahirt, theils zu ihr addirt werden, 8o ist es gleich~
giltig, in welcher Ordnung dies geschieht.

§. 14.

Lehrsatz. Eine Differenz wird von einer Zahl subtrahirt,
wenn man in beliebiger Ordnung den Minuenden subtrahirt und

den Subtrahenden addirt:
a—b—c)=(@—b)+c=(@-4c)—b

Bewaeis.
Addiren wir (b = c), so ist
a—b—-0+0b—c)=a
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und
[a—=b)y+ec]l+@b—c)=[a—b)+c]—c]+b=(@—b)+b=2a;
folglich
a—(Mb—c)+0b—c)=[@a—-b)+c]+(b—¢c)
Subtrahiren wir auf beiden Seiten (b—c), so ist
a—(b—c)=(@—>b)+c.

Zusatz. Zu einer Differenz wird eine Zah!l addirt, wenn

man sie zum Minuenden addirt oder vom Subtrahenden ab-

zieht:
a—-b)+c=(@+c)—b=a—(b—c).

Beweis ist aus dem des Lehrsatzes zu entnehmen.

Anmerkung. Aus den vorhergehenden §§. ist ersichtlich, dass man die Klammern,
vor welchen das Additionszeichen (-+) steht, ohne Weiteres weglassen kann; steht aber
das Subtractionszeichen vor den Klammern, so hat man die Operationszeichen innerhald
der aufruldsenden Klammern erst in ihr Gegentheil zu verwandeln.

§. 15.

Lehrsatz. Eine Differenz bleibt unverindert, wenn man
zum Minuenden und Subtrahenden Gleiches addirt oder sub-

trahirt:
1. (8 —b) = (a 4+ m) — (b 4+ m).
2. a—b)=( —m)— (b—m).

Erster Beweis.
(a4 m) — (b+m) =
at+m—-(Gb+ml=a+[(m—>b) —m]=
o~ [(m —m) —b)=(a—b). cf §8. 13, 9.
Zweiter Boeweis.
@G-m)—b-—m=[6—m—b—m=
[(8 —b)+m] —m=(a —1b). cf 8. 18, 14, 9.

§. 16.

Lehrsatz. Zwei Differenzen werden addirt, wenn man die
Summa ihrer Subtrahenden von der Summa ihrer Minuenden
subtrahirt:

(@—b)+(c—d)=(@4c)— (b-+d).
Beweis.

Wir betrachten (a—Db) als eine Zahl und (c—d) als eine Differenz,
80 ist
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[@a —b)+¢] —d; ef § 12, Zusatz.
und

(a—b)+e¢ =(a-+e¢)—b; cf § 12
folglich
[(@a—b)+c]l—d=[a+c)—b] —d=

(a+c)—(p+d cf § 13
Zusatz. Alle zwischen Summen und Differrenzen noch
mpglichen Verbindungen lassen sich auf die bisher auf-
gestellten Sdtze zurtickfithren.

§. 17,
Beispiele zur Einiibung der vorstehenden Lehrsitze.
1. 8ab—+4ab) —6ab=12ab—6ab==6ab
8ab+ (4ab —6ab)= 8ab—2ab=6a.b}cf. §. 12,
(8ab—6ab)+4ab= 2ab+4ab=6ab
2. 7Tbe— (Bbec+2bec) =Tbec—bbec=2be¢
(Tbe—3bc) —2be=4bec—2be=2be lcf.§.13.
(7bec—2bc) —3be=5bc—3be=2bec ’
8. 25cd —(19¢cd —cd) =25¢d —18cd="7cd
(@cd—19¢cd)+cd= 6cd-+cd =7cd=cf. §. 14.
(25 cd+cd)—19cd=26cd —19cd = "Tecd
4, 19abec —16abec=3abec cf § 15, 1.
(19abc+10abc) — (l6abe+10abc) =29abc —26abec=3abec. .
5. 17 bed —183becd=4becd of §.15, 2.
(17bcd —9becd) — (13becd —9bed)=8bed —4bcd =4bed.
6. Omn —4mn)+ Bmn —mn) =5mn+2mn=7mn cf. § 16.
Omn+3mn) —(4mn—+mn)=12mn —5mn=7mn.
. 15abd+ (4cf+9ch)=16abd+4cf+9ch,
. 4mn—+ (Bpr—c¢)=4mn+3pr —c.
1l¢cd— (Tm—+n)=11¢cd — 7m — n.
10. ab —[(bd —ac)—d]=ab—bd+ac-+d.

© W I

.

b. Algebraische Zahlen und algebraische
Summen.

§. 18,

Erklirung. In allen iiber Differenzen bisher aufgestellten Sétzen
wurde keine Riicksicht genommen auf das Verhédltniss des Minuen-
den zum Subtrahenden. Es wurde vorausgesetzt, dass der Minuend
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grosser ist als der Subtrahend. Der Minuend kann aber nicht blos grésser,
er kann auch ebensogross und noch kleiner sein als der Subtra-
hend. Das gibt drei von einander wohl zu unterscheidende Fille.

§. 19.

Erkldrung. Ist der Minuend grosser als der Subtrahend, so gibt er
eine dritte Zahl (entwickelte Differenz), die zum Subtrahenden addirt,
den Minuenden gibt.

1. Lehrsatz. Gleiches zu Grosserem addirt, gibt Grosseres.

Es ist a > b, so ist:

a+c¢c>b+e.

Beweis.
‘Wenn a >b, soist a—b=d und
a=>b-+d cf § 8
Addiren wir auf beiden Seiten ¢, so ist

a-+c=b-+c+d.
Da ist offenbar

at+c>b+c
und zwar um d.

Zusatz. Grosseres zu Grosserem addirt, gibt Grosseres.
Es ist a>b und ¢ >d, so ist
a+c¢>b+d
2. Lehrsatz. Gleiches von Grosserem subtrahirt, bleibt
Grosseres.
Es ist a > b, so ist
a—c>b—e.

Beweis,
Wenn a > b, soist a—b=4d und

a=">b-d.
Subtrahiren wir auf beiden Seiten ¢, so ist

a—c=(b—c)+d; cf § 12,
Lehrsatz, folglich .
a—c>b—c,
und zwar um d.

8. Lehrsatz, Grosseres von Gleichem subtrahirt, bleibt
Kleineres.

Es ist c=c¢ und a>Db, so ist
¢—-a<lc—h
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Bewoeis.

Wenn a > b, so ist
a=b-+d,

und
c==6.

Ziehen wir von der letzten Gleichung die erste ab, so ist
c—a=c—(b+4d),

bei Auflésung der Klammer:
c—a=c¢c—b—d,

folglich ist
c—alec—bH,

und zwar um d, weil dieses noch von (c—Db) abgezogen werden muss, um
¢—a = zu werden.
Zusats. Kleineres von Grosserem subtrahirt, gibt Griosseres.

Es ist a>b und m <n, so ist
a—m>b—mn

Beweis.
Wenn a > b, soist
a—m>b—-m cf §19, 2
Wenn m < n, so ist
b~—m>b—n of §19, 3.
Da aber a—m >b—m>b—n, s0ist
a—m_>b-—n

§. 20.

Lehrsatz. Ist der Minuend dem Subtrahemden gleich, so
ist die Differenz gleich Null:

a—a=0

Beweis.

Addiren wir a zu (a —a), so ist
d—8)+a=a ¢ §9, 1
Zusatz. Alle Differenzen mit dem Reste Null sind ein-
ander gleich.
Es ist

folglich

8—-8=0;b~b=0;¢c~0¢=0,

8a—~8=b—~b=c—o
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§. 21.
Lehrsatz. Eine Zahl bleibt unverindert, wenn man Null
addirt oder subtrahirt:

a+0=aunda—0=a.

Beweis.

Substituiren wir fiir 0 die Differenz b — b, so ist
lL.a+(b—b)=@+b)—b=a cf §9, 2.
2a—(b—b=(a—b)+b=a of $9. 1.

Zusatz, Ist in einer Summa mit zwei Gliedern der eine

Summand Null, so ist der andere eine positive Zahl:
(a+0)=+a.

§. 22.

Lehrsatz. Ist der Minuend kleiner als der Subtrahend, so
ist die Differenz eine negative Zahl.

Es ist a<b, so ist
@a—-b)=-—4d

Beweis.

Wenn a <<b, so zerfillt b in zwei Zahlen, deren eine — a, deren andere

=d ist, darum ist
a—b=a—(a+44d)

a—~(4+d)=(a—a)—d of 8§18
(a—a)—d=0-—4d. cf § 20.
0—-d=—d. cf § 21.

Zusatz. Differenzen mit dem Minuend Null sind nega-
tive Ausdriicke.
Anmerkung. Positive Zahlen sind grosser als Null und negative Zahlen sind
kleiner als Null, z. B.
6,5,4,8,2,1,0, —1, —2, -3, —4, -5, —86.

§. 23.

Erklirung 1. Negative Ausdriicke werden mit dem Subtractions-
zeichen (—) geschrieben und heissen subtractiv, positive Aus-
driicke werden mit dem Additionszeichen (+) angeschrieben und heissen
additiv. Additive und subtractive Ausdriicke heissen algebraische
Zahlen zur Unterscheidung von den absoluten Zahlen, die ohne
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Vorzeichen stehen. Steht vor diesen plus oder minus, so deutet es
blos die mit ihnen vorzunehmenden Operationen an.

Erklirung 2. Werden positive und negative Zahlen mit einander
verbunden, so miissen sie mit ihren Vorzeichen eingeklammert werden;
denn jeder positive Ausdruck kann nicht blos eine additive, son-
dern auch eine subtractive Beziehung haben und jeder negative
Ausdruck kann nicht blos eine negative, sondern auch eine additive
Beziehung haben, je nach ihrer Verbindung mit andern algebraischen
Ausdriicken. In Zeichen:

(+ a) kann verbunden werden -+ (+ a) und — (- a).
(—a) » » +(—a) , —(—a)

NB. Wenn der Anfinger das algebraische Zei-
chen vom Operationszeichen nicht genau
unterscheidet, erwachsen ihm manche Schwie-
rigkeiten im Zeichensetzen, die er vermei-
den konnte.

§. 24.

Lehrsatz 1. Algebraische Zahlen mit gleichem Vorzeichen
werden addirt, wenn man der Summa ihrer absoluten Werthe
das gemeinschaftliche Vorzeichen gibt.

L (+a)+(+1b)=-+(a+b)
IL (—a)+(—=b) = — (a+Db).

Beweise.

1. Esist
(+a) = (0 + a) und cf. §. 21,

(+a)+(+b)=@O0+a)+(+b) =0+ (a+b). cf. § 4
0+ (a+b) =+ (a+b). cf § 21 Zusatz.

II. Es ist

(—a)=(0—a) und (—b) = (0 —b). cf § 22.
©—a)+(0—Db)=(0+0)— (a+b). cf §.16.
(0+0) — (a=+b) = — (a+ b).

Lehrsatz 2. Algebraische Zahlen mit verschiedenen
Vorzeichen werden addirt, wenn man der Differenz ihrer abe
soluten Werthe das Vorzeichen der grosseren gibt.

L(+a)+(=b)=+(@—>b)=—(b—a).
IL (—8) + (+b) = — (a — b) = -+ (b — a).
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Boweise.
I. (+a)+ 0 —-b)=a+ 0 —b)=1(a —b)+0. cf § 12, Zusatz.
(a—1b)+0 =0+ (a — b); wenn a>b, so ist
0+ (a —b) =+ (a —b); wenn b >a, so ist
0—(b—a) = — (b — a).
I. 0 —a)+(+b)=0—(a—b) = — (a — b) cond. a>>b,

©0—a)+(+b)=@O0+b) —a=0+ (b —a) =+ (b — a) oond. b >a.

§. 25.

Lehrsatz. Algebraische Zahlen werden subtrahirt, wenn
man den Subtrahenden mit verindertem Vorzeichen zum Mi-
nuenden addirt.

L(+a)—(—b)=(+a)+(+b)=+(a-+b). of §&24, 1; L

IL (—a) — (+b)=(—a)+(—b) = — (a+b). cf § 24, 1; IL

T (+2) — (+b) = (+8)+ (—b) = + (2 — b) oder — (b — a) of. 24, 2; I
IV. (—a) —(—b) = (—a) + (+b) = — (a — b) oder + (b — a) cf. 24, 2; II.

Beweise.

L (+a)—(=b=(+a)— (0 —b)=[(+a)+b] —0._cf § 13,
[(+-8)4+b]l —0 =+ (a-Db). ecf § 21

IL (—a) — (+b)=[(0 —a) —b] =[(—a)+0] —b. cf § 21
[(—a)+0] —b=(—2a)+(0—Db)= cf § 12.
(—a)+(=b)=—(a+Dh).

L (+a) —(+b)=(+2a)—(0+b)=[(+2a) —b] —0=
O+a) —b= -+ (a — b) oder — (b — a).

IV. (—8) —(—b) = (—a) — (0 — b) = [(— &) +b] — 0
[(— a) +b] — 0 =(—a) 4 (+b) = — (a — b) oder + (b — a).

§. 26.

Erklirung. Aus den vorangehenden Lehrsitzen (§. 24 und §. 25)
ist ersichtlich, dass es einerlei ist, ob man zu einer positiven
Zahl eine negative addirt oder eine positive subtrahirt
und umgekehrt. Negative und positive Ausdriicke sind entgegen-
gesetzte Grossen. Zur Veranschaulichung der entgegengesetzten
Grdssen dienen Einnahmen und Ausgaben, Gewinn und Verlust,
Vermogen und Schulden.
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§. 27,
Beispiele.

I
1. (+143)+ (+62a) = + 20a.
2. (+14a) — (—6a) = (4 148) + (+ 68) = +20a.

IL
3. (—11ab)+(—7ab) = — 18ab.
. (—11ab) — (+7ab)=—1lab+(— 7ab) = — 18abh.

»

1L
. (+12be)+(—T7bc)=+5be.
. (+7bo)+(—12bc)= —5bec.
. (+12b¢) —(+7be)=+4+12bc+(—7bc)=4Bbe.
. (+7be) —(+12b¢) =+ Tbec+(—12bec)= —5be.

W I D =

Iv.
9. (—8¢cd)+(+5cd)= —3ed
10. (—5¢d)+(+4+8cd)=+438¢cd.
11. (—8¢d) —(—~bcd) =(—8cd)+(+5cd)= —3cd
12, (—6¢d) —(—8cd) =(—bcd)+(+8cd) =+ 3cd.
Anmerkung. Am Anfang, innerhald einer Klammer und nach dem Gleicheits-
zeichen lisst man der Kiirze wegen das positive Zeichen weg. Das negative dagegen
darf man nie weglassen. Z. B, statt (+ 14 a) -+ (< 6a8) = -+ 20 a schreibt man ein-

facher:
14a+6a=20a.

§. 28.

Erklirung 1. Eine Verbindung von positiven Ausdriicken in additiver
und subtractiver Beziehung heisst eine algebraische Summa oder
Aggregat; die einzelnen Ausdriicke heissen Glieder. Besteht ein
Glied wieder aus einer algebraischen Summa, so heisst es ein zusam-
mengesetztes und ist in Klammern anzuschreiben.

Erkldrung 2. Die in einem mehrgliedrigen Ausdrucke vorkom-
menden Klammern bediicfen ganz besonderer Beachtung. Gestiitzt auf
die Lehrsiitze in §. 13 und 14 ergeben sich folgende Regeln:

L Klammern, vor denen plus () steht, l&sst man weg und der Werth
des Ausdruckes wird dadurch nicht veridndert.
Will man nach plus (+) eine Klammer setzen, so bleiben die

Zeichen (+) und (—) innerhalb der gesetzten Klammern un-

verdndert.
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II. Klammern, vor denen ein minus (—) steht, kann man nur weg-
lassen, wenn man bei allen Ausdriicken, die sie umschliessen + in
— und — in + verwandelt. Auf diese Weise kann man bei
Zahlenverbindungen additiver und subtractiver Ausdriicke alle Klam-
mern vermeiden.

Will man nach minus (—) eine Klammer setzen so miissen die
Zeichen innerhalb der gesetzten Klammern in ihr Gegentheil um-
gedndert werden: + in — und — in —+.

III. Sind in einem Ausdrucke Klammern von Klammern umschlossen, so
ist's am besten, zuerst die innersten Klammernpaare aufzuldsen.

§. 29.

Erkldrung. Die fiir Summen und Differenzen aufgestellten Lehr-
siitze gelten auch fiir die algebraischen Summen.

Lehrsatz. Jede algebraische Summa lisst sich als Diffe-
renz zweier Summen darstellen:

(+a)—(—b—c)+@d—e) —(f—g)+(—h—m) =
at+Gb+o)+@—e)+@—D+(—b)+(-—m=
@+b+c+d+g — (e+f-+h-+m).

Der
Beweis
fiir die Richtigkeit dieser Entwicklung ergibt sich aus den vorhergehenden Lehr-
sitzen von selbst.
Zusatz. Sollen algebraische Summen addirt oder subtrahirt
werden, 8o sind sie auf Differenzen za reduziren.

Erklirung. Da die Reduktionen oft Weitliufigkeiten haben, so kann
man auch nach folgenden Regeln verfahren:

I. Algebraische Summen werden addirt, wenn man die gleichnami-
gen Grossen unter einander schreibt und nach §. 24 verféihrt.

II. Algebraische Summen werden subtrahirt, wenn man die Zei-
chen des Subtrahenden umkehrt und die gleichnamigen Glie-
der des Minuenden und Subtrahenden addirt.

IIL. Positive und negative gleichnamige Grdssen heben sich gegen-
seitig auf, wenn sie gleich gross sind, sind sie ungleich
gross, so hebt die kleinere in der grosseren so viele Einheiten
auf als sie selbst hat. Z. B.

+3a—-3a=0und +8ab—7ab=—2ab.
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Erster Abschnitt.

§. 80 u. 31.

§. 30.
Schlussbemerkung. Addition und Subtraction sind direkte
und indirekte Zahlenverbindungen der ersten Stufe.

§. 31.
Beispiele und Aufgaben.

1. 12a+4 6b+44c 5. 6a+4+ 4b— Tc¢+2d— 4ef
10a+12b+4¢ 9a+ b— 8c¢c—4d— 3ef
222 4 18b +8e¢. — a-410b+14c+6d— 5ef

2 5ab+ 8bd+ 9def+ 6 —#8a— b— 30-4d— of
4ab-+ 2bd+ 4def+ 4 — 2a-+14b - 4c — 13ef.
9ab+10bd+ 13def-+ 10.

3. 16ac+7bd+4eg
ac +2eg+ ah 6. 10ab-+6cd+4+ o
bac+ bd +2ah-16h

5ab —-6¢d —2e
38ac+8bd+6eg-+3ah-+16h. — 9ab4+ cd—147e

4. 116abc+9abe-+ h-4 f 9ab -+ 2 -+ gh.

— 116abec —7abe+6h+2f+m — ab+2cd +3e—gh

2abe+7h—+3f-+m. l4ab-+3ed+5-+9e.

7. 16ab+ 3bc+ 8cd—5de — 8e

183ab+ 9bec +5de+ Te—+2f
ab—12bec — e
—20ab+ 2bc+ 8cd-+2de+ 18e — 2f
5ab —16cd — de
15ab+2b¢c -+ de- 16e.
1 1 2
8. ‘:2—3.-'!-7 b-—-ﬁ—g’bc-{"g' abd
3 1 3
2La_p— = h
3ia 52b+ 4bc +ag
1 b be 1 4
1‘-2"8.—-‘2*'— —2—+?abd——5~agh
3 7 agh
5Za.+b-—4-§ be+ abd- 5

5,04 ab—0,7be+ 92 g
4,045ab +0,7bc+ 9,24¢g

—321 ab+72bc — 8,02¢g

5876ab-+72bc+ 10,42 g,
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10. 8a-+4b+4+6c¢c—9d
5a—2b+4¢c—5d
- + - +
3a-4+6b+2c—4d.

11, 35abc—16abd+ 5abe— abf
36abc—~ 9abd-+1labe -—2abf

- + - +
— abc— T7abd— 6Gabe-+ abf

3 4 1
12, G—Zace+l2?f—35mn+p
1 1 mn P
4-§—ace—-14i-0-f— "-4—+*‘4—
— —+ -+ -
5 9 1 3p
2—8—ace+261—0f—34mn+ %"

18. 155 am —645bn
11,26am — 4,21 bn

—_— -+
4,25 am — 2,24 bn.

14. [[6a+2b+3c)+(8a+4a+6¢c)]+T7b]=
6a+2b+3c + 8a+4a+6¢c +7b = cf §.28, L
18a+9b+9c.

15. [6a—+12a)+ (2b—b)+4c—8d+T7e—3f]+(Bd—c—4e+5f)=
18a+b+4c —-8d+Te—3f+3d—c—~4e+5f=
18a+b+3c—-5d+3e- 21

16. [[36abe —(30abc —10abe—b5abe)]+(abec —4def)] =
(36abc —30abec+10abec+babe~+ abec—4def) = of. 28, II, III.
22abc—4def.

17. [9ab—4cd—(26ab—16bc—26cd+de)]—[—10ab—+ (6be+20cd—de)] =
9ab—4cd— 25ab+16bc+25¢cd —de +10ab — 6bc—20cd+de=
— 6Gab+10bc-t-cd.

18. 50ab —[6bec —[8ab — (10bec — 12¢cd)] — 16ab] =
50ab — [6bc — (Bab — 10bc+12¢d) — 16ab] =
50ab — [6bec — 8ab—+ 10bec—12¢cd — 16ab] =
50ab — 6bc-+ 8ab— 10bc+12¢d +16ab =

74ab — 16bc—+ 12cd.

Weber, Algebra. 2
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19.

21.

28.

25.

Erster Abschnitt. §. 31 u. 32.

2ab—2c¢d—[4ab—4cd+[2ab+2cd — (4a —2b)+(2ab — 2a)]] =

2ab—~2c¢d — [4ab—4cd+2ab+2cd—4a+2b+2ab—2a]=

2ab—20d— 4ab-+44cd—-2ab—2cd+4a—-2b—-2ab+2a=

— 6ab+6a—2h

ac— [be+cd)+[de —(ef —fg-+h)+(ah—hk)]+[lm
—(mn—np+pn]]=

ac— [bc+cd+ de— ef+fg—h + ah—hk < Im
—mn-+np —pr] =

ac— bc—cd— de+ ef—fg+h — ah+hk — Im
+mn—np-pr.

1
7 ac—-[(——+16-1——cd—-a.c)+120lcd—14b]
2 3 6
1 1 1 2 5
2—5 [l—é-b—(3-—2~c—1§d+l~é-e)]=
1 1 5 1 ab
278.')(7""—16—2“'30-—[4—5‘&])-—3?3])0 — [l—g-ﬂ.(!d-— z
cd
— (g —boll=
(50,45ad — 11,3ad) — [[(25,5ab + 14,16 ab) 4+ (4abec — 5ce)
—(06ce+4abe)]] =

148am — [2%am+[(4%au—-l-;—au)+(llam —an)

—(@an+am—17an)] —[(136an+16am) — (an—+ %-3)]] -

Anmerkung. Zur weiteren Uebung siehe Hofmann, II. Theil Seite 1—6, Heis

§.7—-13.

Il Multiplication und Division.
a. Producte aus absoluten Zahlen.
§. 32.

Erklirung 1. Eine gegebene Zahl so oft als Summand
setzen als eine andere gegebene Zahl Einheiten hat, um
eine neue Zahl zu gewinnen, heisst multipliciren.

Die Zahl, welche mehrmals addirt wird, heisst Multiplicand, und
die Zahl, welche angibt, wie oft dies geschehen soll, heisst Multipli-
cator; die dadurch gewonnene Zahl heisst Product.
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Die Multiplication lehrt demnach eine Zahl finden, deren Einheiten
gleich sind den Einheiten des so oft als Summand gesetzten Multi-
plicanden als die Einheiten des Multiplicators erfordern.

Erklirung 2. Es sei der Multiplicand a und der Multiplicator b,
so ist

a X b oder a.b oder kiirzer a b
der allgemeine Ausdruck eines Productes. Wenn wir die Einheiten
des a 80 oft als Summanden ansetzen als die Einheiten des b fordern,
so erhalten wir eine Zahl, die wir mit p bezeichnen. Es ist also
ab=a+a+a-+a-+...bmal=p.

Der Ausdruck ab bezeichnet das formelle und die Zahl p das
entwickelte Product.

Erklirung 3. In einem formellen Product kann der Multiplicand
benannt sein, der Multiplicator ist es nie. Ist der Multiplicand be-
nannt, dann ist es auch das entwickelte Product.

§. 33.

Lehrsatz. In jedem Product lassen sich Multiplicand und
Multiplicator mit einander vertauschen:

ab="bla,
Es ist
ab=a-+a-+a-+...bmal
und .
ba=b~+b-+b-+...amal
Da

a+a+a-+....bmal=b-+b-4+b-4...amal
ist, so ist auch
ab="ba.
Anmerkung. Zur Veranschaulichung nehmen wir Ziffern. Es ist
2X4=4X2=28,

Zerlegen wir den Multiplicanden 2 in seine Einheiten und setzen ihn so oft als Summanden
an als der Multiplicator 4 Einheiten hat, so ist:

1 1=2 .
1 1=2 1 1 1 1=4
1 1=2 4p1 1 1 1=4
1 1=2

2424242=8.
4+4=8

Zusatz 1. Eine Summa aus gleichen Summanden kann man in
2.
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ein Product verwandeln, das zum Multiplicanden den gleichen Sum-
manden und die Anzahl desselben zum Multiplicator hat:
a+a-+a=3a.

Zusatz 2. Umgekehrt lidsst sich jedes Product zu einer Summa aus

gleichen Summanden machen :
Sa=a-+a+a

Erklirung 1. Da Multiplicator und Multiplicand mit ein-
ander vertauscht werden konnen, heissen beide auch Factoren. Ist der
eine Factor bestimmt (3, 6), so heisst er wohl auch Coéfficient
zur Unterscheidung vom andern unbestimmten Factor (a, b), z. B.
3a, 6b.

Erklirung 2. Die bestimmten Factoren werden mit einander
wirklich multiplicirt, die unbestimmten Factoren haben in alpha-
betischer Ordnung als Factoren auf einander zu folgen.

Erklirung 3. Wenn die unbestimmten Factoren mit einander iiber-
einstimmen, so sind die Grissen gleichnamig, z. B. 3abec
und 6 abec.

§. 34.

Lehrsatz. Eine Summa wird mit einer Zahl multiplicirt,
wenn man jeden Summanden mit der Zahl multiplicirt:
(a+b).c=ac—+bec.

Beweis.

Es ist
(a+b).c=(@-=+b)+(@a+b)+ (@a+b)+...cmal cf § 32
—=a-+b+a+b+a+b+4+...cmal cf §28. 1
=(a+a+a+...cma)+(b+b+b~+.,.cmal). ecf § 33.
=ac-+be. cf § 32
oder:
Wir setzen ¢ = 3, so ist
(a<+b).3=(a-+b)+ (a-+b)+(a+b)
=(@-+a+a)+(b+b-+b). cf §2
=38a-+3b. cf § 33 Zusatz 1.
=ca-+cb, da ¢c=38.
=ac—+bec. cf § 33 Erkl 2.

Zusatz 1. Producte mit gleichen Factoren werden addirt,
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wenn man die Summa der ungleichen Factoren mit dem
gleichen Factor multiplicirt:
ac+be==c(a+b)=(a-+b)ec

Beweis

hiefiir ergibt sich aus dem Vorhergehenden.

Zusatz 2. Was vom Binomium (a +b) gilt, gilt auch von jedem
Polynomium.
1. a+b+c)d=ad+bd+cd.
2. ad+bd+cd=(a+b-+c)d.

§. 35.

Lehrsatz. Eine Differenz wird mit einer Zahl multiplicirt,
wenn man Minuenden und Subtrahenden mit der Zahl multi-
plicirt:

(a—b)c=ac—be.

Beweis.
Es ist

@—be=(@@—b)+(a—b)+(a—b)+...cmal cf § 32.
=a-+a-+a-+...cmal —b—-b—b—...cmal
=(a+a-+a-+...cmal) — (b+b-+b~+...cmal. cf § 28 IL
=ac—be¢;

oder:

Wir setzen ¢ = 2, so ist
(@a—1b).2=(a —Db)+(a —b). cf §. 33, Zusatz 2.
= (a-a)— (b+Db) cf § 16.
=2a—2b.
=ca—cb=ac—bec, da c=2,

Zusatz 1. Zwei Producte mit gleichen Factoren werden
subtrahirt, wenn man die Differenz der ungleichen Fac-
toren mit dem gleichen Factor multiplicirt:

ac—bec=c(a —b) = (a.— b)c.

Zusatz 2. Ist der eine Factor Null, so ist das Product

Nuli:

aX0=0.
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Beweis.
Es ist 0 =b—Db, cf. §. 20; folglich
a.0=a(—b)
=ab—ab, cf § 35 Lehrsatz.

=0.

Zusatz 3. Ist der eine Factor 1, so ist das Product gleich dem
andern Factor:
aX1l=a.

Beweis
hiefiir aus dem Wesen der Multiplication.

§. 36.
Lehrsatz, Ein Product wird mit einer Zahl multiplicirt,

wenn man einen seiner Factoren mit der Zahl multiplicirt:
(ab).c=a(.c)=(a.c).b.

Beweis.
Es ist

(ab).c=ab+ab-+ab-+...cmal
=(a+a+a-+...cmal)b=ac.b. cf § 34, Zusatz.
=aMb+b-4+b+...cmal) =a(bc).

oder:
‘Wir setzen ¢ = 3, so ist

ab.3=a.b+a.b+a.b
=(3a)b=(3b)a
= (c.a)b=(c.b)a=a(b.c)=(a.c)b. cf §.33.

da ¢ =3.

Zusatz. Sollen mehrere Zahlen mit einander multipli-
cirt werden, so ist es gleichgiltig, in welcher Ordnung
dies geschieht:

(a.b).¢c=c.(b.a)=(b.c).a.

Erkldrung. Kehren in einem Producte dieselben Factoren mehrmals
wieder, so bedient man sich einer kiirzern Schreibweise, z. B. aa = a?,
aaa=a’ bbbb=>b*; sprich a hoch 2, 3, .... (Quadrat, Kubus, Bi-
quadrat). Diese exponirte Zahl (Exponent) ist nicht mit dem Coéffi-
cienten zu verwechseln; denn a-+a=2a, aber a.a=a? a’+a’=2a?
aber a?X a?=a',
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§. 37.

Grundsatz 3. Gleiches mit Gleichem multiplicirt, gibt
Gleiches:

ab=p cf §. 32,
da
c==¢c,
80 ist auch
ab.c=c.p.

§. 38.

Erkldrung. Bei der Multiplication kann der Multiplicand eine
Summa, Differenz oder ein Product sein; und statt beim Multi-
plicanden kann dasselbe Verhiltniss beim Multiplicator stattfinden.
Wir hiitten 6 von einander unterschiedene Fille zu betrachten. Da aber
nach §. 33 Multiplicand und Multiplicator als Factoren mit einander ver~
tauscht werden konnen, so geniigen die 3 in §§. 34, 35, 36 behandelten
Fille. Auf diese gestiitzt lassen sich noch folgende Fille besonders
behandeln.

§. 39.

Lehrsatz 1. FEine Summa wird mit einer Summa multi-
plicirt, wenn man jedes Glied der einen Summa mit jedem
Glied der andern Summa multiplicirt und die einzelnen Producte

addirt:
(a+b)(c+d)=ac+bec+ad-+bd

Beweis.
@@+b)c+d)=@+bc+(@-+b)d cf § 34;
(a -+ b) als Zahl betrachtet
=ac+be+ad—+bd

Lehrsatz 2, Eine Summa wird mit einer Differenz multi-
plicirt, wenn man jedes Glied der Summa mit jedem Glied der
Differenz multiplicirt, wenn man die einzelnen Producte aus
dem Minuenden addirt und die aus dem Subtrahenden subtrahirt:

(a+b)(c—d)=ac+bec— ad—bd § 28, IL

= —(ad<+bd
ac+bo—(ad+ )} of. §. 16.
=ac~—ad+ bo—bd
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Beweis.
Es ist

(a+b)(c—d)=a(c—d)+d(c—d) ‘l
=ac—ad+bec—bd)
=ac+bec—(ad+1bd) cf §. 16.
=ac+bc— ad—bd cf § 28, IL
Lehrsatz 3. FEine Differenz wird mit einer Differenz mul-
tiplicirt, wenn man jedes Glied der einen mit jedem der andern
multiplicirt und die Einzelproducte aus beiden Minuenden und
beiden Subtrahenden addirt und die Einzelproducte aus je einem
Minuend und je einem Subtrahend subtrahirt:
(a~b)(c—d)=ac—ad—bo+bd
=ac—bec—ad-+bd ecf § 13, Zusatz 2.
=ac+bd—bec —ad

cf. §. 35.

Beweis.
Es ist

(a—b)(c—d)=(@—b)e—d(a—b)
=(ac—bc)—(ad —bd)
=ac—be—ad-+bd
=ac—ad—-bo~+bd
=ac+bd—bc—ad

Zusatz. Vier Producte, von denen je zwei einen gemein-
schaftlichen Factor haben, lassen sich meistens in zwei
Factoren zerlegen, wenn man die Summen oder Differen~
zen je zwei unter sich verschiedener Factoren mit einan-
der multiplicirt:

l.ac+bec+ad-+bd=(a+b)(c-+d).
2, ac+bc—-ad—-bd=(a+Db)(c—d).
3.ac—ad—-bc+bd=(a—Db)(c—d).

§. 40.

Erklirung. Wie einzelne Zahlen, so konnen auch Summen
and Differenzen in einem Producte als Factoren wiederkehren.
Man bedient sich dann derselben Kiirze wie in §. 36, Erklirung. Z. B.

(a+1b)(a+b)=(a+b)?*; (a —b)(a —b) = (a — b)%

Lehrsatz 1, Das Quadrat der Summa oder Differenz zweier
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Zahlen ist gleich der Summa der Quadrate beider Zahlen ver-
mehrt oder vermindert um ihr doppeltes Product:

L (a+b)?=2’+2ab+1b%

I (@a—Db)’=2a%*—2ab-+4 b

Beweise,
I Es ist
(@-+b)?=(a+b)(a+Db)
=a’+ab+ab+b® cf § 39, 1.
=a’+2ab+b% ¢f § 6.
II. Es ist

(a—1b*=(—Db)(a—1)
=a’—ab—ab-+b® cf §39, 3.
=a%— 2ab+4 b2
Lehrsatz 2. Das Product aus der Summa und der Diffe-
renz zweier Zahlen ist gleich der Differenz ihrer Quadrate:
(@ +1b) (a — b) = a? — b

Beweis.
Es ist

(a+b)(a—b)=a*+ab—ab-—>b?
= a?—b: cf §. 26.

Zusatz 1. Eine Differenz aus je zwei gleichen Factoren
ist gleich zwei Factoren, deren einer die Summa, der an-
dere dagegen die Differenz der nimlichen Zahlen ist:

a’—b®*=(a+b)(a—b)

Zusatz 2. Ist ein urspriinglich viergliedriges Product durch Zu-
sammenziehung zweier Glieder dreigliedrig geworden, so lisst es sich
nur durch Versuch in seine Factoren zerlegen; wobei aber zu be-
achten ist, dass das erste Glied des Products ein Product aus den
ersten Gliedern der Factoren und das letzte Glied ein Product aus
den zweiten Gliedern der Factoren ist:

L a’4+2ab—+b® = (a+b)(a—+b)=(a-b)>
II. a* - 2ab—+b®* = (a — b) (a — b) = (a — b)*.

§. 41.
Beispiele zur Einiibung der vorstehenden Lehrsiitze.

1. 5ab.3=8.5ab=156ab.
2, ab.9c¢=9c.ab=09abec.
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«

, ade.fg=adefg.
14ac.2b=28abec.
3ag.4bd=12abdg
ab.a=aab=a’h

>

. ac.acg=a’c’g.
4bde.4bde=16b%d%e’* = (4bde).
3a%b%c.3abec=9a%bdc’

66 a’mn 11a’mn

1 2 _ _ _ l .
10. SZam.—a—an— 1z = 3 ._52a. mn.

©wN e

IL.
11. @ +b)3=3a+3b=3(a+b)
12. (Tbe+5d)T7c=49bc*+35¢cd="Tc(Tbec—+54d).
. 3cgn+4amn+n‘_n(3cg+4am+n)

18. (3cg+4a.m+n)—;—

P) 2
2
14, (3a+6b+9c)2—;-h=2lab+423b +63be v ab+14b+21be
=7b(a+2b+30).
1L

15. (5ac—3bd)d=>5acd —3bd%

16. ab—1)m=abm —m=m(@b— 1)

17. (12an—4mn)8x=36anx — 12mnx=12nx(3a — m).
18, (15,05 —3,2bc)5,2a = 78,26a — 16,64abe.

19! 9pr.0=0.

20. 15mn.1=15mn,

IV,
21, (5b.3¢)m=5b.3cm=5bm.3¢c=15bc.m=15bcm.
22, (ad.ac¢)2n=ad.2acn=2adn.ac=atcd.2n=2a%cdn.

__45abdgp
=—=

24, (5,2ac.1505ad)3ad="7826a*cd.3ad = 234,78a%cd%

23. (15bd.3a.g)—§—=45abdg.—§- 15abdgp.

V.

26. (ba+3b)(4c+6d)=20ac+30ad-+ 12bc+18bd.

26, (bc+8¢c)(3a —2b)=3abec-—2b%c+24ac—16bec.
=3abc+24ac—2b%c —16bec.

27. @b —mx)(8c—~y)=6bc—~2by—3cmx+mxy
=@Bc—y)@b—mx).
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b\ 2 b\?
2\ = a2 2.
28. {a—+ 2) a +a.b+(2)

29. (ac+ad)(ac —ad)=(@c)*+a%cd —acd — (ad)? = (ac)®*— (ad)t.
n (5D E+D-@-G)

b. Producte aus algebraischen Zahlen.
§. 42,

Lehrsatz 1. Zwei positive Ausdriicke werden multiplicirt,
wenn man das Product ihrer absoluten Zahlen positiv setzt:
(+a)(+b) =+ab.

Beweis.
Es ist
(+a)(+1b) = (0-+2a)(0+Db). cf § 21.
=0(+2a)+0(+b)+ab. cf §39.
= +ab. cf § 35, Zusatz 2.

Lehrsatz 2. Zwei negative Ausdriicke werden multiplicirt,
wenn man das Product ihrer absoluten Zahlen positiv setzt:
(—a)(—b) = +ab.

Beweis,
Es ist
(—a)(—b)=(0—a)(0—Db). cf § 22
=0(—a) —0(—b)+ab., cf § 39, 3.
= -+ ab.

Lehrsatz 8. Ein positiver und negativer Ausdruck werden
multiplicirt, wenn man das Product aus ihren absoluten Zahlen
negativ setzt:

(+a)(—b)=—ab.

Beweis.
Es ist
‘(+a) (— b) = (0 +a) (0 — b).
=0(+a8) —0(—b) —ab. cf. §89, 2
= —ab.
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Regel.
Gleiche Zeichen geben plus und ungleiche minus.

Zusatz 1. Eine algebraische Summa wird mit einer al-
gebraischen Zahl multiplicirt, wenn man alle Glieder mit
der Zahl multiplicirt und dabei vorstehende Regel be-
achtet:

(@+b—¢)(—d)=—ad—bd-+cd

Zusatz 2. Zwei algebraische Summen werden multipli-
cirt, wenn man jedes Glied der einen mit jedem Glied der
andern multiplicirt und sich dabei nach vorstehender
Regel richtet:

(a+b—c)(d—e+m)=ad+bd—-cd—ae—be-+ce
+am-+bdbm—cm=(ad+bd-+ce-+am-+bm)
—(cd+ae-+be-+cm).

Erkldrung 1. Tritt eine algebraische Summa als Factor auf,
so ist sie in Klammern zu setzen.

Erklirung 2. Producte, in welchen algebraische Summen
Factoren sind, heissen zusammengesetzte Producte.

Erkltirung 8. Zusammengesetzte Producte konnen wieder zu
einer algebraischen Summa vereinigt sein.

Erklirung 4. Die zusammengesetzten Producte sind in eine alge-
braische Summa zu verwandeln, deren Glieder simmtlich einfache
Producte sind. Entstehen bei dieser Umwandlung gleichnamige Pro-
ducte, so miissen sie in ein Glied zusammengezogen werden. Auf diese
Weise losen sich die Klammern auf. Z. B.:

5ac+4b(3a —2b) —[(Ta-+4b)(9a —3D)].

Diese Summa besteht 1) aus 5ac und 2) aus 4b(3a—2b) und

3) aus (7Ta+4b)(9a— 3b). Darans ergibt sich:
bac+12ab —8b° —(63a’+ 15ab — 12b%) =
bac+12ab —8b* — 63a’ —15ab -+ 12b* =
b5ac— 3ab—63a*+4b%

Erklirang 5. Wird eine algebraische Summa mit (— 1) multiplicirt,
80 bekommen alle ihre Glieder entgegengesetzte Werthe, Z. B.

(bac—3ab—63a*+4b)(—~1)=—bac+3ab+63a%—4b%

Erkldrang 6. Besteht ein formelles Product aus mehr als zwei
Factoren, so multiplicirt man erst die beiden ersten Factoren mit ein-
ander und dieses Product hierauf mit dem néchsten Factor. Dabei ist

-

} cf. §. 28, II.
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zu beachten, dass eine gerade Anzahl von negativen Factoren eine po-
sitive Zahl und eine ungerade Anzahl von, negativen Factoren eine
negative Zahl als Product gibt. Z. B.
(—a)(—b)=-+ab; (—a)(—Db)(—¢c)= —abe.
(—a)(—=b)(~¢c)(—d)=+abed

§. 43.

Erklirung. Aus der Vergleichung zweier Ausdriicke ergeben sich
unter der Voraussetzung, dass man es nur mit positiven Zahlen zu
thun hat, folgende Lehrsitze:

Lehrsatz 1. Gleiches mit Grosserem multiplicirt, gibt
Grosseres:

Es ist a > b, so ist:
ac>be.

Beweis.
Ist a > b, so ist: .

a—b=dcf §8.
und
a=">b~+d.

Multipliciren wir auf beiden Seiten mit ¢, so ist

ac=(b+d)c. cof § 37.

ac=>bc—+cd
Da ist offenbar
ac>be
und zwar um cd.

Lehrsatz 2. Grosseres mit Grosserem multiplicirt, gibt
Grosseres:

Es sei a>b und m >n, so ist
am >bn.

Beweis.
Ist a>>b, so ist auch
am_>bm. cf vorig. Satz.
Ist m > n, so ist auch nach demselben Satze
bm >bn;

demnach ist:
am_>bn,
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1.

10.
11,
12

13.

14.

Erster Abschnitt. §. 44.

§. 44.
Beispiele und Aufgaben.
8aX —2bc= —16abe.

3ad(_!_ad_2b)=1-l—a'd=—-sabd.

(—-ad+2m)><——n—~-—a—d£—-2mn,

—2ab(M—4c+d)= —2ab*+8abec—2abd.

5a.bc(6a+4b 8e —1—)~-30a’bc+20a.b2 33—abe’ 2—l-abc.
e T2)7 CTegAe Ty

. 1 . —_ 2 ..l_.
Sopb(—8a+2b—30)=4ab—b'+15be

2a — 3a b+ 5 cd
53 + 7ab— 3 cd
10a® —15a’b+25acd
14a%db —21a’b*+35abed
— Bacd + 9abed — 15¢%d®
10a2 — a?’b-+19acd —21a’b?-+44abed — 15c2d>

3ac —- 2 b d— e+ 3
7a ¢ +5bd +e

2la%c? —14abcd —7ace+2lac
15abed — 10b*d*—5bde+ 15bd
3ace —2bde —e?+3e

21a*c'+ abod—4ace-+2lac— 10b2d® — 7bde-+15bd — e -+ 3e.
8a — 2 b+ b ¢

— 2a 4 b
—16a’+ 4ab —10ac
8ab —2b*+5be

—16a*+12ab — 10ac — 2b*45be.
(3ab —2b).(5ab+b) =15a*b*—7ab? — 2b%
Ba—4b).(Ta—2b) =21a*—84ab -+ 8b%

6a—2b+9c).(4a —b+5c) =24a> — 14ab+66ac—+2b?
—19bec + 45 c?

Bd+5g—2m).(4d —-2g+6m) =

124+ 14dg+10dm — 10g*+ 34gm — 12m?
@+3d+5mn).(¢+2d+mn) =
8416d+22mn+6d*+ 13dmn -+ 5m?n?
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15. [5ab.(—4bec)].(—ac)= —20ab2c.(—ac)=20a%bic?

16. (—a)(+m)(—n)(+0)(+h) = —am(—n)(+0)(+h) =
amn(~+0)(+h) =0(+h) =0.
adn adn

7. [(% ad+2m).(—-n)](—-l)= ——2——-—-2mn)=(—-1)=———2—+2mn.

18. (10ahb).(--5ab).(am).(bcd) = — b50a’b’cdhm.
19. (3+—§—m——%—m’)(?p—-—%):9+6—;-m—5%m‘:i—%m3.
20. (a+b)®=a®+3a’b+3ab’>+ b3 (Kubikformel.)
2. @4+3p)* =2+3p)2+3p)2+3p(2+3p =
16 + 96 p -+ 216 p* -+ 216 p* + 81 p&.
22, A—x)(1+3x)=1—x2
23. -y +y=14+y—-2y* -2y +y*+yo
2. [5d+3(d+e)—5(4d—2e)] +12d=13e.
25. 8a—Tc—4(a+2b—3¢c)+2(B8a—4c)=10a —-8b—3e¢.
26. 3m(5m*—~2mn~+n?) —[(2m?+ 5mn).(4dm — 2n)] —3mn?=
7m® — 22m?n + 10 mn®
27. 5ab—-3m—+4c).(~ab—-3m+c)=

ab b 1 . 1
28, -2——-§-+c .(2-2—8.b+b—-.l§c)__
29. (420lac+3,4bd ~-205¢d —0,6).(0,5a¢c - Tbd —0,6¢cd) =
1 1 1 h
30. (~168h+4h—1ohm).(—35ab—4zhm— )=

31. [(wa_9b._3c+12&)3&ch+(2x—y).(3x+-§—+ab)+4aby=

32, [[Baf(5b—7f+9x)](8b+5f—4x)+ 186ab] — [(3af—2bi).
E+b—20)]+30af=
Anmerkung, Zur weiteren Uebung siehe Hofmann, II. Thl. 8.7, 8, 11-13,
Heis §. 14—17.

aa. Quotienten und Producte aus absoluten Zahlen,

§. 45.

Erklérung 1. Aus dem Verhiltniss eines gegebenen Products
zu ‘dem einen gleichfalls gegebenen Factor den andern Factor
bestimmen, heisst dividiren.

Das gegebene Product, welches dividirt werden soll, heisst
Dividend, und der gegebene Factor, mit welchem dividirt wird, heisst
Divisor, und das durch die Division gewonnene Resultat heisst Quotient.

Die Division lehrt demnach eine Zahl finden, welche mlt dem Divisor
multiplicirt den Dividenden als Product gibt.
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Erklfrung 2. Es sei a der Dividend und b der Divisor, so ist:

a
a:b oder T

der allgemeine Ausdruck eines Quotienten. Dieser Quotient be-
zeichnet unter Umstéinden, die wir hier voraussetzen, eine ganze Zahl,
Wir bezeichnen diese Zahl mit q und bekommen:

2 _
b

a

Der Ausdruck b bezeichnet den formellen und q den wirk-

lichen oder entwickelten Quotienten.

Erklirung 3. In einem formellen Quotienten konnen Dividend und
Divisor benannt und unbenannt sein.

Ist nur der Dividend benannt, dann ist das Verfahren eine
Theilung; ist Dividend und Divisor benannt (gleichnamig), dann
bandelt es sich um eine Messung. In diesem Falle ist der Quotient
unbenannt und gibt an wie viel Male der Dividend so gross ist als
der Divisor; in jenem Falle ist der Quotient benannt und gibt an, der
wie vielte Theil der Divisor vom Dividenden ist.

Erkldrung 4 Kommen in einem formellen Quotienten Coéffi-
cienten und Exponenten unbestimmter Grossen vor, so werden die Coéffi-
cienten wirklich dividirt, die Exponenten subtrahirt, um den ent-
wickelten Quotienten zu bestimmen; die gleichbenannten unbestimm-

ten Grossen des Dividenden und Divisor fallen im Quotienten ganz
weg, z. B.
10a’b%cd:2ab*d=05abe.

§. 46.

Erkldrung, Aus dem §. 45 ergeben sich folgende Fundamental-
sidtze:
Eine Zahl bleibt unverdndert, wenn man sie mit einer

und derselben Zahl in beliebiger Ordnung multiplicirt
oder dividirt:

i
o|e
=
Il
o

—t
—
-]
o .
o
i
-1
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Beweise.
Es ist —:i = q, mithin:
a=qb. ecf. § 45.

Substituirt man in dieser Gleichung fiir q den entsprechenden Werth aus der
vorhergehenden Gleichung, so ist:

Es ist %:q und

Substituirt man aus der letzten Gleichung den Werth von a in der vor-

letzten, so ist
ab _
=q.

Anmerkung. Darauf stiitzt sich die Probe fiir die Multiplication und Division,

Zusatz 1. Hat der formelle Quotient zum Divisor 1, so ist der ent-
wickelte Quotient dem Dividenden gleich:
—i- =a
Zusatz 2. Ist in einem formellen Quotienten Dividend und Divisor
gleich, so ist der entwickelte Quotient 1:
a
a

It

1.

Anmerkung. Multiplication und Division sind entgegengesetzte
Operationen.

§. 47.
Grundsatz 4. Gleiches durch Gleiches dividirt, gibt Gleiches:

Es sei m = n, so ist

m n
c ¢’

§. 48.

Erklirung. Da Multiplication und Division entgegengesetzte
Operationen sind, so ergeben sich, wenn man hier dividirt, wo man
dort multiplicirt, nachstehende Lehrsitze.

Lehrsatz. Eine Summa wird durch eine Zahl dividirt, wenn
man jeden Summanden durch die Zahl dividirt:

a-+b a b
= — 4 —.
[} c c

Weber, Algebra. 3
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Beweis.

Man multiplicirt auf beiden Seiten mit ¢, so ist:
(a+b).c=a.+b. cf. §. 46

c

(_2'_+.2_),c=(%-.c)+(l;-.c) of. § 34

=a-+b cf § 46;

() o= (242).
c c c
nach dem Grundsatze: zwei Grdssen, die einer dritten gleich sind, sind sich

selbst gleich.
Und es ist auch

und

folglich:

a+b=1+—b— cf. §. 37 u. 47.
[ [ [
Zusatz. Was vom Binomium (a-+b) gilt, gilt auch von
jedem Polynomium:
a+b+mi§
[

a b m n
—t—t— .
c c c c

Anmerkung. Der Divisionsstrich ersetzt die Klammern:

(a+b):c=a'_:b.

§. 49.

Lehrsatz. FEine Differenz wird durch eine Zahl dividirt,
wenn man Minuenden und Subtrahenden durch die Zahl di-

vidirt:

Bewaeis.

Man multiplicirt auf beiden Seiten mit ¢, so ist:

(a_b).cza—b cf. §. 46

c

R CONCOETE

=a~-—Db;

und

folglich auch:

(a—b).c=(1—l)—).c; z_;_—_-_l_)___:_a;___l_)_‘ of. §. 37 u, 47.
¢ c ¢ c c ¢
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Zugatz 1. Eine algebraische Summa wird durch eine
Zahl dividirt, wenn man jedes Glied durch die Zahl di-
vidirt:

a+b—m-+n a b m n
‘—TL=?+?"?+?

Zusatz 2. Zwei oder mehrere Quotienten mit demselben
Divisor werden addirt oder subtrahirt, wenn man die Summa
oder Differenz ihrer Dividenden durch den gleichen Divi-

sor dividirt:

L 3_+L=a+b
[ [ c

2. i—-i=ﬂ—_b.
c c c

3. 1+l>_~__13 i__a+b—m+n.
¢ c c c c

Zusatz 3. Jeder Quotient mit dem Dividend Null, gibt Null als
entwickelten Quotienten :

9 o
m
Beweis.
Es ist
0_2=2 s 900
m
=2 _2 §. 48 Lehrsatz.
m m
=0,

§. 50.

Lehrsatz. Ein Product wird durch eine Zahl dividirt, wenn

man einen Factor durch die Zahl dividirt:

.b
a-———:-—a—.b:a.L.
[ Cc c

Beweis.
Man multiplicirt die als gleich zu beweisenden Ausdriicke mit ¢, so ist

(‘i‘g}—’ .c=a.b cf §. 46.

(.‘:_,b),(-,:(%. ).b of. §. 36.

=a.bh.

GRS D)

=a.b;
3¢
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(D)o (G ) o= ()

2
c

folglich ist auch:

demnach auch

o'

a.

a. .—.—%.b: of. §. 37.

° I

Zusatz 1. Ein Quotient wird mit einer Zahl multiplicirt,

wenn man den Dividenden mit der Zahl multiplicirt:
a a.b
—.b=—
c c
Zusatz 2. Wenn eine Zahl mit einer andern multiplicirt und
mit einer dritten dividirt werden soll, so ist es einerlei, in welcher
Ordnung dies geschieht.

Zusatz 3. a’:a —a; denn

§. 51.

Lehrsatz, FEin Quotient wird durch eine Zahl dividirt,
wenn man den Dividenden durch die Zahl dividirt:

Beweis.

Man multiplicirt jeden Ausdruck mit ¢, so ist:

a a
(3—.6)0:; cf. §- 46.

a:c _(a:c).c
(T) ¢ = b cf. §. 50 Zusatz.

.
y

(o= (59):

a a:c
T)—.c-——g—. cf, 5.37

o|e

folglich ist

und:

Zusatz. Wenn eine Zahl durch zwei andere nach einander
dividirt werden soll, so ist es einerlei, in welcher Ordnung
dies geschieht.
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§. 52.

Lehrsatz. Eine Zahl wird durch ein Product dividirt,
wenn man die Zahl durch jeden Factor in beliebiger Ordnung
dividirt:

a
b.c

a
c

=%:c= :b.

Beweis.

Man multiplicirt jeden Ausdruck mit be, so ist:

(1 bo=a cf §. 46.
be

a a
(-ﬁ-.c)b(‘.:(—b— c)c.b. cf. § 36, 1.
a

:——.b: H
5 a

folglich:
a a
IT(—:) bc_(—l-’-.c)bc,
demnach auch:
a_a .
be” b

Zusatz. Ein Quotient wird durch eine Zahl dividirt, wenn
man den Divisor mit der Zahl multiplicirt:

a a

—iC=—

b b.e’

§. 53.

Lehrsatz. Eine Zahl wird durch einen Quotienten dividirt,
wenn man die Zahl mit dem Divisor multiplicirt und das Pro-
duct durch den Dividenden dividirt,

oder
wenn man die Zahl mit dem umgekehrten Werth des Quotienten
multiplicirt :

Beweis.

Multiplicirt man alle Ausdriicke mit L , S0 ist:
c
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(a:h)}—:a cf. §. 46.

(g,_.g b a.c.b a.be
b - ~ be

(b )———(a c)—’""a cf. §. 50, Zusatz,
(a.?) S =aunsw

Zusatz. Ein Quotient wird mit einer Zahl multiplicirt, wenn man den
Dividend mit der Zahl multiplicirt oder auch den Divisor durch die Zahl
dividirt:

a.c a

b b:c

ic—
b

§. 54.

Lehrsatz. Zwel Quotienten werden mit einander multi-
plicirt, wenn man Dividend mit Dividend und Divisor mit
Divisor multiplicirt:

ac

a
b d bd

ale

Beweis.

a ¢ a ac
T.E-::(T.c).d—-—b‘.d cf, s. 50.

‘_.b—d cf. § 52

oder man multiplicirt die beiden Ausdriicke mit bd, so ist:

a ¢
;.:i-)bd-—ac
a

—Z)bd=ac w S W.

Es ist

§. 55.

Lehrsatz. FEin Quotient wird durch einen Quotienten di-
vidirt, wenn man das Product aus dem Dividend des ersten
und dem Divisor des zweiten Quotienten dividirt durch das
Product aus dem Divisor des ersten und Dividenden des zweiten
Quotienten,
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oder
man multiplicirt mit dem umgekehrten Werth des zweiten Quo-

tienten den Werth des ersten:

a2, c _a:c a.d a d
b d b:d b.e¢ b e’
Beweis.
Es ist:
a ¢ a
-b— —d— (—— d) ¢ cf. § 53.
a.d a
—(5) =iy e
oder man multiplicirt mit T 80 ist:
( 3
b d d b
a. ___a c.d_a
b.c. b.c.d_ b’
folglich :
G: ) =G
b
ad
und b T=ﬂ cf. §. 47.
§. 56.

Lehrsatz. Ein Quotient bleibt unverdindert, wenn man
Dividend und Divisor mit der nidmlichen Zahl entweder multi-
plicirt oder dividirt:

Beweis,

Multiplicirt man die Ausdriicke mit be, so ist:

() vemee

b be=a.c,

aic
bre be= b—— )cb of. § 51.

= (;;)b of. §. 46,
= (‘%—")b of. §. 53.

=2a.¢C;
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a a.c a:c
(—b—‘)bCZ(b—.-E)bc— b—':c)bc‘
a.c :

folglich ist:

und auch
a _a.c_a:c
b b.c b:c’
§. 57,

Erkldrung 1. Die Division ldsst sich nur dann vollstindig aus-
fithren, wenn der Dividend ein Vielfaches des Divisors ist. Ist das
nicht der Fall, so bleibt nach der Entwicklung des Quotienten immer
ein Rest. In diesem Falle ist der Quotient ein Bruch.

Dieser Bruch heisst &4cht, wenn der Dividend kleiner ist als der
Divisor; unidcht aber, wenn der Dividend griosser ist als der Divisor.
Bei einem Bruch heisst der Dividend Z#dhler und der Divisor Nenner.

Erkldrung 2. Da jeder Bruch ein specieller Quotient ist,
so sind Dividend und Divisor, Zdhler und Nenner identisch, und
alle fiir Quotienten und Producte aufgestellten Sédtze gelten auch
fur die Briiche. Es bedarf desshalb hier keiner weitern Erdrterung,
wie Briiche multiplicirt oder dividirt werden sollen. Sollen Briiche
addirt oder subtrahirt werden, so hat man nach §. 48 und 49 zu
verfahren, aber nur wenn sie gleiche Nenner haben. Haben sie
verschiedene Nenner, so sind sie auf gleiche Benennung zu
bringen.

§. 58.

Lehrsatz. DBriiche werden auf gleiche Benennung gebracht,
wenn man das Product aller Nenner als gemeinschaftlichen
Nenner betrachtet; diesen mit dem Nenner jedes einzelnen
Bruches dividirt und den erhaltenen Quotienten mit dem Zihler
jedes einzelnen Bruches multiplicirt. Dieses Product ist der
entsprechende Zéhler eines Bruches mit einem Nenner, der auf
diese Weise allen einzelnen Briichen, die zu addiren oder sub-
trahiren sind, gemeinschaftlich wird:

a [ e adm-+bem-+bde
F+_d—+_x;_ bdm :

Beweis.

Der gemeinschaftliche Nenner ist bdm. Dividiren wir diesen mit
dem Nenner des ersten Bruches, so ist:
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1. E’%:dm.

Multiplicirt man mit dm Zahler und Nenner des Bruches -%—, 50 ist

a
—,6-=bdm cf. § 56,
Ebenso ist:
bdm becm
2 T:bm, bm.c:bm d_-'bdm
und
3. 29™ 14 bd.e:bd.m=2d®
m bdm

Es ist folglich auch:
a [ ¢ adm bcm bde adm-+becm-+bde

b T T bdm Tbdm  bdm bdm

Zusatz 1, Kommen bei diesem Verfahren mehrere Nen-
ner mit gleichen Factoren vor, so setzt man diese nur ein-
mal an, um den kleinsten gemeinschaftlichen Nenner zu
erhalten:

cf. §. 48

a b d ¢ anp+bp+dn—cm

m mn mp np mnp

Beweis.

Da ist der griosste gemeinschaftliche Nenner = m.mn.mp.np und der
kleinste =mnp, weil dic Nenner: m, mn, mp, np nur einmal in ihm ent-
halten sind.

Es ist:
muP _ ap: . _ anp
1. m = UP; np.a,.np.m_mnp.
mup _ . . _bp
2. — =P p.b.p.mn_mnp.
3. mnp:n; n.d:n.mp = dn.
mp mnp
4, mnp:m; m.c:m.np = °m
np mnp

Folglich ist:
a b d ¢ anp+bp+dn—cm

m mn mp—l—l; mnp

Zusatz 2. Haben Zéihler und Nenner eines Bruches einen
gemeinschaftlichen Factor, so kann man durch diesen den
ganzen Bruch dividiren, um ihn auf einen einfachern Aus-
druck zuriick zu fiihren, ohne den. Werth des Bruches selbst
zu a&ndern, z. B.:

15ab 3ab
5o =T. ef, 5.47 u, 56,
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Zusatz 3. Sollen Briiche auf ihre einfachsten Ausdriicke
reducirt werden, so sind Zihler und Nenner, wenn sie Pro-
ducte sind, in ihre Factoren zu zerlegen. Z. B.

ab—be (a—c)b b

= =—_. cf §. 56.
am—c¢cm (a—c¢m m

§. 59.
Beispiele zur Einiibung der vorangehenden Lehrsiitze.
L

12ab _ 44, demn 42.3b=12ab.

3b
9at _
3a?~
3. —léiai—fg—e—:Zbc; denn 2bc¢.7a%*b = 14a’b’ec.
35a%bx
7ab’x

3a%; denn 3a*,3a’=9a"

=b5a’b—!; denn 5a%b—1.7ab?x=285a%bx. *

1I.

5, abtac_ab ac . o
a a a

12mn+4np 12mn 4np
6. i =~a +4n =3m-+p.

27a%blc+9b%c 27a%b%c  9ble

7. 3blc 3b’c 3blc

=9a%+3.

1118

15d°m® — 3d*m* 156d°m® 3d’m’
3d*m? T 3d°m’  3d%m?
18acdm?—-9a’dm 18acdm? 9a’dm
3adm =" 3adm  3adm

12ab — —20b*+4bd
L 122 36bc4b20b+ Pd 3a—9c—bbtd

=56m— 1.

10. =6c¢cm — 3a.

Iv.
12. u_l;'_:ﬂ=a.6bc=3ab.20=6abc.

24mn.6mp

13. m

=4n.6mp=24mn.p=24mnp.

oder nach einer andern Schreibweise = b—1,

—3=—; = &~ 2; spliter des Ndhern mehr.

e
-
®
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2
14. 21abc——~————'ﬂﬂl=3ac.283hm=21:a,'bc.4=m=84x;'bcm.

7ab
9abd 9ab.3d
e — o — . = d.
15 3p .3d 30 3a.3d=9a
3 3
16, 322’be o _38abe.2m L om—10abm.
7ac 7Talc
V.
8b 8b:4b 8b 1
17 é" 4b"——2—6'—=;—b-.20=?.
4me 4mc:2m 4me 1
18 o i2m="15, = 3a 2°=F%
35a’be . 35a’be:7a’b 35atbe 1
19. 7(:—-—7& b= %o = 7;2b .20-—2?.
VI.
28 m* n? 28 m*n? 2 28 m*n® .
20. 4m’n.7m?*n- 4m?n +7m ““'T“nﬁ”{‘*m =L
18becd 18becd __18bed 1
2L Fq1zabe = 84 ‘12abe=ggpidd=ga
VIL
22, 15x;23_18%.2 o
a 5x
1 3ab.2b ,
23. 3ab.§~b_ n =6ab
24, 10mn:§-E=I—OEE——2—E=4n’.
2n 5m
VI

35a’be 70a’boem
25. 7ac )(5abm 35a’bcm—2'

gg, 3M X _smx x
Yy am amy y

g7, 52'bd 12bn’ _6€0a’brda_
* "2an "16bd ~ 60abdm 0™

gg, %2b 2b_4ab.5a_20a’b_10a
"9 ‘Ba” 9.2b ~ 18b 9

12ab 4abx 12ab.2bxz 24ab’xz _2b
3x'z 2bxz  8x’z.dabx  12abxiz_ x*"
4x* 6x° 4x.9z* 36x’z* 22
320028 B8z°.6xF 18x°z° x°

29,

30.
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X.
5, 24, m _2dg+mn
n g gn
32 3ab 50+E__12abdm—10bczm+7bcd2
" 2bc 4d 8m 8bedm :
En 3g e 35mn~+42m’p—6gp+e
XI.
2
34, ax+x* x(a+x) a-x

2bx —¢x x(2b—c¢) 2b—¢’
ax —a a(x —1) a

35. 3bx—38b 3b(x—1) 3b'
36. 21y—3x=3(7y~x):3.
9y —-T7x TOy—x) 7
37, 12a’b+6ax®* 6a(2ab+x’) 2ab+x

24ax — 18a’c” 6a(4x —3ac) 4x—3ac’

bb. Quotienten und Producte aus algebraischen Zahlen.

§. 60.

Lehrsatz 1. Zwei positive Ausdriicke werden durch ein-
ander dividirt, wenn man den Quotienten aus ihren absoluten
Werthen positiv setzt:

(+a) _
(+1)

L
z.

Beweis.
Es ist:
(+3) (O+a)
(+b (+1b
N 0 a
SEn T EY

of. §.21.

of. §. 48,
a

=0+ cf. §.21; §.49, 3.
a

=+

Lehrsatz 2. Zwei negative Ausdriicke werden durch ein-
ander dividirt, wenn man den Quotienten aus ihren absoluten
Werthen positiv setat:
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(-3 __ 8
EE R
Beweis.
Es ist:
(—a) (0—a)
o= (—p =
0 a
= -(—_-—_'—,65 ( b) ’ cf. §. 49,
_ a
T 00—y’

a a
= — (—~ F)=+T. cf. §. 28, 1L

Lehrsatz 8. Ein positiver und negativer Ausdruck werden
durch einander dividirt, wenn man den Quotienten aus ihren
absoluten Werthen negativ setzt:

() a
(+b) b’

Beweis.
Es ist:
(—a) (0—a)

(+b)~ (+b’
0

a

(+b)" (+b)

a
=0+

——(+2)--2
_ - b ——'b.
Regel.

Bei der Division geben wie bei der Multiplication gleiche
Zeichen plus und ungleiche minus.

Zusatz 1. Eine algebraische Summa wird durch eine al-
gebraische Zahl dividirt, wenn man jedes Glied derselben
durch die Zahl dividirt und die Zeichen nach vorstehenden
Lehrsatzen setzt:

ab—f-ac—__aa__(‘l:b_*_c_d.
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46
Beweis.

Multiplicirt man beide Ausdriicke mit (+ a), so ist:
((btee=ed) o Gucogn

Nach §. 46 und §. 34 gibt das aber
ab+ac—ad=ab-+ac—ad

Zusatz 2. Der Werth eines Quotienten bleibt unveridndert
wenn man Dividend und Divisor mit (—1) multiplicirt:

—2ab+4ab__2ab—4ab_ ﬂ
2cd 2¢cd Ted’
Beweis.
Es ist
~—2ab‘+—4ab_+2ah_ ?_._13
—2cd T —2c¢d”  cd
und

(—-—2ab+4ab (L1 28b—%ab_—2ab__ab
—2cd )’ - 2¢d  A4+2cd cd’

§. 61.

Erklirung 1. Die Glieder einer algebraischen Summa kionnen
nicht blos Producte (§. 60 Zusatz 1), sondern auch Producte und
Quotienten sein; sind aber immer nach den iiber die Quotienten

und Producte aufgestellten Sitze zu behandeln. Z. B.

5a? 43
1. (?+3&b+3—b).63b
5a? 3ab 4a
—12ab+6ab+18a.b’

5a 1 2

5be 3de 3cd

2. (2 ab+ord— 4mn_’)‘ +5an
__6abed  15be?d 9cdle 3cdx

5ab « 10abcd 20abmn  bHab

6cd 3¢ 9cdle 8cdx

=75 T2a 20abmn  bab '

5. (22 +60 ):(-8)=(- 2LE 1 Ge e1).(- 5

_10abm 30bed 5m 15bed

2a 3¢ a
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Erklirung 2. Wie man einen Quotienten, dessen Dividend eine
algebraische Summa, in eine algebraische Summa verwandeln
kanbn, so kann man jede algebraische Summa, die zu Gliedern
Quotienten hat, in einen Quotienten verwandeln. (cf. §. 58.) Z.B.

5am _ 3am—4np _Zam _
2am—np bH5am+.2np Snp
[[Bnp.(5am—+2np).5am] —[(3am —4np).3np.(2am — np)]
—[2am.(2am —np)(5am+2np)]]:3n0p.(2am —np)(bam+ 2np) =

[(15amnp+6n®p?).5am — (3am —4np)(Bamnp — 3n’p?)
—(4a’m?—2amnp)(5am~+2np)]:3np.(2am —np)(5am+2np) =
[75a?m?’np+30amn?p* — (3am —4np)(Bamnp — 3n®p?
—20a°m®*+2a’m?np+4amn’p?]:3np.2am —np)(5am+2np) =
(75a’m’np+30amn?p?—18a’m?np+33amn?p? — 12n?p?
—20a’m®+2a’*m’np+4amn?p?):3np.(2am —2np)(5am—+2np) =
59a’m?’np —20a*m®+ 67amn®p? — 12n%p?

3np.(2am —2np)(5am—-+2np) ’

Anmerkung. Algebraische Summen, in welchen die Quotienten wieder
aus algebraischen Summen bestehen, haben bei der Umformung in Quotienten fiir
den Anfinger Schwierigkeiten, um diese zu vermeiden, hat er dem vorangehenden
Beispiel besondere Aufmerksamkeit zu widmen. Desshalb wurde es auch so umst#indlich
behandelt.

Erkldrung 3. Zwei algebraische Summen werden dividirt, weon man das
erste Glied des Dividenden durch das erste Glied des Divisors dividirt
und das Product aus dem gefundenen Quotienten und Divisor vom Di-
videnden subtrahirt. Aus diesem Rest wahlt man wieder ein Glied, in
welchem das erste Glied des Divisors enthalten ist, um dividiren zu konnen.
Dies gibt das zweite Glied des Quotienten, welches mit dem Divisor
wieder multiplicirt werden muss, damit dieses Product wiederum
vom Dividenden abgezogen werden kann. Bleibt Null als Rest, so ist die
Operation vollzogen. Z. B.

12a%b —24a’bec — 3a’bc®+30abe® —15bc*:3a’b —6abec+3be?=4a*—5¢?
12a%b — 24a%bc+-12abe?
— -+ —
—15a*be?+30abe® —15bct
—15a'be?+30abe* —15bct
+ - +
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Erkldrung 4. Ist aber der Dividend kein Vielfaches des Divisors,
so bleibt nicht Null, sondern ein Rest. In diesem Falle wird die Division
am besten nicht vollzogen, sondern nur angedeutet, aber man hat durch
Zerfillung in Factoren (cf. § 58, 3) einfachere Ausdriicke her-
zustellen.

Wird die Division gleichwohl vorgenommen, so bildet der Rest, als
ein Bruch, dessen Zdhler der Rest selbst und dessen Nenner der Di-
visor ist, das letzte Glied des Quotienten. Dieser tritt in der Form
einer unendlichen Reihe auf Z. B.

ah

3 o2 . —2a — .
1. 6a’—x ax+ab:3a+x=2a x—{--ga'_'_X

6a’ +2ax

—3ax —x?

— 3ax — x*

+ o+
+ab
Sa+x’

2, 1:1 —x=14+x+x*+x3+x*+. ..

1 —x
- -+
x
x — x°
- +
x2
x? — x3
-+
x3
x3 — x*
- +
xi
x* — x°
-+

So ist auch:

3. =a+ax+axt+axi+axt+axi+....

1—-x
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4, a:l+b=a—ab4ab®—abd+ab*—.

a-+ab
—ab
—ab—ab?
+  +
ab?
ab®+4ab?
—ab?
—ab?®—abt
+ o+
ab?
ab*+ ab?
— abd
So ist auch:
5. bi}:ab-! —ab-2+4ab=3 —ab—44,

x| bx, bx bx

6. ia —b=—+—
x a.—i_a.’-l_a,B at
bx
g — 2=
a
-— -
bx
a
bx bix
a  al
-+
b%x
:z_
b’x  bix
ro
-+
bdx
ra
b®x b'x
Tat T et
-+
b%x
ra

So ist auch:

Weber, Algebra.

49
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x x bx  b?x b®x bx bbx
L
Erklirung 5. Setzt man im Quotienten i :_ v fir a die Zahl 1 und
fir b die Zahl 2, so ist:
1 _ t_ o3 ot _ oo 2 _ 1_1
1 2_-1—2+2 — 234202 +1+2-—-—21+213—3.
§. 62.

Erklirung. Durch die unendlichen Quotienten werden wir auf
das Gebiet der unendlichen Gréssen gefiihrt, allein von diesen
kann hier nur voriibergehend die Rede sein.

Eine unendliche Grosse ist eine Zahl, die iiber bestimmte
Grenzen hinausgeht. Eine unendlich grosse Grosse ist grosser
als jede noch so grosse angebbare Grosse. Eine unendlich
kleine Grosse ist kleiner als jede noch so kleine angebbare

Grésse. Die Zeichen dafir sind o0, é

Lehrsatz. Ein Quotient, der zum Dividend eine beliebige
Zahl und zum Divisor Null hat, ist eine unendlich grosse Grosse:

a

6:%.
Beweis.
Setzen wir im Quotienten l fiir x die Zahl 1, so ist:
—X
a
1 _l=a+a+a+a+a+....=w. cf. §. 35, 3.
a a
]~1='I)—, cf. §.20,
folglich ist auch:
2w
o =%

Zusatz 1. Ein Quotient, der zum Dividend eine belie-

bige Zahl und zum Divisor eine unendlich grosse Grosse
hat, ist Null:

2o
[+ o}
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Beweis.
Es ist nach dem vorigen Satz:

 — >
0 — 9’
demnach ist auch:
a =0.o, cf § 45.
und :
2 = 0.
®©

Zusatz 2. Ein Quotient, der zum Dividend eine unendlich grosse
Grosse hat und zum Divisor eine geliebige Zahl, ist unendlich gross:
R

a

§. 63.

Erklirung. Aus der Vergleichung zweier Ausdriicke ergeben sich
unter der Voraussetzung, dass man es nur mit positiven Zahlen zu

thun hat, auch hier (§. 43) noch folgende Lehrsitze:

Lehrsatz 1. Grosseres durch Gleiches dividirt, gibt Grosseres:
Es sei a > b, so ist:

a b
2>
m m

Bewaeis.
Ist a>b, so ist a—b =d und

a=>b-+d
Dividirt man auf beiden Seiten mit m, so ist:

= —4—, cf. §. 48;
m m m m
folglich

—‘-‘—>L und zwar um 4
m” m
Zusatz,

Bei zwei Quotienten mit gleichem Divisor ist der grossere
Quotient auf Seiten des grossern Dividenden.

Lehrsatz. 2. Gleiches durch Grosseres dividirt, gibt Klei-
neres:

Es sei a > b, so ist:
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Beweis.
Ist a > b, so ist

a—b=4d
Multipliciren wir auf beiden Seiten mit m, so ist:

am —bm=dm. cf §. 37.

Dividiren wir beide Seiten durch a b, so ist:

am—bm dm
Tz?b‘, cf 5.47.

m m dm
-b————a-za—b', Gf-§.56.
Folglich ist:
m m dm m m dm
b~ e Wap W <% ™
Zusatz 1.

Bei zwei Quotienten mit gleichen Dividenden ist der
grossere Quotient anf Seiten des kleinern Divisor.

Zusatz 2.

Grisseres
Grosseres:

durch Kleineres dividirt, gibt

Es sei a>b, und m < n, so ist:

a b
P

Beweis.
Ist a>b, so ist:

l

b
>';, cf. §. 63, 1.
Ist m <<n, so ist:

Blo

>Tl;—, cf. §. 63, 2;
folglich

a b
>
m n
Anmerkung Multiplication und Division sind Zahlenverbindungen der
gweiten Stufe. Bei Zahlenverbindungen der zweiten Stufe kann man alle Klam-

mern weglassen; bei Zahlenverbindungen der ersten und zweiten Stufe ist das un-
miglich., Z. B.

[(a.b):c].d=a.b:ic.d; [(a+b—c):d].m=[(a+b—c).m]:d.
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§. 64.
Schlussanmerkung fiir den ganzen Abschnitt.

Aus dem bisher Entwickelten ist der innige Zusammenhang der vier
‘Grundoperationen (Species) ersichtlich. Die Addition bildet die Grund-.
lage fiir Subtraction, Multiplication und Division; denn durch wieder-
holtes Addiren einer und derselben Zahl kommt man zum Multi-
pliciren, und durch Umkehrung des Addiren und des Multipliciren
kommt man zum Subtrahiren und Dividiren.

Addition und Multiplication sind directe, Subtraction
und Division sind indirecte Zahlenverbindungen der ersten
und zweiten Stufe.

Durch wiederholtes Multipliciren der némlichen Zahl
kommt man zu einer dritten Stufe directer Zahlenverbindungen zum
Potenziren, und durch Umkehrung des Potenziren zum Radiziren und
Logarithmiren, den zwei indirecten Zahlenverbindungen der
dritten Stufe.

Von den Operationen der dritten Stufe handelt der nichste Ab-
schnitt.

§. 65.
Beispiele und Aufgaben.
L
1. 12mn*: —4mn= — 3n.
v — 1l1a’m’n an
2., 24becd: — 8bd= —3e¢. * T 33am? =g
3. 9a’b:27azb=—1—. 8 —9a’m’nx 3mn
3 " —15almx b5 °
4a 21 atb3cldx
4. —12&0:—9(3=?- 9. mzi‘l&bd"x“.
. _4b — 252 mbnb 5 5.2
5. lGabc.-—ZOa,c._—%—. 10. 525m®n = —5a’m—%nt
9ab 3ab 6mx+ 12nx
 —— ———=—2m-—4n,
b —3¢q Zod u —3x m—4n
_ 32 18 a
12. 12a7b?+ 242D 36ab =3a*—6ab+9b
—4ab?
13. 3ab.-8d-—- 24abd Bad.

4bec T 7 T4be e
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14.

15.

16.

17.

18.

20.

21,

22,

23.

25, —

26.

27.

29.

30.

31.

32.

33.

34,

Erster Abschnitt.

17cd Tap— 119acdp  17cdp
2lamns ° P T Slamn Smn °
3a’he s 3a’be 3a‘be 2
27ac -facm = 27ac:9acm’ 3:m? bem®
—15be —1b6be 5
“Bed AP°= Topeaded
a _b_ ac
e b’
3ac 60acm
Bam:— G =—"3., - 2™
4mn 2 Scmn
3d- 3d
am a’d
—&d.—-—m:—b‘—.
‘l:mn’.8 _4mp®*  4pn*(m) m
3nd C"T 2&n’d 4n’(6d) 6d
1} 4
§_f'_:_4a3=____8__a_=__.2_at_
3b? 12a%b? 3b
Same Sam— — 9ame 3
2be - 6abem  2b°
27m?® Om® — 27m?: —9m® _ 3
8x: VM=~ 8 x? T 7 8mx?’
X g. 2 __% 1
2m'3x T 6mx*! 6mx’
ax’ Ly tdxl_ax
@ YT T T
2¢t 30ctdg 6¢cd
9cmx~3acx_ 9¢emx  3m
8ny ° " 24acnxy 8any’
6bm 15a24d? 5a%d?
2 = — = — .
3adh: -2 6bm 2bm
2ach 2ac_2acb_
b T T 2ach
bm? 5m? 1
—_—— L e D
za  —O0m = i T ram
7am Sam Tam 7
3an’ T T 9a'mn? 9an?
ad 27a%d?
15d 3a 5
(9&—'2—e-+27d6).3d-——6-—§—e'+98.

§. 65.
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

43.

44.

45,

46.

47.
48,
49,

50.

51.

5

»

Quotienten und Producte aus algebraischen Zahlen. 5b
3m® 5mn g_n_) 10mn 9bem?  15bemn
4b* " 6bec 3¢’ 3bc  40b’mn ' 60bcmn
+ 6becn?  9cm +l bn
30¢*mn  40bn 4  bem®
(9—i+l—g+—8§).2a’=18a‘ ga+s2+20,

a a?  a

b 2a 7o

(l5am—~9bm+ﬁ).—3——.-—10a +63b—-ﬁl

3ac 2mn 9acn  2agm?
——m 3den? +5x) —3agmn = m -+ 1o —15agmnx.
(___*__“_ 311 .6bn_7amq 7q 1l4mqg Tm

- ‘Tmq 6b*n  9n 3bn @ 2b°

9ab 10cd _ QOa.bcd_ 6bec(l5ad) _ 15ad
4b*c’  I12mn  48b’cnm  6bc(8bmn)  8bmn’
77mn? 3g_1im
T 9dg 7n?" 3d°

24acm? 8a’c? 120acm’x® 3m’x

25 x? 5 x® 200atc’x?  bac

24 a ¢ m? 8a’¢?  3m’ E_3m‘x

25 x* 5x° 5 x  S5ac’

40 8ut_senier 2ol

et 8c¢® 15btc* 15D
8a? 2:3._243. x_ii
15x3'3x 30ax’ b5x*

3n

_ 3 —_ LI

12a'm. taim = 9a’n
m+2n 3ed— 3cdm—+2n) m—+2n

3cd - 3ed*  ~ T 4

(12a?+28a*+ 16a%:(3a+ Tad+4a%) = 4a
(63 +62m+ 156m?*:(9+5m) =7 + 3m.

(18+15¢c+ 60c*+4-49¢c® 4 32¢* +24¢%:(8+8¢ch) =

6+5¢c+4c:+43cd

(12n+36n*+63n®+92n*+38n*+8n®+ 11n"):(2+b6n

+8n’+ 11n% =6n-+ 3n®+nt
(2c*+ 1Tact+40atc?
2¢®+8ac+al

{[(abs-::d).(-—2cd+9):—m]:—9—:—
[

(ab+2d).(—2cd+9). —Tcd 7 ]
3cd. —-3ab ) T 9ab

b}=

+34ac+9a"):(c?+Tac+9al) =
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53.

b4,

55,

56.

57.

b8,

59.

60.

61.
62.
63.
64.

65.

66.

67.
68.
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[(—2abed —4cd*+9ab+ 18d). — 7ecd]. —9ab
(Z9abed).(—7)
(14abc®d®+28¢2d® —63abed — 126 ¢ d?). ——9ab

—9abecd. -7
14abe?d?+28¢%d*—63abecd — 126¢cd?
7cd

5ab 9b 25ab+18b——20m
5 Ty —2ms= 10
6d 3e 2d_ 36d° - 63e’+28d%e
Te? 2d 36 42de?
ﬂ_'_ 5d 3c’mx-—4am+5cd
3¢ 3cm 3c¢im

=2abcd+4cd*~9ab - 184d.

X —

5 +__1__+3np 5m?+ 24 m n® +18np
24n®* 4m 4m? 24 m?n?

1 3a.c+ 59+ 7m 12b*dn+18ab2cn+2()bden+"ldm
8bd 12b%*  16bsn 48b%dn

3_8. 7m+2 6&n+7dm+20dnx
5d 10dn

3c 5c—a 38a—4c 9bec —10ac+2a*+9ab — 12be
2a 3b 2a 6ab

2a*+4+9ab —10ac—3bec
6ab :
2a—-3b+10+2—4ac 4+3ac—+bd
2ab 4ac - 3b

12ac— 18be+60c+6b — 12abc—]6ac——]2a”c’~—4abcd:
12abe

60c — 18bc+6b — 12abec —4ac —12a%c® —4abed

12abe

11
12abec:4ab. =
15a’bd:3ad* =
—9m’ng:3mn=
27x*yh: — 9xy =

2
1,?:: —ldc. =
2
—?—;I“‘n— —26dn =

(14am —21bm — 56 cm): (— 7 m) =
Ocm*+33cd+27cdm — 15bem): ~3c=
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69. (—63a?—15ab-+3lac—+ 108ad+ 18b2—33bc+3bd+ 14¢®
—17cd —45d):(—7a+3b—2c+5d) =
%0. (78a® —9ab — 15b%):(13a+5b) =

1. (———+3nzm+9n’p):(-— 12m®n) =

72. (87,7b*+ 47,867hc+ 1,716 ¢?) : (5,8b+ 7,15¢) =
73. (46,324 m*® + 143,268 mn + 73,441n?: (7,4 m + 48n) =

d* 85de e d 2e
n (55w 1) (G

2 b 2¢
2 2y .
75. (49D +39—3bc+80).(7~4+~3)

Il

2mn  4n* 4mgq
76, (B _mp 2mn 4n’
R i

5
_2pq IGq) (m 2n _q L)
5 5 4

up P’ =
— 3 6+116

Ak R
EIVES TR

79. %%E%.(Tab—-?yc):
80. (3%?:—‘5:—(:2)6 (Ba—5cd) =

7Tab+3ac be+3a
81. ((4m_3u) (——x)) ( 7m+2n)“

l4ac—21bec ba’—2ay
8. (5av — 31y ) 21bc_11cy+19“y)_

83 [(5am 3ecm  2cg _ch]_
’ 9c¢d’~ Tde' Tcm/) 4ayl”

[ 12ab+8be
bcd

s [P s ) ~4anr] =

bbc—10cd 4bd—-6dg
6dg —8cd ' ‘9bd—12be

4am 6b*m S5an
87. T 9ac’ lsan) ( 7&0)'
12m

88. Gr 6x+y) =

.

84, :(4g+bc))—0,9ac+19d—4cd].—_

86.
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10am 8agq

89. 6n-—4p:4d—-2g=
9ac+2be ac—3be
80. 2b 4c
g Ja—12¢ 12b-6 4 _
: 3ac - 2a ¢
ab —3b a a*—b*—ab 2¢
92. ¢ TR be T
93 14d—7m 4n—x mx-+bn L
: 94 = 2x 2dx 2
15amx — 17
. Zam-mx %%
95. 14+7x __3——9x=

14 — 21x 5x — 5

l2a——8x+4a+7x _

6a—9x  9a—9x

3a+2b—4cd _‘2a—7b-—9cd _
5a—6Db 2ad—+17b

3c—13m 3 2¢ -7

B e Pm T10 de—1l =

99. {[ 5d—7e _7d-—13e).(7e—5d 24 )] 9de}
6d —-9e 4d —6e /' '\ 2d —4e
100. {[(2b——(3d—-2e) bcm—bdm) ] (2bm+3dm——c__
‘b4+d+e 2bm —-6bn

2b+3d
) )=

96.

97.

Anmerkung. Zur weiteren Uebung siehe Hofmann, II. Theil, Seite 13—40,
Heis §. 1828, §. 331,



Ziweiter Abschnitt.
Potenzen, Wurzeln und Logarithmen.

I. Potenzen.
a. Potenzen mit positiven ganzen Exponenten.

§. 66.

Erklirung 1. Eine Potenz ist ein Product aus gleichen
Factoren. Daher heisst potenziren, eine Zahl so oft als Factor
setzen als eine andere gegebene Zahl Einheiten hat.

Die wiederholt als Factor 2zu setzende Zahl heisst Dignand
(Basis, Grundzahl, Wurzel) und die Zahl, welche angibt, wie oft
der Dignand als Factor zu behandeln ist, heisst Exponent.

Erklirung 2. Es sei der Dignand a und der Exponent m,
s0 ist:

am
— sprich: a hoch m oder a zur m'® — der allgemeine Ausdruck
einer Potenz. Der Dignand mit dem Exponenten potenzirt, gibt die
Potenz. Diese Potenz sei eine Zahl p, da eine Zahl potenzirt, immer
wieder eine Zahl gibt, so ist:
a® =a.a.a.a....mmal = p.

Der Ausdruck a™ heisst die formelle und p die entwickelte

Potenz.

Zusatz 1. Jedes Product aus gleichen Factoren ist gleich
einer Potenz, deren Dignand der gleiche Factor und deren
Exponent die Anzahl der Factoren ist:
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a.a=2a’; a.a.a=a?;
a.a.a.a=ad
Zusatz 2. Jede Potenz lisst sich in ein Product aus
gleichen Factoren verwandeln:
at=a.a.a.a.
Erkldrung 3. Die erste Potenz einer Zahl, ist die Zahl selbst,
al=a,
die zweite Potenz heisst auch Quadrat, die dritte Cubus, die vierte Bi-
quadrat.

Erklirung 4. Die Potenz ist das kurzgefasste Product aus glei-
chen Factoren; in der Multiplication aber ist das Product das abge-
kiirzte Zeichen fiir eine Summa aus gleichen Summanden Mul-
tiplicand und Multiplicator diirfen mit einander verwechselt wer-
den, der Dignand und Exponent in einer Potenz nie. Z. B.

3.2=6und 2.8 = 6;
aber
3* =9 und 22 =8.

Anmerkung. Die Potenz einer ganzen Zahl ist immer wieder eine ganze
Zahl.

§. 67.

Erklirung. Ueber Addition und Subtraction von Potenzen sind keine
besondern Sitze aufzustellen. Was hieritber zu sagen ist, wurde bei den
Summen und Differenzen schon ausgesprochen, da Potenzen nur dann
addirt und subtrahirt werden konnen, wenn sie gleichnamig sind.
Potenzen sind gleichnamig, wenn sie gleiche Dignanden und gleiche Ex-
ponenten haben. Z. B.

1. a*+a?=2a%
2. 83b2+2b2 =5b2
3. 9ab®+ab®=10ab®
4. 2a’b®*+3a*bh® —a’b?=4a’b
5, 4m¥s® — 3m?x" + Tm?x" = 8m?x",
6. 9x'y’m — 10x*y’m = — x*y’m.
§. 68.
Lehrsatz 5. Gleiches mit Gleichem potenuzirt, gibt Gleiches.
Es sei:
=7,
so ist:

M=y,
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§. 69.
Lehrsatz, Potenzen mit gleichen Dignanden werden multi-
plicirt, wenn man ihre Exponenten addirt:

am . ab — am+n,

Beweis.
Es ist:
a".a"=(a.a.a...mmal) (a.a.a.,..nmal), cf. § 66,

— al!l'f!l N

denn a soll so oft als Factor gesetzt werden, als m und n=m +n Ein-
heiten hat.

Zusatz. Eine Zahl wird mit einer Summe potenzirt,
wenn man sie mis jedem Summanden potenzirt und die er-
haltenen Potenzen mit einander multiplicirt:

amtt — a™ ., an,

§. 0.

Lehrsatz. Potenzen mit gleichen Dignanden werden divi-
dirt, wenn man ihre Exponenten subtrahirt:

a™:a" = a® " (condit. m > n).

Beweis.
Man multiplicirt auf beiden Seiten mit a®, so ist:
a—;) a = a™ cf. §. 37.
a
(am—m) at = gm—n)+n _ of § 69,
= a™,
Es ist auch:

ar

5 T

am
;;; = a™™ cf, 5- 47.

Zusatz 1. Eine Zahl wird mit einer Differenz potenzirt,
wenn man sie mit dem Minuenden und Subtrahenden poten-
zirt und die gewonnene Potenz mit dem Minuenden durch
die Potenz mit dem Subtrahenden dividirt:

m—n .
a =
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Zusatz 2. Ist der Minuend kleiner als der Subtrahend,
so erhdlt man als Quotienten eine Potenz mit negativen
Exponenten:

Es sei m<n, so ist:

am— " = a~—4,

Beweis. *
Ist m <nm, so ist:
m=n—d. cf § 8.

Substituirt man bei a™" als Werth von m den Ausdruck (n—d), so ist:

am—n — a(n-—d) -n g ——d-

§. 7.

Lehrsatz. Potenzen mit gleichen Exponenten werden multi-
plicirt, wenn man das Product ihrer Dignanden mit dem Ex-
ponenten potenzirt:

am™ ., b™ = (ab)™.

Beweis.
Es ist:

am.b™ =(a.a.a...mmal) (b.b.b...mmal),
=(a.b)(a.b)(a.b)... mmal, cf. §. 36.
= (ab)™,
Zusatz. Ein Product wird mit einer Zahl potenzirt,
wenn man mit ihr jeden Factor potenzirt:

(ab)m = am, b=,

§. 72.

Lehrsatz, Potenzen mit gleichen Exponenten werden di-
vidirt, wenn man den Quotienten ihrer Dignanden mit dem Ex-
ponenten potenzirt:

a m
am:b® = (a:b)™ = (—b—) .

Beweis.
Es ist:

* Dieser Satz wurde mit Riicksicht auf Aufgabensammlungen schon hier erwihnt,

of. §. 59 Anmerk,
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() a.a.a...mmal
b . b.b.. m mal’
2 & 2 o imal
T bbb ’

Zusatz. Ein Quotient wird mit einer Zahl potenzirt,
wenn man mit ihr Dividend und Divisor potenzirt:

(a:b)=™ oder( ) ———-—a‘“ bm,

§.73.

Lehrsatz. FEine Potenz wird mit einer Zahl potenzirt,
wenn man ihren Exponenten mit der Zahl multiplicirt:

(am)n = gmn" — gnm,

Beweis.
Es ist:
(a™)* = a™.a™.a"™...nmal,
= gm+m-+m-+ ..nmnl‘, (L‘«f. § 69.)
= am® =a"*™, (cf. § 36.)

Zusatz 1. Eine Zahl wird mit einem Product potenzirt,
wenn man sie erst mit dem einen Factor potenzirt und die
gewonnene Potenz mit dem andern Factor potenzirt:

amn — (am)n (an)m

Zusatz 2. Soll eine Zahl mit einem Product aus mehreren
Factoren potenzirt werden, so ist es einerlei, in welcher
Ordnung dies geschieht:

qQmnx — (&m)nx - (an x)m — [(an)x]m - [(am)x]n-

§. 74.
Beispiele zur Einiibung der vorstehenden Lehrsitze.
L
1. a'.a®=al 4, Tab*d®.4abd*=28a%b?4s,
2. 2a.5a% = 10ab, 5. (4a)2u+m — 42", 4am,

3. 4a%b.5a’b®=20a"b* 6. (9a)m—*=9am:9a
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1L
at_ . 9a’ble’d ad 1 . ., _,
7. PO 10. 18a%b'cf —2b¢ 2ab c—1d,
15a%bic ate®d 4 .
8. 5abo =3ah. 11. POPORPY =a~2c¢~1d.
6a’ . 3 u.l_z 5 _ ;_§_a'
9. é—;‘—_Za. 12. 4a’bet: D) be®=8ac— .-
1L
13. (ab)3 = albd 16. 274 = (3d)%.
14. (4a)’=4%a®=16a?% 17. 8a%b3= (2ab)3
15. 9b% = (3b)% 18. (4ab®c?)?=16a?bsch
I'A
2b\* 8b?
9. & (__) 21, 52) = —-—2703.
: 49a? 3ab)\* (3ab)*  8la'bt
20( = 81b* 2 \God) = @edy™ oo D
V.

23. (al)3_al al al 8‘4+4+4_ a4 3___3’11
24. (2a%% =8al

25. (2b3c?d)* = 16b 28 4%,

2c¢*\*_ 82¢"

3d3 ) T 2434’

27. (163%™ = [(16 a¥™]» = [(16 a?)"]™.

26.

§. 75.

Erklérung. Der Dignand einer formellen Potenz kann eine
positive und negative Zahl sein, Und da man die entwickelte
Potenz dadurch gewinnt, dass man den Dignanden so oft mit sich selbst
multiplicirt als der Exponent Einheiten hat (§. 66), so ist der
Werth der entwickelten Potenz nicht blos vom Vorzeichen
des Dignanden, sondern auch vom Potenzexponenten abhingig.
(§ 42, 1. 2. 3.)

Hat der Dignand ein negatives Vorzeichen, so kommt es fiir das
Vorzeichen der entwickelten Potenz darauf an, ob der Exponent eine
gerade oder ungerade Zahl ist (§. 42, Erkl 6).

Der allgemeine Ausdruck fiir eine gerade Zahl ist 2n, weil
jede beliebige Zahl mit 2 multiplicirt auf eine gerade fiithrt, Bezeichnet



8. 75 u. 76. Potenzen mit positiven ganzen Exponenten. 65

man mit 2n eine gerade Zahl, so muss 2n+ 1 eine ungerade be-
deuten.

Lehrsatz 1. Potenzen mit positiven Dignanden und ganzen
Exponenten sind immer positiv:
(- a)™ = -+ a™ = a™,

Beweis.
Es ist:
(+2)m = (+a)(+a)(+2)...mmal, cf §.66.

=+ am=a™ ¢f § 42, 1.
Lehrsatz 2. Potenzen mit negativen Dignanden sind po-
sitiv, wenn der Exponent eine gerade und negativ, wenn er
eine ungerade Zahl ist:

I (— a)?2® = + a®® = a?n,
IL (—a)2r®l = — a2zl

Beweis.
Es ist L:
(— a)2® = [(— a)’]* = [(— a) (— a)]*, cf. §. 73,
= [(+ a)¥]* = +a%™ of. §. 42, 2.
Es ist IL:
(— a)2ot! = [(— a)®"] (—a), cf. § 79.
= (+a)®*(— a) = — a®»+., ¢f §. 42, 3 und Bew. I

Anmerkung. Aus dem Vorstehenden ist ersichtlich, dass ein grosser Unterschied
ist zwischen dem Ausdruck (— a)® und dem Ausdruck — a®. Dieser ist eine ent-
wickelte Potenz mit negativem Werth; jener kann bei seiner Entwicklung zur Po-
tenz entweder positiv oder negativ werden. Der Anfinger hat diesen Unterschied
genau zu beachten.

Zusatz, Die Dignanden O und 1 geben immer wieder 0
und 1 zur entwickelten Potenz. Diese ist bei negativen
Vorzeichen des Dignanden positiv, wenn der Exponent
eine gerade Zahl ist, und negativ, wenn er eine ungerade
Zahl ist:

L (+0)= und (+ 1)= =+ 0" und + 1™
II. (_ O)tn " (___ 1)21\ = - 02n " -+ 18n,
1. (_ O)Enj:l " (_ 1)2::_—3-_1 = — (¥nii . — 1801,
§. 76.

Erkldrung. Unter der Voraussetzung, dass die Dignanden posi-
tive Zahlen sind, lassen sich noch nachstehende Satze aufstellen.
Weber, Algebra. b
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Lehrsatz 1. Grosseres mit Gleichem potenzirt, gibt
Grosseres:

Es sei a>Db, so ist:
a™ > b™ (condit. - m).

Beweis.
Ist a>>b, so ist:
a.a.a...mmal >b.b.b...mmal, ecf § 43, 2.
am > pm,
Zusatz. Gleiches mit Grosserem potenzirt, gibt Grosseres.
Es sei m >n, so ist:
a®™ > an,
Lehrsatz 2. Die Potenz eines i#chten Bruches wird um
so kleiner, je grdsser der Exponent wird.
Es bezeichne a einen dchten Bruch, d. h. a<<1, und es sei
X>Xx—mn, so ist:
ar < ax—n,
Beweis.
Da x> x—1, so ist offenbar:
ax<ax-1,
a:-—l < a'x-—g,
ax—z < ax-—s;
ax < qx=-..0,
Lehrsatz 3. Die Potenz eines unichten Bruches wird um
so grdsser, je grosser der Exponent wird.
Es bézeichne b einen unichten Bruch, d. h. b>1, und es sei
X>x-—n, so ist:

d-mnach auch:

b* > br-o,

Beweis.

Es ist offenbar:
bx > bx-—l ,

bx—t > px—2 ,
b2 > px—8 3

demnach auch:
bE > px=-e.1,
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Denn wenn a = —;— und b=—;—)- und x = 7 und n = 6 ist, so ist:

1\ 1 1 1 1 1 1 1
L (3) - sm<ms < <ar <z <3 <3
3\’ 2187_ 729 _243_ 81 _271_ 9 3
nL(3)=-Tm anmon s i
Zusatz. Die Potenz eines Bruches gibt nie eine ganze Zahl,
sondern immer einen Bruch.

§. 7.

Erkldrung 1. In einer Potenz kann der Dignand eine Summa,
e¢ine Differenz, ein Product, ein Quotient und eine Potenz sein.
Dieselben Zahlenverbindungen konnen aber auch im Exponenten vor-
kommen. Nur kann der Exponent selbst nie eine Potenz sein, weil

sich Exponent und Dignand in einer formellen Potenz nicht vertauschen
lassen.

Um die beiden ersten Fille, wonach der Dignand eine Summa
oder Differenz sein kann (a *+ b), wissenschaftlich behandeln zu kon-
nen, fehlen hier noch die Voraussetzungen. Sie kommen desshalb erst
spiter zur Behandlung. (Binomischer Lehrsatz.)

Erklirung 2. Sollen gleichwohl Summen und Differenzen po-
tenzirt werden, so hat man sie so lange mit sich selbst zu multipliciren
als der Exponent bestimmt (§. 40).

Es soll das Binomium a + b auf verschiedene Potenzen erhoben
werden:

I @a+b)!=(atb)(atb)=at+2ab+ b2
II. (a+b)?= (a’+2ab+b%(atb)=a’+3a’b+3ab®+b?
Das heisst:

Das Quadrat eines Binomium besteht 1) ans dem Quadrate
des ersten Gliedes, 2) aus dem doppelten Producte des
ersten und zweiten Gliedes und 3) aus dem Quadrat des
zweiten Gliedes.

Der Cubus eines Binomium besteht 1) aus dem Cubus des
ersten Gliedes, 2) aus dem dreifachen Quadrat des ersten
Gliedes multiplicirt mit dem zweiten Gliede, 3) aus dem
dreifachen Quadrat des zweiten Gliedes multiplicirt mit

dem ersten Gliede, und 4) aus dem Cubus des zweiten
Gliedes.

5.
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I (at+b)=(a®+3a’b+3ab’+b¥)(atb)=a'+4a’b+6ab2+4abd+bs

IV. atb)*=(a*+4a%b+6a%b?+4ab3+b*) (atb)=a’+5atb+10a’b?
+10a*b®+ 5abt 1 bt

V.(atbh)®=(a®+5a*b+10a%b>+10a’b*+5ab*+b% (at+b) = al+6atd
+15a%b*1+20a%b%+ 15atb* +6abs + bS,

VL (a.ib)“:a“i%a""‘b+‘n—(;l——_§—l-)-a“—’b’i “(““’12)(';" 2) an—3p?
n(o—1)@—2)n—3) _ n(o—1)(n—2)(n—3)(n—4)
+ 1.2.3.4 L~ 1.2.3.4.5 L
n(n-l)(n—2)(n—3)(n—-4)(n an—t b
1.2.3.4.5.6 )

Aus den vorstehenden entwickelten Potenzen von I—YVI ist ersicht-
lich, dass die Exponenten und Co&fficienten aller Glieder von
Potenz zu Potenz in einer unverkennbaren Gesetzmissigkeit sich
darstellen; denn

der Exponent ist im ersten und letzten Gliede immer gleich
dem Exponenten der Summe oder Differenz, die zu potenziren ist. In den
fibrigen Gliedern ist der Exponent des Summanden oder Minuen-
den a immer um 1 kleiner, der Exponent des andern Summanden oder
Subtrahenden b ist immer um 1 grosser.

Der Cosfficient des ersten und letzten Gliedes ist immer
gleich 1, jeder folgende Cosfficient ist gleich dem Producte aus dem
Exponenten von a und dem Coéfficienten des unmittelbar vorher-
gehenden Gliedes dividirt durch die Anzahl der schon entwickelten Glieder
derselben Potenz oder = der Summa der Coéfficienten des entspre-
chenden Gliedes in der nichst niedern Potenz und des unmittelbar vor-
angehenden Gliedes. Z. B.: Aus dem Gliede 6 a®b ist der Coésfficient
fiir das nichste Glied 6.5:2 = 15; oder in der fiinften Potenz findet
man den Coéfficienten fiir das dritte Glied, wenn man den Coéfficienten
des dritten und zweiten Gliedes der vierten Potenz addirt: 6 + 4 =10.

1. (4a®—5x%%=16a* — 40a’x®+ 25x°%
y 2 s yz
2. (x+-§- =X +xy+~;.
3. m*—1)i=m*—2m*+ 1.
4 (1-y)?=1-2y+y>
5. (99)? = (90 + 9)* = 8100 -+ 1620 -+ 81 == 9801.
= (100—1)? = 10000 — 200 + 1 = 9801; d. h. 2.2 = 4 Zifferstellen.

6. (22)% = (20 + 2)? = 400 -+ 80 + 4 = 484; d. h. (2. 2) — 1 = 3 Zifferstellen.
7. (3a%+21b)% = 27a+ 54a*b+ 36a*b? + 8 b,

8 1—x)?%=1—-8x43x*—1x%

9 (2ac—cH)?=8a%c? —12atc*+6act —cb
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10. (22)% = (20 + 2)3 = 8000 +- 2400 -+ 240 + 8 = 10648; d. h. 3.2)—-1 =5
Zifferstellen.

11. (99)* = (90 + 9)% = 729000 + 218700 + 21870 <+ 729 = 970299.
= (100 — 1)® = 1000000 — 30000 +- 300 — 1 = 970299; d. h. 3.2
= 6 Zifforstellen.
Zusatz 1. Sollen Polynome potenzirt werden, so sind sie
auf Binome zu reduciren und wie diese zu behandeln:
L@+b+c) =[a+b)+c]’=@+b:+2(a+blc+c?=a’+2ab
+b*+2ac+2bec+ct
(a+b+c+d)i=[a+b+c)+d]=@+b+c)?+2(a+b-+c)d-+d?
=a'4+2ab+b'+2ac+2bec+c?+2ad+2bd

+2cd+4d3
PDas heisst:

Das Quadrat eines Polynomiom besteht 1) aus dem Quadrate
eines jeden Gliedes und 2) aus dem zweifachen Product
eines jeden Gliedes und aller nachfolgenden Glieder.

I. a+b+¢)* =[(a+b)+¢c]®>= (a+ b)*+ 3 (a+b)?.c+ 3(a-+Db)c*+ec?

=a3+3a’b+8ab®+ b3+ 3 (a+b):. c+ 3 (a-+b)ci+cd

(a+b+c+d)li=[(a+b+c)+dP=@+b+c)*+83(a+b+¢)d
+3@+b+c)d*+dd
=a*+3a’b+3ab*+b?+3(a+b)’c+ 3(a+b)c?
+ce2+38@a@+b+c)?d+3(a+b+c)d>+ 43
=al+b¥+c*+d*+3a’b+3a’lc+3atd+3ble
+3b*d+3c*d-+3ab*+3ac’+3ad*+3bc*+3bad?
+3cd*+ 6abc+6abd+6acd+6becd

Das heisst:

Der Cubus eines Polynomium besteht 1) aus dem Cubus jedes
einzelnen Gliedes; 2) aus den dreifachen Producten eines jeden
Gliedes in das Quadrat der Summa aller vorhergehenden
Glieder; 3) aus den dreifachen Producten des Quadrates
eines jeden Gliedes in die Summa aller vorhergehenden
Glieder.

I l4+y—39*=14+3y+3y*+y* -3y’ —6y* -8y +3y*+3y°'—y®

=143y —5y*+ 3y° — y"
2. (999;% = (900+90+9)’ 729000000 + 218700000 + 21870000 -+ 729000

-+ 26462700 + 240570 + 729 = 997002999; d. h. 3.3 =9
Zifferstellen.

3. (222)® = 21882096, d. h, (3.3) — 1 = 8 Zifferstellen.
Zusatz 2, Das Quadrat einer m zifferigen Zahl hat entweder

(2m — 1) oder 2m, der Cubus dagegen wenigstens (3 m — 2) und héch-
stens 3m Zifferstellen.
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Zweiter Abschnitt. §. 78.

§. 78.
Beispiele und Aufgaben.
I. Addition und Subtraction.

2am?x’b* 4+ am?x’b*=8ab*m?x>

4a’b*+9a’b® — 10a’b* = 3a?bt

2a%b® — 6a’b®+4a’b® — 2a%c*+3a*b3=6a%b® — 3ab3 — 2a%cl,
Ba+Ta®—2a®>-38a% —(—8a+4a°+3a*—2a*-5a* =3a+7a?
—2a*—-3a*+8a—4a%—3a%+2a'+5a*=11a+4a%+2a% — 4ab,

b. 2bmcerd* —15b7c?d+4b¥c*d — bmc*d*=Db™c"d* — 11bY 2 d.

10.

11.

a’b — [5ab? — [2a’b — (4a%b — 4ab?) -+ 10a°b?] — 4a2b] + 12ab
=a’b—[5ab®—2a’b+4a*b—4ab®—10a’b® —4a’b]+ 12ab
=a'b— 5ab*+2a’b —4a’b-+4ab?+ 10a’b?+4a*b+ 12ab
=12ab+3a’b —ab*+ 10a%b?

6 3
3a5b—(%_<z_a3b3_azbﬂ))+3a2h'—[(~2-a°b2+1_a6b)
1 1 1 1 ,
o atf_lo2—azpr_ L 313 _ (.6 214 2 oay:
za] [22ab (32ab (a+2ab)+12ab)
+4a~"b]—(a“+1—y‘)=

9atd
2

—(-—ad‘—~—a"d3 )] ‘d} {:{7a2d3_[—gad4
4 9 12 .
Y ooagry T s 2 oa a?d? 19 FE
+( ad+5a. 5ad) 3 d] a.} [2
+(—ad‘ ——azds) 4ad‘+(-—5—a d+8——ad‘)J

109 33 51
— — 5_ 3 l I 3 —nl — ab —— nd32
(120a 1‘0 d 280 d*)=a +133a.+60a dz

5,5 amb® — (¢* d* + 5,05 a™ b") 4 ¢* d? + 3,09 a* b¥ =

1] 332
_(M +lla."—{-;—a3d’+[—%a3d3+

1
[[lOa.’b’c—(2~—a.cd — balblc — 14 a.’b’)-!—l—;—acd

Bbz
—Ta%bh?] — 6a2b3]+(23-a3b’ *+“—§-3)=

-

3 7
3,1 2 42l 2 ple? RAFT I
{75bc+21de 79de [bbc+18de 9de

(L -l_az)] ( lsz)
(93b+24bc +(4-8de— e

132 1!‘.:_
+5bc+89de =
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12, a' —5a’b3d + 2b3d® — [(5—;—azb3d-—~ —;—bsd‘+4:%abe

+ 16 a?b?d] -—(9a.‘b+199b3d’—3—2—a

Anmerkung, Zur weiteren Uebung siche Hofmann, II. Thl. S. 41—45.

bc—-4%a’b3d)=

II. Multiplication und Division.

b%.b3 = bSs.
5a'. —3a’= — 15a%
— 11b%. — 4Db%® = a4bs,
6a’b%c. —2a’be?= — 12a%b%c3
am, —ab? = — am+ipn,
— 3albh3ch., — 3ambncr = 9amt2 pu+d gx+e,

3 ., . 12
— —d*. —4d*=—"4d"%

5 d 4d 3

12ab*1,4a*b = 48a*+! pn.

© ® N o ¥

4 243 3 m pn -1 1 m+2 hn+3 ox
9a.b(:.—— amb". ¢ “—Ga b3 e,

o
=4

1
atb3c. —9amblc. — ?abc=3am+"b°c“+'.

1. — Zamdx. — i—a"‘d’p. - 1o-§~ad=p= — 2a2mtl g2x+aps,
12, —10a*b?. 7a?b3c=

E 2H3 nd 1 3 m hn X _:4_ 2 —_
13.——3a.bc.—72abc.——9abc. 5a.bc..
14. 4a2““3b2m+‘.-—Sa.‘b*c.——lz—abc’:

15. (a.‘—3a’b+4—;—ac-— —;:—-a’bc).ahzz

16. (2a2™ —4abn +—§—a“b~—-:—=a.3b‘c). ——é—a.‘“b“c—_—_ —a8mpne

~+ 2am+l1 b2n g — E_ am+2 po+l g -+ _;_ am-+8 hn+2 g2,
4

17. a®b*: —a’b= — abh.
18. 12ad*:4ad? = 34d>%
19. 15am+2: — 3am = — 5al.

20. 64a%x%: — 8alx= — 8x%
21, 49a’b%cm:85a%b?c? =
22, 729 a?m+1po+d; _ 9ampr: —3ab =

23. 3—;—b‘+gd3:2b‘ a?: —Tb*d =

71



72

24,

25.

26.
27.

28.

29,

30.

31.

32.

33.

34,

Zweiter Abschnits. §. 78,

(14 @* xn—! —T7ab+21d%x* —28d*m4-7dex?): —Tadx=
a’b’c?(Bbc—5a) —2abc(2—;—a’bc‘—3-%-a"c)
+3ac’(ab'c’-3—21~a3b) —2-%—aa.b‘c(2a.bc3 —3alc*+4aY

1
+l-é~a'bc(5abc'—3a’c —2a’b) =3a’b%c* — 5adblc® — b5adblc?
+7a*bet+8atbict — 10-%—a‘bc’—5a’b“c‘+7—;—a'b’c'—-1035b‘c

1
+7~2—a'b'c'—4%a‘bc‘~3a“b‘c= a’b%c®+balb?c® —8a'be?

— 13 a8b?e.

17ab2mx — a?bmx(— 9abm 4 4b%x) — 23albemx =

bctd® — 5b3ctd®[183b2c2d? — 6b¥(4cd — 7b?) + 9c?d?
+6bec*d* [Tbe®d* — 7b%c?d (2b* —4c?d*+3blcd)
+16b%c®d?] — c®d?*[18b%cd® + b*c?d* (3b%d — Scd})] = Db ctd®
—5b%c*d®(13b%c®d? — 24 b%cd + 4218 4 9 ¢4 d?)

+6bec?d* (7Tbc®d* — 14b7c?d + 28 b3c*d® — 21 b®c?d?

<+ 16b%c?d?) — c3d®(13b%cd® + 3 b%c2d® — 3b%ctd%
=b%c*d® — 65b*c®d” + 120 b8 ¢t d® — 210b% c4d® — 45 b2 e?d®

-+ 42b%¢7d® — 84b%c*d® + 168 b%c®d? — 126 b®c®d®

+96b%c®d® — 13b%c*d® — 3b*c®d’ -+ 3b2c7d®

= 100 b%c®d? — 306 b® ¢* d° —+ 90 b® ¢ d°.

3a*b®c®(2abc® —4b%c) —3abe*[— 7a’blc —a’b3c(dablc —Tab)]
~+ [6a’b'c(—8ab%c®+ 14c+9a—'bed) —4a’be?(labe

-+ 14b%c® — 7Ta’bic)+2a’b’c’] —6a'blct(abic+ bic?
—42a’b%c)+T7a’b®[a’be’ —Ba’be?(6atcd)] =atbiec”.

2 2 3 2
-:-;—%—.3am’=b;c;d=-;—bac'dm“’.
5atblc _ 3dx? =—~1—abx.
9dx? ° S5abe 3
_7a’cd‘.3b’x‘=__3_d‘x-
4b*x® " Ta’c 4

18a* bt 9bcd?
27c*d®’ ~ 6a’d®
8a’be 21d%e
“Wdem' ™  be

=albte—1d—3,




§. 78.

35.

36.

3v.

38.

39.

40,

41.

42,

43.

44.

45.

46,

47.

48.

49.

50.
51.

52.

Potenzen mit positiven ganzen Exponenten. 73

17b3¢? 38 ad’

19a%d ° 2bc?
28 a’be? 12 1*m? _
24dm® '~ 18be?

2c¢2d* Tatb? _S_d’__
7ab "9c?d®"12d

12a%6° 7Tdle? 1
I15de “21a®b? " ab®
dl dl dlm‘

ity =—3—=dm.
m® m - d®m?

a’m® am? a*b*min’® abim

b ot b'n' abimin'  n? =abimn=t,
9a'be  3a’blc ?—’3—-334"‘

Tdx* "’ 7Tbdx  x :
24a°b* 8abd

6dmn dmind

17xy*  xy
Yac ¢

12a¢? 34d? 28b*cd \ 14abcd
7bv3d® ' 2a’b  35ab:d®)’ 3atbd’

— at 15dy 17¢*d m? cd’ x*dmy

7x* ' 23a’x  29amx  xy? Tamxy
21 atd?ec Tath? a‘b’) _ ia'd
T 86t 28c'd®  Ted' )T 3 ’

(3b’_2m’)_ b2 ad® -1
7ctn[ 14¢2°3a%)°  4cml”

(Ga’b+3ac—4c>+d).(2a’b+3ac—d)
=10a'b®+21a’bec —8a’be® —3atbd+9ate?—~12act+4c2d—4d>
(4a%b — 15dm? — 9m?x + 21b2d* — 11ny?).(— 2ab+3dm
—4mx+7bd —ny) =

(a*b)(—3ab+c)(8c —atb) =

(14a*b%d? — 7ab® 4+ 13ab?d — 14a‘bd').(7abd‘—a’b+3abd’
—7&1)’(1) =

ar 5 m? 243 6dm b5d*m? 15md

2m? )( E’d?)'_‘um'"ssdm“u'm' 104°

as 1,
=T 140'*'1—2’d w?



14

Zweiter Abschnitt,

41p%4’ d’ 4b* mn
53. 7mn dk)( dk) 7km

mn _“la_d_ 4.

Td %7km’n 3

4b? 2 6 1 7Tb® 4¢® 6¢c?
-\ 7o T hvre T T “) ‘la—g‘b‘z+7bz)—

55. (a®+3a’b+3ab>+b3):(a+b)=a*+ 2ab -+ b

56. (a®+6a’b-+15a*b?+420a%b3+ 15a’b* 4 6abs -+ bf):
(a®+ba*b+10a%b*+410a?b3+ 5ab* +b¥) =a +b.

57. (12a'b — 23a%b?—19a%b%+ 47a%b% — 16ab% — 122a21b8):
(4a* —5a%b —3a’b?) =8a%b —2a’b? — 5ab3+ 4 bk

58. 6b13c* — b —13b%c¢®+23b7c¢” — 55 b%¢® +36b%¢?):
(2b'c+3b%c* —4b%c¢3) =3b%c® —5b¥ e+ Th2c® — 9cb.

c®m  c¢*m 7c¢fm  3c¢®m  c?md s 3)
—ctm?):

59. (o + 1k — -

48 ds d3 d?
2 3
(d’ dz z)ch?_z_%E—clm'
60. (lSasb’ 34 at _ 31 b“_77a’c5+§9_b_24b‘°)'
¢’ bic c® I a abch
3a’b 1]a.c’__§_tf_)_5a3b Tatc? 3bs
oh bt ade3 )~ ¢3 - b3 aze?”

2de* 4e*m e’m d’mn 2d  4m’n m?
C(are 228 e @ fm cmn sC,zxman o
61 ( = mnt T 83a dn T o 2 T3¢ de

Zd“_"_.Qd3 e? 16 e? 2de) d® 2d’e 4em m
" emn m’nd _Gdn e mn: ' 8d® 1o
_e® mn 2de
=41 "de mn’

§. 78,

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, II. Theil, Seite 45—51;
51 —b7; 58 —64; Heis §. 34 —36.

III. Potenzirung,

1. Bac)*=238%a%c?=0a’c’ 8 b_d)"_ b2 d?
2, (n%)?=mb ' a/)  a’’
3. (4a?d®)?=16a%d" 0. (LY.L

“\3) =7
4. (2ab*c®®=8a3btc?
3

5. (—3d%c)®= —27d%cd 10. (—_} =__;_,
6. [(—2d%)%]® = — 51245,

7 4 a2m+1)2 — 16 g4 m+2 11 ( ._5_. ‘_G'E

. (— 44 )2 =164 X . 3) =8



8. 78. Potenzen mit positiven ganzen Exponenten. ' 15
[(GF)]=&

[-(5m) T= - mawtae

[G)-GY-CH]=

(G- THGED (R 1=

1

L

1

@«

14.

'S

1

bl

16. (a+b)*=a’+2ab+b2% ()

17, d+e)’=d*+2de—+ o2

18. (392+4d3)2= 9ct+ 24c%d% 4 164°.
19, (2b* — 3¢9 = 4125 — 12b% ¢7 + 9 ¢2Y,

20. 3b—5c+2d)?=[Bb—5¢)+2d>=(3b—5¢)?
+2Bb—5c)2d+ (2d)*=9b> —30bc+25¢>+12bd

~20cd + 442
2
21. (3a’b —4alc+4ac)t= 826" =
5456° =

2a%b  bad\?
22, — = 9065% =

2 3cd? sz)
0,54% =
23 542 _ 3n +Pj)2__ 35,6% =

- 3 3 =

6 m 4x 5d 144,5° =

24. (a+b)=a®+3a’b+3ab*+1bd ()
25, (2d* — 7 dv)3 = 8d3* — 84 d2*+7 - 204 d*+2Y - 343 @8,
26. 3a2+2b3)3=27a."+54a‘b3+36a’b5+8b9.

o, 2“' ) _ 31. 653=
- o 32. 2156% =
28, %——-ac,'; i: L 33. 4862% =
4, 5,33 =

29. (3u+2b—d+4m)3—— 8. 4
85, 217,5% =

a b 3ab?

80. (g —a T )= 36. 14,876° =

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, II Theil, Seite 656—69;
69—71; Heis §. 37—38; 40.



Zweiter Absohnitt. §. 78.

IV. Reductionen.

1. 8a%b—9a’b®=23atb(a — 3b?).

a'—b'=(a+b)(a—1b).

b+ b® =b% (1 + b3).

m*n? — n?=n?*(m* — 1).

7atc’d —14a3¢?+21a%c3d ="Ta*c?(cd —2a+3cd).

36 a’b%c? — 18abblc?+ 72atb3c3 = 18a*b?c?(2a3b —a+4be).

15a%c®d’ 4+ 45a%¢c?d® — 75a%c?d®* = 15a*c?d®(cd®*+ 3a — b).

216b%%¢7d% — 264 b12¢c'%d + 24 bttt dt =

24b19¢7d (9d* — 11 b?c® + bé c8d?).

9. a’+2ab+b*=(a+b)(a-+b)

10 x* —2x!4+1=[x+1DE-D][Ec+1)E—-D]=[(=+1)Ex - D]

1. -2y’ + ¢ =[G+ -V[E+NE-—y]=[=+7 -]
=@&*—y) -y

12. 1 —492% = (1 +7a% (1 — Tab).

13, 64x* —y'=(8x+y)(8x—y).

14. x* —2x* 41 =(x* — 1)L

15. 2 —y=(@x —y) *+xy+ 7).

16. 16x — 64xy+ 64y’ = (4x — 8y)%

4a®btct 9xty?

W D& RN

17, 9d*m?’n® ~  164d°n*
2a%b?el 3x y)(23‘b'c3 3x‘y)__
3®mn® ' 4d%n? 3d*mn® = 44d°n*) "
1s, 128°b7+20bmin _ 4b+4b _ Sb_@_ibc_l
' 15a%bc+25cm*n” S5c¢c-+5c¢ 10c¢ 5
2 2 ) 3 1
19. 9a’m?+ 3a’m am.

8lam+27a*m® 9

2 24a%bet+8ate? _4a_ —?—ac‘
* 80a’be3+10a%ct” bc b

60d*m?*n® 4 10d°mde d*m 1

— R T B S
2l e mentF20dmiein - 2ea—2 0 ¢ mETh
29 40a°b’c-—8ab‘m+l2a‘b’x‘__4ab__._<_i_abc_l
* 80a’b’c? — 6b%cm+9a’blcx* 3¢ 3 '
xX—y X—Yy 1
23.
Yoy x—y) Gty x4y
2. 4x+1 1

16x*—1 4x-—1"°



5. 78.

25,

26.

217,

28,

29,

30.

3l

32,

33. x

34,

3b.

36.

Potenzen mit positiven ganzen Exponenten,

4y —1 Ey+1)(@y—1) 1
16y -1~ [@y+1) @y—1)] 4y*+1) ~ 4y*+1"
12a%b +12a°b?  12a°b(a*4-b%)  12a%b
a® — b* T @)+ b?)(at — b} a?— b?’

12b%c+75¢% 3c(4b®+25¢? _ 3¢
16b% —625¢* (4b> —26¢%) (4b*+25¢%) 4b*—25¢?’

m*+mn(l +m)+4n?
m*+mn(l —3x%) —3m3x? "
30b’c‘——48b303d'—8b'c'+l4:4bc’m_

3bc?dd —54b*d"—9b%d*+9d°m

3a’b  7ac a’b®c  9a’bd*—28ac’n—2a’bicid
4cn 34 6dn 12cd*n -
a(9abd?—28c*n—2abdctd)
12¢cd®n *
2abx  4a  3ab 2abx’*+4a+3abx? 4a+5abx’
x? x? x x3 - x?
14d*— 10b? 4m®—2n®* 2b*n?*+42d'm?
343 2n? d?n?

1
5=

7

284d°n* — 20b*n* — 12d°m* +6d*n’*+ 12b%n* 4 124°m*-2d'n* _

6d?n®
32d’n’ — 8b?n® _ 16d' — 4b?
6d*n? - 34? -
=D &-2x+1D
- x T x -

—x*+2x—-1 2x-1
x - x

3 _ 2
_@—2wpt_ o 9-12mbdmi_
m m
4w’ - 9+12m—~4m® 12m -9

m m

(10 m + 6 d)? (100 m* + 120 d m + 36 4*
—_— =80d — =
4m 4m

120dm — 100m® — 120dm — 36d* _ 25m’®+ 9d?
4m - —m

50 d* — 100 m*®

10d — 14m
1004’ — 196 m* — 50 d* + 100m® _ 254 — 48 m*

10d — 14 m 5d —7m

4m

30d —

10d 4+ 14m —




8 Zweiter Abschnitt. 8. 78;

Sa b 3a(b—-38a)—b(b+3a)
b+3a b—3a (b+3a)(b—3a) .
3ab—9a*—b*—-3ab_9a’+1b’

b® —9a’ T 9a* b’
38, 8m? -+ 14n? _IOm’—i—l‘.tn’=
4m?—+ 8n? 6m?+ 18n?
a6 a® — 10 2a* —a —6

39. 22_3 8a’—8a-+2 4a’—6a’+3a—1

37.

n? n m®—n? m-4n m? — n?
40. (m-——): 1+——)= : ==
m m m m m-+n

(m + n) (m ——-_n)
m-+n

41. [(m= _—) ] ((m - 2 _p@ q— n%), m‘(u;— n) _

= m — n,

p(m®—n? p(m-+n)
W:E)‘—__T
m® n? m?(m®+ 1Y) — 0 (m? — n¥) _
" mi—n:  ml+n® (m? — n?) (m® + n?
m*+m’n®—m?n*+n*  m'+4nt
m? — n? ~ m®—nt

43 if:_ ac ab \ ac =2a’b’c3—acd——2abc_ ac
' 2d 4b%c 2b2d/ " 2b%d 4b*cd “2b%d T
ac(2ab’c‘——d-—2b' ac  2ab’c '—d—2b
4b’cd bzd 2¢

4. [b2 (b+1)‘ (l+a)] [(b‘ _(b+1)’) (1+E)]_

[ +2a+az]
b‘(b’+2b+1) 4 )

[(‘b‘z‘ b‘+2b+1)'1:a] "22&‘(;%%‘

6d+18dm [ (1 —9m¥e _(d'—Qszz .
{4d’m—l2cmz' 8d*m? 4d°m*

45,

[d”+3dcm:('—;~—m’)])]:%==c.

Anmerkung. Zur weitern Uebung siche Hofmann, II Theil, Seite: 72—73;
73-78; 79-88; 8894,



§. 79. Wurzeln mit positiven ganzen Exponenten. 79

II. Wurzeln.

b. Wurzeln mit positiven ganzen Exponenten.

§. 79,

Erklirung 1. Wurzel oder radix bezeichnet einen Aus-
druck, nach welchem man eine gegebene Zahl in so viel
gleiche Factoren zu zerlegen hat, als eine andere Zahl an-
gibt. Daher heisst Radiciren (Wurzelauszichen) eine Zahl in soviel
gleiche Factoren zerlegen als eine andere gleichfalls gegebene
Zahl Einheiten hat und den gleichen Factor als Resultat an-
setzen.

Die Zahl, welche radicirt werden soll, heisst Radicand, und die
Zahl, mit welcher radicirt wird, heisst Radicator oder Wurzel-
exponent und das durch Wurzelausziechen gewonnene Resultat heisst
Wurzel oder Dignand.

Erklirung 2. Das Zeichen fiir eine Wurzelgrisse ist ein verzogenes
r (Anfangsbuchstabe von radix) vor dem Radicanden mit dem Wurzel-
exponenten in der Mitte. Es sei der Radicand a und der Wurzel-

exponent m, so ist:
m

Va
— sprich m" Wurzel aus a — der allgemeine Ausdruck einer
Waurzel. Der Radicand mit dem Radicator radicirt, gibt die radix. Diese
Wurzel sei eine Zahl b, da eine Zahl radicirt, immer wieder eine Zahl
gibt, so ist

m m
Va: b.b.b...mmal =b,

Der Ausdruck Va heisst die formelle und b die entwickelte
Waurzel.

Erklirung 3. Die erste Wurzel aus einer Zahl ist die Zahl selbst:

‘1/3. =a;
die zweite Wurzel heisst auch Quadratwurzel und wird ohne Ex-
ponent (Radicator) geschrieben:

\2/; =Va;



80 Zweiter Abschnist. §. 79-80.

die dritte und vierte heisst Kubik- und Biquadratwurzel:

8 4
a, Va.
Erkldrung 4. Radiciren heisst auch eine Zahl suchen, die mit dem
Radicator potenzirt, den Radicanden gibt (cf. §. 66):

m-—
Va:b und b™ = a.

3
V8=2und 22 =8.
Zusatz 1. Die Wurzel mit dem Radicator potenzirt, gibt
den Radicanden:

(;};)"‘ =a;

denn setzen wir aus der Gleichung Va =b den Werth von b in die Glei=
chung b™® = a, so ist:

m_
Va)y* =a.
Zusatz 2 Die Potenz durch den Exponenten radicirt,
gibt den Dignanden:

m———
Vom) = b;
denn setzen wir aus der Gleichung b™ =a den Werth von a in die

Gleichung V'a =D, so ist:

m
V@m) = b.

Erklarung 5. Das Potenziren lehrt aus dem Dignanden und Ex-
ponenten den Potenzwerth; das Radiciren aber aus dem Potenz-
werth und Exponenten den Wurzelwerth bestimmen. Radici-
ren und Potenziren sind entgegengesetzte Operationen;
werden sie mit demselben Exponenten vollzogen, so heben sie sich gegen-
seitig auf,

Anmerkung. Aus der Umkebrung der analogen Sitze iiber die Potenzen er-
geben sich dle Lehrsitze fiir die Wurzelgrossen.

§. 80.
Grundsatz 6. Gleiches durch Gleiches radicirt, gibt Gleiches:

Es sei x=1y, so ist:

Ve=Vs



§ 81 u. 82 Wurzeln mit positiven ganzen Exponenten. 81

§. 81.

Lehrsatz. Ein Product wird radicirt, wenn man jeden
Factor radicirt:

Vait=V3.V5

Beweis.

Man potenzirt beide Seiten mit m, so ist:
m
(Va.b)"=a.b, cf §79.
m__ m m_ . m___
WVa.Vo)rr=Wa)».(Vo)®, o § 7.

=a.b, cf. §. 79.
Daher auch:

Vaom= (Vi Vo,

und nach §. 79:

Vo= Vas.vom

m m m
Vab=Va.Vb.
Zusatz 1. Wurzeln mit gleichem Wurzelexponenten wer-

den multiplicirt, wenn man das Product der Radicanden
durch den gemeinschaftlichen Exponenten radicirt:

m“ m m_
Va.Vb=Vab
Zusatz 2. Radicirbare Factoren eines Products werden
gleich radicirt:

m m

Vamb=aVb; Vatbc=aVbe.

n n_ 3_ 3 3
Vabvrer =beVa; Voa=V27.2=3V 2.

§. 82.

Lehrsatz. Ein Quotient wird radicirt, wenn man Dividend
und Divisor radicirt:
o —
LI
V-

Weber, Algebra, 6

ﬁa
{Ia
"|§B



82

Zweiter Abschnitt, §. 82 u. 83.

Beweis.

Potenzirt man beide Seiten mit m, so ist

m ':; m a
(\/.T) =T’ cf. §. 79.

( (l_)m , cf. §. 72 Zusatz,
V)"
= —B—. of. §.79
Daher auch:
Go-(%2)
‘ Vb,

folglich auch:

d h
JE_vs
b~ &
Vb
Zusatzz Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten wer-
den dividirt, wenn man den Quotienten der Radicanden
durch den gemeinschaftlichen Exponenten radicirt:
V“;_i“/_a'
m - —b_'
Vb
§. 83.

FEine Potenz wird durch eine Zahl radicirt

Lehrsatz. ]
wenn man ihren Exponenten durch die Zahl dividirt

oder:
wenn man den Dignanden durch die Zahl radicirt und die

entwickelte Wurzel mit dem Exponenten potenzirt

(condit. n ein Vielfaches von m.)

h‘ —ame ({u/;)".



§. 83 u. 84. Wurzeln mit positiven éanzen Exponenten, 83

Beweis.

Potenzirt man beide Seiten mit m, so ist:

(Va?)m =a®, cf §.79.

. m

n
(a™)m = a™ , cf § 73.
=a" cf §. 46.
Demnach auch:

Var)" = =),

Ver=V@r,

folglich auch:

d. h.
Va“ = a;_.
Dasselbe ldsst sich auch vom Ausdrucke
(Va)

beweisen; denn

({‘/a)"'m = (\7a)m "=an (cf §.33)

Zusatz 1. Soll man einen Ausdruck durch eine Zahl po-
tenziren und durch eine andere radiciren, so ist es gleich-
giltig, in welcher Ordnung dies geschieht:

. V)= (Va).
Zusatz 2. Es lassen sich aus diesem Lehrsatze noch weitere Sitze

ableiten, wenn man vom zweiten oder dritten Ausdrucke ausgeht und
auf die iibrigen schliesst.

§. 84.

Lehrsatz. FEine Wurzel wird durch eine Zahl radicirt,
wenn man die Wurzelexponenten mit einander multiplicirt:

Via-e

Beweis.

Potenzirt man beide Seiten mit mn, so ist:

(37"

6!
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Ve =LVl = War=a
(Vi) = o

Vvs=¥s

Zusatz 1. Eine Zahl wird durch ein Product radicirt,
wenn man die Zahl durch jeden Factor radicirt:

Demnach auch:

folglich auch:

d. h,

Va=YV Va.
Zusatz 2. Es ist gleichgiltig, in welcher Ordnung ein
Ausdruck mit mehreren Factoren nach einander radicirt

wird:
v Vi Vs,

8. 85.

Lehrsatz. Eine Wurzel aus einer Potenz bleibt unver-
indert, wenn man beide Exponenten durch dieselbe Zahl multi-
plicirt oder dividirt:

Vo<V = Ve

Beweis.

Potenzirt man jeden Ausdruck mit 31—, 80 ist:
x

({75)"3 = \/({7 an)” = VF of. §. 83; 79.

m

Va)® = V(Vﬁﬁ)“ = V(VF*)“ VT, o 8837, 2

(\/a_;) =a% = V;: of. §.79; 83.

Daher auch:
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G =Gt - (V)7
\/(v \/(va-x V(v-—; =

GevsoVa

Zusatz. Unter Anwendung dieses Satzes werden Wurzel-
grossen mit verschiedenen Exponenten auf gleiche Be-
nennung gebracht: (cf. §. 58).

folglich auch:

d m_ n dml___ dmn__ dmn
Ve Vu.Ve= Ve, Vi, Ve
dmn

= Ve,

Erklirung., Dieser Satz findet bei der Multiplication und Di-
vision mit Wurzelgrossen hiufig Anwendung, weil nur solche Wurzeln
multiplicirt und dividirt werden k&nnen, die gleiche Wurzelexponenten
haben. Haben die Wurzeln verschiedene Exponenten, so sind sie erst
auf gleiche Benennung zu bringen.

Anmerkung Wurzelgrossen haben gleiche Benennung, wenn sie gleiche
'Wurzelexponenten haben,

§. 86.

Erklirung. Wurzelgrossen konnen nur dann wirklich addirt
und subtrahirt werden, wenn sie gleichartig sind. Wurzelgréssen
sind gleichartig, wenn sie gleiche Radicanden und gleiche Wurzel-
exponenten haben.

Ungleichartige Wurzelgrossen konnen nur durch Additions- und Sub-
tractionszeichen verbunden werden, falls sie nicht gleichartig gemacht
werden kionnen. Wurzelgrossen werden gleichartig gemacht, wenn man
nach §. 85 gleiche Exponenten und nach § 81, 2 gleiche Ra-
dicanden herstellt. Z. B.

1. V8+2yY8+49Y8—-10y8=2YV8.

2. :/ac+418/ac-—2{/ac=3;/ac.

3. {/§+{/2_5é—3\7“4=174+{/mu3f/4=_2{/‘4‘+2{’/4=0.

4 V16a’bo+ y4atb — VaTs — VLS = 2aVIb+2aYb-aVb-3a)2b
b——a%_i.
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§. 87.
Beispiele zur Einiibung der vorangehenden Lehrsiitze.

I
1. Y9=3, demn (3)*= 9.

3
2. Va?®=a, demn (a)® = a’

3. VSa ¢ =2ac, denn (2ac)®=8a’c3.
4. V25a’b*=5ab, denn (5ab)* = 25a’b%

I
x x X x 3 3
5 V8ab=V8Vayh 7. \/’8_1=V27.3=3173.
m m 3 8 8
6. Va=b=ayh. 8 V2T =V2T V& =34

3

3 8
9. Vieatc=V2.82a%. a.c=2aV2ac

10. 3V8b%c*=3V2.4.b%.b.c*.c=6bec?V2be.

IIL.
— 8 3
®fab Vab Va Vb
11. c—d'—T:— s 5"
Vea Veva
: 1_yi_1
12. 81_V§[_ 9"’
*/27 ab V27VaVb 3
13. Som = 3 —é- ——.
VSVch
14, ‘g:;/x.
Vx
8_—-
2 4
15. ‘é——x—=1/x.
VI“
16. V_i—"Vds Ydd = Vd‘.
vd
s

po 8/ 7n 8
17. Yb = lb- = Vb1
Vb

3Vb‘ 3d‘ 3 *[breld-2 3
18 bloidm . 4

4‘/b3 3dm 4‘/bdm+2
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Iv.
i 4
19. Va®=a? —at 22. Val?bh'® = adp?
1
3 —_— m
20. Ve¥d= o yd. 23. y" =Vy.
21, VaibPe® = a’blct. 2. a" b’ = V;-?VTF
V.
‘Vn mn 8 \8/‘
'_x__ 3 3m m_____ m
2. V Va=Va. 27. Vacm = ¥V Vaoa=V Va.
4
26. VV9:=V381=3.

28 Ved— \71/;(1 _ V,\/Vc:d.
Vi

.\3/
8 8

29.
VI

3_ 8___ 3_‘ 3 8
30. V20 + V320=V38.5+ V64,5 = 2V5+4y5 =6Vb.
31. Va3+2V?3+9VE‘3=12V7{3.
32. V03 V—z V_3 V&T*.
_ !_‘ 12 12 12
33. Vb'.Vi)—'-’:Vb_s.Vbb;—_ b‘3=Vh“.b=b.v_b.
b 15
34. va v;z__z__vagca vam 10 __ Vamcm Va.”’c“ at, ¢t
_a.cVa,‘c‘.
3 6_ (i_~ 8 0___ 6
35. 5V3.Y6=5V32. V6 =519.V216 = 5 V1944
36. V36:V4=7y9=3.
6
37. 2V/6: 3v9_2”‘ ~241/8
3V81

3 3"

§. 88.

Exrklirung. Der Radicand einer Wurzelgrosse kann eine positive
und negative Zahl sein. Unter der Voraussetzung, dass der Radicand
eine positive Zahl ist, ergeben sich folgende Sitze.
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Lehrsatz 1. Grosseres durch Gleiches radicirt, gibt Grosseres.
Es sei a> b, so ist:

Va>yh.

Beweis.
Denn wenn

VaZ=vb
wiire, 80 wire auch:
WVam =W, cf §76;

d h
a=hb, cf §79;
condit.
a>b,
folglich:
Va>yVh.

Lehrsatz 2. Die Wurzel aus einem #dchten Bruche wird
um so grdsser, je grosser der Radicator wird.

Es sei a ein #chter Bruch, d. h. a<{1, und es sei x>x—n,
80 ist:

x—n

1x/a>l/a-

Beweis.

It a<<lund x>E—1)>x—-2)>x—38)>(x...—n), so ist:

. a*-" > a*, cf § 76, 2;
also auch:

X (—n) x (x—n)

YV a*"> V a*, cf. vorig. Satz;

x—n

{/a,> V a. cf. §. 85.

Lehrsatz 3. Die Wurzel aus einem uniichten Bruche wird
um so kleiner, je grosser der Radicator wird.
Es sei b ein unichter Bruch, d. h. b > 1, so ist:

Ve Vo
Beweis.

Ist b>> 1, so ist auch nach §. 76, 3:

b* > pr—n ,
also auch
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X (x=n) X (x—~n|

)
Vo>V b,

d. h
¥V b>vyb,

oder
Vi<VF.

Denn wenn a—6-1—4 und b=l-1;7—02%)§ und x =6 und n = 3, so ist:
\/64 2>\/64=‘4‘
und

°/4096 4 _4’/4096 _ 16
729 T 3 729 T 9
Zusatz. Die Wurzel aus einem Bruche gibt nie eine
ganze Zahl, sondern immer wieder einen Bruch.

§. 89.
Irrationale Grossen.

Erkldrung 1. Da nur die Briiche potenzirt und radicirt wieder
Briiche geben (§. 88, 76), so kann die Wurzel aus einer ganzen
Zahl nie ein Bruch sein. Und doch gibt es viele ganze Zahlen-
grossen, deren Wurzelwerth auch keine ganze Zahl ist. Dies
findet bei jenen Zahlen statt, die sich nicht in so viele gleiche Fac-
toren zerlegen lassen als der Wurzelexponent Einheiten hat. Wurzel-
grossen mit nicht radicirbaren Radicanden heissen irrational.
Irrational ist bei Weitem die grossere Mehrzahl der Wurzeln, insonder-
heit ist es jede Quadratwurzel aus einer Nicht-Quadratzahl und jede
Kubikwurzel ans einer Nicht-Kubikzahl. Z. B.

8 8 m
V2, V38, V7, Va, Vb, Va.
Fiir irrationale Grossen lassen sich nur Grenzen angeben, zwischen
denen der wirkliche Wurzelwerth liegt, und da man diese Grenzen so
eng bestimmen kann, als man will, durch Anwendung unendlicher nicht

periodischer Decimalbriiche, so heissen diese Wurzeln Néherungswerthe.
Z. B.

V6 ist nicht = 2 und nicht = 3, weil (2)* =4 und (3)* =
Der Niherungswerth liegt zwischen 2 und 3 und ist = 2,4494' denn
(2,4494)* = 5,99956.... Die Wurzel 2,4494 ist nicht einmal um ———
vom wirklichen Werthe entfernt, denn

1
10000
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1
10000
Erklirung 2. Alle Wurzelgrossen, bei welchen sich der Wurzel-
werth entweder durch eine ganze Zahl oder durch einen Bruch genau
bestimmen ldsst, heissen im Gegensatz zu den irrationalen Grossen
rational. Z. B.
V4 =2; 13/27.—.3; Val=a; \8/-<:3_d3= cd; 17‘2EE= 3a.
Anmerkung. Die irrationalen Grossen werden behandelt wie die rationalen.
Erkldrung 3. Finden sich bei der Division von Wurzelgrossen
im Divisor irrationale Ausdriicke, so konnen diese rational ge-
macht werden, indem man Dividend und Divisor mit dem irrationalen
Ausdruck multiplicirt (§. 56) und die Producte radicirt.

Ist der Divisor zweigliedrig, so hat man vor der Multiplication ein
Operationszeichen in sein entgegengesetztes zu verwandeln, und ist er
dreigliedrig, so hat man zwei Zeichen umzuwandeln.

a ayr ayr

2,4494 + = 2,4495; (2,4495)% = 6,00005.

I. —=
Vr Vr.Vr r
L ® . ak—Va) _ap-Vy
. —= — =— .
p+Vue @+Vuwe-—ywy P01
m Ve+Va_p+Vowp+vVw _p+2Vputu
Yp—Vu  (Vp—Vu){Vp+ V) p—u
Anmerkung. Dieses Verfahren heisst irrationale Nenner in ratiohale umformen
und kommt nicht selten in der Geometrie zur Anwendung.

Beispiele.
1 2 1
b e TV
g 2+V6_(2+V6) (&+V6) _ 8+4Y6+2Y6~+6 _7+3V6
4-V6 @E—-V6 @+V6 10 5
8  3Vis—2  3Vi5-2 3Vis-2
" Vis+2 Vis+2.Vis—2 15—-4 11
o 2V6+38VI0  (2V6+3V10)(3V2+V3 - V5)

3V2—V3+V5_(3v2~V3+v5)(3v2+v3_V5—)=
_6V12+2V18+ 97120+ V30— 8V50 _
= 9V4 — Y9+ 2VY156 — V25

6V4.3+2V9.2+9V4 5+y30—-3V2.2

104+2V15
12V3+18Y5+V30 —9V2
104+ 27115 -

(123 + 18135+ 130 — 9y2) (10 —2V15) _
(10 +2V15) (10 — 2/15)
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120 Y3 + 18075 — 902 — 24 /45 — 36 /75 — 2450 + 28Y/30 _
100 — 4 V225

120 /3 + 180590 V2—24 V9.5 —36Y/25.3 —21/25.9.2+28Y30 _
. 40 -

(108Y/5—60Y3—1201/2+281/30):40 = (27 V5 — 15 1/3—301/2+71/30): 10.

§. 90.

Erklirung. Der Radicand einer Wurzelgrosse kann eine positive
und negative Zahl sein. Da aber die entwickelte Wurzel aus der
Zerlegung des Radicanden in so viel gleiche Factoren, als der Exponent
Einheiten hat, gewonnen wird (§. 79), so ist der Werth der entwickelten
Whurzel nicht blos vom Vorzeichen des Radicanden, sondern auch vom
Radicator abhiingig (§. 75).

Daraus ergeben sich folgende Lehrsiitze:
Lehrsatz 1. Jede gerade Wurzel aus einem positiven Ra-
dicanden ist entweder positiv oder negativ:*

V(+a)=t+Vai=ta
2n 2n 1
Vi+a)=1va=ta®"

Beweis.
Es ist:

(+ a)? und (— a)®= +a?, eof § 75; 1, 2; §. 79, Erkl. 4.

((+ a)“)zn und (( a)® “)En— +a. cf §.73.

Lehrsatz 2. Jede ungerade Wurzel aus einem positiven
Radicanden ist nur positiv:

und

3 3
1L V(+a¥) =+Val=+a.
2n+1 2n+1 t
2 V(+a)=+Va=—+at™l,
Beweis.
Es ist:
2 n+1
(+a)® = +a® und ((+a2"""‘) = -+ a.

* Dieser Satz gilt nur, so lange man nicht weiss, wie die Wurzelgrésse entstanden
ist. st das bekannt, dann hat die Zweideutigkeit der Wurzel ein Ende; denn

V(&F2a)? = a und Vi—ay=—a.
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Lehrsatz 3. Jede ungerade Wurzel aus einem negativen
Radicanden ist nur negativ:

8 8
V(—a) = —Val= —a. :

2n+1 2n+41 !

Vica)y=—V a= —a™,

Beweis.

1 2 n+1
(—a)® = —a® und (—— a”‘“") = —a.

Lehrsatz 4. Jede gerade Wurzel aus einem negativen
Radicanden ist imaginir, d. h. sie ist weder positiv, noch
negativ, sie ist iiberhaupt keine algebraische Zahl:

V = p? ist nicht = + p und nicht = — p, und V——_?)'Z nicht = ~+ 8 und nicht = — 8,

Es ist:

Zusatz 1. Jede gerade Wurzel aus positiv 1 ist entweder po-
sitiv oder negativ, jede ungerade Wurzel ist nur positiv :

in 2041
VED=+1; v (+)=+1
Zusatz 2. Jede ungerade Wurzel aus negativ 1 ist negativ,
jede gerade Wurzel aus negativ 1 ist imaginér:

2n+1 2n

V({1D=—1; V—1= imaginir.

§. 91.

Imaginire Grdssen. *

Erklirung 1. Alle Wurzelgrossen mit negativen Radicanden und
geraden Exponenten heissen imaginéir, unmdoglich, weil es keine al-
gebraische Zahl gibt, die zu einer geraden Potenz erhoben, ein
negatives Resultat gibt (§ 75 und 90).

Der allgemeine Ausdruck einer imaginiren Grosse ist:
2n

V——_l oder V—*l,

2n___ —
V—- 1 oder V—- 1,

hat man die kurze Bezeichung:

Fiir

i.

* Direct lateral und invers lateral fiir positiv und negativ imaginir wire weit

richtiger. Gauss.
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Mit i bezeichnet man die imaginire Einheit. Alle Producte
aus der positiven oder negativen imagindren Einheit heissen ima-
gindre Zahlen. Im Gegensatz zu den imagindren Zahlen, die eine eigene
Art fiir sich bilden, heissen alle algebraische Zahlen (positive und
negative) reelle Zahlen. Bei den reellen hat man wieder zu unter-
scheiden irrationale und rationale (§. 89).

Erklirung 2. Die imagindren Zahlen finden erst in der hihern
Mathematik (Analysis) ihre Verwendung. Behandelt werden sie, wie
die reellen Quadratwurzeln.

Lehrsatz 1. Die imaginire Quadratwurzel ist gleich einem
Producte aus dem reellen Factor und der imaginéiren Einheit:

Vr=V35.V-i=V5 L

Beweis.
Es ist:
—p=p.~—1

—p=Vr. —1=VrV-1=iVp.
Lehrsatz 2. Das Quadrat der Quadratwurzel aus einer
negativen Zahl ist negativ:
V-m=(V-pDV—-p=—p cf§79,5
Lehrsatz 3. Das Product aus zwei imaginiiren Ausdriicken
ist negativ reell:

V- V=9=—-Vre

Beweis.
Es ist: -
V-p:Vp.V——l, of. Satz 1.
und .
V-4=vq. V-1
Ve V=D We.V-D=vp.ve.V 1.V 1L
= Vi

Zusatz. Das Product aus mehreren imagindren Factoren ist reell
bei 2n Factoren und imagindr bei (2 n -+ 1) Factoren.

Lehrsatz 4. Ein Quotient aus zwei imaginiren Ausdriicken

ist positiv reell:
Vi V2
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Beweis.
Es ist:
T VTa= VIV
_Ve.¥V-1 V=-1_vp
Tye.Vo1 Ve

Lehrsatz 5. Ein Quotient mit imagindren Dividenden ist
positiv imaginér:

-V v=-VE
Beweis.

VV;p Ve. V~1 \/ RV 1——1\/—;_2.

Lehrsatz 6. Ein Quotlent mit imaginirem Divisor ist
negativ imaginir:

Hem (VD vV

Beweis.

Es ist:

Es ist:

- _

Lehrsatz 7. Von der imaginiiren Einheit (1) sind die Po-
tenzen periodisch:

V-1l=i; i®=1.
it=V-1
it=(V=DV=1)=-1
P (VDLW D =V i=—i
=D (V-1 =—1.-1=1, wie i’ am Anfang.
=V Voi=1.Vo1=V =1, wie i’..
Anmerkung. Aus dem Vorangehenden ist zu entnehmen, dass eine imaginire
Grosse bei der Ltsung einer Aufgabe im Verlanfe der nothwendigen Operationen eine
reelle Grosse werden kann. Ist das nicht der Fall, so stellt die Aufgabe eine ima-
ginire Forderung, der in keiner Weise zu entsprechen ist. Nur hat man bei Behand-

lung der imagin#iren Grossen ganz besonders auf die Zeichen zu achten, um jeder
Irrung vorzubeugen.
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§. 92.

Erklirung. Verbindungen von reellen und imaginéiren Zahlen-
grossen zu Summen oder Differenzen heissen complexe Grdssen:

p+qv:_l.; m—n}Y—~1
Complexe Grissen heissen conjugirt complex, wenn ein und derselbe
Ausdruck als Summa und Differenz zugleich auftritt:

p+qV——l und p—qV—1.
Lehrsatz 1, Producte aus zwei conjugirt complexen Gréssen
sind gleich der Summa der Quadrate ihrer reellen Glieder:

G+aV=1D) G -qV-1D=p"+0a%

@+qi)p—qi)=p*—q*. —1=p*+q>

Denn es ist:

Lehrsatz 2. Jeder complexe Divisor eines Quotienten kann
durch Multiplication in eine conjugirt complexe Grisse ver-
wandelt und dadurch reell werden. (cf. vorig. Satz.)

m_ = m(_p.: __q) — =m(p— _q).
p+V—q9 G+V-dG-V-9  p+3
nVr+V—a (Ve+V-_p)(Vp+V—0a) p+2V-pa—p

Ve-V—q (Vp-V-09Vp+V-p) Ptep
Zusatz. Quotienten, die eine Summa oder Differenz aus

zwei imagindren Gréssen zum Divisor haben, erhalten auf
dieselbe Weise reelle Divisoren:

cf. §. 89, 2.

L m(V=p—-V—4q) m(V:_?—VT—_q)_
V-r p+V 1 Vp+V—0(V—3-V—4 —Ppta
V_—+V o_(V=rp+V-—a(V-—7p- Vfﬁ) _—p—2Vpa—g

2-V—a V2 V-0V =p+V—q —Pta
_p+2Vpataq

cf. §.42, Erkl. 5.
P—q
Beispiele zur Einiibung der vorstehenden Lehrsitze.
L
L. Voé4=Va.—1=2V_"1=2i

2 V-et=Vet. —~1=cV—-1=ci.
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3. V-9=V9.—1=3YV_-1=3i.

4, V—ab_.Vab —-l_Vab V”"..xVab

5.
6.

13.
14.
15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.
24.

25.

§. 92.

10. (V=ab)’= —an.
1L 2+V=38)’=1+4V_3.

12, (m1+V=38)’=-2V=8 -2

V 16c‘—V160 -—1_2cv~i
V—81a’b’c* = V8lalbict. —1=9abe’} — 1L
1L
V=D =-
V=D'=1
V='=-V==
1L
(V—-ac)(v b)-——Vabc.
G+V=9 (-

V=i.V—m.V-n=—-Vimn.V—1.
(a-V—3)a+V=3)=16+3=19.

v—— x)=l+v:——v:—v:?= 1+ x.

Iv.
V-ab A/—ab
V—a = — V>
Yome \/ mn oy Ve Tieye.Voi=iVa
V'; n
Viy _ Viy Vay. V-1 _VxyV-1_ 45y
V=37 VyvV=1 v.V-1.V-1 Vy.-1 V=
po+t = VT,
i4n+4_...1
VV=i=v1
V :_q—VpV—q
(1-V=3)*=1-83V-3+9+3V_-3=s
3+V—5 _ B+V-5(-3-V-5 —9-6V_-5+5 _
—-3+V_5 (=3+V_5)(-3_-V_5 9+5
—4-6YV_-5 —2-3V_5 S
o = : =@2+3V=5):-".
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§. 93 u. 94. Potenzen mit allgemeinen Exponenten.

c. Potenzen mit allgemeinen Exponenten.

§. 93.

Erklirung. Alle iiber Potenzen und Wurzeln bisher aufgestell-
ten Sitze haben unter der Bedingung, dass die Exponenten positive

ganze Zahlen sind, allgemeine Geltung.
Bei zwei Sitzen jedoch ist diese allgemeine Giltigkeit noch an eine

weitere Bedingung gekniipft.

Bei dem Satze §. 70:
PO
war die Bedingung, dass m >n vorausgesetzt. Nun kann aber m—=n,
d. h. =0 sein. (§. 20.)
Es kann aber auch m < n sein.
eine Potenz mit negativen Exponenten: (§. 70, 2)

In diesem Falle ist der Quotient

Lisst man unentschieden, ob m >n, oder m = n oder m < n und

stellt ganz allgemein hin:

am
—_— am—n ,
al\
s0 heisst der Ausdruck:
am—l‘l
Differenzpotenz.
§. 94.
Lehrsatz. Jede Potenz mit dem Exponenten Null ist
gleich 1:
a’=1.
Beweis.
Es ist:

a® = am—m  cf, § 20;

=ﬂ= 1. cf. §. 70.

am

Weber, Algebra.
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§. 95.

Lehrsatz. Jede Potenz mit negativen Exponenten ist gleich
dem reciproken Werthe derselben Potenz mit positiven Expo-
nenten.

1

Lat=—

ad’
a -_—m b m
n(3) =)
Beweis.

Es ist:
0
I_ a~ 4 — a,o_d = E&‘ cf. §. 22 u. 70.

cf. vorigen Satz.

a\—m™ 1
1I. (?) = W cf, Bew. I.
m m
- _L_zlz(%) . of. §.72 und 53.

Zusatz 1. Der reciproke Werth einer Potenz mit nega-
tiven Exponenten ist gleich derselben Potenz mit positi-
ven Exponenten:

1

pe— =1.at=ad

Zusatz 2. In einem Quotienten kann man beliebige Fac-
toren vom Divisor in Dividenden und vom Dividenden in
Divisor versetzen, wenn man die Vorzeichen ihrer Expo-
nenten entgegengesetzt nimmt:

3a—%p~—m 3cian
4c—2d-n " 4adpm’

Zusatz 3. Potenzen mit negativen Exponenten werden
wie Potenzen mit positiven Exponenten behandelt:

1
1. a"".a":;l;.;l—.f:;—‘l—;;: —d—e  ¢f, § 69 und 95, 1-2.
1 1 1 e
2. a—%:a° ""';'-d' a.—m—;‘l—;-“'—a d=e cf, § 52,
3. al:a—° —a".%:a‘.a“:adﬁ. cf. §. 53.
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§. 96.

Lehrsatz. Differenzpotenzen werden wie die Potenzen mit
positiven ganzen Exponenten behandelt:

1. am—n, a7V = a@—n)+ (x—Y) — g(m+x) —@+7) cf, §, 69 und 16.

Me=N . X~y — H — . — . . .
2. am—n; g™y = i T cf. §. 55

8. am—n pm—n = == = (ab)m—n, cf. § 71,

am—ﬂ

4, —— = am~":hm " = (a: b)) = (%—)m_“. cf. §. 72.

pm—n

5. (am—n)r—y — am—n =1 ¢f, §. 73,

=ams+ny)—@y+nn, of § 39, 3.

1L
Bei dem Satze §.83:

Var =a"
war als Bedingung vorausgesetzt, dass n ein Vielfaches von m ist. Ist
das nun aber nicht der Fall, so ist:

n

m

ein Bruch (§. 57). Liisst man behufs Operationen mit allgemeinen
Zeichen unberiicksichtigt, ob m in n aufgeht und setzt ‘allgemein

so heisst der Ausdruck a™ eine gebrochene Potenz zur Unterschei-
dung von einer ganzen Potenz.

§. 97.

Lehrsatz. Gebrochene Potenzen werden wie die ganzen

behandelt:
7 *
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2 x omysmx onx
1. a™ ,a¥ =a ™Y =a™ 7,

Beweis.
Es ist:

n m x 3

a™ = Var und a¥ = Vo
Demnach:
2 2 m__y = my my
a™ .a’ = Va.“. Va‘ = a“’.Va"” cf. §. 85.

my ny+mx
=Vary+mz=3 ™Y f § 81

ny mx

n x
—_
my m y

= a™J = a

Beweis.
Es ist:
I m_ X y
a™ =V a" und ¥ =V ax
Demnach:

n x my my

— —_— m__ y_._. S—— SRR
a®:a? = Va: Va = Vav: Vans

my
= Va‘”" mz  of § 82 und 70.

ny—msx
my

= a

Es ist:

Demnach:
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= = a\7y
Yoy — —_—
4. a’:b _(b) .

Beweis.
Es ist:
x y_ X Yy
a’ =V a und b’ =V b
Demnach :
x: x y__y__ ¥
a¥:b¥ = Va.‘:Vb‘: “/ﬂx:bx
Yy Yy a x a —;—
Ve =V (&)= ()"
5. (a’;)_ = a"—‘;.
Beweis.
Es ist:

@ =G Viwr=Vie
= VF: a:_x’. of. §.84.

§. 98.

Lehrsatz, Jede negative gebrochene Potenz ist gleich dem
reciproken Werthe einer Wurzel, die zum Wurzelexponenten
den Nenner des Bruches hat und zum Radicanden den Dig-
nanden derselben Potenz mit dem Zihler des Bruches als
positiven Exponenten :

_n 1
a " o= m__ﬁ'
Var

Beweis.

Es ist:
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§. 99.

Lehrsatz, Grosseres mit gleichen negativen Exponenten
potenzirt, gibt Kleineres:

Es sei a> b, so ist:
a~m<b—=, [condit. (— m)].

Beweis.
Es ist:

1
a m:;ﬂ;undh‘"‘:-ﬁ;.

Da a>b, so ist:

am >bm, cf §.76, 1.
Daher

1 1
E‘<b—m of. §.76, 2.

a—n<Lh~m

Anmerkung, Wurzeln mit gebrochenen Exponenten lassen sich
leicht in gebrochene Potenzen umwandeln. Desshalb werden sie hier
nicht besonders behandelt.

§. 100.
Beispiele zur Einiibung der vorstehenden Lehrsitze.
L
1 1 b—o 1
- — — h=T—
L 1072 = jo5 = 2on = 0,01, 9. Gy =bT=15
INTP_ LY 10. 220 Cpmses e,
2. (z-) -—-('l—) = 16. b—ﬁ
c2m
-3 4b 64 b3 11, —- =c2™—2
8. ( ) 27a3" ¢
8- 4% 64
12, — =—=— =1.
T8 64
4. -———._ adm,
a—8m 1
13. (9t =¢—10 = —,
b, a—5.a%=a, 379 ot
—8\—2 . af
6. a~%.a"5=a"8 e =t 1
L ()= ()= (e
7 9 16. (— 3-8 = — 36,
8. ba’b*c—2%4a—2b—3¢c*=20abec. 17, (—2¢=3)8 = — 2¢~9,
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26.

27.

29.

30.

31,

32.

33.

1]
18. (—23.0-3)5= — 2636615 — -—§2—::—‘
¢
lo, 2872mbmonems  2dvkt
. 3d-vk—* T gatmpsnd
20, ¢2*—*%. ¢r+t3=¢3*—1,
21, ¢m—2nr M= c¢m—3n,
cax—4 —
22, v = ¢3*—§,
can—ﬁ c—2 1
23. bn—3 — oEn  @mniZ®
24. a*—3.b*—3 = (ab)*—3.
25, (al—2)1+2 — g9% -4,
1I.
3 2 8
‘/ T_ o8 vy _n
a=a se. L _q 7w,
2 8 m +
as a4 — a12 d
12 5 4
6 28 — 50 5 13
an.a 35, L _ — ¢
1 2 11 3
d ®.d S=qa d *
1 3 -1 1 3
d*.d ® =4 2. 36, (03)2 = ¢2 =V'?-
2 1
'b.l:i_g—.::b8 (%)% —,l,- i
s a1 1 37. e =c =_-Vc.
b%:b% =1b%. a1 1
3 2 5 1 2 16N 2
BT ipd = 2 38. (16 =(T) =Y16=4,
1 —— - —
39 (81 _T—(E 4—\4/1—6—\/\/16——2—-
: 16 81 - 81~ 81 3
1 2 1
40. (d——s_)_ 4 =d60
s 3 _ 1L T
41, t=p *=p *=V =
p P P P
a2 s 8T 8 __
42, p 2=p °=Vpie= —5=1:Vp’.
14
T8 u sy 4
8. Vry=Vii=V5=1:Vp

Potenzen mit allgemeinen Exponenten.
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d. Quadrat- und Kubikwurzeln,

§. 101.

Erkldrung 1. Sollen mehrgliedrige algebraische Summen
radicirt werden, so hat man den umgekehrten Weg zu verfolgen, auf
dem man durch Potenziren zu algebraischen Summen gelangte (§. 77,
Erkl. 2); denn Radiciren ist das entgegengesetzte Verfahren vom Poten-
ziren.

Erkldrung 2. Da es sich hier nur um das Radiciren von Quadrat-
und Kubikgrdssen handelt, so hat man sich besonders mit den
Quadrat- und Kubikzahlen aus 1—10 vertraut zu machen.

I
a |=|1]|2]| 3| 4 5 6 7 8' 9 10
a? | = | 1| 4| 9(16] 25 | 36 | 49 { 64 81 100
| i
a' | =] 1|8 |27 64125 | 216 | 343 | 512 729 1000
!

Erklirung 3. Beim Radiciren werden mehrzifferige Zahlen wie
algebraische Summen behandelt, weil sich jede mehrzifferige Zahl nach
ihrer dekadischen Ordnung in mehrere Theile zerlegen und so in eine
mehrgliedrige Grosse verwandeln lisst:

11= 10+ 1= 16-5,
2= 20+ 2= 25-3,
9= 9%+ 9=100-1,
111 =100+ 10)+ 1 = u. s w.,
222 = (200 + 20) + 2 = u. s W,
999 = (900 + 90) + 9 = uw. 5. W,
Man quadrirt ond kubirt nun die vorstehenden Zahlen und
zwar nach ihren einzelnen Gliedern (§. 77), um genan darzustellen, aus
welchen Theilen die entwickelte Quadrat- oder Kubikzahl einer

mehrzifferigen Grisse zusammengesetzt ist:
Entwickelte | Formelle

1. (104 1)? = 102 +2.10.1+1° Wurzelzahlen :
= 100 + 20 “+1 = 121 = (11)%
2. (20+ 2)° = 20+ 2.20.2 4 2%

= 400 480 + 4

1l

484 = (22)%.
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Entwickelte | Formelle

3. (904 9)¢ = 90+ 2.90.9 + 9 Wurzelzahlen :
= 8100 —+ 1620+ 81 = 9801 = (99)%.
4. [(100+10) + 1]* = (100+10)*+2 (100+10) 1412

= 10000 + 2000 + 100 + 200 .
+20+1 = 12321 = (111)%

[

. [(200+20) + 2] = (200 + 20)°+2(200+20) 2+-2?
= 40000+ 8000 + 400 -+ 800
-+ 80 + 4

6. [(900+90) + 9] = (900 + 90)*+2 (900-+90) 9+9°*
= 810000 + 162000 + 8100
-+ 16200 + 1620 + 81

49284 — (222)%

I

I

998001 = (999)°.

1. (10+ 1) =  10°+3.10'.1+3.10.1*+1°
1000 + 300 + 30 + 1 = 1331 = (11)%
2, (20+ 2)° = 20%+43.20%.2+43.20.2%+2°
8000 + 2400 +240+8 = 10648 = (22)%
3. (904 9% =  90%-3.90%.9+3.90.9%49°
= 729000 ~+ 218700+21870+729= 970299 = (99)%.
4. [(100 + 10) +1]* = (100 + 10)® -+ 3 (100 + 10)2. 1

~+ 3 (100 + 10). 12+ 13

= 1000000 + 300000 + 306000
~+ 1000 -+ 30000 + 6000 + 300
-+ 300 + 30+ 1

i

1367631 = (111)%.

o

. [(200 + 20) + 2]3 = (200 + 20)* + 3 (200 -+ 20)*. 2
+ 3 (200 + 20) 2? + 2° = 10941048 = (222)°.

!

6. [(900 4+ 90) +9]® = (900 + 90)® + 3 (900 + 90)*.9
-+ 3 (900 + 90) 9* + 9° = 997002999 = (999)*

Erklirung 4. Aus den 2.6 Beispielen ist za entnehmen, dass jede
Quadrat- und Kubikzahl genau den einzelnen Gliedern der ihr
unmittelbar vorangehenden Summa entspricht. Sollen nun diese Quadrat-
und Kubikzahlen radicirt werden, so hat man die ihnen vorangehenden
Glieder zu bilden und nach und nach von links nach rechts vorwirts
schreitend, abzuziehen.
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Jeder Rest, der sich bei diesem Verfahren ergibt, enthdlt die de-
kadischen Einheiten hoherer Ordonung, welche sich beim Summiren der
einzelnen Glieder aus der nichst niederen Ordnung ergaben.

Erklirung 5. Auws der Vergleichung der formellen und ent-
wickelten Wurzelzahlen ersieht man:
eine zweizifferige Wurzel gibt eine drei- oder vierzifferige
Quadratzahl, dagegen eine vier-, oder fiinf-, oder sechszifferige Ku-
bikzahl;
eine dreizifferige Wurzel gibt eine fiinf- oder sechszifferige

Quadratzahl, dagegen eine sieben-, oder acht-, oder neunzifferige
Kubikzahl

Aus dieser Wahrnehmung ergeben sich nachfolgende Sitze:

Zusatz 1. Das Quadrat einer nzifferigen Zahl hat ent-
weder 2n oder 2n—1Zifferstellen.

Anmerkung. Auf diesen Satz griindet sich die Eintheilung der Quadratzahlen
von rechts nach links in Klassen von je zwei Ziffern. Ist die Quadratzahl eine un-

gerade, so bleibt links in der dem Werthe nach hdchsten Klasse nur eine Ziffer stehen.
Die Anzahl der Klassen gibt die Anzahl der Ziffern in der Wurzel.

Zusatz 2. Der Kubus einer nzifferigen Zahl hat entweder
3n oder 3n—1 oder 3n—2 Zifferstellen.

Anmerkung. Auf diesen Satz griindet sich die Eintheilung der Kubikzahl von
rechts nach links in Klassen von je drei Ziffern. Die hochste Klasse kaon auch nur
zwei, oder gar nur eine Ziffer haben. Soviel Klassen, soviel Ziffern in der
Waurzel.

Zusatz 3. Die Quadratzahl hat am Ende zweimal so viel Nullen
und die Kubikzahl dreimal so viel Nullen als ihre Wurzel:

(200)* = 40000; /20000 = 200.

8
(900)2 = 729000000; /729000000 = 900.

I. Quadratwurzeln.

§. 102.

Erkldrung 1. Soll eine algebraische Summa, die das Quadrat
einer zweigliedrigen Wurzel ist, radicirt werden, so miissen sich:
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1) das Quadrat des ersten Gliedes,

2) das doppelte Product des ersten und zweiten
Gliedes, und

3) das Quadrat des zweiten Gliedes der Wurzel vom
Radicanden abziehen lassen und als Rest Null bleiben.

Zusatz. Ebenso verfihrt man mit einer algebraischen Summa,
die das Quadrat eines Polynomium ist, weil sich jedes Polynomium als
Binomium betrachten und so quadriren lésst.

Erklirung 2. Die allgemeine Formel fiir das Radiciren eines
Quadrates ist desshalb:
I Va®+2ab+b’=a-+b,
oder .
1I. \/a’+sb =a-+b;
denn es ist:
a’+2ab-+b*=a’+ (2a+b)b.
Setzen wir fiir 2a -+ b kiirzer s, so ist:
a’+2ab+b?=a?+sbh.

§.103.
a b
V(252814 —70a%b% + 129 a*b® — 112 a?b'*+ 64a?b'?) =5 a b’ — 7 a’bi+ Bab®.
———__ o
a’=25abt a b

—70a%b%:2.5a%b*=2a

2ab= —70a%b®
+
129 atb®
b*=  49a%b®
80a*b® — 112a%b%:2(5a%b? — 7a’b?) = 2a,
2ab= 80a*b8 — 112 a%bt°
- -+
64 a®bt?
b= 64 a®bt?
0
D. h.:

1) Das erste Glied des Radicanden (25a®b*) radicirt, gibt das erste
Glied der Wurzel (5a®b?), welches seinen Platz rechts nach dem
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2)

3)

4)

Zweiter Abschnitt. §. 103.

Gleichheitszeichen findet (allg. a). Das Quadrat des ersten Gliedes
(allg. a?) ist vom Radicanden zu subtrahiren. Es bleibt noch das
doppelte Product des ersten und zweiten Gliedes der Wurzel....

Durch Division des zweifachen ersten Gliedes der Wurzel (10a*b?)
in das zweite Glied des Radicanden (— 70a®b®) gewinnt man als
Quotienten das zweite Glied der Wurzel (— 7 a%b*) und (allg. b).
Mit diesem zweiten Gliede multiplicirt man den Divisor, so hat man
das zweifache Product aus dem ersten und zweiten Gliede (allg. 2ab);
multiplicirt man noch das zweite Glied der Wurzel mit sich selbst,
so hat man das Quadrat dieses Gliedes (allg. b?). Zieht man beide
Producte vom Radicanden ab und bleibt als Rest Null, so ist das
Quadrat einer zweigliedrigen Wurzel vollstandig radicirt.

Ist das nicht der Fall, so ist die Wurzel mehr gliedrig.

In diesem Falle betrachtet man die zwei schon getundenen Glieder
als den ersten Theil der Wurzel; weil aber das Quadrat dieses
Theils schon abgezogen ist, so hat man den Rest durch das Zwei-
fache der schon gefundenen Wurzel (10a®b*— 14a’b*) zu divi-
diren; der Quotient gibt das dritte Glied der Wurzel (+ 8ab®).
Mit diesem Gliede multiplicirt man wiederum den Divisor und sub-
trahirt dieses Product mit sammt dem Quadrate des niimlichen
Gliedes vom Radicanden ab, so hat man das Quadrat einer drei-
gliedrigen Wurzel vollstindig radicirt.

Bleibt noch ein Rest, so betrachtet man die bisher gefundene
Waurzel als das erste Glied und sucht auf die in Nr. 3 angegebene
Weise ein neues Glied, Auf diese Weise fihrt man fort bis der
Radicand vollig radicirt ist.

Ist der Radicand eine irrationale Grosse (§ 89), so gibt er
zur Wurzel eine unendliche Reihe von Gliedern.

Anmerkung. Bei den alg. Grissen ist’s einerlei, ob man nach Formel I
oder II radicirt.

L V(121x* —164xy+49y) =11x—Ty

a’ =121 x*
— Ib4xy:2.11x=2a
2ab= — 154xy
~+
49yt
b= 4:9}'2

0.
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Oder nach der Formel V a® + sb:
V(21x* — 154xy +49y) = 11x — Ty

a? = 121x?*
- 154xy+49y%:2.11x=2a
shb= — 154xy+49y? (22x—-Ty). -7y
+ —
0.
<* 6xy 9y x 3y
1L '\/(41'11—2— lSmn+ Slnz)_2m_9n
al= x*
T 4m?
6xy x .
8mo ' w 2%
6xy
2ab= — -XY
ab 18mn
+
9y?
81 n?
9y?
. 81 n?
Y=-5
"F4x®  28x%  49x*  12x' 42x°n , 9o 2x® 7x' 3n?
IlI"\/(mzn“—m"n‘* m*n? ' win  m® +;°_ _mna—m’n-'_—!;?
at — 4 x5
m?n®
28x° 43
Tmimt  mns o “?
28 x®
zﬂb:—-gg—;)-"
+ R
49 x*
m*n?
49 x*
bl——m'nz
12x® 42x%n 4x® 14x3)_2
m®n m® A ETURY Al
3
2ab = 124x _42x:n
m*n m
- -+
9nt
“m®
9nt
V=T
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91798
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2 4 )
yarrap y _ 3, v _
V. V(x+y)_x+2x sotTes =T
a? = x'
yi: 2x
yl
p—_1 -
sb=y +4x’
Y, y
—41(2.2x+x
SRS SIS ASRS
Sb_"milxz_-Sx‘——64:1{6
+ + o+
LA AR ¥y
oxt T e 23T Y Tap
§. 104.

Zusatz. Mehrzifferige Zahlen werden nach denselben Grund-
séitzen radicirt, wie algebraische Summen.

Es ist als Radicand die Zahl 49284 gegeben; da diese Zahl drei
Klassen gibt (§. 101, Zusatz 1), so ist die zu suchende Wurzel drei-
stellig.

a
—

5

b
-+ 2 =222

M}cv

a
492/84 = 200 +
a? = 40000
9284:2.200 = 2a
2ab= 18000
12 84
b = 400
884:2 (200 +20) = 2
800
80
4
b =4
0. !

of. §. 101, 5.

Zﬂ.b:{

Erklirung 1. Die den Rang der Ziffern bezeichnenden Nullen lisst
man zur Vereinfachung der Operation weg und schrejbt nur eine Ziffer
der néchsten Klasse zum Reste:
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L
ab b
V8037226 = 2 8 3 5
. —
af=4 a b
40:2.2=2a
2ab =32
83
b*= 64
197 : 2.28 = 2a
2ab= 168
292
b= 9
2832 :2.283 - 2a
2ab= 2830
25

b= 25
0.

Erkldrung 2. Eine weitere Vereinfachung ergibt sich, wenn man
mit dem zweifachen Producte der schon gefundenen Wurzel (allgem. = 2a)
in den Rest des Radicanden, zu dem die ganze nichste Klasse gesetzt
ist, dividirt, wobei die letzte Ziffer rechts unberiicksichtigt bleibt, um so
eine weitere Ziffer der zu suchenden Wurzel zu bestimmen (allgem. = b);
diese Wurzelziffer zum Divisor setzt und die so entstandene Zahl
(allgem. =2a +b) mit der Wurzelziffer (allg. = b) multiplicirt und das
Product subtrahirt nach der Formel:

a’+sb. (§102.)

So oft der Divisor im Dividend nicht enthalten ist, erhilt man als
Ziffer der zu suchenden Wurzel Null. Z. B.:

V67[79]87]56 = 8234 V'2[56[25[60[64 = 16008
az = 64 a.".—._ 1
379 : 2.8 =2a 156 : 2.1=2a

sb= 324 162=2a-+b sb=158 26=2a-+b

5587 : 2.82 = 2a 256064 : 2.1600 = 2a
sb= 4920 1643 =2a-+b sb= 256064 320008 =2a-+b

65856 : 2.823 =2a 0.
sb = 65856 16464 — 2a-+b

0.
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Erklirung 3. Wo als Rest Null bleibt, ist der Radicand ein voll-
kommenes Quadrat. Dies findet jedoch selten statt, da bei Weitem
die meisten Zahlen unvollkommene Quadrate sind. Wo ein Rest
bleibt, ist die Wurzel irrational, d. h. ihr Werth lisst sich nur ndhe-
rungsweise bestimmen (§. 89). Z. B.:

Ist der Naherungswerth von 27 zu bestimmen, so hat man also
27 b
b
b jede andere Zahl gesetzt werden kann, etwa 10%", so ist:

27 10 V27,10 V27.10°= _ }/27.10000000000
102» T Vi'o_g‘.} - 100 100000 s
denn wir nehmen n=2>5, also 2n = 10, also
102® = 10*° = 10000000000.
Radicirt man nun den Zihler des Bruches und dividirt die gefundene

Wurzel durch den Nenner, so hat man den Néaherungswerth fiir die
Zahl 27.

za verfahren: nach §. 46 ist 27 = , und da fiir die allgemeine Grosse

ver =

'V 27]00]00]00]00[00 = 519615
=25

a’=

200 : 2.5=2a
sb= 101 101 =2a-+b

9900 : 2.5t =2a
sb= 9261 1029 =2a-b

63900 : 2.519 =2a

sb= 62316 10386 =2a-+b
158400 : 2.5196 = 2a

sb = 103921 103921 = 2a-+b
5447900 : 2.51961 = 2a

sb = 51961256 1039225 = 2a b

251776
519615
V2 = 100000 = 5,19615. ..

Der Niherungswerth kommt dem wahren Werth um so néher,
je grosser man die Ziffer fir n nimmt, und da man n so gross nehmen
kann als man will, so kann man auch den Naherungswerth méglichst
genan bestimmen,

Zusatz 1. Irrationale Quadratzahlen werden radicirt, wenn man
an Radicanden 2nNullen hiingt, die so entstandene Zahl radicirt und
Weber, Algebra, 8
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bei der gewonnenen Wurzel so viel Decimalstellen abschneidet als man
Nullenpaare angehdngt hat.

Zusatz 2. Decimalbriiche werden wie die unveollkomme-
nen Quadratzahlen radicirt.

Wo es nothwendig, werden durch Beisatz von Nullen doppelt so
viel Decimalstellen hergestellt, als die zu bestimmende Wurzel haben soll.
Namentlich ist jede ungerade Anzahl von Decimalstellen behufs Ein-
theilung in Klassen durch Zusatz von Null gerade zu machen.

Anmerkung. Die Eintheilung in Klassen hat vom Komma aus nach
rechts und links zu geschehen.

Es sei als Radicand 25,01392 gegeben, so ist:
'V 25,0139/20 = 5,00139.. .

al=25
13920: 2,500 =2a
sb = 10001 10001 =2a-+b
391900 : 2.5001 =2a
sb = 300069 100023 =2a-b
9183100 : 2.50013 = 2a
sb = 90024 21 1000269
1806 79

Znsatz 3. Gewohnliche Briiche werden radicirt, wenn
m'an Zihler und Nenner ra.dicirt. (§. 82). Gemischte Briiche sind
zuvor in unidchte umzuwandeln.

\/E_;e. \/ \/“é__i
49 7° 2

Erklirung 4. Da aber die wenigsten Briiche vollkommene Quadrate
enthalten, so ist es einfacher, einen gegebenen Bruch in einen Decimal-
bruch zu verwandeln und diesen zu radiciren. Doch kann man auch den
irrationalen Nenner rational machen nach §. 89, 2 und den Zéahler radi-
ciren nach §. 104 Zusatz 1. Z. B.

L \/% = V0,875 = 0,43301 ...

e \/— \/ -‘i—-‘%ﬁ-‘—i%f’i=o.81s4...'

§. 105.

Erklirung. Das Quadrat einer zweigliedrigen Grosse besteht nicht
immer aus drei Gliedern; denn sobald man eine zweigliedrige Grosse,
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von der ein Glied irrational oder imaginédr ist, ins Quadrat erhebt,
bekommt man ein zweigliedriges Quadrat (Binom). Z. B.

6+V5)? =2+4+10V5+5 =30+10V5
@+V-=38)= 44 4YV_-3-3= 1+ 4V 3.
Solche Quadrate lassen sich nicht nach der allgemeinen Formel:
a®+2ab+b?

radiciren. Hiezu bedient man sich hiufig der nachstehenden Formeln mit
Vortheil.

I Soll man die Summa oder Differenz zweier derartiger
Quadratwurzeln aus der Summa und Differenz zweier Grissen
in eine Quadratwurzel verwandeln, so bedient man sich der Formel:

Va—f-\/—bi\/a—v*b:\/zaj;ZVaz—-b,
denn setzen wir:

1. Va+WiVa—V_= Vi+y;
quadrirt man beide Seiten, so ist:

2. 2a+2Val —b=x+y;

substituiren wir diesen Werth von x +y in Gleichung 1, so ist:

3. Va—i—VT)iVa-— V—];=v2ai2\/a7————b.

II. Soll man eine Quadratwurzel auns der Summa oder
Differenz zweier Grossen in die Summa oder Differenz zweier Quad-

ratwurzeln verwandeln, so bedient man sich der Formel:
Yo a+Va’—b+'\/a——Va’—b
Va +Vbo= v 3 x 3 .

Diese Formel gewinnen wir aus Gleichung 3, indem wir sie in ihre
zwei Gleichungen zerlegen:

Va.+VT)+Va - V3=V2a+2\/:'———b
Vet Vo-Va—Vi=V2a—2Va—b;

daraus erhalten wir durch Addition auf beiden Seiten:

—r= a’ — b - v _
N va+v—‘-’=\/za+2¥a b+'\/2a. 24Va b,

ferner durch Subtraction auf beiden Seiten:

8‘



116 Zweiter Abschnitt. §. 105 u. 106.

V::“"/Tb='\/2a+24\/a7——b_'\/2a—-21/§’—:—b'

VaEve- Ve, Vs ey

Beispiele zur Uebung.

»

i

L

Vi+aV3+Vi—sV3=Vis+2V1 48

=

=Via+2
=1
2 VexreoV_8-Vz—2yV—_3=Vae_2Var12
—Vils
=2V -1
IL
3. Vo0V = \/304—\/900— 500+\/30—V9200—500
__\/30“'”20 30 — 20
2
=V2+V5=5+V5s.
w Viseyoas VirVBrn \/r-Viesm

__'\/7—4—11 V’I—u
- 2 2

=Vo9-V-_2=3_-V_2

II. Kubikwurzeln,

§. 106.

Erkldrung 1. Soll eine algebraische Summa, die der Kubus
einer zweigliedrigen Wurzel ist, radicirt werden, so miissen sich
vom Radicanden folgende Theile subtrahiren lassen und zuletzt als
Rest Null bleiben:
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1) Der Kubus des ersten Gliedes,
2) Das dreifache Product aus dem Quadrate des ersten Gliedes
in das zweite.
3) Das dreifache Product aus dem Quadrate des zweiten Glie-
des in das erste.
4) Der Kubus des zweiten Gliedes.
Zusatz. Ebenso wird eine algebraische Summa radicirt, die der
Kubus eines Polynoms ist, weil sich jedes Polynom auf ein Binom
reduciren und so kubiren lisst (§. 77 Zus. Nr. II).

Erkldrung 2. Die aligemeine Formel fiir das Radiciren einer Kubik-
wurzel ist desshalb:

8
1. Va®+3a’b+3ab’+b*=a-+Db, oder

3

II. Va®+sb =a-+b;

denn
a®+3a’b+3ab*+b2=a%+ (3at+3ab-+bY)b
=2a+sb,
wenn wir
s=8a’+3ab+b?
setzen.
§. 107.
8 I
L V(8x°—84x3+294x7 307 x®—252x5+441 x*+54x°—189x*+27)=2x>—Tx’+ 3
a’= 8x° a Y
—84x®% : 3(2x%)*=238at
3ath= —84x°
+

294x"

8abl= 294 x"
—307x®
bi= —843x®
-+
36x%—252x°5+441x* : 3(2x® — 7x?)?=3al
3atbh= 36x%—252x5+441x* (12x% — 84x°+ 147x%)
- -+ -
54x%—-189x?
3abi= 54x?—189x?
-+
27
b= 27

0.
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D. h.:
1) Das erste Glied des Radicanden (8x°), gibt das erste Glied der

2)

3)

4)

Wurzel (2x°) allg. a; der Kubus dieses Gliedes (allg. a®) ist
vom Radicanden abzuziehen (8x°).
Durch Division des dreifachen Quadrates des ersten Gliedes der
Waurzel allg. 3a*=12x% in das zweite Glied des Radicanden
(— 84x®) erhdlt man als Quotienten das zweite Glied der zu
suchenden Wurzel allgem. b = — 7x?; mit diesem zweiten Gliede
multiplicirt man den Divisor, so erhilt man — 84 x®=allg.3a%b;
hierauf multiplicirt man das dreifache Quadrat des gefundenen zweiten
Gliedes mit dem ersten Glied der Wurzel, das gibt allgem.
3ab?=294x"; endlich erhebt man das zweite Glied (—7x?)
zum Kubus, das ist allgem. b® = — 343 x% Diese drei Producte
zieht man vom Reste des Radicanden ab. Bleibt der Rest Null,
so ist der Radicand der vollkommene Kubus einer zweigliedrigen
Wurzel; wo dies aber nicht stattfindet, wie hier, ist die Wurzel
mehrgliedrig.
In diesem Falle betrachtet man die schon gefundene Wurzel
(2x®—7x? als das erste Glied der zu suchenden und verfihrt
wie Nr. 2 i, e. man dividirt den Rest mit dem dreifachen Quadrate
der schon gefundenen Wurzel
= 12x% — 84 x5 4 147 x%;
dies gibt als neues Wurzelglied den Quotienten 3. Mit diesem Quo-
tienten multiplicirt man den Divisor und erhilt
36x® — 252 x° 4 441 x* = allg. 3a’bh;
ferner multiplicirt man das dreifache Quadrat des Quotienten 3 = 27
mit den vorangehenden Gliedern der Wurzel und erhilt
54 x? — 189 x?;

endlich erhebt man 3 zum Kubus und zieht die drei Producte vom
Rest des Radicanden ab.

Auf diese Weise fihrt man fort bis als Rest Null bleibt. Ist
zuletzt der Rest Null, so ist der Radicand ein vollsté&ndiger Kubus.

Setzt man aber diese Operation noch so oft fort und es bleibt
zuletzt immer noch ein Rest, dann ist der Radicand ein unvoll-
kommener Kubus (irrationale Grosse §. 89). Eine solche Grosse
gibt zur Wurzel eine unendliche Reihe von Gliedern.

Anmerkung. Bei algebraischen Grossen ist’s einerlei, ob man nach der ersten oder
zweiten Formel radicirt,



§. 107 u. 108, Quadrat- und Kubikwurzeln. 119

N Ll
. V(27a® — 27a%+ 144 a* — 912+ 2402 — 752+ 125) = 3a’—a+5
b

al= 27at &

—27a%+144a* —91a%: 3(3a%)?=3a’
sb= — 27a%+ 9a*— a® (27a*—9a®+a’=s).bh.

+ - +
135a®* — 90a®+240a’ — 75a+125:3(3a® —a)’ =3a?
sb = 185 u* — 90a®+ 240a% — T5a+ 1256 (27a*—18 a’+3a’14ba’
- + — + - — 15a+25=s).b.
0.
ot V(Ej rn_’2+9mnz 27nd m’x+3mnx 27n’x  mx? 9nx? x_’)
’ 27 4 16~ 64 6 4 32 4 16 8
1. s ox
=37 "% 2
al= !
27
m*n 9mn? 27n3 s
e 3 (Gm) =
m? 9mn®* 27nd s Smn 9n’
= e (‘s’"“T )"
+ -
m*x  8mpx 27n’x  mx? 9nx? 5:
] T 32 4 16  8°
2
3(-1—m-§£)u.3(3a.’+3ab+b').b.
m?x 3mnx 27n’x mx® 9nx? xB
= ~%+t s "m Ta 168
+ - + - o+ o+

0.

8 3 [ 9 12
TF=x4+ L Y 4 57 10y
v. Vx'ty _xi3x’ 9::"’i 81x® 243:“i el

§. 108.

Zusatz., Aus mehrzifferigen Zahlen wird nach denselben
Grundsitzen die Kubikwurzel gezogen, wie aus algebraischen
Summen.

Es sei z. B. als Radicand die Zahl 997002999 gegeben, so ist
die zu suchende Waurzel dreistellig, weil der gegebene Radicand drei
Klassen gibt (§. 101 Zusatz 2),
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a b

3 — —~——
I V997(002/998 = 900 + 90 + 9 = 999
=1729000000 T,

268002999 : 3.900° = 3 a?
/3a%b = 218 700 000

49 302 999

<E’na,b‘: 21 870 000
27 432 999
bd = 729 000

26703999 : 8.(900 + 90)* = 3 a?® cf. §. 101, 6.
3a’b = 26462700

241 299
3ab’= 240570
729
b= 729
0.

Erklirung 1. Zur Vereinfachung dieser Operation lisst man die den
Rang der Ziffern bezeichnenden Nullen weg und schreibt zum Rest immer
nur die nichste Ziffer von der folgenden Klasse. Z. B.:

8
1L V14[706]125 |706|125 = 245
& =

67 :3.2'=3a?

3a’b= 48
190
3ab*= 96
946
3 __ .
b= 64 cf. folgendes Beispiel
8821 : 3.24% = 3 al Nr. 111
3a’b= 8640 und Erklérung 2.
1812
3ab*= 1800
126
b= 126

0.

Erklirung 2. Noch einfacher gestaltet sich die Operation, wenn
man zum Reste die drei Ziffern der néchsten Klasse auf einmal setzt; diese
Zahl durch das dreifache Quadrat der schon gefundenen Wurzel dividirt
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(allg. 3a%), wobei aber die beiden letzten Ziffern rechts nicht be-
riicksichtigt werden. Der Quotient ist die ndchste Ziffer der Wurzel
(allg. b). Diese Ziffer multiplicirt man mit dem Divisor = (allg. 3a’b) und
das dreifache Quadrat dieser Ziffer multiplicirt man mit dem schon ge-
fundenen Theil der Wurzel = (allg. 3ab?), endlich erhebt man diese Ziffer
(allg. b) zum Kubus = (allg. b*®), schreibt die drei Producte so als Sum-
manden unter einander, dass man jedes um eine Stelle weiter nach rechts
riickt und zieht ihre Summa vom vorstehenden Theil des Radicanden ab.
Formel IL. a*—+sb (§. 106).

Sollte der Divisor im Dividenden nicht enthalten sein, so ist die
gesuchte Ziffer der Wurzel Null und die n#ichste Klasse des Radicanden
ist dem Rest noch beizusetzen. Z. B.:

8
NI V127[111]781]952 = 5028

ad=125
2111781 : 8.50° = 3a?
15000 = 3alb
6 00 =3a.b‘

8 =b?
sb = 1506008
605773952 : 3.502% = 3 a’

604 809 6 =3a’hb
963 84 =3ab?
512 =b?
sb = 605 773 952
0.

Erkldrung 8. Wo Null als Rest bleibt, ist der Radicand ein voll-
kommener Kubus. Ist aber der Radicand kein vollstindiger Kubus, so
hat man ihn nach §. 104 Erkl. 3 zu behandeln; nur muss es hier statt
2n heissen 3n cf. §. 101, Zusatz 2. Z. B.:

8 8
¢ /261000 V24.10°0 V24 .10%
V24= 108» 8 - 100
V108n

Zusatz 1. Irrationale Kubikzahlen werden radicirt, wenn man
an Radicanden 3n Nullen hiéngt, aus dieser Zahl die Wurzel zieht und
in der gewonnenen Wurzel n Decimalstellen abschneidet.

Zusatz 2. Decimalbriiche werden wie unvollstindige (irrationale)
Kubikzahlen radicirt.

®
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Anmerkung, Die Eintheilung in Klassen hat vom Komma aus nach
links und rechts zu geschehen; fehlen zur Bildung der letzten Klasse Ziffern, so
werden sie durch Nullen ersetzt.

Es sei als Radicand 25,9 gegeben, so ist:

8
IV. V25,/900 = 2,95. ..

a’= 8
17900 : 3.2% = 3a’
108 =38 a’b
486 =3ab?
729 = b3,
sb= 16389
1511000 : 3.29% =3 a?
12615 = 3al’b
2175 =3ab?
125 =b?
sb= 1283375
227625,

Zusatz 3. Gewohnliche Briiche werden radicirt, wenn man
Zihler und Nenner radicirt (§. 82). Z. B.

o 3 1

72079 3°

Anmerkung Gemischte Briiche sind vorher in unichte umzuwandeln. Z. B,

-‘/ 24 216 1
—_1—2—.

Erklirung 4. Weil aber selten Zdhler und Nenner eines Bruches
Kubikzahlen sind, so ist es am einfachsten jeden Bruch in einen
Decimalbruch umzuwandeln und danach zu radiciren wie in Nr. IV.
Z. B.:

8 3
%: v 0,625 = 0,8549 ...

§. 109,

Schlussbemerkung. Wie fiir die Quadrat- und Kubikwurzeln, so liesse
sich ein dhnliches Verfahren auch fiir hthere Wurzeln aufstellen; allein dies
wiirde ziemlich weitldnfig werden, Und da es keinen praktischen Nutzen
hat, weil man durch Anwendung der Logarithmen jede Wurzel bestimmen
kann, so kann man hier ganz davon absehen.

Die Logarithmen wird der nichste Theil, dieses Abschnitts be-
handeln.

"
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§. 110.
Beispiele und Aufgaben.

I. Radiciren.

1. Vat =al s _
\ 19. V1536x°y° = 8x*y* Y 3.
4 4
2. Vam=Va.ym 20. (V9x*y* s)1—27x y®z®
8
———-——— _ lbﬁ 10 a2b3cl
8. V27.8.64=3.2.4=24 21. \/( ) =
L V82, 7
22, -——-———\/y.
8 3
5. \/-giz-% 3. 6 al®ps  alp
BYw =
8
6 var_3 _ 1 4 . 4
1T 24 VityR = xty?Vaiy.
y \"/i_l‘a/z 25. V8la’bic=9ab*Vac.
’ 1267 5

- ’ 4 9.8 4
X'y X
9 26. V_T = x‘ ‘\/_5 .
8. 1. y b

Vel 5/~ .
2. \/ —
4 9___]/ 3 .
9. Vabt = adh, Vs =y
5 8 8
10. V49a*b® = Ta*bVb. 28, \/{[ﬁ:‘/xzzv .
1 \/4’3_?_"
. By by 29. ade' Va b3l
N P 3 3 8
12, Vl25x‘=5xVx. 30. VS—I?E=VW-

[} R —
- 818 3
13. 729 x®y'® = 3xy? 31. \/V—216590“=V—-6b'c‘.
3

27ab 8

14 etes 2. 3_ 5__ b___
) 729¢2d®  9cd? Vab. 32 xVx=V7*"
5 \/27;13 7%2z% 3xy'a? 33. 4b V3¢ =Va8blo.
' 64a%b®  4a’b® 8 s
0 . 34, 2a')8al= V64a%
16. \/ab bta = bb ‘/ E’. 3 v-z- 1
35. ? —g‘:—"‘é".

3 3

17. VPP d' =bte?a?Vbid. .
T | e ryEey

18. V162a'btc=9ab*y2be. "3 9~ V9
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37.

38.

39.

43.

45.
46.

47,

49,
50.

b1.

52.

63.

b4.

6b.

56.

Zweiter Abschnitt.

Vasi= 40, 2xV3xy=

0 a 3\“/&
Vv = TVs-

3 m’n"/ x®
V864 x!ty*, 42. x* mén®
V(16 a® 4+ 24a3b2c® 4+ 9b*c®) = 4a3+ 3brcl

VOx* —24x*y*+16y%) = 3x* — 4 y%
V(121 a%b* — 154 ab?d® +49d°%) = 11ab? — 7 d>%
V(225 a%*b? 4 330 a3* b ¢ + 121 ¢*®) = 15 a8 b + 11 2=,

'\/ 9a’b?  a’b’c  4atc® 3ab® 2a’c
16x* ~ 3b3x* ' 81b® J T 4x* = 9b*°

V(lﬁx y? 8mx'y+49d°m‘ _4x’y+7d’m
49 ¢° 9n? 81n* J 7 748 9n® "’

§. 110.

V4 — l2a.—-7a.'+44a’~— 14a* —40a®+4 252% =2 — 3a —4a*+b5a’

Y(@9alx* —42ax’y’+ 14amix+9xly* — 6mixyi+mt) =
7ax —3xy'+m?

V(81 a%c* — 306ab?c?d®—126 ac®x®+ 289 b d® + 238b2d%x®+49x%) =

9ac?— 17b%d% — 7x%.

\/(33_'_ 8a?  6a’x’ 16b  24bx’ +9x‘)__
b boe*d 7by® ' 2bc*d® 8bcPdy? @ 49y%/)
a? 4b 3x?
—1;+50‘d_7—y-5'

'\/(£+4ax‘ 10cd'x* 2
9 " 16b  2lab 25b  7b? 5b

x)

3
25ctd* 10cd’ S _x* 2a 5ecd’
49a%b? ' 7ab T+ )“‘? 56 Tab ¥

’\/ 2a.cx alct
y')=
x* 2acx® b5x® a’lc? bacx 25x?
V(?*W‘rw“?—ea—wﬂm)
4x?

3
Y(144xty' +T2axy — 19—x—-—yg——24x'y3+93'x‘—4g—1—,—

43’ 4cd* 4ay

16 x? 3xy?
_ 12 ) -
6axty’+ e T 15an "'y)



§. 110.
57.
58.

59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.

85.
86.

87.

88.

89,

90.

91.

Wurzeln. 125
Vas+3y= 74. 1/0,013924 = 0,118,
\/1 ab 75. V/3,74809 = 1,9859. ..
t = Rest 38119,
1/6889 = 83. 76. V52,4176 = 7,24.
255025 = 505. 71. V21,076 =
V4639716 = 2154. 78. 1/314,00937 =

V47045881 = 6859. 9. \ / 5 % - 2_1_.

/2025810081 = 45009, 5
V/351298031616 = 592704. 80. w = 0,65465..
V34012224 = Rest 44775,

V1T = 4,123106... 5

81. 10 — = 3,2338...
V31 = 5,667764... 11
V83 = 9,110434 Rest 27111,

V76 = 8717797 ... 85, \/ 6“{_ _
‘l 547 =
V/ 834576 = 83.

7

K]

V0,64 = 0,8. \/-5
V0,2025 = 0,45. 84. 9=

8

Y@+6y+12y*+8y%) =1+42y.

8
VE®+12x'y +48x%y' + 64y%) =x?+ 4 y.

3
V(843 a% — 1323 a*b% + 1701 a%b® — 729b%) = T7a® — 913
\/( CUR DTN T a‘b’)__g_g a’h

- dx* ~ x*J a4 x °

3
V(64 m'? — 240 m?° + 588 m® — 845 m® + 882 m* — 540 m? + 216) =
4m* — 5m?+ 6.

8 3 5,3
V(@7 a%b® + 27a%c — 18a7b? + 9’;" -12a°e+4a~b’+’-’—°—-—2:.°

4a’c 8a°b) a_._t_: 2a%h
3 = R

8
V(125 x%y® — 150 x4 y® + 60xty® — 8y'?) =
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3
92, V(27 y®+ 216 y® 4 576 y7 + 135 y® + 512 y° + 720 y'° + 960 y'* + 225 y**
+ 600 y** + 125 y*%) =

3 3,8
64xy? 36x° 27x'm® 27x*m®\
93. \/ e - )—
3

m 4n’y® 64 y*°
3 ——
94, Y(8a —2b) = 108. 1/0,274625 = 0,65.
3 o 3
9. Vi—by+ 15y’ = 109. V373,248 = 7,2,
3 3
96. V74088 = 42, 110. V6,4 = 1,85.
5 Rest 68375,
97. V1124864 = 104. .
8 . 111. V3,0045 =
98. V34645976 = 326. s
s 112. V102,875 =
99. V82653950016 = 4356, s
s 113, V82582 =
100, /2498846293 — 7%
3 114. 11 2 = 2,25.
101. V577385261783 =
8
8 23
102. VB = 1,709976. .. 5.} 55 = L.
L Ty
103. V46 = 3,583048. .. 116. 45 =1685...
8
104, V79 = 4,200840. .. _ Test 44353,
3 " : 5
105. /23456 = 28,625 .. nr Y ==
Rest 943359375, Jaa
3 118, 0=
106. V314 = o —
3
3 ____ 119. _— =
107. V715 = 9 7

Anmerkung., Zur weiteren Uebung siche Hofmann, II. Theil, Seite 93—97;
97—-103; 104—112; Heis §. 41; §. 50—b54.

I1. Addition und Subtraction.

-

2. V245 — V80 + Vb -4V b=2V5.
3. Va8 -_V2i+2V38=3V7.
4 V2osr—5V2t—Voe—2V6+Viole=5V.
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5.
6.

7.

10.
11,

12,

13.

14.

15.
16.

17.
18.

19.

20.

21.

Waurzeln., 1217
Vits+6V28 - V33 —2V63 - Ver=4V7-—3
8 8 3 8_ 8~
2V54—Vizs - Vi6+V432=6V 2.
8 8 ] 8 8 3 8
4V1376 +5V88 —5V297 + V1376 — V2376 — V3773 = T V11
8 8 8
3V18—2V13s+4Va0 —2V72=2V5-3V 2
3 3 */24 3.} 3 L ==
12\/2-_2 G- ViE+3Y g =3Vi-VE
VVEVYE-
49‘ 343
V12lx‘y3—2x’V4xy’—~3yV4x"y+2Vx°y3=3x’yV-;y_.
8 8 8 8
3m*Y250abn’ — 2m!nV16ab+50)2abmt —5)16abm®n®
8 8
—2m*Y2abn’=4m*'nY2ab.’
VE VIV GerDiVE
mdn mn n?mp? m n p/ n m
VEE \/a \/ w s, aybyo
_x'_2 x '

8 l
8 x° 8x"y" y xy) F:f‘.
27 ard Sa.d d’

2V180=V245+3V4“5.-V1"6_2_0+V1”2'5'=

8 8 3
7V88+2V702 -3V18 — 4V 15125 + V98 =
V1472 +3abVY3ab—2a)Y 12ab — by 12a°b =

8 8 8 3
V3mPnty —V8Im*ny —mV24mintfy+ V24m*ny =
}2mn'+ \/147m°n'+ \/48mn‘ _
36ay? 4aby ay

bvrois_ 8 ams sy S vas !\"/? 251\’/?"_
?VXY~~;V!Y—4ny+EVXY~‘2‘ st Ve~

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, II Theil, Seite 113—117.
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1. VE.VE:ab.
2 Vmn.Vost. Vo' = mnx)*Vx.
8 3 3 8
3. 2Vx_—y”.6Vy_’;.—-Vx"yz'=—lesz?.
3___ l 3 4 3_ 3_
4, 5Va‘b.—-—2~Vb‘cd".—?Vac’=2abc’d’\/c‘.
5. 31/;;:9\/;._-_;4/‘.
6 Vati:—2Vatb= — 12 VT
8 3 a
7. 21Va’b‘:7Va.‘b"::3—b—.
4 . 4_ a 4_
8. 5Va°b‘:lOVab=—§Vb3.
3 1
9. 2\/2.-4\/1?=_&
3 1
10. —\/ \/ \/Fz__
vl \7? 25—
1.5 45:3 —9—=1—3—V6.
12. 3:V3=V3s.
] e —
13. ” =4 51/ =5V
b 5
14, Vxy3z)?. VEay®z)*=xydsb
a4 /a%bt -‘/
16. .b_é\/x’y YV
8
Vmxiy)t. V (m?y%?
16. : =
Vo
17 Vy.Vi=yVy.
3 4 12
18. Va®b’. Va?b® =atb*Valbl
8
19. x*y?. Vx*y)? =xty"

Zweiter Abschnitt.

III, Multiplication und Division,

§. 110,



8. 110. Wurzeln. 129

L
20 y:Vy=V7s
8 517
21. 3:VZ-_-3\/;.
4———.—- —————
2Vx’y‘.—3szy°
3
——‘/Z'I'X—"—y—5
4 s 12
23. Vxyizr. Vxyz. V< l’=xyzz\/x"y“.

4
24, 2\/—— 3V'5. ?V's'_z 3
‘3 \/T 1 3
25, 9\/Z 5T =5
- 3 4_ 12
26. 3V2.V2.V3=3V27648.
a’b*d 3 at c®
2. —\/a EPTIY b‘d————Va‘b‘c'd
3 [} —3—
28, V—3:\/32.2==\/§.
L S -
29. Vx’y:’:\/xy’:‘/x“y“
3_ ]2__ 4_
0. Vy:Vy=Vy.
[ mt \/T \3/? 1
31. \/“11—3. F. §~x—§=—2—x

G VD i

33, v \/ V’Vx-— Vi,
34, VVx \/xy\/y \/ Vx’—xnyy

\ 4 4 8
3. \/m otV E. \/m VaFat = mnt Varn,

22,

=2Vy.

32,

]

4
36. Mﬁyj:x]/y.

Weber, Algebra.
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37.

38.

39.

40.

41. 3

Zweiter Abschnitt,

\/ g—_ﬁ_a_s\o/'gmg’f
3al 37325 ¥V 3m*” by 25y% °

8 4
Vab*. Valc.Vabe =

Vi_
R
Vx Vy

Vz'o.eV%‘z

42, ——

43.

44,

45.

46.

47.

48,

49.

50.

T e
3 S
atc Va'c?
e

Vac Vac?

C g year 57T
mn ®m®q® x* \/z m'?
P Y z 'nd y 17 =

(2‘[3‘*\/ \/7

‘1
612 ———r—z\/7 \/72—
V—___-—_ s 8 8
Vxly+y X‘VTF—5V;E7‘+\/x’V}—’)-\/xY y=

6 6 8
1y Voa+xyVaiyt —bxyVyl+xy=
o 8 8
sy (V3 + VP yb — 5 Vo +1).

§. 110.



$. 110.

51.

b2,

53.

54.

55.

56.

57.

58.
59.
60.
61.
62.

63.

64.
65.

66.
67.
68.

69.

Wurzeln. 131
R S N
(V=*y*+ §-VY'+4YVI’+—§—VXY):-2*VX)’=
S R, 8 ___

2ny+——Vx’y’+8ny°+x’y.
x’z 3_ B____
5 y-—-2x’sz y? x’Vy‘z‘):xVsz':

g 5 s 3

——-sz-—2xVyz-—-ny.

VRV -V v

6
m? x? x n? n
n’x  m? mn®  xt

(3+5v3)(3_5v3)= — 66.

B
M

i

mx?

(—2V3+ — V5)(—2V3——V5)-11 ~V15
(zV4—.ivz><zV4+évz>=sVz-—iv:£.

<5V3+2\/—)(5V3_2 —~—25V3 —2

eV7+3V2eVT7-3V2=10.
(—1+VsE.—a+Vs5)=—4
(—2V7-2V3) .-V 7-2V3)=
6V2-4V2:2V2=1
6—Vn.ecV3+Vn=12V3-2Va2+6V7 -1

It V»g_V16).(§\/%—+VE>=§V4_ 3 \/ +12\/——4V4

3 3 3 3 3
(2V4—3V16).(2V2»-2\/4)=—8V§~12V4+32.
BYV12-V45+V63).2V105 -7V 5+5V 7 = 210.

3\/2\3/1_0.2 5\8/10—0=60.

2V6+V6.V6+Ve=12+2V06.
5V2-V2.Vz2_Vz2=10-5V2
-;}—V4+V§.6V4+V"—=8+2V§.

9:



132 Zweiter Abschnitt, §. 110.
70 Vi-V.(Vi+V=x—7y.
7 x+Vyn.c—Vy=xt—y.

72. Vzy —Vmo). Vxy+Vmu) =Vzy - Vo
73. V-2V .(V+2Vy) =33 —4y.

(] 3 3 6 [}
74, (—?{_ Varoi+3Vab). (6 Vab: — \/ a VD) = ?gvm»+ 15b Va%b.
5 3__ 4 10 6 20 12_
75. Vxy+Vxy). (Vxy — Vxy) = Va'y' + Vet y -Vl y —yVx'yh

" (v” xy) ( xvg

vx=y=+ym+\/.;+y

GV G- 2VD)-
y‘ v /<7

» (V) V32 VD)-
x’y(l+\/§+V3+Vy).

5 (VEre-ver VE). (VI +ve VE) -
Laboerzl/omom

12 12 4 [} 6
— b 5
80. (-—V-X-I—VXE—I-— v xz).(Vx—Vx“+—,Vx")=
2 25x
—Vx +2Vx“—x x+:—V“
( mp’\‘/ @ mpy \/m“ 6) (\/E
q mn‘P' 3q P'q
m7n31 mzns
ot FIP)=
mh mn q+l]mn\°/m‘u°+5mn \2/m"n“q
T p'g P 2¢p* P'e®  24p’q P’

7mn”\/m 6 mn? \"/ﬁ
+ o 1V ==
96p’q 16p*q ¥ p'q

81.

ot




§. 110. Wurzeln. 1883
3___ 6__ - 8—
82, (m‘Vn”x—mzn’Vm+4m"nan°-4m’n’anx+m’n‘an’
6
_n"Vm“’u‘x’):(m Vn x—-n’v_)—m’-{-‘imzv +n3V
83, (Gx"Vx—5x6Vx—29x6+12x5Vx“+20x“Vx") (3x‘Vx
+2szx’—4x2v;T’)=2x3V;—3x’V;-—5x3V;.
3 . ° 3nx \/ nxy \/ )
84. (" X 27n \' 708 32y°
n®x?
( \/ — \/ ) _———anx+ \/2}’
85. 2y, . [] 8
Vxiy VXVy 90. %—abVa.b’x‘:GVab‘x:
8 6
86. Va*b?. Vab = . .
— g1, 2I\/ XY 2% m? =
7 ‘4/1 _ "z mx x3 y*
87. 3v-§.6 i
92 10 2
38 1 Vz 3 o V =
88, 2\/?.4 3.2\/4: ‘
257 09
s 2 93. \/ ‘:'i. “""3:
89. 4Vafbs:2Valb = m mn
3 2 3
94, 4mzn\/m n®x’ _\/mzn x_
x x’yz
T 3
95, (% b 4x ab’y ) \/a b?y®
4x y
“/ \/
96. x? 2 ViV =
4
4 —
A e e
) 4
— 8—
98, \/a‘b3 Vac.\/ac’\/b‘:
o 1 [TV ] SV _
. . 5 =
Ve ViV
4
100. (V12+V4-V3).Vs=
s/ e 8
1 4 |
101. (3\/3—2\/~5—+2\/?V20).3



Zweiter Abschnitt, §. 110,

134
102.(\/—+3\/—_2\/81 V3). sV 2
103. ny 3xVy +9xVx).8Vx—‘.y-3=
<-;:V Vi vz Vo). 2 Vi

105 (i \7.__—3‘—_ _n \/x_y_ \/x Y“
' y mn a‘m

5V2-3V8) .6V 2+3V 8=

106.
8,3 [: ) e 3,3 EYare
1 \/4 1 \/1 \/4)
107. (4\/9_3 5) (E s+3V+)=
8 3_
108. 6—-5V2).8V6-2V2)= .
3
109. V9~2V2.(3\/%_V_6)_—_
3 — 6/ s 3 f——r—
X7 x’y 1 xz ) _
mo. (/£ - =\/y‘=)-(\/?+\/?\/—)‘
45T =7 3
A /20 3y [t (1\/% 3y a)ﬁ
111. (y mn+4a.‘ mz)' 3 n 1a? mn/
3
112. (3b3Va%b — +a2Vab® 3ab\/ﬁ+b3\/?9).(ab\/_b
* 3 [}
—8a*bVab® +4b:Vabp) =
2 ¢3 3abe’ 3¢ '/ ac
s (Vs are Vi)
(cz VEVE \/abc)
3ab 3 =
114. (6x%y ny—29x3y’Vx3y°+2Ox°y9ny—llx“
7xzy5V-x“ °+6x‘y°Vx yz)_

”Vx“y“):(szy
3 12/ 4o

m’x ny ntty

+16mannx y"+m iz Voot

5 15mbx?
115, (31\/“” —-—-?f.’—
y
)( \/mx6 Sy\/nx 5mx\/
n®y? by’ T m’x mx?
, Seite 117 —130;

Zur weitern Uebung sieshe Hofmann, II, Theil

— 30x®

+21

Anmerkung,
Heis §, 42 u. 43.



§. 110,

10.

11.

12.

16.

17.

18,

19.

20,

Wurzeln, 13 5

IV, Umformung irrationaler Nenner.

5 5 [ 2 =
‘*g—gﬁ~ 3. —3——_-—_-\/4
V2
4 _1ly3 12 3
=3 V% . 5—=2V9
Vaz
5 5 _2V7+3V2
T2V7-3V2 2
6. —V° _Sym_ 2y
2V3+ V7
3
7. "—““—.~V +2V10+V4
Vs —-V2
8 2-Veée 7-3V6
- 4+Vs 5
3V7-6V3
9. SX 2 Vas42Vis—2Via+4Ve.
S S Va2 Vis -2 ViE+aV
2V5-3V2 18-5V10 13, 220 _1yaT
3V5_2V2" 87 Vatp? b :
14. Vx =y\/x+vlmx
be byv”' y=Vm  ¥-m
2x? 2y 8
15. =="Voax?
.'V‘:———.___a,\/ab 3‘3/5; 9v x
- xV(y—Vm) (¢ —m)
Vy+Vm yiom
2a’—4bVab _6a®—12abVab— 102’V b+200*Va
3a’+5bVa'b 9a%—25ab?
4 2 ——————
F——===77V110-22V3
Vs+Vs iV 4
2 1
VT~§=§V322+46V§.
2 5
— 21, —==
Vs l V7
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22,

23.

24,

25.

26.

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, II. Theil, Seite 131 —

Zweiter Abschnitt,
2
e T Ve Vsava
V2 N
13
z 28, ———— =
a’h V3—Vio
aVb —
z 29, V7__._
x =
___By__ VS-—I—VE
IR VAT —
=Vy 2V5——;—V2
5aV7ab® 80, ——5——=
s = 2+-V3
8Vab? v 4 4
xy: V‘;a})z
x—3Vzy+2y v7a3b Va.b"'

Heis §. 43, 28 sq.

10,
11.
12

V. Potenziren,

8 8
(VaT59)* = atb? VT,

5 5
(V2xiy)* = xV8xy®

8 — 8 .
(V=2 yS)r = axty® Vaxtyh
BVsxy) =135x*y Vixy.

4
@2Vexy)=8xy* V2xy.

(3x yv ) 3mixty V3xy
3xy ’
2ab X 48ab 4*/3ab
—m) =RV
]
(sz yt)o = xty%
Va+b):=a-+h.

WV —y)=x—y.
B-V5)r=14—6V5.
@V5—-5V3)> =95 —20V1s.

§. 110.

134;



§. 110. Wurzeln. 137

13. (——V”$+ V7}z—3—+ V21
14. (3y—-2Vx _y)t=15y? —12ny —yt 4 4x2

L 1/ 2. 1. Ly-x_r_xy/z. 1.
15. (3”“2 3* "2V )T%6 273 3¥ 27
16. BVi+y—-5Vx—y)r=34x—-30Vx*—y*—16y.

17. @V3—-5V2+3V5)2=101—20V 6+12V15 — 30 V10.
18. 6V3+5V2-3V7)?=2214+60V6—36V21 —30V14

\/? 2 A — x 2“/? — 4
- _ = — 24— —_ _ —_—
19. (2 - Sny 3Vy 4y 23 y 12Vx+9ny
4
+4Vxy*+9y.
20. 4V 2+2V 32 =288V 2+224V3.

21 (Zab\/n? x mn 8 Sa.’bam \/_ Sabm?
' x y ¥ ab T oxy?

m3 3 F
2mnx _nl_4abm Va.bmn+ 4m’x mn®
y? y y
m n x3 mn
aby? ab’
22. (Va¥bie)® = 3xy?+/xm?
25, { —- —_—
m y

23, (VY 557y)" =
24, (3abYaTmin) = 2%, (2V3+4V2-5V D=

27. (—%V—?—EV—§+2VE)’=

3” my  xy ;y;l)’:

20, (i\/;+-">_‘;\/ﬂ_§.

o [V ELY VAT 2 V-

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, IL Theil, Seite 134—137;
Heis §. 45, 1-18.

VI. Radiciren von Wurzelgrissen.

4 4
1L V@y* — 154 Vy" +121Vy) =7V 7y — 11 Vye
3 8 3 8
2 VETTVy-6xy+ 32 Vi) =2:Vy - 52V



138 Zweiter Abschnitt. §. 110,

3 3
- 3 IR Vaw SED &Y g
3. \/( Syy xy +25y Vy)— s V-2V
43 . 4
4. v 2_53_.3\/}__5’2 7+ S VayE ISY
36y 9 y 63 21
PVi-vs-y

Vi‘g:m___\/16+\/2256—254+\/16~V256—254

5.
= 16+2+\/16_2=3+V7 of. §.105.
2 2
6. Vize 22V 5 =v 126+V15;W:‘2420 #\/ 1_2_6_—_\_/15;376—2420
_ 126 + 116 '\/126—116_ _
—\/ 5~ s —=1-Vs
7. Vs—2Ve6=V3_-V2
8 Vio+zVai=V7+V3
3 —_ 1 .,—

10. Var—12V11=6- Vi1
1. Ves+16V2=V2+s

12. Vog+24Vi0=3V2+4V5.

13. V321 —60V2i=—6V3+6VT.

14. \/63—1-+3V7=i+3v7.
4 2

—_— Ax?— 4 x%+ 4 v

15. sz_z\/?f‘y':\/“*‘/“ 5 Lk s A

'\/2x-—V4x2_~4x’-Z_y—’_’\/2x+2y 2x+2y
2 - 2 2

Vi+y-Vx—v

16. \/5a‘+4a3Va’+b=+a’b’—_—2a2+ aVal+ b

17. VSn'y‘+4m’ P _ 160y’ Vm*—20’y'=4ny’— 2y Vm® — 20ty

CO 6 3 .
18. v4xnyy+9x3y+ 12x’y ny=2Vx’yz+3Vx3y.
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25 x¥ 7Xzy 2x? v u—r X ry 2x 0
19. St — g Ve -r=5Vi-y SVt

8 3 3
20, v251'y 5x’y\/y_z_.5+9x‘yVW)_5xv_; 3xVy’z

9ptngt T g’ 4pie* ) Byt 2pg

3

4 4 .
21. V(m‘n\/mn—-3m3nV:—n~n~"+3m‘n'——n’Van).-:mVnTl_l—an’.
Sy _Bym_ gy bymi o Bvs
V(EVx -—I\/x — X +va +%Vx =
3 4 b 2
23. ‘\/n x,-—}-Zm’nx+m y; =
my nx

3 s s
24. V(8m4n\/m—@; —86m’n?Ymo’+54mn® Y mn — 2T mn%) =

22.

[}

25. VIOX‘— 9y —6x! Vst — yi =

2. Vix—5y—4V3e —yi=
27. Vi—2Vio=
28, V155 —24 V11 =

1 13

o Vilis)/ B

9. Vezg+sl 3
\/5\/3 LRV

. VoV -5V

Anmerkung. Zur weitern Uebung sieche Hofmann, II Theil, Seite 137—140;
Heis §. 46 u. 55.

VII. Operationen mit imagindren Wurzelgrossen.

L. W=D'=—i 6. (V- D)tn+e = — i,

2. (V=1r=1 7. (V= Dinvm = jm,

3. (V=1'=-1 8 (B3x*V—1)= —9x

4. (V=1penr =, 9. 62V - 1) = — 125x%i.
5. (V=)= 1, 10. (2x*V —1)* =162~

11, By YV —1)5 = 243 y10i.
12. (ab v:—1)4 n+m - (gtn+mpdndm) jm
18 3V—49 —2V 48 +2V 14T -2V -8l - V= 12= @4V 3+39)i.




140 Zweiter Abschnitt. §. 110.

14. 5V —-16+2V —-1084+4V — 162-%V-—75—9V~18-—3V—49=

iBY3+9Vz2—_1.

B Vxy—-V-xy+Vxy+xV-y¥=+yiVxy

— 3y - -
16. 3x Y —4x*y® — 26y? -x—zz—!-'?xV——‘lxys—E)xyV—x'y:
iy Vy+xy Vxy).

17. 3abY —25a°b° +2aV4a’b' — 2b*V162°b® — 6a’bV — 4a%b?
+2ab*V9ab® +atb? VY —a’b = (ab*+ 2a2bi)2ab Vab.

18. BV —s4+5V8+5V_-21_4V—-2.V—8
=16-386V3—-3016+40i

19. (V=50+4V 6 -3V —18+5Y —4).3V —2=24+(30 V 2+24 V 3)i.

20, (5V~—x——2Vx——-—V——x 4+ Vit —6:V—1:x).3V —zx=
3x+2x'y+ (x—1)6xi

21, 5+4V-2)2-4V"2)=42-12iV 2

22 @V3-V-5)@V3-2V_-5)=(2-8V15)i-10

28, GY - y+dV-RGY =y —-aV K = ak — x'y.

2¢. (203 -18YV2+i(15Y2-28V3):V—6=
2V -21+Vis—7YV8-sV_8

25 — 10 —100WV=10-V=5)
Y-+ V_5 (V_o+V-n(Y—10-V_5
2V "0 -2V 5. i
28 26 _ 26@YV=-7-1V-86) _
"aVT+TV —6 wYV-T1+1V_-6@Y-T1-7V—-6
(gﬁ_vz)t -
27 V-5 V=s5(V-3-V—5) 5—\/1_5
"V=8+V-5s (V-s+V-n)(V—3-V-5 2
%—%Vm

28, (T+4V=38)2=1+56i)3.
29, (WV=5-V—-7)'t=—-12-2iV35.
8. (—1+V=3)=8.
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31, VsabV—1=iV5ab.
32. @YV -3+4V_-1)'=—-4+16iV 3.

4 4
33. (Vxy—baV_xy)=x*Vxy—10axV —x°y® —25axy.
” vmz'\/7+\/‘129+576+\/7—\/429+576___
T+25 V7_25__ .
\/ 5 -+ 3 =44 3i
3. Ve+rzV_16=V5+iV3.
56, W=v7+\/4.‘2)+1800_'\/7—1/4g+1800=

5—3Y_2.
Y \/—4+V16+30_8 \/-4—VT€T+3?)§_
3. Va2V 717= ——— =Y ———=
V7 —iVIL
. Vo aym- Y/ 2o Yo Y/ Viee
V3-VDi
59. V.93 -30V 6= '\/ —93+ \/2649«5400 _
\/_93— /8649 —5400 = =) 5
= =BV2-5V3)i
T VATERETE VAR WL Ve R RV
16y'+2 y x‘_4yvd+x -r
abx?®y? . —— 25kaz
41. v z,———-leVa.bx— 7y =
4 4
42. 2xV -3 -8yV—-1-5xV_-8+4yY—1=
43, Vx+y.\/x-y=
44, BV -s5+2V-1-17V-1D)eRYV=-1-5V-2) =
45. V216 + 901 = 48 V-1-12iV39=
46, VT _281V 8= 49. Ver+12iV33 =
V=2
Vi 50. A —
47. Vo+2iV22 = 3V —5+2V -1

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, II Theil, S. 140—145;
Heis §. 49.
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10.

11.

12.
13.
14.

23.

25.

26.

27,

29.

Zweiter Abschnitt. §. 110.

VIII. Potenzen mit allgemeinen Exponenten.

a) Operationen mit negativen Exponenten.

-8 4
e=x 3. x‘.x‘”:x'“:la.
x"‘.x'2=x"°=i6- 3y—4 9y2yb 148
x 4. 5x~%y—*+.2xy¢ =10x"1y?
3 3
P S S SUy
5 4x yl.—x"*%y 10 30 48
6. —x—3%, —x? -—x"‘——x‘5———1—5.
X
1
Y'=Y'=Y_2=?- 15, x%y3z:x%y3z =1,
3
vyt =y"=1 16. 21y3:7y5=3y—2=?.
1
9.,12 _ —8 s 3
= = —. 1 B
vy v y* 17. i%y—gzgy“":s%.
y—o.y—4=y—1=i
: vy’ 18. x3n:x—* = x3ntH4,

2 1
4y"’:2y’=2y"“9_—_79, 19. x—2n:x — x—@n+l) — P
x=D,x—N0 — xh—m 20, x—%tm ;xt — x— ¢dm+n 4:_"“
xn x~m=xn+m x
55?1 21. x2r—4; gn—b — xo+l,

3
—82. _ —298 — _ gx~ly—1_— _ 2
16x—3y bx—2y x~ 'y Xy
4x*
x°ydz ___xysznz____xny—az—a_._3yzzs
s 3
8x—8.9x2 ——;—-.—4x’.%~2x9
3 2 n+1 8 1 n—2 ym--4 —2n+8 ¢2 m—1 142 3m
Zx y- .~3—X y . —12x Yy = — 3x y-.
8 4 2 y2u
—g—byg2,2m. = g3 ogn+2,4m . T =0 g—8n,—m] _
[(9’ yraEm: o xtyniy i3 x 0y z ]_x‘z“"

G+ c+E): [+ G+B)" =+ Ex+k"
Bxmyz—2+x*y%z-2 ~9xyz—3).8xmylzt =
9x2myn+2z~l+3xm+2 y—l 7z — 27 xm+1 yaz—l.
2+ 3x2mym—3gm 4 2xPymyt — x—mybng) GxEm—2 ymid =4 =
12x2m-2 ym+8 =4 ]G yim—2ymym—t | ]2 x2myPm+d =2
— G xm-g y— (—m—0) 53,
(21x3my? — 28520 y—4 4 49 xmy—6 - T x—2ny—m):
7x:y—e — 3 x8m—2 ys — 4 x2n—2 ys ~+ 7xm—2y — x—(2n+2) ye—m_
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go 837%b 5b=2 3y’
" 5xy-2'Tx*y=5  Ta’bix®’
5xm—1 3x? 3 xm+!
33. . =
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) 21 z=m+1 " gyng-m T 7z
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42 7a3b"5d"2_14&"2b—3cx"’)'(3a'cy“2 a=5p—2d-4\
g TMe4x® gy 4 ‘\aa2x '~ 11¢ )
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43. (4 a?m—1pn+2 _ 3 x4 y—‘l’- - 9 gm+2 gn—b 1) (3 am+4x—2 _ Qpn—3 y- 2)
= 12 a3 m+3 pn+2g—2 __ g am+4 g2 y—-3+27 a2m+6 gn—5 y—2_4 3 am+4 g2

— 8 g2m—1p2 n—~1 y-2 -+ 6 bu—s x4 y—ﬂ — 18 gm+2 pu~3 po—b y—2

— 2pr-3y—2,
44 x—myn~8 8.‘ c—¢ _
. a—2b® = yorl
45 13 x* ym—8 18 at—2m ¢?
' 24— mo—4 26x—4ym+2
46 5x—(@n—~m=—1) y-4m 7 a2m—n 3

14 a—@m+npH—n ° 10x2m+2 ym
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2 2 4
72. —;—+a"b-4a«l) =%+a“?b3+16a”+1+a"1bx'
—4ax’*—x*—-8b—-2a"'b+8a.

2x~2 4a.“2b'5)” 4x—4 16 16 x1°

B g T +

T 9a-*b?  2Ib°x—°% ' 49aip® "
74, ’\/16 a=tp=8 4ct
25¢—8 ~ BHa’bd’
75 \3/§a3b-"c~°_ 2ay*
' 27x8y—12 — 3b%cix?

78 Vzwa—"b'm_a‘bmc’
‘ 27 cbd—9%n — 2¢3n °

m m 3 6
7. Veyt. Ve oy xVxiyt . x* Valy—= = x* Yxyt-2m,
2

S 6
78. VVX—y.szy.xzny"”.ny‘:‘VX_gy‘:’z”.Vx—gy‘z = xez .
. n m yVy

79. vxs m+l g— 2m—3) vx* (1—2m) m—4 . Vx4—m y— 2

3 210

TTeTe 3 X X
x— (m—0) yd — — —.
V y y
12 4/ xp—3¢ -
80. _ﬁ _3 - gx - vyp——2q = _vle'(l y? P—q,
m+l 2m s
81 ‘/x5+3n 11 (l+n) l x= @+ m ym-l

82. x“y"g:Vx"""y:_:’ = x*"yV;;.

-1 x—1 5 L —
83, \/xy \/ ”V
VIRV
3 x'

85. [f(a“ %)= 3]‘]" L[(2abY)-8-t =

2x~%y)~2% (x%y)?
9a®b? '3(2a’b¥?

87. [2(8ab—3—2] =

88 5a—2bh? 12a—1pm—2 3 x— (m+3) y—n
T 7Tx~8y-2 15xmy-n " Qabh~m

89. (bab~2 —4xmy)l =

84.

86.

90. (%x" I _4ab-?)=

Weber, Algebra. 10
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16a2mb—*
Sly—ﬁnzd"'

P —
27 x—9%y%2

. Y Go -
2n 1 2n 4 n

93. 3Vx“y’.5Vx“3y.—2—ny—4.?Vx‘my“3=

3 ’\/xzm 1 «‘4/1(—2"‘
94. 7 i e

2m

91,

o5, _+ V/r 34/ oyt _
gx-—n zn—z 4 xmn+3my~3

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, II. Theil, Seite 146 —150;
150 —155; Heis §. 39 und 44.

b) Operationen mit gebrochener Exponenten.

8

1. 162 = V16° = 64.

2, 81 = 729.
2
8, 125% = 25.
m P nq mq+np
4 x® .x% =Vymat+trp=x "¢
m P
- - 1 1 1 1
b x ".x "=—.—= =
™ m ‘' p ngq T mgq-+np
x® x! meq+n11 x ™4
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m » nq mg—np
8 x":x%=Vxmimr=x "¢
—m et nq np-—mq

10. x yz.x?y?= x10y7,

1. 2x 9 y*.10x°y
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29, (2x% y-2_5y® ) =4xy~+ 2032y ® +25y°
8 17 ¢ 3 2 4 3
30. V(9x® —42x® +49x°) =3x® —7x? =3V -~ 7Vx
3 2 + 2 _ O
31 12* = 35, a "bT:a®b T =
4 A
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Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, II. Theil, Seite 155 —159;
Heis §. 47.
IX, Reductionen.
4x x_y___?_ g aty x? —y a
3 4 8 7 5 y b*Valx—aly =g Vity
rerwad
: VEVEVE -5 | o 22 —4\/1-—“
y 4 v 1 - x—y
_sz_yz
4
x+y'\/x -y ’\/x+y
3. = .
X~y Xty X—y
4 ) o
6 Viex'—26y*  /l@x+5y)°
TP ¥ (ax—57)¢
Vi6x*—40xy+ 25 y®
4770 26  ao b -4 4
16x*y® —32x°y* 2 vT———
. \/—ﬁzs_sm =gyetVy—2maTio1
8. {729[(3a.zb’ o= ——a~8b= -] [(-a“b— a’bc]}

943
—1-35%2—) = 27 c%

8x? \/a.’-b‘ _1
3d* "8x?

Ty

d
a—b

_ 3+ (a+1)?
=8V 9d @y



§. 110. Reductionen. 149
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21. (3\7/a\717)3_ 0=+ (V)] Jz{/ﬁé)a

’l[‘—'—“ 3 7
b_l( a.’b"5v—a~"T1) 2abVaO

1
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Anmerkung. Zur weitern Uebung sieche Hofmann, III Theil, Seite 1—21.

III. Logarithmen.

§. 111.

Erklirung 1. Dignand und Exponent lassen sich in einer Po-
tenz nicht vertauschen (§. 66, 4). Desshalb hat das Potenziren zwei
entgegengesetzte Operationen: das Radiciren und Logarithmiren.
Durch Radiciren wird aus dem gegebenen Potenzwerthe (Radicanden)
und aus dem gleichfalls gegebenen Exponenten (Radicator) der Wurzel-
werth bestimmt (radix, Dignand). cf. §. 79, 5.

Durch Logarithmiren wird aus dem Potenzwerthe und dem gleichfalls
gegebenen Wurzelwerthe (Wurzel, Dignand) der Exponent bestimmt.

Der Logarithmus (¢@v Adyov doeduds Verhiltnisszahl) ist dem-
nach der gesuchte Exponent einer Potenz.

Logarithmiren heisst also aus einer entwickelten Potenz
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fiir den Dignanden der entsprechenden formellen Potenz
den Exponenten suchen. .
Die entwickelte Potenz, welche logarithmirt werden soll,
heisst Logarithmand oder numerus, der Dignand heisst Grund-
zahl oder Basis und der gesuchte Exponent Logarithmus.
Erklirung 2. Es sei der numerus A und die Basis b, so ist der
allgemeine Ausdruck eines Logarithmus
*log A,
sprich: b-Logarithmus von A. Da aber der Logarithmus einer Zahl,
fir eine Zahl als Bas1s/w1eder eine Zahl gibt, die wir allgemein mit m
bezeichnen wollen, S0 lst

Ylog A = m.
Ist aber "log A =m, so ist auch:
Lbm=A
nach §. 66 und §. 111, 1; und
IL VA=b

nach §. 79.

Setzt man in beide Gleichungen fir m den Ausdruck °log A, so
ergeben sich folgende Sitze:

Satz 1. Die Basis potenzirt mit dem Logarithmus, gibt

den numerus:
b Plog & = A.

Satz 2. Der numerus radicirt durch den Logarithmus,
gibt die Basis:
blogA
VA=h.
Zusatz 1. Der Logarithmus ist diejenige Zahl, mit der
man die Basis potenzirt, den numerus erhidlt und durch
die der numerus (Logarithmand) radicirt, die Basis gibt.

Zusatz 2. Die Logarithmen gleicher numeri fiir gleiche
Basen sind einander gleich.

Es sei

A = B,
so ist:
*log A = ®log B.

Anmerkung 1. Wo die Basis als bekannt vorausgesetzt wird, bleibt sie weg;

man schreibt statt "log A und *log B nur log A und log B.
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Anmerkung 2. Unter der Voraussetzung, dass wir es nur mit Logarithmen
von gleichen Basen zu thun haben, ergeben sich moch folgende Sitze.

§. 112.
Fundamentalséitze.

1. Der Logarithmus von 1 ist gleich Null:
Plog1 = 0;
denn es ist b =1, folglich *log1 = 0.
2. Der Logarithmus der Basis ist gleich 1:
Ylogb=1;
denn es ist b'="b, folglich "logb =1. cf. §. 66, Erkl. 3.
3. Der Logaril}hmus von Null ist negativ unendlich:
' blog 0 = — ao;
denn es ist b~ * =1:b*, folglich "log 0 = —o0. cf. §. 62.

4. Der Logarithmus von unendlich ist positiv unendlich:
"Ioguo:oo;

denn es ist b® = a0, folglich ‘log o0 = @0.
§:113.
Lehrsétze.

1. Der Logarithmus eines Productes ist gleich der Summa
der Logarithmen der einzelnen Factoren:
log (A .B) = log A + log B.

Beweis.
Es sei: Y L9
bog A = m und logB=n, 7.9 ’(1‘ :3
so ist: ’ 17
A =b™ und B = b", cf. §. 111;
folglich :

A.B=1bm b =bm+ cf §. 69,
und
log(A.B) =m-+n

= log A + log B.
2. Der Logarithmus eines Quotienten ist gleich der Diffe-
renz aus dem Logarithmus des Dividenden und dem Loga-
rithmus des Divisors:
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log (A : B) = log A — log B.

Beweis.
Es sei:
logA =m und logB =n,
so ist:
A =b™ und B = b7,
folglich :

A:B=>0m:b2 =b=" cf § 70,
und
log(A:B)=m —n
= log A — log B.
Zusatz. Der Logarithmus eines dchten Bruches ist ne-
gativ,

Anmerkung. log(A:B) = log %; letzteres ist aber nicht zu verwechseln mit
log A
=
3. Der Logarithmus einer Potenz ist gleich dem Loga-
rithmus ihres Dignanden multiplicirt mit dem Exponenten:
log A* = xlog A.

Beweis.
Es sei:
logA =m,
80 ist:
A = b™;
folglich :

A* = ()" =b™* ecf § 73,
und
log A* = x. m = xlog A.

Zusatz. Dieser Lehrsatz gilt auch fiir einen negativen
Exponenten:
Jog A=* = — xlog A.

Beweis.
Es sei:

log A=* = log% =log 1 — log A%,
=0—logA* of 112, 1,
= —xlogA cf. vorig. Satz.
4. Der Logarithmus einer Wurzel ist gleich dem Loga-
rithmus des Radicanden dividirt durch den Wurzelexponenten :
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y 1(12 A
logV A = 5

Beweis.
Es sei:
log A =m,
s0 ist:
A =Dbm;
folglich:
V—K == Vl:; = bT cf. §. 80 u. 83,
und
s m log A
log V A= 3=
§. 114.

Erkldrung 1. Die vorstehenden Lehrsitze umfassen die Theorie
der Logarithmen. Durch ihre Anwendung verwandelt sich die Mul-
tiplication in Addition, die Division in Subtraction, die Po-
tenzirung in Multiplication und die Radicirung in Division.

Fiir die Addition und Subtraction kéonen die Logarithmen
nicht angewandt werden. Kommen in einem Ausdrucke, dessen Zahlen-
werth mittelst Logarithmen bestimmt werden soll, gleichwohl Summen
und Differenzen vor, so hat man bei diesen Gliedern die numeri zu
suchen, um addiren oder subtrahiren zu koénnen. Von der entwickelten
Summa oder Differenz kommt dann wieder der Logarithmus in
Rechnung.

Erklirung 2. Wenn man in einem gegebenen Ausdrucke von der
Verbindung von Zahlen auf die Verbindung ihrer Logarithmen iibergeht,
80 heisst das Logarithmiren im engern Sinne; von der Verbindung
der Logarithmen auf die Verbindung ihrer Zahlen iibergehen, heisst De-
logarithmiren.

§. 115.
Beispiele zur Einiibung der vorstehenden Lehrsitze.

L
" 1. log (abec) = log a - logb - log c.

2. log?;d- = log a + log d — log c.

3. log (a*b’) = xloga—+ ylogh.
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x by
4. log:%;=xloga+ylogb—(2logc+3logd).
5. loga*b—3%c¢c 2=xloga — 3logh — 2logec.

S 4 2 3
6. logVa*b?e® = —5—loga+?logb+—5—logc.

T 1 3
7. logb? ¢ °d“*=Elogb—?logc-—4logd.
8 lo ﬁ—ilo x+—1—lo (E—lo a+—1o b)
- log g =g logx + 5 logy — ( Floga-+logh ).

Vamb“

3
L
2 g3 2 b

9. log xaym:nc =§logx+logy—%logz-—(—§loga

n

+ 3 logb-i—%logc).

II.

10. xloga — 3logh — 2!ogc=log‘;§;§=loga‘b_3c‘2.

1 1 x 4 Vab
11. —2—loga+?logb—-~é—loga—-§logb—log 2 .
Va bt
12. log (x +y) +log (x — y) = log [(x +y) (x — y)] = log (=* — ¥7)-
1 1 1
13. -—Elog(x+y)—~;10g(x——y)=—,;——-———.
2 _y?
§. 116.

Erklirung 1. Berechnet man fiir irgend eine Basis die Logarithmen
aller andern Zahlen von 1 bis zu einer bestimmten Grenze, so bekommt
man ein logarithmisches System. Es sind unendlich viele
logarithmische Systeme miglich, weil man jede reelle positive Zahl,
die grosser als 1 ist, zur Basis nehmen kann. Eins kann man nicht
als Basis gebrauchen, weil 1 auf jede mogliche Potenz erhoben, immer
wieder 1 gibt.

Erklirung 2  Unter den verschiedenen logarithmischen Systemen
befinden sich zwei im Gebrauche: das gemeine und das natiirliche,
Das gemeine Logarithmen-System, von dem Englinder Heinrich Brigg
mit der Basis 10 aufgestellt (1618), ist das gebriuchlichste. Das na-
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tiirliche (Neper) mit der Irrationalzahl 2,7182818 als Basis (allg. e)
findet in der Analysis hiufig Anwendung.

Anmerkung. Die Bezeichnung fiir den natiirlichen Logarithmus ist log mat.;
fiir den gemeinen eigentlich log vulg.

§ 117.

Erklirung 1. Da das Brigg'sche System zur Basis 10 hat, so ist:
10* = 10000; folglich log 10000 = 4,
10° = 1000; , , 1000= 3,
100 = 100; " " 100= 2,
10t = 10, , 0= 1,
100 = | 1= o0,
10—1 = 0.1; » » 0,1 = -1,
10-2= o001; , , 00l=_—2,
10-3= 0001; , , 000l=—3,
10— % = 0,0001 ; " » 0,000l = — 4.

Aus dieser Darstellung ist ersichtlich, dass:
1) der Potenzexponent = dem Logarithmus ist;

2) alle ganzen Zahlen (> 1) positive Logarithmen und alle
dchten Briiche (<1) negative Logarithmen haben.
Erklirung 2. Auch fiir die Zahlen zwischen 1 und 10, zwischen
10 und 100, zwischen 100 und 1000, zwischen 1000 und 10000 sind
die Logarithmen gesucht. Da aber diese Zahlen keine Potenzen aus 10
sind, so sind ihre Logarithmen irrationale Zahlen und bestehen aus
zwei Theilen: aus Ganzen und einem Bruche der in der Form eines
unendlichen nicht periodischen Decimalbruches dargestellt wird.
Die Ganzen heissen Kennziffer oder Charakteristik, die Deci-
malstellen Zugabe oder Mantisse.

§. 118.

Erkldrung 1. Die Ganzen eines Logarithmus heissen darum Cha-
rakteristik oder Kennziffer, weil man an ihr sofort die Ziffer-Anzahl
und den Ziffer-Werth der numeri erkennt; denn die Logarithmen fiir
alle einzifferigen Zahlen (num.) liegen zwischen 0 und 1 und haben
0Ganze, die Logarithmen fiir alle zweizifferigen Zahlen (num.) liegen
zwischen 1 und 2 mit 1Ganzen, die Logarithmen fiir alle dreizifferigen
Zahlen (num.) liegen zwischen 2 und 3 mit 2Ganzen, fiir alle vier-

o

zifferigen numeri zwischen 3 und 4 mit 3Ganzen u. s. w.
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Zusatz 1. Die Charakteristik eines nzifferigen numerus
ist gleich n—1.

Zusatz 2. Ein Logarithmus mit der Charakteristik n
ist gleich einem numerus mit n+41 Ziffern.

Erklirung 2. Die beiden vorstehenden Sitze haben nur Geltung,
wenn der numerus eine ganze Zahl ist. Wird der Werth eines
numerus durch Setzung eines Decimalkomma’s (i. e. durch Division
mit 10 oder einer Potenz von 10) verdndert, so é&ndert sich auch die
Charakteristik; die Mantisse dagegen bleibt dieselbe. Z. B.:

1. log 7561 = 3,8785792.

2. log 75610 = log (7561 X 10) = log 7561 + log 10 cf. §. 113, 1,
= 3,8785792 + 1 = 4,8785792.

3. log 756100 = log (7561 X 100) = log 7561 + log 100,
= 3,8785792 + 2 = 5,8785792.

4. log756,1 = log (7561 :10) = log 7561 — log 10 cf. §. 113, 2.
= 3,8785792 — 1 = 2,8785792.

5. log75,61 = log (7561 :100) = log 7561 — log 100,
= 3,8785792 — 2 = 1,8785792.

6. log7,561 = log(7561:1000) = log7561 — log 1000,
= 3,8785792 — 3 = 0,8785792.

7. log0,7561 = log (7561:10000) = log 7561 — log 10000,
= 3,8785792 — 4 = 0,8785792 — 1.

8. 1og 0,07561 = log (7561 : 100000) = log 7561 — log 100000,
=3,8785792 — b = 0,8785792 — 2.

9. 1og 0,007561 = log (7561 : 1000000) = log 7561 — log 1000000,
= 3,8785792 — 6 = 0,8785792 — 3.

Zusatz 1. Numeri mit den niamlichen Ziffern haben die
ndmliche Mantisse.

Zusatz 2. Die Charakteristik hat immer eine Einheit
weniger als der numerus Ziffern vor dem Komma hat.

Zusatz 3. Die Charakteristik kann positiv, negativ und
Null sein, cf. 1—5; 7—9; 6.

Zusatz 4. Ist die Charakteristik positiv, so enthilt der entspre-
chende numerus Ganze; ist die Charakteristik negativ, so ist der
entsprechende numerus ein dchter Decimalbruch, der so viel Nullen
vor den geltenden Ziffern hat, als die Charakteristtk Einheiten
enthélt.
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Zusatz 5. Die negative Charakteristik wird der positiven Man-
tisse nachgesetzt.

Zusatz 6. Der Logarithmus einer Zahl bleibt unverdndert, wenn
man Einer zur Charakteristik addirt und dieselben nach der Mantisse
wieder negativ setzt. Z. B.:

log 0,5340 = 0,7275413 — 1 = 1,7275413 — 2
= 2,7275413 — 8 = 8,7275413 — 4
= 47275418 — 5 = 7,7275413 — 8.

Anmerkung. Davon macht man Gebrauch:

a) bei der Subtraction so oft der Subtrahend grosser ist als der Minuend ;

b) bei der Division so oft die negative Charakteristik nicht theilbar ist
durch den Divisor. Z. B.:

(0,7275413 — 2) : 8 = (1,7275413 — 3): 3 = 0,5758471 — 1.

§. 119.

Erklirung 1. Wie za Zahlen, die in den Logarithmentafeln stehen,
die Logarithmen und zu Logarithmen, die genau in den Tafeln
sich finden, die numeri gefunden werden, das geht aus der Einrich-
tung der Logarithmentafeln® hervor, die in der Einleitung derselben
ihre Erklérung findet.

Erklirung 2. Sind fir Zahlen, welche die Grenze der Tafeln
iiberschreiten, die Logarithmen zu bestimmen oder fiir Logarithmen,
die sich nicht in den Tafeln finden, die numeri zu bestimmen, so hat man
sich der Proportionaltheile (partes proportionales) zu bedienen.

Erklirung 3. Aus der Vergleichung der Logarithmen von drei
auf einander folgenden Zahlen geht hervor, dass die Differenzen
der Logarithmen immer kleiner werden, je grosser die den Loga-
rithmen entsprechenden Zahlen sind oder je geringer die Differenz der
Zahlen unter sich ist. Z. B.:

. log 1184 = 3,073351
1. log 184 = 3,0733517 }} Diff. = 0,0003667.

log 1185 = 3,0737184 .
Diff. = 0,0003663.

log 1186 = 3,0740847

2. log1184 = 8,0733517
log 1184,6 = 3,0735351 }
log 1185 = 3,0737184

Diff. = 0.0001834.
} Diff. = 0,0001833.

* Von Vega, herausgegeben von Dr. J. A. Hiilsse, eine neue Bearbeitung von
Dr. C. Bremiker, Berlin Weidmann; Jerome de la Caude herausgegeben von Dr. Kashler,
Verlag bei Tauchnitz; Winkler, Westphal, Schmidt.
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Zusatz. Sind die Differenzen der Zahlen im Vergleiche
zu ihrer Grosse unbedeutend, so verhalten sie sich zu ein-
ander, wie die Differenzen ihrer Logarithmen:

(1185 — 1184):(1184,5 — 1184) = (log 1185 — log 1184): (log 1184,5 — log 1184)
1 : 0,5 = 0,0003667 10,0001834.

Anmerkung 1. Auf diesem Satze berubt die Berechnung und Anwendung
der Proportionaltheile.

Aufgabe 1. Es sei der Log. zu bestimmen fiir numerus 2435389.

Auflésung. Die Charakteristik ist 6; um die Mantisse zu
finden, schneidet man durch ein Komma so viel Ziffern ab als in den

Tafeln noch zu finden, wodurch an der zu suchenden Mantisse nichts ge-
andert wird (cf. §. 118, 3), das gibt: 24353,89. (Taf. v. Vega).

Da aber
log 24353,89 > log 24353 (Diff. 0,89),
und
log 24353,89 < log 24354 ,
s0 ist:
1. log 24353,89 = log 24353 + x
und

II. x = log 24353,89 — log 24353.

Demnach:
(24354 — 24353) : (24353,89 — 24353) = (log 24354 — log 24353):
(log 24353,89 — log 24353),
1 : 0,89 = 0,0000178 : x cf. IL. Gleichung;
x = 0,0000178 . 0,89 = 0,0000158 ;
und nach Gleichung I:

. log 24353,89 = 4,3865525 + 0,0000158 = 4,3865683,
folglich
log 2435389 = 6,3865683 cf §. 118, Beisp. u. Zusatz 3.

Aufgabe 2. Es sei der num. fiir einen Logarithmus zu suchen, dessen
Mantisse nicht genau in den Tafeln steht, etwa fiir 3,8765432.

Auflssung.
Der niéchst grossere
log = 3,8766469 | . . . hiezn num. 75257,
Der néchst kleinere Diff, = 58,
log = 3,8765411 J, . . . hiezu num. 75256.
Der gegebene Diff, = 21.
log = 3,8765432 . hiezu num. 76256 +- x.

Demnach:
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58:21 = 100:x
2100
X= R— = 36 9 v
und num. fiir
3,8765432 = 7525,6 + 36 = 7525,636.
Anmerkung. Die hier angefiihrten Proportionen sind jedoch unndthig, wenn die
part. proport. in den Tabellen beigefiigt sind.

§. 120.
Beispiele mit Beniitzung der part. prop. in den Tabellen.

1.
log 25,43287 = ¢
i. e. log 25,432 .. = 1,4053805
p. p. fir 8 = 137
n N 7= 12 ’

log 25,43287 = 1,4053954.

J

2.
log 542,32389 = ?
i.elog 542,32, ., = 2,7342556

p- p- fir 3 = 24

amon 8 = 6,4(57)
1

a on o 9= 0,72(+5)

log 542,32389 = 2,7342587.

3.

num, log 0,5046719 = ?
i. e. nichst kl, log = 0,5046611 hiezu num. = 3,1964

p- p. fiir Diff. = 108 . . . .= 8

pum, log. 0,5046719 = 3,19648.

4.
num. log — 2,4325687 = ?
i. e. -+ 3,0000000 — 3
- 2,4325687
0,5674313 — 3;
néchst kl, log = 0,5674263 — 3 hiezu num. = 0,0036934

p. p. fir DI, 50 . . . . . = 4
47

T I 0

" ow o w 0. . . . . = 2

num. log — 2,4325687 = 0,0036934402.
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§ 121

Erklirung 1. Bei den Operationen mit Logarithmen bedient man
sich oft der dekadischen Ergénzung (arithmetisches Complement)
mit Vortheil.

Unter arithmetischem oder dekadischem Complement ver-
steht man die Differenz zwischen einer gegebenen Zahl und der nichst
hohern dekadischen Einheit. Zur Zahl 6 ist das dekadische
Complement 4 und zu 4 ist das dekadische Complement 6, denn 6 + 4
und 4 + 6 = 10; ferner 39 + 61 und 61 + 39 = 100. Allgemein:

I. a+b=10",
folglich
II. a=10"—Db und b= 10® — a.
Zusatz. Durch Anwendung des dekadischen Comple-
ments verwandelt sich die Subtraction der Logarithmen
in Addition.

Es sei als Minuend der Logarithmus m und als Subtrahend
der Logarithmus a gegeben, so ist:
m — a =m — (10® — b) per subst. aus IL
= (m + b) — 107,
19 —6=19+4 — 10 =13; 212 — 39 = 212 + 61 — 100 = 173.
Erklirung 2. Das dekadische Complement fiir einen Loga-
rithmus erhilt man, wenn man mit der Charakteristik beginnend jede
Ziffer des Logarithmus von 9 und die letzte geltende Ziffer von 10
abzieht. Z. B.:
dec. Compl, log. 39 = 8,4089354; dec. C. log 296=7,5287083.
Negative Logarithmen werden bei der Subtraction positiv,
bediirfen desshalb keines dekadischen Complements. Z. B.:
—log 0,15 = — 0,1760913 — 1 = 0,8239087 ;
— log 0,0054 = — 0,7323938 — 3 = 2,2676062.

§. 122.
Beispiele.
1.

x_]035_ so ist:

=Tgg ¢ SoWE

log x = log 1035 = 3,0149403.
= dec. C. log 23 = 8,6382722 — 10
= 11,6632125 — 10 = 1,6632125,
also x = 45.

Weber, Algebra, 11
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Anmerkung. Die dekadische Einheit braucht man rechts nicht beizu-
setzen; wenn man nur von der Charakteristik so viele Zehner subtrahirt als dekadische

Complemente addirt wurden.
2.
X = _ 2,988 _ , so ist:
0,15.2,49 °
logx = log2,988 = 0,4753806

= — log 0,15 = 0,8239087
= dek. C.log 2,49 = 9,6038007
= 0,9030900
also x = 8.
3.
X = M 50 ist:
10.1,11 °
logx = log 148 = 2,1702617
= -+ log 0,15 = 0,1760913 — 1

= dek. C.log 10 = 9,0000000
= , 4, log1,11 = 9,9546770
= 1,3010300 — 1 = 0,3010300,

also x = 2.

§. 123.

Erklirung 1. Sind die Logarithmen eines logarithmischen Systems
fiir einen bestimmten Zahlenraum berechnet, so lassen sich daraus
die Logarithmen eines andern Systems leicht bestimmen, wie aus dem
nachfolgenden Lehrsatze zu entnehmen ist.

Lehrsatz. Aus der Division des Logarithmus einer Zahl
durch den Logarithmus der Basis eines andern Systems ergibt
sich der Logarithmus dieser Zahl nach dem neuen Systeme:

blog A
Kog A = ogk °
Beweis.

Wenn b die Basis des berechneten Systems und k die Basis des an-
dern ist, so ist: )
Ylog A = m und *log A = x;
folglich cf. §. 111, Erkl. 2.
b™ = A und k* =A
und :
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b= = k*;
ferner :
xbogk = m®logb cf. §. 111 Zusatz 2.
daher: . .
_mlogh_m.1 .
=gt g o §112,2;
also:

1
k - —,b W
log A = ogk * log A, p. subst. der Werthe von x und m.

_Plog A
T Mogk
1
ErklirungiR. Der Factor -;@ heisst in Riicksicht auf das ur-
spriingliche System der Modulus des neuen Systems, allgemein M:
1 1 1

= Plog k = log vulg. k = logk’
Sollen aus den briggischen (log vulg.) Logarithmen die Loga-
rithmen fiir ein System mit der Basis 4 bestimmt werden, so ist:

Ylog 64 = M X log 64
= 1,6609631 ... X 1,8061800
= 2,9999983 ...

§. 124.
Schlussbemerkung fiir den zweiten Abschnitt.

Potenzen sind directe Zahlenverbindungen der dritten Stufe;
Wourzeln und Logarithmen sind die zwei indirecten Zahlenver-
bindungen dieser dritten Stufe.

§. 125.
Beispiele und Aufgaben.

I. Logarithmen von allgem. Ausdriicken.
Kog 1 = 0. z

1. = .
2. HMogk = 1. 6 Mogk * =—.
3. Mogk® =5, o,
3 n __ T
4. Hogk—2= —2. 7. log8l" = s
-2 P ab
5. HMogk ° =-3- 8. log— =loga +logh —loge.

1°¢
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9.

10.

11

12,

13

14.

16.

17.
18.
19.

20.

21,

22,

Zweiter Abschnitt,

ad et
log +— =bloga—+2logec — 4logh.

logk—3h—2m3=3]ogm — 3logk — 2logh.

U
logV ab= —:—log a.

.2
logb® ¢ —E—]ogb+4-]ogc.
1 3
.~ % 1 3
loga® b B———2—loga—§logb
4
log V loga -+ ——8——logc

’ ’ 1 1 1
log \/k \/h P :—x—logk+—x;logh+§—310gp.

§. 12b.

/
3 1
(a\/b )—310ga+ilogb—(3logc+310gd+~——-10gx)

c:svdz 1
log (x* — y?) = log (x + y) + log (x — y).
a? — b?
log ab—+be
log (log x3) = log (3 log x).

5(a —b)
log 54—

Vesy
5loga-+2logh = log a®bZ
VE

5 .

VF

2 4
—g-logb —Flogc_ log

= log (a + b) + log (a — b) — [log (a + ¢) + log b].

25, log ————re =
Ve °g(a—b>mVe"

=Im|

\3/

26. log a

baval

1 1
= log b 4 log (a — b) —[glog(x+y)+—é—log(x—y)].
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_IL Logarithmen fiir numeri.
log 2583 = 3,4121244.

1.
2. log 258300 = 5,4121244.
3. log 25,83 =
4. log 0,25882 = 0,4129978 — 1.
5. log 0,0000843 = 0,9258276 — b = 5,9258276 — 10..
6. log 0,39393 = 0,5954191 — 1.
7. log 234569 = 5,3702707.
8. log 5482,798 = 3,7390022,
9. log 52765,439 = 4,7223495,
10. log 52,12 = 1,7170044.
11. log nat. 52,12 = 3,9535488.
12. log 9,8245 = 0,9923105.
13. log nat. 9,8245 = 2,2848795.
14. Zlog 148 = 7,2094357 ...
15. °®log 35 = 2,2090619...
16. %log 128 = 3,4999980 ...
17. log 58,93495 — | 22. log nat. 14,235 =
18. log 0,0487659 = 23. log nat. 2,3495 =
19. log 0,000398495 = 24. *log 41,652 =
20. log 54,796345 = 25. 3log 2,143 =
21, log 3243,7984 = 26. Slog 124 =

III, Numeri fiir Logarithmen.

1. num. log 4,2718416 = 18700.

2. num.log 3,2714234 = 1868,2.

3. num. log 2,3773063 = 238,40.

4. npum. log 0,7662120 = 5,8373.

5. num. log 1,7682384 = 58,646.

6. num.log 0,7584824 — 2 = 0,05734326.

7. num. log 3,7610614 = 5768,48.

8. num. log 0,7590300 = 5,74156.

9. num, log 2,8188479 — 3 = 0,658943.

10. num. log 0,8443323 — 1 = 0,698767.

11. num. log 0,3208107 = 14. num. log 0,3779979 =
12. num. log 2,5436087 = 15. num, log 2,6304059 =

13. num, log 0,6325180 — 2 = 16. num. log 2,652348 =
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18,

19.
20.
21.

98,784 : 48 =
0,1728 : 86,4 = 0,002.
36,301 : 1,171 = 31.

59,4 : 0,0036 = 16500.

15082 = 2274064,
0,118% = 0,013924.
21,5634*% = 215029,8 .

0,438591% =

(15,34.0,94567)3=
(0,113.0,019 . 4,70)* =
0,0001018262.. . .
423,56 . 0,3974 =
0,14573 .5,94? =
94,78%,9,004" =

Zweiter Abschnitt,

§. 125,

IV. Operationen mit Logarithmer.

3
/87,945 = 4,447034 . . .
19,9472 = 3,153918.

\B/Iém = 504.
\3/65'0@@ = 0,078.
\Q/E?M,TSST = 2,105955 . .
\7/ 528,49 = 2,4491...

5 —
\/4-‘3—: 1,6355. .

13

1. 0,45607.0,1804 = 0,08227501.
2. 76,103.42 = 3196,326.
3. 0,000718. 23 = 0,01651399.
4 4,75.3,759 = 17,85524.
5. 57643189 .8,4753962 = 48,8549,
6. 0,23.0,143.0,0029 = 0,000095381.
7. 0,029.8,00005 = 0,2320014.
2,058,
23.
24.
17,3:0,125 = 138 4. 25.
26.
27.
0, 0000004274452,
3052,776. .. 28.
29,
30.
31.

V54983 = 74,1505.

32,

33.
34.

35.

37.

38,

1 = 0,983127 ...
4

73

Tog = 0874184 ...

1938 V 0,7265625 = 0,9381116 .
3
27\ °
() = 0,903084.

el
5 3%
\/7. (T) — 0,09203614.

6
Vo 421875° = 0,4871392. ..

V417 09 =

\/112
113

3

14 =

b
20,5 + V15,3 = 3,936293 . ..
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39.

40.

41.

42,

43.

45.

46.

47.

48.

49.

©

I

52.

53.

54.
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—
\/(84,04 —V6,2)? - 3,089 =4,5...
\/\/792+217

17005 = 0,85098...

9 7
(V524,34)%. (0,4)5 — 0,0360717 = 2,2...

3
3,469 . 0,24 . V12,9

- = 0,887312.
V23,45
40,8725
“gg‘ .0,2345 + 1,153944 = 1,5.
535,000119 + 3625  0,08125. 0,09375 — 52
10.23 - 5120 -
18
(VZ (V2,478 . 9.8)*° = 338,304.

V4,5 V0,456

g 5
\/14,95 + V125,35 — 1,0041502 = 0,5.

5
44,805 + 405,206.1/20,5

= 3,42457 ...
0.5 3,42457

21 T e ad am ars
'/ 65674 . 27,4597
3 Oobit” . 20359 5 550086.
V34,93 '\/13,80‘8‘.17,23267 .

TLE5\: 253
\/ o 9) saces = L34

10 yo—
32
V/ (—0’—36—%‘—5‘5/& .3,418426 + 1,21099 = 2.

3
. (0,45%.9,43%, %): (0,0245 . 1/0,4259 . 52,3400) = 14522,59 ..

5 4 S — e e
( = Ve 3) V4,842 V9,74 = 4,471405,
5
V 36,8.1/84,74:1/105,745.25.5 = 2,758748 . ..
9
b e e
\/347 1/0,007315
AR L
V8,46.10,948

= 0,1300404 . . .
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2,33333 1/0,0834

55. 11/ 27,04 = 2,011739.....

Vo 0433, \/V(o 26)12

l
6. (l 12345)° . V 1271 . 0,4274806 — 13,0328 .
\/o, 8654 V 3,26

\/3' V0,945° \/9454 643

7. = 211,2246. ..

V0473 94. \/ §V486.4,85
316 ———
58. (\/ 2317 6479 /175,283 2,314677 . \/(7

V7,384

6, 8066531 — 247778 = 1,522312,

3
5,0251/14.553

59, 5,022 =

6
14,5532 Y/ 5,024

o /45,145% . 2,043

60. B 208 14003 =
Vaizs®
/5319 + V 4525° 79
oL \/ 5349+ V4, :\/ 14579 534219 =
V90,5 + V0,454 40,42

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, III. Theil,

25-26; 26 —27; 27—44; Heis §. 56—59a.

327
14,6

§. 125.

W)

Seite 22 —24;



Dritter Abschnitt.
Algebraische Gleichungen.

§. 126.

Erklirung 1. Eine Gleichung ist eine Verbindung zweier
algebraischer Ausdriicke durch ein Gleichheitszeichen.

Die algebraischen Ausdriicke heissen die Seiten der Gleichung;
und die durch plus oder minus verbundenen Theile der rechten und
linken Seite heissen Glieder der Gleichung.

Erklirung 2. Sind die beiden Seiten einer Gleichung unbedingt
gleich, so heisst sie analytisch; sind die beiden Seiten dagegen nur
bedingt gleich, so heisst sie algebraisch oder synthetisch. Iden-
tisch ist eine Gleichung, wenn beide Seiten dieselben Ausdriicke haben.
Z. B:

a+b-—x=a++b—x

. Die RSeiten einer analytischen Gleichung sind unbedingt
gleich, weil die eine nur die Entwicklung der andern ist. Z. B.:
2a+3a+4b—-3b=>5a+b,
(a+b)>=a’+2ab+b?; (a — b)?=a®— b
Die Seiten einer synthetischen oder algebraischen Gleichung
sind bedingt gleich, weil der Werth einer oder mehrerer Zahlen von
andern Zahlen abhiingig ist und durch diese erst bestimmt werden muss.

3x—2=7
x=9:3=3.

Erklirung 3. Die analytischen Gleichungen stellen allgemeine
Gesetze auf und sind mit Lehrsiitzen zu vergleichen; die algebraischen
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Gleichungen dagegen sind Aufgaben, weil man in ihnen die unbe-
kannten Grossen noch zu bestimmen hat (Bestimmungsgleichun-
gen). Mit diesen haben wir es hier ausschliesslich zu thun.

Erklirung 4. Die unbekannten Griossen bezeichnet man ge-
wohnlich mit den letzten Buchstaben des Alphabets...x, y, z, die be-
kannten dagegen mit den ersten Buchstaben a, b, c...

§. 127.

Erklirung 1. Den Werth der Unbekannten aus ihren Ver-
héiltnissen zu den bekannten Gréssen so bestimmen, dass er in die Glei-
chung eingesetzt, eine identische Gleichung gibt, heisst eine Gleichung
auflosen. Dieser Werth der Unbekannten heisst die Wurzel der
Gleichung.

Bezeichnet man mit m jede mogliche Verbindung von Bekannten,
auf den einfachsten Ausdruck reducirt, als Werth von der Unbekannten x,
so ist die Form einer aufgelosten Gleichung:

X=m
oder
x—m=20,

Um diese Form einer gegebenen Gleichung zu gewinnen, hat man
die Unbekannte von allen Verbindungen mit bekannten Grissen nach und
nach zu befreien. Dieses Verfahren heisst die Gleichung umformen.

Exklirung 2. Die Umformung vollzieht sich unter Anwendung
der bisher aufgestellten Grundsitze, die sich in den allgemeinen
Satz zusammenfassen lassen:

Gleiche Operationen an gleichen Grossen vollzogen,
geben gleiche Resultate.

Bei diesen Operationen hat man von den entfernten Verbindungen

der Unbekannten mit den Bekannten zu beginnen und zu den nihern
Verbindungen vorwérts zu gehen.

Sétze.

1. Jedes Glied kann man mit umgekehrten Zeichen auf
die andere Seite setzen, unbeschadet der Gleichung, i. e. trans-
poniren:
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X a
Viovra-g
Vi—b+d—d=i—d of. §. 10.

n b
\/ X _p=2_4a §. 9 Zusatz,
n b

Zusatz, Jede Gleichung lisst sich auf Null reduciren:

a

\/ —b—+d =3
a a a
Viovsp-t-t

=0 cf §. 9 Zusatz.

2. Der Wurzelexponent wird von der Unbekannten ent-
fernt, wenn man die Wurzelgrosse auf eine Seite bringt und
beide Seiten mit dem Wurzelexponenten potenzirt:

X a
\/;-—b—_:—b-———d
2 2
(\/i_b)=(i_d) of. §. 68.
n b
X a\? 2ad 2
n_b_(?)- 5 -+ da% cf. §.79, 5.

3. Briiche werden aus einer Gleichung entfernt, wenn man
alle ihre Glieder mit dem kleinsten gemeinschaftlichen Nenner

multiplicirt:

x a
aThET T
b?’x — b®n=-a’n — 2abdn-+b%d*n ecf § 58; 37.

b!x=a*n—2abdn-+b*d*n -+ b3n cf. Satz 1.
4. Den Coéfficienten eines Gliedes entfernt man, wenn man
mit ihm alle Glieder der Gleichung dividirt:
b’x=a’n—2abdn~+b*d?n-+bn
_ 242
a n 2abdnb—:-b d’n+b3n of. §. 47.

I__
£ = n(a——-—bz;‘-*-’ﬁ+d'+b) of. §. 58, Zus. 2, 3.




172 Dritter Abschnitt. $. 127.

5. Der Potenzexponent wird von der Unbekannten entfernt,
wenn man die Potenzgrosse auf eine Seite bringt und beide
Seiten mit dem Potenzexponenten radicirt:

x+mpP—-—b=a
(x + m)? =a-+b cf Satz 1.
x+m =\’/m cf. §. 80.

6. Die Unbekannte einer Exponentialgleichung * wird bestimmt,
wenn man von der Verbindung der Zahlen auf die Verbindung
ihrer Logarithmen iibergeht:

a) a*="bd
xloga =logb -+ logd ecf §.113.
5 Jogb—+logd

Toga cf. Satz 4.
b) \7§_b=d
\X/E =b+4d
]ii—a = log (b + ).

7. Die Vorzeichen aller Glieder einer Gleichung kann man
verindern, oder man kann ihre beiden Seiten mit einander

vertauschen :
—ax—b=—c¢
entweder:
c=ax-+b,
oder
ax+b=-c ef § 42 Erkl 5.

Anmerkung. Aus den vorstehenden S#tzen ist ersichtlich, dass jede Ver-
bindung einer Grosse mit der Unbekannten durch die entgegengesetzte
Verbindung aufgelést wird: Addifjion durch Subtraction, Multiplication
durch Division und Potenzirung durch Radicirung und umgekehrt: Sub-
traction durch Addition u. 5. w.

Zusiitze.

“1, Wenn jede Seite einer Gleichung aus der Summa eines ratio-
ndlen und irrationalen Gliedes besteht, so sind die rationalen Glieder
einander gleich und die irrationalen.

Es sei:

* of §.128, 2.
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a+Vm=a+Vau,

s0 ist:
a =« und V‘;:VZ
Beweis.
Ist:
a+\/5=a+v—11,
so ist:
a+Vom—a—Vu=0
und:
@—o+Wm-Vau)=o0,
folglich:

a—a=0 und V;;——VT;::O

und } cf. §. 20, Zus.
a=a und v; = V;
2. Wenn jede Seite einer Gleichung aus der Summa eines reellen
und imagindren Gliedes besteht, so sind die reellen Glieder einander
gleich und die imaginéren.

Es sei:

a+mvji:a+uV—_1,
so ist:

a=«a und mv:—l: [vai.

§. 128.

Erklirung 1. Die algebraischen Gleichungen zerfallen in einfache
oder Gleichungen des ersten Grades und in hohere oder Gleichungen
des 2, 3...n"" Grades. Sind sie geordnet, so erscheint bei jenen die
‘Unbekannte in der ersten Potenz, bei diesen in der 2, 3,...n"* (li-
neare, quadratische, kubische, biquadratische...).

Die héheren Gleichungen theilt man wieder in reine und un-
reine. Rein heisst eine Gleichung, wenn sie nur eine Potenz der
Unbekannnten enthilt, unrein, wenn in ihr verschiedene Potenzen
der Unbekannten vorkommen.

Erkldrung 2. Tritt in einer Gleichung die Unbekannte als Ex-

ponent auf, so heisst sie transcendent oder Exponentialgleichung.
Z. B.:

x
b*=a — m und Va...—.-.b+c.

Erklirung 8. Die einfachen wie die ho heren Gleichungen theilen
sich wieder je nach der Anzahl der Unbekannten in Gleichungen mit
einer, zwei und mehreren Unbekannten. Die Gleichungen mit einer
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Unbekannten heissen auch bestimmt, weil ihre Unbekannte nur von
bekannten Grissen abhéingt; die Gleichungen mit mehreren Unbekann-
ten heissen auch unbestimmt, wenn darin eine Unbekannte von der
andern abhingig ist.

I. Gleichungen vom ersten Grade.
a. Mit einer Unbekannten.

§. 129.

Erklirung. Die allgemeine Form einer Gleichung des ersten
Grades mit einer Unbekannten ist:
ax+b=c...

Um eine solche Gleichung aufzultsen, verfihrt man also :

1) Man lost die vorhandenen Klammern auf (§. 42, Zusatz 1 u. 2,
Erkl 4);

2) schafft die vorhandenen Nenner weg (§. 127, 3);

3) befreit die Unbekannte von dem vorhandenen Potenz- oder Wurzel-
exponenten (§. 127, 2 u. 5);

4) transponirt die Glieder der Unbekannten auf die eine Seite und die
der Bekannten auf die andere (§. 127, 1);

5) zerlegt die Glieder in Factoren und entfernt den gemeinschaftlichen
(§. 58, Zusatz 2 u. 3);

6) verwandelt die Zeichen, wo es noth thut (X — 1) cf. (§. 127, 7);

7) vereinigt alle Glieder, die sich durch Addition und Subtraction
vereinigen lassen (§. 42, Erkl. 4);

8) und dividirt endlich beide Seiten durch den Coéfficienten (Factor)
von x (§. 127, 4), so ist der Werth von x gefunden.

§. 130.
Beispiele.
1.

x+10=4x — 26 per subst.
X —4x= —26 —10 cf 4. links: 12+ 10 = 22,

—8x=—36 cf. 7. rechts: 48 — 26 = 22.

3x=2386 ¢f. 6.
X = §_§ = 12,

8
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2,

x 3x 3x
Z——ﬁ+4,5-—x——é—

10x — 12x+ 180 =40x — 15x cf 2.
180 =25x+ 2x

180 = 27x
6%—:—1—;9: X.
3,
3(%——5):21{—%(x+4)-—%(3x+16)
5—?»«15 :2x——%3———§-——%§—4 of. 1.

27x—180=24x— S8x- 32 —9x —48
32 +48 — 180=24x—-17x— 27x
— 100 = — 20 x
100 = 20x cf. 6.

5=

= X,

5

1

0

4.
2ax =a—ex-+d
2ax+cx=a-+d
x(2a+c¢) =a+d cf § 5.

.= a-d
T 2a+c¢’

ax+be=dc+x
ax—3x =dc—bec

x(a—1) =c(d—Dhb)

x=c(d—-b)=0(b—d) of. §.60, Zus. 2.
a—1 1—a

6.
EX.E =cn+d+—f—.
mn =cnx+dx+2
mn—2=(n~+d)x
mn—2
cnt+d_*
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.
ax—+2b® — a’*=bx+ b?
ax —bx =a? — b?
x(a —b) =(@-+b@—>)
N e )X Clell) IR
a—b
8.
3_,_motnx
m? — x? = T
0+ (m— g = 2EDD
m—x:—% cf. 5
_"
—x=4 -m
. n
x=m— .
9.
3_1___x_ x+4 x—6
*T1R2T 2T T3 T e

12x — 837 =6x —4x —16 —3x+ 18
12x — 6x+7x=87+2

13x = 39
39
x:—l—3._3.
10.
x 2nx 10 m

m—n m?—n® m-+n
mx+nx=2nx-+ 10m? — 10mn
mx—+nx —2nx=10m’ — 10mn

x(m—n)=10m?-- 10mn
£ 10m (m — 1)

m—n
x:lOm.
11.
x—¢ 2bc—x bet+x c?—x
b c? - et b%e

e’x —c® —2b%c+b?x=Db3c+b?x — c*+cx

e*x+b?x — b2x —cx =b%c —c¥+c3+2b%c
¢’x —cx=38b%c
x(c?—¢c)=38hb%¢c

_3b30__ 8ble
R P c—1c¢
° 31

o e—
.

¢c—1
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12.
Vx+1 Vi+1r
Vi+2 Vz+7

s+ Vx+49=x+2V x4+ 17V x+34
499 -34=19Vx-14Vx

B=5Vx

3=V7x

9=1x

per subst. links v9+z = 10 =2
V9+2 b
rechts l/9_*-17=20=

Vi+r7 10
13.

20b+40  x—15b—31
Viv+x+9 VIsb+9
5b+x+9—20b—40 x—15b—31
V5b+x+9 ~ Visb+9
x~—15b-——31_x—15b‘31
Vib+x+9 Visb+9
1 B 1
Vsb+x+9 VIsb+9
Visb+9=V5b+x+9
15b+9=5b+x+9

VI+x+5b—

10b = x.
—_ 15b —20b —
p. subst. links YV + 105+ 55— ——cob+40 150+ 9 — 20b - 40
VEb+10b+9 Visv+9
_ —5b—31
Visb+9
10b—15b—-31 —5b—31
rechts = .
Visb+9 Visb+9
14.
axbrx_:cmx—n
xloga—+rxlogb=mxlogec— nlogec
x(loga+rlogb—mloge)= —mnloge
_ —mnloge
= Tloga-+rlogh —mloge
_ nlogec
T mloge —rlogh —loga °
12

Weber, Algebra.
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mXx nx
Veits = Yarem

dxloge+nloge  cxlogd 4+ mlogd
mx - nx

dnxlogc+niloge = cmxlogd + mtlogd
x(dnlogec — cmlogd) = m*logd — n’logec

m*logd — ntlogec

x-_—.dnlogc——cm]ogd'

16.

1+V3x+1—-Vax+4=0
V3x+1=Vix+4-1
3x+1=4x+4—-2Viz+4a+1
2Véx+4=4x—3x+4+1-1
=x-+4
16x+ 16 =x*+8x+ 16

§. 130 u. 131.

0=x’—8x alle Glieder mit x dividirt (§. 47), gibt:
0=x—-8 0:x=0 cf. § 49, Zus. 3.

8 =x.

Anmerkung. Um zu erproben, ob sich bei der Auflssung kein Irrthum einge-
schlichen hat, setzt man den gefundenen Werth der Unbekannten in die gegebene Glei-
chung ein (§. 127, Erkl. 1) und vollzieht die darin angedeuteten Operationen, wie an
einigen Beispielen gezeigt wird. Diese Probe sollte man selten unterlassen, weil mit ihr

eine treffliche Uebung verbunden ist.

§. 131.
Aufgaben.
)
1. 204+2x+7—-5x=38x—9.
2 7x—15=383—-4x+8x—bx.
3. bx—943x=15—(x+8 — 8x).
4, x+11 —3x=4x—15.
x 1 1
5. §~7+2x..8+?x—-—3-.
2 1 5x
6. 98-—6?!—-8-5-:—2——9.

x = 6.
1
1—2?.
x = 16.
x—— —]-.-
=45
x=3§,
x=4
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10.

11.

12, —

13.

14.

15.

16.

7.

18.

19.

20,

21.

22,

23.

24,

b+1 (b ab+a.-bd'+a'd). _(_

(a —d)d

ab+a—bd'4a

1. Grad mit einer Unbekannten, 179
2x 3x  x 1 x x 12
3+‘4—+2—-4!—12—§-——g‘+%. !—-—6%.
x 1 4 2x 3x
2—()——-2—X+'5—X—-3—+15n1—5*. x = 100.
8(13 — x) + 16x 1
2 =6x — !=7?.
3 451 x=7
5
18 —4x 6x —4
3 +x= 3 — 2. x=4
x x 2x
2+I 5_—3- x = 60.
x—6 x+46 ) x4+ 4
T+ 5 -8 = 7 . x = 24.
2x—3 5 14—4x_ 4x+12 _6
2 2" s 9 x=
x— 10 5 2x+43
8 ) ——4——-—4. x = 12.
2x—9 1 17 — 4x 1
2x 4 3 =E-~—-———5 — 46 —x X=2§6“.
7x—11 8x+7% b65x—3 1 6x—25
9~ 2 tT§ te= s
41x — 388 13x~+17
-+ 8 - 9 . x=275
2 13
-3—x+0,5x—3,8._ig+0,75x =112
3x+50=13—5—x-—2x—9+2x x = — 15.
4 3
b—x b+ac
X—a= . = .
c c+1
l_____m—x__g_:__x_. x=am ~+m-n,
n m n—
am—x x-—0b bm
p-l=—— -t = o
x(5b—3a)(b+a) —4a’x=3a’x-5a(2ax—b? x=—§-§-b——.
2a+56b
b+1 b—x a-—x _ab+4a—bd*+ald
a@ - a 4 (a--d)d *
per subst.:

(a~d)d
12+

. .
d):d
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_abd—bd*—ab—a+bd’—a’d a’d—ad’—ab—atbd’—ald

- (ad —d¥)a (ad — d¥)d
_bd—b-—l-—ad__bd’-—ad'—ab-—a
= ad — (ad—dd
bd*—bd —d—ad*—bd*+ad®+ab-+a
= (@d—a94d

_a.b+a—-bd—d
T @a-—-dada
_@a—d0+1)_ b+1

(a—da — a

25, 5+2x_7n+4x=b_ax+4x(5n-—5m)+10mn. x:.‘)m-i-bm—S.
m n 5mn am— 2
2x+1 x4 3

% ex—r T 3x 16" =835
32 2+9x 6

A gz Taosx =1
— — . 2 __ % 2

08 @ 1=m nx n :nx. g= 2P P mnp—+n
n P ] (m —np)n

per subst.:

m—1 mnp? —np? —mn?p—+n?
=(m—~ P P 2 P ):p
n mn —mn?p

( m’p’—mp’—-mznp-i-mn’)‘ .
- mn — n’p ‘P

t__ 2 2
:(m__mp P mnp+n):IJ
m —np

mn® —n'p —m’p’+ mp’+m?np — mn?
(mn —n’p)p*

m’~mnp—mp’+p’+mnp—n* mp*+m?np —n®p — m?ps

(m—np)p (mn — n*p)p*
_m—mp’+p*—n* mp+m’n—n’—m?p
(m—npp (m—npnp
* mn—mnp’+np’ —n®—mp-—m’n+4ni4m’p
- (m —np)np
_np’—mnp*—mp-+m?p
- (m —np)np
_mp(m—mnp) —p(m —np)
- (m—npnp
_mp—p_pm-—1)
np np

m-—1
n
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29.

30.

31.

32.

33.
34.

85.

36.

87.

38.

45b.

46.

47.

1. Grad mit einer Unbekannten.

3x x+38 4x*—2x+4
x+8 x—38 x*—-9 *

9n?+ x? _2n—x 2n+x
4n* —x?  2n4x 2n—x’

bx? —b

bx—oX Z2_2TAX_
x x
x?+ 86+ 15x — 3 x?
T 3159 =x'+8x—~9.

(a® 4+ x)* = x>+ 6ad+ ab,
(x+8) —(x*—1)=34—2x

X

m_m 1l—m ™
10x*+2x -6 _ 4x-—2 6x-—4
4—x* = 2—x x+2

(Bx—~2*+(x+8)=10x?+1.

Cm+x)?—-(2m —x)?=16m — 8n,

1 x x

a at—a a'-—1"

(b?+x%) (b — x)

o =Y

m+2mx+m_ x x+1
m—2# " m+x x-—m

2m-+2x 2m —2x 4
m-n T m?

m—n m
9x 3x

—n?

-+ m

"9a—a' 9—al ‘

10x* 48
x2—1

4x+10 2 l4x+d

x—1 -1 x+41

2—-2x 6-—2x 4x*4+8x+41

1-8x 5—x  (1-8x)(G-x"
3m*—bmx m!—mx

m+ 2m —3x  bm-+x ==

12m® — 5m*x+ 11 mx?
10m? — 13mx — 8x?
4x — 8 68—-4_1‘

3 6
18-5x 2:-9

4 3

10x +

= 6x 4 34,

— 50 =1x,

181

x=25
xX=n
b—5
X =
a
x=3
X
%=

x = am (1 + m).

=2
=%
x=2.
m~—n
X =— .
m
x=a— 1.
x~__l—bq
q
X =m
14mn
X = .
m

x= —1
1
= §—.
*=°3
X=m,
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45 —-15x 1,5x 166 - 15x
49, 7!-———'——2——'—-—T+——4————-30.
25
s, 38x-25 ssx+3s g1 Hr—ll
© 8x—45  4x+6  20x'—45
p. 3=Vx 8 _nVx i 2Vs-1 1 19,
3 2 9 2 10 6
b—Vx cd—b)?_ (cd?—2bed+b*
52 4— Vx=""12, x= (c_l P
53, Zx—m_m—-v;-=3v;_£_. x=m-1)?=n*—-2n+1
1 Vx n n V;
p. substit.
2n’——4n+2—-m__m—n+1_3n——3 m
n(n—1) n T n n-—1
2n* - 4n+2-—m—mon+n*—2n+m+1 8n'—3n—-3n+3-—mw
n(m—1) - n(o—1)
8n’—6n—mn+3 38n*—6n—-—mn~+3
n(n—1) - n(n—1)
54. 26‘/"'"10083"17 = 5. x = 9600,
4Vx+10083+7
- 2V—+14 4V -4 6:+4V"-10 .
V_+1 V?+1 x—1 ’
g
56. 3 %—:V;_’. x=9.
57. T+ Vx —2=11. x =18,
2 3
58. V.;=m——Vx—m. x=(m+l)=m +2m+l'
2 4
59, - __+Vx+2 0. =3l
vz x+2 x=315"
60 V5x+1 _VEx+10 Lt
Vox—-1 Vbex+2 ' b
6l 2V1—-x=1-V1-5x x = — 24,
62. v +v2& al—u 0. x:=§3'.
V2&+3x Y
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— 432
63. V1i0a+5x—Vbx+5a—5a=0. =] 6a.5+ 2
— — 3
64. V7+!——V:—Vx. X-—-5—5—.
65. V2m+x—Vx—-2=2. =l1(u;—;—2)-i-—9-.
66. v4+3:=v2—;+2. x = 32.
e 3
67. Vi*+27x —18=V9+x. x=11.
68. NV2x+4—-TV5x+1=8Vbx+1—-4V2x+4 x = 16.
b—V5x 5b—5V5sx bt
69. —_— == — . X=—.
b+V5x 12b+5V5x b
70. V17 +8x+V— 22+ it '61. x=1
— — 1
71.1—Vx+3x=(1+Vx)(l—Vx.) 1=
72. =V3c+x+Vx. x==a
V3c+x v v
73 5 m x+v——'_+_' x 4m
R Ny e i ——] m X% = ——.
Vm?+ x? 3
74 1+V_—— (__ _al+b?
i—Vr_a ) L
75. V24x~(2+x)8v_;=2—2v;. x=1

2logh — loga — logn

76. a¥*+! b2 — m* n2:-L, x=

7. 14+V3x+1—-Vax+4=0.

8. Vbx—cd+Vix—cVdi=0

x—6m 3m
79. '\/-x~3m-—2‘;+l=o.

2loga —+ logh — logm — 2logn "

__logbh —nloga

80, am+tn — p,
m log a
mire loga —nlogh
81. V—t;.:b. . -———l;lo—gib.
82 mvl‘;,=b“"'q e _ mq+np+V(mq—np)44mploga: logb
‘ ’ - 2mp
83. 1,08% = 248:66. x =172
84. 1,06 = 898:140 x = 21,414.
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85. (i;-) = 281:3. £ = 1578,

86. 1,35* = 1,545°, x = 8,69.
8x

87. V/168,8327 = 1,05%. =1

37,3
88. \/(3] — ¥ = 532,33.

89. 7249 = (20: 6)~.

90. ax—ib = \/ (';’ '_*‘;’)2‘.
o VE) G-

Anmerkung. Zur weitern Uebung siche Hofmann, II. Theil, Seite 160—180;

180 —184; IIIL Theil, Seite 45—48; Heis §. 61. . -
1L
92, Von welcher Zahl ist das Sechsfache und die Hilfte 5467
x = 84,

93. Bei einem Gutsbesitzer sind 130 Mann einquartiert; das ist ge-
rade der vierte und neunte Theil eines Bataillons.

x = 360.
94. Von welcher Zahl betrigt der m* Theil um d mehr als der
n* Theil ?
dmn
X = .
n—m

95. Fiir zwei im Dienste verunglickte Soldaten wurden von ihren
Officieren und Kameraden 405 fl. (Thlr.) gesammelt; der eine
soll achtmal so viel bekommen als der andere.

I x =45, II. 360,

96. Es sollen zwei Zahlen gesucht werden, von denen die eine
amal so gross ist als die andere und deren Summa gleich b ist.

LI N

1+a’ " 1+a’

97. Die Zahl 133 soll so in zwei Theile getheilt werden, dass der

Lx=

. 1 . .
eine 53- mal im andern, enthalten ist.
L x=21, II 112,
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98.

99.

100.

101.

102.

103.

104

105.

107.

1. Grad mit einer Unbekannten. 185

In einem Zeughause liegen 45600 Kanonenkugeln und zwar
3%, mal so viel 10pfiindige als 25pfiindige.
x = 9600 25pfiindige,
36000 10pfiindige.
Ein Truppenkirper von 8400 Mann operirt in zwei Abtheilungen,
die eine verhilt sich zar andern wie 3:4.
I x = 3600, II 4800.

Die Zahl a ist in zwei Theile zu zerlegen, 'die sich wie b:e

verhalten.
ab ac

L x= b_-—i:—c’ II. m.

Fiir ein Militirmagazin haben zwei Personen die Haberlieferung
iitbernommen; die erste liefert /,, die zweite 3y des bedungenen
Quantums und es bleiben ihnen noch 5225 Centner zu liefern.

x = 15400.

Wenn man eine Zahl durch a und b dividirt, so ist die Summa
der Quotienten gleich c.
_ abe
et
In welche Theile ist 86 zu zerlegen, wenn der eine durch 6,
der andere durch 8 dividirt werden soll und die Summa dieser
Quotienten 12 gibt?
I. x = 30, II. 56.

Eine Compagnie besteht aus 252 Mann, darunter sind 5mal so
viel Rekruten, 8mal so viel gediente Soldaten als einjihrige
Freiwillige. -
x = 18, 144, 90.
Eine Festung hat 3850 Mann Besatzung und zwar 3mal so viel
Cavallerie und 7mal so viel Infanterie als Artillerie.
x = 350 Art., 1060 Cav., 2450 Inf,

. Jemand hat 2010 Meilen zuriickgelegt und zwar 5'/,mal so viel

zu Wasser als zu Fuss und 1°%;mal so viel zu Pferd als zu
Wasser.

x = 140 M.
Eine Zahl a soll so in drei Theile getheilt werden, dass der
zweite b und der dritte ¢ mal so gross ist, als der erste.

¢x— a
T 14b+c’
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Unter 3 Personen sollen 528 Thl. vertheilt werden; der Theil
der ersten soll sich zum Theile der zweiten wie 9:13 verhalten
und die dritte soll so viel erhalten wie die beiden ersten zu-

sammen,
x = 108 ThlL.

Drei Briider verdienen jahrlich 2585 Thl. (fi.); ‘der dlteste
aber *,;, und der zweite !/, mehr als der jiingere Bruder.
) Der Jiingste = 660 Thl.

Unter drei Personen sollen 2370 Thl. nach Verhiltniss ihres
Alters vertheilt werden; nun ist B 1!/, mal und C 4!/, mal so
alt als A.

x = 860.

Drei Stidte sollen nach dem Verhiltnisse ihrer Bevilkerung
1274 Mann Soldaten stellen; nun verhilt sich die Bevilkerung
von A zu der von B wie 2:5 und die von B zur Bevilkerung
von C wie 9:7.

,x = 234

Eine Zahl a soll so in drei Theile zerlegt werden, dass sich
der erste Theil zum zweiten verhidlt wie b:c und der zweite zum
dritten wie d:e
1= ——abd
bd-+bed+ce

Eine Erbschaft von 21400 Thl. soll unter drei Briider A, F, C
und eine Schwester M so vertheilt werden, dass die Kosten fiir
deren Ausbilduug in Abzug kommen; und nun verhalten sich die
Theile des A und F wie 2:3 und die Theile des F und C wie
9:11 und die des C und der M wie 2:5.

A = 2400 Thl., F = 8600, C = 4400, M = 11000.

Bei einer Parlamentswahl erhielt ein liberaler Candidat *f;, ein
conservativer *),, ein ultramontaner !,, der abgegebenen Stim-
men, 186 Stimmzettel werden als ungiltig verworfen; wie viele
Personen haben gewihlt?

x = 16740.

Es sollen 2100 Thl. so getheilt werden, dass B 150 Thl. mehr
als A bekommt und C 300 Thl. mehr als B.
x=500A, B =650, C=950.



§. 131.

116.

117,

118.

119.

120,

121.

122.

123.

I. Grad mit einer Unbekannten. 187

Ein Kaufmann gewinnt bei einer Speculation 15°%, seines hiezu
verwendeten Capitals; dieses ist dadurch auf 9936 Thl. gestiegen.
x = 8640.

Ein Spieler verlor im ersten Spiele den sechsten Theil seines
Geldes, im zweiten den vierten und im dritten den achten Theil,
im vierten dagegen gewann er die Hilfte seines anfinglichen
Geldes und nun hatte er 2 fl. 30 kr. gewonnen.

x = 53 . 20 kr.

In einer Gesellschaft von 92 Personen sind 6 Midnner mehr als
Frauen und 8 Kinder mehr als Erwachsene,
x = 18, 24, 50.

Es sollen 7810 Thl. so unter drei Personen vertheilt werden,
dass B 150 Thl. weniger als A bekommt und C 310 Thl. mehr
als B.

x = 2600, 2450, 2760.

Unter fiinf Personen sollen 1100 fl. so vertheilt werden, dass
jede folgende immer 20 fl. mehr bekommt als die vorhergehende.
x = 180, 200 u. s. w.

Eine Wittwe soll nach dem Testamente ihres Mannes mit ihren
drei Sohnen und vier Téchtern das Vermdgen von 12000 Thl.
s0 theilen, dass jeder Sohn um die Hilfte mehr als eine Tochter
erhdlt, die Mutter selbst aber 1000 Thl. mehr als ein Sohn
und eine Tochter zusammen.

x = 1000 Thl., 1500, 3500.

Drei Personen betheiligen sich an einem Unternehmen, zu dem
eine gewisse Summa erforderlich ist, und zwar A mit 4500 Thl.
weniger als die Hilfte der Summa, B mit 1000 Thl. weniger
als ihrem dritten Theile und C mit 1650 Thl. mehr als ihrem
vierten Theile.

x = 46200, A = 18600 Thl., B = 14400, C = 13200.

Jemand bestimmt in seinem Testamente seiner Wittwe den
dritten Theil, jedem seiner drei Sthne den siebenten Theil,
seinem Bedienten den zwolften Theil seines Vermigens und die
tibrige Summa von 2600 Thl. dem Lokalarmenfonde.

x = 16800; 5600; 2400; 1400.
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Fiinf Erben bekommen mit einander 10000 Thl. und zwar B

doppelt so viel als A und noch 600 Thl.,, C die Hilfte von dem,

was A und B bekommen weniger 300 Thl., D die Hilfte von

dem, was A und C bekommen und noch 100 Thl. und E die

Hailfte von dem Antheile des B und C und D weniger 800 Thl.
x = 1200, 3000, 1800, 1600, 2400.

Fiinf Personen verlieren zusammen 42 fl., B um die Hilfte mehr

als A und noch 1 fl.,, C die Hilfte vom Verluste des A und B

und noch 1., D !, vom Verluste des A und B und C, E

den dritten Theil vom Verluste der vier ersten und noch 2 fl.
x=6,10,9, 5, 12.

Zwei Personen spielen mit einander; A hatte vor dem Spiele
40 kr., B 35 kr. und nach dem Spiele hat A 4mal so viel als B,
wie viel hat er gewonnen?

x = 20 kr.

Die Garnison einer Stadt besteht aus 1500 Mann; jeder In-
fanterist bekommt monatlich 2!/, fl., jeder Cavallerist 3/, fl., der
monatliche Sold betriigt 4150 . Wie viel Infanterie, wie viel
Cavallerie ?
x = 1100, 400.
Ein Meister, 12 Gesellen und 4 Handlanger haben an einem
Baue gearbeitet; der Meister bekommt téglich 1 Thl, der Geselle
16 Groschen, der Handlanger 10 Groschen; im Ganzen werden
139 Thl. 22 Gr. ausgezahlt. Wie viel Tage wurde gearbeitet?
x = 16.
Die Hilfte eines Kapitals steht zu 5%,, das Yfache zu 4%,
der Rest zu 3°/, aus und die Zinsen betragen im Ganzen 390 Thl.
x = 9000 Thl.
Drei Zahlen von solcher Beschaffenheit zu finden: die zweite
durch die erste dividirt, gibt zum Quotienten 3 und zum Reste 2,
dividirt man die dritte durch die zweite, so ist der Quotient 4
und der Rest 3 und die Summa der drei Zahlen gibt 125.
x=17, 23, 95.

Die Summa dreier Zahlen ist 103; die zweite durch die erste
dividirt, gibt 2 zum Quotienten und 4 zum Reste; dividirt man
aber die dritte durch die zweite, so erhdlt man 3 zum Quotienten
und 6 zum Reste,

x=9, 22, 72
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Einem Boten, der schon 12 Tage unterwegs ist und téglich
4 Meilen macht, wird ein anderer nachgeschickt, der tiglich
1/, Meilen mehr zuriicklegt; wann wird er den ersten ein-
holen ?

x = 32,
Aus einem Orte wird ein Courier abgeschickt, der alle 4 Stun-
den 6 Meilen zuriicklegt; nach 10 Stunden wird ihm ein anderer
nachgeschickt, der alle 3 Stunden 5 Meilen macht mit dem Auf-
trage jenen einzuholen.

x = 90,

Wenn es eben 8 Uhr schligt, wie lange dauert es bis die bei-
den Zeiger der Uhr iiber einander stehen.

x = 437),,.
Wenn es eben 12 Uhr schligt, in wie viel Zeit werden die
beiden Zeiger wieder iiber einander stehen?

x = 65%,,.

Jemand leiht 4500 fl. (Thl.) zu 4°/, aus, 5'/, Jahre spiter leiht
er 6000 fl. (ThlL) zu 5°, aus. Wie lange muss er nun beide
Capitalien stehen lassen, um von beiden gleich viel Zinsen zu
erhalten ?

x = 8y,
Das Vorderrad eines Wagens hat 7%;’ im Umfang, das Hinterrad
10%/,. Um wie viel Fuss muss der Wagen weiter gezogen werden,
wenn das Vorderrad 290 Umliufe mehr machen soll als das
Hinterrad ?

x = 3120,

Das Vorderrad eines Wagens hat 5'; auf einem Wege von
24000’ macht dasselbe 1800 Umlidofe mehr als das Hinterrad.

x =8.

Eine Frau bringt Eier zu Markt und verkauft zuerst die Hilfte
und ein halbes Ei, vom Reste wieder die Hilfte und ein halbes,
und von diesem Reste noch einmal die Hilfte und ein halbes, so
dass ihr nur noch 3 Eier bleiben.

x =31
Von einer Compagnie wird in einem Treffen der dritte Theil und

!, Mann getodtet, vom Reste wird der dritte Theil und Y, ge-
fangen genommen, vom abermaligen Reste muss der dritte Theil
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und '/, Mann ios Feldspital gebracht werden, von den iibrigen
muss der dritte Theil und !, auf die Wache und nun sind es

nur noch 47 Mann,
x = 242,

Es sollen n Mass einer Mittelsorte zum Preise von ¢ aus zwei
verschiedenen Sorten gemischt werden; der Preis der bessern
sei a und der der geringern Sorte sei b.

¢cn—bn

X =
a—b

Ein Weinhiindler hat zweierlei Sorten Wein, vom bessern kostet
die Mass 48 kr., vom geringern 36 kr.; er will 156 Mass &
40 Kreuzer mischen.
x =05, 10.
Ein Goldarbeiter hat zweierlei Silber, 13l5thiges und 8lothiges;
er will pun 20 Mark 10Y,16thiges Silber zusammenschmelzen.
x=9, 11
Ein Weinhéndler hat 48 Mass Wein, die Mass zu 40 Kreuzer;
er will die Mass um 36 Kreuzer geben, wie viel muss er dann
‘Wasser zugiessen?
X = 5‘/3-
Jemand hat 40 Mark 14l5thiges Silber; er will es mit Kupfer
zu 9lothigem legiren.
= 222/9.
Es hat Jemand 36 Geldstiicke, und zwar halbe Gulden und
1s Thalerstiicke, in Summa 13 fl.
x =12, 24, '
Jemand ist 50 Jahre und sein Sohn 19, nach wie viel Jahren
ist der Vater doppelt so alt als der Sohn?
x =12,
Von zwei Personen ist die eine 50, die andere 15 Jahre alt,
ibr Alter verhdlt sich demnach zur Zeit wie 10:3, Wann wird
es sich wie 11:4 verhalten?
x=5.
In einer Familie ist der Vater 48, der eine Sohn 18, der andere
2 Jahre alt, nach wie viel Jahren wiren die beiden Sthne zu-
sammen 80 alt als ihr Vater?
x =28,



5. 131,

150

151.

152.

153.

154.

155

156.

157.

1. Grad mit .einer Unbekannten, 19}

In einer Masse von 120 ¥ sind Schwefel und Salpeter so ge-
mischt, dass sich der Salpeter zum Schwefel verhilt wie 7:5.
Wie viel Salpeter muss zugesetzt werden, wenn er sich zum
Schwefel verhalten soll wie 8:4°?

x=30. "~

Wie viel muss bei der gleichen Masse dem Schwefel entzogen
werden, wenn das nimliche Verhiltniss stattfinden soll.

x = 1b.
Wie viel muss man aber Salpeter zusetzen und Schwefel weg-
pehmen, wenn beide im Verhiltniss 8:4 stehen sollen und die
Mischung nach wie vor 120 # wiegen soll?

x = 10.

Welche Zahl muss man zu a und zu b addiren, wenn sich die
Summen verhalten sollen wie m:n?

an—bm

m-—n

An einem Fasse befinden sich 3 Spundlgcher; durch das erste
kann das Fass in 3, durch das zweite in 4 und durch das dritte
in 5 Stunden gefiillt werden. In welcher Zeit kann es durch
alle 3 zugleich geschehen?

x = 1'¥,.

Ein Wasserbehilter kann durch 3 Rihren gefiillt werden; durch
die erste in 1%,, durch die zweite in 3%,, durch die dritte in
6 Stunden. Wie viel Zeit ist erforderlich, wenn alle 3 Rohren
zugleich fliessen ?
x = %,

Ein Fass kann durch 4 Rohren gefiillt werden; durch die erste
kann es in a, durch die zweite in b, durch die dritte in ¢ und
durch die vierte in d Stunden geschehen. In welcher Zeit kann
es durch alle 4 zugleich geschehen?

x= abed

bed+acd+abd+abe’

Drei Maurer sollen eine Mauer von 940 Kubikfuss auffiihren;
der erste kann 18 Kubikfuss in 5 Tagen, der zweite 13 ¢’ in
4 Tagen und der dritte 16 ¢’ in 4%/, Tagen fertig bringen. Wie
lang brauchen alle 3 zusammen?

680
x =90 1573
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Jemand hat drei Stiicke Metall von gleicher Grisse; von dem
ersten wiegen 3 Kubikzoll 35%/; Loth, vom zweiten 4 ¢/ 727, Loth,
und vom dritten wiegen 5c¢’' 41"/, Loth. Alle 3 zusammen wiegen
3457 Loth, wie viel Kubikzoll hat jedes Stiick?

x = 90.

Fiir einen Armen soll eine bestimmte Summa gesammelt wer-
den; gibt jede Person 11!/, Groschen, so kommen 4 Thl. 15 Gro-
schen zuviel zusammen, gibt jede Person nur 10 Groschen, so
sind immer noch 2 Thl. zu viel gesammelt. Wie viel Personen?
Wie viel wollte man sammeln? Wie viel musste jede Person

geben ?
x = 60, 18, 9.

-Jemand will eine Uhr ausspielen lassen; gibt er das Loes zu

30 Kreuzer, so kommen 9 fl. zu viel heraus, gibt er jedoch das
Loos zu 20 Kreuzer, so kommen 8 fl. zu wenig zusammen. Wie
viel Loose? Wie theuer die Uhr? Wie hoch das Loos?

x = 102, 42, 24'7,,.

Welche Zahl gibt mit 5 multiplicirt ein Product, das ebenso viel
itber 54 ist als die Zahl selbst unter 547

x =18,
Man soll eine Zahl suchen, welche mit m und n multiplicirt
eine gewisse andere Zahl um a und b iibertrifft.

Lx=2=0 p 2o—-bm

’
m-—n m-—n

Ein Kaufmann hat in 3 Terminen folgende Zahlungen zu leisten:
3425 fl. nach 4 Monaten, 2850 fl. nach 6 Monaten und 4750 fl.
nach 8 Monaten. Der Glidubiger wiinscht aber die ganze Summa
auf einmal, wann muss die Zahlung geschehen?
106

x=26 VTR
Ein Kaufmann macht sich verbindlich einem andern 12000 Thl
auf 15 Monate zu leihen. Da er aber diese Stmma nicht auf
einmal aufbringen kann, so vereinigen sich beide, dass sofort
3000 Thl. bezahlt werden, nach Verlauf von 4 Monaten 4000 Thl.
und wieder nach 4 Monaten der Rest. Wie lange kann er das
ganze Geld noch behalten?

x = 11%,,
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Jemand erhandelt eine gewisse Waare um 4500 fl., nach Ver-
lauf eines Jahres zahlbar. Kaufer und Verkdufer kommen je-
doch iiberein, dass 3000 fl. sofort baar bezahlt werden und der
Rest in drei gleichen Raten und Terminen. Wie lang kann ein
Termin sein?

x = 18 Mt.

Ein Fleischer macht mit einem Landwirthe einen Accord, nach
welchem sich dieser verpflichtet 16 Ochsen auf 12 Monate zu
fiittern. Der Fleischer schickt auch die 16 Ochsen, aber nach
3 Monaten schickt er noch 8 und nach 3'; Monat spiter noch
6 Ochsen. Wie lang werden simmtliche Thiere fiir das nim-
liche Geld gefiittert werden?
x = 2%, M.
Jemand hat nach 2 Monaten 1500 fl,, nach 3 Monaten 1600 fl.
und nach 18 Monaten den Rest seiner Schuld zu zahlen, oder
wenn er will die ganze Summa nach 10 Monaten.
x = 6000 fl., Rest 2900 fl.

Drei Personen legen zu einem Geschifte eine gewisse Summa
zusammen; B gibt !, mehr als A und C 200 Thl. mehr als A
und B zusammen. Sie machen einen Gewinn von 3600 Thl,
davon kommt auf den Theil des C 1840 Thl.

x = 2000.

Eine im gleichseitigen dreieckigen Verbande und 5' Entfernung
der Pflanzen angelegte Baumpflanzung soll im quadratischen Ver-
bande bei gleicher Entfernung der Pflanzen angelegt werden, da-
durch werden 13400 Pflanzen erspart,

x = 54,126 Tagw. bayer.

Die Linge eines Gartens betrigt 8’ mehr als die Breite; nach-
dem von der Linge 12/ und von der Breite 4, im Ganzen
2224 ) verkauft wurden, bildet er gerade ein Quadrat. Wie
lang und breit war er urspriinglich?

Linge 148, Breite 140’

Anmerkung, Zur weitern Uebung siehe Hofmann, IL Theil, Seite 185-—248;
Heis §. 63.

Wober, Algebra. 18
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b. Mit zwei und mehreren Unbekannten.

§. 132.

Erklirung 1. Aus einer Gleichung mit mehreren Unbekann-
ten (x, y, z...) lisst sich der Werth fiir die einzelnen Unbekannten
nicht genau bestimmen.

Um in einer Aufgabe die Werthe der Unbekannten genau be-
stimmen zu konnen, miissen so viel Gleichungen als unbekannte
Grossen vorhanden sein; und diese Gleichungen miissen wesentlich
von einander verschieden sein und diirfen doch nicht zugleich mit
einander in Widerspruch stehen.

Erklirung 2. Um den Werth der Unbekannten zu bestimmen, hat
man nach den Gesetzen der Zahlenverbindungen alle Unbekannten
aus den gegebenen Gleichungen zu eliminiren, bis man auf eine
Gleichung mit einer Unbekannten kommt. Diese eine Unbekannte zu be-
stimmen hat aber hier keine Schwierigkeit mehr; und ist ihr Werth be-
stimmt, so findet sich der Werth aller andern Unbekannten ohne
Schwierigkeit durch Substitution.

Erkldrung 3. Die Elimination der Unbekannten kann unter An-
wendung vier verschiedener Grunds#étze vor sich gehen. Danach
gibt es vier verschiedene Eliminations-Methoden.

§. 133.

Erklirung 1. Die allgemeinen Formen fiir zwei Gleichungen
mit zwei Unbekannten seien:
l.ax+by=c.
2, px+qy=s.

I

Die Coéfficienten-Methode (englische) nach den Grund-
sitzen: Gleiches zu Gleichem addirt, gibt Gleiches; Gleiches
von Gleichem subtrahirt, bleibt Gleiches.

Verfahren.

1) Die gegebenen Gleichungen sind auf die obigen Formen zu bringen,
damit die Unbekannten unter einander stehen.
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2) Diejenige Unbekannte, welche sich am leichtesten entfernen lésst,
wird eliminirt.

3) Hat die zu entfernende Unbekannte den gleichen Coéfficienten, so
werden die Gleichungen in eine zusammengezogen entweder dureh
Addition oder Subtraction je nach der Art der Vorzeichen bei der
zu eliminirenden Unbekannten. Sind die Coéfficienten ungleich,
so werden sie erst gleich gemacht, indem man mit dem Coéfficienten
in der zweiten Gleichung alle Glieder der ersten Gleichung multi-
plicirt und umgekehrt.

4) Haben beide Coefficienten einen gemeinschaftlichen Factor, so
lisst man ihn bei der Multiplication weg.

Allgemein.
ax+by=c¢

px-+qy =s; wird y eliminirt, so ist:

aqx-+bqy = cq (mit q multipl.)
bpx+bgy=bs (mit b multipl,)

agx — bpr: cq — bs (p. Subtract.)
x(aq~bp)=cq—bs
cq—bs bs—cgq
X = =
ag—bp bp—agq

cf. §. 60, Zusatz 2,

Anmerkung. Der Werth fiir y ergibt sich, wenn man x auf dieselbe Weise
eliminirt oder den gefundenen Werth von x in eine der beiden Gleichungen einsetzt.

Beispiele.

1.
2x+ 10y = 14
83x— 4y= 2 (y eliminirt, so ist;)
4x+ 20y = 28 (Factor 2; hier mit 2 multipl.)
15x — 20y = 10 (hier mit 5 multipl.)

19x = 38
38
e T 2;
p. subst. in 1. Gleichung:
4410y = 14;
10y =10;
=1

13*
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12.
1
3x =15 57

2 X _ y= 3 ~2— (ordnen durch Transponiren,)

2
3x+y=]5l
2
5x 15 per subst.
a3 ) 81 21 10
_12 _"_71 =_§-—E=_2~
2 T4 =b.
22 x =177
x=;~;=3%.
3.
125 = 27 +3L' per subst.
2 12x =27 + 21
16L=115 —ax x=i:—g.
24x — Ty= 54 =4
8x+ 33y=230
24x — Ty= 54
243+ 99y = 690
106 y = 636
y=$—g—g=6.
4,
ax +H= d oder wir eliminiren y, um x zu bestimmen,
m n 50 ist:
ax _my _ . anx+bmy=dmn
° n anx —c¢cmy==ckn
anx+bmy=dmn acnx—+bemy=cdmn
anx - cmy=ckn abnx —bemy=">bckn
- + - x(abn+acn)=cn(dm+bk)
y(bm—+cm)=n(dm — ck) ¢(dm-+bk
_n(dm—ck =2 b +o)

m (b + ¢)
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IL

Die Substitutions-Methode nach dem Grundsatze: Gleiches
fir Gleiches gesetzt, gibt Gleiches.

Verfahren.

1) Man bestimmt in einer Gleichung den Werth fiir die eine Unbe-
kannte.

2) Diesen Werth setzt man in die andere Gleichung ein. Das gibt
eine Gleichung mit nur einer Unbekannten, die nach den bekannten
Gesetzen leicht aufzuldsen ist.

3) Man nimmt gern diejenige Unbekannte, welche den einfachsten Aus-
druck gibt.

Allgemein.

ax+by=c.

¢c—by ¢ —ax
X = 2 und y = "

Setzt man einen dieser Werthe, etwa von y, in die Gleichung:

px+qy=s,
80 ist:
¢ —ax
px+q( b ):s
cq—aqgx

px—+ 5

bpx-+c¢cq—aqx=>bs
x(bp—ag=bs—cq

_bs—cq cq—bs
“bp—aq agq—bp’

Anmerkung. Der Werth fiir y ergibt sich, wenn man entweder auf dieselbe
Weise: x eliminirt oder den gefundenen Werth von x in eine der gegebenen Gleichungen
einsetzt. Nach letzterem ist:

bs—&q
bp~aq
cp—as

V= bp—agq
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Beiapiele.
L
6x=123 -7y | 6x—5y=15
76x—15) | 6x—15
6x =123 — B 5 =y
30x = 615 — 42x + 1CH
72x = 720 60— 15 _
720 5
X—-'7—2-——10. Y=9-
2.
X nY _o1 -6 —
112+72_28 | 16x=6—1by
2Bx+15y = ~ 8= 162
Y =% =715
(6—16015 17 644
2Bx-+ B 2 YT 15
92x+24 —-64x =17 10
28x = 17 — 24 =15
g __t ._2
=—2%7"71 '3
111,

Die Combinations-Methode nach dem Grundsatze: zwei
Grossen, die einer dritten gleich sind, sind auch unter sich
gleich.

Verfahren.
1) Man sucht in beiden Gleichungen den Werth derselben Unbe-

kannten.

2) Die gefundenen Werthe werden einander gleich gesetzt; dies gibt
eine neue Gleichung mit einer Unbekannten, deren Werth leicht
zu bestimmen ist.

3) Den Werth der andern Unbekannten erlangt man durch Sub-
stitution.

Allgemein.

ax-++by=c | px+qy=s

c—ax 8—px

y=— y=—-—
b q
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c—ax 5-—px
b T q
cq—agx=bs—bpx
x(bp—ag =bs—ogq
bs—cq
X—bp—aq.

Anmerkung. Auf dieselbe Weise l4sst sich y bestimmen, wenn man x eliminirt

oder wenn man den gefundenmen Werth von x in eine der gegebenen Gleichungen
einsetzt,

Beispiele.
1.
x y
— 52 = — =1—4 =
3x 2 Ty 12 14+2
Ty=252—-3x 48=5x + 2y
52 — 3x 48 — b5x
Y= T P) =Yy
52 — 3x 48 - 5x
7 - 2

104 — 6x =336 — 36x
29 x = 336 — 104

232
!:»2?.‘:8.
52 — 24
y="r"=4
2.
o 8% _ by bx
25 +ay=24s 35 =26b-15
S5ax _ 7by 3bx
5 +ay=24a ——2—_26b— 3
2ay=48a —b5ax Tbhy=52b—8bx
_48—-5x _b62-3x
V=72 ="
48—-5:___52—31
2 - 7
336 — 35x =104 — 6x
232 = 29x
8=x

=Y.
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3.

3y _
2!—-1—0——4:0,5

%V4x’+ 9x+ 9y — 245:—%—V9x‘+7x+7y+98

20x — 3y = 405 3V4ax'+ 9x+ 9y — 245=2V9x*+7x+Ty+98

20x =405+ 3y 36 x*+ 81x+81y —2205 = 36x*+ 28x 4 28y 1392

x——405+§—5—’ 53x =2597 — 53y
20 X=49-—Y.
40543y
0~ 9y
405 + 3y =980 — 20 y.
23y = 575
y=25
x =49 — 25 = 24.
4.
m—x =Y _a_ % X Bty o
n m a

am—ax —n’+ny=a'n—apn
ny=a’n—abn—am-+ax—+n?

y__a’n—-abn—am+ax+n’

ax —m!—my=am?—amn
ax—m?!—am?’+amn=my

ax —m?—am’+amn

n

a’n —abn—am+ax+n*

m

ax —m? —am?’~+amn

n

m

a’mn —abmn—am?’+amx+mn’=anx —m?n —am?n-+amn?
amx —anx=abmn—a’mn+am? —mn?®—m*n —am?®n—+amn?

x abmn—a’mn+am? —mn?—-m?n —am?n-+amn?

a (m —n)
_abmn-a'mn+am*—mn*—m’n—am’n+4amn’
- {(m — n)m

—m?*—am?+2am’n—+m?n—am?n
(m — n)m

abn—a’n+am-n*—m?—am?*+amn

m-—n

1V,

Die Bézout’sche Methode (franzésische) nach dem Grund-

satze: ein Product wird Null, wenn ein Factor desselben Null
wird. (§. 35, Zus. 2.) '
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Verfahren.

1) Man multiplicirt die eine der gegebenen Gleichungen mit einem un-
bestimmten Factor m.

2) Die so_'gewonnene Gleichung wird zur andern addirt. Das gibt
eine neue Gleichung.

3) In dieser Gleichung setzt man den Coéfficienten der zu elimini-
renden Unbekannten gleich Null und bestimmt den Werth des
unbestimmten Factors m.

4) Dieser Werth wird dann in die durch Addition gewonnene Gleichung
eingesetzt und die Unbekannte bestimmt.

Allgemein.
ax+by=c¢ | px+qy=s
amx—+bmy = cm (die erste Gl. multipl, mit m) .
amx—+bmy-+px-+qy=cm-+s (nach Addit. mit Gl. 2)
x(p+am)+y(@@+bm)=s+cm
q+bm =0 (der Cosfficient von y = O gesetzt)

b m=— — q
-9
b’
( _g) c_(_; der Werth von m in die durch Addit. er-)
P -t langte Gl. eingesetzt. ‘

x=(s—-—)( a.q) bs—cq
bp —aq’
Anmerkung 1. Auf gleiche Weise kann y bestimmt werden, wenn man den
Cofficienten von x = O setat.

-

Anmerkung 2. Bei n gegebenen Gleichungen hat man mit n — 1 Factoren zu
multipliciren.

Beispiele.
1.
1 1 x
9!——10y _—-2- 8y=4?—7?
‘181—20y =1 15x+16y=9

1I8mx —20my=m .
15x+18mx+ 16y —-20my =9+ m
x(156+18m) +y (16 —20m) = 9 4+ m

154+18m =0
18m = — 15
5
m= — —

6
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100 5
y(16+—6~)=9 —-——6—

196y 49
6 6
10 1 196y = 49
9!=—4—+? v 49 1
9x=3. T=1%6T %
1=t
3
2.
6x=62—-2y | 10x=30+4y
bmx+2my=62m 10x — 4y = 30

10x+6mx+2my —4y=30+62m
x(10+6m)+y (2m — 4) = 30 + 62m

2m -4 =0
m=2
x (10+12) = 30 + 124
154
x=—22—=7
70 -30 =4y
40 =4y
y = 10.

Erklirung 2. Von den vier Auflésungs-Methoden verdient die erste
den Vorzug. Doch hat man sich mit allen vier vertraut zu machen, weil
bei den verschiedenen Aufgaben, je nach ihren besondern Eigenschaften,
die eine vor der andern oft viel leichter zum Ziele fiihrt.

Erkldrung 3. Gleichungen mit 3, 4...nUnbekannten wer-
den ebenfalls nach den angegebenen Methoden aufgelost. Man eliminirt
aus n gegebenen Gleichungen eine Unbekannte, so bleiben noch n—1; diese
geben n—1 Gleichungen. Aus diesen wird die zweite Unbekannte ent-
fernt; dadurch bekommt man n—2 Unbekannte und ebenso viel Gleichungen.
Auf diese Weise wird fortgefahren bis man die letzte Unbekannte bestimmt
hat. Die einzelnen Werthe der eliminirten Grossen findet man auch hier
durch " Substitution.

§. 134.
Besondere Formen und Lésungen.

L
Erklirung. Wenn zwei Unbekannte durch ihre Summa und Differenz
bestimmt werden sollen, so ist die gréssere derselben gleich der halben
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Summa und der halben Differenz; die kleinere aber gleich der
halben Summa weniger der halben Differenz.

Allgemein.
Ist:
xX+y=s
X—-y:d
2x =s+d
s0 ist:
s+ d s d
1 x=v—2—-=?+—2—
und
2y=8—d
s —d [ d
2 =TT T2 72
Beispiel.
x+y=234
x—y=14
3¢ 14
X—--2— '*:24
34 14
II.

Erkldrung. Bei Gleichungen, in welchen die Unbekannten als

Nenner von Briichen erscheinen, kommt man auf folgende Weise eher
zum Ziele, )

Allgemein.
a b
—+ —=c
x y
-B-+-9-=!
X y

Es ist hier 4:'— soviel als a.%— und —;—:— soviel als b.—l—u. 8. W.; setat,

man %:x‘ und —;—=y,, 8o gestalten sich die gegebenen Gleichungen

also:
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ax, + by, =¢
und
PX tay, =S5
_cq —bs _aq—bp
x’-—_aq—bp p. subst. x——————cq_bs
_cp—as _bp—agq
Y1 _-———-——-——bp_aq p. subst. y_cp—a,s'
Beispiele.
1.
114+l
x y
nlylon
x z
m L +1os
y zZ
Das gibt: Lx +y =6
1L xt+z‘ =7
III. y, + 2z, = 8. Die Differenz von I. und II
gibt: 2z, — y, = 1; diese Gleichung und IIL
gibt: 2z, =9
9 2
2, = ) 5 z=§
=t .22
W= Y=g
=2, =2
1= XY
2.
13 __ X%
29 Tx+ 2z
2__yz_
7 6y+5
5 Xy .
1B~ 4x+ 3y Die Nenner weggeschafft,
gibt: 84 x 4+ 24z = 29 x z; dividirt mitxz, so ist:%+2x—4=29
12y+102= Tyz; o o yz, » ”glz%...l).?: 7
20 156

20x+ 15y =13xyy , , xYy, , ”:?+-;-=]3

§. 134.
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Das gibt:
I 84z +24x, =20

1L 12z, + 10y, = 7
II. 20y, + 15x, = 13.
Aus der Subtraction der Gleichung I vom 7fachen der II Gleichung erhalten wir:
70y, —24x, = 20;
diese Gleichung mit 2 multiplicirt und von der mit 7 multiplicirten Gleichung ]IIsubﬁralutt,
gibt:

1563 x, = 51
51 1
x‘.-—_‘E:?, 1—3.
8 2 1
=90 =5 IT2%
3 1
n=qg =g it
§. 135.
Beispiele.
1.
2x 2 3y*+xy — 10x?
=7 y+2x42= "
14x =2y 3y’+xy+4y—10x* - 14x — 4 =3y’ +xy — 10x?
2y 4y —4=14x
X =
14 4y —4_
14
2y 4y-—4
14 14
2y =4y — 4
4 =2y
2 =y
2 _
7= X
2.

2x+10 | 1 1,- 1
-(6:—2y-4z)——-—§-- ;—(3:—-2y)-——§(z—-y)= 3 y—~—2~(x—l—l)= (

12x—4y—-8z =3x+156 9x — 6y —bz+by =4b 2y —x+z+4+1 =12

9x = 16+4y-+8z 9x =46+ y + 51 2y+z—11 =x
_15+4y+8= x 456+ y + 53

9 = 9
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15+4y+8z 45+y+52

45 +y—+56¢

9 9 9 =2y+z— 1L
154+4y+8z=4b+y+5bz 4i+1+5:7=18y+9z—-99-
144 =4z + .
3y+3z=30 144 4% ¥y
y=10 — z. 7 =7
144 — 4z
lO—z=—-T7—-—
170 —172=144 — 42
26 = 13z
2=1z
8=y
7T=x
3.
I. 15x+28y+3%9z= 46
IL 15x+24y+ 122 = 26
M. 5x+20y+12z= 20
1v. 4y+ 27z = 20 (Diff. zwischen II. und I).
V. 32y — 3z = 14 (durch Subtract. des dreifachen der III. von I).
219 z = 146 (durch Subtract. der V. vom achtfachen der 1V).
16 _2
219 3
16 1
T=%2 T2
2
x=-5—.

4,

I x4+ y+ z+ t= 4
. 16x+ 8y+ 4z+2t= 36
L 81x+27y+ 9z-+3t= 144
IV. 256x+ 64y -+ 16z + 4 t = 400

(durch Subtract. der I. von der IIL.)
(durch Subtract. der I von der IIL)
(durch Subtract., der III. von der IV.)

x4+ y+ z4+ t= 4
16x+ Ty+ 3z+4 t= 32
65x+19y+ 5z-+ t=108
175x+87Ty+ 7z+ t=256
14x+ 6y+ 2z = 28 u s w
50x+12y+ 2z = 78
110x+ 18y + 2z = 148
36x+ 6y = 48
60x-+ 6y = 72
24x = 24

X = 1

y = 2

Z. = 1

t = 0.
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5.
a*.bY=¢
pPr:bY=1r

x loga 4+ ylogbh = loge
xlogp — ylogh =logr

xloga + xlogp = logc +logr
x(loga—+ logp) = loge —+logr

_loge—+1logr
" loga—+logp "’
6.
Vx Vx‘—4xy+y V16y*—y—x+4+yi=x—y ' x— Yxl-y Vy’+8x=_y

xVx’-—4xy+y V16y —y—x+4+yi=x*—2xy+y", x'—2xy+yl=x’—y Vy'+8x
2x —y=V7y+8x

VX’- 4xy+yV16y —y—x+4 =x —2y 43! —Axy4yl=y'+8x
x?—4xy+yV16y?—y—x+4 =x*—4xy-+4y? 4x* _4xy=8x
Viey —y—x+4 =4y x-y=2
16y*—y—x+4 =16y® x=2+4y
4 —y=x
4-—y=2+y
2y=2
y:
x=3.
7.
~V10 Z = x+y SR 3 L
Vity V2x—y+z2+12 =16 | Vijy_ z+5+8=10
x+ y)° T _ - 3 —
*VIOZ—— x_’_’; Vax—y+z=3 Vity—z+5 = 2
— ‘\/(x-l—y)-‘ 2x —y+z=9 x+y—z+5= 8
2V =5 —_— y ;
V 0z Tty ,
40z =25x+25y 2x=9+y—12 . x+y—z= 3
8z =5x+5y
9+y—= — 8
825y x=——;———— x = 8-ytz.

I=""%



208

Dritter Abschnitt.

8z — 5y 9+4+y—z
5 - 2
16z —10y=45+5y— 5z
21z — 15y =45
7z — 5y=15

I9+y—z

=38 —y+z

94+y—2z=6—-2y+ 2z
3= —-38y+3z

7215 l1=—y+s
5 y=z-—l.
7z—15
—-—5——-=z—l
72—-16=5z—5
2z=10
z= 5
y= 4
X=
§. 136.
Aufgaben.
I
y_3x ) _

1 2+ 5= )1_18.
23 _2x+16=0 $y=50.
x+6

2. 2y—7—8 x =2,

2
=4x+ y y=4
y
3. 1= 18 x = 10.
x-+y
2x+-gl=18 y=8.
x—y

4, 16x+6y =72 }x=3
10x+2 =8y y — 4.
2 2 2

5. = =b= —
x+y 53 X =

14=}—+£ y =
x y
6. 4y—3x+9=10x—8'~_8y—22 X =

2 3 5
x+y—5 4y+10 x—59
2 T 83 T4

y=

§. 135 u. 136.
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7. 9x —7=9Vx"—4y+8-+11 x = 10.
V3x—2y—-2=V2y_—16 y = 11

8 d k_m—x__n—y‘ x=m(dmn+mn—dm — dn?+4 n®

: - d +d’n —dkn):d(n — m).
x m-+y y=(m*+dm?® —dm —dmn +n®+ d?n
-_— - ———=m —n
m d —dkn):n — m.

9. 2x+2y+ z=40 x = 10,
x+3y+4z =060 y= 6.

x+2y=380—z z= 8

x+5 3x—y—2z

10. 5 = 9 x=17.
2z—2y 6x—4y _

6+ 3 = 5 y=_8.

2y —x+z=11 z =2,

1. 8x— 14+ 2y=14 | x
6z+4x = 8 y=

2y —-28+4+12z= 0 7z =

1
10
2
3
12, 4x + 6y+ 9=8z+5 } x = 3.

2x_2»;—+13=3z v =4
17—3—;—- =4z~ 3x z=>5
138. 3x -5z =4 —4y x=25
z x
2y+1?—19=—-—é— y—6.
2z+4x + 4=20+3y z="1.
m k n
14. ?+7—n=m+k—T X—m.
n k m
~""k-—-:.’tm::——-—-?—ll. Y—-m.
n (m — k) m(k—n)_ k (n — m) _ k
x y - z T Em+n—k
16, 26 =2x ~+y+3z X =
7!-.—-68 =—-3z—8y y=

i

4z+2%+1,5y=33,5 z

Weber, Algebra, 14
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16. i-I--§-=9 x =

x y
2 2
Tt Y (7S
—2-—5=-E~ 2 =
y z

17. xy= 8 . x=
xz =24 y=
yz = 64 z =
24 15
18. 2x+3y_2 T 8x-+41z x=

55,5 5 — 2 _
by+ Yz T 2343y =

15 18,5
8x+ 4z 5y+91~_1'5——0 z=

LA S =
19. x+2—6 5 x=3.

1 z 3v
l';‘!-—::'z———;— y=1
6y+8z—4v="2 v=~6.

4y-+-6x=104-2v/ z=235.
20. 3x-—5z+y=26 X =
Sx—gyz 6 =
3z4+4x= by—v-+4+12 z=
95 — 2x = 7x—y V=

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, IL Theil, Seite 255—269;
270-286. Heis §. 65,

18 ’

21. Zwei Zahlen geben zur Summa 48 und zur Differenz 18.
x=383; y=1b.

22. Zwei Zahlen geben zur Summa 30 und zum Quotienten *s.
x=12; y=18.

23. Zwei Zahlen sind sich gleich, wenn man von der ersten 1 sub-
trahirt und zur zweiten addirt, verfihrt man umgekehrt, so wird
die erste das Doppelte der zweiten,

.

x=7; y=25.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
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Eine zweizifferige Zahl durch ihre um 2 verminderte Ziffernsumma
dividirt, gibt 8 zum Quotienten, werden ihre Ziffern in umge-
kehrter Ordnung um 6 vermindert und durch 4 dividirt, so ist
der Quotient gleich ihrer Ziffernsumma.
x = 60; y=4; die Zahl 64.
Eine zweizifferige Zahl durch eine andere Zahl dividirt, die um 3
grosser ist als die 1%/;fache Ziffernsumma der gesuchten Zahl,
gibt zum Quotienten 1'/,; wird zu ihr ihre 3fache Ziffernsumma
addirt, so erhilt man die Ziffern der gesuchten Zahl, aber in
umgekehrter Ordnung.
12.
Differenz, Summa und Product zweier Zahlen verhalten sich
wie 3:5:12.
x=12; y=3.
Die Summa zweier Zahlen durch ihre Differenz dividirt, gibt 8
zum Quotienten und zum Reste 1; ihre 5fache Summa ist gleich
der Differenz ihrer Quadrate.
x=283; y=18,

Die Summa dreier Zahlen ist 20; das '/,fache der ersten, das
!,fache der zweiten, das ';fache der dritten addirt ist gleich
6%, , wihrend das ‘lfachg der dritten und ‘/;fache der zweiten
und */,fache der ersten gleich 3 ist.

x=4; y=17; z=9.
‘Wenn man zum Zéhler eines gemischten Bruches 37 addirt, so
gibt es 14';, und wenn man von seinem Nenner 30 subtrahirt,
so gibt es 14%/,;, und vollzieht man beide Operationen an Zihler
und Nenner zugleich, so erhilt man 16%;.

134/y5.

Es sind 4 Zahlen; addirt man zur Summa der ersten und zweiten
die dritte, so gibt es 25, addirt man zu jener Summa die vierte,
so gibt es 27; addirt man zur Summa der dritten und vierten
die erste, so gibt es 29 und zur nidmlichen Summa die zweite
addirt, gibt 33.
x=5; y=9; z=11; t=13,

Es sind 4 Zahlen; dividirt man die Summa aus der ersten und
zweiten, aus der ersten und vierten, aus der zweiten und vierten

durch die dritte, so erhalt man der Reihe nach als Quotienten 3,
14*
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32,

33.

34.

35.

36.
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2, 3 und als entsprechende Reste 3, 3 und 12; dividirt man
aber die Summa aus der dritten und vierten durch die zweite,
so ist der Quotient 1.

x=12; y=36; z=15; t= 21.

Ein Garten wire ein Quadrat, wire er um 3 Ruthen kiirzer
und um 3 Ruthen breiter, wir er aber um 3 Ruthen lidnger
und um 3 Ruthen schmiler, so wiire er gerade 6mal so lang
als breit. Wie gross ist sein Flicheninhalt?

x=11,4R.; y=5,4R.; 61,5§DR.

Gib mir heute 1 fl. von deiner Baarschaft, sagte der iltere
Bruder zu seinem jiingern, dann hab’ ich gerade noch einmal
so viel wie du; nein, gib du mir lieber 1 fl., sagte dieser, dann
haben wir gleichviel.
x="71; y=51.
Ein Jigerbataillon half einem Infanterieregimente mitten im
Kampfe mit Patronen aus; es gab ihm !/, seines Vorrathes,
dadurch besass das Infanterieregiment fiir den Augenblick gerade
3mal so viel Patronen als das Jigerbataillon. Da aber nur dieses
zum Kampfe kam, so lieferte ihm das Infanterieregiment '/, seines
ganzen Vorrathes ab; dadurch erhielt das Jégerbataillon 5000
Patronen mehr als es urspriinglich hatte.
x = 15000 Patr. ; y = 25000 Patr,

Ein Kaufmann will fiir gutes Tuch geringeres eintauschen; er

fihrt es auch aus, weil er fir 5 Ellen von dem seinigen 8 Ellen

und 2%, fl., und fiir 8 Ellen 12 Ellen und 6'/, fl. baar bekommt.
x=51.40kr.; y=31. 15knr.

Eine Hausfrau kauft zwei verschiedene Kleidungsstoffe um
36 fl. 54 kr.; von dem ersten kostet die Elle 1 fl. 18 kr., vom
zweiten 1 fl. 30 kr; hitte dagegen vom ersten die Elle 1 fl. 30 kr.
und vom zweiten die Elle 1 fl. 18 kr. gekostet, so hiitte sie 1 fl.
ersparen konnen.
x == 10Y,; y = 16%,.

Es sind zwei verschiedene Waaren; 4 Stiick der ersten und 3
Stiick der zweiten kosten zusammen 32 fl. 48 kr.; withrend 27,
Stiick der ersten und 1/, Stiick der zweiten zusammen 181. 24 kr.

kosten.
x=4; y=5,6.
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Zwei Studirende wollen einem armen aber begabten Commilitonen
ein monatliches Stipendium von ihrem Ueberflusse zufliessen lassen
und zwar 12 fl.; der erste konnte das Ganze bezahlen, wenn ihm
der andere die Hilfte seines Ueberflusses gébe, und dieser konnte
das Ganze bezahlen, wenn ihm der erste 2/, seines Ueber-
flusses gibe.

X = 9; y= 6.

Ein Lehrer vermacht nach seinem letzten Willen seinen vier
liebsten Schiillern den vierten Theil seines ganzen Vermdgens
und zwar so, dass der erste und zweite zusammen 3900 fl., der erste
und dritte zusammen 3400 fl., der erste und vierte zusammen
3000 fl,, der zweite und dritte aber nur 2500 fl. bekommen sollen.
Wie hoch war sein Vermdgen? 22000 fl. Vermogen.

x = 24001.; y = 15001.; z = 10001.; t= 600 A.

-
Ein Wirth in Tyrol gab mir den Preis seiner Weine so an:

2 Mass der geringen, 3 Mass der mittlern und 4 Mass der besten
Sorte kosten zusammen 3 fl.; ebenso hochskommen je 4 Mass
der ersten und zweiten Sorte zusammen mit 2 Mass der dritten,
wihrend 5 Maas der ersten und 2 Mass der zweiten und 1 Mass
der dritten Sorte nur 2 fl. 15 kr. kosten.

x=156; y=18; z = 24,

Zwei Wasserbehiltnisse, von denen das erste 336 ¢’ und das
zweite 408 ¢/ Wasser fisst, werden von 2 Rohren gefiillt; fiir
das erste muss die erste Rohre 4, fir das zweite muss sie
7 Stunden fliessen, wihrend die zweite Rohre fiir beide Behalter
je 6 Stunden fliesst.

x=24c¢'; y=40c'.

Zwei Wasserbehilter, von denen der eine 84 ¢/, der andere
204 ¢’ Wasser fiisst, werden von zwei Rohren gefiillt; fiir jenes
lauft die erste Rohre 2 Stunden und die zweite 3 Stunden, fiir
dieses fliesst die erste Rohre 7 Stunden, die zweite 6 Stunden.
Wie lang miissen beide zugleich fliessen, um einen Fischkasten
von 3216 ¢’ zu fiillen?

x=12¢; y=20¢"; 4 Tag 4!/, St.

Ein Goldarbeiter hat 2 Sorten Silber; 5 Mark der einen mit
1 Mark der andern gemischt, gibt 1416thiges, 2 Mark der ersten
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mit 4 Mark der zweiten Sorte gemischt, gibt nur 11lothiges
Silber.
x=15; y=19.
In einer Miinze findet sich blos Feinsilber und 9lothiges; daraus
soll eine Legirung gemacht werden, um grobe Silbermiinzen zu
prigen; diese muss nach dem Miinzvertrage 14,4l6thig sein und
es sollen im Ganzen 4000 Mark legirt werden.
x = 3085,714..; y = 914,285,.

Ein silberner Tafelaufsatz von 36 % verliert im Wasser 3,7 ©;
das specifische Gewicht vom Silber ist 10,47 und vom Kupfer
8,78.

x = 21,76428..; y = 14,2298.
Eine Glocke, gemischt aus Kupfer und Zinn, wiegt 10 Ctr., ihr
specifisches Gewicht ist 8,42, wihrend das specifische Gewicht
fir Kupfer allein 8,78 und fiir Zinn 7,29 ist.

x = 7,90814..; y = 2,09185.

Zwei Toumisten, die Sonntags immer rasteten, haben im Ganzen
48 fl. fir Fahrten ausgegeben und zwar der erste tdglich 40 kr.,
der zweite taglich 48 kr. nach einer durchschnittlichen Berech-
nung; wire der erste so lange auf der Reise gewesen, wie der
zweite, und der zweite so lange, wie der erste, so hitte der erste
gerade */, der wirklichen Ausgabe des zweiten weniger gebraucht.
Wie viel Wochen waren beide auf der Reise?

x = 6 Wochen 4 Tag; y = 4 Wochen 2%, Tag.

In einer Familie hat jeder Sohn noch einmal so viel Schwestern
als Briider und jede Tochter gerade so viel Briider wie Schwestern.
Wie stark ist die ganze Familie?

x=3; y=4; 9

Ein Familienvater war vor 8 Jahren 16mal so alt und wird nach
5 Jahren 3mal so alt als sein altester Sohn.

x=40; y =10,

Drei Briider zdhlen zusammen gerade 100 Jahre; vor 16 Jahren

war der ilteste gerade so alt als seine beiden jiingern Briider

zusammen, nach 4 Jahren wird er mit dem jiingsten zusammen

das Lebensalter des mittlern Bruders um 40 Jahre iibersteigen.
x=42; y=232; z = 26.
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Ein Kaufmann verkauft dreierlei Sorten Tuch; fiir 3 Ellen der
ersten und 4 Ellen der zweiten Sorte bekommt er 33 fl., fur
10 Ellen der ersten und 7 Ellen der dritten Sorte bekommt er
99 fl., und fiir 5 Ellen der zweiten und 3 Ellen der dritten
Sorte bekommt er 43 fl. 30 kr.

x=>5f; y=41. 30kr.; z="TH1.

Jemand hat in seiner Baarschaft dreierlei Sorten Geld; 20 Stiick
der ersten und 27 Stiick der zweiten Sorte machen gerade
98 fl., 30 Stiick der zweiten und 8 Stiick der dritten Sorte
machen ebenfalls so viel, wihrend 45 Stiick der erstem und 7
Stiick der dritten zusammen 103 fl. 15 kr. betragen.

x = 1Thl; y = 1 Fiinffrankenthl.; z = 1 Doppelthl.

An einem Wasserbaue arbeiten 72 Arbeiter um einen Taglohn
von 71 fl. 33 kr.; sie vertheilen sich auf 3 Arbeiterklassen:
1 Arbeiter der ersten Klasse bekommt 1 Thl., 1 Arbeiter der
zweiten Klasse 1 fl. 6 kr., 1 Arbeiter der dritten Klasse nur
42 kr. Taglohn; bekime 1 Arbeiter der ersten 'Klasse einen. um
den ganzen Taglohn eines Arbeiters der dritten Klasse geringeren
Lohn und 1 Arbeiter der zweiten Klasse einen um den ganzen
Taglohn eines Arbeiters der dritten Klasse grissern Lohn, so
betriige tiglich ihr Gesammtlohn 80 fl. 39 kr.
x=11; y=24; z =287
An 4 verschiedenen Plitzen werden 816 Mann mit Schanzarbeiten
beschaftigt; auf jedem Platze soll immer der achte Mann ent-
lassen werden zn anderweitigem Dienste; es blieben im Ganzen
nur 714 Mann, die sich auf die 4 Plitze so vertheilen, dass die
Mannschaft auf dem ersten und dritten Platze zusammen um
28 Mann stirker wire als die ganze Mannschaft auf den an-
dern beiden Pliizen. Es kommt aber aus strategischen Griinden
Gegenbefehl, nach welchem die Mannschaft nicht vermindert,
sondern vermehrt werden soll und zwar auf dem ersten JPlatze
um den vierten, auf dem zweiten Platze um den achten, auf
dem dritten Platze um den sechzehnten und auf dem vierten
Platze um den dritten Mann, so dass im Ganzen 963 Mann
fortan mit Schanzarbeiten beschiftigt sein werden.
x=168; y=200; z = 256; t =192 M.

A und B spielen mit einander; nach Verlauf mehrerer Spiele
hatte A gerade [, seiner mitgebrachten Baarschaft gewonnen,
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und hiitte er noch 9 fl. gehabt, so hitte er das °/;fache von der
Baarschaft des B besessen; sie spielen aber weiter und nun ge-
winot B 7 fl. und besitzt so das 2',fache von der Baarschaft
des A weniger 1 fl.

x=24f.; y=451.

A, B und C haben im Ganzen eine Baarschaft von 110 Thl.;
nach Verlauf einiger Spiele hat B Y/, und C !/, seiner Baarschaft
an A verloren, dieser besitzt nun gerade das ?%,fache von der
dermaligen Baarschaft des B und C; in den folgenden Spielen
hat aber A '/, seiner ganzen Baarschaft und B 3 Thl. weniger
als A an C verloren, so dass dieser gerade so viel besitzt als
beide zusammen.

x=32; y=36; z=42Thl

In drei Féssern befinden sich Reste von Wein; giesst man Y,
des Inhaltes aus dem ersten ins zweite und vom zweiten ‘[
seines nunmehrigen Inhalts ins dritte und aus diesem den
!/, fachen Inhalt ins erste, so enthdlt jedes Fass 40 Mass.

x=54; y=32; z = 34.

Ein Goldarbeiter hat 3 Sorten Gold von verschiedenem Gehalte:
24-, 18-, 12karatiges, welche zusammen 27 Gewichtseinheiten
wiegen; legirt er die erste und zweite Sorte, so bekommt er
20,4karatiges, legirt er die erste und dritte Sorte, so bekommt
er 16karatiges Gold.

x=6; y=9; z=12.

Ein Behilter von 5415 ¢/ hat durch zwei Rohren Zufluss; fliesst
die erste Rohre 10 Stunden und die zweite 15 Stunden, so ist
der Behilter gefiillt; ebenso wird er gefiillt, wenn die erste Rohre
11 Stunden 44,4 Minuten und die zweite Rohre 14 Stunden
geoffnet ist. Wie lang miissen beide zugleich fliessen, um den
Behilter zu fillen?

x = 160; y = 261; Zeit 17 St. 24*'%/,,, M.

Von zwei Capitalien trigt !/, des ersten zu 3, °, und Y, des
zweiten zu 5°, in 9/, Jahren zusammen 373 fl. 6 kr.; der
Rest des ersten dagegen zu 3%, °/, und der Rest des zweiten
zu 4%, °), in 1Y, Jahren 271 fl. 20 kr.

x = 2400 Cap.; y = 3600 Cap,
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Ein Capital von 15000 Thl. steht theils um 3, theils um 4,
theils um 5 %, auf Hypotheken und trigt jéhrlich 560 Thl;
wiirde der erste Theil um 1%/, Thl, der zweite um 1 Thl., der
dritte um !/, Thl. hoher ausgeliehen, so triigen die Zinsen 730 Thl

x = 7500 Thl.; y = 4000 Thl.; z == 3500 Thl.

. Ein Gutsbesitzer hat 48000 fl. Schulden auf seinem Grundbesitze,

der auf 148000 fl. taxirt ist; es bleiben ihm nach Abzahlung
der Zinsen 6720 fl. als Ertriigniss seines Vermdgens; wire seine
Schuld um 18000 fl. geringer und hitte er die iibrigen um */, °f,
niedriger zu verzinsen, so wire das Ertrigniss seines Vermogens
960 fl. hoher.

x=6%; y= 4%, *lo-

Zwei Korper haben eine Entfernung von 3600 Lingeneinheiten;
wenn sie sich in gleichformiger Geschwindigkeit gegen einander
bewegen, treffen sie nach 25 Zeiteinheiten zusammen, bewegen
sie sich aber hinter einander, so treffen sie nach 37,56 Zeitein-

heiten zusammen. -

x = 120; y = 24.

Zwei feindliche Heere stehen nur noch 11 Stunden 30 Minuten
auseinander; bricht das erste um 5 Stunden 45 Minuten friiher
auf als das zweite, so stossen sie in 6 Stunden 7!/, Minuten
nach dem Aufbruch des zweiten auf einander; briche aber
statt des ersten das zweite um dieselbe Zeit frither auf, so stiessen
sie schon in 5 Stunden nach dem Aufbruch des ersten auf ein-
ander. In wie viel Zeit kann jedes Heer diese Entfernung ganz
zuriicklegen?

x = 36 Min.; y = 42%, Min.; 19Y, St.; 16,1 St.
Der Dignand einer Potenz ist 2, von einer andern 3, ihr Pro-

duct 108 und ibr Quotient wird *%,,, wenn der Dignand der
ersten Potenz noch einmal so gross ist.

x=2; y=328.

Anmerkung., Zur weitern Uebung siehe Hofmann, IIL Theil, Seite 81—134;

Heis §. 67.
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¢. Diophantische Gleichungen.

§. 137.

Exrklirung 1. Lassen sich aus den Bedingungen einer Aufgabe
nicht so viele Gleichungen ableiten als unbekannte Grossen vorhanden
sind, so ist die Aufgabe unbestimmt. Denn fir die iberzihlige
Unbekannte lassen sich unendlich viele verschiedene Werthe
willkihrlich aonehmen, und da von diesen auch die iibrigen Werthe
der Upbekannten abhiingig sind, so lassen sich auch fiir diese eben so
viele verschiedene Werthe aufstellen, die theils als ganze, als ge-
brochene, theils als positive und als negative, theils als Null
die Bedingungen der Aufgabe erfiillen.

Gleichungen, die solche unbestimmte Aufgaben zur Ldsung
bringen, heissen diophantisch nach Diophantus von Alexandrien,
der sich ¢. 350 a. ch. n. viel mit solchen Aufgaben beschiftigte.

Erklérung 2. Um die Anzahl dey unendlich verschiedenen Werthe
der Unbekannten zu beschrinken, nehmen wir die Bedingung auf, dass
die zu bestimmenden Unbekannten nur ganze Zahlen oder Null
vertreten.

Anmerkung. Wie schon aus der Stellung dieses Abschnittes ersichtlich ist,
wollen wir uns hier nur mit diophantischen Gleichungen des ersten Grades
beschiaftigen.

§. 138.

Erklirung. Bezeichnen wir mit a, b, ¢ positive, ganze Zahlen,
so haben wir bei einer geordneten Gleichung folgende zwei Fille zu
unterscheiden :

I. Gleichungen, in welchen die Coéfficienten von x und y dasselbe
Vorzeichen haben: '

allgemein:
ax+by=+=e¢

II. Gleichungen, in welchen die Coéfficienten von x und y verschiedene
Vorzeichen haben:

aligemein:
ax —by=+ec.
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Lehrsatz. Haben die Coéfficienten a und b einen gemein-
schaftlichen Factor, so hat ihn auch ec.

Beweis.

Es sei m der gemeinschaftliche Factor, so ist:

% =p und ;bl- = q (p und q ganze Zahlen nach der Voraussetzung),

und

b
2 X~ —y=rund ax _ —b— y = 5 (r u. s ganze Zahlen nach der Voraussetzung),
m m m m

wire nun ¢ nicht theilbar durch m, so wire

= einem Bruche;

Ble

also

c c
r=—und s = —,
m m

da wire eine ganze Zahl einem Bruche gleich, was unmoglich ist.

§. 139.

Erklrung 1. Um eine Gleichung von der Form:
Lax+by=+e,
I ax—by=+te¢,
aufzulosen, verfihrt man also:

1) Man bestimmt aus der gegebenen Gleichung diejenige Unbekannte,
welche den kleinern Coéfficienten hat.

2) Man sondert den als Werth der Unbekannten erlangten Quotienten
in einen gemischten Bruch.

3) Den so gewonnenen Bruch setzt man einer neuen Unbekannten
gleich.

4) Diese neu gebildete Gleichung 16st man in Bezug auf die zweite
Unbekannte auf und verfihrt mit dem neanen Quotienten, wie mit
dem ersten.

\

5) Diese Operation setzt man fort bis man keinen Bruch mehr be-
kommt, sondern lauter ganze Zahlen.

6) Hierauf substituirt man aufwérts steigend die gefundenen Werthe
in allen vorangehenden Gleichungen, bis man die Werthe von x
und y gefunden. Z. B.:
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1.

3x+by=238b

35 -5y 2-—2y

X = 3 =11 —-y+ 3 ef. 1 u 2.
-2

11=2 3 y cf. 3.
2—-3p P

y=—p = l—p—2 cf. 4.

=.-2q

y=2_”—2:—2—‘1.—_1+3q of. 6.

x=38=850+39 15 5g o 6

3
Da hier x und y positive ganze Zahlen sind, so muss: 5q <10,

. 1 .
folglich q <%O, q< 2 und 3q>1, folglich q>§, so ist ¢ =1 und

x=5und y=4.

2.
4x —b5y=1"1T
T+5y 3+y
X = 2 =1+4y+ 2
_ 3+y
4
y=4p—3
x=7-f—5(:1>—3)=20p4~—8=5p__2

Da aunch hier x und y positive Zahlen sind, so muss 4p > 3, folg-

lich p>:31— und 5p> 2, folglichp>%, so ist p=1 und

x=3 und y=1.

Erkldrung 2. Ist nur eine Gleichung gegeben und doch der Werth
fir drei Unbekannnte zu bestimmen, so nimmt man vorliufig eine der

Unbekannten ganz beliebig und lost die Gleichung fiir die beiden
andern auf.

§. 140.
Erklirung. Sind von den verschiedenen Werthen, die x und y haben
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konnen, ein Paar zusammengehorige Werthe bekannt, so lassen sich auch
die andern Paare pach den folgenden Lehrsitzen leicht bestimmen,
1, Lehrsatz fiir die Gleichung:
ax —by==Fe:
Beim Werthe von x den Coéfficienten (b) von y und beim
Werthe von y den Coéfficienten (a) von x gleich oft addirt
oder subtrahirt, gibt die andern Werthe.

Es sei:
x=a, y=§
und
n eine beliebige Zahl (positiv, oder negativ oder Null),
so ist:
x=a-+bn, y=f-+an
Beweis.
Da x=q und y =@, so ist
aec—bg=+c,
und wenn:
x=a-+bn
und
y=@8-+an,
so ist:
ae+abn—-bg—abn=+e,
somit :
ac—bg==c¢,
folglich :
ax —by=++ec.
Z. B. Fiir die gegebene Gleichung:
3x—-by=1,
ist:
x=2, y=1

Addiren oder subtrahiren wir nun beim Werthe von x den Co&ffi-
cienten 5 von y und beim Werthe von y den Coéfficienten 3 von x zum wieder~
holten Male, so ergeben sich noch weitere Werthe, die der gegebenen Gleichung
geniigen.

x= T= 12= W= 2= 27.,
y= 4= T= 10= 13= 16..
x=—8=— 8=—-13=—-18=-23...
y=—2=— b=— 8=—11=—14...

} per addit.

} per subtract.

Der allgemeine Ausdruck fiir alle diese Losungen ist:
x=2+b6n, y=1-+3n,
weil n jede beliebige Zahl, positiv oder negativ oder Null bedeuten kann,
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2. Lehrsatz fir die Gleichung:
ax+by=+te.

Beim Werthe von x den Coéfficienten (b) von y gleich oft
addirt und beim Werthe von y den Coéfficienten (a) von x
gleich oft subtrahirt

oder beim Werthe von x den Coéfficienten (b) von y gleich
oft subtrahirt und beim Werthe von y den Coéfficienten (a)
von y gleich oft addirt, gibt die andern Werthe,

Es sei:

) I=a, y=0,
80 1st:

x=a-+bn, y=g —an (n siche vorigen Satz).
Beweis.
Da x=¢a und y =4, so ist:
_aa+bg="tec,

und wenn:
x=ea-+bn, y=8g—an,
so ist:
ac—+abn+bg —abn=>c¢
somit :
ac+b8==+c,
folglich :

ax+by=+c.
Z. B. fiir die gegebene Gleichung:

7x+3y=37,
ist
x=4und y=3,
ferner
7= 10 = 13 = 16 = 19 . . . p. addit.
=—4=—11=—-18=—-25=—-32 . . . p. subtract.
oder
X = 1= 2= — b= 8=-—-11 ., . . p. subtract,
y= 10= 17= 24= 3l1= 38 ., . . p. addit.
Allgemein:
x=4+4+3n, y=3 —7n,
Beispiele.
1.
18x - 15y =2
_15y+2 2y+2
=~1 =Yt i3
_2y+2

13
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13p — P
y = 3 —6p——l+—2—
=2
1=75
P=2q
2q) —
_15(13q-1)+2
x= 13 =15q—1.
Da q =1, so ist:
x=14=29=44... =14+ 15n
} cf. §. 140, 1.
y=12=25=38... =12+ 13n
2.

18x + 20y = 134 (Factor 2)
9x+ 10y = 67

67 — 10y 4—y
=g =T-vt—g
4—y
9
X=-————-67‘]O(4—-—-—9p)=3—10p.
9
Da q =0, so ist:
x=8=—-17T=—-87T=—57...=3 —20n
}5.140,2.
y::4= 22 = 40 = 58...=4+18n
§. 141.

Erklirung. Wiren aus (n— 1) Gleichungen n Unbeékannte zu be-
stimmen, so eliminirt man die Unbekannten nach den bekannten Methoden,
bis auf eine Gleichung mit nur zwei Unbekannten. Diese wird aufgeldst,
wie die vorangehenden, wihrend die Werthe der andern Unbekannten
durch Substitution gewonnen werden. Z. B.

L x—383y+4z=15
I 2x -3 t+4z=13
N x—2y+4t= 9
IV. x+8y—8t=—2

V.7Tx+6y=19

} z -eliminirt gibt IV.

} t eliminirt gibt:
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19 —7x | 1—x
_1—x
P="%
x=1—-6p
y=Etiq%1EQ=2_7&

Da hier p=20, so ist:

§. 142.

Erklirung. Zuweilen lassen sich zwar ebenso viele Gleichungen
aufstellen als Unbekannte vorhanden sind und doch ist eine Aufgabe
nicht bestimmt, sondern unbestimmt (diophantisch). Dies ist immer
da der Fall, wo die Bedingungen, aus welchen die Gleichungen her-
vorgehen, nicht wesentlich von einander verschieden sind.
Z. B.

1.
1212 11 11
x+y b x—z 2 y+z 3
b=x+y | 2=x—1z | 3=y-+z
b=x+4y
3=1z+4y
2 =1x — z (wie die 2. Gleichung).
x=241z
x=4
y=1
z =2,
2.

Es sind drei, Zahlen; die Summa aus der ersten und zweiten = 20,
die Summa aus der zweiten und dritten = 50 und die Differenz aus der
dritten und ersten = 30 i. e.

U Lx+y=20 L.
y elimiminirt, gibt IV = IIL

I, y+z =50
I, z — x =30
IV. 2 — x = 30

x=15; y=156; z = 45.
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§. 143.

Erkldrung. I assen sich fiir die unbekannten Grossen keine Werthe
anffinden, die den in der Aufgabe gestellten Bedingungen geniigen, so ist
die Aufgabe imagindr. Imagindr sind alle Aufgaben, die fiir die Un-
bekannten rationale, positive, ganze Zahlen fordern und doch nur
irrationale, negative oder gebrochene Zahlen bei der Lgsung
liefern; ferner alle Aufgaben, deren Bedingungen sich geradezn wider-
sprechen. Z. B.

1) Es sind drei Zahlen; die Summa aus der ersten und zweiten = 14,
die Summa aus der zweiten und dritten = 16 und die Differenz aus
der ersten und dritten =8 i. ¢

I x+—y=14

eliminirt gibt IV :
l.y+7z=16 } y g

-t

I x —z= 3
—— 4 addirt, gibt.
IV. Z —X= 2

V. 0 = 10 unmiglich!
2) Jemand hat in seinem Garten 3mal so viel Apfelbdume als Birn-

baume, von diesen sind ihm 5 und von jenen 7 erfroren, und es
bleiben ihm nur noch halb so viel Birnbdume als Apfelbiume i. e.

3x -7
2
3x-7=2x-10

== X -

x = — 3 unméglich!
§. 144.
Diophantische Aufgaben.
L
1 5x— 6y= 5 { }’f::
2 1lx— by= { ;Zi
3. 15x— 7y= 1 { ;Z;
4 18x—16y=—6 { ;:i::'
5, 10x —25y=—5 { ;:;

Weber, Algebra. 15
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x= 8...
6. 9x4+10y= 2 {y:-—7..
x= 3...
7. 19x+ 21y =141 {y——: 4...
x= —4...
2 = —
8 21x+ 8y= 4{y= 10..

Anmerkung. Die andern Werthe lassen sich nach §. 140, 1 und 2 genau be-

stimmen,

10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

II.

Ein Landwirth kauft um 100 fl. Schafe, die einen kosten & Stiick 8,
die andern a Stick 10 fl.
x=5; y=6.
Theile die Zahl 157 so in zwei Theile, dass der eine durch 11
dividirt 1 und der andere durch 8 dividirt 2 zum Reste gibt.
x=67; y=90.
Eine Gesellschaft aus Herrn und Damen braucht 7 fl. 48 kr.;
auf jeden Herrn kommt 1 fl. 12 kr., auf jede Dame nur 36 kr.
x=4; y=25.
Jemand erhdlt 322 fl. 48 kr. in Dukaten (a 5 fl. 36 kr.) und
Friedrichsd’or (a 9 fl. 57 kr.).
x=16D.; y= 24Frd.

Ein Tourist half einem andern, mit dem er unterwegs zusammen-
traf, gelegentlich mit 12 Kreuzer aus; wie sie sich trennen
miissen, will dieser jenem die 12 Kreuzer zuriickzahlen, er hat
aber nur Thaler (1 fl. 45 kr.) und jenmer nur Kronenthaler
(2 fl. 42 kr.). Wie konnen sie sich helfen?

x = 9 Krthl.; y = 14 Thl.

Ein Landwirth kauft 56 Scheffel (bayr.) Samgetreide, Gerste
a 12, Korn & 18 fl. und Weizen a 21 fl., in Summa um
996 fl.
x=10; y=380; z = 16.
Es sind drei Zahlen; multiplicirt man die erste mit 7, die zweite
mit 8, die dritte mit 11, so ist die Summa aller Prodacte = 82.
x=2...; y=38...; z=4...

Die Summa dreier Zahlen ist 26 und die Differenz aus der

dritten und ersten ist gleich der Summa aus der ersten und
Zweiten.
x=4...; y=T7...; 2=15...
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17. Vier Zahlen geben zur Summa 14 und das Doppelte der zweiten,
das Dreifache der dritten und das Vierfache der vierten zur ersten
addirt = 40.

x=2...5y=38...; z=4...; t=5...

Anmerkung. Zur weitern Uebung siche Hofmann, IL Theil, Seite 250 —254;
Heis §. 77 u. 79.

d. Differenz- und Quotientengleichungen.

§. 145.

Erklfrung 1. Eine Differenzgleichung oder arithmetische
Proportion ist die Gleichstellung zweier arithmetischen Ver-
hiltnisse.

Der allgemeine Ausdruck ist:

a—b=c—d.

Erklirung 2. Eine Quotientengleichung oder geometrische
Proportion ist die Gleichstellung zZweier geometrischen Verhilt-
nisse.

Der allgemeine Ausdruck ist:

atb=c:d

Lies bei der Differenz- wie Quotientengleichung: a verhilt sich zu b,
wie ¢ zu d.

Erkldrung 3. Jede Seite einer Differenz- oder Quotientengleichung
heisst Verhidltniss. Das arithmetische Verhiltniss stellt fest, um
wie viel (Differenz), das geometrische wie viel mal eine Grosse
grosser ist als eine andere (Quotient). Die entwickelte Differenz und
der entwickelte Quotient heissen die Exponenten der Verhiltnisse.

Zwei Verhaltnisse sind einander gleich, wenn sie gleiche
Exponenten haben.

Erklirung 4. Jedes Verhiltniss besteht aus zwei Gliedern, aus einem
Vorder- und einem Hintergliede, und jede Proportion aus zwei Ver-
hiiltnissen; je zwei Vorder- und je zwei Hinterglieder heissen homolog.
Das Vorderglied der linken und das Hinterglied der rechten Seite
heissen auch die beiden &dussern Glieder; und das Hinterglied der
linken und das Vorderglied der rechten Seite heissen die beiden innern
Glieder.

15*



228 Dritter Abschnitt. §. 145 u. 146,

Ein Verhiiltniss heisst steigend oder fallend je nachdem das
Hinterglied grosser oder kleiner ist als das Vorderglied.

Erklirung 5. Sind die beiden innern Glieder einander gleich,
so heisst die Proportion stetig oder discret.
In einer stetigen Proportion heisst das mittlere Glied die mittlere
Proportionale (arithmetisches und geometrisches Mittel).
La—b=b—c¢

oder
a—b—ec
II. a:b=Db:c
oder
a:b:ec.

Erklirang 6. Sind mehrere gleiche geometrische Verhilt-
nisse zusammengestellt, so heisst die Proportion continuirlich- Z. B.

a:b=c:d=m:n=p:q.

Erklirung 7. Zwei Zahlengrissen heissen gerade proportional,
wenn dieselben so in Beziehung zu einander stehen, dass mit dem
Wachsthum der einen auch die andere verhédltnissméssig
wédchst oder mit der Abnahme der einen auch die andere ab-
nimmt, z. B, Capital und Zinsen, Waaren und ihre Preise, Arbeit und
Lohn u. s. w.

Zwei Zahlengrossen sind umgekehrt proportional, wenn die-
selben so in Beziehung zu einander stehen, dass mit dem Wachsthum
der einen die andere verhédltnissméssig abnimmt oder mit der
Abnahme der einen die andere zunimmt. Z. B. die Menge der
zu verpflegenden Menschen und die Dauer der Nahrungsmittel, die Menge
der Arbeiter und die erforderliche Zeit u. s. w.

L
§. 146.
Lehrsatz 1. 1In jeder arithmetischen Proportion ist die

Summa der #ussern Glieder der Summa der innern Glieder
gleich.

-

Gegeben:
a—b=0c—4d

80 ist: a+d=>b-4ec.
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Beweis.
Es ist:
a—b=c¢c-—d,
addirt man auf beiden Seiten b -+ d, so ist:
(a —b)+ (b+d) = (c — d) + (b + d)
folglich:
a+d=>b+ec.

Zusatz. Sind in einer arithmetischen Proportion drei
Glieder gegeben und ein dusseres oder inneres Glied ge-
sucht, so erhdlt man:

1) das dussere Glied, wenn man von der Summa der innern das
gegebene dussere subtrahirt: :
b+c)—a=d,
und
2) das innere Glied, weon man von der Summa der &ussern das
gegebene innere subtrahirt:
(a+d)—b=c.

Lehrsatz 2. Sind zwei Summen als gleich gegeben, so bildeng

die Summanden der einen die dussere und die Summanden der

andern Summa die innern Glieder.

Gegeben:
a+d=b-+c
50 ist: a—b=c—d
Beweis, nach Lehrsatz 1.
§. 147.

Lehrsatz, Die mittlere arithmetische Proportionale (arith-
metisches Mittel) ist gleich der halben Summa der beiden ge-
gebenen Zahlen.

Gegeben:
a—b=b—c¢
80 ist: b=a';:°
Beweis.
Ist
a—b=>b—c¢,
80 ist:
2b=a-+c,
folglich:

b="27"2 (beide Seiten mit 2 dividirt)
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Zusatz. Die Summa mehrerer Zahlen durch ihre Anzahl
dividirt, gibt ihr arithmetisches Mittel.

Es sei die Anzahl der Summanden a, b, ¢. d... etwa n und m
das arithmetische Mittel, so ist:

m_a.--}-b+c+d+...
= . .

1I.
§. 148,
Lehrsatz 1. In jeder geometrischen Proportion ist das

Product der beiden Hussern Glieder gleich dem Producte der
beiden mittlern Glieder.

Gegeben:
a:b=1c:d,
¥50 ist: ad=hbe.
Beweis.
‘Wenn
a:b=c¢c:d,
80 ist:
a_c
b~ d
und
bd b
aT_ = —§~d— (p. Multipl. auf beiden Seiten mit b d),
folglich:
ad=bec.

Zusatz. Sind in einer geometrischen Proportion drei
Glieder gegeben und ein Zusseres oder inneres Glied ge-
sucht, so erhilt man:

1) das dussere Glied, wenn man das Product der beiden
mittlern durch das gegebene dussere dividirt:

be _

o=

d
und
2) das innere Glied, wenn man das Product der beiden dussern

durch das gegebene innere dividirt:
ad

-— =2C

b
Anmerkung. Auf diesen Satz griindet sich das Verfahren bei der Regel-de-tri.
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Lehrsatz 2. Sind zwei Producte als gleich gegeben, so
bilden die Factoren des einen die dussern und die Factoren des
andern die innern Glieder.

Es sei:
ad=>be
80 ist: a:b=-c:d
Beweis.
‘Wenn
ad=be,
80 ist:
:-:'-il = g—g (p. Divis. auf beiden Seiten mit bd),
und
a_°
b~ d°’
folglich:
a:b=-c:d
§. 149.

Lehrsatz. In einer stetigen geometrischen Proportion ist
die mittlere geometrische Proportionale gleich der Quadratwurzel
aus dem Producte der beiden idussern Glieder.

Gegeben:
a:b=">b:c
80 ist: b:=ac
und
b= Va.c.

Zusatz, Ist eine Zahl die mittlere geometrische Pro-
portionale zu zwei andern Zahlen, so ist ihr Logarithmus
die mittlere arithmetische Proportionale zu den Logarith-
men der beiden andern Zahlen.

Gegeben:
a:b:ec
50 ist: logh = lig-l';—]og—c.

Anmerkung. Auf diesen Satz griindet sich die Berechnung der Logarithmen.

§. 150.

Lehrsatz. In jeder geometrischen Proportion kann man
die innern und #ussern Glieder beliebig vertauschen:
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atb=oc:d
a:c=>b:d
d:b=c:a
d:c=b:a
c:a=4d:b
b:a=4d:c
c:d=a:b
b:d=a:ec.
Beweis.

Jede dieser Proportionen gibt

ad="be cf § 148, 1
folglich auch:
a:b=-c:d ecf § 148, 2.

damit sind auch die 7 andern Proportionen bewiesen, weil sie auf der Gleichung

ruhen :
ad=be.

§. 151.
Lehrsatz, Ist in einer geometrischen Proportion

a:b=c:d
1) a ebenso gross oder grosser oder kleiner als b, so ist
auch c¢ ebenso gross oder grosser oder kleiner als d;
und ist
2) a ebenso gross oder grdsser oder kleiner als ¢, so ist
auch b ebenso gross oder grosser oder kleiner als d.

Beweis zu 1.

Ist
a=">b, oder a >b, oder a<lb,
§0 ist:
a a a
T=1y n _b_>1’ ” T)"<l
Da aber
a_° a_° a_c
b - d’ ” b - d’ ” b — d,
so ist auch:
c c [
’&"—l! " "&‘>l, » "d_<1’
folglich:
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Beweis zu 2

ist ganz wie der vorstehende, weil sich in jeder Proportion das zweite und dritte
Glied vertauschen lassen. cf §. 150.

§. 152.

Lehrsatz 1. In einer geometrischen Proportion verhilt sich
die Summa oder Differenz des ersten und zweiten Gliedes zum
zweiten oder ersten Gliede, wie die Summa oder Differenz des
dritten und vierten Gliedes zum vierten oder dritten Gliede.

Gegeben:
a:b=-c:d
so ist auch: I a+b:b=c+d:d
II.atb:a=ct+d:ec
Beweis zu I.
Es ist
a_°
» 4’
so ist auch:
a c
—+1=— . §. R
b_1 dil cf. §. 5 u § 10,
ferner:
a b c d
—t—=—+4 -~ cf. §. Zus. 2,
Iy =7t of 546, Zus. 2
und
atb ctd
b — a
folglich:
atb:b=ct+d:d

Beweis zu II

lasst sich gerade wie der vorstehende entwickeln.

Lehrsatz 2. In einer geometrischen Proportion verhilt sich
die Summa oder Differenz der Vorderglieder zur Summa oder
Differenz der Hinterglieder wie ein Vorderglied zu seinem Hin-
tergliede.

Gegeben :

80 ist auch: atc:btd=a:b
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Beweis.
‘Wenn

a:b=oc:d

8o ist auch:
a:c="b:d cf. § 150,
und
atc:a=b+td:b cf § 152, 1,

folglich:

atec:b+td=a:b cf § 150.

Lehrsatz 3. In einer continuirlichen geometrischen Pro-
portion verhilt sich die Summa aller Vorderglieder zur Summa
aller Hinterglieder wie ein Vorderglied zu seinem Hintergliede.

Gegeben:
a:b=c:d=m:n
80 ist auch: a+c+m:b+d-+n=a:bh.
Beweis.
Da
a:b==c:d

so ist auch:
a-+c:b+4+d=a:b cf vorigen Satz,

und da
a:b=m:n
so ist auch:
a+c:b+d=m:n,
folglich :

a+c+m:b+d-+n=a:b cf vorigen Satz.

§. 153.
Lehrsatz, Eine geometrische Proportion bleibt unveréndert,
wenn man:
1) die Glieder eines Verhiltnisses, oder
2) zwei homologe Glieder, oder
3) alle Glieder mit der nidmlichen Zahl multiplicirt oder

dividirt.
Gegeben:
a:b =c:d
80 ist: 1. —a—:L=c:d,
m m
2. a.:l:c:—d-—,
P P

3., an:bn=cn:dn,
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Beweis zu 1.

‘Wenn
a:b=c:d,
so ist:
a.d=>b.c
und
a.d b.c
m  m
folglich:
a b
—t—=uc:d
m m

Die Beweise zu 2 und 3 ebenso.

Zusatz 1. Briiche mit gleichen Nennern verhalten sich
gerade wie ihre Zahler; Briiche mit gleichen Zihlern ver-
halten sich umgekehrt wie ihre Nenner.

2
b

a

c a
1. .—b—._.a..c, 2.—b-.-é—...c.b.

Zusatz 2. Irrationale Zahlen lassen sich wie Briiche
betrachten (§ 89) und ebenso behandeln.

§. 154.

Lehrsatz. Eine geometrische Proportion bleibt unverindert,
wenn man alle Glieder mit derselben Zahl potenzirt oder
radicirt.

Gegeben:
a:b=c:d
s0 ist aunch: 1. am:bm™ = cm:dm,
m m m m
2. Va:Vb=Ve:Va
Beweis zu 1.
Wenn
a:b=c:d
80 ist auch:
a ¢
b~ d
und
a\™ c\™
(;—) = (TD (beide Seiten mit m potenzirt),
oder
am cm
: =
folglich:

a™:b™ = ¢™:dm.
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Beweis zu 2.

Wenn
a _ C
b~ d’
so ist auch: -
\/ % = \/3 (beide Seiten mit m radicirt),
oder
Va_Ve,
Vv Va
folglich :

Va:Vi=Ve:Va

§. 155.

Lehrsatz 1. Aus einer Reihe von geometrischen Proportionen
erhilt man eine neue Proportion, wenn man alle gleichstelligen
Glieder mit einander multiplicirt oder dividirt.

Gegeben:
a:b==c:d
a:ﬂ:y;a
m:n=27p:q
so ist auch: acm:bgn=cyp:ddq
Beweis.
Wenn
2 _°
b d
und
e _ 7
g8’
und
m_Pr
n_ q’
so ist auch:
aam cyp . . .
= —— (p. Itipl.
bgn ddgq (p. Multipl. auf beiden Seiten),
folglich:

aem:bgn=cyp:ddq.

Zusatz. Sind die gegebenen Proportionen stetig, so er-
hilt man aus der Multiplication der gleichstelligen Glie-
der wieder eine stetige Proportion.

Gegeben:
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a:b:ec
a:f@:y
m:n:p

so ist auch: aem:bgu:cyp.

Lehrsatz 2. Ist je ein dusseres und inneres Glied von
einer Proportion je einem #dussern und innern Gliede der an-
dern Proportion wechselweise gleich, so stehen alle tibrigen
Glieder in Proportion.

Gegeben:
a:b=-c:d
m:a=p:c¢c
so ist auch: m:b = p:d
Beweis
. a C
Es ist: T
und IE'=£9
a [
ithin auch - R
mithin auch: a b-——c'do
d 2=t
unc b - d ’
folglich :
m:b=p:d

Zusatz. Haben mehrere auf einander folgende Propor-
tionen einige Glieder gleich, so kann die daraus gewon-
nene Proportion abgekiirzt werden.

Gegeben:
1. a:b=c:d
m:b=c:n
so ist auch: a:m=d:n.
2. a:b=c:d
a:m=n:d
80 ist auch: m:b=c:n.
3. a:b=rc:d
m:n=d:g
. p:q=g:h
80 ist auch: amp:bngq=¢:h.

Anmerkung. Geometrische Verbaltnisse sind Quotienten, lassen desshalb

eine doppelte Schreibweise zu (a:b oder —:—); die eine der andern vorzuziehen ist wissen-
schaftlich unbegriindet.



238 Dritter Abschnitt. §. 156 u. 157.

[I. Gleichungen vom zweiten Grade.

§. 156.

Erkldrung 1. In Gleichungen vom zweiten Grade oder quadra-
tischen Gleichungen erscheint die Unbekannte in der zweiten Potenz.

Jede quadratische Gleichung lisst sich als ein Product zweier
einfachen Gleichungen mit derselben Unbekannten be-
trachten.

Erklirung 2. Wie alle héhern Gleichungen zerfallen auch die
quadratischen in reine und unreine oder gemischte. Eine quadra-
tische Gleichung heisst rein, wenn sie ausser der Unbekannten in zweiter
Potenz nur bekannte Grissen enthilt; enthidlt sie dagegen die Unbe-
kannte in zweiter und in erster Potenz, so heisst sie unrein.

a. Quadratische Gleichungen mit einer
Unbekannten.

«. Reine quadratische Gleichungen.

§. 157,

Erklirung 1. Die allgemeine Form fiir eine reine quadratische
Gleichung ist:
x*+q=0.
Um eine solche Gleichung aufzuldsen, bringt man sie auf die ein-
fachste Form, schafft die Unbekannte auf die eine, die Bekannte auf die
andere Seite. Hierauf radicirt man beide Seiten der Gleichung.

Ist q positiv, so bekommt man fiir x zwei reelle Werthe (po-
sitiv oder negativ) §. 90, 1; ist dagegen q negativ, so ist der Werth
von x imagindr §. 90, 4.

Ist
*=1q
80 1ist: _
I. x=di,
1I. !='_I‘_V —q

==+iV7q.
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Erkldrung 2. Reine Gleichungen hoherer Grade (3., 4..., n Po-
tenz), werden wie die quadratischen geldst.

Es sei
x" =g
80 ist:
n
x=Vyq
§. 158.
Beispiele.
1. 2.
4x? £? x?
= _12=0 X =X
3 3 12 m
4x* —36= 0 4x* — 3xt= 144
4x* = 36 .
x? = 144
x*= 9
X :+3 | X :i12.
3.

4mx? —§7m3

Vm® _x?

4mx? —3Tm?® —TmP+7mx*=0
11mx® =44 m?

4m®
11m

x=+2m.

—TmVu'—x*=0

2

x 4m?

]

4.

V5+V12+V6+ Ve+r19= 3

5+\/12+VS+Vx’+19= 9.

12+Ve+Vrr19= 16
6+ Vx'+19= 16

x*+ 19 = 100

x}= 81

x=+9.
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5.
66

11—+ x*
sVU+s + 11 +x =66
sVil+x2 =55 —x°
11 x*+ x* = (55 — x)*
11 x% 4 x* = x* — 110 x% + 3025
121 x* = 3025

x—«LVH-rx _‘/

=25

-
1]
—

2v3x2+9+x=5.\/3?$v9——5x
6x=3V3x*+9
36x*=90Bx*+9)
36 x? = 27x*+ 81

9x? =8l
x?=9
x = 3.
7.
243 _
3§+33— —i-_2:5
..43 ‘)43
24—§+03—25+10 Z*f’._z+2‘*—f’_.2
x* X
10 == 10 %?—2
100=100(g—4;—3_2)
...3
1= 4 2)
243
=%
3x? =243
243
.—'—:
X 3 81
x =109,
per substit. links: 28413+33 -2}§ -2=V3+33 - VA
=6—-1=5

rechts: = 5.

§. 158.
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8.
Vi _ 1 1
2 Vi xr 1+VI1- x
Vis=1+Vi—y-1+VI- <
Vi3=2V1 - x*
13:4—4!2
4x*= -9
x?= 5
- 4
x:i \/ -—-%
9. 10.
81 — 15x3 23 2x% -1
\/xs 4 32 3
_ 360x® — 64x%*+4 32 =69
81=3Vx" 206 x° — 37
27 = V% o831 _ 1
27 — x3 296 8
1
v 3:! x:—2—.
§. 159.
Aufgaben.
1.
2
1. §—3-— x=+5
15
2
2. X x:‘i‘m\/

a *

11 — x 8 e
Ty Tihixx =T
4. 2V - 3+3Vx'+3=VI3x + 15. x=+V3

x— 2 4

4+ ——=0 = 4i.
5 5 +x+2 x
6. x+2°—7V4 —18x=(5—3*-Tx x=2
7. Vi6—x*+Vie+x*=2V8. x =4
8. L_— .1_,_~__—E'=0. x=mv_§.

m—Vm-x m+Vm -1t I 2

16

Weber, Algebra.

241
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1 1
9. a—DNx= — —. x=\/ s
¢ ) 1—-V2—_x* x+V2z_x? a—1
a(a —b) (b—a2a)b
, 2@—b) R =2b
10 x—a.-b+a'+b = x
V1+5x'+~z—x
11. ——~———-———1——=2. x = 4.
V1+5x’-——2—x
: — -1
12.—1—H-——Va+x‘=x. =2
2Va+ x? 2
2 T__ .t
g, D _x+ Vet Y]
a x— Vxi_a®
= = 2
“ Vi Vi=Vi+Vx- _V;_. x=1
v:—-l—Vx
2 S—
15. —?—f_._=\/a’+x’+x. 1= —,
Vai+x* VA
2 2
16. m+1— 3_:2,__2=\/§;;_+m2_& x=m.
Anmerkang. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, III. Theil, Seite 49—b51;
Heis §. 69. A.
1L
17. Das Product aus dem ?/,fachen und %,fachen ein- und der-

18.

19.

20.

21.

selbigen Zahl ist gleich 5Y,.
x=1
Der Umfang eines rechteckigen Gartenhauses soll 180 ' ein-
nehmen und die Langseite °/,mal so gross sein als die Breite.
Breite = 12; Linge 15.

Eine Zahl um 4 vermehrt und vermindert; die dadurch ent-
standenen Zahlen mit einander multiplicirt gibt 105 zum
Producte.

x = 11,
Jemand hat von einer Waare eine gewisse Anzahl Pfunde; er
soll davon 7 Loth an einen Zweiten ablassen und braucht hiezun
die Hilfte mal ', seines Vorraths.

x = 1%/, Pfd.
Zwei Zahlen verhalten sich wie 5:7; ihr Product ist 1260.
x=6; 30 u, 42.
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22,

23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

II. Grad mit einer Unbekannten, 243

Der Flicheninhalt eines Exercirplatzes betrigt 10 bayerische
Tagwerk (& 40,000 [ ]); die Linge ist 1°j;mal so gross als
die Breite.

Lange 800'; Breite 500’

Ein Wiirfel hialt 166,375 C’.
x = §,5.

Drei Zahlen verhalten sich wie 2:5:11; die Summa ihrer
Quadrate ist 3750.

x = b.

Zu einer Zahl 1 addirt, von dieser Zahl 1 subtrahirt, die Summa
darch die Differenz dividirt und die Differenz durch die Summa
und schliesslich beide Quotienten addirt, gibt zur Summe 2'/2.

x=3.

Ein Product besteht aus den Factoren 7 und 9, wenn man den
ersten Factor um eine gewisse Zahl vermehrt, den zweiten um
das °/,fache dieser Zahl vermindert, so ist das neue Product
um 57, kleiner.

x=2.

In einer Fabrik sind 27 Arbeiter in zwei Abtheilungen beschif-

tigt; ein Arbeiter der ersten Abtheilung erhdlt monatlich 3mal

so viel und ein Arbeiter der zweiten Abtheilung 4mal so viel

Gulden (Thaler) als Arbeiter in seiner Abtheilung sind und der

Lohn aller Arbeiter der ersten Abtheilung ist gleich dem

1'%/, fachen vom Lohn aller Arbeiter der zweiten Abtheilung.
155 12.

Zwei Briider haben zusammen 4000 fl. ausgeliechen und beziehen
jahrlich gleichviel Zinsen; der é&ltere erhielt fiir sein Capital
zu den Proceuten des jiingern 125 fl., und der jiingere zu den
Procenten des dltern nur 45 fl. jiahrliche Zinsen.

2500, 3%, und 1500, 5.

Bei einer Hopfenanlage in Quadratform hatten je 2 Sticke
immer 4’ Entfernung; die Stocke werden umgesetzt, weil sie zu
eng an einander waren, die Entfernung soll 5 werden und es
werden dadurch 3600 Hopfenstangen erspart. Wie gross ist die
Hopfenanlage ?
x = 400; 4 Tagw.
16*
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30. Ein Rechteck ist um das 2'/;fache linger als breit; es soll mit

31.

2’ langen und 1,5’ breiten Steinplatten belegt werden, da aber
nur Platten in Quadratform zu haben sind, deren Seite 1,5’ be-
trigt: so braucht man hiezu 361 Steinplatten mehr. Wie lang,
wie breit ist das Rechteck, wie viel Steinplatten in beiden
Fillen?
x = 38’ Breite, 85,5’ Linge.
Zwei Boten eilen von einem Orte aus auf 2 Strassen, die mit
einander einen rechten Winkel bilden; die Geschwindigkeit des
einen ist 4 und des andern 3. Wann betrigt ihre Entfernung
180 Lingeneinheiten?
x = 36.

g. Gemischte quadratische Gleichungen.
§. 160.

Erkldérung 1. Die allgemeine Form einer auf Null reducirten ge-

ordneten unreinen quadratischen Gleichung ist:

x*4+px+q=0.

In dieser geordneten Gleichung konnen p und q positive oder

negative, ganze oder gebrochene, einfache oder zusammen-
gesetzte bekannte Grissen vorstellen.

Lehrsatz. Jede unreine auf Null reducirte quadratische

Gleichung lisst sich in ein Product zweier einfachen auf Null
gebrachten Gleichungen auflésen.

Es seien fiir

*+px+q=0

die einfachen Gleichungen

80 ist:

Ist

80 ist:

und

x—a=O0und x —b=0

x*+px+q=(x —a)(x —b).

Beweis.
x—a=0und x—b=0,

0= (x—1a)(x—D)
=x~(a-+b)x+ab

x*+px+q=0,

folglich auch:
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x*+px+q=x*—-(a+b)x+abd
:(x—a)(x—b)
ferner ist:
a-+b= —p
und
ab=gq,

beide Werthe in die vorletzte Gleichung rechts eingesetzt, gibt
' 2 +px+q=x*+px+aq
Erklarung 2. Da nun aus der Gleichung

x—a=0, x=a

und aus der Gleichung
x—b=0,x=bD

ist, so sind a und b auch die Werthe (Wurzeln), welche in die Gleichung
*+px+q=0

eingesetzt, dieser Gleichung geniigen.

Erklirung 3. Aus dem vorstehenden Lehrsatze ist desshalb auch der
Grund zu entnehmen, warum jede quadratische Gleichung im Allgemeinen
zwei Resultate (Wurzeln) bat.

Zusatz 1. In jeder geordneten quadratischen Gleichung enthilt
das er:te Glied das Quadrat der Unbekannten, das zweite Glied
die erste Potenz der Unbekannten mit einem Coéfficienten
als Summa der beiden Wurzeln dieser Gleichung und das dritte
Glied enthiilt ¢ein Product aus den Summanden des Coéfficienten im
sweiten Gliede.

Zusatz 2. Die Summa der Wurzeln einer gemischten quadra-
tischen Gleichung ist gleich dem Coéfficienten der Unbekannten
des zweiten Gliedes, aber mit entgegengesetzten Vorzeichen;
und das Product der Wurzeln einer gemischten quadratischen Glei-
chung ist gleich ihrem dritten Gliede.

Wenn

x*+px+q=(x—a) (x—b)
80 ist: 1 a+b=-1p

2. ab =q.

Zusatz 3. ,Wie sich jede unreine auf Null reducirte quadratische
Gleichung als ein Product zweier Factoren darstellen lidsst,
welche aus der Differenz der Unbekannten und je einem Re-
sultate (Wurzel) bestehen, so lisst sich jedes Trinomium in ein
Product zweier Factoren verwandeln. Z. B.

?+3x—-28=(x—4) @+
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§. 161.

Lehrsatz. Die Unbekannte einer geordneten unreinen
quadratischen Gleichung ist gleich dem halben Coéfficienten
ihres zweiten Gliedes mit entgegengesetzten Vorzeichen, + oder —
die Wurzel aus der algebraischen Summa des Quadrats dieses
halben Coéfficienten und der alleinstehenden bekannten Grosse.

Es sei
x*+px+q=0
80 ist: x = - —p+Vp —4q _
Beweis.
Es sei

x*+px+q=(x —a)(x —b) (§ 160),
30 ist auch:
Lad+b=—p
und
iI. ab =q.

Um die Werthe fiir a und b aus der gegebenen Gleichung zu bestimmen,
wird die Gleichung I quadrirt und von ibr hierauf das 4fache der Gleichung II
subtrahirt :

a?+2ab+ b?=p?

4ab = 4q
gibt: a’—2ab—+b®=p* -4q
oder III: a —b=Vp*—4q (beide Seiten radicirt).

Die Addition von I und III gibt:

@+b+@-b=—p+Vp—4q
2a=—p+Vpi-4q
- R e 4 S T

2

Durch Subtraction III von I erhédlt man:
@+b—@-b=—p—Vp-4q
2b=—p— Vp'—4q
—p—Vri-4q
5 .

Werden die Werthe von a und b in die rechte Seite der Gleichung ein-
gesetzt, so ist:

b=
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2+px+qg=(x—a)(x—h) .

=(x_~1>+\2/v_’j4—q)(x_ ~p—\gla’—:z—ti)_

Da aber
x*+px+q=0
ist, so muss auch:
entweder x — a oder x —b =0

sein, §. 35, Zus. 2,

Es ist also entweder:
—p+ Ve —4q_,

X 2
und L
_—p+ Ve —4q
2 ,
oder: o
==Vt —4q_,
2
wnd L
- —p—Vpi—4q
5 .
Demnach ist allgemein
_—rt Vi —4q
- 2

fir die gegebene Gleichung:
x*+px+q=0.

Anmerkung. Statt
—pt V- 4q
2

p 2
—**i\/%- —q

2
Der Ausdruck %— heisst die quadratische Ergédnzung.

kann man auch schreiben

Zusatz. Enthilt das Quadrat der Unbekannten einen Coéfficienten m
in der allgemeinen Gleichung, d. h. es sei
mx*+px+q=0,
so0 ist:

—4—‘”‘-1-q =0

wnd L
_—ptVpi—4q
=g
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Erklirung. Bei den reinen quadratischen Gleichungen sind
die beiden moglichen Wurzeln einander gleich aber entgegen-
gesetzt; bei den unreinen quadratischen Gleichungen da-
gegen konnen sie entweder gleich oder von einander verschieden
sein und beide positiv oder auch negativ werden.

Die Wurzeln sind
2

1) reell verschieden, wenn l;- —q positiv,
2
2) imagindr verschieden, wenn };——q negativ,
2
3) reell und gleich, wenn %———q Null ist.

§. 162.

Erklirung. Es gibt einige Arten von Gleichungen, die zwar die
Gleichungen des zweiten Grades iibersteigen, die sich aber auf

quadratische Gleichungen reduciren lassen durch einfache Sub-
stitution.

Ihre allgemeinen Formen sind:
L x>+ px"+4q=0.

2n

II. v:(-l-pv‘?-l—q:().

Auflosung fiir I.
Man setzt

=y,
£80 ist:

x‘Zn — yl;
und durch Substitution dieser Werthe :
y*+py+q=0,

mithin: o
_ —ptVpr—4g
y=—— "
Nun ist aber:
y=x";
demnach:
Vy =X,
folglich:

,___\“/—prt\/p_‘_—?i,
)



§. 162 u. 163. 11, Grad mit einer Unbekannten.

Auflssung fiir IL.
2n
Man setzt: Vi=z,
80 ist: \“/; = 2%,

und durch Substitution dieser Werthe:
2*+pz+q=0,

mithin : ,_—ptVei—4q
3 .
2n
Nun ist aber: =V,
2n —_—
— —p+ 2 __ 4
demnach: x = ~~P_:121_>______q .
. o ViE o daNer
folglich : - (.__PJL_J)
§. 163.
Beispiele.
1.

43" - 20x+16=38x>—Tx—6
' —13x+22=0

_13+V169 —88
= P
13+9
X = ——
R X = 11 u. 2.

V48x+313 —3V6x+34—1=0
Vi8x+313=1+3V6x+ 34
48x + 313 = | +6V6x + 34 + 54 x + 306
6 -6x=6V6x+ 34
1— x=V6x+ 3%
1 - 2x+x*=6x+ 34

x* —8x =33
8+ V64 + 132
X =
2
8+ 14
X =——

x =11 und — 3.

249
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3.

9x‘~16x__3x+4\/;

225 _31—-4\/;

Bx+4Vx)Bx-4Vy 3x+4Vx

225 T 3x—4Vx
3x—4Vx 1

225  3x—4Vx

Bx—4Vx) =225
3x—4Vx =15

4 -
x—?Vx = 5
4Vx 4 49

*T 73 9°9
— 2 7
VX—-:—?'—:E-
V=3

x=209.

4.

*—T7x+3Vx —T7x+4= 6
&2 —Tx+4)+38Vx —Tx+4=10

(‘2-'7X+4)+3Vx—’-7§———+:i+—2—:—§
VX2—7x+_Z g—:%—
Vx —Tx+4=2
x* ——7X+4=4:
—-7X=0
74V
747
=T
' x=1.
5,

—Tx—9VTx* “x+16=—6
(Tx*—7x+16) - 9V7x* —7x+ 16 =10
81 121

Uﬂ—7x+l®—9Vﬁx—7x+1&+~—uZ
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V7x’—-7x+16———g- u

2
Vi —7x+16= 10
7x* —7x+ 16 = 100
7x*—-7x= 84

x—x= 12
1+V1+48
X = —

2

e

-2
x =4 und — 3.

6.
(;-—d:bx~—-3b—c—§

x
cx —dx=bx*—-3b+cx
3b=>bx*+dx

, dx
3 =x*+ b
—d+Vae+ 12y
2b =

Vizbi+di—d
2b

Setzt man bei der Substitution den Ausdruck

12b*+a*=Vq,

80 ist: _
g Ya-4_ 5, ¢Va—cd 2b _
2 2b Vq__d
Va-d4 6b*—cyq—cd
2 Vi-a
12b*+d* —2dVq +d*—12b*+2¢) g —2cd _
2V q —24
¢ -dVq+eVq—led_
Va-ad

cWVaq-d-dVq—a_
Vag-d

¢ —d wie L,

251
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3.

9x°—16x_3x+4v;

225 _3x—4ﬁ

Bx+4Vx)Bx-4Vy 3x+4Vx

225 T 3x—4Vx
3x——4v; 1

T 225 T 3x—4Vx

Bx—4Vx)t =22
3x -4V =15

x__;_v;= 5

Lt ;_,_;4_:4.9
3 979
T_2_7

3~ 3
V=3
x=9.

4.
x—7x+38Vx*—Tx+4= 6
GP—Ts+4) 43V —Tx+4=10

(x? - 7x+4)+3\/x"——7:——4+—9—:4—9

el »
[T EN IS

sz-7x+~z+

Vx3—7x+—4:=2
2 —Tx+4=4

2 -7x=0
LTV
2
12T
2
x="1.

5.
7x —7x—9V7x —Tx+16=—6

(Tx*—7x+16) —9V7x* —7x+ 16 =10

81 121
(7x’—-7x+16)—9V7x‘—7x+16+8?=_iﬁ

§. 163.
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— 9 11
T _ P
Vit —7x+16 ks

Vixs —7x+16= 10
7x* —7x~+16 = 100
7!’—7!: 84

xP—x= 12
1+ V148
X = ——————
2
x__li'!
-2

x =4 und — 3.

6.
3b —cx

¢c—d=bx —

cx —dx=bx*—3b+cx
3b=>bx*+dx

dx

3 =xt+ —

x+b
—d+Va+ 12
2b =

x_Vl2b’+d‘-—d
=t .

Setzt man bei der Substitution den Ausdruck

12+ at=Vyq,

80 ist:
R.vgz d—3b_°vib_°d.v_2b_d:
Va—d 6b*—cVq—cd_
2 Ve-a
12b'+d*—2d\/5+d2_12b=+2c\/5—-2cd=
v 2V q —24d
d‘~d\/€+cv;—'cd_
Vi-a

¢ Vg _d)_d(vg—d)=c-—dwieL.

Vq-a

251
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12,

xm+lo.x=r

Es sei logx = z, so ist, nachdem man logarithmirt:

(m -+ log x) log x = log r
(m—+z)z =logr
z*+mz=logr;

§. 164.
Aufgaben.
I

1 i—i-—l—2-=‘7 x=12, 2

2 x

xl
2, —4+2 -—x= x=23, 6

9

xl
3. -§+18=5x. x=9, 6.
4. 149x* — 5960 = 2682 x. x =20, —2.

2
5. %—26,6:—2,4):. x=17, —19.

12000 x -+ 32000
6.————1—0—6—;3—— = 10. x_—4, —-8.
7. x—ég=5. x=6,14..., —114,..

Tx
_ 140 PR

8 x—aVx=0 x=2 + b+;\/a +4h.

1 m-+n 4mn .
9 st Y =—%g- x=—2m, —2n,

) el d. O

10, o’x*—2d’x —d = 0. o U+ Verarat

cz
11 2bcx'+(b‘+c')x2_b3x+.l;___.

_bt+dVivd+e

d*(4bd+c)
——-—Z—-——-l-bcx. XxX= 2(b+c) .



8. 164.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.
20.

2].

22,

24.

25.

26.

27.

28.

29,

30.

31.

32,

83.

I1. Grad mit einer Unbekannten.

(b-—-c) +4bc - x?
b+c b—c¢’
xt— — =10,

x?

x8 120

Vfgx' V25x

1’ —5x — 4 =10.

162 — 7x
x

+V25*=0.

3x — =34 —2x,

9 x—287}

gy 2x—287%; 9x-—5

x—3 3
(Vx +4)Vx = 1760.
(x*+ V' x) x = 46872.
Vix+4-4-V3x—8=0.
1 1
239071 ~ 253411V x?"

x+\[g_x‘—x
x—Vx 144

V23x+12=Vsx+1+V7z+4

2V12x+40 — V1ilx—6 = 13.

Vit+5x  2x*+10x
—-7T=0.

6 12

6+2x 16+6_x__10

4_x Bx+2

8& __ 5 3

120x  x*+43x x*—4x’

Tx+1 _ 39x —43

2x —1 7 '

30 16 13

x x+1 x-—2°

2x+19+4V18x+9 =11x+ 1.
x 11x 7

Fr: Tz_8te_az-"

x+1l_S8x+4 4

x—-3 x-2

x+1 4x—5 13x—20

x—4 x+4 x*—16

2656
4bec
x=b+c, x-b+c'
x=+5, +V —15.

8
xX= -2, V-E
x=13, — 8,
x=9, —32

11 1
X:—-E, 6;.
x = 1600, 1936.
x = 36.

x =11, 8.
x = 49.
x = 16.

11
x=3, TR
x=05, 4,04
x=4, —9; 4,93, — 9,93,

2
x=3, —'g.

)

X=12, 1—,'7.
x=2, ——35
x=15, — 4.
8
x=4, 9

40
x=1, -3
x=7, 4
x=09, 4
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10x - 6 18x + 22 6
4. = — 12, . 2
3 3x — 4 2x — 3 12 x=5, ]19'
35. 5V3x 20 + —>—40 x=17, 28
V3x _3v
2V 7 2125
36, —— _— 3 Ny ——
6 125 5 V.x__ 0 x =15,
— 92V5x! _4bx
37, 3\/x T+ Vs x? 4bx=5b+5x' x—=4b, —b.
Vx - b Vx——b
x "7Vx+80 x} - 25x '
38. = - x = 64, — 39,
x+5Vx 2496
39 x* — mn? _ 1 __V4m'n'+4mn‘+n—n
" x*—2mno*x*+m’n* m’n®—nx = 2 :

18Vs —76 12V x +56

40, — = — x = 49,
33— 4Vx 2Vx
S o ~
41, ﬂwzﬂfsx-e—u_—'zi—f— x=18, —9.
Vox+11 Vox+11°
42, 2% 4 12(2) = 64. ' =2

43. V46656 + 8 V/ 46656 = 84. x = 3.
—
44, xm—108x — _ p, x = num. log (g + \/:« -+ log p) .

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, IIL Theil, Seite 53 —71;

Heis §. 69 B.

IL
45. Das Quadrat einer Zahl ist um 2756 griosser als die Zahl
selbst.
x = b3.

46. Wenn man eine Zahl mit 27 multiplicirt, so ist das Product
um 124-kleiner als das Quadrat dieser Zahl.
x = 31.

47, Wenn man das Quadrat einer Zahl mit ihrer um 3 vermin-
derten Wurzel dividirt, erhdlt man 16 als Quotienten.
X = 12.

48, Das Product zweier Zahlen, von denen die eine um 3 kleiner
" ist als die'andere, ist 378.
x = 21; 18,
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49. Wenn man das Quadrat einer Zahl mit der um 26 verminderten

50

51.

52.

53.

54.

55.

‘Wurzel dividirt, erhdlt man 108,9 als Quotienten.
x = 66.

Ein Girtchen enthilt 9350 [ )'; es ist 25’ linger als breit.
Wie lang und wie breit ist es?
x = 110’ lang; 85’ breit.

Ein Landmann verkauft einen Acker um 144 Thl. und hat daran
gerade so viel Prozente gewonnen als ihn der Acker selbst

kostete.
x = 80 Thl.

Von einem Bataillon fielen in einem heftigen Kampfe eine ge-
wisse Anzahl Soldaten, 3mal so viel und 6 Mann wurden ver-
wundet, 4mal so viel als fielen und 12 Mann wurden gefangen
und nur 25mal so viel als fielen und noch 22 Mann giengen
unversehrt aus diesem Kampfe hervor. Das Bataillon zéhlte vor
dem Kampfe so viel Mann als die Quadratzahl der Gefallenen
und noch 130 Mann.
x =30 M.

Von den Dienstboten einer Herrschaft erhidlt der erste bei einem
Familienereignisse ein gewisses Geschenk baar, der zweite das
Doppelte des ersten und noch 4 Thl, der dritte das 4fache des
zweiten und 6 Thl., der vierte das Doppelte des dritten weniger
7 Thl. Die Summa aller Geschenke betrigt so viel als das
Quadrat des um 1 Thl. verminderten Geschenkes des zweiten.

x = 6.
Ein Wirth hat drei Fésser Wein. Das zweite hilt das Doppelte
des ersten und 1 Eimer, der Inhalt des dritten ist gleich dem
Quadrate des um 4 verminderten Inhaltes des zweiten und sein
ganzer Vorrath ist gleich dem Quadrate des um 2 vermehrten
Inhaltes des ersten Fasses und zwei Eimern.

x = 4.,
Unter die wiirdigsten Schiiler einer Anstalt wurden in den
beiden letzten Jahren je 1200 Thl. gleichmissig vertheilt; im
letzten Jahre war éin Schiller weniger als im ersten, dadurch
bekam jeder 40 Thl. mehr.

x=6, 5.

Weber, Algebra. 17
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56. Zur Fillung eines Wasserbehilters konnen 2 Riéhren beniitzt
werden; die eine braucht hiezu 1 Stunde und 36 Minuten
linger als die andere; fliessen beide Rohren zugleich, so ist der
Behilter in 36 Minuten gefiillt. In welcher Zeit wird ihn jede
der beiden Rohren fiillen?

x = 48 Min., IL. R. 2 St. 24 Min.

57. Ein Turnplatz von rechteckiger Form, 200/ lang und 100’ breit,
soll um 3112,5[:]’ vergrossert und doch die Aehnlichkeit der
urspriinglichen Form gewahrt werden.

x = 215’; Zunahme der Linge 15, Zunahme der Breite 7,5

58. Auf ein rechteckiges Grundstiick von 75’ Linge und 56’ Breite
soll ein Haus gebaut werden, das gerade das **/;;fache des
Grundstiicks einnimmt und mit seinen Mauern von allen Seiten
desselben gleich weit absteht.

x = 11’ Abstand.

59. ,Merk’ auf, mein junges Midchen: das Zehnfache von der Quad-
ratwurzel aus einer Schaar Ginse, welche die Wolken sich zu-
sammenziehen sahen, flog auf den Manussee,“ spricht der phan-
tasiereiche Lehrer in wohlklingender Sanskritsprache und in dieser
anziiglichen Redeform fortfahrend: ,ein Achtel der ganzen Schaar
flog vom Rande des Wassers unter eine Menge Wasserlilien und
drei Paare spielten auf dem Wasser. Nun sage mir, mein
junges Médchen mit den schonen Locken, was war die ganze
Zahl der Ginse?“ *

x = 144.

60. Zu einer Erwachsenen sich wendend beginnt er in einschmeichelnd
poétisches Gewand seine Aufgabe hiillend: ,Mein Fréulein! die
Quadratwurzel aus der Hilfte einer Anzahl Bienen und acht
Neuntel der ganzen Zahl flog auf den Jasmin; eine einzige weib-
liche Biene summste in Antwort anf das Geschwirr einer minn-
lichen, die in einer Wasserlilie eingeschlossen war. O schones
Fraulein, sag’ mir die Anzahl der Bienen?” *#

x = T72.

61. Es befinden sich zwei leuchtende Korper in einer Entfernung
von 116‘; der erste strémt ein 6,9 mal stéirkeres Licht aus als

* The Prose Works of W, H. Longfellow, London 1864, IV. pag. 206; mitgetheilt
von Rickher.
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-

der zweite. In welcher Entfernung wird ein Gegenstand von
beiden Lichtquellen gleich stark beleuchtet? *
x = 84, 32.

62. Wie hoch springt eine Fontaine, die eine Fallhhe von 109 1%

bayr. hat?
x = 85 Sprunghéhe.

63. Wie hoch springt eine Fontaine bei 168/ Fallhohe?

x = 120"

64. Wie gross ist die Sprunghshe bei 338/ 4/ Fallhghe? **

x = 200",

65. Wenn man auf einer gewissen Stelle am steilen Ufer des Konigs-

see’s einen Stein frei in den See fallen lidsst, so verfliessen
vom Augenblicke seines Fallens bis zu dem Augenblicke, in dem
man den Schall seines Aufschlagens auf dem Wasserspiegel
wahrnimmt 6,24 Sek. Wie hoch ist hier das Ufer, da bekannt-
lich ein freifallender Korper in der ersten Sekunde seines Fallens
15/, der Schall dagegen in jeder Sekunde 1000’ (paris.) zu-

riicklegt 2 ***
x = 6; 540

66. Ein Geschiftsmann bezieht von einer Waare um eine gewisse

Summa; das Porto betrigt 5°,. Er verkauft die bezogene
Waare um 1025 Thl., und gewinnt dabei soviel Prozente als das
!/;fache der Einkaufssumma ohne Porto ausmacht.

x = 500 Thl.

67. Ein Bote braucht von A nach B 25 Stunden; in derselben Zeit

geht ein anderer Bote von einem um 5 Stunden riickwirts ge-

. legenen Orte C ab. Er will aber mit jenem im Orte B zugleich
eintreffen und sucht desshalb bei je 4 Stunden Wegs immer
1 Stunde zu gewinnen.

x = 20.
Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, IIL Theil, Seite 146 —154 ;
Heis §. 71 B.
R —

* Die Beleuchtungen eines Gegenstandes verhalten sich wie die Stirken der Licht-
quellen und umgekehrt wie die Quadrate seiner Entfernungen von denselben.
** 5 Steighthe = 5' 1" Fall; die zuzugebenden Zolle steigen nach den Quadraten
der Angzahl der Einheiten (Einheit = 5’).
*** Die zuriickgelegten Fallriume verhalten sich wie die Quadrate der Fallzeitep.

17+
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b. Quadratische Gleichungen mit mehreren
Unbekannten.

§. 165.

Erkldrung 1. Jede quadratische Gleichung mit zwei Unbe-
kannten ldsst sich, wie eine quadratische mit einer Unbekannten (§. 160),
als ein Product zweier einfachen Gleichungen mit zwei Unbekannten be-
trachten.

Die allgemeine Form zweier einfachen Gleichungen sei:
ax+by+c=d
ax+gy—+y=24, so ist:

(ax+by—+c)(ax+gy+7y)=4ds.

Wenn wir dieses formelle Product entwickeln und fiir die darin
vorkommenden Summen und Producte bekannter Zahlen m, n, p, q,
r, s, t (cf. § 160, 1) setzen, so ist die allgemeine Form einer
vollstindigen quadratischen Gleichung mit zwei Unbekannten

mx*+ny*+pxy+qx+ry+s=t

Diese Glieder treten zwar in den wenigsten Gleichungen voll-
stindig auf; damit héren sie aber nicht auf, quadratische zu sein.

Erkl4rung 2. Quadratische Gleichungen mit mehreren Unbekannten
sind ebenso unbestimmt, wie Gleichungen des I. Grades mit mehreren
Unbekannten.

Um in solchen Aufgaben die Werthe der Unbekannten bestimmen
zu konnen, miissen sich auch hier, wie dort, ebenso viele von einander
verschiedene und doch nicht in Widerspruch stehende Gleichungen bilden
lassen, als Unbekannte gegeben sind. )

Erkldrung 3. Auch hier hat man durch Elimination der einen
Unbekannten nach der andern das ganze System der vorhandenen Glei-
chungen bis aof eine Gleichung mit einer Unbekannten zu reduciren. Die
Elimination vollzieht sich nach den nimlichen Methoden, wie dort (§. 133)
und es fiihrt auch hier die eine vor der andern oft rascher zam Ziele, je
nach den Formen der gegebenen Gleichungen.

In' den meisten Féllen jedoch ist es einfacher den Werth der Un-

bekannten nicht unmittelbar aus den gegebenen Gleichungen zu be-
stimmen, sondern durch Umformungen derselben einfache Verbindungen
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der Unbekannten: Summen, Differenzen, Producte, zu suchen.
Aus diesen lisst sich der Werth jeder Unbekannten leicht bestimmen
(cf. § 134, I). Hiebei sind nach den Formen der Gleichungen ver-
schiedene Methoden zu unterscheiden.

§. 166.
Methoden der Auflésungen.
L
Es sei gegeben:
a. b.

1. Xy =1p 1. Xy=p

2.x+y=s. 2.x—y=d.
3. x?+2xy+ y! = s* (Quadr. von 2). ! —2xy+yr= 4
4. 4xy = 4p (4fache von 1). 4xy = 4p

5. x2 ~2xy+y*=1s®—4p (Diffiz. von 3 und 4). x*+2xy+yi= d'+4p.

6. x —y=7Vs®— 4p (Wurzel aus b). x+y =V +4p
7. X+y=s (cf. 2). x—y = d
T _ 3
x = st Vs 4p (aus der Summa von 6 u, 7). = -é-i--—vg—tﬂ
' _ 4o 0
y= s+Vs ip (aus der Diffrz, von 6 u. 7). y= ‘1;"-‘__%_'_'_‘_‘_1_1’_

Erklérung. Da in diesen Beispielen die algebraische Summa
x*+ 2xy -+ 7y ebenso gut aus (x + y)(x & y) entstanden sein kann, wie
aus (y + x) (y + x), so miissen die daraus gefundenen Werthe von x
und y sich mit einander vertauschen lassen; der Unterschied liegt nur
im Vorzeichen der darin vorkommenden Wurzel.

Gleichungen, deren Werthe von x und y vertauscht
werden kénnen, wenn man das Vorzeichen der Wurzel beriicksichtigt,
heissen symmetrisch.

1I.
Es sei gegeben:

a. b.
l.x*+y’=0 P-yr=3
2. xy=p xy=p
3. -2_xy—;—§—p—-(2fache von 2). m

. 8. W,
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4. x4+ 2xy+y =06+ 2p (Summa aus 1 und 3).
5. x* —2xy—+y*=0 — 2p (Diffrz. aus 1 und 3).

6. x+y= Va +82p (Wurzel aus 4).
7. x—y=Vo— 2p (Wurzel aus 5).

Aus 6 und 7 kénnen die Werthe von x und y nach Methode I
leicht gefunden werden.

IIL
Es sei gegeben:
a. b.
1. x+y* =0 x*—y*=38
2. x +y=s x —y =d
3. x?+2xy+ y* = s* (Quadrat von 2). x*— 2xy+yi=4d?
4, 2xy = s? — g (Diffrz. von 3 und 1). u s W,
5. xy = st—g¢
2

Aus 5 und 2 lassen sich nach I die Werthe fir x und y ohne
Schwierigkeit bestimmen.

1V.
Es sei gegeben:
a. b.
1. ¥ +yl=0 P —yi=38
2. x +y =s x —y =d
3. x*+3x’y+3xy’+y?=s*(Kubusv.2). x? - 38x*y+3xy’ —yi=4d>
x? +yi=—g¢ u. 8. Ww.
4, 3x’y+3xyt=5%— ¢ (Diffrz. von 3 und 1).
3xyx+y)=s* -0
3sxy=s5%—0 (p. Subst. aus 2),
si—0
. =5

Aus 2 und 5 ergeben sich die Werthe fiir x und 7.

V. g
Es sei gegeben:
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a. b.
1. x‘+y‘—_~2 1. x‘+y‘
2. X 4y =s 2.x —y

Man bildet Biquadrat von 2 u. s. w.
3. x*+4xPy+6x'y’+ 4xy®+ y* = s* (Biquadrat von 2).
3t +yr=3

4x%y 4+ 6x2y? 4+ 4xy® = s* — = (Diffrz. von 3 und 1).

4. 4xy(x*+23y+y) -2@G@y)i=s* -2
5, x>+ 2xy —+ y?® = s (Quadrat aus 2).
2(xy)* —4s’xy=3 — s* (p. subst. aus 5 in 4 und X< —1).
. . s
(xy)®—2sixy= 5
R 2 s 426t ,
6. (xy)?—2s’xy+st= — (quadratische Erginzung).
t+ =
7. Xy —si=+ g ;_ (Wurzel aus 6.)
st 2
8. xy::s’i’\//g;: .

Aus 8 und 2 lassen sich die Werthe von x und y bestimmen.

VI
ayr v tye
x4y y+z x+z
xyz=kx+ky | xyz=my-+mz | xyz=nx-+nz
k k m m n n
== 4= j 1=24 2 l =4
yz  xz Xz Xy yz  xy

nachdem die drei Gleichungen mit xyz dividirt worden sind.

Setzt man noch:

80 ist:
kx, +kx, =1 | mx,+mx;=1 | nx, +nx; =1

Die Losung dieser drei Gleichungen gibt:

s __km+mn—15_|3
t = 2kmn

kn+mn—km

= T 3 kma
km~+kn —mn
X = ——

2kmn
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und durch Substitution erhidlt man:

4. yz=——21{—-‘-‘£——=a.
km~+mn—kn

5. xz=—g—m—~= .
kn4+mn—km

6. ,,=__%m__=,,,
km-+kn—mn

7. (xyz)?=a gy (Product aus 4, 5 u. 6).

8. xyz=1Vegy (Wurzel aus 7).

x=+ \/‘%} (Quotient aus 8 und 4).
y=1 V %T (Quotient aus 8 und 5).

z ="+ v%ﬁ (Quotient aus 8 und 6).

§. 166 u, 167.

Es sind pur noch fir @, B, y die entsprechenden Werthe einzu-

setzen.
§. 167.
Beispiele.
1.
y’:%’ xX—y=2
3yt=1x x=2-4y
3y!’=2+4y
3yt —y=2
Y _ 2
V-3 =3
¥y 12
V-3 t3%7 36
1 5
T -g=%%
y=1
x=3.
2.
3x+3y=9798x—-78y | x+y'=82
_ 108y s _
10,8y__4,8x —4-8——+y = 82
_1_0_,_8_!_x '+10.8y 29.16__1918,44
8 - V'TTes T 23,067 23
L4 _ 438
TTE8T - 48
=384
V=387

x = 18.
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3.
xy—y=25 | xy+x=236
-;3_?_—"1—»y=25 x(y+1)...3(;6
36y —y'—y=25y+25 Ty+i
— 2 =y'— 10y .36
0=y'—10y+25 6+1
=y —b x=6
5=y.
4.
x*y+xy?= 540 | 1 1 5
——— =
* xy(x+y) = 540 x y 12
xy.51’2’= 540 y+x=5:2y.
(xy)? = 1296
* xy= 36
36 (x+y) = 540
x+y= 15 !
* x*4+2xy+yi= 226
4xy = 144
x* - 2xy+y’= 81
X — ¥ == 9
x+y= 156 !
2x = 24
x= 12
y= 3.
5.
- + —
B(x — 13)? — 12(y — 5)* = 33 4(x—18)'— 6(y—5)'=30
8(x — 18)* — 12 (y — B)* = 60 8(x — 18)* — 12(y — 5)* = 60
8(x—13) =27 36 — 6(y — 5)* =30
x—13)= 9 6=6(y—5)!
x—13= 8 1= (y —5)?
x = 16! rechts subst. l=y-—56

y=_6.

Anmerkung. Die mit * und ! bezeichneten Gleichungen mitssen im Verlaufe
der Operation wieder eingesetzt werden.
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6.
© R -yt =200
3(x+y)’+3(x—y)?=600

196 + (x — y)* = 200 *
x-yi= 4
x—y= 2
y= 6.

7.
3+ 1)+ 5(y— 1= 827 |
6(x—+1)?+10(y — 1) = 1654
6(x+1)*+ 9(y— 1)*= 1590

y-—1*= 64
y—1=+8
y=9.

8.

axx+yY — pm I

Dritter Abschnitt.

2(x+y)+38(x —y)° =404
3(x+y)?:+3(x — y)® = 600

(x+y)*=196
x+y=*+14
x+y=14
x—y= 2

x= 8

2(x+1)*+38(y — 1= 530
6(x—+ 1)!+9( — 1)?= 1530
2(x+ 1)2+ 192 = 530

2(x+1)*= 338
(x+1)2= 169
x+1= 13
x= 12

pxx—yy — qn

(x*+y*)loga =mlogh
(x* —y)logp=n loggq

: ,__ mlogh
Ty = log a
gt — gt = Blogg
log p
,__ mlogh nlogq
2xt = log a log p
= ’\/-mlogb nlogq
- 2log a 210gp'
nlogq

mlogb
= V-2loga

2logp

§. 167.
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9,
3 __ o3 3 3
L XY 42 _X+y  _
E+y&E-—y) 3 x+y)(=x—y)
. x3 4+ y? -6
T+ GE-y
3 _ 3
%-—T—% = —g— (Quotient aus I und 2).
9x — 9y =T7x*417y?
2x¥=16y?
* x = 2y; diesen Werth eingesetzt in 1, gibt:
__8y'-y' 14
@Cy+y)Ry—y 3
Ty? 14
3y:~ 3
7y=]4:
y=2und x = 4.
10.
241
xy=1. x+y+xy=3m+-:__il-
—-xy.—:—1
3m? —m?’+14+1 2(m*+1)
* — —
xty= m® — 1 = Tmi—1

4m*+8m?+ 4
3 . 2 .
XYY = N T ot

ixy= 4

4m*+8m*+4 —4m*+8m® — 4

2 _9 -
* *y+y m* — 2w+ 1
4m

Y= Eiod
2(m®+1)
Y=oy

4m—+2m?+2

2y -2 Em Fa

m?—1

_ m*+2m—+1 __(m+1)(m+l)__m+l
m*—1  (m+1)(m—1)" m-—1

m—1

y=—

m

-
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. m+1 m—1
Substit. I. L. s R 1I; R=1
m+1 m-—1 _m*4+2m+ 1+m*~2m+1
" II.L.m_l+m+1+1-_ Y +1
_2m'+2+4+m'—1 8mi41
- m?— | T m*—1"'
Sm?+1
B=1
11.
1. x+y=6 | 2 (x® +yY) (x* + y?) =3276
x*+2xy+y?=36 * (36—2xy) (216 —18xy)=38276
. x*+y’=36 —2xy. 7776 — 432xy —648xy+36xty?=8276
x*+3x*y+3xy'+y?=216 (Cub. v. 1) 86x%y? — 1080 xy= — 4500
x3+4y3=216 —3xy (x-+y) (xy)? —30xy=— 125
* 34 y8_216—3xy.6. (xy)*—30xy-+225=100
! xy—16=+10
xy =5 od. 25.
! x*+2xy+ y’ =36 (Quadrat aus 1).
4xy =20
x}* - 2xy+y'=16
x—y=+4
x+y=6
x=25
y=1.
12.
1. 2+ yi4+x—y=2158 | 2. C+y)(x—y) = 265
@ +y) + (x—y) =58 4G+ 7)) (x — y) = 1060
&4y +2[ +y) & -y + & — y)' = 3364
4 +y) (- y) = 1060

=+y) -2 @@ +y)x—y) + x—y)'=2804
P4y —(x—y)= 48
x!4+y*+ (x —y) = 58 (Gleichung 1).
2(x*+y?) = 106
x!+y'= b3
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II. Grad mit mehreren Unbekannten.

x —y = b8 — (x!+ y®) (nach Gleichung 1).
* X —y= 58 — 53

x—y= b

- 4+ — -
x* - 2xy+y'=25
x4+ y* =53

2xy =28

N xy =14
4xy=>56

x}—2xy+y' =25

x*+2xy+y?=81

x+y=+1+9
xX—y=2>5
x=17
y=2.
13.
(x* —yY)(x? —y*) =640x’y® | 2. (x*~y) x—y) = 16xy
(x*—y) x—y) = 16xy x} —x’y —xy*+y*=16xy.

* (x?+y? (x+y) = 40xy (Quotient aus 1 und 2).
x*+xy+xy’+yi= 40xy
x}—x*y —xy’+y3= l6xy

+ + - =

2x’y+2xy?= 24xy
2xy(x—+y)= 24xy
x+y= 12 !
x?4-2xy+yi= 144
x?+y?=144—2xy!
* x*+y) x+y)= 40xy

(144 —2xy)12= 40xy "
(144 — 2xy) 3= 10xy
432 —6xy= 10xy

432= 16xy
xy= 27
4xy=108

x4+ 2xy+y'=144

269



§. 167 u. 168.

270 Dritter Abschnitt.
x} —2xy+y'= 36
x—y= 6
x+y= 12
x= 9
y= 3.
14.
s 3w 1
L Vx+Vy=-2— 2. x+y=27¢.
3 8 47089
— — 34
x+3Vx2y+3VXy’+y=T3. P 2xy 4y = e
21
3 3 46225
— 12
3Vx’y—l—3\/xyz-_——8—(E x2—2XY+Y'=“sT-
s ___ A 215
VXzy—I—3VXy’=18-2- X—y=-g"
8 8 3 217
— (- P\ 42
VXY(VX +Vy)=-§ *ty=g
3
— 7 42 _882_ .,
Vxy 2=—8~(ausl) 2x = 8 =5
3 x =27
Xy = —
Viy=5 1
27 V=%
h xy:g.
§. 168.
Aufgaben.,
I
1. (x=+y)?=100 | xy = 24 x=6, y=4
2. x¥*+x3xy=11 ] y:+xy = 19,25 x=2, y=35,
3. x¥+y® =4104 | x+y =24 x=15, y=9.
x4 y? 1
4.—2 ._6?2— xy = 60 x=12, y=5.
5. 3x —2y=" | xy =20 x=5, y=4.
x+y=8 | x+xy=20 x=5, y=38.
yi—bx=5y 9 | x+2y=15 x=1, y="1.



8. 168.

10.

11.

12,

13.
14,

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

23.

24.

25.
26.

27.
28,

29,

30.

II. Grad mit mehreren Unbekannten,

5xy+2x+y=237

15x+8y=3xy |

Vzy _ 1
8 4
x+y=m

+y)xy=pgq

36x% — 25y2==119. |
16x* —9y?=1980 |
|

y—x=3

Vox+2y+11 —4="7 I

:Vy=230
4x*+9y2= 544
4cd
ct—d?

144 a?

X’y —xy:=

x—y'=

xy+x—+y=>55

X yi=

Ll
x*y +xy? = 308 |
832
X—y
x3 + y% = 730 |
Vely+Viy' =10 |

x—17Ty=12

X+ yi=

x—y+xy=236 |

a*—18a%+ 81

©
'S

x y

X

= 60.

“|

+ x

M
-«

x? — y?=15.

x*+yi=n

xXy=4q

6x —5y=1"17
4x——3y=30

5
8x+y=-—3—-xy

| x+Vy=13
| 8xy=120

xy=1

| x*+y*=85
6
xX—y
28x +28y=11xy
384
xX—-Yy
Vy=3
Vsly - Vzy*=6
s _ XY’

T

Xy =

=Xy

M
Il

M
o4
-«
Il

o]

3
o

]
—

M
-

x=2, y=3.
x=6, y=9.
x=4, y=1
_miVé;—-m’
_— 3 .
_m$VQ;—m’
= 5 .
z__
,:_ilH
_ P Vr—4g
y= 5
x=2,y=1
X 12, y=
x=38,y=6

x =18, y=10.

x=10, y=29.
x=10, y=4.
x_c+d _e—d
Te—d YT era
x__a.+3 a3
a3 TTaxs
x="7, y=6.
x:3,y=2,
x=7, y=4
X:lz, y=8

x , y=1

x=4, y=
x=63, y=3
x=8, y=4
=4 o=l
_.4,y._8
x=756, y=1
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31.

32.
33.

34.

35,

36.
37.

38.
39.

41.

42.
43.

45.
46.

47.

48,

49.

50.

51.

52,
53, x
b4,
55.
56.

57,
58,
59.

x—y=1
x?+y? =562
x* +xy= 165
—(x+1)'+
x y—xy’:BO

Vi+Vy=1

x? — y? =261
x'+ny—§': 91

— 1
x+ley+y=6?

. V-x_+V;=8

v +xVxy =162
x? 4y =32
x+14) (5 + 12) =
xy+ y®= 220
yVz=2¢80
x*+xy-+y’ =49
3x

2

E+3)+(GF+2) =16
Vaiy — Viyl=

XX 4+xy+y =2

768

xy —y?

1
9
9
16
2
x_

xz_5__:19_

=1
T 24
— y® = 5616
x3 —y3 =936
x+y::16
x+y=14

x}+y 4+ xy =209

x3+y3—38y*=12+ 8x?

X*+xy+y=21

(y—8)'=14

Dritter Abschnitt.

18

@t=1g

| xy —x—y= 14
13,75

| xy+yi=

G+ - g (7—8'=

| x¥y? — x*y? = 300
| xy = 144

| 2xy = 380

| y»+xVxzy=16825

x'+xy+y’=22%

[x+y=40
| e +yViy=s81
lxVy=16
| x+y =230
| x* — y* = 44
[xVy =100
lx’+y'=34
x? —xy=24y
lx+y=11
Vxy _ 1
12 4

2
y=-3
x
T 5!
x'+y? 25
(xy)? ~ 576
| x —y=12
x }'”2io

xy
| x3+y?= 1072
x’+y’=]5%xy

| x* - 189 = —y?

| x® —y* =63

| xyx+y)+xi+y?=68

x_.5 2
= - ,y-—su
x=6, y=4.
x=38, y=2,5.
x=4, y=12
x=5, y=2.
X=16, y=9.

x=l9, y=10-
x=28, y=4,5.

1
x=4 ,y=?.

lo]»—

x=236, y=4.
x=3, y=12,
x=4, y=16.
x=18, y=12.
x =12, y=10.
x =25, y=16.

x=5, y=3.
x=8, y=2.
x=06, y=>5.
x=45, y=2.
x=1, yzg
x=4,y=6
x=8, y=6
x=18, y=6
x=10, y=4.
x=9, y="1T.
x=8, y=6.
x=5, y=4.
x=4, y=2
x=4, y=1
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60. x? — y* =60 | 3* — y* = 4080 x=8, y=2.
61, (=*—y")(x?—y9)=70,31252y* | (x*—y}) (x—y)=38,75xy x=5, y=2,5.
62. (x*+y¥)(x+y) = 17344 | @2—y)(x—7y)=864 x=15, y=09.

63. x+y=56 x’+y5=§§€xl x=28, y=2.
64, x*+y*=38x*+3y*—4 | x+yi+xy@E+y)=43 x=3, y=2.
65. xa——y3=448. x-—y:E x=28 y=4
xy ’ :
x*—xy+y? 1 x4+ xy+ y? 1
, — e =0 [ ——————— — 6 = =6, y=
66 —— 5 +y 67 0 x=6, y=1
67. x*+y*=091 | xy*:yx2=19:16 x=4,y=3
68. (x —y)(x*—y?) =360 | G+ E*+y) =680 x=8, y=2

1 2 -
69. %(x — 2)2 4 \/2y’+25=98—§- I F(x—2)z+%V2y'+25 = 45,
x =12, y=10.

70. axy+bx+cy=4d I%E_L:

x—_—(Vb’n‘+2ch;;+mn’+4dn\/mn—bn-—chn):2am
y=(Vbn+2beVmo+c'm+4dVmn—bY o —cVYmn):2aVn.

54
71. 3x+4y-_—--§-z- x = 10.
4X+2z=-566—-y y=6.
2x?+ 3y + 2% =372 z = 8.
3q—p’
LI = = ———
72, y* —x2=0 x 27
\ P’—q
2 3wl — .
rt=q—yt Y=o
’——
x+y=p—2 z=P Pq‘

78. 3yz+4y=118 -9z x=6.
10tz +5z= 26+4t | y=10.

7%tz+4t= 79 —10x | z =2
2xy+3x=168%2y / t=1.

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe ﬁofma.nn, III. Theil, Seite 52 und
Seite 71—80 Heis §. 73.

Weber, Algebra. 18
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74.

75.

76.

7.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

Dritter Abschnitt, §. 168.

IL

Die Differenz zweier Zahlen betrdgt 5, ihre Summa mit der
grossern Zahl multiplicirt, gibt 432.
x =16, y=11.

Die Summa zweier Zahlen ist 78, ihr Product 1512.
x =42, y = 36.

Die Zahl 36 soll so in zwei Theile zerlegt werden, dass ihre
Differenz mit dem grossern multiplicirt 560 zum Producte gibt.
x =28, y=8.

Die Summa zweier Zahlen ist 14, die Summa ihrer Quadrate 106.
x=9, y=5.

Die Differenz zweier Zahlen ist 5, die Summa ihrer Quadrate
55Y9.
x=19, y= 14.

Von zwei Zahlen ist das Product 231 und die Summa ihrer

Quadrate 562,
x=21, y =11

Die Zahl 19 so in zwei Theile zu zerlegen, dass das Product
der Theile zur Summa ihrer Quadrate addirt, 277 gibt.

X = 12, y= 7.
Die Zahl 25 in zwei Theile zu zerlegen, dass die Summa der

Cuben 6175 ist.
X = 18, Y= 7.

Die Quadratwurzel aus dem Producte zweier Zahlen ist 4 und
die Differenz ihrer Quadrate ist 60.

X = 8, y= 2,
Zwei Zahlen geben zur Summa 11; wird die erste um 3, die
zweite um 2 vermehrt, so geben sie zum Producte 55.
) x=8, y=38.
Zwei Zahlen zu finden, deren Sunfma mit der Summa ihrer
Quadrate multiplicirt 85 und deren Differenz mit der Differenz
ihrer Quadrate multiplicirt zum Producte 45 gibt.

y=4, y=1
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85.

86.

87.

88.

89.

90.

9L

92.

93.

II. Grad mit mehreren Unbekannten, 275

Das Product zweier Zahlen zur ersten addirt, gibt 8 zur Summa,
ihr 5faches Product ist gleich dem 9fachen der ersten und dem
4fachen der zweiten.

=2, y=38.

Die Differenz zweier Zahlen ist gleich einem Quotienten, der
zum Dividenden 16 und zum Divisor das Product dieser Zahlen
hat und die Differenz ihrer Cuben ist 56.

x=4, y=2.

Es sind zwei Zahlen; die Differenz zwischen der Summa ihrer
Quadrate und ihrer einfachen Summa ist ‘gleich 68, zu ihrem
Producte aber die einfache Summa addirt, gibt 44.

x=28 s Y= 4,

Es sind zwei Zahlen; das Product aus der ersten und der
Wourzel der zweiten ist 100, das Product aber aus der zweiten
und der Wurzel der ersten ist 80.

x=25, y=16.

Es sind zwei Zahlen, vermehrt man die Wurzel aus ihrem Pro-
ducte um das Quadrat der ersten mal der zweiten, so ist die
Summa 2316, vermehrt man aber die Wurzel aus ihrem Producte
mal der ersten um das Quadrat der zweiten, so ist diese

Summa 273.
x=16, y=9.

Die Summa zweier Zahlen ist 5, die Summa ihrer Kuben ist
ihr 5°sfaches Product.

x=3, y=2
Die Differenz zweier Zahlen ist 15, die Hilfte ihres Products
ist der Kubus der zweiten.

x=18, y=3.

Die Summa zweier Zahlen ist 122 und die Summa ihrer Bi-
quadrate ist 29884932.
x =68, y=5b4.

In einer Schule befinden sich 44 Schiiler in zwei Klassen;
112 Thl. sollen so unter die Schiiler vertheilt werden, dass jede
Klasse die Hilfte bekommt, desshalb erhilt jeder Schiiler der
ersten Klasse 17/, Thl. mehr als ein Schiiler der zweiten Klasse.

x = 16, y = 28. v
18*
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95.

96.
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98.

99.

100.
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In einem Laboratorium wurden von zwei Abtheilungen Kanonieren
2500 Patronen gefiillt und von beiden gleich viel Pulver ge-
braucht; hitte die erste so viel Patronen wie die zweite gefiillt,
so hiitte sie 36 Ctr. Pulver verarbeitet, hiitte die zweite so viel
Patronen wie die erste gefiillt, so hitte sie nur 16 Ctr. hieza
gebraucht. Wie viel Patronen, wie viel Pulver?

x = 1000, y = 1500; 24 Ctr. Pulver.

Wie gross sind die Katheten eines rechtwinkeligen Dreiecks,
wenn ihre Summa 34’ und die Hypotenuse 26 lang ist?
Die grossere = 24, die kleinere = 10’.

Die Diagonale eines Zimmers ist 34/, sein Flicheninhalt ist
480 (). Wie lang und wie breit ist das Zimmer?
x = 30'lang, y = 16’ breit.

Ein Quadrat hat zur Seite 98’; es soll ein dem Quadrate an
Flichenraum gleiches Rechteck abgemessen werden, dessen vier
Seiten 1!/, mal so gross werden als die des Quadrats. Wie
lang und wie breit muss das Rechteck werden?

x = 196", y = 49",

Ein Landwirth will ein schmales Stiick Wald in rechteckiger

Form und 288[ ]° & 100 [ }' Flicheninhalt an seinen Angrenzer

vertauschen. Wie lang und wie breit muss das Tauschobject

genommen werden, wenn sein Umfang gerade 944’ haben soll?
x = 400’ Linge, 72’ Breite.

Das Product dreier Zahlen ist 315, die Summa der Quadrate
der beiden ersten mit der dritten Zahl multiplicirt, gibt 666 und
die Differenz der dritten und ersten mit dem Quadrate der
zweiten multiplicirt, gibt 196.

x=5, y=7, z=0.

Die Summa dreier Zahlen ist 45, das Product ans der Summa
der zweiten und dritten und aus dem Quadrate der ersten ist
4752 und die Differenz zwischen dem Quadrate der zweiten und
der Summa der ersten und dritten ist 195.

x=12, y=15, z=18,

101. Es ist eine dreizifferige Zahl zu suchen; die Quadrate der ein-

zelnen Ziffern, ohne Riicksicht auf ihre dekadische Stellung,
geben zur Summa 26, das Quadrat der mittlern ist um 1 grosser
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103.

104.

106.

II. Grad mit mehreren Unbekannten, 2717

als das doppelte Product der beiden #ussern, zieht man aber
von der gesuchten Zahl 297 ab, so ist die Differenz gleich der
gesuchten Zahl, aber in umgekehrter Ordnung ihrer Ziffern.

x=4, y=3, z=1; die Zahl 431.

. Zwei Personen reisen nach einem 60 Meilen entfernten Orte

und brechen zugleich auf; da aber die erste !/, Meile in jeder
Stunde mehr zuriicklegt als die zweite, so kommt sie um acht
Stunden frither zum Ziele.

X = l‘/z, y= 1‘/‘.

Zwei Schiffe, die 800 Meilen Entfernung haben, fahren ein-
ander entgegen; geht das erste um 46°/, Stunden frither ab als
das zweite, so treffen sie sich auf der Mitte ihrer Fahrt; lanfen
aber beide gleichzeitig von ihren Hafenplitzen aus, so haben
sie nach 25 Stunden eine Entfernung von 375 Meilen.

x=5, y=12,

Zwei Regimenter, die 30 Stunden von einander entfernt sind,
brechen zugleich auf und marschiren gegen einander, um ihre
Garnisonen zu wechseln; sie begegnen sich nach 12 Stunden
ihres Aufbruchs, das erste hat zu jeder Stunde Weg /, linger
gebraucht als das zweite.

x=1, y=Y.

. Vom Hauptquartiere wird eine Ordonnanz zur Vorhut abgeordnet,

2 Stunden spiter wird ihr eine zweite nachgeschickt vom Stabe
einer Heeresabtheilung, die 5 englische Meilen néher bei der
Vorhut liegt als das Hauptquartier; um die erste einzuholen,
braucht die zweite gerade /;mal so viel Stunden als sie Meilen
in der Stunde zuriicklegt, sie wiirde aber hiezu nur 1?%/; Stunden
brauchen, wenn ihre Schnelligkeit 3 und die der ersten */,, eng-
lische Meilen mehr betriige.

x="TY,, y=12.

A, B und C spielen mit einander; im ersten Spiele gewann B
und C jeder die Halfte seiner Baarschaft; im zweiten Spiele
gewann A und C die Hilfte ihres dermaligen Geldes, im dritten
Spiele gewann A und B die Halfte ihrer nunmehrigen Baar-
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schaft und nun hat gerade jeder 54 Franken. Wie gross war
die Baarschaft eines Jeden vor dem Spiele?
x = 70 Frk., y = 52 Frk., z = 40 Frk.

107. Ein Bassin kann mit 3 Rihren gefilllt werden; die erste und
zweite braucht hiezu 1 Stunde und 10 Minuten, die erste und
dritte 1 Stunde und 24 Minuten, die zweite und dritte 2 Stun-
den 20 Minuten. Wann wird das Bassin gefiillt, wenn die 3
Rohren zugleich fliessen und wie lang braucht jede?

x =13, St., y = 8%, St., z = 7 St.; alle = 1 St.

Anmerkung. Zur weitern Uebung sieche Hofmann, IIL Theil, Seite 155—175.
Heis §. 75.



Vierter ADbschnitt.
Progressionen und Kettenbriiche.

I.  Progressionen.

§. 169.

Erklirung 1. Eine Progression oder Reihe ist eine Folge von
Grossen, die nach einem bestimmten Gesetze zunehmen
oder abnehmen.

Die auf einander folgenden Grissen heissen Glieder der Pro-
gression oder Reihe und werden nach ihrer Stelle in der Reihq
unterschieden als 1., 2, 3., 4., .... n* Glied.

Der Ausdruck

n

heisst das allgemeine Glied der Reihe oder Index (Stellenzeiger).

Ist die Anzahl der Glieder bestimmt, so heisst die Progression
endlich; ist sie nicht bestimmt, unendlich.

Erklirung 2. Alle Progressionen werden wieder unterschieden als
arithmetische und geometrische, je nachdem die auf einander
folgenden Glieder immer das ndmliche arithmetische oder geome-
trische Verhédltniss zu einander haben.
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a. Arithmetische Progressionen.

§. 170.

Erklirung. Eine arithmetische Progression ist eine Reihe
von Grdssen, in der je zwei auf einander folgende Gréssen
immer die ndmliche Differenz geben.

Sind schon die ersten Differenzen der Glieder bestindig die-
selben, so ist die Progression ersten Ranges Um diese handelt es

sich hier; von den arithmetischen Progressionen hohern Ranges wird
weiter unten die Rede sein.

Bezeichnen wir das erste Glied mit a und die Differenz mit d,
so ist die allgemeine Form von n Gliedern:
a,a+d, a+2d, a+3d, a+4d,a+5d...a+(@—1)d.
Der Ausdruck
a—+(m—1)d
heisst das letzte Glied der Reihe.

Ist die Differenz d positiv, so ist die Reihe steigend, ist da-
gegen d negativ, so ist die Reihe fallend, ist die Differenz d =0,
s0 besteht die Reihe aus laumter gleichen Gliedern. Z. B.

3, 6, 9, 12, 15; d=3;
15’ 121 9, 61 3; d=—3;

a, a, a,+ a, a; d=0.

Anmerkung. Arithmetische Reihen sind z. B.:
die Reihe der natiirlichen Zahlen: 1, 2, 3, 4, 5,6...;
die Reihe der geraden Zahlen: 2. 4, 6, 8, 10, 12;
die Reihe der ungeraden Zahlen: 1, 3, 5, 7, 9, 1L

© 8171

Erkl4rung. In der Natur einer arithmetischen Progression liegt
es, dass in ihr je drei unmittelbar auf einander folgende
Glieder eine stetige und je vier unmittelbar auf einander fol-
gende Glieder eine getrennte arithmetische Proportion geben.
Z. B.:

a—(a-+d=@+d —(a+24d).
a—(@+d=@+2d) — (a+34d).
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Lehrsatz 1. In einer arithmetischen Progression ist das
Endglied gleich der Summa aus dem Anfangsgliede und aus
dem Producte der Differenz und der um eins verminderten
Anzahl der Glieder.

Bezeichnen wir das Endglied mit z, so ist:

z=a-+(n—1)d

Beweis.

Da das 1. Glied = a ist,
und » 2. ”» = a- d,

» » 3. " =a+2d,
» w &, =a-+3d,
w w12, 4, =a-114d, so ist:

das nt® Glied = a+ (n — 1) d,
folglich z =a -+ (n — 1) d.
Lehrsatz 2. Die Summa einer arithmetischen Reihe ist
gleich der Summa des Anfangs- und Endglieds und dem halben
Producte aus der Anzahl der Glieder.

Bezeichnen wir die Summa mit S, so ist:
n
S = (a. -+ Z) E

=[a+[a+ @ —-1)4d]] -g— (p. subst. aus vorigem Satze),

_2an+dn®--dn
=

Beweis.

Es ist die Summa des ersten und letzten Gliedes
a+[a+@—~1)dl=2a+@—1)d
und
2a-+ (@0 —1)d=(a+d) + [a+ (n — 2)d] = Summa aus dem 2. und
vorletzten Gliede.

= (a+2d) + [a + (n —3) d] = Summa aus dem dritten
und drittletzten Gliede,
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d. h. in einer arithmetischen Progression ist die Summa des ersten und letz-
ten Gliedes gleich der Summa zweier anderen Glieder, die von den
dussern gleich weit abstehen und bei einer ungeraden Gliederanzahl gleich
dem zweifachen mittlern. Um S zu bestimmen, hat man die Summa des
ersten und letzten Gliedes ’

2a+@—1)d
so oft zu nehmen als Gliederpaare vorhanden sind; das sind aber bei n Gliedern 121.
folglich :
s=ma+m_nﬂ%,

=@+@%.

Erklirung. Der Werth von S heisst Summenformel oder sum-
matorisches Glied.
Zusatz 1, In der arithmetischen Reihe der natiirlichen Zahlen ist:
S = n’.
Zusatz 2. Da zwei Gleichungen ausreichen, um zwei Unbekannte
zu bestimmen, so lassen sich aus den beiden Gleichungen:
Lz=a+(@-1)4d,

(a-+z)n

I. S= ,
L. 8 )

wenn von den Grissen a, d, n, z, S drei gegeben sind, die beiden
fehlenden leicht bestimmen.

Anmerkung. cf nachstehende Tabelle.

Nr. Ge- Za Formeln : Diese Formeln erhi#lt man:
geben: [suchen:
1 a,d, n =a-+ (o —1)d. Lehrsatz §. 171, 1.
2 a,n, S = .‘_2n_S — a. Lehrsatz §. 171, 2.
7 S (n—1)d Den Werth von a aus
3 |4n8 -y + 2 ' Lehrsatz 1 in Lehrsatz 2 ein-
gesetzt.
d '\/ R d? Werth von n aus Satz 1
4 12,48 =72 e 2d8+a’—ad+ 4| in 2 eingesetzt.
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Ge- Zu
Nr. Formeln: Diese Formeln erhilt man:
geben: suchen
5 a,n,z = (a + z) —92—-. Satz 2 §. 171.
6 a,dn —an+(n_l)9:l_l .Werbh von z aus 1 in 2
| 2 eingesetzt.
- in 2
v a2 - a -+ + (z + a) (z a) . Werth von n aus 1 in 2
2 2d eingesetzt.
8 40z :nz—n-d(n—l). .Werthvona.auslm2
2 eingesetzt.
9 a,d,z{ ,:z;aﬁ-l. Aus Satz 1.
10 a, z, S = a2 S Aus Satz 2.
1 a,d, S +v 23— V.Verth von z aus 1 in 2
eingesetzt.
12 428 _ +\/ 2z+d _ _S .Werth von a aus 1 in 2
2 d d | eingesetat,
13 |d.n,z =z—(n—1)d. Aus Satz 1.
14 S, n,z = 2—§ — 7. Aus Satz 2.
n
15 d,n, S :—S————d-(n—-]) ‘Werthvonz aus 1 in 2
n 2 eingesetzt.
3 2
16 42,8 :ij‘_\/(z+——)—"ds. .Werthvonnauslin
2 eingesetzt.
17 la,n,z == :’, Aus Satz 1.
—_ in 2
18 |ans 2(S—an) .Werth von z aus 1 in
n(—1) eingesetat,
T _ a2 h i
19 a2, S __Z a ‘Werb von n aus 1 in 2
28 —z—a eingesetzt.
2 |nz8 2(nz — ) 'Werth von a aus 1 in 2
n(n—1) eingesetzt.
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§. 172.
1. Beispiele.
Bei wie viel Gliedern einer arithmetischen Progression, deren

Differenz */,, deren letztes Glied 18 ist, betrigt die Summa
3251, ?

Auflésung. Gegeben ist d= *,, z=18, S=325",;
daraus ist n zu bestimmen. cf. Formel 12.
Antw. n = 31.

. Bei einer Preisvertheilung sollen in einer Klasse an die fiinf

ersten Schiiler Preisbiicher im Gesammtwerthe von 27%/, Thl
vertheilt werden; der Preis des ersten soll einen Werth von
8Y, Thl. haben und jeder folgende Preis soll immer um gleich-
viel weniger werth sein als der vorhergehende. Welchen Werth
hat der Preis eines Jeden?

Auflésung. Gegeben ist n=25, z=8",, S=27",; zu
bestimmen ist d. cf. Formel 20.
Antw, erste = 8'/,, zweite = 7, dritte = 5/,, vierte = 4,
fimfte = 2!/, Thl.
Zwischen 4 und 127, sollen 12 Glieder interpolirt (einge-
schaltet) werden, um eine arithmetische Reihe zu bilden.

Auflésung. Gegeben ist a =4, n=14, z=12%,; zu
bestimmen ist d. cf. Formel 17.

Antw. 4, 4%, 5Y,, 6, 6%, 7Y, 8, 8%, 9%, 10, 10%,,

11Y,, 12, 127%,.

Die Zahl 36 so in 10 Theile zu zerlegen, dass jeder folgende
am !/, grosser ist als der vorhergehende.

Auflésung. Gegeben ist d = Y,, n =10, S = 36; es ist
a zu bestimmen. cf. Formel 15.

Antw, 21/10’ 213/30. 223/30’ 31/10' 313/30’ 323/30’ 41/‘.0’ 413‘30’
4*%505 %50

II. Aufgaben.

. In einer arithmetischen Progression ist das erste Glied 28, die

Differenz 1/, und die Anzahl der Glieder 11. Wie gross ist
das letzte Glied, wie gross die Summa aller Glieder?
Antw, z = 411/3 , S = 381Y,.
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10.

11.

12.

13.
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Die Differenz und die Anzahl der Glieder zu finden, wenn das
erste Glied 156, das letzte 99 und die Summa aller Glieder
= 741 ist,

Antw. d =17, n=18.

Wie gross ist die Differenz und das letzte Glied einer Reihe,
wenn das erste Glied 20 und die Summa der 15 ersten Glieder
510 ist?

Antw. d = 2, z = 48,

Die Anzahl und Summa der Glieder zu finden, wenn das erste
Glied 9, die Differenz = — 2 und das letzte Glied = — 25 ist.
Antw. n = 18, S = — 144,

Bei einer Pflanzung in Trapezform mit parallelen Reihen zihlt
man bei der ersten Reihe 5 Bdume, bei jeder folgenden immer
7 Biume mehr als bei der vorhergehenden; auf der wie vielsten
stehen gerade 117 Biume.

Antw. 17.

Ein Tourist legt einetr Weg von 78%, deutschen Meilen in 15
Tagen zuriick; er macht jeden Tag '/, Meile mehr als an dem
vorhergehenden. Wie viel Meilen macht er am letzten und wie
viel am ersten Tage?

Antw, a=38Y, M.; z="7TM.

Beim Abteufen eines Schachtes kommt die erste Klafter auf

4 Thl. Arbeitslohn; jede folgende aber kostet %/, Thl. mehr. Wie

theuer kommt die letzte Klafter, wenn der Arbeitslohn fiir den

ganzen Schacht auf 116%; Thl. kommt und wie tief ist er?
Antw. z = 123/, Thl.; n = 14 Klftr.

Ein frei fallender Korper fillt in der ersten Sekunde 15’ (paris.)
und in jeder darauf folgenden 30’ mehr als in der vorher-
gehenden; er brauncht von einem Thurme herab gerade 4 Se-
kunden. Wie hoch ist der Thurm?

Antw. 8 = 240/,

Eine Schuld von 8100 Thl. soll ratenweise in halbjihrigen Ter-
minen getilgt: werden. Wenn nun die erste Rate 400 Thl be-
triigt und. jede folgende um 50 Thl. hdher sein soll als die vor-
hergehende, in wie viel Jahren ist die Schuld getilgt, und wie
gross ist die letzte Rate?

Antw. n = 12 Term. i, e. 6. J.; z = 950 Thl.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Ein Korper legt in der ersten Zeiteinheit 4 Lingeneinheiten
zuriick, in jeder folgenden aber 7 Lingeneinheiten mehr als in
der vorhergehenden. Wie viel Lingeneinheiten legt er in der
23. Zeiteinheit zuriick und wie gross ist der ganze Weg, den er
bis dahin gemacht?

Antw. z = 158, S = 1863.

Wenn eine Summe von 6372 Thl., welche erst am Anfang des
9. Jahres fillig wiirde und in Folge dessen erst von dieser Zeit
an verzinst werden miisste, in der Weise schon jetzt abgetragen
wird, dass 9mal je am Anfange eines Jahres immer 600 Thl. an-
gezahlt werden, so fragt es sich welcher Zinsfuss bei dieser Be-
rechnung zu Grunde liegt.
Antw. 4, %,.
Ein Kapital von 2000 Thl. zu 5°, auf einfache Zinsen ausge-
liehen, wird am Ende jeden Jahres um 300 ThlL vermehrt. Was
betragen die dafiir bezogenen Zinsen in den ersten 20 Jahren?
Antw, 4850 Thl.

In einer Spielbank wird fiir einen einzelnen Treffer das 20fache

des Einsatzes ausbezahlt. Es setzt Jemand zuerst I Ducaten,

und da er nicht gewinnt, so setzt er zwei, das dritte Mal drei

u. s. w. Wie lang kann er das fortsetzen, um durch einen

einzigen Treffer seinen ganzen Einsatz wieder zu gewinnen?
Antw. 39 mal.

Einem Heere, das im ersten Tage nur 2 Stunden und in jedem
folgenden eine Stunde mehr als im vorhergehenden zuriicklegt,
wird 4 Tage spiter eine Abtheilung Reiterei nachgeschickt, die,
im ersten Tage 8 Stunden, in jedem folgenden aber 2 Stunden
mehr zuriicklegt als im vorhergehenden. In wie viel Tagen wird
sie das vorausmarschirende Heer eingeholt haben?

Antw. in 4 Tagen.
Zwei Regimenter, die 34 deutsche Meilen von einander entfernt
sind, brechen zugleich auf und marschiren gegen einander, um
ihre Garnisonen zu wechseln. Das eine macht im ersten Tag
2 Meilen und jedem folgenden Tag eine Meile mehr als im vor-
hergehenden, das andere dagegen macht gleich am ersten Tage
8 Meilen, jedem folgenden aber 2 Meilen weniger als am vor-
hergehenden. Wann begegnen sie sich?

Antw. x = 4 Tag.
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20. Fiir eine ausgezeichnete Waffenthat wird eine Infanterieabtheilung
von ihrem Divisionschef mit einer Summa Geldes belohnt; der
Tapferste erhilt das Meiste und jeder Folgende immer gleich-
viel weniger als der vorhergehende. Bei der Vertheilung werden
die Antheile zweier Verwundeten zweien ihrer Kameraden iiber-
geben. Beide verwahren die 4 Antheile in einer einzigen Birse
bis zur Genesung ibrer Kameraden. Nun wusste aber Keiner
mehr, wie viel Jedem gebiihrt; der eine erinnert sich nur, dass
er bei der Vertheilung der Dritte und sein blessirter Kamerad
der Neunte war und 76 Thl. im Ganzen empfangen habe, und
der Andere wusste noch, dass er im Ganzen nur 28 Thl. be-
kommen hat und dass er der Elfte und sein Kamerad der Sieben-
zehnte war. Wie viel erhielt Jeder?

Antw, Dritte = 47 Thl., Neunte = 29 Thli., Elfte = 23 Thl., der
Siebenzehnte = 5 Thl,

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, IIL Theil, Seite 176 —186;
Heis §. 81 u. 82.

b. Geometrische Progressionen.

§. 173.

Erklirung. Eine geometrische Progression ist eine Reihe
von Griossen, in der je zwei auf einander folgende Glieder
immer den ndmlichen Quotienten geben.

Der constante Quotient heisst Exponent und wird von uns
mit q bezeichnet; das erste Glied einer geometrischen Progression sei
wieder a, so ist die allgemeine Form von n Gliedern

a, aq, aq®, aq®, aq*, ..., aq"—L
Der Ausdruck
‘qn—l
heisst das letzte Glied der Reihe.
Ist der Exponent eine ganze Zahl, so ist die Reihe steigend;

ist er aber ein dchter Bruch, so ist die Reihe fallend; ist er =1,
so besteht die Reihe aus lauter gleichen Gliedern. Z. B.
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1, 2, 4, 8, 16i e q=2,

1, 1
108, 36, 12, 4, 1-51. e. q= 3’
a, a, a, a, a ieq=1

Anmerkung. FEine Reihe aus gleichen Gliedern kann arithmetisch und geo-
metrisch seim,

§. 174.

Erklirung. In der Natur einer geometrischen Progression liegt
es, dass je drei unmittelbar auf einander folgende Glieder eine stetige
und je vier auf einander folgende Glieder eine getrennte geometrische
Proportion bilden. Z. B.:

ataq=agq tagq?,
a:aq=aq’:aqd
Lehrsatz 1. Das Endglied ist gleich dem Producte aus
dem Anfangsgliede und dem Exponenten potenzirt mit der um
eins verminderten Gliederanzahl.

Bezeichnen wir das Endglied mit z, so ist:

z =aqL
Beweis.
Wenn
das 1. Glied = a, das 2. = aq,
w B¢ » =aq3‘1, " 4.=a.q4“',
80 ist
" nte " =a qn-—l ,
folglich
z=agq"L

Lehrsatz 2. Die Summa einer geometrischen Progression
ist gleich dem Producte aus dem Anfangsgliede und aus dem
mit der Gliederanzahl potenzirten Quotienten weniger eins, di-
vidirt durch den um eins verminderten Quotienten.

a(q“—-l).

s=215

Beweis.

In der geometrischen Reihe:

a+aq+aq’+aq®taqgt+...+aq?
sind:
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a:aq, ag:aq®, aq*:aq®, aq®:aq*...

gleiche Verhiltnisse; desshalb ist die Summa aller Vorderglieder

— s — aqn—l,
die Summa aller Hinterglieder
=8 — a,
Demnach:
S—aq!:S—a=a:aq, cf § 152, 3,
folglich :
S — a("—1) aq"—a
~ q—1 = q-—1 "7
= zqq:: , per Subst. aus Lehrsatz 1.
Zusatz 1. Ist die Progression fallend, so ist:
_a-—aq"
S = T PRt

Zusatz 2. Ist die Progression unendlich fallend, so ist ¢ <1
und n = o0, folglich ¢* =0 und

a
S = gt
§. 175.
Exklirung. Alle periodischen Decimalbriiche und alle ent-
wickelten Quotienten aus Divisionen von der Form 3 : = cf. §.61,4,

sind unendlich fallende geometrische Reihen und werden wie diese
summirt, d. h. in einen gewdhnlichen Bruch umgewandelt.

Jede Reihe von Briichen, deren Zéhler periodisch wieder-
kehren und deren Nenner fortschreitende Potenzen einer und derselben
Zahl sind, heisst Kettenreihe.

Zusatz. Es sei die gegebene Kettenreihe:
‘ag-itcpt+ag i+t a4+,

s0 ist:
ag+c
S=p_1

Beweis,

Die gegebene Kettenreihe ldsst sich als eine unendlich fallende geometrische .
Progression darstellen, wenn man die Glieder der ersten Periode zusammen

Weber, Algebra, 19
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als Anfangsglied nimmt und jede folgende Periode durch Factorenzerlegung
in Producte umwandelt, von denen jedes einen Factor hat, gleich der ersten
Periode, d. h.:

@apg+c)g2+@p+e)g*t+@f+co)g%+...

Es sei nun
a=(@g+rc)p 2,
s0 ist:
q=0"%,
folglich :
S = (ag+c)f~2 (af@+c)g=2 af-+c
T 1—p2 T 1 T -1
-
Umgekehrt.

Ein achter Bruch wird fiir eine gegebene Basis in eine Kettenreihe
umgewandelt, wenn man den Z&dhler mit der Basis multiplicirt, das gewonnene
Product durch den Nenner dividirt und mit dem Reste wieder wie mit dem Zihler
verfihrt. Die Quotienten sind die Zihler der Kettenreihe. Z. B.: Es sei

—;—— in eine Kettenreihe mit der Basis 8 umzuwandeln, so ist:

LX8 g, Rest 3; 2X8 4, Rest 4; 2X8_ 6, Rest 2;
5 5 5
2—2<5-§_—_3,Resc1...,
folglich :
1 1 .,4.6.3 . 1 4
3= teteatatetet

§. 176.
Erklirung. Da zwei Gleichungen ausreichen, um zwei Unbekannte
zu bestimmen, so lassen sich aus den Gleichungen:
L z=aq"!,

qz—a _a(q"—1)
q—1" q-—1

II. §=

wenn von den fiinf Grossen a, q, n, z, S drei gegeben, die Werthe
der beiden andern leicht auffinden, wie aus der folgenden Tabelle zu er-
sehen ist:
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Ge- | Ge- .
Nr. gsb:n- suc;t' Formel: Diese Formel ergibt sich:
1 a,q,n = aq*l, Lebrsatz 1, §. 174.
-1
2 laqS8 = E—i(ﬂa——)—s-. Lehrsatz 2, §. 174.
3 |a,n$8 z z2(8 —z)»! —a(S—a)"~1=0. Werth von q aus 1 in 2
eingesetazt.
4 o S _ S(g=1)q! Werth von a aus 1 in 2
b T oqer-1 eingesetzt.
5 la,qz = %fTa. Lehrsatz 2.
6 laan _a( -1 Werth von z aus 1 in 2
'@ T q-—1 " eingesetzt.
S
" nz . z(q® — 1) Werth von a aus 1 in 2
b T (q — 1) gt eingesetat.
( 2 L ( LI Werth von q aus 1 in 2
8 |a,nz =\z""1—- a"”‘): 21 _att ). eingesetzt.
9 J|aqz = logz — loga + 1. Aus Satz 1.
log q
10 laas __logla+ (g —1)8] —loga Werth von z aus 1 in 2
'O - logq | eingesetzt.
n
N |qzs =logz—log(S+qz—qS)+l‘ .Werth von a aus 1 in 2
log q eingesetzt.
_ logz — loga Werth von q aus 1 in 2
12 12,28 T log (S — a) — log (S —2) +1. eingesetzt.
13 qnz = :—1‘ Aus Satz 1.
q
14 |q,2 8 =12zq—~(q—1)8. Aus Satz 2.
a
15 s _@—=18 Werth von z aus 1 in 2
e Togr—1 eingesetzt.
16 |z,n,S a(S — a1 —z(S—z)*»1=0.] Werthvongqauslin?2,

19°¢
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Nr. ge(::;r su(i:-t' Formel : Diese Formel ergibt sich:
n—1 ;"
17 la,n,z = V:- Aus Satz 1.
18 a,z,S = : : : Aus Satz 2,
q
19 a,n S q“—-g—q-—!-s;a:(). Werth von z aus 1 in 2,
20 i{zn,8 Q¢ — z.q“"'+sz z=O. Werth von a aus 1 in 2.
§. 177,

A}

1. Beispiele.

1. Zwischen 1 und 1024 sollen 9 Glieder interpolirt werden, um
eine geometrische Reihe zu bilden.

es ist q zu bestimmen.

Auflgsung. Gegeben ist:

a=1, z =1024, n = 11;

q=2.

cf. Formel 17.

Das siebente Glied einer geometrischen Reihe ist = 729, das

elfte = 59049, Welches ist das erste Glied, wie heisst der

Exponent und wie gross ist die Summa von den 12 ersten
Gliedern?

Auflésung.

Durch Division:

Nach Formel 1 ist:

Nach der Formel 13 ist:

=3.

aq!® = 59049
aq“ = 729
. _ 59049
729
vyl
59049 —
q= —7—2—9— = VSl =
log 81 _ 1,9084850
4 4
a = @ = 1.

30
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Nach der Formel 6 ist:
_ 1(31*—1) _ 12]og3 — 1
= = 5

5 = 265720.

S

. Ein Wirth hebt aus einem Fasse Wein von m Mass, die Mass zu

d Kreuzer, n, Mass Wein heraus und ersetzt diesen Abgang
des Fasses mit n, Mass Wasser, das ihm gar nichts kostet.
Nachdem der Wasserzusatz dem Weine sich mitgetheilt hat, hebt
er wieder n, Mass heraus und ersetzt sie durch Wasser. Wie
oft darf er diese Manipulation wiederholen, wenn die Mass der
Mischung noch k Kreuzer kosten soll?

Auflésung. Finden sich im Fasse m Mass des reinen Weins
und werden n, Mass herausgenommen, so kénnen nach dem
ersten Abzapfen nur noch m — n, darin sein. Das zweite
Mal konnen nicht mehr n, Mass reinen Weines herausfliessen,
weil indessen n, Mass Wasser sich mit ihm vermischt haben
und ein Theilchen dieses Wassers wieder mit abfliesst, sondern
nur

(m —n,) =2
Demnach finden sich nach dem zweiten Abzapfen
;= (m —n,)?

(@—n,) — (@ — ) 2t ="

Mass reinen Weines im Fasse, nach dem dritten Abzapfen

(m — n,)? o, (m— n)? (m—n,)?
m “m’ m - om*
nach dem vierten Abzapfen

(m — n))*

m? O’
nach dem n** Abzapfen
@ —n)
mn—l
Dies gibt:
m"~

als Werth des im Fasse befindlichen Weines = mk als Werth
der ganzen Mischung; folglich:
nlog (m — n,) +log d — (n — 1) log m = log m + log k
_ logd — logk
n= logm — log (m — n,) "’




294 Vierter Abschnitt. §. 177.

4, Wie heisst die Summa der Kettenreihe

2 3 4
a am am am am
___...,_.'.._3._.__‘_'__.5‘_'_._.?
X X X X X

Auflosung. Gegeben ist

a=—, q= ——, und n = @0,
4 1
zu bestimmen ist S. cf. Formel 6.
Antw.S=—t:(l+2)=—a—;x+m= zax 2 .
b 4 X X x4+ mx X -+ m

5. Welchem Bruche ist die Kettenreihe

2 4 2 4 2 4
T tetetatatet

gleich?
Auflésung. Die gegebene Reihe ist

2 4 2 45N 1 2 4N 1
=(?+? +(€+s‘: 57*'(?"’33)5“”‘
14 1 /14 1 14

‘55*55(55‘ +§5ﬁ(§3
Nun ist gegeben

B o=l a-w
25’ 153250 25 %

SEGod)-L
6. Welchen gemeinen Bruch gibt der gemischt periodische
Decimalbruch 2,4659090...?
Anflisung.
2,4659090 = 2,465 -+ 90 (0,00001 + 0,0000001 + .. .).
Demnach

a =

folglich

a = 0,00001, ¢ =001, n= o0,

folglich .
0,00001 0,00001 1

8= 1— 0,01 0,99 99000’
und
465 465 1.90 41
2,408 = 2 —— 1000 21000 59000 = 2§§'

7. In der geometrischen Progression
a, aq, aq’, aq®, aq*...
soll jedes Glied in » Theile getheilt werden, dass alle Glieder
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wieder eine geometrische Reihe bilden, die » mal so viel Glieder
hat als die Hauptreihe.

Auflésung. Es sei das erste Glied der gesuchten Reihe o,
ihr Exponent oder Quotient = ¢, so ist die Reihe:
a, ap, ap’...ag’; ag?, ag?, ag¥t? .., a1,
€g2?, o @RVl g @2V+e, |

Von dieser Reihe miissen die 7 ersten Glieder summirt dem ersten
Gliede der Hauptreihe gleich sein; es ist desshalb

L a, ap, e@plt.. ... xg?1 =a,
IL a9?, agp?!, ag?*24 ... ag®’ !=aq,
I a¢?, ap’+!, ag?’24-...a ¢2¥! = a ¢” (Product aus L. X 9?%).

Aus IL und III. kommt:
aq=agp",
q= o7,
»
9»=Vq.
Summirt man nach I. die » ersten Glieder der neuen Reihe
cf. § 176, 6, so ist die Summa =g,
g 2@ =D

— — a'
p — 1
folglich:
”~
_ale—=1) aVq-—-1
TTer—1 T q-1 °
weil

v
g=g¢’ und p =V g
Nun ist gegeben:

v

k4
aVq-—1
=2 =V

damit lassen sich alle Glieder der neuen Reihe bestimmen;
diese ist:

v . v - v . » L4 —
alq-1) a(Vq-1)Vq a(Va-DV¢
9—1 ' q-1 ' g-1 7
und die Summa von n solchen Gliedern ist:

v » 2
s_3Ve-1n_aq’ -1,

¢g—1 q—1
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11.

10.

12.

13.

14.

Vierter Abschnitt. §. 177,

denn nach dem Verhiltnisse, in welchem die gegebene Reihe
zur gesuchten steht, kann es einerlei sein, ob man n Glieder

der gesuchten oder % Glieder der gegebenen addirt.

IL. Aufgaben.

Wenn in einer geometrischen Reihe das erste Glied 4, der Ex-
ponent = 3 und die Summa = 13120 ist, wie heisst das letzte
Glied und wie viel Glieder zihlt die Reihe?

Antw. z = 8748, n = 8.

. In einer geometrischen Reihe ist das erste Glied = a, der Ex-

ponent gleich q, wie viel Glieder braucht man zur Summa = S
und wie gross ist z?

1. 2. 1. 2.
a =-1T = g,’ Antw. n: 12, = 7',~
q=3, = 1,5, z = 177147, = 91,125.
S = 265720. = 257%,. ’

In einer geometrischen Reihe ist das eérste Glied =a, das
n* Glied =z, wie gross ihre Summa, wie gross ihr Exponent?

1. 2. 1. 2.
a= 2,';, 6T~ Ant. q -_-:;3' , l?;
n = 10, 7, S = 73811,25. 1931Y,,.
z = 49207,5. 681Y,,.

Wie gross ist die Summa der unendlichen Reihe, wenn
a=1,qg=% und n=00?
Antw. 8 = 1Y/,.
Wie heisst die Summa der Reihe

1 1 1 1
e — 9
2+4+8+16+“"

Antw. § = 1.

Welche Summa erhilt man aus der Reihe

1 1 1 1 0
) -—-6—+i§~—54+....
3
Antw, S-g.

Die Summa einer geometrischen Reihe von 7 Gliedern betriigt
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Geometrische Progressionen. 2917

257,375, ihr Exponent ist 1,5; wie gross ist das Anfangs- und
Endglied ?

Antw. a =8, z = 91,125.
Wie heisst die Summa der Kettenreihe

13 3
a ax ax ax
-+

T F+T,—+T); +...?

Antw.

a
b—x’
Welchen gemeinen Briichen sind die unbegrenzten periodischen
Decimalbriiche

0,378378..., 0,297297..., 0,13636...
gleich?
14 11 3

Antw. 3—7, '3—7-, 2—2.

4 ., ., . . . .
Der Bruch 5 ist in eine Kettenreihe mit der Basis 9 umzu-

wandeln.

To1 %t LT o1
Antw. §+§;+§—3+'§;+—9—;+'§;+ cee

Der gemeine Bruch—g— in eine Kettenreihe mit der Basis 11

umzuwandeln,

9 8 6 1 2 4 9 8
Antw. ﬁ+1—l"+il—‘+_lTi+Tl—°+—lF+ﬁ+ﬁi+ ves

Das dritte Glied einer geometrischen Reihe ist = 50, das siebente
Glied ist = 31250; wie gross ist das erste Glied, wie gross
der Exponent, wie gross das neunte Glied und wie gross die
Summa der 9 ersten Glieder?

Antw. a =2, q=05, z = 781250, S = 976562,

Wenn

wie gross ist S?
Antw, S = -%

In einer geometrischen Reihe von 13 Gliedern ist das Product

des fiinften und siebenten Gliedes = 1024 und das Product des

ersten und zwolften ist doppelt so gross; wie heisst der Exponent

und wie das Anfangs- und Endglied und wie gross ist die Summa?
Antw, ¢ =2, a=1, z=4096, S = 8191,
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22.

23.

24,

25.

Vierter Abschnitt. 8. 177.

In einer geometrischen Reihe von 7 Gliedern ist die Summa
des ersten und letzten Gliedes — 1460, die Summa des ersten
und mittlern nur 56.

Antw, a =2, q=3.

Mittelst einer Luftpumpe hat man nach 3 Kolbenziigen eine
9fache Verdiinnung der Luft erzielt und mit dem 8. Zuge eine
2187fache. Nach welchem Verhiltnisse trat die Verdiinnung
der Luft ein und wie viel Kolbenziige miissen gemacht werden,
wenn eine 59049fache Verdiinnung erzielt werden soll?

Antw. ¢ =3, n=11.

Jemand betheiligt sich an einem Spiele und setzt das erste
Mal ®,; Thilr. oder 3 Sechser; er verliert. Nun will er aber
seinen Einsatz so lang verdoppeln bis er gewinnt. Nach 12
ungiinstigen Spielen muss er aufhoren, weil seine mitgebrachte
Baarschaft so weit verspielt ist, dass er nur noch ein Billet
zur Heimfahrt bezahlen kann, welches 3 fl. 30 kr. oder 2 Thlr.
kostet; wie viel sein letzter Einsatz, wie viel sein Verlust, und
wie viel seine mitgebrachte Baarschaft?

Antw. z = 614%), fl. oder 351%/;; Thlr.; Verlust = 1228!/, fl. oder

702 Thlr. Ganze Baarschaft 704 Thlr., 1232 fl.
Sessa Ebn Daher, der Erfinder des Schachspiels, durfte sich
vom indischen Kdnige Shehram eine Gnade ausbitten. Er erbat
sich nur Weizenkorner, und zwar nur soviel, als die Summa
ausmacht, wenn fiir das erste Feld des Schachbrettes 1 Korn
und fiir jedes folgende Feld immer noch einmal so viel Kéruer
als fiir das vorhergehende gerechnet wiirden. Wie viele Scheffel
oder Centner des Staates M machen diese Kdrner aus, wenn
aof einen Liter a Korner oder wenn b Korner ein Kilogramm
wiegen?

In wie viel Jahren wiirden die berechneten Scheffel in M
geerndtet werden, wenn der jéihrliche Ertrag eines Morgens
= ¢ Scheffel, der Flicheninhalt von M = d geographische
Quadratmeilen, eine geographische Quadratmeile = 7420,158 Me-
tern und das ganze Land als bebaut vorausgesetzt wird? In
wie viel Jahren wiirden die berechneten Scheffel unter gleicher
Voraussetzung auf der Erdoberfliche geerndtet werden, wenn
dieselbe zu 9281916 Quadratmeilen angenommen wird? *

* Nach Hofmann.
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a 8. 7. 8.
M = Bayern, Oesterreich, Preussen, Wiirttemberg ,
a = 15000 14400 14980 13600
b = 21000 20300 20687 19100
¢ =4, 26/, 12}, 5
d = 13876 12121 5101,8 3565

Antw. 1. Frage: 18 446744 073709 551615.

299

2. Frage: a. 5530658 Mill. Scheffel oder 15686020 Mill. Centner.

§.20828140 , Metz , 16226550 |
y.22405240 , Sch. , 17416330
8. 7653370 " » 19854540
3. Frage: a. 58041,07 Jabre, 8,67622.
8. 6843,185 ,, , 8,93633.
y. 15972712 , , 8,779396.
S, 246819,4 , , 9,439957.

”

»

”

26. Das tiefe ¢ einer sechzehnfiissigen Orgelpfeife macht in der
Secunde 32 einfache Schwingungen; wie viel macht seine hihere
Terz, Quart, Quint, Septim, wie viel cis, dis, fis, da be-
kanntlich die hohere Octave in einer Secunde doppelt so viel

Schwingungen macht als der Grundton. *

Antw, Terz = 40,3175, Quart = 42,7149, Quint = 47,9458, Sep-
tim = 60,4079, cis = 33,9028, dis = 88,0546, fis = 45,2548.

27. Wenn der Grundton ¢ in einer Secunde 120 Schwingungen
macht, wie viel macht seine hohere und tiefere Octav, wie viel
die hohere Terz und Quart, wie viel cis und dis in der hohern

und wie viel des und b in der untern Octav?

Antw, 6==240, ¢ = 60, Terz = 151,1904, Quart = 60,1807, cis = 127,1354,

dis = 142,7048, des = 63,5677, b = 106,0977.

28. Ein Fass:enthdlt 60 Mass Wein a 48 Kreuzer; hebt man eine
Mass heraus und ersetzt sie mit Wasser und wiederholt das-
selbe sobald sich der Wasserzusatz dem Weine mitgetheilt hat,
80 entsteht die Frage, wie oft darf das wiederholt werden, Wenn
die im Fasse verbleibende Mischung & Mass 42 Kreuzer werth

sein soll?
Antw, 7,9...mal

29. Ein anderes Fass enthilt 180 Mass Wein & 30 Kreuzer, hebt

* Nr. 26 u. 27 finden ihre Anwendung in der Acustik.
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Heis §. 83 und 84: 1 — 13.

30.

31

Vierter Abschnitt. §. 177,

man erst 2 Mass heraus und ersetzt sie mit Wasser und hebt
hernach, wenn sich die Mischung zwischen Wasser und Wein
vollzogen hat, wieder 2 Mass heraus, und ersetzt sie abermals
mit Wasser, so fragt es sich, wie oft kann diese Manipulation
hier wiederholt werden, wenn die Mass der im Fasse verbleiben-
den Mischung nur 18 Kreuzer kosten soll?

Antw. 45,718 mal.

In der geometrischen Reihe 5, 40, 320, 2560... soll jedes
Glied so in drei Theile zerlegt werden, dass diese selbst wieder
eine geometrische Reihe geben. Wie heisst diese Reihe und
wie gross ist die Summa der 10 ersten Glieder?

Antw. 8, 1%,, 2%,, 5%,, 11%,...8 = 730%,.
Ein Hiittenbesitzer zahlt nach einem abgeschlossenen Accord
beim Abteufen eines Schachtes fiir die erste Kubikklafter 12 fl.,,

fir jede folgende das Dreifache der vorhergehenden. Wie hoch
kommen 4%, Klafter?

Antw. § = 1004 fl. 54 kr.

32. Achilles verfolgt eine Schildkrite, die in 1 Stadium Entfernung

vor ihm hergeht, mit 12mal grosserer Geschwindigkeit. Langt
Achilles bei der Stelle an, wo die Schildkrdte zu Anfang sich
befand, so ist diese um '/, Stadiym weiter; durchliuft
Achilles diese kleine Strecke von %/, Stadium, so wird die
Schildkréte um ‘/,,, weiter sein u. s. f. Achilles wird wohl
die Schildkrote nie ganz erreichen, wie sehr er sich ihr auch
nihern mag?!*

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, III. Theil, Seite 191 —199;

* Dieses Sophisma des Zeno enthilt in verdeckter Weise eine Zeitbeschrinkung.
die dem Achilles in der Folge zugemuthet wird. Macht er davon Gebrauch, so wird er
die Schildkréte nie erreichen. Legt aber Achilles 1 Stadium in 2 Minuten Zeit zurfick
(1 Stadium = 125 Schritt) und bleibt er sich in der Schnelligkeit der Bewegung gleich,
so erreicht er die Schildkrdte in 2%/, Minuten.
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Anwendung der geometrischen Reihen auf die
Zinseszins- und Rentenrechnung,

A. Zinseszins-Rechnung.
§. 178.

Erkldrung, Ein Capital steht aof Zinseszinsen, wenn die am
Ende jedes Termins filligen Zinsen zum Capitale geschlagen und
mit diesem verzinst werden.

Das auf Zinseszins angelegte Capital heisst der gegenwiirtige
baare Werth und die Summa, auf die es in einem gewissen Zeitraume
anwichst, heisst der zukiinftige Werth des Capitals oder End-
werth; der Unterschied zwischen Capital und Endwerth heisst Dis-
conto oder Rabatt.

Wir haben es demnach hier mit vier Grossen zu thun, mit dem
baaren Werthe, dem Zinsfusse, der Ausstandszeit und dem
Endwerthe, die wir mit a, p, n, w bezeichnen.

Da diese vier Griossen in einer gegenseitigen Abhingigkeit
zu einander stehen, so ldsst sich unter Anwendung der geometrischen
Progressionen leicht die vierte bestimmen, wenn drei davon bekannt
sind, und diese Operation heisst Zinseszins-Rechnung.

§. 179.

Ist ein Capital a um p Procent n Jahre auf Zinseszins
angelegt, so ist der Endwerth

L w=aq"
Denn a Capital trigt im ersten Jahre Zinsen
=3P
100’
demnach Capital und Zinsen im ersten Jahre
=a + 2P, (1 -+ =
=" Capital fir das zweite Jahr, dle Zinsen hlevon im zweiten Jahre

100 ( + 100)

demnach Capital und Zinsen im zweiten Jahre
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— P ) BP Py DAY
~a(1"'100)"'100(1'*'100)”a(l'"wo)

= Capital fiir das dritte Jahr; die Zinsen hievon
LI YOS By
~ 100 (l + 100) ’
demnach Capital und Zinsen im dritten Jahre
- 2 31( L)’_ ,P_)'
_a(1+100)+100 1+ 700 _a(1+100 :

Capital und Zinsen im vierten Jahre

_ DAY
_a,(l--l-100

Capital and Zinsen im n*" Jahre

= 2y
_a(1+100) .

Somit haben wir hier eine geometrische Reihe, deren Exponent

—(1+2
=(1+3)

auch Zinsexponent oder Vermehrungsfactor genannt.

P Y
(1+100)—q,

Setzen wir nun

80 ist:
w=aq"
Daraus ergibt sich:
1L a= — .
q"
III p= (\/— - 1) 100.
V. — logw — loga
log q
Zusatz 1. Discornto

=w-—a =aq" —a=a(q" — 1). Substit. aus I
=w———-w;=qun——w=W(qn_l). " ” ]I.
q q q"
Zusatz 2. Sind die Zinsen halbjihrig, vierteljihrig, monatlich zu
berechnen, so ist:

200

4n

400

w__a(1+

w=a(1+

12n

_ P
"'(1'*'1200 :
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Zusatz 3. Steht ein Capital a um p °/, nicht blos n ganze Jahre
sondern noch um einen Theil des letzten Jahres, den wir mit

X . . . .
— bezeichnen wollen, auf Zinseszins aus, 8o ist:
y

_ L"( }__P_)
w._a(1+100) l+y.100 .

Denn wenn a Capital in einem Jahre % Zinsen trigt, so muss

p n
a (1 -+ m)
Capital in % Jahren

(1+100) (y 100

Zinsen abwerfen, demnach Zins und Capital

_“(H'Joo) +°(l+100) (y * 100
_ Py x —
w_,a(l+100) (l+y ) aq". (l-i-y 100

Anmerkung., Vorstehende Sitze gelten auch von andern Grissen, die
jébrlich um einen bestimmten aliquoten Theil wachsen, z. B. vom Bestand
eines Waldes, von der Bevdlkerung eines Landes u. s. w.

hieraus

§. 180.

Wenn ein Capital a jihrlich um sich selbst erhoht wird
und auf Zinseszinsen aussteht, so ist:

V. w:________a.(q =1
q—1
Denn die eingezahlten Capitalien stehen nach der Zeit der Einzahlung
n—1, n—2, n—3, n—4...3, 2, 1, 0 Jahre
auf Zinseszinsen. Nach dieser Zeit sind die verschiedenen Werthe des
eingezahlten Capitals a nach §. 179, L:

aql, ag™2, aq"%, aq*...aq% agq? aq, a (geometrische Reihe);

folglich ist der Endwerth oder die Summa aller Zahlungen sammt
Zinsen:
w20 o8y 16);
_-—-—q—-—-———l——— (c. §. 176, Formel )9
daraus ergibt sich:
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VL e Y@=1
-1
VIL n=log[a+w(q—])]-—loga.
log q
§. 181

Wird ein auf Zinseszins angelegtes Capital a am Ende
eines jeden Jahres um eine gewisse Summa b vermehrt
oder vermindert, so ist:

VIIL W= aqnib—%:?l—l)—.
Denn das auf Zinseszins angelegte Capital a wichst in n Jahren auf den
Werth
=aq® (cf. I)
und wird das angelegte Capital am Ende eines jeden Jahres um die
Summa b vermehrt oder vermindert, so betrigt dieses nach n Jahren

=P_(3——1) cf. V.
q—1
Es sei nun
aib:w,
80 ist:

daraus ergibt sich:
ao¥@—DFb@ -1

Ix " (q—1)
X. p=F=2@=1
" -1
XL n=1°g[<q—~1)wztb]—|0g[(q-l)ai"b.
log q
§. 182.

Beispiele zur Anwendung,
1.

Wie gross muss ein Capital sein, das zu b °f, auf Zinseszins ange-
“legt, nach 11 Jahren ebenso viel Werth sein soll als 2000 Thl. zu 8°,
nach 20 Jahren.

Auflésung. Das Capital sei x, und da der Zinsexponent

5
=l+1—03= 1,05,
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so ist der Endwerth nach 11 Jahren
= x (1,05)*;
das andere Capital ist 2000 Thl., sein Zinsexponent
= 1,08,
folglich Endwerth nach 20 Jahren
= 2000 (1,08)*".
Daher ist:
x (1,05)!* = 2000 (1,08)°,
log x + 11log 1,05 = log 2000 + 20 log 1,08.
log 2000 = 3,30103C0
log x = { ~+ 201og 1,08 = 0,6684760
— I1log 1,05 = 9,7669177 — 10
3,7364237.

x = 5450,341 Thl.

2.

Der Kiufer eines Gutes bleibt einen Theil des Kaufschillings schuldig.
Diesen Rest soll er nach dem Kaufvertrage in der Weise abtragen, dass
er 8 Jahre lang am Anfang jedes Jahres 5520 ThlL zahlt. Er verwendet
aber in dieser Zeit alle Eriibrigungen auf Melioriren des Gutes, so dass
er gar nichts abzahlen kounte, wie viel ist er nach Verlauf von 8 Jahren
schuldig, wenn von den festgesetzten Anzahlungen 4 °/, und Zinseszinsen
gerechnet werden ?

Auflésung. Gegeben ist
a = 5520, q= 1,04, n=8;

daher nach §. 180, V:
5520 (1,04* — 1)
- 0,04 ’
L)
log w = log 5520 =+ log (1,04% — 1) — log 0,04;

nun ist:
1,04% = 8log 1,04 = 1,368568 ,

log (1,04 — 1) = log 0,368568 = 0,5665176 — 1
logw = { -+ log 5520 = 8,7419391
— log 0,04 = 0,6020600—2 = 1,3979400
4,7063967.
w = 50862,38 Thl.

Weber, Algebra. 20
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- 3.

Jemand hat 6000 Thl. Baarvermdgen zu 5°, auf Zinseszinsen an-
gelegt und legt jihrlich noch 500 Thl. zu gleichem Zinsfusse dazu; wie
viel hat er in 15 Jahren eriibrigt, wie gross ist sein ganzes Vermogen?

Auflésung. Gegeben ist
a = 6000 Thl., q = 1,06, n = 15 und b = 500.

Daher nach §. 181, VIII:

500 (1055 — 1)

w = 6000. 1,05% + ’
0,05

log 6000 = 3,7781513
+ 15 1og 1,05 = 0,3178395

4,0959908, num, = 12473,57.

plus:
logw=1( 1og 500 = 2,6989700
+ log (1,05 —1) = —+ 0,0329924
— 10g 0,05 = + 1,3010300
4,0329924, num. = -+ 10789,27
w= 23262,84 Thl.

Ein reicher Mann vermachte im Jahre 1856 sein ganzes rentirendes
Vermigen von 200000 Thl. seinen Verwandten, jedoch mit der Bedingung,
dass sie die Summa, welche er bis zu seinem Tode noch erspart, als
Stipendienfond anlegen. Sein Vermdgen stand zu 5°, aus; von den
Zinsen brauchte er jahrlich 2000 Thl fir sich; er starb erst in diesem
Jahre (1868), gerade 12 Jahre, nachdem er sein Testament gemacht
hatte. Wie gross war der Stipendienfond ?

Auflésung, Gegeben ist
a = 200000, q = 1,05, n=12 und b = 2000.

Daher nach §. 181, VIII:

2000 (1,05'* — 1)
— 12 —_—
w = 200000 . 1,05 0,05 .
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log 200000 = 5,3010300
+ 121og 1,05 = 0,2542716

5,6653016, num. = 359171,2.

: minus:
og W =—
g log 2000 = 3,3010300
+1log (1,05 — 1) =  0,9008345 — 1
— log 0,05 = - 1,3010300 *
4,5028945 , num = — 31834,24
w = 327336,96 Thl.
Erbtheil der Verwandten = 200000 Thl.
Stipendienfond = 127836,96 Thl.

B. Rentenrechnung.
§. 183.

Erkldrung. Unter Rente versteht man eine in gleichen Ter-
minen zu bezichende Summa, welche die festgesetzten Zinsen
eines eingezahlten Capitals fibersteigt. Ist die Anzahl der Ter-
mine bestimmt, in welchen eine Rente bezogen werden kann, so heisst
die Rente Zeit- oder Jahrrente; hingt die Anzahl der Termine vom
Tod des Bezugsberechtigten ab, so heisst sie Leib- oder Lebens-
rente.

Das Capital, welches zur Erlangung einer Rente eingezahlt werden
muss, heisst Einsatz oder Mise.

Die Person, welche die Rente auszahlt, heisst der Renten-
geber, und der sie bezieht, der Rentner.

So haben wir es auch hier mit vier Grossen zu thun, mit dem
Einsatze, dem Zinsexponenten, der Rente und der Anzahl der
Jahre, in der sie zu beziehen ist, die wir mit a, q, r, n bezeichnen.

Wie bei der Zinseszinsrechnung, so ldsst sich auch hier leicht die
vierte Grosse bestimmen, wenn drei davon bekannt sind, und diese

Operation heisst Rentenrechnung.

§. 184.
Ist der Zinsexponent q, so ist der baare Werth einer
Zeitrente r, die man n Jahre lang am Ende eines jeden

Jahres bezieht:
20*



308 Vierter Abschnitt, §. 184 u. 185,

r(q® — 1)
L ==
9" (q—1)

Denn der Endwerth des auf Zinseszinsen angelegten Capitals a
muss von Jahr zu Jahr kleiner werden, weil die alljihrlich in Abzug
zu bringende Summa r die einfachen Zinsen iibersteigt, bis endlich nach
nJahren w = 0 ist. Desshalb ist nach §. 181, VIII:

v or(qh —
aqt— l(qq—_—l—ll =w=0 (r fiir b eingesetzt),
folglich:
A
"@q—-1"’
daraus ergibt sich:
I r= 200D
=1
1L ne logr — log l[;'g—; a(q—1)] .
§. 185.

Soll eine nJahre laufende Rente auf einmal baar aus-
gezahlt werden, so hat dies nach dem mittlern Zahlungs-
termine zu geschehen.

Bezeichnen wir diesen mit m, so ist:

m _logn+1log(q—1) +1;10gq —log (q* — 1)

- log q *
Denn von einer n Jahre laufenden Rente r ist der baare Werth nach
§.184, I.:

Iv.

At VI
R 1k
und die n Jahre laufende Rente r ist =nr, eine Summa, die erst nach
m Jahren zu zahlen wére; ihr baarer Werth ist nach §. 179, IL:

nr
) a.._qm.
Nun erhdlt man aus der Vergleichung von « und 8
nr_r@-1,

™ Q" g—1)’
dies fithrt durch Logarithmirung und Entwicklung des Werthes von m
auf Gleichung IV,
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$. 186.

Wird k Jahre lang zu Anfang eines jeden Jahres eine
gewisse Summa a eingezahlt, um sich nach Verlauf dieser
Zeit eine nJahre lautfende Rente r zu verschaffen, so ist
der baare Werth der Einlage:

_ (=1
v Tttt —1)
Denn die Einlage betrigt am Ende des k'~ Jahres nach §. 180, V:

v 2a@ =1
g—1

da hier die letzte Einzahlung nicht a, sondern aq ist, weil sie
schon auf ein Jahr mit zu verzinsen war. Die Summa

aq(@*—1)
q—1
ist nun die Einlage oder Mise fiir eine n Jahre laufende Rente; desshalb
hat man nach §. 184, I:
agg"—bD _r@—1
g—1 "(q—-1"
daraus erhidlt man Gleichung V und

n+1 (qk __
VL r= ?_“1____(‘1_.__1_)’
-1
— —_ k_
VIL ne logr — log[r — aq(g* — 1)] ,
log q
VIIL k=log[q“(r+aq)—r]—-loga.—(n+1)logq.
log q
» §. 187.

Beispiele zur Anwendung.
1.
Jemand mochte gern auf 20 Jahre eine Rente, er zahlt hieza
5000 Thl. ein, die zu 3%/, °/, verzinset werden; wie gross.ist die Rente?
Auflosung. Gegeben ist
a = 5000, n=20, q=1,035;
daher ist nach §. 184, II:

_ 5000.1,035%. 0,035
=TT1030 T 1
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log 5000 =  3,6989700
logr = -+ 20 log 1,035 = 0,2988060
(+ log 0,035 = (,5440680 — 2
—  log (1,085 —1) = 4+ 0,0044595
2,5463035.—‘

r = 351,8062 Thl.

2.

§. 187..

Ein Beamter wollte seiner Familie eine Rente verschaffen und
zahlte desshalb am 3. Midrz 1859 300 Thl in eine Lebensversicherungs-
anstalt, diese Einlage wiederholte er bis zu seinem Tode alljéhrlich;
er starb am 4. Mirz 1868 und hatte die aef diesen Termin fallende
Einlage schon erlegt. Wie hoch wird die Rente sein, welche seine
Familie am 3. Mirz 1869 erheben kann, wenn sie dieselbe 16 Jahre ge-
niessen soll und wenn die Einlagen bei der Anstalt zu 4 °, verzinset

werden?
Auflésung. Gegeben ist
a=2300, q=1,04, n=16 und k = 10;
daher ist nach §. 186, II:
_300.1,04'7. (1,04 — 1)

(1,04 — 1) i
log 300 = 24771213
~+ 171log 1,04 = 0,2895661

logr =
B = b 1og(L04°—1) = + 0,6814610 — 1

—  log(1,04'%—1) = + 0,0589967

2,6071451
r = 321,4734 Thir.

3.

Wie gross ist der baare Werth einer n Jahre laufenden Rente r,
die alljiihrlich in einer arithmetischen Reihe steigt und deren Differenz r,

wenn der Zinsexponent q ist?

Auflésung. Die n Jahre laufenden einzelnen Renten sind:

r, 2r, 8r, 4r, ...nr
und
r 2r 3r 4r

q

P T %,1 (die baaren Werthe cf. §. 179, II),
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2 4
Lx= i+-—;+8—§+—:‘ +..+ (————1-)—'+—— wenn x = Summa aller baaren
q q q q qQ q" Werthe.
1L i=~i,+2-—:-i-3—:+.. +(n :_zl)'+ - _,,l)' m, (Prod .ct aus I X '-)
9 9 9 9q q q
x r,r, t T T r nr
Il x — == (—-+ +5+5+.. .+ —+ —;) — — (Differenz zwischen I —II).
e \q ¢ ¢ ¢ e VA e
Iv. x(“ 1) [( o). l_ ] - BL. nachdem nach §. 174, Lehrsatz 2, der
171 in Klammern stehende Ausdruck als
geometrische Reihe summirt ist.
s=—1 [ &£-1 '.‘_I]
“g-ilq-ne T el
4.

Wie gross ist der baare Werth einer n Jahre laufenden Rente r,
die alljéhrlich in einer geometrischen Reihe steigt und deren Quotient e,
wenn der Zinsexponent q ist?

Auflésung. Die n Jahre laufenden Renten sind:

L r, re, re, re®, ... re!
und
r re' re* re? ren!
S A

die baaren Werthe der einzelnen Renten cf. §. 179, IL

Da in der Reihe II. das Anfangsglied ?;—, der Quotient % und das

n—1

Endglied E%T— ist, so ist die Summa x aller baaren Werthe:
e

§. 188.
Aufgaben.
1. Ein Bedienter will seinen jiahrlichen Lohn von 30 Thl. bei seinem

Herrn zu b °/, auf Zinseszins stehen lassen; wie viel hat er sich
auf diese Weise nach 12 Jahren erspart?

Antw. 477'/, Thl.



312

10.

11,

Vierter Abschnitt. §. 188,

Wie gross ist der Endwerth eines Capitals von 900 Thl. in 15
Jahren zu 3", °/, auf Zinseszins angelegt?
Antw. 1507,81 Thl

. In wie viel Jahren erreicht eine Stiftung von 32000 Thl. auf

Zinseszins zu 3 °, angelegt einen Werth von 340506,8 Thl., um
damit ein Polytechnicum nach dem Wunsche des Stifters zu
griinden ?

Antw. 80 Jahre.

. Eine Stadt zdhlt gegenwiirtig 12000 Seelen, wie gross ist ihre

Bevilkerung nach 20 Jahren bei einer jihrlichen Zunahme von
39°
Antw. 21673 E.

. Ein Erlenschlag hilt gegenwirtig 800 Klaffer; wie viel Klafter

hilt er in 6 Jahren bei einem jihrlichen Zuwachs von 28,5 °/,?
Antw. 3601,71 Klafter.

Eine Stadt hatte bei der Volkszihlung im Januar 1868 10000
und vor 5 Jahren 8502 Einwohner; wie viel Procent betrigt der
Zuwachs?

Antw. 3,3 %,.

Das Vermogen einer Stiftung ist in 70 Jahren von 32100 fl.
auf 152382 fl. 48 kr. gestiegen; zu wie viel Procent war es auf
Zinseszins angelegt?

Antw. 2 4. 15 kr.

Ein Theil Nordamerika's zihlte vor geraumer Zeit 2 Millionen
Einwohner und gegenwirtig 14489380, wie lange ist das her,
wenn jahrlich eine Zunahme von 2 %, statt fand?

Antw. 100 Jahre.

Wie gross wird ein Capital von 5000 Thl. nach 30 Jahren zu
4 °/,, wenn die Zinsen vierteljahrig gerechnet und wieder zum
Capital geschlagen werden? '

Antw. 165021/, , Thl.

Wie lang muss ein Capital zu 4"/, °/, ausstehen, wenn es fiinf-
mal so gross werden soll?
Antw. 36,66. .

In wie viel Jahren wird ein Capital von 3500 Thl. auf Zinses-
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12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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zins zu b %, angelegt, ebenso gross als ein Capital von 1500 Thl.
zu 6 °, in 20 Jahren?
Antw, 6,51..

Auf welche Summa erwichst ein Capital von 3000 Thl. mit
Zinseszins zu 5 °, in 20"/, Jahre?
Antw, 8158,89 Thl.

Auf welche Summa erwichst die Einlage von 400 fl. 36 kr., die

am Ende eines jeden Jahres bei einer Cassa gemacht wird durch

Zinseszinsen zu 5/, °/, bis zum Schlusse des zwanzigsten Jahres ?
Antw, 13968,27 fl.

Wie gross ist bei einem Disconto von 3"/, %, der baare Werth
einer Summa von 36500 Thl., die erst nach 8 Jahren fillig
wird

Antw. 27718 Thl. 15 Sgr.

Wie gross ist bei einem Disconto von 5 %, der baare Werth
eines Capitals von 1437 fl., das erst nach 12 Jahren flissig
wird?

Antw. 800,1753 fl.
Ein Péchter blieb 5 Jahre lang seinen Pachtschilling zu 2000 Thl.
schuldig; wie viel hat er am Ende des fiinften Jahres zu zahlen,
wenn Zinseszinsen gu 3%/, °/, gerechnet werden?

Antw. 10724 Thl. 25, Sgr.

Fiir ein Stiick Wald bietet der eine Kidufer 40000 Thl. ohne
Zinsen zahlbar in 7 Jahren, der Andere bietet nur 30000 Thl.
zahlbar in 3 Jahren, aber ebenfalls ohne Zinsen; welcher ist
der Meistbietende, wenn die Zinsen zu 5 °/, gerechnet werden?

Antw, I 28427 Thl, 7%/, Sgr.; IL 25915%,, Thl.
Wire zu Christi Geburt ein Pfenning auf Zinseszins zu 5%,

angelegt worden, zu welchem Capitale wire er bis Ende dieses
Jahres (1868) angewachsen?

Antw. 15 Sextillionen 900180 Quintillionen Gulden.
Eine Bank hat 1560000 Thl. zu 3 %, und hat dieses Capital

ausgeliehen zu 5 %,; wie viel hat sie am Ende des fiinfzehnten
Jahres gewonnen, wenn Zinseszinsen gerechnet werden?

Antw, 539556 Thl.
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20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

Vierter Abschnitt. §. 188,

Ein Offizier muss von seinem rentirenden Vermégen, das im
Ganzen 15467 fl. betragt und zu 5 %, auf Zinseszins aussteht,
am Ende jeden Jahres 600 fl. zusetzen; wie wird der Stand
seines Vermigens nach 10 Jahren sein?

Antw. 17647 fi. nahezu.

Jemand nimmt von einem Capitale von 4254 fl., das zu 3 Y,
auf Zinseszinsen aussteht, am Ende eines jeden Jahres 400 fl.
zu seinem Unterhalte weg; in wie viel Jahren ist dieses Capital
aufgezehrt?

Antw. 18 Jahr.

Der gegenwirtige Bestand eines Waldes hilt 255000 Klafter,
sein jihrlicher Zuwachs betrigt 2, %,, es werden jihrlich
1000 Klafter geschlagen; wie gross ist sein Bestand nach 40.
Jahren?

Antw. 617290,62 Klafter.

Wie gross wird ein Capital von 80000 fl. in 10 Jahren durch
Zinseszinsen zu 4%, °/,, wenn am Ende eines jeden Jahres
1Y, °, auf Verwaltung abgehen?

Antw, 107513,2 f..

Ein Wald hat einen jahrlichen Zuwachs von 4 °,, und einer
dermaligen Bestand von 30000 Klefter, wie viele Jahre diirfen
am Ende eines Jahres 800 Klafter geschlagen werden, wenn
der Wald noch 380097%; Klafter halten soll?

Antw. 15 Jahre.

Ein Staat macht ein Militiranlehen von 30 Millionen Thl. zu
59/, und will dasselbe in 50 Jahren wieder getilgt haben, in-
dem er jihrlich eine bestimmte Summa zahlt, bei der die Zinsen
mit eingerechnet sind; wie gross ist diese Summa?

Antw. 1643302 Thl.

Jemand ermittelt den Stand seines Vermdgens am Ende des
Jahres 1867, er sieht dass es von 30000 Thl. auf 38009 Thl.
gestiegen ist, obschon er am Ende eines jeden Jahres 800 Thl.
zu seinem Unterhalte weggenommen hat; wie viel Jahre waren
hiezu erforderlich, wenn es auf Zinseszins zu 4 °/, angelegt
war?

Antw, 15 Jahre.
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27.

28,

29.

30.

31.

32.

33.

34.
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Der Bestand eines Waldes hidlt zur Zeit 20000 Klafter, sein

jahrlicher Zuwachs betrigt 5 °/,; wie viel Klafter diirfen jéhr-

lich gefillt werden, wenn er in 22 Jahren abgetrieben sein soll?
Antw. 1519,41 Klafter,

Eine Schuld von 15000 Thl soll nach 7 Jahren mit Zinseszins
zu 3 %, gezahlt werden; durch welche je am Ende eines Jahres
wiederkehrenden gleich grossen Abschlagszahlungen konnte diese
Schuld in der ndmlichen Zeit getilgt werden, wenn hier der
Zinsfuss 4'[, °|, betriigt?

Antw. 2545'/, Thl

Jemand hat nach 20 Jahren 10000 fl. ohne Zinsen zu erheben,
er will aber dafiir wihrend dieser Zeit mit Anfang eines jeden
Jahres eine gleiche Rente, so dass die ganze Schuld in 20
Jahren getilgt ist, wenn dieser Berechnung 4 °/, Zinseszinsen
zu Grunde gelegt werden.

Antw. 335,82 1.

Jemand hat eine jihrliche Rente von 600 Thl. auf 20 Jahre zu
geniessen; wie viel wiire ibr baarer Werth, im Fall er sie ver-
kaufen wollte, die Zinsen zu 4 °/, gerechnet?

Antw, 8154,18 Thl.

Jemand besitzt einen Werth von 20000 Thl., er will ihn in eine
jéhrliche Rente von 1500 Thl. verwandeln; wie lang kann er
diese Rente beziehen, wenn die Zinseszinsen zu 5 °/, gerechnet
werden ?

Antw, 22'/, Jahre.

Ein Onkel will seinen 3 Neffen eine 36 Jahre lang am Ende

eines Jahres zn bezichende Zeitrente von 6000 fl. verschaffen ;

wie gross ist die Mise, wenn dieselbe zu 5°, verzinset wird?
Antw. 99281,1 1.

Wie gross ist der baare Werth einer Zeitrente von 2000 fl.,
die 30 Jahre lang am Ende eines jeden Jahres fillig ist, wenn
die Zinsen zu 4 %, gerechnet werden?

Antw. 34584 f.

Wenn eine Zeitrente von 200 Thl. 7 Jahre lang zu geniessen
ist und der Zinsfuss 4 %, betrigt, wie gross ist der baare
Werth ¢

Antw. 1200 Thl.
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

Vierter Abschnitt. §. 188.

Auf wie viel Jahre kann man sich bei einer baaren Einzahlung
von 6000 Thl. und Zinseszinsen zu 5 °/, eine Rente von 390 Thl.
9 Silbergroschen verschaffen, die am Ende jeden Jahres flissig
wird ?

Antw. 30 Jahre.

Eine Tante will ihren Neffen wihrend seiner Studienzeit in
Genuss einer Rente von 500 Thl. setzen, die er 6 Jahre lang
am Ende eines jeden Jahres beziehen kann; welche Einlage ist
hiezu erforderlich, wenn dieselbe zu 3"/, °/, verzinset wird?

Antw, 2664 Thl. nahezu.

Jemand erlegt bei einer Lebensversicherungsgesellschaft 25 Jahre
lang am Anfang jeden Jahres 475 Thl, um sich dadurch eine
Zeitrente auf 20 Jahre zu begriinden, die am Ende jeden
Jahres fliissig wird; wie hoch ist diese Rente bei Zinseszinsen zu
3%

Antw. 1347,32 Thl

Wenn man bei einer Lebensversichérungsanstalt je nach 3 Jahren
eine Einlage von 120 ThlL 207/, Sgr. bis zum Schlusse des
dreissigsten Jahres anlegt, welche Rente kann man dafiir 10
Jahre lang am Ende jeden Jahres beziehen, wenn Zinseszinsen
zu 3%/, °/, gerechnet werden?

Antw, 240/, Thl. nahezu.

Bei einem Gutsverkaufe melden sich 3 Kiufer; der erste bietet
225000 Thl. unter der Bedingung, dass er nur 25000 Thl. so-
fort baar und 10 Jahre nach einander mit Ende jeden Jahres
20000 Thl. einzahlen darf, der zweite bietet 230000, will
50000 Thl, sogleich erlegen und 18 Jahre lang 10000 Thl. am
Ende jeden Jahres, der dritte bietet nur 194200 Thl., aber
Baarzahlung. Wer hat von den 3 Kaufern am meisten geboten,
wenn die Zinsen zu 4 °/, gerechnet werden?
Antw, 1. 187217,6 Thl., II. 176592,7 Thl., III, 194200 Thl.

Was ist der baare Werth einer jahrlich in arithmetischer Pro-
gression und zwar um sich selbst steigenden Rente von 160 fl,
die 20 Jahre lang am Ende eines Jahres zu beziehen ist, wenn
die Zinseszinsen zu 4 °, gerechnet werden?

Antw. 20024 . nahezu.
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41, Was ist der baare Werth einer alljihrlich in geometrischer
Progression mit dem Quotienten 2 steigenden Rente von 110 Thl,,
die 15 Jahre lang am Schlusse jedes Jahres zu beziehen ist,
wenn die Zinsen zu 3"/, %, gerechnet werden?

Antw. 2229403 Thl.

42, Von einem Anlehen im Betrage zau 1000000 Thl., das halb-
jahrig zu 2°/, verzinset wird, werden am Ende des ersten
Jahres Y/, °/, zuriickbezahlt; in jedem folgenden Jahre wird der
Tilgungsfond um 6 %, hoher als im vorhergehenden; wie gross
ist der baare Werth der im Verlaufe von 44 Jahren auf Ver-
zinsung und Tilgung des Anlehens verwendeten Summen, wenn
ein halbjihriger Disconto von 2 %, oder ein jéhrlicher Disconto
von 3/, °/, berechnet wird? (Hofmann.)

Antw. 997623 oder 1095690 Thl.

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, ITI. Theil, Seite 200—224;
Heis §. 84, 14— 69.

II. Stufenbriiche.

§. 189.

Erklirung 1. Ein Stufen- oder Kettenbruch ist ein conti-
nuirlicher Bruch, dessen Nenner oder Zihler aus einer ganzen
Zahl und einem Bruche besteht, der abermals aus einer ganzen
Zahl und aus einem Bruche zusammengesetzt ist.

Je nachdem sich die Bruchreihe im Nenner oder Zihler fort-
setzt, unterscheidet man absteigende und aufsteigende Stufen-
briiche.

Erkldrung 2. Die Stufenbriiche werden mit Vortheil gebraucht, um
Verhdltnisse zwischen sehr grossen Zahlen durch kleinere
moéglichst anndhernd auszudriicken, um irrationale Quadrat-
wurzeln durch rationale Briiche darzustellen; ferner zur Be-
stimmung des Logarithmus einer Zahl und zur Auflésung
diophantischer Gleichungen.



318 Vierter Abschnitt. §. 190 u. 181.

a. Absteigende Stufenbriiche.

§. 190.

Erklirung 1. Der allgemeine Ausdruck eines absteigenden
Stufenbruches ist:

Erkldrung 2. Die Briiche
1111
a’ b’ ¢’ d’
aus welchen der absteigende Stufenbruch dadurch entsteht, dass zum
Nenner des vorangehenden der nachfolgende immer addirt wird,
heissen Glieder des Stufenbruches,
Die Nenner dieser Glieder:
a, b,c,d...
bezeichnen positive ganze Zahlen. Je nachdem die Anzahl dieser
‘Glieder begrenzt oder unbegrenzt ist, heisst ein Stufenbruch endlich
-oder unendlich.

Erkldrung 3. Wird ein absteigender Stufenbruch bei irgend einem
-dem Endgliede vorangehenden Gliede abgebrochen, etwa bei -1—, 50 heisst

der abgekiirzte Stufenbruch:
1

a.+1
b+

1
c+...

Partialbruch oder Niherungswerth des Stufenbruches.

§. 191.

Erklirung. Ein gemeiner Bruch wird in einen absteigenden
Stufenbruch verwandelt, wenn man sowohl seinen Z#dhler als seinen
Nenner durch den Zéhler dividirt, wodurch man einen Bruch er-
hiilt, dessen Zéhler die Einheit und dessen Nenner eine ganze
Zahl (Quotient der Division) und ein Bruch ist; mit diesem
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letzten Bruche verfihrt man wieder wie mit dem urspriinglich ge-
gebenen und setzt diese Operation fort bis die Division aufgeht.

Ist der gegebene Bruch unicht, so hat man erst die Ganzen ab-
zusondern. Z. B.:

M _, 4T
162 162°
47 47:47 11
162‘162:47‘162:47‘3+g
47
21 _21:21 11
4T T 47:21 T 47:21 5
2+ﬁ
5 5:5 1 1
21~ 21:5 ~ 21:5 .  1°'
1:5 i+ 4
folglich:
:}'_7.1_2_{_ lm,
162 1
34—
1
2+ T
4+3—
§. 192.

Lehrsatz. Aus zwei gegebenen Partialwerthen eines Stufen-
bruches und seinem folgenden Gliede erhilt man den nichsten
Partialwerth, wenn man Zihler und Nenner des zweiten Partial-
werthes mit dem letzten Gliede multiplicirt und zu diesen Pro-
ducten Zihler und Nenner des ersten Partialwerthes addirt.

Es sei der Kettenbruch
1

a -+

und seine auf einander folgenden Niherungswerthe

a 8 1 8 b =

ATBY G DM R
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und r das letzte Glied eines zu bestimmenden Partialwerthes %,
8o ist:
e _mr “+u
R Pr+M
Beweis.

Denn es ist:

« a .
I -KzT, folglich ¢ — a und A = 1.

8 1 ab+1 . _ _
I B...a.+b._ > , folglich g =ab-+ 1 und B =b.

7 1 c abc+c+a (ab—+1).c+a
I. —_— = = = =
Sl Y R TR B PR bo+1

c,
=_____~ﬁ.c+a , durch Substit. aus II. und I
B.c+A

Nimmt man zu ¢ noch das folgende Glied %— dazu und setzt ¢ -+ L fir ¢
ein in III, so ist:

1
_ﬂ(c"'T)j:‘_,scd+(e+ad_(pc+a)d+ﬂ

V. —= = =
Bed+B+Ad (Be+A)d-+B
B(c+-(—i—)+A cd+ B+ (Be+ A)d+

O] o

yd+ @

= CixrB’ durch Substit. aus III.
Da nun der dritte Partialwerth

_f.ct+a

T B.c+A’
und der vierte Partialwerth

_y.d+p
T C.d+ B’

. . L4 .
so muss fiir die auf einander folgenden Partialwerthe  und I der ** sein:

Ty + p

_mroee @
Pr+M R’

§. 193.

Lehrsatz. Die Differenz zweier auf einander foigenden Partial-
werthe eines Stufenbruches ist immer gleich einem Bruche, der zum
Nenner das Product der Nenner der beiden Partialwerthe und
zum Zihler die Einheit entweder positiv oder negativ hat, je
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nachdem der Subtrahend ein gerader oder ungerader Néherungs-
werth ist.

Es sei
Le_£&__1
A~ B~ AB’
& _r_ 1
ILg-c=*s¢
r_8_ 1
o 5-5=~"¢p
so ist:
e = 1
L Tl e v 1
Beweis.
Denn es ist:
« @ _aB—Ag ab—1(ab+1) 1
ad 1. AT B B = iB = -8B’ durch Subst. §. 192.
B8 vy PBC—By g®Bec+A) —-B{c+a)
MIL g — =g = 50 (. 192)
Ag—aB 1
=—8c¢ ~ B¢’
da «B—Ap aus I. =—1, so muss AB—aB=+1 sein.
7 8 3D—3C 7(Cd+B)—Cid+p-
L L 5 (8. 192)
By—6C_ _ 1 ..
CD =-CD cf. IL.;
folglich :
B_®_ L
ad m, M——P_i—MP'
Zusatz 1. Je mehr sich die Partialwerthe dem Werthe

des ganzen Stufenbruches ndhern, desto kleiner werden
ihre Differenzen, da jede folgende immer kleiner ist als
die Hélfte der vorhergehenden.

Zusatz 2. Die Partialwerthe eines Stufenbruches neh-
men abwechselnd zu und ab, je nachdem sie positiv oder
negativ sind.

§. 194,

Lehrsatz. Der vollstindige Werth eines Stufenbruches liegt
immer zwischen zwei auf einander folgenden Partialwerthen,

Weber, Algebra, 21
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weil von diesen die ungeraden immer kléiner, die geraden immer
grosser sind als der volle Werth des Hauptbruches.

Beweis.

. . o .
Denn bezeichnen wir mit 7 den ganzen Werth eines Stufenbruches, so

ist nach §. 193:

Le_8__1
AT B~ AB’
& _r_, 1
ILy-¢c=%s0
S
HLC D~  ¢D’
8 u 1
IV.F—i—_+ﬁ,
" L4 1
VNTP T TN
a ] 1 1 1 1 1
g (e ) (- )
viI B_P__+ 56 GD -+ DM — MP (Summa auns II-V).
Nun sind nach §. 193 die eingeklammerten Differenzen
1L u s w
ABTBC) T T

positive Zahlen, folglich ist:

2 (erster Partialwerth)<—g- aus VI und

A
8

B (zweiter Partialwerth) > % aus VIL

Zusatz. Ein Partialwerth ist vom vollstindigen Werthe
des Stufenbruches um weniger verschieden als ein Bruch
dessen Zihler die Einheit und dessen Nenner das Product
aus dem Nenner dieses und seines nichstfolgenden Partial-
werthes. cf. §. 193 und 194 Lehrsatz.

§. 195.

Lehrsatz. Die Partialwerthe eines Stufenbruches sind in
den kleinsten Zahlen ausgedriickt, weil deren Zihler und Nenner
immer relative Primzahlen sind.
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Beweis.

Denn wenn —1%- irgend einen Partialwerth bezeichnet und % den diesem

zunéchst vorangehenden, so ist:

folglich auch:

enthielte nun ﬁ— einen gemeinschaftlichen Factor ®, so miisste er auch in

R —oP
PR

enthalten sein, was bei der Einheit unméglich ist.

=+1

§. 196.
Lehrsatz. Die auf einander folgenden Partialwerthe geben

in den kleinsten Zahlen die Grosse des ganzen Stufenbruches
genau an.

Beweis.
Denn wire zwischen den beiden auf einander folgenden Partialwerthen

% und —;— ein anderer Bruch - moglich, so milsste dieser dem vollstindigen

Werthe des Kettenbruches niher kommen als _I% und es wiire ohne Riicksicht

auf die Vorizeichen:

A_I-%_ 0
P TP R’
folglich:
nT —tP _aR— P 1
BT < R PR cf. §.193.
und
—ET—%:—E-E-<-—IIE (nach Division durch P),
also "

T —-tP)RLT,
was unmdiglich ist, da
nT—1<P

nicht gleich Null sein kann, denn sonst wire auch

T
T ’

la

was der Annahme widerspricht.
21"
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§. 197.
I. Beispiele.

1. Den Kettenbruch
1

a4 1

1

7+ T
12 +

1+—3—

in einen gewthnlichen Bruch umzuwandeln,

1. Auflésung.
1 1 1
- = 1

a+1 T a4+t T 4+ I

74 7 7+ — 74 3

124+—-r 12 4+ —— 12+
1+3 CO

_ 1 1 _ 1 361
- 1 - 1 - 1 51 1495

4+ — 4+ 7y 4+——361 4+ e

T4+ = &)

( ) 51 51

2. Auflésung. Man setzt alle Nenner des Stufenbruches
neben einander iiber einen Bruchstrich und zwar den ersten oder
obersten Nenner auf die dusserste Linke; hierauf setzt man unter
den letzten Nenner rechts die Einheit und iiber diese hinaus
Null. Man findet nun jede folgende Zahl der neu zu bildenden
Reihe, wenn man die vorhergehende untere Zahl mit der dariiber
stehenden multiplicirt und zum Producte die rechts in der untern
Horizontalreihe stehende Zahl addirt. Die vorletzte Zahl ist der
Zihbler und die letzte der Nenner des aufzusuchenden Bruches;
d. h.:

4 7 12 1 3 _ 361
1495 361 51 4 3 1 0 1495’

2. Der Bruch -%ié; soll in einen Kettenbruch verwandelt werden.

Auflésung in kiirzerer Form als §. 191:
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1 1 8 1 2 1 1 2 3 2
2582 : 1361 : 1221 : 140 : 101 : 39 : 23 : 16 : 7 : 2 + 1
1861 1221 1120 101 78 23 16 14 6 2
1221 140 101 39 23 16 %7 2 1 0°
Die durch Division gewonnenen Quotienten 1, 1, 8, 1, 2, 1,

1, 2, 3, 2 bilden die Nenner des Stufenbruches.

3. Wie heissen die Partial- oder Niherungswerthe von dem Bruche
108,
695"

Auflésung. Es sind erst wie in der vorigen Aufgabe die
Nenner des Stufenbruches zu bilden:
6 2 3 2 1 4
695 : 108 : 47 : 14 : 5 : 4 :
648 94 42 10 4 4
47 14 b 4 1 0°

1

Aus diesen Nennern 6, 2, 3, 2, 1, 4 des Stufenbruches lassen
sich die Partialwerthe unmittelbar ableiten. Man setzt die
Nenner itber einen Bruchstrich und zwar den ersten aof die
ausserste Linke, unter ihn einen Bruch, der zum Zéhler die
Einheit und zum Nenner ihn selber hat; iiber diesen Bruch

hinaus links setzt man beide Briiche betrachtet man als ge-

0.
1 3y
gebene Niherungswerthe, aus denen sich nach §. 192 die iibrigen
leicht entwickeln lassen, D. h.:

6 2 3 2 1 4

12 7 16 2 108
' 6 183" 45’ 103’ 148' 695°

L)
1

II. Aufgaben.
4. Wie heissen die gewShnlichen Briiche von nachstehenden Ketten-

briichen :
I.1+l——i II30+1____1_
6+_'i' ’ 3,+—-——1-
2+——i~ 1+_i
8+— 44—
2+ i 1+?.
14+ —.

4
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1
nL 2+ —7
7+ —3
3+ —
1
14—
1
1+ —F
1
1+ —
|
1+ I
1+ -
2+ ———l
24
1
1+ 1
82 + 1
1+ > -
803 1967 999701 -
Antw. L 895" 1I. 6‘5. 111, mm.

5. Verwandle nachstehende Briiche in Kettenbriiche:

1878 1 415
L 81" II. 102764 IIL 733"

Antw. I. 3, 4, 38, 3, 2, 2, 2.
m o, 1, 8, 5, 1, 1, 2, 1, 17. } Nenner.
m o, 1, 1, 2, 1, 7, 4, 8.

6. Wie ist der nachstehende Bruch:

(bed+d-+Db)g+be~+1
(abcd+cd-+ad-+ab-+1)q+abc+c+a

in einen Stufenbruch umzuwandeln?

Antw. ! i
a -+
b + !
c -+
a+=.
q
7. Wie heissen die Niherungswerthe von nachfolgenden Briichen?
361 105 20935
I 498" II. a3 1IL 86400° IV. 2,426. V. 84,0727,

5 11 168 27 70 97
Antw. I. 1, 6’ 13’ 19° 32’ 83° 115"

1 3 4 19

I 2, 2—2-, 2-7—, 2—9—, 2;;

1 7 8 55 63

W 2+ 25 33 227" 260°
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10.

11.

12,

13.

14.

15.

Stufenbriiche. 827
1 2 3 23
2, 2—, 2—, 2, 2—.
v * T2 25 27 254
1 1 4
V. 34, 3’ 3414, 3455

Nachstehende Verhiltnisse sind in moglichst kleinen
Zahlen angenihert darzustellen:
2:1,9129312.

Antw, 1:1, 22:21, 23:22, 758:725...

Das Verhiltniss eines preussischen Fusses & 139,13 pariser
Linien zu einem Meter & 443,296 pariser Linien.

Antw. 1:3, 5:16, 11:35, 16:51, 43: 137, 145: 462, 913 :2909,
1058:3371 ...

Das Verhiltniss eines bayerischen Fusses = 129,38 zu einem
Meter.

Antw. 1:3, 2:7, B:17, 7:24, 61:209...
Das Verhiiltniss einer wiirttembergischen Elle & 272,288 pariser
Linien zu einer bayerischen Elle = 369,272 pariser Linien.
Antw. 3:4, 14:19, 59:80, 73:99, 20426:27701...
Das Verhiltniss einer bayerischen Elle = 833,011 Millimeter
zu einer Wiener Elle = 779,9224 Millimeter.
Antw, 1:1, 15:14, 16:15, 47:44, 204:191.
Das Verhiltniss eines preussischen Centners = 51448,21 Gramm
zu einem Osterreichischen = 56001,22 Gramm.
Antw. 37:84, 86:79, 123:113, b5616:6118.

Das Verhiltniss des Durchmessers eines Kreises za seinem
Umfang 1:3,1415926536.

Antw. Quotienten sind: 3, 7, 15, 1, 292; 1:3, 7:22, 106: 333,
113: 855, *

Das Verhiltniss eines rheinpfilzischen Ohms = 100 Liter zu
einem osterreichischen Eimer (40 Osterreichische Mass) =
56,605 Liter.

Antw, 1:1, 2:1, 7:4, 28:13, 30:17, 53:30, 1514:857: .

* Das vierte Verhaltniss 118 : 355 = 0,318309859 unterscheidet sich vom gegebenen

1:3,1415926586 = 0,318309886 nur um
0,000000027.
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16. Das Verhiltniss des synodischen Mondsmonats = 29,5630588 Tage
zum tropischen Sonnenjahr = 365,2422 Tagen (Heis).
Antw. 1:12, 2:25, 8:37, 8:99, 11:136, 19:235.

17. Das Verhiltniss eines preussischen Morgens = 2553,22 Quad-
ratmeter zu einem Osterreichischen Joch = 5'755,74 Quadrat-
meter. N

Antw. 1:2, 3:7, 4:9, 55:124, 59:133, 232:523.
18. Das Verhéltniss von einem Kilogramm = 1000 Gramm zu einem
preussischen Pfund = 467,7110 Gramm.
Antw, 2:1, 15:7, 62:29, 511:239, 2617:1224, 3128:1463...

19. Wie viel ist Quecksilber schwerer als Phosphor, wenn das spe-
cifische Gewicht des Quecksilbers 13,598 und des Phosphor
1,770 ist?

Antw. 7, 7%, 713 15 43

']‘§, 7é§, 7é§mal...

Anmerkung. Zur weitern Uebung sieche Hofmann, II Theil, Seite 248 —249;
Heis §. 85.

b. Aufsteigende Stufenbriiche.

§. 198

Erkldrung 1. Der allgemeine Ausdruck eines aufsteigen-
den Stufenbruches ist:

2
d

-

+
+c :

ot

-

+

o

Erkltrung 2. Da sich jeder aufsteigende Stufenbruch oder
Theilbruchreihe (Heis) als eine Reihe von Briichen darstellen lisst,
von denen jeder folgende immer ein aliquoter Theil des zunéchst
vorangehenden ist und da alle zum Z&ihler die Einheit haben,
8o ist duch die Reihe

1 1 1 1
T+ab+|bc+ abcd
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Stufenbriiche.

829

als allgemeiner Ausdruck eines aufsteigenden Stufenbruches zu be-

trachten.

Bezeithnen wir in dieser Reihe den ersten Bruch mit A, den zweiten

mit B, den dritten mit C, den vierten mit D...

die einfache Form:

1
b

§. 199.

I. Beispiel.

68
1. Der Bruch 149

wandelt werden.

, so erhilt obige Reihe

——+lA+—l—B+lC+-l—D.
a [} d e

soll in einen aufsteigenden Stufenbruch ver-

1. Auflbsung.
Es sei
68 1 1 1 1
m=—;+ﬁ+abc + abed """
s0 ist:
149 9 149
68a =149 4+ — bc bcd’
149 149 149
[( b bed 68]
Nun ist:
149 13
68 = 2tgs

es soll aber a eine ganze Zahl sein, desshalb muss der ein-

*geklammerte Quotient plus (lig

so dass a wenigstens 2 4+ 1 = 3 ist.

68 a = 204, folglich:

wenigstens gleich der Einheit sein,

Wenn aber a =3, so ist

204—]49+ b +lb43 bcd a=3.
55=~1l:§+&+b1;’%
55b_149+1‘—1§+ 149
cd

149 [(149 149 55] b=38.
149 149

165=149+—°—+‘—'
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16c=149+1§2 u. s, w. ¢ =10.
11d= 149 u. 5. w. , d=13.
Demnach ist:
68 1 1 1 1
-3tz 3t s 3 103310 13
1 1 1 1

=§‘+—3—A+EB+EC.

_L o2 4 o267

T3’ 9’ 90’ 585"

2. Auflésung. Leichter findet man die erforderlichen Quo-
tienten auf folgende Weise:
149:68 = 3 =a

204
149 : 55 = 3=0b
165
149: 16 =10=c¢
160
149: 11 =13=4d
143
L6

II. Aufgaben.

2. Wie heissen die Partialwerthe des aufsteigenden Stufenbruches

1 1 1 1
— — ?
a +ub+abc + abed’

1 b+1 be+c+1 bed+cd+d+1
Antw, —, ’ ’ .
a ab abece abed

3. Man soll den Bruch 529 in einen aufsteigenden Stufenbruch

1139
.umwandeln und seine Partialwerthe bestimmen.
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Antw. '4—+?A+—2'B+-§'C+-Z—D+—FE+—5F+-1—9‘G+5—7H...

Die Niherungswerthe :
18 7 228 89 624
, 4’ 8’ 16’ 48’ 192’ 1344’
aus dem absteigenden Stufenbruch heissen die Niéherungswerthe:

6 7 13 98 111 209 529
13’ 15° 28’ 211" 239° 450° 1139 °°
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4. Man soll den Bruch 2809 in einen aufsteigenden Stufenbruch

3
opmwandeln und seine Partialwerthe bestimmen.
1 1 1 1
Antw. %—+ 4A+ B+ C+ 6D+3E

Die Partialwerthe sind:
105 13 21
3’ 12’ 30’ 48’
die Partialwerthe aus dem absteigenden Kettenbruche wiren:
1 3 4 7
2’ 77 9’ 16° 57°
5. Das Verhiltniss eines bayerischen Metzen — 1868,26 pariser
Kubikzoll zu einem sterreichischen Metzen = 3100 pariser
Kubikzoll in einen aufsteigenden Stufenbruch zu verwandeln und
seihe Partialwerthe anzugeben.

Antw. + A+1B+;1§C+ D+18E+iF

Partialwerthe :
1 3 241 3857
2’ 5’ 400° 6400°
6. Welche Briiche sind folgenden aufsteigenden Stufenbriichen
gleich? .
1 1

l 1 1 1

L S+gA+5B 2(}+3D+ .. (Periode 2, 3, 2...)

1 1 1 1 .
II. 2+3A+2B+3 ... (Periode 2, 3...)
1. _1_+_1_A+_1_B+lc+lD...(Periode m, n...)

m n m n m

1

1v. .l_+_A+lB+-l—c+—1—D...(Periode a,b,c,d...)

a b c d a

9 7 m+ 1 bod-+cd-rd+1

Atw. L=qpy Be=go M=o Vo =hoa—1 °

7. Den Ueberschuss eines tropischen Jahres 5 St. 48 Min. 47,8 Sec.
tiber 365 Tage in einen aufsteigenden Stufenbruch zu verwan-

deln (Heis).
1 1 1 1 *

1
Antw, F+~FA+E§B+EC+8—OD...

Anmerkung. Zur Uebung siehe Heis §. 86.
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§. 200.
Anwendung der Stufenbriiche.

1. Beispiele.

1. Es ist mittelst eines Stufenbruches die diophantische Gleichung

zu losen:
27x=8+10y.

Auflésung. Es ist aus 27:10 ein Stufenbruch zu ent-
wickeln; der gibt:

2 1 2 3
2 3 8 o
1’1’ 3’ 10°

Da nun

2r_ 8
10 3

positiv ist, wie die Zahl 8 in der gegebenen Gleichung,
80 ist:

x=8.3+410n und y = 8.8+ 271 cf. §. 140,

=244 10n =64-+27n
=14 =87
= 4 = 10.

2. Auf gleiche Weise soll folgende Gleichung gelost werden:

l§ x—8y=1
Auflésung. Aus 13:8 erhilt man:
1 1 1 1 2
2 13
T

518
8' 8’

1 3
T’. _é'»

Da nuon

18 5
8 3
negativ ist, wihrend die Zahl 1 in der gegebenen Gleichung
positiv ist, so ist:
x=—-1,34+8nud y=—-1.5+418n
= —8+8n =—5+4+13n
=5 =8,



8. 200. Stufenbriiche. 333

3. Aus 41 soll mit Hilfe eines Stufenbruches die Quadratwurzel
gezogen werden.

Auflosung.
Vi1 -6 1
=_1__=V_?1¢_6=2+1/_4{5_—_e(_i

V41 -6 5 T oa,
o = 5 =V41+4=2+V41-6(=_1
Vil —4 5 5 a,
SO BN 0 € LI L ELT
Vai—6 1 1 a,
a,=—~1———=v41+6=2+$:—i(=—1—
41 — 6 5 5 a
Vﬁ=6+——1
2+
1
2+ i
12 + T
2+-§‘.

Daraus erhilt man folgende Partialwerthe:
6 2 2 12 2 2

13 32 307 826 2040
2’ 5’ 62’ 129° 320 °

s
1 ’

4. Der Brigg'sche Logarithmus von 180 ist durch einen Stufen--
bruch zu bestimmen.

Avuflosung. Es sei x der gesuchte Logarithmus, so ist:

x = log 180
und
10* = 180,
folglich x <<3 und > 2, etwa
x=2+4 l;
Xy
dann ist:
24+
10 * =180

und
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1
100.10* = 180

ferner:
1
10 =18
10 = 1,8%,
folglich x, << 4 und >3, etwa
5 =8+ ‘L:
X3
dann ist:
1
34—
10=1,8 X3

1
10 = 5,832.1,8™

1

10 Xy

585 =18"

L

1,7146 = 1,8

1,7146% = 1,8,
folglich x, <2 und > 1, etwa

X, = 14 l .
X3
Dann ist:
14+ L
1,7146 * =18
1
X3

1,7146 .1,7146™ = 1,8

. 1,8
X3 d —
1,7146™ = 17146 = 1,0498

1,7146 = 1,0498% ,
folglich x, << 12 und > 11, etwa
X; = 11 + —1- .
X3
Dann ist:

114+ —
1,0498 ™ =1,7146

1
1,0498%*, 1,0498* = 1,7146

1
Lotoe = LI _ 1 ooy

1,0498 = 1,0023%,

§. 200.
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folglich x, << 11 und > 10, etwa

n=m+%
5

Demnach ist:

log 180 = ..—r—-l—-l

3—(-—-~-~1
1+ N
11+-1-6

Daraus die Partialwerthe:
2 3 1 11 10

2 7 9 106 1069

1° 3’ 2’ 47" 474

+

also ist:

und log 180 nach den Tabellen
—22502725

Dlﬂ‘erenz = 0 0000053

335

\/33 ist in einen aufsteigenden Stufenbruch umzuwandeln.

Auflésung,

= 1 1 1 1
/3354t ) 1
Va3 5+a+ab+abc+abcd+

. 10 1 1 1
33_—25+~;(1+b—+bc+ - (1+b

1 1 1 1
Sa=— of -+~ +... — A4+ =4 =4
Sa=10+1 (b+bc+ )+a.’( +b+bc+

a=2
1 1

1 1 1
6:10(-~ =+ = 4+ ..)+—(1+—~+«_+‘_.
b be 2

b be

11 11
o _

]‘”‘20(1)+bc+"')+1+2(b+bc+'”)
(l 1 2

+ +-—+...)

b
1
]]b=2"+2"(~—+ +. )+ (1+c+c

1
11:22(l+1 +.‘.)+ 1+ - + -+ .
c cd 3 cd

SO
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llc=22+22(d+ + . )+_(1+1+°1d+ )?
1 1
320_66+66(d T+ )+-(1+d+d +..)

c=3...

II. Aufgaben.

6. Die nachfolgenden diophantischen Gleichungen sind mittelst
Stufenbriiche aufzuldsen :
a) 162x — 47y =42

b) 68x — 167y = — 110;
c) 33x—302 =28y;
d) 18x =68+ 13y.

Antw, a) x= 2+ 47nund y= 6+ 162n,
b) x= 3+ 157nund y= 2+ 68n,
c)x=10+ 28nund y= 1+ 33n,
dx=11+ 13n und y=10+ 18n,

7. V22, V14, V39, V61 sind in Stufenbriiche umznwandeln

und deren Partialwerthe zu bestimmen.
2 5 12 29

Antw, v22=5, 4"5‘, 4‘?—, 4*17?, 4;—1—-.
— 2 .3 _8 _l1

Vid =3, 4, 85, 84, 3 B35
— 1 6 25 156

V39 =6, 65> 6550 6104 Seag- -

4 5 24 29
VG1=7, 8, 7?, 7-6—, 72—9. 7'3§.

8. Va’-l—l ist in einen Stufenbruch zu verwandeln,

Antw. Val+1=a+ 1——-—~1—
2a+4——
2a+—1~

2a

9. Fiir die Zahl 54321 ist der Brigg’sche Logarithmus durch einen
Stufenbruch aufzufinden.

2 3 11 25 61 269
Antw'4’ 5! 4?3" 4’4—'1 46, 45;: égy 4‘56—6‘...
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10. Die Wurzeln V53, V33, V18, V11, V13 sind in aufstei-
gende Stufenbriiche oder Theilbruchreihen zu verwandeln.

— 11 1 1 1
. V53 = — At — —C4-——D. .
Antw. V53 T+ +gA+B+C+grD

— 1 1 1 1 1
V%—5+?+?A+§B+ZC+ﬁDW

— 11 1 1
18 = —+—A+—=B+-—-C...
14 4+ o+ A+ B+ 0

— 11 1 1 1
1= A~ 1o, b
14 S+ T+ A+ B+ CH D
— 11 1 1
Vm_3+?+EA+EB+ECW

Anmerkung. cf. Heis §. 87.

Weber, Algebra, 22



Funfter Abschnitt.

Combinationslehre, Wahrscheinlichkeits-
rechnung, binomischer Lehrsatz, arith-
metische Reihen hdherer Ordnung.

I. Combinationslehre.

§. 201.

Erklirung 1. Die Combinationslehre oder Syntactik stellt
die verschiedenen Gesetze auf, nach welchen man mit gegebenen
Dingen verschiedenartige Verbindungen vornehmen kann.

Die gegebenen Dinge, welche nach gewissen Gesetzen ver-
schiedenartig verbunden werden kionnen, heissen Elemente und werden
mit a, b, c, d... oder mit 1, 2, 3, 4, ... bezeichnet. Elemente
kommen nur nach ihrer Stellung zu einander in Betracht; ihre
natiirliche Stellung zu einander (a, b, ¢, d) heisst Zeiger oder
Index und je nach ihrer Stellung im Index werden die Elemente als
niedere und hohere unterschieden: ¢ hat einen héhern Rang als
b und d einen héhern als c.

Erkldrung 2. Verbindungen aus mehreren oder auch aus
allen Elementen eines gegebenen Index heissen Complexionen.
Je nach der Stellung ihrer Elemente unterscheidet man hohere
und niedere Complexionen: die Complexion (acb) ist hoher als
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die Complexion (abc), weil in jener das hohere Element ¢ an einer
frithern Stelle erscheint als in dieser.

Folgen die Complexionen so auf einander, dass immer die nidchst
hthere an die nichst niedere sich reiht, so heissen sie geordnet, und
s0 lange Complexionen dasselbe Anfangselement haben, gehoren sie zu
derselben Ordnung.

Ordnungen von gleich viel Elementen bilden eine Klasse.

Die Elemente konnen nach drei verschiedenen Gesetzen mit
einander verbunden werden: Permutation, Combination (im engeren Sinne)
und Variation.

a. Permutation.

§. 202.

Erklirung 1. Die Permutation lehrt eine gegebene Menge
von Elementen, so oft als moglich, in einer andern Ordnung zu
neuen Complexionen zusammenstellen.

Die neuen Complexionen heissen Permutationsformen. Diese
werden unterschieden als Permutationen ohne und mit Wiederholung,
je nachdem die gegebenen Elemente alle verschieden oder nur theil-
weise verschieden sind.

Der allgemeine Ausdruck fiir dieses Verfahren ist:
Perm.(abecd...).

Es sei m die Anzahl der gegebenen Elemente, so ist der allge-
meine Ausdruck fir die Anzahl aller méglichen Permutationen:
P (m).

Erklirung 2. Um aus einem gegebenen Index alle moglichen Per-
mutationen in richtiger Aufeinanderfolge zu entwickeln, hat man, von
rechts nach links vorwiirts gehend, immer das hohere Element an die
Stelle des nichst niedern zu setzen und dieser Versetzung die davon un-
berithrten Elemente unverdndert beizufiigen. Damit wird so lange fort-
gefahren, bis man auf eine Permutation stosst, in welcher die Elemente in
umgekehrter Ordnung wie im Index stehen. & B.:

Perm. (ab) =
1. IL Ordonung
ab ba =1.2.=2=P(2)
- 22°¢



340 Fiinfter Abschnitt. §. 202 u. 203.

Perm. (abc) =
1. II. IIL Ordnung
abe bac cab
} =1.2.83=6="P(6).
ach bceca cba
Perm, (abcd) = ‘
L II. IOI. IV, Ordnung

abcd bacd cabd dabe
abde badc cadb dach
acbd becad obad dbac
acdb becda cbda dbca
adbc bdac cdab dcab
adeb bdca cdba dchba

=1.2.8.4.=24 =P (24).

Perm. (aab) =
L 0, Ordnung
aab baa } 1.2.3

=5 =3=P0).

aba

Erklirung 3. Aus den vorangehenden Beispielen ist ersichtlich, die
Anzahl aller Permutationen eines gegebenen Index ist ein Pro-
duet, das zu seinen Factoren Glieder einer arithmetischen
Reihe hat, deren Differenz und erstes Glied die Einheit ist.
Dieses Product selbst heisst Factorielle.

§. 203.

Lehrsatz 1. Bei m verschiedenen Elementen ist die An-
zahl aller Permutationen gleich der mter Factoriellen von eins.

Pm)=m!*
/
Beweis.
Denn es ist:
P(1) =1. = 1!
P =1.2. = 21
P@B)=1.2.3 = 31
P@4)=1.2.3.4 = 4!

Pm=1.2.3.4....m—2).(m—1).m=m!

" * m! Ausdruck fiir die m* Factorielle von 1 nach Kramp.
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Lehrsatz 2. Befinden sich unter den m gegebenen Ele-
menten p gleiche, so ist die Anzahl aller Permutationen gleich
der mter Factoriellen von eins dividirt durch die pte Factorielle
von eins.

P (m) . 1‘
P(p)  p!
Beweis,

1 Element ist in diesem Falle unmdglich.

2, .. . . =k2om
1.2
1.2.3 3!
3 " it 2 gleich = =
mi gelc en 1.2 1
4 . o3 i _1 2.3.4:£
1.2.3 3!
n S P . :l.2.3...(m——-2).(m-—-1).m=m_!.
1.2...(p—1).p p!
Oder:
Wiiren die m Elemente alle verschieden, so wire nach §. 203, 1
P(m) =m!

Es befindet sich aber unter dieser Anzahl von Permutationen eine andere
P@p) =p!§ 203, 1,
welche jene in ihren Umfang durch sich selbst beschrinkt; darum ist
P(m) m!
P~ pl
Zusatz. Befinden sich unter den m gegebenen Elementen
p gleiche einer Art und r gleiche einer andern, so ist die
Anzahl aller Permutationen gleich der m*™ Factoriellen
von eins dividirt durch das Product der p* und r* Facto-
riellen von eins.
_Pm) _ m!
P().P() p! r!

§. 204.
1. Beispiele.
1. Wie oft lassen sich aus den Wortern:

nduodecim signa zodiaca®
die Buchstaben permutiren?
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Auflésung. Damit sind 20 Elemente gegeben, darunter
befinden sich aber 5 Wiederholungen verschiedener Art:
aaa=a?, c?, 48, i%, o?,
wie aus der Anordnung der Elemente
aaaccdddegiiimnoosuz
zu ersehen ist, folglich ist:

20! __2432902008176640000
31213131217 864
= 2815858805760000 Perm.

P (20) =

. Wie oft lassen sich die Worter der nachstehenden Hexameter:

Sunt Aries, Taurus, Gemini, Cancer, Leo, Virgo,
Libraque, Scorpius, Arcitenens, Caper, Amphora, Pisces

permutiren ?
Auflésung. Damit sind 13 Elemente ohne Wiederholung
gegeben, folglich:
P (13) = 13! = 6227020800 Perm.

. Wie oft hat man die Complexion cdeisu zu permutiren, um

den Namen des romischen Consuls Decins zu erhalten, der 340
im ersten samnitischen Kriege den Heldentod starb?

Auflésung. Man hat festzustellen, wie viele Permutationen
des Index cdeisu der Permutation vorangehen, die den Namen
Decius gibt; es sind hier 145, folglich ist die 146. die gesuchte,
wie im nachstehenden dargethan ist:

D des Index cdeisu gibt 1.5! = 120 Perm,

e w Ceisu , 1.4'= 24

c . Cisu , 0.8!= 0 '
i o, . isu s 0.2!= 0

ua s ST s 1.1!'= 1 "

8, w S » 0.00= 0

Decius = 145 =+ 1 Perm.

. Wie heisst die 6008. Permutation der Complexion

adeinrsu?

Auflosung. Man dividirt 6008 — 1 (cf. vorig. Beisp.) mit
der Anzahl der Permutationen aller Ordnungen ausser derjenigen,
in welcher sich der erste Buchstabe des gesuchten Wortes als
Ordnungsbuchstabe befindet, der Quotient und -1 bezeichnet
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diese Ordnung; mit jedem wiederkehrenden Reste verfihrt man
ebenso, nachdem man zuvor jeden gefundenen Buchstaben aus
dem Index entfernt hat. Es ist also:

6007:7!=1und 1+1=d in adeinrsu

5040
967:6!'=1 , I+ 1=¢e in aeinrsu
720
247:56!'=2 , 24 1=nin ainrsu
240

:4!=0 , 0+ 1=ain airsu.

7

0

7:3!'=1 , 14+1l=rinirsu
6

1:2!'=0 O+1=1iin isu

0

1:1!'=1 , 1+1=uinsu

1
0:0!=0 ,, 04+1=sins8
also 6007 -+~ 1 Permutation = denarius.

5. Die wie vielste Permutation der Complexion aaeilnprst gibt
den Namen des grossen kirchlichen Tondichters Palestrina
(+1594)°?

Auflosung cf. 3. Beispiel.

1
P des Index aleilnprst gibt §-—2—?—- = 1088640 Perm.

N

a . A@%eilnrst , 0.8!= o
1, , aeilnrst , 8.7!= 15120
e ., aeinrst , 1.6!= 720
5 s ainrst s 4.5!= 480
t » ainrt n 4.4!= 9%
r o, . ainr » 3.3!= 8
i ,» ., ain . 1.20= 2
n » al w 1.1!= 1 "
a ., . 8 , 0.0!= o .,

Palestrina = 110507741 Perm.
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IT. Aufgaben.

‘6. Wie viel Permutationen gibt die Complexion abecdef?
Antw. 720.
7. Wie oft lassen sich die Buchstaben von Magdala permutiren?
Antw. 840.
8. Wie viel Permutationen gibt das griechische Alphabet?
Antw. 620448401733239439360000.
9. Wie viel Permutationen geben die Complexionen
a’b%c, a®b?c3, a®be?d?, a’b2eddle?
Antw, [ 30, IL 560, IIL. 27720, IV. 277200.

10. Gegeben ist die Complexion a®b®c; wie viel Permutationen
fangen mit a®, mit b? und mit ¢ und b an und wie viel schliessen
mit a’?
Antw. 1. 3, II. 4, IIL. 10, IV. 16, V. 9.
11. Wie heissen die Anagramme der 8., 10., 15. und 24. Permu-
tation des Wortes Amor?
Ant. I, Maro, II mora, III. Omar, IV. Roma.
12. Wie oft hat man die Worter des Hexameters
pinfandum regina jubes removare dolorem (Virg.)
zu permutiren, vm wieder einen Hexameter zu bekommen ?
" Antw. 14, Perm.

13. Wie heisst die 109. Permutation der Complexion a®em?®?

Antw. Mammaea (Mutter des Kais. Alex. Severus).
14. Die wie vielste Permutation ist khloig der Complexion
ghiklo?
Antw, 402,

15. Wie heisst die 95168, Permutation der Complexion acdeilnou?

Antw, Deucalion (Sohn des Prometheus),

16. Ein Distichon von J. a Lasco heisst:

»Aspice! nam raro iittit timor arma, nec ipsa,
Si se mente regct, non tegeret Nemesis“; *

wie 0ft hat man die Buchstaben des Hexameters und Penta-

* Das Distichon ist mitgetheilt von Haeis.
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meters zu permutiren, damit beide zusammen wieder das ndm-
liche Distichon geben? .

Antw, Hexameter:
10333147627470336929666651337523200000000

Pentameter:
§222838384477922817725562880000000.
17. Wie oft hat man die simmtlichen Worter des nachfolgenden
Doppeldistichon zu permutiren, um wieder ein Doppeldistichon
zu bekommen, aber mit ganz entgegengesetztem Sinne?

»Vaticinor tibi, quod terrestris laurea cinget
Tempora, nec magnas spes mare destituet ,

Gens tona dejiciet Russos, nec Gallica virtus
Denique frangetur robur ad Arminium.“ *

Antw. 310224200866619719680000.

Anmerkung. Zur Uebung cf. Hofmann, IIL Theil, S. 226 -228 ;
Heis §. 88 und §. 90, 1-7.

b. Combination,
§. 205.

Erklirung 1. Die Combination lehrt, eine gegebene Menge von
Elementen, so oft als moglich, in Gruppen von 2, 3, 4... Elementen
ohne Riicksicht auf ihren Rang zu neuen Complexionen zu-
sammenstellen.

Die neuen Complexionen heissen Combinationsformen. Com-
binationen mit gleich viel Elementen bilden eine Klasse; die Com-
binationen der ersten Klasse heissen Unionen, die der zweiten Bi-
nionen (Amben), die der dritten Ternionen (Ternen), die der
vierten Quaternionen (Quaternen)...; soviel Elemente im Index,
so viel Klassen, aber nur wo es sich um Combinationsformen ohne
Wiederholung handelt.

Auch hier ist der Unterschied zu machen zwischen Combinationen
mit und ohne Wiederholung; bei diesen darf ein Element nur
einmal in einer Form erscheinen, bei jenen beliebig oft. Com-
binationen mit Wiederholung sind desshalb unbegrénazt.

* Vor der Niederlage Napoleons I. in Russland,
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Der allgemeine Ausdruck fiir diese Operation ist:
* Comb, (abcd...)

Es sei k das Zeichen der Klasse und r das Zeichen der Wieder-
holung (repetitio), so sind die allgemeinen Ausdriicke fiir alle
moglichen Combinationen:

r
I ohne Wiederholung Cx (m), II. mit Wiederholung Cy (m).

Erklirung 2. Um aus einem gegebenen Index, der die 1. Klasse
bildet, die Combinationen der II. Klasse abzuleiten, hat man mit dem
1. Element das 2., 3., 4.. ... m" zu verbinden und mit dem 2. Element
das 3., 4...., m*... und mit dem (m—1) Element das m*; um die
Combinationen der IIL., IV... (m— 1) und m* Klasse zu bestimmen,
verfahrt man ebenso, indem man immer mit der nichst vorhergehenden
Klasse combinirt.

Wenn man aber an die vorausgehende Klasse das 1. Element von
der 1. Ordnung an, das 2. von der 2., das 3. von der 3., das m* von
der m*" Ordonung an beifiigt, erhdlt man Combinationen mit Wieder-
holungen. Z. B.:

Comb. (abcdef) =
(Eomb.(abcdef):a b c d e f =6 Comb. u. 6 Oxd.

Comb.(abcdef) =ab ac ad ae af = 5 Comb. der 1. Ord.
: be bd be bf =4 . 20y
cd ce ef =3 ,» o, 3 .

de df =2 , w 4y

of =1 , .5 .

Summa aller Combinationen der II. Klasse = 15.

(iomb.(a.bedef):abc abd abe abf
aed aee aef = 10 Comb. der 1. Ord.
ade adf
aef
bed bce bef
bde bdf }: 6 Comb, der 2. Ord.
bef
cde cdf }= 3 Comb. der 3, Ord.
cef
def = 1 Comb. der 4, Ord.

Summa aller Combinationen der III, Klasse = 20.
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(Eomb.(abcdef):abcd abce abef abde abdf abef,
acde acdf acef }:lOComb.d.l.Ord.
adef

bede bedf beef

}: 4 Comb. d.2.0rd.
bdef

cdef = 1Comb.d.3.0rd.

Summa aller Combinationen der IV. Klasse = 15.

Comb. (abcdef) =abecde abcdf abcef abde

5 =5 Comb.d.1.0rd.
acdef
bedef =1 Comb.d 2.0rd.

Summa aller Combinationen der V. Klasse = 6.

Comb. (abecdef) = abecdef s VI ,, =6.
6
Comb. (abc) =
k
6omb. (abe) =2 b c = 3 Ordnungen,
1
Comb. (abc)=1aa ab ac = 1. Ordnung.
2
bb be = 2.Ordnnng.
ce = 3. Ordnung.
Comb, (abc)=aaa aab aac
3
abb abe } = 1. Ordnung.
ace
bbb bbe
} = 2. Ordnung.
bce
cce = 3. Ordnung,
éomh.(abc):a.aaa aaab aaac
4
aabb aabe )
aacc
= 1. Ordnung.
abbb abbe
abceco
acec
bbbb bbbe
bbee } = 2, Ordnung,
becee
cecce = 3. Ordnung.
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§. 206.

Lehrsatz 1. Bei m FElementen ist die Anzahl aller Com-
binationen der kte» Klasse ohne Wiederholung gleich der kter
getheilten fallenden Factoriellen von m.

om = (%)

Beweis.

Denn ein Element gibt eine Union, folglich m Elemente m Unionen.
mithin :
C, (m) = m Unionen
und
m.(m — 1) wiren m.(m — 1) Binionen,
wobei aber jede Union zweimal als Permutation auftrite, was bei der Com-
bination unméglich ist; mithin ist:

-1
& @ ==7 5
ebenso:
gy M(m—1)(m—2)
G, (m) = 1.2.3 ’
und .
m(m— 1) (m — 2) (m — 3)
Ca (m) = 1.2.3.4 ’
endlich
m(m—1)(m—2)(m-38)...[m—(k—1)] (m
O (@) = 1.2.3.4...k ‘(k)'

Anmerkung Im Ausdruck (I:) ist m Basis und k Zeiger; derselbe wird ge-

lesen; m mit dem Zeiger k oder m iiber k (Euler); Hofmann e. a. schreiben diesen
Quotienten ™k,

Lehrsatz 2, Bei m Elementen ist die Anzahl aller Com-
binationen der kte» Klasse mit Wiederholung gleich der kten
getheilten steigenden Factoriellen von m.

ék<m)=(“‘+f‘1).

Beweis.

Denn jedes Element mit allen und noch einmal mit sich selbst verbunden
wére = m.(m -+ 1) Binionen, wobei aber jede Binion zweimal auftrite, was
nicht sein darf. Mithin ist:
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ebenso

und

endlich

6l(m)=m.(lm.;_1)v

met s,

3 _ m. (w+1). (m+2). (w+8)...[m+ (k—1)] m+k-—1
O () = 1.2.3.4...k ‘( k )

§. 207.
I. Beispiele.

. Wie oft lisst sich die Zahl 6 in Summen mit ganzen Summan-

den zerfillen?

Auflsung.
I. 6; IL 15, 24, 33; I 114, 123, 222; IV. 1113, 1122;
V. 11112; VI, 111111.

. Wie viel Diagonalen sind in einem n Eck miglich?

Auflésung. Die Summa aller Linien des n Eckes ist
n(n —1)

-1+ @—-2)+0—-38)+...24+1= T2

Unter diesen Linien befinden sich aber auch noch die
n Seiten des n Eckes selbst, folglich sind die mdglichen Dia-
gonalen

_n@m-—1) n_n(n—l)——2n_n'—-3n_n(n—3)
- 1.2 T T 1.2 T 1.2 T 1.2

II. Aufgaben.

. Wie viel Amben sind in 30 Nummern enthalten?

Antw. 435.

Wie viel Combinationen geben die Buchstaben des Alphabets
von a bis 1 (incl) in der 5. Klasse, wie viel von a bis m in
der 6., wie viel von a bis r in der 7., und wie viel von a bis u
in der 9. Klasse.

Antw, 1. 462, II. 924, IIL 19448, IV. 167960.

. Wie viel Combinationen sind:
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C, (n), Cy(m), Cs(m), Cq (m).
Antw. 1. (:) oder n,, II. . 1- 3) oder (n - 8),, I (l:;) oder

m;, IV. (m-;_4) oder (m + 4),. '

6. Wie viel Amben, Ternen, Quaternen, Quinternen lassen sich
aus den Zahlen 42, 54, 100, 140 von 1 an bilden?

Antw. (2):861, 1431, 4950, 9730.
(';):11480, 24804, 161700, 447580.
(f:‘)=111930, 816251, 3896975, 15329615

(:):850668, 3162510, 74821920, 416965528,

7. Die gewdhnliche Zahlenlotterie enthielt 90 Nummern; wie viel
Ternen und Quaternen; wie viel Unionen (Ausziige) Amben,
Ternen, Quaternen, Quinternen wurden bei einem Zuge mit 5
Nummern gezogen?

Antw. 1. Ternen 117480, Quaternen 2555190.
II. Ausziige 5, Amben 10, Ternen 10, Quaternen 5, Quinternen 1.

8. Wie oft lassen sich 11 Elemente zu 4 mit Wiederholung com-
biniren ?
Antw. 1001.

9. Die wie vielte Combination der dritten Klasse ohne Wieder-
holung aus der Complexion abcdefg ist ade, beg, deg?
Antw. 10, 24, 32.

10. Wie heissen die Combinationen der Summa 7 mit Wlederholung
in der fiinften Klasse?
Antw. 11113 und 11112,

11. Wie viele dreizifferige, sechszifferige Zahlen gibt es, deren Ziffern
alle von einander verschieden sind?
Antw. 1. 648, II. 136080.

12. Wie viele Zahlen, welche nicht mehr als 5 Ziffern enthalten,
lassen sich aus 3 Ziffern bilden?
Antw, 363.
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13. Wie viel verschiedene Verbindungslinien lassen sich zwischen
p Punkten, wie viel zwischen 14 Punkten ziehen?

-1
Antw. 1. %J, 1L 91.

14. Wie viel Diagonalen sind in einem Achtzehneck moglich?
Antw. 135,

15. Wie oft lisst sich ein Product aus p q Factoren in Producte
mit p Factoren verwandeln?

(9!
Antw. 'q——'—('p !)q .

16. Wie oft lisst sich das Product 3 mal 4 in Producte von je 3
Factoren zerlegen?

Antw. 15400.

17. Auf wie vielerlei Arten konoen k Karten unter 4 Spieler so
vertheilt werden, dass der erste m, der zweite n, der dritte
r Karten erhilt?

b () (7L,

Anmerkung. Zur weitern Uebung siche Hofmann, IIL Theil, Seite 228 —230;
Heis §.89, 1—14; §. 90, 8—-20,

¢. Variationen.

§. 208,

Erkldrung 1. In der Variation ist die Permutation und Combination
mit einander verbunden.

Die Variation lehrt demnach eine gegebene Anzahl Elemente,
so oft als moglich, in andere Gruppen und diese Gruppen in andere
Ordnungen zu neuen Complexionen zusammenstellen.

Die neuen Complexionen heissen Variationsformen. Auch hier
unterscheidet man Variationen mit und ohne Wiederholungen und

unter diesen verschiedene Klassen; Variationen mit Wiederholungen
sind unbegrenzt.
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Der allgemeine Ausdruck fiir diese Operation ist:
Var. (abed...).

Ist anch hier k das Zeichen der Klasse und r das Zeichen der Re-
petition, so sind die zwei Ausdriicke fiir alle moglichen Variationen :

L Ve(m). IL Vi(m)

Erklirung 2. Um aus einem gegebenen Index, der die erste Klasse
bildet, alle mdglichen Klassen abzuleiten, hat man jede Variationsform
der vorangehenden Klasse mit denjenigen Elementen zu verbinden,
welche sie noch nicht enthilt.

Verbindet man aber jede Form der vorangehenden Klasse aus-
nahmslos mit jedem Elemente, so erhilt man Variationen mit Wieder-
holungen. Z. B:

Var.(abed) =
Yar.(a;)cd)=a b ¢ d

Var.(abcd) =ab ac ad
* babe bd
cachbecd
da dbde

Var.(abed)=abe abd acb acd adb adec
° bac bad bea bed bda bde
cab cad c¢ba c¢bd cda cdb
dab dac dba dbe dca dcb

Var.(abcd) =abcd abde acbd acdb adbe adch
! bacd badc becad becda bdac bdca
cabd cadb cbad cbda cdab cdba
dabc dacb dbac dbca dcab dcba

-

Var. (ab) =
Var.(ab) = a b (a + b Unionen).
1

Var.(ab) =aa ab
2

ba  bb }= (a* + 2 ab + b? Binionen).

Var.(ab)=aaa aab
’ aba abbd
baa bab
bba bbb

= (a®+ 3 a*b + 3 a b® 4 b® Ternionen).
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Var.(ab) =aaaa aaab -
* aaba aabb
abaa abab
abba abbb
baaa baab
baba babb
bbaa bbab
bbba bbbb

Var.(ab)= . . . . . . =
5

=(a’+4a’b+6a’b*+4ab%+ b* Quatern.)

Anmerkung Die Cosfficienten 2, 3, 4, 6 bestimmen die vorzunehmenden
Permutationen.

§. 209.

Lehrsatz 1. Bei m Elementen ist die Anzahl aller Variatio-
nen der kten Klasse ohne Wiederholung gleich der kten unge-
theilten fallenden Factoriellen von m.

Vitm)=mm —1)(m—2)...(m —k+ 1) = Cx (m).P (k).

Beweis.

Da die Variation eine Verbindung der Combination und Permutation ist,
so ist die Anzahl aller Combinationen von m Elementen in der k'" Klasse nach
§. 206: -
mm—1)(m—2)(m—38)...[m—(k—1)]

Cu (m) = 1.2.3.4..%

und da diese Anzahl der Combinationen offenbar 1.2.3.4...k Permutationen
zuléisst, so ist:

m(m—1)(m—-2)(m —38)...[m — (k —
1.2.3.4...k

=m@m—1)(m—-2)(m—38)...(m —k~+ 1) = Cx (m) . P (k).

Vi (m) = D 1.2.3.4...%

Lehrsatz 2. Bei m Elementen ist die Anzahl aller Variatio-
nen der kte» Klasse mit Wiederholung gleich der ki Potenz
von m.

‘;k (m) = mk,

Weber, Algebra. 23
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Beweis.
Denn m Elemente geben in der

r
V, (m) = m Variationen, in der

T
V, (m) = mm = m?, in der

r
V,(m) =mmm = m?, in der . .

Vi (m) = m*, cf. §.208, 2. Beispiel.

Zusatz. Das Variiren mit Wiederholungen ist dem Po-
tenziren gleich.

§. 210.
1. Beispiele.
1. Wie oft lidsst sich die Zahl 4 durch die Ziffern 0, J, 2. 3 mit

Wiederholung in der dritten Klasse in Summen mit ganzen
Zahlen ausdriicken ?

Auflésung. 004, 013, 022, 031, 040, 103, 112, 121,
130, 202, 211, 220, 301, 310, 400 = 15mal.
2. Wie viel verschiedene Wiirfe sind mit 4 Wiirfeln moglich?

Auflésung. Die 6 Flichen eines Wiirfels sind als die 6
gegebenen Elemente zu betrachten, die 4 Wiirfel weisen auf die
vierte Klasse und da ein Wiirfel die Augen hat, wie der andere,
so ist Wiederholung gegeben, folglich ist:

V, (6) = 6% = 1296 Wiirfe.

II. Aufgaben.
3. Wie viel Variationen sind:
V, @), V, (@, V, @, V,@m?
Antw, m(m — 1) (m — 2)...(m — 4), m®, m’, n®

4. Wie viel verschiedene zwei-, drei- und vierzifferige Zahlen lassen
sich mit den Ziffern von 1 bis 9 schreiben, wenn jede Ziffer
in der nimlichen Zahl nur einmal vorkommen darf?

Antw. 72; 504; 3024.
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~t

10.

11.

12,

Variationen. 3565

Wie viel vier-, fiinf- und sechszifferige Zahlen lassen sich mit
den Ziffern von 1 bis 8 schreiben, wenn Wiederholungen statt
finden diirfen?

Antw. 4096; 32768; 262144.

Wie oft lassen sich 89 Elemente in der sechsten Klasse mit
Wiederholungen variiren?
Antw. 496981290961.

Wie viele Variationen der dritten Klasse mit Wiederholung lassen
sich aus der Complexion ab ¢ bilden?

Antw. V, (3) = 27.

Wie viel Variationen der fiinften Klasse mit Wiederholungen
geben die Buchstaben des Alphabets von a bis m incl, und wie
viel gibt das ganze Alphabet mit Wiederholung in der sechsten
Klasse?

Antw. 248832; 244140625.

. Wie oftmal konnen aus den Grossen a, b, ¢, d, e, f, g, b, i

Producte von Potenzen von der Form a%*, b#, c7, i gebildet
werden ?
Antw. 3024.

Wie heisst von der Complexion abcde die 46. und 58. Va-
riation der dritten Klasse und wie die 71., 98,, 108,, 113., 119.
Variation der vierten Klasse, ohne Wiederholung?
Antw. V, (m): dea (G&ttin) und eda
V, (m): ceda, eabd, ebdec, ecda, edca.

Die wie vielte Variation der Complexion abcde ohne Wieder-
holung gibt in der entsprechenden Klasse die englischen Worter :
bed, bead, dace?

Antw. 24.; 44.; 76. Variation,
Welche Variationen derselben Complexion ohne Wiederholung
geben die franzosischén Worter: bec, cade, dega?

Antw. 23.; 52.; 95. Variation.

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, IIT. Theil, Seite 228, 61—67;
Heis §. 89: 15—26 und §. 90: 21-—32,

23*
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II. Wahrscheinlichkeitsrechnung.

§. 211.

Erklirung 1. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ermittelt
unter Anwendung der Combinationslehre das Verhdltniss der
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses zu seiner Unwahr-
scheinlichkeit.

Dieses Verhéltniss wird bedingt durch die bei einem Ereigniss
obwaltenden giinstigen, gleichméglichen und ungiinstigen
Fille.

Erklirung 2, Das Verhiltniss der Summa aller giinstigen
Fille eines Ereignisses zur Summa aller gleichméglichen gibt
die absolute Wahrscheinlichkeit; das Verhédltniss aber aller
ungiinstigen Fille eines Ereignisses zu allen gleichmdglichen
gibt die entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit.

Je grosser die Anzahl der giinstigen Fille und je kleiner
die Anzahl der ungiinstigen gegen die Anzahl aller gleichmog-
lichen'Félle eines Ereignisses, um so mehr ndhert sich die Wahr-
scheinlichkeit der Gewissheit; und umgekehrt: je kleiner die An-
zahl der giinstigen Falle und je grosser die "Anzahl der un-
giinstigen gegen die Anzahl aller gleichméglichen Fille, um
so mehr niihert sich die Wahrscheinlichkeit der Ungewissheit.

Ein Ereigniss ist unméglich, wenn die giinstigen Fille gleich
Null und die ungiinstigen gleich den moglichen Fédllen sind;
dagegen ist ein Ereigniss gewiss, wenn die ungiinstigen Fille gleich
Null und die giinstigen gleich allen moglichen Fillen sind.
Die Einheit ist desshalb das Symbol der Gewissheit wie der Un-
gewissheit.

Erklirung 3. Nimmt man bei einem Ereigniss mit mehreren
ginstigen Fallen darauf Riicksicht, ob der eine oder der andere
Fall eintrete, so hat man eine verbundene Wahrscheinlichkeit;
berficksichtigt man aber, ob ein giinstiger Fall einer Art vor
einem giinstigen Falle anderer Art eintritt, so ist die Wahr-
scheinlichkeit eine relative.

Erklérung 4. Je nachdem man es bei der Bestimmung der Wahr-
scheinlichkeit nur mit einem oder mit mehreren von einander
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unabhingigen Ereignissen zu thun hat, unterscheidet man ein-
fache und zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit.

a. Einfache Wahrscheinlichkeit.

§. 212.

Lehrsatz 1. Die absolute wi€ die entgegengesetzte Wahr-
scheinlichkeit ist gleich einem Bruche, der zum Nenner die
Summa aller gleichmdoglichen Fille und zum Zihler die Summa
aller giinstigen beziehungsweise aller ungiinstigen Fille hat.

Bezeichnen wir die absolute Wahrscheinlichkeit mit W und die ent-

gegengesetzte mit A\, mit m alle giinstigen, mit n alle gleichmoglichen
und mit n—m alle ungiinstigen Fille, so ist:

m n—nm
=—, M=
n

n

Beweis.

Jedes Ereigniss hat eine bestimmte Anzahl von moglichen Fillen; darunter
konnen sich giinstige und ungiinstige befinden; die Summa aus dem Verhiltnisse
der giinstigen zu den moglichen und aus dem Verhéltnisse der ungiinstigen
zu den miglichen Féllen muss nothwendig gleich 1 sein. Desshalb ist

W+ 4 =E+n—m=m+n—m=£=1,
n n n n
folglich
W=1—-M undm=1-—-W,
=1'—“~m” =1""E;
n
n n m n m
= ——— = - —,
n n n n n
_E __n——m
T n " 7 m

Lehrsatz 2. Die verbundene Wahrscheinlichkeit ist gleich
der Summa der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen giinstigen

Fille.

Bezeichnen wir mit vW verbundene Wahrscheinlichkeit, so ist:
VW=W-++ W 4+ W
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Beweis.

Es seien m, m’, m”’ die giinstigen Fille eines Ereignisses und n alle gleich
moglichen, so gibt es unter diesen m + m’ + m’/ giinstige Félle. Desshalb ist
nach vorigem Satz:

m~+ m' + m” m’ m"

YW = = D W4 W - W
n n n

n

Lehrsatz 3. Die relative Wahrscheinlichkeit eines Ereig-.
nisses ist gleich einem Bruche, der zum Zihler die Wahrschein-
lichkeit eines Falles einer Art und zum Nenner die Summa
aller Wahrscheinlichkeiten der Fille anderer Art hat.

Bezeichnen wir mit r'W relative Wahrscheinlichkeit, so ist:

w

W=,
T W+ W4+ W

Beweis.

Es sei n die Anzahl aller moglichen Fille eines Ereignisses und w, w’,
w’’ die Fille verschiedener Art, so sind unter den Fillen w + w’ -+ w*
offenbar w Félle der ersten Art. Desshalb ist

w w (v w o ow
rw=w+w’+w“:‘n—'(:+:+r)
w
TWHwW W

§. 213.
Beispiele.

1. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit bei einer gewghnlichen
Zahlenlotterie eine Terne zu gewinnen, wenn man 18 Nummern
besetzt hat?

Auflésung. 90 Nummern geben 117480 Ternen (§.207,7)
und in den 5 Nummern, die gezogen werden, sind 10 Ternen
enthalten, folglich:

10 1
W = {17280~ 11748

eine Terne zu gewinnen, und 18 Nummern

18.17.16
= Ca (18) = "‘m- = 816 Temen;
mithin:
816 204

= 11748~ 2937°
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2. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit mit 4 Wiirfeln 7 zu werfen?

Auflésung. Bei vier Wiirfeln ist die Anzahl der gleich-
moglichen Fille:

n = 6* = 1296, cf. §. 209, 2.

Unter den 1296 Fillen befinden, sich 20 giinstige Fille,
weil es 20 Wiirfe gibt, deren Zahlen (je 4 Summanden) die
Zahl 7 geben cf. §. 209, 2; §. 210, 1.

Mithin:

=20 _ 5
1296 324"

. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit aus einer Urne, in welcher

sich 6 weisse, 9 schwarze, 12 rothe und 15 gelbe Kugeln be-
finden, entweder eine weisse oder schwarze, entweder eine weisse
oder rothe, entweder eine schwarze oder rothe, entweder eine
rothe oder gelbe; entweder eine weisse oder schwarze oder gelbe,
entweder eine schwarze oder rothe oder gelbe, entweder eine
weisse oder rothe oder gelbe Kugel zu ziehen?

Auflésung. Die moglichen Fiille sind 42, die fiir die ver-
schiedenen Farben giinstigen sind: 6, 9, 12, 15; folglich:

6 9 12 15
_ — i wei = 2 (sc - = — = 1b).
w 2 (bei weiss), = (schwarz), = 5 (roth), = 5 (gelb)

Mithin entweder eine weisse oder schwarze

6 9 b
Mithin entweder eine weisse oder rothe
6 12
=2t~ 7 .
und
1 9 15 6 11

W=, V=g, V.=5, VL=o, VL=,

. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit in einem Wurfe mit zwei

Wiirfeln 7 oder 9 oder 11 zu werfen?

Auflésung. Bei den 3 Wiirfen 7, 9, 11 ist die Anzahl
aller moglichen Falle nur 62, weil nur zwei Wiirfel. Nun kann
7 mit zwei Wiirfeln auf 6; 9 auf 4 und 11 auf 2 verschiedene
Arten geworfen werden; folglich

6 ¢ 2
36° 86" 36’
6 1

YW= %+%+w 3
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5. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne, in welcher
sich 6 weisse, 9 schwarze, 12 rothe, 15 gelbe Kugeln befinden,
mit einem zufilligen Griffe nach 2 Kugeln eher eine weisse
und rothe als eine schwarze und gelbe zu treffen?

Auflésung. Eine weisse und eine rothe gibt 6.12 und
eine schwarze und gelbe 9.15 giinstige Fille. Die Anzahl aber
aller gleich maoglichen Fille ist hier C, (42) = 861, folgtich:
6.12_ 72
861 ~ 861°
9.15 135

W (schwarz und gelb) = 61 =861’

W (weiss und roth) =
mithin:

T W2 185 861861 207 23’
861 861

b. Zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit.
§. 214.

Lehrsatz 1. Die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses ist gleich dem Producte der absoluten Wahrschein-
lichkeiten der einzelnen Ereignisse.

Bezeichnen wir mit z W zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit, so ist:
zW=W.W,

Beweis.

Es seien vom Ereignisse E die giinstigen Félle m, und n—m die ungiinstigen,
so ist dessen absolute Wahrscheinlichkeit

m
="

n

und es seien m’ die giinstigen und n’ —m’ die ungiinstigen Fille des Ereig-
nisses E‘, so ist dessen absolute Wahrscheinlichkeit

ml

W’ = ——(‘ .
n
Nun konnen aber die m giinstigen Fille des Ereignisses E mit jedem der
m’ giinstigen Fille des Ereignisses E’ zusammentreffen, so dass die Anzahl der
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ginstigen Falle des zusammengesetzten Ereignisses E und E/,
gleich

m.m' ist,
und die Anzahl seiner gleich moglichen Fille aus demselben Grunde
gleich

n.n’ ist;
mithin ist

m.m’ m m

2 W = == =W.W.
n.n’ nn

Lehrsatz 2. Die Wahrscheinlichkeit, dass von zwei Er-
eignissen wenigstens eines eintreffe ist gleich der Differenz
zwischen der Summa und dem Producte ihrer absoluten Wahr-
scheinlichkeiten.

Bezeichnen wir diese Wahrscheinlichkeit mit 1 W, so ist:
IW=W+4+W W, W,

Beweis.

Die beiden Ereignisse seien E nnd E‘, wenn nun E nicht eintritt, so ist:
E=1_W, cf § 212,
und zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit fir E’ ist
zW = (1 — W)W, cf. vorigen Satz.
Wenn nun aber E und wo nicht, wenigstens E’ statt finden soll, so ist:
IW=W+( — W)W
=W+W W, W

1—(1—W)Q—W).

I

§. 215.
Beispiele.
1. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit aus zwei Urnen, von denen
die erste 21 gelbe und 17 schwarze, die zweite 10 gelbe und

15 schwarze Kugeln enthilt, durch einen zufilligen Griff eine
schwarze zu treffen ?

Avuflosung. Die Wahrscheinlichkeit aus der ersten Urne
eine Kugel zu ziehen ist:

1
(38 +3g)i2=73

und die Wahrscheinlichkeit eine schwarze zu ziehen

L
2°38° 76’
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Bei der zweiten Urne ist die Wahrscheinlichkeit eine
Kugel zu ziehen:

0 15y ,_ 1
25 25)° 77 27
und die Wahrscheinlichkeit eine schwarze zu ziehen:
115 15 3.
2°25° 50 10°
mithin:
17 3 199
ZW = 7—6' -+ ‘1'6——:—3%.

2. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit mit 2 Wiirfeln erst 5 zu
werfen und hierauf 11 oder wo nicht beim ersten Wurfe 5, so
doch 11 beim zweiten Wurfe ?

Auflésungen.
ad I. Bei zwei Wiirfeln ist die Wahrscheinlichkeit 5 Augen
zu werfen gleich:

4_1
36 9’
und die Wahrscheinlichkeit 11 zu werfen ist:
2 1
36 18’
mithin:
1 1 1
“W =9 187162
1 1 3 1
ad Il 5+~ 1=~ 162
26 13
162 81
§. 216.
Aufgaben.

1. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit mit einem Wiirfel eine

bestimmte Zahl zu werfen?
Antw. ;.

2. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit aus 52 Karten eine Dame

zu ziehen?
Antw. Y/,.

3. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit aus einer Urne eine schwarze
Kugel zu ziehen, wenn sie a ‘weisse und b schwarze enthilt?

b
Antw. .
i a-+b
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Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, mit 2 Wiirfeln 7 zu werfen?
Antw. if;,

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit mit 1 Wiirfel drei mal
nach einander 5 zu werfen ?

Antw. ;4.

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit mit 3 Wiirfeln 9 zu
werfen ?

Antw. ,.

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit mit drei Wiirfeln einen
Pasch zu werfen?

Antw. Y/3q.

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit aus einer Urne, die a
weisse und b rothe Kugeln enthilt, zwei mal nach einander eine
rothe zu ziehen?

b(b—1)

2. 3 —_—
Antw. b%:(a+b) 0der(a+b)(a+b—- R

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit bei einer gewdhnlichen
Zahlenlotterie eine Ambe oder eine Quaterne zu gewinnen, wenn
24 Nummern besetzt sind; wie gross ist die Wahrscheinlichkeit
eine Quinterne zu gewinnen, wenn nur 12 Nummern besétzt
sind ?

552 5313 2

Antw. I. g‘(ﬁ; IL. 255-519; II1. 110983°

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit in einem Wurfe mit drei
Wiirfeln 7 oder 15 oder 16 zu werfen?

31
Antw. 316"
Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit aus einer Urne, in der
sich 24 weisse, 18 schwarze und 12 rothe Kugeln befinden,
entweder eine weisse oder rothe, entweder eine rothe oder schwarze
zu ziehen?

Antw. "y, %y

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit aus eifier Urne qmal eine
weisse Kugel zu ziehen, wenn sich in derselben q weisse und
ebensoviel schwarze befinden?

Antw, 1:2% oder 1: (2qq).
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15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne, in der
sich 24 schwarze, 18 rothe und 12 gelbe Kugeln befinden, mit
einem zufilligen Griffe nach 2 Kugeln eher eine schwarze und
gelbe als eine rothe und schwarze zu treffen?

Antw, %,.
Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, unter 5 Wiirfeln mit 2
einen Pasch zu werfen?

Antw. 2%[5,.
Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, mit 3 Wiirfeln erst 6 zu
werfen und hierauf 157

1

Antw. 266"
Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit mit drei Wiirfeln wo nicht
6, so doch 16 zu werfen?
1525
20952°
Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne, die 24
weisse und 36 rothe Kugeln enthilt, zweimal nach einander
eine rothe zu ziehen?

Antw. %,,, wenn die erst gezogene Kugel wieder in die Urne kommt,

sonst /..

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, aus einer Urne, die 10
schwarze und ebenso viel weisse Kugeln enthilt, zehnmal nach
einander eine schwarze Kugel zu ziehen?

Antw. Y 054¢ '
Wenn W die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein mjdhriger Ehe-
mann noch r Jahre leben wird und wenn W' die Wahrschein-
lichkeit ist, dass seine njahrige Ehefrau noch r Jahre leben wird,
wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass nach r Jahren der
Ehemann schon todt und die Frau noch lebt?

Antw, (1 — W)W,
Das Eintreten eines Ereignisses hat fiir jeden Versuch die
Wahrscheinlichkeit */,; wie gross ist die Wahrscheinlichkeit dass
dieses Ereigniss bei 8 Versuchen wenigstens einmal eintritt?

L3}
100°

Antw,

Anmerkung. Zur weitern Uebung siche Hofmann, IIL Theil, Seite 230 —231 ;

Heis §. 91.
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III. Binomialtheorem.

§. 217.

Erklirung 1. Ein aus zwei Gliedern bestehender Ausdruck heisst
Binomium. Wird ein Binom zu irgend einer Potenz erhoben, so heisst
die entwickelte Potenz der binomische Lehrsatz oder das
Newton’sche Binomialtheorem. *)

Lehrsatz, Die vollstindig entwickelten Glieder der mten
Potenz des Binomiums a+b sind gleich einer Anzahl von
Producten, welche der Anzahl aller moglichen Variationen der
Elemente a und b mit Wiederholung in der mten Klasse gleich
kommt. (§. 208, Beisp. 2 und §. 209, 2.)

m __ m E m—1 m(m_ 1) m—2}2 m(m__—- 1) (m__-___‘?'l m—3 }H3
(atb) _sa i—la b+ T3 @ b2+ T 2.3 am—3b
(+m(“"1)‘“’1"22)3;"[1;"“(““‘)]am—kbki...
I. Beweis.

Die Potenz (atb)™ zeigt an, dass das Binom (a+b) mmal als Factor
gesetzt werden soll. Das wiederholte Multipliciren ist aber nichts anders
als Variiren mit Wiederholung. Nun ist aber die Variation eine Verbindung
der Combination und der Permutation. Um das Binom at b auf die m* Potenz
zu erheben, haben wir daher die m* Klasse der Combinationen mit Wiederholung
aus den Elementen a und b zu bilden und die so gefundenen Combinationen zu
permutiren. Das gibt:

Comb,
T
C,(ab) =a b

C,(ab) =a* ab b’

éa(ab)=&’ a’b ab® b?

6;(3’1’) =a' a% a?b? ab?® b

6,,. (ab) = am am—1p gm—2h? gm—3} gm—m b3,

* Newton hat zuerst gezeigt, wie die Binomialcoéfficienten sich aligemein ausdriicken
lassen, arithm, univers. 1707.
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Daraus erhidlt man durch Permutiren:
I. Klasse = a b
1. Klasse = a’ ab ba b?
1II. Klasse = a® a?’b aba ab® ba’ bab b*a b3,
IV. Klasse = a* a®b a’ba a?b? aba® abab ab’a ab?
ba® ba*b baba bab?® b*a® Db*adb bPa b2,
Allein diese Variationsformen sind als zusammengesetzte Producte zu betrachten.
Bei Producten ist die Ordnung der Factoren gleichgiltig. Wir konnen daher, statt
wirklich zu permutiren, hier jede einzelne Combinatsionsform mit der betreffen-
den Permutationszahl (Binomialcoéfficient) multipliciren. Dies gibt z. B.:
(atec)t=a"t4a’b+6a*b’+4ab?®+ bt
und allgemein cf. §. 203:

m_ amt D mey mm—1) o, mm—Nm—-2) .,
(atb) _.a;tla b+ T ¥ b2+ T3 am—3}
m(m—1)(m—2)...[m — (k — 1)] .
m—kpk<4
+ 1.2.3.k L g
— aqm m m-—] (m) m—21 2 (m) m—313 (m) m—k hk
=a i(l)a b+ 5 )? b*t+ 3 )% b3 4... L bE+...
cf. § 206.*
=a.mi-%%A+m;1%Bim;2%0+m;3-z—Di—...cf. . 198.

Anmerkung. Dieser Satz ist von der grissten Wichtigkeit, denn er
bildet die Grundlage fiir die ganze Analysis. Desshalb mag seine allgemeine
Giltigkeit noch durch nachstehenden Beweis dargethan werden.

IL. Beweis. **
(a -+ b)m — am (Ej___l))m — gm (1 -+ _b_)m.
& a

b
Pkl

Setzt man:

50 ist:
am (1 + %) = am (1 +x)™,

(G G

sind kiirzere Bezeichnungen fiir die Binomialcoéfficienten
m m(m—1 m(m-—1) (m-—2)

1’ 1.2 "' 1.2.3 :
(l:) bezeichnet den Cosfficienten 1.

* Die Ausdriicke

** Nach Aug. Leopold Crelle, cf. Journal III, Berlin,
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Setzt man:
a®=12und 1 +x=x,
80 ist:
a® (1 + x)® = 12, x™ = x8+m,
Nun ist offenbar:

xa+m __ xa |m

I. x2+m — x*, ]® 4 m
Setzt man:
xatm _ ga |m
T %
so ist:
II. X0 = x*, 1™+ m.q.

Die Grossen, a, m behandeln wir als verdnderlich und
setzen desshalb im Folgenden a -1 fiir a und m— 1 fiir m und
die Grosse q lassen wir dadurch in q; iibergehen, dann ist:

111 xFm = 38+ 1% 4 (m — 1) q,.
Differenz zwischen III. und II:
IV. 0= (x“'H — x8) 1™ 4~ (m — 1) (q1 — q) —q.

Setzt man:
(xn-i-l — xa) m=Aa (X"' . lm) ,

und
9 —q=4dq,
80 ist:
V. 0=4x*.1")+(m —1).4q —q.
Verwandelt man wieder a in a-+1 und m in m—1, so ist:
VI 0=dE*+.1" 1)+ (m — 2) 4q, — q,.

Differenz zwischen VI und V ist:
VIL 0= 4 (x>, 12~ — A (x*.1%) + (m — 2) (4q, — Aq) — dq — (g, — ).

Setzt man:
4,12 - A (x010) = 4[4 . 1)) = 42 3@ - 1),
und:

Adq — Adq= A%q,
so ist:

VIIL 0= (x*.1%) + (m — 2) L q — 244

Verwandelt man abermals a in a-1 und m in m—1,
80 ist:
1X. 0=d*(x*t, 1) 4 (m — 3) A*q, — 2dq,;



368 Fiinfter Abschnitt. §. 217,

Differenz zwischen IX., und VIIL ist:
X. 0= A%(x>+1.1m1) — A2 (x*. 1™) + (m — 3) (4%q, — 4*q)
—d'q—(dq, — 4dyg).
Setzt man:
A (x01 1m1) A2 (x0 L 1m) = A3 (30 1m),

und :
drq - A q=4Ag,
so ist:
X1 0= A(x*. 1™ + (m — 3) 43q — 3 A%q.
Bei Fortsetzung dieses Verfahrens ist ferner:
XII, 0= A*(x*.1") + (m — 4) 4 q — 4 4% q;
Allgemein:
XII1. 0= 45(x*. 1™) + (m — k) 4* q — k 4514,

Nun ist aber:
q=A4(x*.1™) + (m — 1) 4q nach Gleichung V.

2(ga 1m) _ 2
Adq = 4601 )+2(m 2 4%q nach Gleichung VIII.
3(ga |m _ 3
A q = La ) )—;(m 949 nach Gleichung XI.
1 (ga m —_ L]
A q = 4601 )+4(m Hdq nach Gleichung XIL
Mmtq = A% (x* . 1) + (m — k) A"q.

k

Setzt man nun in die Gleichung II. den Werth von q und in
die neue Gleichung den Werth von 4 q und in die dadurch erhaltene
Gleichung den Werth von 4%q u. s. f., so ist:

XIV. 20 = x2 1"+ m. 4 (x*. 1) +~m(m — 1) dq.
_—.xﬂ.1m+m.A(x~.1m)+‘1‘£;’—;—l)A=(x=.1m)
m(m-—-1)(m-2) ,
1.2 4q.
=x‘.1m+md(x-.1m)+"3—(ﬂl‘——‘—éﬁm(xa.1m)

m(m'—l)(m—2) . 1m
+— 123 4&1

m(m—1)(m — 2)(m — 3)

+ 1.2.8

4% q.
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XV.
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Setzt man ferner fiir q seinen Werth
xo+m __ ya Jm
m
in die letazte Gleichung ein, so ist allgemein:
mm—1) .,
T2 4% (x>, 1™)
w(m—1)(m—2) (m—3) At
1.2.3.4

xo+m = 30, 1m4-m 4 (x*. 1) +

m(m—1) (m—2)
1.2.3 Z
m(m—1)...(m—k+1)

*ee 1.2...k

m(m~1)...(m—k—+1)(m—k) (x""m—x‘.l"‘)
Ax .
m

+ (&, 1m) + x*. 1)

A (x . 1m)

- 1.2....k

Es war aber auch:
A(xn. lm) - (xn+1 — xa) Im;

dies ist

=x*.17,(x — 1);
folglich : )
A (x*.1™) = A (x — 1) x*. 1™,
dies ist

=(x—1)d4@x.1m)

=(x — 1)?x%, 1™,
und:

A (x*.1m) = (x — 1)3. x>, 1™,

endlich:
A% (x2 . 17) = (x — 1)k, x*. 1™,
Setzt man nun diese Werthe fiir die Ausdriicke:

4. 1m), 4* (x*.17), 4° (z*. 1%), 4* (2. 1®), 4 (x>, 1™)
in die Gleichung XV ein, so ist:
m(m —

1.2
mm—1)...m —-k-41) k)
1.2...k -1

m(m—1)(m—2)...(m —k) xatm __ y8 m
1.2.3...k _'Ak( m )

x‘+m=x“.1m(l+m(x—l)+ 1)(x——l)’+.._

-+

-+

Verwandelt man a in Null und setzt statt x seinen urspriing-
lichen Werth 1 -+~ x, so wandelt sich die Gleichung XVI in:

m(m — 1) ... m—-l)(m—2)x,

XVIL (1+x)"‘=l"‘(1+mx+ I3 T3 3

-+

mm—1)...(m —k+1)
1.2...x ’k)
m(m—1)(m—2...(n —k , l+x+= — (143, 1=
1.2.8...k A( m )'

[

-+

Weber, Algebra. 24
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Entwickelt man nun die rechte Seite dieser Gleichung, in der
a =0 ist, in Riicksicht des analytischen /\, so ist:

14 x==(1+x)m™
Setzt man nun in Gleichung XVII wieder den ersten Werth

b
von x:— ein, so ist:

_ m(m—1) b m@m—1) (-2 b}
XVIIIL (1+~) 1+———-+ 12 PE 1.2.3 a3
m(m—1)(m — 2) (m — 3) b?
+ 1.2.3.4 st
m(m—1)(m—2).. (m—L—i—l)bk
1.2.3. ak

Nun ist aber auch:

(a+b)m=a}“(l+%) s

folglich:
m o om mb mm—1) b mm—1)(m-2) b3
XIX. (@a+bhm=a (1+ —+ T2 a2+ I 2.3 Py
m(m——l)(m—2)...(m—k+1)ki
1.2.83...k

— am L Y (m) m—2 1, 2 (m) m—3 1,3

= al +(l)a b+ 5 a b*—+4 3 a b
m—k hk

—i—-...(k)a bk 4 ...

Erkldrung 2. Da in dem yorstehenden Lehrsatze die Grissen a, b,
m ganz allgemein genommen sind und desshalb jeden beliebigen ganzen
oder gebrochenen, positiven oder negativen Werth haben kinnen,
50 hat dieser Satz ganz allgemeine Gel{ung. Es sei z. B. der Ex-

1
ponent = — m oder = — o 50 ist:

L atb)y—m= —m'l-( m) —“‘*“b+( )a"m 2b’—l—( ) a—m—3 3
+...i(_km)a‘m‘kb“+...

1 m m

1.2m? a*— 1.2.3m?® a?l

Nach der Formel II ldsst sich jede irrationale Zahl anndherungs-
weise radiciren, wenn man die gegebene Zahl in zwei andere zerlegt,
wovon die eine rational ist. Z. B.:

V42 = V49 —7 oder V36 + 6.
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Bezeichnen wir die irrationale Zahl mit R und den Exponenten mit x,
80 ist allgemein:

x X x
,V-ﬁz V= —p oder Vr‘-—i—-)q.

Zusatz. Die vollstiindig entwickelten Glieder der m** Potenz eines
Polynomium
a+b+c+...

sind gleich einer Anzahl Producte, welche der Anzahl aller mdglichen
Variationen der Elemente

a, b, c...
mit Wiederholung in der m** Klasse gleich kommt.

§. 218.
Lehrsatz 1. Der Binomialcoéfficient irgend eines Gliedes
der entwickelten Potenz eines Binoms mit ganzen positiven Ex-
ponenten ist gleich der Summa aus dem ebensovielten Binomial-

coéfficienten und aus dem nichst vorangehenden der nichst
niederen Potenz.

N

Es sei die nichst niedere Potenz m, so ist die niichst hohere

m -+ 1 und desshalb:
CTH=COH+(2)-

Beweis.
Es ist:
(m)_m(m—l)(m—-2)...(m—-r+l)
r)/) 1.2.3...r
und
( m m@m—1)(m—2)...(m —r+2)
r—1/)" 1.2.3...c—1) '

Nun geht offenbar, nach der Aufeinanderfolge der ndtiirlichen Zahlen, der
Ausdruck (m—1 -+ 2) dem Ausdruck (m—r--1) voran und der Ausdruck r—1
der Zahl r. Mithin ist auch:

(m mm—1)m—-2)...m—r+2)(m—r~+1)
r ) 1.2.83...c — l)r ’

und da bekanntlich:

( m )_m(m—l) m—-2)...(m—r+2).r
r—1)" 1.2.3...¢0—1).r

ist (cf. §. 56),

80 ist auch:
24°
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(T)+(rfl)=m(m —1D(m—2)...(m—r+2)(m~+1)

1.2.3...r
_(m+l)
= r .

Lehrsatz 2. FEin Binomialcoéfficient ist Null, wenn der
Zeiger grosser ist als seine Basis oder wenn er negativ ist.

() =om () =0

Beweis.

Denn es ist:

( m __m(m-—-1)(m—2)(m—3)...[m—-(m+l)+1]
m~+1/" 1.2.3.4...(m~+1). :

Nun ist aber auch:
[m—(m+1)+ 1] =0;

m 0
(m+1)=(m+1)”0’ of, §. 49, Zus. 3.
m
(m+l)=0’

weil in diesem Quotienten der Zihler m = 0, so ist auch:

(2)-

weil dieser Quotient denselben Zihler hat.

mithin :

‘Wenn aber

Zusatz. Die Summa aller Binomialcoéfficienten ist immer
eine Potenz von 2, wihrend die Summa der im Vorzeichen
abwechselnden Coéfficienten gleich Null ist.

Es ist ndamlich:

L (l+1)’“=(:’;)+(T)+(;’)+('§)+...=2m. é
o) (e (D- (o |

§. 219.
I. Beispiele.

1
— SO b 1.b2
s e =Vat_b= 2
1. (a*—1) Vai—b=a 3

cf. §. 221 Tab.
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2 VB=VE 1=V 25(1—2—-‘5\’ 25)

_5(1 1 ————-——————-.———...)
2725 1. 2 1.2.2%°25° 1.2.3.2%°25%

=5(1 - 0,02 — 0,0002 — 0,000004 — ...)

= 4,89897...

Durch logarithmische Berechnung erhilt man ebenfalls: 4, 89897.. .
s=lym-lym—a-1\/ AN_6y/,_1
8. VB=5VaE=gVi-a=- 36(1—36)._2 1-5
_E(l ir @ 1 1.8 1 )
T2\ 7T 2'9 T1.2.22792 7 1.2.3.28798 "
= Tg-(l — 0,0555555 — 0,0015432 — 0,0000857 — .. .)

= 2,8284468. ..
Durch logarithmische Berechnung erhdlt man: 2,82842..

4, V4100 V4096 + 4= \/4096 (1 + 4096) =4 \/1 + 16.1

1 1 5 1 5.11.1
61024 1.2.6%°(1024)® ' 1.2.3.6°.(1024)°

= 4 (1 + 0,0001627"— 0,00000006 + ...)
= 4,00065056 . . .

=41 +—

II. Aufgaben.
5. (m+n)®=m®+8m"n+ 28 mn?+ 56 m®n?® + 70 m* n* + 56 m®n®
+28m?n® + 8mn?+ nb
6. (a—x)"=a" —Ta%x+ 21abx® — 35a*x3+85a’x*--21 a?x®+7 ax®—x"
7. (4m—+n)" = 16384 m” + 28672 m® n + 21504 m® n? + 8960 m*n?
+ 2240 m3n® + 336 m?*n® + 28 mn® +n".

- 2 5qd 10 g%
8 -9 =p" - 2L =L
8p® 9p® 81p® 243p?t

5 b b? 5 b? 10b4 22b%
3a® 9ab 8la® 243 a't 729 a't

10.

a  2b™\® a® atb® 5atbt 20a'h®  20a’b®
( _)@I'*'a 12t Tt

82ab®  64bt
81 | 729 °
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11.

12,

18.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

Fiinfter Abschnitt. §. 219.

(19—-8V3)2 =4—V3.

GVE+EVa=x+eiely+e a1 2y Vy 4 oy,

(b Ve e \/g)z bvczﬂvz * ﬁ%;\/énff%
+2?’0:3\/§+560abv_c + 672b%\/§
e /T

(x - yV=1)8=x% _6x°yi— 16xty2+20x3y3i+ 5y —6xySi—y®
=x%— 15xy*+ 15 x2y*—y®*—2xyi (3x*—10x2y*—3y*).

—F V37 — Va7
(6—-V=T) :\/6+2 37 6 23.

(I4+q4q)*=1+4+4q+ 10q*+ 16 ¢+ 19 q* + 16 q° + 10 q®+4 q"+q°

L . . 4x | 3n\° " .
Wie heisst das vierte Glied von 3 -+ vy und das fiinfte Glied von
2x  5x\”7
24 22) o
7%
2.3 o 3.4
Antw. 108 x*y® 3125 x°y

25 7938
Wie heissen die mittlern Glieder von (1 -+ m 4 m?® + m® 4+ m* 4 m?%)?5?
Antw. 780 m*? und 780 m*?3,

Wie heissen die mittlern Glieder von (x — yV—— 1)"?
Antw. — 35 x*y?i+ 35 x3 y4

Va2 =V49 - 7= \/ 49(1+4—7;)__—_7\/1——_——{

= 6,48074 . ..
_ % 1
V30 = V36 = :\/36(1_%:6\/1-E
11 11 1.8 1
=60 -5 g-Teae 12326
= 5,477225...

Wie heisst die Kubikwurzel aus 3887
Antw. 7,29363...

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, III. Theil S.225—26; Heis
§.92 u. § 93, 1-8.
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IV. Arithmetische Reihen hoherer Grade.

§. 220.

Erklirung 1. Eine arithmetische Reihe oder Progression
hohern Grades (Ranges) ist eine Reihe von Grossen, in der nicht
die ersten, sondern die zweiten, dritten, vierten ... r'® Diffe-
renzen constant sind (§. 170).

Je nachdem bei arithmetischen Reihen die zweiten, dritten,
vierten...r**" Differenzen constant sind, unterscheidet man sie als
Reihen des 2., 3., 4., ... ™ Grades.

Bezeichnet man mit p das Anfangsglied irgend einer Reihe und mit
d,, d,, d; ...d, die Anfangsglieder der ersten, zweiten, dritten ... r""
Differenzreihe, so ist der allgemeine Ausdruck:

1. einer Reihe des dritten Grades mit Differenzreihen:

p+o+d)+0p+24d +d)+(p+3d +3d, +d;)+...
dy + (4 + &)+ (dy +24d, +dg) + ...
4+, +d)+...
d; +...

II. einer Reihe des rt°™ Grades:

p+Gp+d)+0p+2d +d,)+p+8d +3d,+...dr)+...

III. Reihe des zweiten Grades in Zahlen:

9 14 22 33 47 64 84 (Hauptreihe).
5 8 11 14 17 20 (erste Differenzreihe).
3 3 3 3 3 (zweite Differenzreihe).

IV. Reihe des dritten Grades:

10 17 28 44 66 95 (Hauptreihe).
7 11 16 22 29 (erste Differenzreihe).
4 b 6 7T (zweite Differenzreihe).
1 1 1 (dritte Differenzreihe),

Erklirung 2, Wie eine arithmetische Reihe des ersten
Grades vollig bestimmt ist, wenn die beiden ersten Glieder derselben
bekannt sind, so ist eine Reihe des zweiten, dritten, ...r**® Gra-
des vollstindig bestimmt, wenn die drei, beziehungsweise vier,
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ce (41
ersten Glieder derselben gegeben sind. Es seien z. B. die vier ersten

Glieder
15, 17, 8, — 4

einer Reihe des dritten Ranges gegeben, so ist:
15 17 8 —4 —11 -5

2 -9 —12 -7 6 .
—~ 11 —38 5 13
8 8 8

Anmerkung. Die Quadratzahlen:
1,4,9,16,25 ...
geben eine Reihe zweiten Grades; die Kubikzahlen:
1, 8, 27, 64, 125 . . .
eine Reihe dritten Grades; die Biquadratzahlen:
1, 16, 81, 256, 625 . . .

eine Reihe vierten Grades u. s. f.

§. 221.

Erklirung 1. Leitet man aus der Reihe der natiirlichen Zahlen:
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10. ..
eine neue Reihe dadurch ab, dass man zur 1 die 2 addirt, zu dieser
Summa die 3, zu dieser Summa die 4, so bilden die dadurch entstan-
denen Summen
1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 456 . . .

eine Reihe des zweiten Grades. Leitet man aus dieser auf dieselbe
Weise eine neue Reihe:
1, 4, 10, 20, 35, 56, 84, 120, 165 . .

ab, so gibt das eine Reihe dritten Grades. Setzt man dieses Ver-
fahren xmal fort, so erhdlt man x arithmetische Reihen hiheren Ranges,
die man zum Unterschied von den anderweitigen héhern Reihen, die
Reihen der figurirten Zahlen nennt und zwar heissen die Glieder
der zweiten Zahlenreihe Triangularzahlen, weil sich die Ein-
heiten derselben durch Dreiecke darstellen lassen, z. B.:
0
0 00
0 00 000
0 00 000 0000
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Die Glieder der dritten Zahlenreihe heissen Pyramidal-
zahlen, weil dieselben durch Kugelhaufen dargestellt werden konnen,
die die Form von Spitzsdulen oder Pyramiden annehmen.’

Anmerkung. Zur Gewinnung einer raschen Uebersicht fiber die figurirten

Cobfficienten der

1., 2, 3., 4., 5., 6., 7., 8., 9., 10.
Potenz eines Binoms.
1 II III v v VI VII | VIII IX X

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
L 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
11 1 3 6 10 . 15 21 28 36 45 55 66
Im | 1 4 10 20 35 56 84 | 120 165 | 220 286
w1 5 15 35 70| 126 | 210 | 330 | 495 | 715 1001
v 1 6 21 56 126 | 252 | 462 | 792 . 1287 | 2002 [ 3003
VI |1 7 28 84 210 | 462 | 924 | 1716 | 3003 | 5005 | 8008
ViI| 1 8 36 120 | 330 | 792 | 1716 | 3432 | 6435 |11440 | 19448
VIII| 1 9 45 165 | 495 | 1287 | 3003 | 6435 |12870 (24310 | 43758
IX |1 10 55 | 220 | 716 | 2002 | 5005 |11440 |24310 | 48620/ 92378
X 1 11 66 | 286 | 1001 | 3003 | 8008 19448 | 43758| 92378|184756

Erklirung 2. In der vorangehenden Tafel stellen die von 1 bis X
horizontal laufenden Reihen die figurirten Zahlen zwischen 1 und 10
dar und ebenso die von I bis X vertical laufenden Reihen und werden
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die horizontal laufenden Reihen quer durchschnitten, von II nach II, von
IIT nach III..., so hat man die Binomial-Coéfficienten auf der
zweiten bis zur zehnten Potenz, wie auf den ersten Blick in die Tafel
ersichtlich ist. Nach §. 218, 1 ist der Binomialcoéfficient irgend eines
Gliedes der entwickelten Potenz gleich der Summa aus dem ebensovielten
Coéfficienten und aus dem néchstvorhergehenden der niichst niederen Potenz.
Z. B. der 5. Coifficient der 8. Potenz eines Binoms ist gleich dem ,
5. Coéfficienten plus dem 4. Coéfficienten der 7. Potenz i. e.

70 = 35 + 3b.

Nun ist aber auch das 5. Glied der 4. Reihe figurirter Zahlen gleich dem
4. Gliede derselben Reihe plus dem 5. Gliede der 3. Reihe i. e.

35 + 35 = 70.

cf. Tafel. Daraus geht hervor, dass die Glieder der figurirten
Zahlenreihen sich nach demsellben Gesetze entwickeln lassen
wie die auf einander folgenden Binomialcoéfficienten.

Lehrsatz, In den figurirten Zahletreihen ist die mte Zahl
der rten Ordnung gleich der rten getheilten steigenden Factoriellen
von m (§. 206, 2).

Es sei m, der Ausdruck fiir die m* Zahl der r** Ordnung so ist:

m(m+1)(m+2) (m+r—1) m+r-—1)
m, = —— = .
1.2.3. .x

Beweis.

Bezeichnen wir m,, m,, m; .. die m" Zahl der 1, 2, 3... Ordoung
(Ranges), so ist:

o= (D)

und
m (m + 1) (m -+ 1)
mz =
ferner:
m(m-+-1)(m+2) (m+2)
T = 1.2.3 ’
endlich:

(m+l)(m+") (m+r—1) m—~+r—1
: 1.2.3. ( )



8. 222, Arithmetische Reihen hoherer Grade. 379

§. 222.

Lehrsatz 1. Das mt® Glied irgend einer Reihe des rte» Grades
ist gleich der Summa aus dem Anfangsgliede dieser Reihe und
den (m—1) ersten Gliedern der ersten Differenzreihe.

Es sei p das erste Glied einer Reihe des r*" Grades und Z, der
Ausdruck fiir das m™ Glied derselben Reihe und bezeichnet man mit

dy, dy, dy oo demy, dr

die Anfangsglieder der moglichen Differenzreihen, so ist:
— -1 —1
Zo=p+m—1d+("  Ya+.. (T 1)d,_1+(“‘ S

Beweis.
Wire fiir eine Reihe des ersten Grades das Endglied zu suchen, so wiire
Z=p+m-—1)d,, ef § 171, L

Wire das Endglied fiir eine Reibe des 2. Grades zu bestimmen, so wire
deren Differenzreihe eine Reihe des 1. Grades mit dem Anfangsgliede d; und
den constanten Differenzgliedern d,, desshalb wire die Summa ihrer (m — 1)
ersten Glieder,

(m—1)(m~—2)

1.2

(m_l)d,+(m2“1)dz;

(m — 1) d, + 4 =

folglich:
m— 1
Z, =p+ (m— 1)d,+( N )dz.
Wire das Endglied fiir eine Reihe des 3. Grades zu bestimmen, so wire
deren Differenzreihe eine Reihe des zweiten Grades mit dem Anfangsgliede d, und

dem ersten Gliede der ersten Differenzreihe d,, wihrend die constanten Differenzen
d, wiren, desshalb wire auch die Summa ihrer (m — 1) ersten Glieder:

m— 1 m— 1
m-—l)dl—l—( ; )dz-l—( 3 )d;,;

3=p+(m—1)d1+(m;1)dz+(m;l)d3

u. 8, w,

folglich :

Nun ist aber das Endglied einer Reihe des r*™ Grades zu bestimmen, folg-
lich ist:

— I -1 ¢ —
z.=p-i-(m—1)d.+(“‘2 1)d,+...(’f__l)d,-,+(m ) 1)d,.
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Lehrsatz 2. Die Summa einer arithmetischen Reihe des
rten Grades ist:

m m m—r—+1 m —r
s,_mp+(2)d,+(3)d,+...( ’ )d,_a+(r+1)d,.

Beweis.
Denn es ist nach §. 220:

P
+p-+1d,
+p+2d +14d,
+p+38d +38d,+1d,
+p+4d +6d, +4d,+...
Se={+p+5d +10d, + 10d; +.....
+

+p4(m—1)d, +(“’“ )d +(‘“‘ )d +. (m 'l)d,_.

+(“‘ N )d, of. §. 222, 1.

folglich:
-1
Ss=mp+(1+2+3+4+5+...m—1)d, +[1+3+6+1o+...(m,, )]dz

+[1+4+10+...(m3_1)]d3+...+(m:1)dr.

Nun ist der Coéfficient von d; die Summa der m-— 1 natiirlichen Zahlen.
Mithin die (m — 1)* Zahl pach §. 221 Lehrsatz =

-G
auf gleiche Weise:

Coéfficient von d, = m (m I 12) (;1 -~ 2) ( )

L)
s,=mp+(’;)d,+(;')d,+(':)d3+
+(m——r+1)dr-l+(m-—)dh

ferner :

Desshalb ist:
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Lehrsatz 3. FEine Reihe des rt» Grades ist véllig be-
stimmt, wenn (r+ 1) Glieder derselben gegeben sind. (cf.
§. 220, 2)

Beweis.
Denn wenn (r + 1) Glieder gegeben sind, so lassen sich ebensoviele Glei-
chungen zwischen den (r + 1) Grossen:
Py dy, dy, dy...de
bilden., Durch diese Gleichungen wird der Werth dieser Grossen bestimmt; ist
das geschehen, so ldsst sich leicht die r** Reihe vollstindig darstellen.

§. 223.
1. Beispiele.

1. Kanonenkugeln sind in der Form einer dreiseitigen Pyramide
aufgeschichtet, in der Kante der Grundfliche liegen 32; wie
viel Kugeln hiilt die Grundfiiche, wie viel der ganze Haufen?

Auflésung. Setzt man allgemein fir 32 m, so ist die
Summa der Kugeln in der untersten Schichte:

l+2+3+4+...m=%, of. §. 221, Lehrsatz,
32 .33
=220 = vs;

und die Summa in der ganzen Pyramide

_mm+1)(m+2) 82.33.34

1.2.3 =—g.3 =%

2. Eine Anzahl Kanonenkugeln ist in Form einer quadratischen
aber abgekiirzten Pyramide so aufgeschichtet, dass in einer
Kante der untersten Schichte 36 und in der Kante der obersten
Schiehte 8 Kugeln liegen; wie viel Kugeln hilt der Haufen?

Auflosung. Man berechnet zuerst den Haufen als ob er
eine vollstindige Pyramide bildete. Nun sind bei einer quadra-
tischen Pyramide die einzelnen Schichten offenbar die Quadrate
der natiirlichen Zahlen, desshalb ist, wenn wir 36 = m setzen:
m(m-+1)2m-+41) 36.37.73

1.2.8 - 2.8

Nun fehlt aber dieser Pyramide die Spitze, von der die
Kante der Grundfliche =7 ist, desshalb ist:

S= = 16206.



382

L

Fiinfter Abschnitt. §. 223.

7.8.15
S=—F53 =10

folglich Inhalt der abgekiirzten Pyramide
= 16206 — 140 = 16066.

In einer arithmetischen Reihe dritten Grades heisst das 1. Glied 8,
das 7. Glied 144, das 9. Glied 352 und das 12. Glied 954 ;
wie heisst die vollstindige Reihe und wie das allgemeine Glied?

Auflésung. Nach §. 222, 3 ist:
I. p=8. )
IL 144 =8+ 64, +15d, + 204,.
III. 352 =8+ 8d, +284d, + 56d,.
IV. 954 =8+ 114, + 55 d, -+ 165 d,.

folglich:
II. 136 = 6d, <+ 15d, + 20 d,.
IL 86 =2d, + 7d,+ 144,
IV. 86= 4, + 54d,+ 15d,.

ferner:
86 = 3d, + 16 d; (Differenz zwischen IV u. III nach Eliminat von d,).
und
61 = 34, + 11 d; (Differenz zwischen IIl u. II nach Eliminat von d,).
mithin :
5d, = 25
und:
dy= 5
d,= 2
d = 1.

Demnach die vollstindige Reihe =
8 9 12 22 44 83 144 232 352 509 708 954 . . .

und das allgemeine Glied
Z=8+(m—-l).1+(m;1)2+(m;1)5+...

II. Aufgaben.

Eine Anzahl Kanonenkugeln ist in Formen dreiseitiger Pyra-
miden auf 3 Haufen geschichtet; wie viel Kugeln befinden sich
in der untersten Schichte des ersten Haufen, wenn die Kante
dieser Schichte 22 Kugeln enthdlt, wie viel in der untersten
Schichte des zweiten und dritten Haufen, wenn man an der Seite
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10.

11.

12.

13.
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des einen 25, und an der Seite des andern Haufen 30 Kugeln
zihlt. Wie viel sind Kugeln auf jedem Haufen, wie viel im
Ganzen?

Antw, I. Schichte = 253, S = 2024; I Schichte = 825, 8§ = 2925;

IIL Schichte = 465, S = 4960; Summa aller Kugeln = 9909.

Wie viel Kanonenkugeln befinden sich in einer unvollstindigen
dreiseitigen Pyramide, wenn an der Kante der untersten Schichte
48 und an der Kante der obersten Schichte 10 Kugeln liegen?

Antw, 19380.

Wie viel Kugeln befinden sich in einer vollstindigen quadratischen
Pyramide von 27 Schichten?
Antw. 6930.

Wie viel Kugeln enthilt eine abgekiirzte quadratische Pyramide,
wenn man an der Kante der untersten Schichte 18 und an der
Kante der obersten Schichte 9 Kugeln zihlt?

Antw. 1960.

Wie viel Kugeln sind in einer lidnglichen Pyramide von 15
Schichten, die sich mit beiden Enden an 2 andere vierseitige
Pyramiden anlehnt und in ihrem Riicken (oberste Schichte)
20 Kugeln zihlt? -

Antw. 1280.

Wie viel Kugeln liegen in einer lidnglichen Pyramide mit 21

Schichten, die sich an beiden Enden an 2 andere vierseitige

Pyramiden anschliesst und die in ihrem Riicken 40 Kugeln hat?
Antw. 6160.

Wie viel Kugeln befinden sich in einem Kugelhaufen, der 30
Schichten hat und ein hohles Viereck hildet, wenn der Riicken

im Ganzen 86 Kugeln enthilt?
Antw, 39990.

Wie heisst die 24. Zahl der zweiten, dritten, fiinften Ordnung?
Antw. I. 300, II. 2600, ITI. 98280.

Wie heisst die 28. Zahl der vierten und sechsten Ordnung?
Antw. I, 31465, II. 11075668.

Wie heissen die 14 ersten Glieder einer Reihe des zweiten
Grades oder der zweiten Ordnung, wenn die 3 ersten Glieder 7,
13, 21 sind?

Antw. 7, 138, 21, 31, 43, 57, 78, 91, 111, 133, 157, 188, 211, 241.,.



384

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Fiinfter Abschnitt. §. 223.

Die vier ersten Glieder einer arithmetischen Reihe des 3. Grades
heissen:
15, 10, 1, — 9;
wie heisst das 9., das 12., das 14., das 16. Glied?
Antw. 31, 235, 486, 875,

Die 5 ersten Glieder einer arithmetischen Reihe des 4. Grades

heissen
10, 15, 24, 32, 36;

wie heisst das 8., das 11., das 14. und 17. Glied?
Antw. 24, 52, 317, 1170.

Wie gross ist die Summa der q = 25 ersten Quadratzahlen ?

q{q+1)(2q+1)

1.2.3 = 5525.

Antw,

Wie gross ist die Summa der k = 40 ersten Kubikzahlen?

2
Antw. (k (l; ";Q = 672400,

In einer arithmetischen Reihe des 2. Grades ist das erste Glied
5, das erste Glied der Differenzreihe 7 und die constante Diffe-
renz 2; wie gross ist das 12. Glied, wie gross die Summa der
12 ersten Glieder?

Antw. 192, S. = 962.

In einer arithmetischen Reihe des 3. Grades ist das erste Glied 12
und die Anfangsglieder der ersten, zweiten, dritten Differenz-
reihe sind
2, —b, 3;
wie gross ist das 16. Glied und wie gross die Summa der 16
ersten Glieder?
Antw. 882, S. = 3092.

Wie gross ist das 10. Glied und wie gross die Summa der 10
ersten Glieder einer arithmetischen Reihe des 5. Grades, wenn
das erste Glied dieser Reihe =15 und die Anfangsglieder der
ersten, zweiten, dritten, vierten und fiinften Differenzreihe
=l =—-56,=2, =383, =4
gegeben sind ?
Antw, 894, S. = 1611,

In einer arithmetischen Reihe des zweiten Grades ist das 1. Glied 8,
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22,

23.

24,

25.
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das 2. Glied 12, und das 14. Glied 216; wie gross ist die
Summa der 14 ersten Glieder?
Antw. 1204.

In einer arithmetischen Reihe des dritten Grades ist das erste

Glied 15, das zweite 10, das dritte 1 und das fiinfzehnte Glied

= 663; wie gross ist die Summa der 15 ersten Glieder?
Antw. 1945.

Zur Form einer dreiseitigen Pyramide sollen 1140 Kugeln auf-
geschichtet werden; wie viel Kugeln muss man zur Kante der
untersten Schichte nehmen?

Antw. 18.

Auf einem rechteckigen Marktplatze sind die Buden der Linge
nach so aufgestellt, dass sie 3 breite Verkehrsstrassen fiir die
Kaufer bilden, die 3 Strassen sind durch 8 gerade laufende
Quergisschen mit einander verbunden. Auf wie viel Wegen,
zwischen den Buden hindurch, kann man von der einen Ecke
des Marktplatzes zum Diagonal gegeniiberliegenden gelangen,
wenn jeder dieser Wege gerade so lang sein soll, als wenn man
aussen um die Buden herumgegangen wire?
Antw. 715 Wege.

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Hofmann, III. Theil,
Seite 187 —190 und Seite 225; Heis §. 82, §. 93.

Lies in den nachstehenden Buchstaben:
airaria
iravari
ravawvar
avaBava
ravawvwvar
iravari
airaria,

von der Mitte B aus nach den 4 Ecken a, a, a, a hin das

Wort :

Bavarial
(80 mal).

PSRy Sy W pary
rONGNT

Weber, Algebra, 26



Sechster A bschnitt.
Hohere Gleichungen.

§. 224.

Erklirung 1. In den hohern Gleichungen tritt die unbekannte
Grosse zur 3*°, 4", . . . n*" Potenz auf.

Auch diese Gleichungen theilen sich in reine und unreine oder
verwickelte. Eine h¢here Gleichung heisst verwickelt, wenn in ihr
die Unbekannte in verschiedenen Potenzen auftritt; tritt in ihr die
Unbekannte nur in einer Potenz auf, so heisst sie rein.

Erklirung 2. Der allgemeine Ausdruck einer geordneten
unreinen hohern Gleichung ist:
x*F+ Ax-1EBx-2+0x2F...+Q=0.
Aus dieser unreinen Gleichung erhilt man die reine:
) »tQ=0,
wenn A=B =C =0 ist.
Der Exponent n bedeutet eine positive ganze Zahl und die

Coéfficienten A, B, C und das Absolutglied Q entweder eine po-
gitive oder negative ganze Zahl

§. 225.

Lehrsatz 1. Das entwickelte Product aus n Binomialfactoren
von der Form (x + «) stellt sich als eine hthere Gleichung vom
nter Grade dar.
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Beweis.

E—a)x—=x"—(a+fx+ap
G0 —f&—9) =x"—(@+f+p) x*+ [@f+ay+anx —agy
- x—Ex—P)Ex—-8)=x—(a+pg+y+8x*+(@f+ay+ad
+87+p+yd)x* — (afy+apd+ays
+gydx-+apgyd.

x—a)x—F)x—PE—98....x—..)=x—(e+g+y+d+..)x* 1+ (af+ay
+ad+By+po+y0+..)3" 2 — (a@y+apd

+apd+gyd+4..)x2 0 a@yd...;
setzt man:

L (e+g+y+3+...) =A

I (ef+oy+ad+gy+g8+98+...)=B

IL (epy+afd+apd+py8+... =C

IV. a8 =Q,
s0 ist:

G—a)@—PE—PE—8...d0 —..)=x*—Ax>14+Bx*2 _ Cx"%.,.4+Q.

Zusatz. Jede vollstindige Gleichung des n*" Grades hat (n - 1)
Glieder.

Lehrsatz 2. Ist eine hohere Gleichung das entwickelte
Product aus den Binomialfactoren

x¥e, xF8, xFy, xF3,
so sind die Gréssen
a, 8, 7, 8

die Wurzeln dieser Gleichung. .

Beweis.
Wer~

k]

P FAL+BOPF 00 4+ Q= @F o) xFH &F) GF

®FAx-14+Bx2FCx8+Q=0,
und

80 ist: _ _ _ _
i EF)EFHAEFY)EF)=0
mithin
xFa=0 und somit: x = t+«a,
x¥ﬁ=0 » ” !=it9a
xfy=0 , . x=%9,
xF8=0 , s x==138
25.
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Sechster Abschnitt. §. 225 u. 226.

Zusatz 1. Jede Gleichung vom n** Grade hat n Wurzeln.
Zusatz 2. (Lehrsatz 1 und 2). Jede geordnete héhere Gleichung hat:

L

1L

zum ersten Gliede die Unbekannte, potenzirt
durch die Anzahl ihrer Wurzeln;
zum zweiten Gliede die Unbekannte zu einer um
1 niederen Potenz mit einem Coéfficienten (allg. A)
gleich der Summa der einzelnen Warzeln

(s By 7, 8, 0.0
mit entgegengesetzten Zeichen;

. zum dritten Gliede die Unbekannte zu einer um

2 niedern Potenz mit einem Coéfficienten (allg. B)

gleich der Summa der Producte je zweier Wurzeln
(@, ¢y, d, fy, §8, 75...)

mit dem ndmlichen Zeichen der Wurzelproducte;

IV. zum vierten Gliede die Unbekannte zu einer um 3

niederen Potenz mit einem Coéfficienten (allg. C)
gleich der Summa der Producte je dreier Wurzeln
(py, a8, apd, g98...)

mit entgegengesetzten Zeichen

in dieser Weise geht es fort bis zum letzten Gliede; das
letzte Glied ist ein Product aus allen Wurzeln,
mit positiven Zeichen bei einer geraden Anzahl
und mit negativen Zeichen bei einer ungeraden
Anzahl negativer Wurzeln,

-

§. 226.

Erklirung. Da das letzte Glied einer geordneten hthern Gleichung
ein Product ist aus allen ihren Wurzeln, so miissen unter den Factoren
dieses Gliedes einzelne sich finden, die entweder positiv oder negativ
genommen, in die Gleichung substituirt, derselben geniigen. Wo dies
nicht moglich ist, enth#lt dieselbe entweder nur irrationale oder nur
imagindre Warzeln.

Jede hohere Gleichung enthilt entweder blos reelle oder blos
imagindre Wurzeln, oder theils reelle und theils imaginéire;
die reellen Wurzeln kdnnen blos rational oder blos irrational sein
oder auch theils rational und theils irrational.
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Lehrsatz. Ist in einer geordneten hohern Gleichung eine

Wurzel
a4+ gi,

so enthilt sie noch eine zweite Wurzel von der Form
a— @i

Beweis.

Denn enthielte eine geordnete hohere Gleichung nur eine imagindre
Wurzel, so wiire ibr letztes Glied, als ein Product aus allen ihren Wurzeln,
ebenfalls eine imaginire Grosse, was bei einer geordneten Gleichung unmoglich
ist. Sie muss also wenigstens 2 imaginire Wurzeln haben und diese Wurzeln
miissen von der Form « + Bi und @ — fi sein, damit sie sich gegenseitig heben
und die imaginéren Theile dieser Wurzeln nicht im zweiten Gliede der Gleichung
auftreten, dessen Coéfficient die Summa aller Wurzeln ist.

Zusatz 1. Imagindire Wurzeln treten in einer hohern ge-
ordneten Gleichung immer paarweise auf:

) et gi; atgi und yF8i.

Zusatz 2. Eine hohere Gleichung von einem geraden
Grade hat entweder keine reelle Wurzel oder sie hat die-
selben paarweise.

Zusatz 8. Eine hohere Gleichung von einem ungeraden
Grade hat wenigstens einereelle Wurzel, deren Vorzeichen
dem des Absolutgliedes entgegengesetzt ist.

§. 227.

Lehrsatz. Jede Gleichung vom nten Grade ldsst sich auf
eine Gleichung vom (n—1)t" Grade reduciren, wenn eine Wurzel
gegeben ist,

Beweis.

Es sei gegeben:
*+ax’+bx}+cx+d=0

und
. y,=a,x —a=0
80 ist:
et +audi+bat4+ca+d=0
und

L

d= —~ua'- aa® —bat—ca’

folglich :
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4+ax*+bx?+cx—at—aa* —bet—ca=0
und
E—a)+ax—al)+b(xP—e)+c(x—a)=0,

die ganze Gleichung durch x, — « dividirt:
B—a)+a@Ex—a)+bEx—a)+c=0.

Demnach:
x®+ax’+bx—ca*—aa’—ba=0,
nun ist:
c=—a?—aca’—be,
folglich

*+ax’+bx+c=0.

Wie aber eine Gleichung vom 4. Grade zu einer Gleichung vom 3. Grade
wird, wenn eine Wurzel bekannt ist, so wird auch (allgemein) eine Gleichung
vom n*" auf eine Gleichung vom (n— 1)** Grade reducirt, wenn eine Wurzel
gegeben ist.

Zusatz. Sind 2, 3 Wurzeln gegeben, so lisst sich jede Gleichung
vom 1" Grade auf eine Gleichung vom (n—2)*", beziehungsweise
(n — 3)*" Grade reduciren.

Anmerkung. Ist die urspriingliche Gleichung vom n'" Grade und sind die
Wurzeln

a, 8,7 ...
gegeben, so heisst man die durch Division mit den Binomialfactoren
xFe, xFo xFy
gewonnenen Gleichungen vom (o — 1)t", (n — 2)t», (n — 3)t*" Grade Ableitungs-
gleichungen.

§. 228.

Erkl4rung. Da die hohern Gleichungen mehrere Wurzelwerthe
haben und da diese Werthe auch von den Vorzeichen der einzelnen Glieder
jeder Gleichung abhéingen, so hat man zur Bestimmung der Wurzelwerthe
der Aufeinanderfolge der Vorzeichen besondere Aufmerksamkeit zu schenken.

Lehrsatz. Jede hohere Gleichung hat so viele negativ
reelle Wurzeln als in ihr Zeichenfolgen, und so viele positiv
reelle Wurzeln als in ihr Zeichenwechsel erscheinen.

Es sei allgemein:

"FAxr-1+Bx2XCx"3+...FQ=0
und
" FAx!+ B2 Cx» 3+, . FQ=Gx") Y

* Der Ausdruck

CFArI+Br-2FCro+...FQ

ist eine algebraische rationale ganze Function der Variabeln x und zwar eine Function
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Beweis.

Es ist:
G(x®) =0

und sind die Wurzel dieser Gleichung :
$a’ .'T'ﬂ’ ;7’""'_'km

S0 ist: -
G (x™
— n—1) —
Tta = G (x*"1) = 0, cf. §. 227,
’ G(xn—-l)_ n—2y
=T 7 =G ((:"? =0,
G(x“‘“z)_ a—dy _
<17 =G(x"% =0,
G(x“")_ _ .
— =x+k=0;

da nun n—r=2 ist, so ist:
G (z*7) = G (x?).
I Sind nun aus dieser Ableitungsgleichung G (x"~*) die Wurzeln: — ¢
und —k, so ist:
GE)=(x+8(Ex+k)=x*4+(+Ekx+3sk=0, cf. § 225,
mithin: zwei Zeichfolgen und zwei negative Wurzeln.
II. Sind aber die beiden Wurzeln: -+ ¢ und -+ k, so ist:
G =(x—8 E—k=x—(6+k)x+ 8k =0;
mithin: zwei‘Zeichenwechsel und zwei positive Wurzeln.
III. Sind aber die beiden Wurzeln -~ & und —k, so ist:
GE N =x—8Ex+k=x*=(—-kx—sk=0.
Ist hier ¢ >k, so ist ¢ —k = u und
1.x* - (¢ —k)x —ek=x—px — ek,
Ist aber ¢ <k, so ist e—k = —29 und
2. x*— (e —k)x —sk=x4+2vx — gk,
Ist endlich e =k, 80 ist e—k = 0 und
3.x*—(s—k)x —sk=x*+0.x — sk.
Mithin findet sich in diesen 3 Fillen ein Zeichenwechsel und

des n*" Grades, die man gewdhnlich der Kiirze wegen mit F (z") bezeichnet. Wir aber
setzen statt des Functionszeichens F lieber &, um den Namen der Function in Erinnerung
zn bringen; somit die ganze linke Seite der auf O reducirten Gleichung = G (x2) cf.
Theorie und Auflésung hoherer Gleichungen von Dienger, Stuttgart, Metzler 1866.
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eine Zeichenfolge und ebenso eine positive und eine negative
Wurzel.

IV. Wiren die Wurzeln: — ¢ und + k, so hiitte man dieselben 3 Fille
wie III. Daraus folgt: in der Gleichung

Gz =0,
finden sich so viel positive Wurzeln als Zeichenwechsel und so viel
negative Wurzeln als Zeichenfolgen. Was aber von dieser Ableitungs-
gleichung gilt, gilt auch von den andern Ableitungsgleichungen :
G(x*8) =0und GGE"2) =0 u s w.,
und endlich auch von der urspriinglichen Gleichung:
G (x*) = 0.

Zusatz, Sind in einer geordneten hihern Gleichung, die nur reelle
Waurzeln enthilt, alle geradstelligen Glieder (2, 4, 6) ne-
gativ, so sind alle Wurzeln positiv; sind aber simmtliche Glieder
positiv, so sind alle Wurzeln negativ.

§. 229.

Erklirung 1. Soll eine verwickelte hohere Gleichung gelost, d. h.
ihre Wurzeln bestimmt werden, so muss sie gehorig geordnet sein. Eine
hohere Gleichung ist geordnet, wenn sie auf Null reducirt ist, wenn
das erste Glied die Unbekannte ist in der hochsten Potenz mit dem
Coéfficienten 1 und wenn die folgenden Glieder in fallenden Po-
tenzen der Unbekannten auf einander folgen und zu Coéfficienten
ganze Zahlen haben und wenn endlich das letzte Glied von -der

Unbekannten ganz befreit ist.

Lehrsatz. Jede hohere Gleichung lisst sich in eine andere
transformiren, deren Wurzeln ein Vielfaches oder ein bestimm-
ter aliquoter Theil der entsprechenden Wurzeln aus der ur-
spriinglichen Gleichung sind.

Beweis,
" Die gegebene Gleichung sei:
vi+pvi4qv+r=0,

setzt man:

v= =

=—

80 ist:

X=myv,

mithin :
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x*+mpx*+mPqx+mir=0.
Offenbar sind hier die Wurzeln dieser Gleichung Producte aus der Grésse m
und den Wurzeln der gegebenen Gleichung.

Anmerkung. Um eine geordnete Gleichung in eine andere zu transformiren,
deren Wurzeln das mfache von den Wurzeln der gegebenen sind, hat man blos die
Glieder der gegebenen Gleichung mit den Gliedern einer geometrischen Reihe gzu multi-
pliciren, deren erstes Glied 1 nnd deren Qnotient m ist, cf. Lehrsatz u. nachfolg. Beisp.

x3 —2x*— b5x-+ 6=0 gegeb. Gl
1 4 g 4

. .
x® — 8x — 80 x + 384 = O transf. Gl

Die Wurzel der gegebenen Gleichung sind 3, 1, — 2 und die Wurzel der transf.
das 4fache,

Erklirung 2. Der vorstehende Lehrsatz gibt uns die Mittel 'an die
Hand:

I. die Coéfficienten der Glieder einer gegebenen Glei-
chung von ihren Bruchgréssen zu befreien. Z. B.:

2
vi+gl+gl+i=o,
a b c
abevi—+bepvi+acqv+abr=0;
setzt man:
v = X
“abe’
80 ist:
abecv=x,
folglich:

x*+bepx®+atcibgqx+atbicir=0.

II. Die Coéfficienten einer gegebenen Gleichung von
Waurzelgrossen zu befreien. Z. B.:

P+pyVo+qy+rVom+m=0;

yVE:x,

X+ pmx’+qmx+rm?=0.

setzt man:

80 ist:

§. 230.

Lehrsatz. Jede geordnete hthere Gleichung ldsst sich in
eine andere transformiren, deren Wurzeln um eine beliebige
Grosse vermehrt oder vermindert sind.
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Beweis.

Es sei gegeben:
4+ Ax*! +Bx" 24+ Cx" % 4. ..+ Q= 0;

setzt man:
x=y+q,

wobei man sich q positiv oder negativ denken kann, so ist nach gehoriger
Substitution :

—1
x“=y“+uqy““‘*‘u‘—_*(ll1 3 )Q’Y“""+(;)q’Y“‘°+---+'l“

+Ax* = Ay"=l4AM@—1)qy"2+A@m—2)q*y* 3 +...+ Aq-!

+Bx*2 = By 2+ ...+ Bg? =0.
s oSS —

Die rechts stehende Gleichung ist die transformirte.

§. 231.

Lehrsatz. Aus jeder geordneten vollstindigen Gleichung
lisst sich das zweite Glied entfernen.

Beweis.
Es sei gegeben:
x*+ Ax*+Bx+C=0;

setzt man:
x =7y-+m (m eine verinderliche Grosse)

so ist:
R=y'+3y’'m+38ym’+ m?

Ax*=A(y*+2ym~+m?
Bx =B (y-+m)
C=¢C
x*+Ax*+Bx+C=y"+~Bm+A)y*+ Bm?’+2Am+B)y+m?
+Am+Bm+ C=0.
Will man in der trantformirten Gleichung das zweite Glied wegschaffen,
so setzt man:

@Bm—+A)y’=0;
da nun in dieser Gleichung der Factor y? micht gleich Null sein kann, denn
sonst widre x = m, was gegen die Voraussetzung ist, so muss

3m+A=0
sein, mithin:

m=_2
I

und:
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A
X=y— .

3
Und desshalb ist nach gehoriger Substitution:

A? 2 A%
Y3+(B—?)Y+(?7‘-%—B+C)=°%

setzt man noch:

Al
B—?—-p
und:
. 2A* AB
P B
50 ist:

y'+py+qg=0.
Zusatz 1. Bei einer cubischen Gleichung ist:

— A
x:Y+T3‘1

bei einer biquadratischen Gleichung ist:
x=yF 2
%’
bei einer cuboquadratischen Gleichung ist:
— A
xX=Yy+ S’
bei einer Gleichung vom n*" Grad ist:
x=y+4 o
Zusatz 2. In jeder geordneten hihern Gleichung lisst sich das zweite
Glied, wo es fehlt, leicht erginzen.

Anmerkung. Gleichungen, in welchen ein Glied oder mehrere fehlen, heissen
unvollstdndig; Gleichungen, in welchen alle Glieder vorhanden sind, heissen voll-
sténdig.

§. 232.

Erkldrung 1. Von den verwickelten hohern Gleichungen sind nur
die cubischen und biquadratischen algebraisch lésbar (Abel)
und gewisse Gleichungen des 5. Grades) (Evariste Galois, Hermite);
von den Gleichungen noch héoherer Grade sind nur noch die nu-
merischen losbar, welche eine oder mehrere rationale Wurzeln
haben und desshalb auf cubische oder biquadratische reducirt werden kénnen.

Erklirung 2. Die Losung reiner hoheren Gleichungen ist einfach,
denn sie ist ein bloses Radiciren. Z. B.
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1.x*FQ=0, 1=+VQ
8

2. x* 5832 =0, x = V5832 = 18.
5

3. x4+ 345025251 = 0, x =)/ —345025251 = — 51.
6

4. x® + 6321363049 = 0, x =V 6321363049 = 43i.

I. Gleichungen mit einer Unbekannten.

a. Cubische Gleichungen.

§. 233.

Erkldrung 1. In einer cubischen Gleichung erscheint die hdochste
Potenz der Unbekannten in der dritten Potenz. Der allgemeine Aus-
druck einer geordneten vollstindigen cubischen Gleichung ist:

x*TAx*+BxFC=0.

Die Grossen A, B, C sind entweder positive oder negative
ganze Zahlen.

Erkldrung 2. Jede cubische Gleichung hat 3 Wurzeln. Es gibt
verschiedene Methoden diese 3 Wurzeln zu bestimmen. Je nach
der Beschaffenheit der gegebenen Gleichung fiihrt die eine oft vor der
andern rascher zum Ziel. Wir werden desshalb die gebrduchlichsten
Methoden hier behandeln, zuvor aber noch zwei specieller Fille ge-
denken,

Erster Fall.
23 C =0,
80 ist:
8
X = ViC 3
gsetzt man:
8
V_i_é = +ma
80 ist:
x*Fm?=0,
daraus:

Nun ist:



§. 233 u. 234. Hohere Gleichungen. 397

xFm=0, x, =+ m
und
¥tmx+m?*=0, x, .—_-j_'%l— (1+V-_——3)

X, = i‘% (1 — V-——3)

Zweiter Fall.
*+Px*+Qx=R.
Bilden die drei links stehenden Glieder die drei ersten Glieder eines
Cubus aus dem Binom (x + @), so ist:
T+ a)?=x>4+8ax*+8a’x+al
und offenbar:

P, P
3u_Punda_§,a:..-é—7-
und
P2
[ o —
3a_Q_3.
Mithin :

Pz
x3+Px’+§x=R.

3

Auf beiden Seiten % addirt, gibt:

P p? p3
3 ] -+ —
X +PX +3X+273:R 27,

‘Wiére nun:

so ergeben sich die beiden andern Wurzeln der gegebenen Gleichung,
wenn man sie mit (x—p) dividirt.

I. Auflosung durch Factorenzerlegung des Absolut-
gliedes.

§. 234.

Gegeben ist: : ‘
x*TaxttbxFe=0.

Sind + «, £ 8, *+ y die Wurzeln, so ist:
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@t Gt GEN="F@+o+NCt@p+ay+a)xTFapy
=x*FTax*+bxFe,
folglich:
a+p@+7y=a, cf § 225,

af@+ay=>»H,
agy=-c.

§. 235.
Beispiele. *

1.
x} —8x*+17x—-10=0.

Auflésung.

Die geradstelligen Glieder sind negativ, folglich die zu suchenden
Wurzeln positiv, §. 228, Zusatz.
Die Factoren des Absolutgliedes sind: 1, 2, 5, 10, wovon die 3
ersten der Gleichung geniigen; denn es ist:
1— 8+4+17—-10=0, wenna=1,
8- 32+434-10=0, , =2,

125 — 200 +85 —10=0, , 7=25,
folglich:

x, =1; 3, =2; x5 =05,

E)

2.
x3 - 43 —-38x+12=0.

Auflésung.

Die zwei Zeichenwechsel und eine Zeichenfolge deuten auf zwei po-
sitive und eine negative Wurzel, cf. §. 228. Die Factoren des Absolut-
gliedes sind 1, 3, 4, 6, 12; davon geniigt nur + 4 der Gleichung, dess-
halb ist:

x;,=4und x—4=0.

Mithin:
x’—4x'——3x+12=x,_3=0
x—4
und
x}=38
- x =1V,

* Von den hier folgenden Beispielen sind manche der Aufgaben-Sammlung von Heis
tnd manche #ltern Aufgaben-Sammlungen entnommen.
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folglich: B
x, = 4, x,=v3, x,=—-—V§.
3.
x4 14 x* 4+ 46 x+ 50 = 0.

Auflosung.

Da alle Glieder positiv sind, so sind alle Wurzeln negativ cf. §. 228,
Zus. Die Factoren von 50 sind: 1, 2, 5, 10; davon geniigt nur — 10
der Gleichung, also:

x+10=0.
Mithin :
x® 4 14 x% 4 45 x + 50 .
=10 =x*+4x+5=0.
und h
x*+4x= —5b5
*4+4x+4=—1
x+2=iv——-]
X.—:.—Zi‘v:-T;
folglich:
3, =-10, 5, =—2+V -1,  =~2-V -1
4,
3y’ —-6=0y.
1. Auflgsung.
Es ist:

3y -6 —-9y=0=y*—-8y—2
=y*+0.y'—38y—2
Da hier 1 Zeichenwechsel und 2 Zeichenfolgen, so haben wir 1 po-
sitive und 2 negative Wurzeln zu gewértigen. Die Factoren sind 1 und
2; davon geniigt der Gleichung:
+2,y—-2=0

Mithin:
y¥-38y-2_,
y—2 . =y'+2y+1
und
V¥+2y=—1
y‘+2y+1=0
y+1=0
. y=-—1
folglich:

=2 p=—1, n=-L
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2. Auflésung.
V¥-8y—2=0=y'—-y -2y —-2=y(G'—1)—2(@F+ 1)
Ferner:
y—1)—-21Gg+1)=0
und
. G'-y-2)+D=0
Nun ist:
y+1=0ud y, = -1,
und
y'—y—-2=0und y?°—y=2
1 9
z— ——
V-y+r=7
1 3
vy =t3
V: =2, 3= -1
5.

10x3 + 24 x® + b4 = 0.

Auflésung.

Setzt man x = 1—};), s0 ist:

_Y__B_ 24yt 0 — 3 2
356 Jop- + 5% = 0=y + 24 y" + 5400,
setzt man noch y =61z, so ist:
21623 + 864 2% + 5400 = 0

und
z8+4z425=0.
Dieser Gleichung geniigt der Factor:
-5, z+5=0.
Mithin:
2422425
——T:g———z -—Z+5~—0.
und
22 —z=—5
1 19
3 __ = =
z z-i~4 1
_1+V-19
Z = 5 ;
folglich:
6+6V —19 6—6V—19
yo=—380; y, = ;/ P Vs = 2
und
3+3V-19 3—3V-19
=-—38; x = 10 ; Xy = 10 .

§. 236.
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Auflosung,
Es ist:
28x% —38x*+11x—1=0;

1 .
setzt man x _———y—, s0 1st:

28 38 11
—y—a - ;—z ——=1=0
und:
28 —-38y+ 11y —y*=0
oder:
y*—11y*+38y — 28 =0,
Nun ist nach der gegebenen Gleichung der Factor 1, der dieser
Gleichung geniigt; also y—1 = 0.

Mithin:
y’—lly’+l38y—28=y,_loy+28
und : ’

y?— 10y = — 28
y - 10y+25=— 3

y-5=1tV—3

y=5FY -3

g =1, 1= 1 _=5~iV§’ x3=5+i\/§.
5+iV3 28 28

II. Auflosung durch die cardanische Formel. *

§. 236.
Allgemeine Auflésung.
Es sei gegeben:
1, 3+ Ax*+Bx+C=0,
so erhilt man leicht die Form:
2. x*+px+q=0, cf § 231

* Diese Formel verdanken wir eigentlich dem Scipio Ferreo (1505); sie wurde aber
erst vom Arzte und Mathematiker Hieronymo Cardano vervollkommnet und durch Druck
versffentlicht (1545).

Weber, Algebra. 26
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Setzt man x =y + « und substituirt diesen Werth in 2, so ist:

3. y*+8ay’+8a’y+al+py+a)+q=0
und:
V4+G+a)@Bye-+p+a’+q=0;

setzt man:

3ya+p=0,
so ist:
—_ P,
a= 3y}
dann ist:
4, y*+a*+4q=0 (wemn 3ya -+ p =0 nach Gl 3)
und:
s (Y
¥y — 3y -+ q =0 (p. S. des Werthes von «),
ebenso:
3 p?
Y~g7;§+q=0
und :
6 3 pa 0
YHey — o=
2 2 3
® a4 O P
VHyY =gty
2 3
3 i=+VL 0
V=TV 7ty
3___q_+\/£—p_3
V=—9oZV ey
und:
’ q q*  p?

Den Werth von y® in Gleichung 4 substituirt, gibt:

TRV o
b. 5 = 4-l-2,‘,+cc+q—0,

LV ae Y

Nun ist x =y 4 «, folglich:

“”V“‘+v;+m+v Vc:l
—\/_(\/—1+\/1+27 C \/1'*'\/?"'_;”)

daraus:




§. 236 u. 237. Cubische Gleichungen. 403

Anmerkung 1. Die beiden andern Werthe lassen sich nach §. 235 leicht finden;
denn ist x, = m, so ist x — m = O und die gegebene Gleichung:

x3+px+q=0
durch x —m dividirt, gibt:
x’+mx+(m‘+p)—-0

== Vm),

2”‘2
folglich:
1 —_—
X, =—é—(—m+iv4p+3m‘)
1 . T T a2
13=—2—(——m——1v4p+3m).

Anmerkung 2. Ehe man zur Losung einer Gleichung nach der cardanischen
Formel schreitet, hat man genau die Vorzeichen der gegebenen Gleichung zu beachten;
denn wenn gegeben ist:

3 A — “3/——_;___’1__3
\/__ i _ P 4 _v1/1L_r
8 —px—q=0, s0ist x= +\/ o7 -+ 3 \/4 o
3} —px4+q=0 ,sonstx——\/ \/ +‘/ \/_____
q ¢ P
x}+px—q=0, so ist x = + —-+— + > ~§+2—7.

§. 237.

Beispiele.

1.
x*—8x+2=0.

Auflésung.

3 —— 3 —
3 2 \/2l 3° \/ 2 \/z= 33
L i VE s s R IV X

und:
x}—-3x+2 .
- =x?—-2x+41
x}—-2x=—1
x‘—2x+1=
. x=1;
folglich:
y==-2, x,=1, =1

26*



404 Sechster Abschnitt. §. 287.

2.
—12x — 16 = 0.

Auflésung,

8
16 16‘ 123 16 16z 123
VPV V- VE-R

8
= V8+V64_64+ Vs —Vo6a_62

=4;
mithin :
3 —_
x} - 12x 16= _4x+4,
x —4
folglich:
X, =2, X3 = 2.
3.
—27x — 54 =0,
Auflésung.
. \/04 \/54z 273 \/54 \/54' 27’
L=
= v27+v57= 6;
mithin:
3 —
x3— 27x 54=x’+6x+9,
x—6
folglich:
’ x, =—3, x, = —3.
4,

hAgEPY y
3 6—2+15.

Auflésung.

y? _ v
s —6=2+1%

auf Null reducirt, gibt: )
y*— 6y —40=0.

8 8
\/40 ‘/40_2 63_'_\/50_ 1/40' 6
=Y gt - “ Vi T

_V20+V392+V20 V302
—V20+14V2+V20_ 14V 2.
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Hier erscheint die Wurzel fiir y irrational, was bei Anwendung
der cardanischen Formel nicht selten ist. Um nun auf dem eingeschla-
genen Wege die richtige Lisung zu erzielen, kann man also verfahren.
Es sei:

8 S
V20+14V2=4+VB,
so ist:
20+14V2=(A+VB)*
=A'+3AB+3A'YVB+BVB
=A*+3AB+ (3A*+B)VB.
Es ist offenbar, dass in vorstehender Gleichung 20 dem rationalen
A*+3AB
und der irrationale Theil des Binoms
14V§ (cf. §. 127, Zusttze)

dem irrationalen
(BA*+B)VB (cf § 127, Zusitze)

gleich ist. Desshalb ist:

V§=V§r
B=2,
und da:
BA*+B)YB=14V2,

so ist:

3A+2=14

A=+2

Mithin:

3 3
" V2oo+14Vz=2+VZud V20— 14V 2=2-VZ,
folglich:

Vi =43
ferner: .
1—%"—"‘£’=y‘+4y+10
Y +4y=—10
y’+4y+4=— 6
y+2=+V_—6.

Yy=—2+iV6
Vn=—-2-iVe.
Anmerkung. Die Lisung cubischer Gleichungen unter Anwendung der carda-

nischen Formel hat nicht selten grosse Schwierigkeit, namentlich wenn p negativ ist und
im Ausdrucke:

(-— ;—'TP(:_') 4p%>27 ¢
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Denn in diesem Falle st8sst man auf einen imaginiren Ausdruck unter der Quadrat-
wurzel und x scheint hier einen imaginiren Werth zu bhaben, wihrend es in Wirk-
lichkeit drei reelle Werthe hat. Diese ganze Schwierigkeit wird umgangen, wenn
man sich in diesem Falle der trigonometrischen Functionen bedient. Aber nicht
blos beim casus irreducibilis auch in jenen Fillen bedient man sich der trigono-
metrischen Functionen mit Vortheil, bei denen die cardanische Formel zu reellen Werthen
fiihren wiirde.

III. Auflosung durch trigonometrische Functionen.

§. 238.
Erklirung. Bei der Losung cubischer Gleichungen von der Form:
Fpx+q=0
kann p positiv oder negativ sein, und wenn p negativ ist, kann

wieder
3 = 2
4p*=27q

sein. Wir haben desshalb hier drei Fille zu unterscheiden.

Erster Fall (casus irreducibilis).

§. 239.

Allgemeine Auflésung.

Es sei gegeben:
x} —px+q=0
cond. 4p®=27q%

Es ist nach einem trigonometrischen Satze:

sin (@ + @) = sin @ cos @ + cos a sin @,
mithin :
sin3a =sinacos2a - cosasin2a
=sina (2cos*a — 1)+ 2cosasine
= 4sin a cos’a — sinax
= 4sina(l — sin’a) — sina
= 3sina — 4sin’a,

folglich:

I sind« ——::—sina-is%sinsa: 0.

Setzt man nun in der gegebenen Gleichung:
x=ksina,
8o ist:
IL k¥sinex — pksina+q=0
und:
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sin® ¢ — P_S_]:_':g+%=

Aus der Vergleichung von I und II ergeben sich folgende Bestim-

mungsgleichungen:
3 L _4p _ 4p
e somit k 37 , folglich k = + 3

3
2. sin3 o = T{qg, somit sin3 a = t—g, folglich sin3 &« = 247:3 ,

Nun hat aber der Winkel (180°—3 «) und der negative Winkel

1.

"‘I"" W |

_— (180 “I" 3“) denselben simus .
( 27 q )
4p

wie 2L 3 «; somit hat 2{ o die drei Werthe
@, (60°—a), — (60°+ a).

Da aber
x = ksine und k.——__-!_-’\/-*—;-),

s0 ist:
x =+ \/%B sin &
X, = __-!_-_’\/-4—; sin (60° — a)
=+ '\/‘}3_[) sin (60° + «).

§. 240.
Beispiele.
1.
x} - 12x+16 =0,

Auflssung.
p=12, q= —16.
2.12
=L+
3 +4

log k = 0,6020600

II sin3a = \/ 2:q
P }—- 12

Z£3a=90°, IZ):a = 30°.

48 =1

/
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L x, = ksina
= logk = 0,6020600
, -+ log sin & = 9,6989700—10
== 0,3010300
=2

I =iv%gsin(60°—a)=ksina=2
5 =i\/‘§sin(so°+.x)= —a

2.
x} —27x+54=0.

Anuflésung.
p=27, q= — 54

4p 4.27
. =+ —_ = —_""=+
Lk=+ g == 5 =6

logk = 0,7781513

97 al
Lsnsac\/2T0_ 811 _ 3.5

3= — = —==1,
VR VT
2f.8a=90° Jfa30°
III x, = ksine
=logk =0,7781513
-+ log sin @ = 9,6989700 — 10

= 0,4771213

=3
x, =ksin(60 — @) =3
Xy = + ksin (60 + ) = — 6.

3. ‘
2 —T7x+6=0.

Auflésung.
P= 7, q= — 6.

res log 28 = 1,4471580
VTSR VS {

Lk=+ 3 + 3 —log 3 = 0,4771213

2 0,9700367

logk = 0,4850184.
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log18 = 1,2552725
3q 18 —log 7 =9,1549020 — 10

II. sin3a = 7y = _%_ = %
\ / =P =2 —_ ‘/ <= -
p 3 7 3 log 3 9,5149816 — 10

log sin 3 & = 9,9251561

3a=57°19"11,34"
a = 19° 6’ 23,8,

III. x, = k sin @ = log k = 0,4850184
= log & = 9,5149816

0,00C0000 = 1.
x, = k 8in (60° — a) = logk = 0,4850184
= log (60° — «) = 9,8160116
0,3010300 = 2.
X, = — ksin (60° + o) = 0,4850184
= 9,9921028

0,4771212 = — 3.

Zweiter Fall.

§. 241.
Allgemeine Auflésung.

Es sei gegeben:
*—pxtp=0
cond. 4p3=27q%

Setzt man in der card. Formel:

- 4p?
) sin° a = —2—7——‘1.,
80 18t:
. 4p?
L sin ot = v_ 2—7?,
und:
- 4p’
1=+ ~ 27sinta’
somit :

VK v p /1
. V_oi_+\/_ry L.
I 2 — 3 sine’

folglich:
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_ 3/~_q2_(‘8]1_cosa+{/l+cosa), da cosa=_'tV1—:m
= ‘7 -3 (‘/2 sin? = + \3/2 coszf—>
2 2 2
_ P ’ o ° o
= \/._ 5 (\/tg-i -+ ‘/ctg E} p- S. aus II. u. Reduct.

Sei nun:

und:

80 ist:

l\b

V-
=F \/ — ——(tg + ctg%) =F L3 ; (ist q neg. so gilt +).

sin ﬂ

§. 242,
Beispiel.
x3 — 4' x— 5= 0

N Auflosung.

p=4, q=5; x=-+

-+1

4.43 v 256
= - = _ 29 _ ] log 256=2,4082400—1
L sine = \/ 27q v 27.6° e5=) ¢

—log 675=2,8293038
1,5789362—2
0,7894681 —1.

log sin @ = 9,7894681., -

2f o = 38°0°46,8"; 19°0° 23,4,

?

8 _ \’/ 2 gty & —
II tg =y uwg= logtg - = 9,5371309
3 +2 -2
= 0,5371309 —1
——————
9 0,8457103 —1.
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log t, % = 9,845'7103,

% 35°1/48"; §=170°3' 36",

log4 = 0,6020600

—log3 =0,4771213

0,1249387

— 2 ———

2\/_ 4 0,0624693

L x, =+ ———2 —/ +1lg2 = 0,3010300

+1
0,3634993 — 1
— log sin g = 0,9731511 — 1

0,3903482
x, = 2,456678...

Dritter Fall.

§. 243.
Allgemeine Auflésung.
Es sei gegeben:
*+px+q=0.

Setzt man in der cardanischen Formel:

4p?
tg“ = 27 qg )
80 ist:
4p?
z ——
L tgla = 27 q,,
. somit: .
3
g=+2\E
—tga 27
und: .
P
1. \/— _‘-+\/tga \/3 ’
folglich'

l
“oma -\/ cos a) (da vl *oe 27q “eona o I)

- 2sm’ 812 cos'
T esa cos &
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vi(
VI (VD)

Sei nun:
3
8
\/tg 2~ %3

8
2c08% —

p- S. aus IL. u. Reduct.

Sln 24

und

so ist:

2V E (e f — g ) =2V g ot g eptiv, s
=+ v:(tg g — gy )= +2 3 ootg 8; (ist g negativ, so gilt +).

§. 244,
Beispiel.
x*+8x—-9=0.

Auflésung.
_ P
=-—8, q=29; x=+2—\/.—3~etgp.
" i +1
18 2048
tga = 22 ) log 2048 = 3,3113300 —
L tga \/27 \/ =V 28 og 3,3113300 — 1
— log 2187 = 3,3398488
+1 -1

2) 0,9714813 — 1

0,9857406 — 1.
log tg @ = 9,9857406; 2f o = 44° 3’ 34,4"
i — 0 17 "
5 = 220 1/ 47,2",

log tg -;‘_ = 9,6070590
g ‘3/ a s +2 —2
IL tg — = tg—=
2 £2 ( 9 = 0,6070590 — 1

0,8690196 — 1
log tg % = 9,8690196 ,

4

g- = 36929’ 17 und @ = 72° 58’ 34%,
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log 32 = 1,56051500
—log 3 =04771213

7 32 —_—
oL x, =2 \/-% ctg g = \/—5 ctgf = 2 1,0280287

0,51‘%0143
-+ log ctg @ = 9,4864974
0,0005117.
x, =1
¥*+8x—-9_ ., +349
x—1
xttx=—9

X2, 3 =_lz-(——l_4_-ivg).

IV. Auflosung durch Nitherungswerthe.

§. 245.

Erklirung. Durch Ndherungswerthe lost man gewdhnlich die-
jenigen Gleichungen auf, die reelle ungleiche und irrationale
und imaginédre Wurzeln haben.

Lehrsatz. Erhilt man in einer Gleichung G (x*) = 0 durch
Substitution der reellen Grosse « statt der Unbekannten als
Resultat positiv g und durch Substitution der reellen Grosse g
negativ h, so hat die Gleichung eine reelle Wurzel, die zwischen
@ und B liegt.

Beweis.

Hier ist offenbar « <. lLasst man nun die Grdsse « durch stetiges
Wachsen in die Grosse 8 iibergehen und wird bei jedem Zuwachs auf’s Neue
substituirt, so muss ebenso stetig der Werth von G (x") sich éndern und bei einer
Aenderung muss er einmal gleich Null werden, ehe der positive Werth von G (x")
negativ wird. Nun wird aber G (x") durch Substitution von & = < g und-durch
Substitution von 8 =-—h; es hat also G (x") in beiden Fillen eine reelle
Wurzel, um so eher wenn G (x") = 0, und diese reelle Wurzel kann nur zwischen «
und 3 liegen.

Zusatz. Sind « und # nur um die Einheit von einander
verschieden (e +1)=28, so ist der wahre Werth von x um
keine Einheit von « und 8 entfernt.
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A. Newton’sche Néihérungsmethode. *

§. 246.
Allgemeiné Auflésung.
Gegeben ist:
x4+ Ax" - Bx" 24 Cx"F 4. .+ Q= 0;
und die beiden Werthe, zwischen denen x liegt, seien w und w1
(cf. §. 245) und der wahre Werth von
x=w-+gq (<D,
50 ist unter Zugrundelegung des Newton’schen Binomialtheorems:
n(n— ) n(n —-1){n—2)

X" = w" 4 n w'— lq+ 1__5, n-—2q2+_____1T§__ n—3q3+..-
+Ax 1= Aw' !4 (0 — 1) Awi—2q +<“—"-11—)—(;—“2)Awn—8q +...
—_ -8
+Bx"2=Bw' 2+ (n—2) Bw?q gn__f_)izn_ ) whih gl
4+ Cx*3=Cw'3-4 (n—3) Cwi%gq Sn_:_%z%——@ wi b gt 4, ..
e - . . - . +
Q = Q
0 = 0;

folglich, unter Vernachldssigung der Potenzen von q, weil q < 1:
w4 Awr1 4+ Bw 24 Cw 3+ ...+ Q4+ [nwr~!l 4+ (n — 1) A w2
+@—2)Bw 3+ @ —3)Cw+4...4+]q=0;

mithin:
_ W+ AWl 4+ Bw 2+ Cw' 34, .. 4 Q
I e T T @ —1)Av 2+ (0 —_2)Bw >+ (@—3) Cwa+...Q
endlich:

Wi AWl - Bwt 2 Cwh 3 4, ., 4+ Q
nwtl4 (o —-1DAwW24+@n—2)Bw—2+ (n—3)Cw*+4...Q
_(@a=1)w"+ (0-2)Av*~! 4 (n— —3)Bw" 2+ (n—4) Cwi2+... —Q

n w1+ (n — 1)Aw““2+(n—-2)Bw"‘“"+(n——3)Cw“"“+ .

E=wt+q=w —

Anmerkung. Will man diese allgemeine Formel fiir Gleichungen vom 3ten,
gten  5ten Grade specialisiren, so hat man blos fiir n die bestimmten Zahlgrossen 3, 4,
5... zu setzen. Z. B,:

* Methodus fluxionum et serierum infinit., c. ejd. explicatione ad curvarum geo-
metriam, eine englische Uebersetzung von Colson 1736.
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Gegeben ist:
Lx*+Ax*+Bx+C=0,

so ist:
_ w4 Aw'4+Bw+C
- 3w+ 2Aw+B
und :
= w4 _2wi4Awr—C
- 1533 Y 2Aw+B
L x*+ Ax*+Bx*+Cx+D =0,
80 ist:
___w‘+Aw3+Bw'+Cw+D
- 4w +8AwW+2Bw~+C
und:
= 1w 8w +2Aw?+Bw'—D
- q_".Lw3+3Aw’+2Bw+C'
§. 247,
Beispiele.
1.
x3—12=0.
Auflésung.
Hier liegt offenbar der Werth von x zwischen 2 und 3.
Nun ist:
(b —1)wr+ A
X == ————
n wo—l
folglich hier:
2.23+12 7
W, von x‘=W=_§'
2(%‘ -+ 12
W, von X, = — = 2,29

Anmerkung 1. In den meisten Fillen geniigt der erste oder zweite Niherungs-
werth von x. Wo das nicht der Fall ist, wiederholt man das obige Verfahren 3, 4 mal
und mit jedem Male kommt man dem walkren Werthe von x néher.

Anmerkung 2. Der Formel

mh—1)w+A 1 A
X = ——n;;:——_—_;((n—— 1)w+;;|:)
kann man sich bedienen, um eine irrationale Zahl, die bis auf m Stellen radicirt ist,
bis auf 2 m Stellen genau zu radiciren, Z. B.:

3

V15 = 2.4662...
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Es ist:
A 15
1 = §0821424 = 2,46623622
+2w = 4,93240000

7,39863622
) P —
3 —
V15 = 2,46621207.

2.
x24+2x*48x —52=0.

Anxflésung,

Der eine Werth von x liegt zwischen 3 und 4; desshalb ist:

_2.8'42.3°452 62
T X = 3TsT.2.8+3 21’

19 | 3 2 3
2(3—? +2(g%)+52 2.23828+2.-3844+52

o x 9261 241
wz 4 = T =
62 7 62 3812 28
b2 2,22 ooid 28
3.(21 +2.2.0+3 3.5+t

__ 1119676 16740 279919
9261 ' 441 ~— 87885

=3,18...

3.
x3 - 16x*+72x — 109 = 0.

Auflésung,

Der eine Werth von x liegt zwischen 5 und 6; desshalb ist:
2.5%—-15.5%*+ 109 250 — 375 + 109

w, von x, = — = - — =
3.5 —~2,156.6+72 75 — 150 + 72

2 (5,3)% — 15 (5,3)* + 109

3(5,3)* —2.15.5,3 + 72

5,3.

=5,34...

W, von x, =

Anmerkung 1. Die Werthe x, und x, lassen sich zwar auf dieselbe Weise
bestimmen. Doch wird man eher zum Ziele kommen, wenn man x, = 5,34.., auf Null
reducirt und nach §. 227 operirt.

Anmerkung 2. Die Newton’sche Methode fiihrt zwar rasch zum Ziele, allein
sie erleidet nicht allgemeine Anwendung, denn sie fiihrt nur unter der Bedingung zu
richtigen Resultaten, dass (w -+ q) dem wahren Werthe von x sich mehr n#here als w,
wenn w ein Niherungswerth einer gegebenen Gleichung ist. Um sich zu vergewissern,
ob das der Fall ist, miisste man die Niaherungswerthe ihrer reellen und die reellen
Theile jhrer imagin4dren Wurzeln kennen, was nicht selten seine Schwierig-
keit hat.
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B. Die Lagrange’sche Methode * durch absteigende

Stufenbrliche. **

§. 248,
Allgemeine Auflésung.
Gegeben ist:
x*+px+q=0.
Liegt der Werth von x zwischen ¢ und § und ist:

a+1=4¢g, cf. § 245,
80 ist:

x=tx+l

etwa. Diesen Werth in der gegebenen Gleichung substituirt, gibt:

y+py+4q =0,

y=p+ @G>V,
gibt

r=ytr (>0,

gibt:
t*+p,t+gq, =0,

t=6+% “@>1)...

Die Quotienten des Stufenbruches sind:

«, ﬁ’ e 8’ LR

§. 249.

Beispiel.
x*—4x—-5=0.

Auflésung.
Setzt man:
l.x=2+4 l,
y

so ist p. S.: I .
(2"‘?) ‘4(2"'?)“5:0'

* Traité de la résolution des équations numeriques.
** of. den hier vorausgehenden Abschnitt éiber Stufenbriiche.
Weber, Algebra, 27

4117
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1 1
y vy y y

5y -8y —6y—1=0,

2.y =2+i.
z

5(2+—) —8(2+~—) —-6(2+—~) —1=o0,

30 5 2
4o+6°+ T+ — 32—5”2——%_12—%—1==0,

— 2222227z —5=0.

1

3. z=5+—t-.
132 . 1\? 1
3875 75 5 220 22 22

40t® — 133t? — 53t —5=0.

1

4, t =34 —.
u
1N\?2 1\* _ 1
40(3+-) _133(3+:) _°3(3+T) —5=0,
1080 + 1980, 360 40 11gr T8 138 15933 _ 50,
u u u u u u

281 u® — 229 u* — 227u — 40 = 0.

1

. u= 14—,
v
1 1N? 1
281 (1+-—) -229(14-7) — 227 (H'T)"'*O:O'
21+ 528 B8 B8 ppg 898 20 _or 2 -0

18, 88, 2B _ais=o,
v v v

158 v3 + 614 v + 281 — 215v* =0,
215v% — 158 v? - 614 v — 281 = 0,

6.v=2+-—1-, w=2-4....
w
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Somit sind die Quotienten:
. 2,2,5,3,1.2,2,,.
und die Naherungswerthe:
1 5 16 21 58 253
n 2%’ 2127 Zoea

23 %0 %

folglich:
x, = 2,4566787 ...

Anmerkung. Ebenso kann x durch die anfsteigenden Stufenbriiche
gefunden werden (Methode von Heis).

§. 250.

Erkl4rung, Hat man nach der Lagrange’schen Methode den Wurzel-
" werth bis auf —1—(—])—6 bestimmt und geniigt dieser Werth noch nicht, so
kann man von da aus auf die Newton’sche Methode iibergehen, um rascher
zu den erforderlichen Resultaten zu gelangen. Z. B.:

x¥ -~ 12x*+45x — 53 =0,

Auflésung.

x=25 +% p- S. u. Reduct.
3y*—-3y—-1=0
=1 +—:-, p- S. u. Reduct.

23 —62°—-92—-3=0
1
Z=7+T.

Hier sind die Quotienten:

5,1, 7
und die Niherungswerthe:
47

5, 6, —8—=5,87...

\

nach Newton:

_ 2.(587)* —12(5,87)" + 53 _ 44,041206
1T 83.(5,87)V —2.12.587 45 17,4907

X, = 5,8794...
§. 251.
Aufgaben.
1 2’ —8x'+17x —10=0. =1, 1,=2, 5, =5
2, x*—12x3+47x—-60=0. 5, =3, =5, x,=4.
. 270
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© O NS ;e ®

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24,
25.
26.
27.

29,

81.
32.
83.
84.
385.
86.
87.
88.
89,

- Sechster Abschnitt.

x*—-9x?4+23x—15=0.
x?—~20x*+113x — 154 = 0.
x}—9x*+11x+421 =0.
- 5x}+2x+8=0.

x* - 4x*+3x—-12=0.

. x?+5x*42x —-8=0.

x? —63x — 162 =0.

- 2x*—b5x+6=0.
x*+10x*+31x+ 30 = 0.
- 7Tx*—14x+48=0.
x* —6x’+11x — 6 =0.
'+ 6x*—9x —-14=0.
x*—9x2+420x—12=0.
3 —5x? - 46x — 40 =0.
x} —10x2+23x— 14 =0.
x? - 6x* —184x — 576 =0.

x4+ 20x*+ 123 x + 216 = 0.

x®+14x*+41x — 56 = 0.
x34-20x2+ 79 x + 60 = 0.
x? —~12x —28 = 0.

x} - 83x*—17x+43=0.
2x% - 24x*+482x — 84 =0.
x3 4+ 37x+ 320x + 500 = 0.
3x% —90x%+ 621x—1134=0.
x*—381x—380=0.

10x? —4x*—5x—1=0.
2 - 4x* - 20x+48=0.
bx?—2x'—-41x—34=0.

x?—12x* 4 57x - 94 =0.
x*+6x—18x+10=0.
x?—48x+4 128 =0,
x}—19x+480=0.
x?4-88x*+107x+4 70 = 0.
x3+2x+4+833=0.

x? + 74 x4 823x + 1830 = 0.

x? - 9x*4+26x — 26 = 0.
x} — 14x*+45x — 60 = 0.

Waurzeln: 1, 3, 5.

Wurzeln: 7, 11, 2,

Wurzeln: 3, 7, — 1.

Wuarzeln: 4, 2, — 1.

Wurzeln: 4, V=3, — V———§
Wurzeln: 1, — 2, — 4,
Wurzeln: — 8, — 6, 9.
Wurzeln: 3, 1, — 2.
Wurzeln: — 2, —3,
Wurzeln: 2, 8, — 3.
Waurzeln: 1, 2, 3.
Wurzeln: 2, — 7, — 1.

Wurzeln: 1, 2, 6.

Wurzeln: 10, — 4, —1.

Wurzeln: 1, 2, 7.

Wurzeln: 18, — 8, — 4.

Wurzeln: — 3, — 8, —9.

Wurzeln: 1, — 7, — 8.

Wurzeln: — 15, — 1, — 4.,

z, = 4,3021...

x, = 2,29, x, = 4,72, x, = — 3,982,
2,38, 1.

— 25, —2, —10.

3, 6, 21.

6, —1, — 5.

- b.

Wurzeln :
Wurzeln:
Wurzeln :

Wurzeln :
—-3+i
10

Wurzeln: x, = 1, Xp,3 =

2, —4, 6.
2
5’

Wurzeln :

Wurzeln: —1, 3 - 2.

x, = 3,3622...
Wurzeln: 1,5139, 0,7971, — 8,311...
Wurzeln: — 8, 4, 4,

Wurzeln: 8, 2, — b.

Wurzeln: — 35, —1, — 2.’

x, = —3.

Waurzeln: — 61, — 10, — 8.

x =5, xp,3 =21

X, =’10, Xy =241, =21

§. 251.
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40. x* —19x+30=0.
41, x* —7x+7=0.
42, x3 _2x—-7=0.
43. 48x® - 86x*+4+51x — 10=0.
44, 3x* —2x—-20=0.
45. x> —4x* - Tx+10=0.
46. x® — 14x*441x — 10 = 0.
47 x*—13x—12=0.
48, 2x? - 9x’+4+10x — 3 =0.
49, x*+10x2+ 36x + 56 = 0.
50. x*+9x*+4+25x+425=0.
1 3

51. x° —4x?—3--x 8> 0.

x x 34x 8‘1 0.
52. x® —x?_4=0,
53, x¥4-345x — 12=0.
54. x*+8x'+25x+ 36 =0.

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Heis

Erklérung 1.

" Cubische Gleichungen.

421

x=-5,x5=2,x=3
x‘=—3,049...,x,=l,692...,x,=l,§57...
x, =249, x, = — 1,83, x; = — 0,65...
1 2 b
Wurzeln: %' 3’ 8"
Warzeln: 2, —3+i V-gl, =31 21,
3 3
Wurzeln: 1, — 2, b.
Waurzeln: 10, 2+ V'3, 2 — V' 3.
Wurzeln: 4, — 3, — 1.
1
Waurzeln: 2 1, 3. )
Wurzeln: —4, —-3-—iv—3, -3+4+iVs.
Wurzeln: — 5, —2-4i, —2 —1i,
Waurzeln: 5, —1+1V—3—, —1-i) 3.
2 2
Wurzeln: 2, _l+lv7, —1-i 7.
2 2
Wurzeln: x, = 0,0348...
Wurzeln: —4, —2+iV 5, —2—iV/'5.

§. 94, 95a, b; 96; 99--103.

| b. Biquadratische Gleichungen.
§. 252.

In den biquadratischen Gleichungen tritt die Un-

bekannte in der vierten Potenz auf.

Der allgemeine Ausdruck einer geordneten vollstindigen
biquadratischen Gleichung ist:
*FBx*+Bx*rCx+D=0,

Die Grosse A, B, C, D bedeuten ganze Zahlen, die positiv oder
negativ sein kdnnen.

Erkldrung 2. Jede biquadratische Gleichung hat 4 Wurzeln (§. 225).
Diese Wurzeln sind immer paarweise, entweder reell oder imaginér

(§. 226), vorhanden.

Um die Wurzeln biquadratischer Gleichungen zu
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bestimmen, bedient man sich theils derselben Methoden, wie bei den
cutj);schen Gleichungen, theils besonderer, je nach der Beschaffenheit einer
gegebenen Gleichung.

Auch hier wollen wir vor der Behandlung der verschiedenen Metho-
den noch einiger specieller Fille gedenken.

§. 253.
Erster Fall.

X‘:D::O;
wire D = p*, so ist:
1. !‘—-p":O,

mithin :
@ +p) ' —p) =0
und
x*+p*=0;
und
x’ —p?=0;
folglich:
me=+Vpi=Hp
und
sa=tV —p'=Fpi;
2. x*+p*=0;
somit
x*= —pt
und
=Vt =t
folglich:
_Xi.z—-i"_pyl
x,_4=_tpv ..

Zweiter Fall.
x*+4Ax*+6A ' F4A%x=B.

Die linke Seite wird ein vollstindiges Biquadrat, wenn man hier
anf beiden Seiten A* ergiinzt, d. h.:

(A =A'+B

@+AY=+VAa'+B
x+A=+V+VarrB
Xuac—-f-A""mB
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Dritter Fall.
x*+pxl+q=0.
Setzt man x*=1y, so ist:

y*+py+q=0 (cf. Abschnitt iiber quadratische Gleichungen).

I. Auflosung durch Factorenzerlegung des Absolut-
gliedes.

§. 254.
Gegeben ist:

A +Bx*FCx+D=0.
Sind die Wurzeln:

s0 ist:
CF)CFNCFNCF)=x'F(@+g+y+x*
+(@f+ay+ad+pgyad+y8xt
Flafy+apfdt+ayf+gydx
Fagyd;
folglich:

(@+p+y+8=A
(@f@+eay+ad+4+pfy+00+78) =B

(efy+apgd+ayd+p78=0C ’
agyd=D

cf. §. 225.

§. 255.
Beispiele.
1.
x* —~3x' - 7x?+27x—-18=0.

Auflésung.

Hier sind drei Zeichenwechsel und eine Zeichenfolge, somit drei po-
sitive und eine negative Wurzel, cf. §. 228.

Die Factoren des Absolutgliedes sind:

1,2,8,6,9, 18;
davon geniigen <+ 1 und + 2 der GHeichung,

Desshalb ist:
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8 ge3__H. _
x 8x 7x*+4+27x 18__x,_9

G-DE-2
x*=9
x=+38;

folglich:

=1, x, =2, x34=+38.

2.
x*+38x*—x*+3x+ 18=0.

Auflsung.
Hier sind zwei Zeichenwechsel und zwei Zeichenfolgen, somit zwei
positive und zwei negative Wurzeln.

Die Factoren sind:
1, 2,38, 6,9, 18;

davon geniigen der Gleichung — 2 und — 3.

Desshalb ist:
x*4+3x* —x*+3x+18

=x*—-2
G+ 2G L9 x x+3
xz—2x=:——-3
'x’—2x+1=——2
X:lim;
folglich:
=—2; x,=—3; na=1+Y_2
3.
19x% 49x* 11x 3
.—————— —— e —— — —
x & 8 s Tg=0°
Anflésung.
Man setzt:
=3
X = <’

80 ist:
y‘ 19 y’ 49y’ 11 y 3

P71 4784 1.4 8
v — 1952+ 98y — 176 y+ 96;
hier sind vier Zeichenwechsel, somit vier positive Wurzeln,
Die Factoren sind:
1.2,3,%,6,8...;

davon geniigen der Gleichung + 1 und + 2.
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Desshalb ist:
t _19y®+ 98y — 176y + 96
eonGoy SVl
y?— 16y = — 48
y? — 16y + 64 = 16
y—8=+4
Y: =4, v, =12;

folglich:
1 1
xlzz; !,:3; x3=1;1.=3.

4,
x* —9x*4+21x*4+5x2—-34x—-8=0.

Auflésung.
Factoren von 8 sind:
1, 2, 4, 8;
davon geniigen der Gleichung
-1, +2, +4.

Desshalb ist:
x? —9x*+21x3+5x*—54x— 8 s
G+ DG E—48 =x'—4x—-1=0
x?—4x=1
x*? —4x+4=256

x=2+V5;

xy=—1; x,=2; x;, = 4; x‘=2+v_5; xs=2—1V5

folglich:

II. Auflosung nach der Ampeére’schen Methode.

§. 256.
Allgemeine Auflésung.

Gegeben ist:
x*+px?+qx+r=0.

Wéren nun «, 8, y, 6 die vier Wurzeln dieser Gleichung, so wiire

sie ein Product aus den Binomen:
E—a)x—f@Ex—7&-23).

Mithin ist:
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Also auch:

Ferner auch:

w0 D s

<D o
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a4+ 849+3=0.
aeft+ay+ad4+gy+p8+y8=p.
.afy+afd+ayd+pyd=—q.

. afyd=r

. y+d=—(a+g) cf L
.af+yd=p—(ay+ad+gy+ g5 cf 2

=p—(a+p8@F+3).

.af+y8=p+(a+p* cf 5.

8 af(y+8 +yd(e+p@)=—q cf 3
9. (0@ —98(e+8=4q p. S ausb.
. _1
lO.aﬂ—yb_a+p
Also auch:
11, (e +y8)=[p+ (e + B of. 7.
. W
12. (aﬁ-—rb)’_(a_*_'q)‘ cf 10.
4afypd=[p+ -+ M — (a-‘rﬂ)' p. Subtr.
Endlich:
— v q*
13. 4r_[p+(a+ﬂ)]’—(a+p), cf. 4.
Setzt

und entwickelt
Gleichung:

Ist nun
80 ist:
und
ferner:

und:

y=a+g

die Gleichung 13, so erhilt man die allgemeine

14,

YH+2py+ (P -4y —¢*=0.

y=A,
I a+ﬁ=é
1I. ?+8=—A cf b,

Ul af+y8=p+ A cf 7,

Iv. ap—-yb:‘—%— cf. 10.

V. 2aﬂ=p+A’+~Z— p. Add, von I u. IV.

VI 2pd=p+A'- —2— p. Subtr. IV, von IIL
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Aus diesen vorstehenden Gleichungen lassen sich leicht die Werthe
fir «, 8, y, 8 bestimmen und damit die vier Wurzeln einer gegebenen
biquadratischen Gleichung.

§. 257.
Beispiele.

1.
x* ~15x*+10x+ 24 = 0.

Auflbsung.
Aus der gegebenen wird nach der allgemeinen Gleichung:
Y +2py+ -4y —¢*=0,
y* — 30yt + 129 y* — 100 =0,
y=5, y*=25,

somit:
La+4+g=>5%
und
10
lI.2aﬂ=—15+25+—5—=]2
ferner:
7+6=—-5‘
und
4daf =24
IL 2y8=—15-+26 —2=8
und
498 =16;
folglich:
a’+2af+g'= 25 und p*+298+8'= 25
—4ap = 24 4y = 16
at—2ag+ 8= 1 PV—-278+8= 9
a—f= 1 Cyp—=+4+ 3
a+ = b P+8=-— 5
a = 8 ! ! = 1
8= 2 b=+ 4.
=38 =2; x=-1; 3= — 4
2.

x*+38x* - 10x+6=0.

'
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Auflésung,

Dies gibt nach der allgemeinen Gleichung:
e+ 6yt — 15y — 100 = 0;
y=—2; y’=4;

somit:
Ledtpg=-—2
und
10
II.2aﬂ=3+4+—£=12
ferner
7-{-6:2
und
4af =24
L 2y5=3+4—-5=2
und
498 =4;
folglich:
al+2ap@+ 8 = 4 und P*+278+8"'= 4
4dag = 24 — 490 = 4
a® — 2084 f'= — 20 p?—298+8*= O
e—g=+V-20 y—8= 0
e+p=—2 r+oé= 2
a=—14+VY_-20 y= 1
p=_1_v__—.—2_(—) é = 1.
x.,gz—lj-_V:—E; !3,4=1.

III. Auflosung nach der Euler’schen Methode. *

' §. 258.
Allgemeine Auflésung.

Gregeben sei:
Lx*-Px*—-Qx—R=0.

Wiire in dieser Gleichung:

Lx=Va+Ve+Vy,

* Euler's Einleitung in die Analysis des Unendlichen, deutsch von Michelsen,
Berlin 1791.
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so konnte man «, B, y als die drei Wurzeln einer cubischen
Gleichung von der Form:
2. y'—py’+qy—r=0
betrachten. \
Dann ist offenbar:
. p=a+p+7
4. q=apf+ay+@87y.
5. r=agy.
Nun ist auch:
6 x*=a+pg+7y +2V;(_?+2V;~7+2V¢9—1 (Quadrat von GI, 1.)
7. x* —p=2Veag+2Vay+2V 3y (Differenz zwischen 6 und 3);
somit :

8. x*— 2px’+p‘=4aﬂ+4u7+4f197+8Va‘ﬂy+8Vaﬂ’y+8Vap-y‘
(Quadrat von 7).
und:

9. 4q=4af+4ay+ 40y cf 4;

demnach:
10. x* —2px*+p?—4q=8Va'gy+8Vag'y +8Vapgy (Differenz zwi-
schen 8 und 9).
=8Vegy(Va+Ve+Vy)
=8V r.x (p. Subst. aus 1 und 5),
endlich:

I x*—2px*—8VYr.x+p'—4q=0.
Nun ergibt sich aus der Vergleichung von Gleichung I mit Glei-
chung II:
<p P? |

1 2p =P, somit P= und p?= =

— ! s -
1L 8Vt = Q, somit Q*=64r, r=-§;undV:=%=V—&.V—ﬁ.V; cf. 5.
Pi
Il p? —4q = — R, somit —4——4q+R=0
und .
P R
q=i§+zi
und daraus erhalten wir die cubische Gleichung:
y—py'+qy—r=0 (cf 2),
in welcher
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NW=a; y3=0; ¥3=79;

r=+VetrVatVy.
Dies gibt die vier verschiedenen Werthe einer biquadratischen
Gleichung; nur kommt es dabei vor Allem darauf an, ob

VY =Va ViV

positiv oder negativ ist.

und nun ist:

Im ersten Falle ist:

n= Vae+rVz+Vy,
Va-Va-Vy.
x=-Va+V3-V7,
n=-Va-Va+Vy,

I

i

i

im zweiten Falle:
n= Va+Vi-Vr
ne= V- VitV
ne= Vet Vit V7.
n=-Va-Vg-Vy.

§. 259.
Beispiele.
1.
3* — 25x*+60x — 36 =O.

Auflésung.
Es ist:
P= 25, folglich: p=%5—,
' ' 60 3600 225
@=-060, . Vi=-G.r=Tr="T
P R 625 769
Somit: .
25 69 225
3 _ s 0 4D
e R AT A ual
=X
Y=

also:
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%, 760 2%
64 32 64 4
3 502+ 769z — 3600 =0

=0

z2=09
und
— 5022 z--|-7§9z—»3600 3 _ 4134 400;
daraus:
1681 81
s __ —_ =
z 41 z -+ 4 4
_4 =2
2 - 2
Mithin:

Y1 ='2‘(“); Y3 =g§(ﬂ) und y, = 4 (p).

Da hier % negativ, so ist:

n= VI VE yaoiriot,
x’_\/‘ \/ V;_a—;+4 .
xaz—v‘ \/ +VZ_—_:§_'_%_"’_+_2=3
x‘_.—--\/.9 V—;—:?-—:z-s—:—‘—i:—ﬁ.

2. ’\
—49x* - 42x = 0.

Auflésung. *
Zuerst ist die' ganzé' Glelehuig it 7 za diviakbtt; danh ist:

*—-7x*—6x=0
und

P==17, folglich p-.-:—;—.

6 36 9
Q=6, ,,V-;=~§undl‘=éz=-l-§,
P* R 49

R=0 wid q.._16+-- ICh

* Diese Losung nur beispielsweise; eine andere fiihrt hier viel rascher zum Ziole,
4
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Somit:
49 9
s s, 2 —
VoV tT =0
-z
v=7
23 — 1422449z —-36=0
z, =1
und , \
28 — 142+ 49z — 36 —2' — 137+ 36.
z — 1
2} — 13z = — 36
169 25
2 __ =
z 13z + 1 1
13 5
-2 2,
P T =
2,=9, z;, =4
Mithin:

9
A =-i—(a); e=7@; 1=10)

Da hier Q positiv, so ist:

8

1 9 — 1+3+2
X, = ’\/-z--{—'\/;-i--\/l:————z——-:a;
1 '\/5' —
Xy = \/;- 4—V1_—2.
T 9 -
x,:_'\/T+VZ_VI=O;
T W — -
x‘_—ﬂvZ— Z+V1-—-——l.

IV. Auflosung nach Luigi di Ferrara.

§. 260.
Allgemeine Auflbsung.

Gegeben sei:
x*+px?+qx+r=0.

Zerlegt man die gegebene Gleichung in eine andere von der Form:

(x* +m)? — (ax4+b)? =0,
80 ist:
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2 +px’+qx+r=(x*+m)?—(ax-+b)?
=x'+2mx’+m’—a’x*~2abx —b?;

folglich:
1. 2m — a? =p;
2. 2ab = —q;
3. m*—b* =r; -

desshalb ist auch:
4. a’ =2m—p (cf. 1) uuda:iVﬁTiy;
5. b2 =m?—r (cf 3) undb:j-_Vm'——r.

6. a’b?*=2m?® — pm? —2mr~+ pr (Product aus 4 und 5).
und
7. 4a3’b?=8m® —4pm? —8rm—+4pr;
8. 4a'bi=q® of 2;
folglich:
8m?® —4pm?® —8rm-+4pr=gq? -
und endlich:
9. 8m®—4pm® —8rm—+4pr—g*=0.

Aus dieser allgemeinen Gleichung ldsst sich der Werth
von m bestimmen und mit diesem die Werthe von den will-
kiirlichen Grossen a und b nach 4 und 5. Desshalb ist dann
die ganze Gleichung

x*+m):— (ax+b)?=0
bestimmt.

Nun ist aber auch:

(x* + m)?=(ax+Db)?

und
x’+m=-+ax-+b),
10, x*—ax= b -—m
x x } daraus ergeben sich die vier Wurzeln.
11, x*+ax=—b—m

Zusatz. Fiir die Gleichung:
xX*+nxd4+px*+qx+r=0
erhalten wir folgende Bestimmungsgleichungen :
1. 8m® —4pm?’+ (22q —8r)m —a’r+4pr—q¢*'=0.

2
2, a= \/ 1‘;—+2m—p

und

_mm—gq
3. b= oa

Weber, Algebra, 28
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§. 261.
Beispiele.
1.
x*—8x3 - Tx*+21x—18=0.

Auflésung.
Hier ist:
=8, p=7, q=—27, r=18,

folglich nach Zusatz:
8m?®+28m? —18m — 63 =0,

m__n
=3
n*+7n?—-9n-63=0
und
n, =3,
somit :
3 2 _ _
nd+7n 9n 63=n'+10n+21,
n, —3
n?*<4 10n = — 21,
n*+10n+ 25 = 4,
n+5=-+2,
np=—38; n=—-17
und
- S L3 __1
mt— 27 m;—“'29 ms‘—"‘zv
ferner:
tT 2 T 2t VT g
und:
9 9 11
b1=-—-E; b;:-—-?; bl=—?'
Demnach ist:
3 7 9 3 3 7 3 9
s (2L -2 _2 (2 _ L -2
IL x (2+2 x 2 2nndII.x (2 2)! 2+2
x!—-5x=—86 x*+2x=3
2% 1
s _ £ _ 3 —
x l5x+4= n 42x4+1=4
5 1
— = =+
x 7 =T3 x4+1==+2
-+
x1,¢=5‘2‘1 x3,+=+2-1

Also:

=2; 5,=3; 13 =1; x5, = -3,
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Y. Auflosung durch Niherungswerthe (§. 245).
A. Nach Newton (§. 246).

§. 262.
Beispiele.
1.
x* —4x-—-100=0.

Auflésung.
Hier liegt ein Werth von x zwischen — 3 und — 4; desshalb ist:
,—3.=8'+100  3.81+100 348 _ .
TOTREETTT3 e T T 1084 T mzT T 0™
3 (— 3.06)* + 100 _
W, von X = 28007 —4 = — 3,0607...
2.

x*—2x*+4x—-8=0.

Auflésung.

Hier liegt zwar der eine Werth von x zwischen 1 und 2, wir setzen
aber w = 1,5; desshalb ist:

_3.15'—2.15'+8 151875 — 450+8 186875 _ o
YO X = 15 _2.2.15+4 1356 —6+4 15 -
3.1,6—2.16°+8 3.6,5636 — 2.2,56 + 8
4.163-2.2.1,6+4 4.4,096 —4.1,6+4

19,6608 — 5,12 + 8

= 16,384 — 6,4 + 4 = 1,6118.

W, von X =

Anmerkung. In dieser Aufgabe liegt der wahre Werth von x niher an w + q
als an w, da w=1 (§. 247, Anmerk. 2). Desshalb k#me man auf dem Newton’schen

Wege dem wahren Werthe von x immer ferner, wenn man nicht fir w, 1,5 statt 1 und
fir w, 1,6 statt 1,62 ... setzen wiirde.

B. Nach Lagrange (§. 248).

§. 263.
Beispiel.
x* - 2x' —8x'—4x+5=0.
28.
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Auflésung.

1. x=3+-1—.

y
4 3 3
(3+-1—) —2(3+i> _3(3+l) —4(3+-1—)+5=o
y y y y
5 2 54 18 2 18 3 4
y y y M y- v y
32 33 10 1
e Bl fening

+=—-T=
y vy ¥y oy
7y*— 32y -33y? —-~10y—-1=0

1
2. y‘=5+';'.

1\* 1%? 1\ 1
7(5+-)*32(5+—)—33(5+—)_10(5+——)-1=0
z z z z
50 140 2400 450 32 330
4375 000 1050 140 T 50, 2400 4E0 32 o, 330
z z Z Z z z z
T
z z

760 538 108 7

. -+ . +-z—3+?—501=0
501 z2* — 760 z% — 5382% — 108z — 7 = 0

3. z=2+—1-.
v

13\* 13\?3 1N\2 1
501 (2+—) — 760 (2+~) _ 538 (2+ ——) — 108 (2+——) _7=0
v v v v

l 5
8016 1 6(v)32+12:);24+4(i(;8+531_6080__9120 4560 760

T e
—2152~"—21v¥—§?—,§—216~—1—(§-—7=0

1052 , 0026, 248 20l _am=0
v v v v
439 v4 — 4652 v® — 6926 v* — 3248 v — 501 = 0.

4.v=12+—1—...
w

Demnach sind die Quotienten des Stufenbruches:

3, 5,2, 12,
und die Naherungswerthe:

1 2 25
3, 3'3-. 3ﬁ' 3-]—3‘7‘.
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Mithin:
x = 3,182...

VI. Auflosung reciproker Gleichungen und durch
reciproke.

§. 264.

Erklirung 1. Geordnete und auf Null reducirte héhere Glei-
chungen, in welchen das erste und letzte Glied, das zweite und
zweitletzte, iiberhaupt die von der Mitte gleich weit ab-
stehenden Glieder gleiche Coéfficienten haben, heissen rec iprok.

Sind die reciproken Gleichungen vom 2 n*" (geraden) Grade, so haben
die gleiche Coéfficienten gleiche Vorzeichen, sind sie aber vom
(2n + 1)** (ungeraden) Grade, so haben die gleichen Coéfficienten auch
entgegengesetzte Vorzeichen.

Erkldrung 2. Diese Gleichungen heissen darum reciprok, weil sie
reciproke Wurzelwerthe haben, d. h. wenn eine Wurzel = e ist, so ist

die andere =~1—.
o

Die allgemeinen Ausdriicke reciproker Gleichungen sind:
L x* TTAx-1+4+Bx2 24, . +Bx’FAxF1=0
II x2r+17Ax28 +Bx2—l4 .,  +Bx*FAxF1=0.
IIL x2"+'Z Ax2® EBx 14, . +Bx*+Ax+1=0.

§. 265.

Lehrsatz. In reciproken Gleichungen sind die Wurzeln
paarweise zu einander reciprok.

Beweis.
Es sei die Gleichung:
x20 - Ax®r-1 - Bx2r8 4 4 Bx'+Ax+1=0.

Ist in dieser

x, =a,
80 ist:
1
Xy == =,
. T a

Denn wenn x = ¢, so erhilt man durch Substitution dieser Wurzel in der
gegebenen Gleichung :
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o" + Aa?-! +Ba? 24 ... 4+ Ba'+Aa+1=0.
Diese Gleichung durch o®® dividirt, gibt:

1+A (—i—) +B (—i—)'—i- ..+B (%)2"‘2 +A (—i—)hH + (%)2"= 0,

durch Ordnung der vorstehenden Gleichung erhélt man:
1\2n 1\2e—1 1\ 2n—1 1\ 1
(——-) +A(—) +B(—) +...+B(~) +A(—)+1=o.
o [+ 4 o o

Da nun sowohl « als L der Gleichung geniigen, so miissen beide Werthe
o

Wurzeln der gegebenen Gleichung sein; also:
1

X, = « und =
Zusatz. Sind in einer reciproken Gleichung vom 2 n*" Grade n nicht
reciproke Wurzeln bestimmt, so sind mit diesen die iibrigen Wurzeln
der Gleichung schon gegeben.

§. 266.

Lehrsatz. Jede reciproke Gleichung vom (2 n+ 1)ter Grade
lisst sich auf eine reciproke Gleichung vom 2nte» Grade re-
duciren.

Beweis.
Es sei die Gleichung:
xBotl - Ax®n 4 B2l 4, 4+ Bx'+Ax+1=0.
In dieser Gleichung ist offenbar x = — 1, denn setzt man diesen Werth
von x ein, so erhilt man:
—1+A—-B+...+B—A+1=0.

Die gegebene Gleichung lisst sich demnach durch den Factor (x -+ 1) di-
vidiren. Schreibt man sie hiezu, wie folgt:

(P - 1) 4 Ax (3271 4= 1) + Bx* (2" 2+ 1) +... =0
und dividirt hierauf mit x + 1, so ist der Quotient:

- i IT kO B

—_— XY -

—a —A —A A$x+l=
+B +B

eine Gleichung vom 2n*" Grade.
Zusatz. Ist die gegebene Gleichung:

xBotl o Ax2n 4 By2o-l, - Bx?—Ax—1=0 cf § 264, III,
so ist der Factor (x — 1); somit:
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Bl | o x¥n-Bp 4]
+ A -+ A
+B +B

x2n 41 1

+ A

$x+1=0.’

§. 267.

Lehrsatz. Jede reciproke Gleichung vom 2 nter Grade lisst
sich auf eine Gleichung vom nter Grade reduciren.

Beweis.

Es sei die Gleichung:
320 4 Ax22~1 - Bx222 4, ., 4 Bx*+ Ax+41=0.
Dividirt man die gegebene Gleichung mit x*, so ist:

A
I X“+Ax“°1+Bx""2+...+%+—n-_;"+-ln-=0,
X X X
ferner :
1 1
1L x" 4 — + Af x> n—1)+B x"—2 4 e +.ie.=0.
x x x
Setzt man:

1. x+i=w, 50 ist: x'+2+—l—,=w’,
x x
demnach :
iy 1 3 3 3.1 3
2. x +5=w —2; ud x*+3x+—+—5=w
x x x
1
~ (e 1) e+ L);
x x
demnach :
3. x3+ia=w3—3w;
X
ferner:
4. x‘+—:;=w‘-—4w’+2,
und:
1
5. x°+;=w"—5w3+5w,
und:
1
6. x°+—-x-°=w°——6w‘+9w’—-2,
\

endlich allgemein :

.

.
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1 n(n —3) n(n-—4)(n-—5)
7 x4+ —=w'— nwr2 54 —*
Tt et Y Y123
e _ wep L @—=1) (0 —4)
8 x 1-f-xn_l=w“‘—-(n--l)w "+-———i—2——-—-w“—5+...
9. x"-2 n_z—-w“"’—(n—Z)w"“4+ul—)(—;- 5)
Setzt man nun die Werthe von
1
x“+—n—....
X

aus 7— 9 in die Gleichung II. ein, so ist:

IL w —pwer2p 20=3) o, 2@ -5
w n wore - 1.2 w -+ 1 2.3
+ A w“—‘_.('n__1)wn-a+(“‘-i)(§‘—4) Wb )
+B (- @ gwt 4 E=DO =) oy, )0

§. 268.

Lehrsatz, Wenn in einer reciproken Gleichung vom 2nten
Grade, die gleich weit von der Mitte abstehenden Glieder ent-
gegengesetzte Vorzeichen haben, so kann sie auf eine andere
reciproke Gleichung mit gleichen Vorzeichen gebracht werden.

-Beweis.
Es sgei:
320 4 Aol 4 Bx2o-24  _Bx*—Ax-—-1=0,
so ist offenbar:
(B — 1)+ Ax(x2"2 — 1) +Bx?(x®"* —-1)...=0.
Da nun diese Gleichung die zwei Wurzeln hat:
=1, x,,=-1,
so ist offenbar (x> —1) ein Factor von ihr. Wird sie mit diesem Factor di-
vidirt, so ist:
x2n—2 _ Ax20-8,  _Ax+1=0, w. z. b. w.

§. 269.

Erkldrung., Aus dem Charakter der reciproken Gleichungen ist zu
entnehmen, dass ihre Zahl nur beschrinkt ist. Es lassen sich aber auch
nicht reciproke Gleichungen auf reciproke reduzirem:
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L
Alle Gleichungen von der Form:
Lx®+Agx®14+Bg’s™2+4 ., +Bago-2x+ Ago-lx4gm =0,

Dividirt man diese rationale ganze Function mit g™, so ist:
(%)'“ A (.%)m-l +B (‘;‘)m—2+...+B (—;:—)‘—!—A (%) +1=0.

Setzt man L y, so erhdlt man die reciproke Gleichung:

B

IL y»+Ay>~!+4+By"2+ . . +By’+Ay+1=0.

1L
Gleichungen von der Form:
x*+px’+qx+r=0.
Setzt man x =y 4 v, so ist:
L y*+4vy®+ B6vl+py*+@vi+2pv+qy+ (v +pvi+qv+r1) =0.
Nun ist:
IL y*+A@y*+Bg*y*+ A%y + 8* = O (eine reciproke Gl cf. §. 269 I.).
Offenbar sind die beiden rationalen ganzen Functionen I. und IL. einander
gleich; desshalb ist:

1.V +pvitgv+r=g,

2. 4v¥+2pv+p = AR,
3. 4v=AQ, ¢
folglich:
4. 16+ = (A 9)?,
und:
(Av+2pv+qt=(Ap)"
Somit:

(4 pvi4qrv+r)l6vi =g (AR = A3 = (ARH)*.(1 X 4).

Desshalb:

(W +pvi+qv+116vi=(4v}+2pv+ q?
und:
16v* + 16pvi + 16qv?+ 16rv: = 16 v® + 16 pv: +4p* vi+8qvi+ 4pqv+ g
Mithin:

I 8qv®+4(4r —p)v:i—4pqv—q*=0,

Aus Gleichung III ist v zu bestimmen. Dieses in Gleichung I ein-

gesetzt, fiithrt auf eine reciproke Gleichang, die sich leicht auflgsen
lgsst.
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§. 270.
Beispiele.
1.
Allgemeine Auflosung.
Es sei:
AR +B P+ AR+ =0.
Diese rationale ganze Function hat die zwei Factoren:
& +ppxF ) +qfxFpY) =0
Nun ist auch:

fH+0+e+qF 2T+ x+g =0

Mithin:
p+q=A
pg=B*2
folglich: p+qt= A
und: 4pq= 4B+8
- - =*
desshalb: PP—2pq+q*=A*—4B+8
p—q=VAT_4B+8
und: p+q=A
also: A+VA _4B+38
P

_A—-Va “sB+8
q= 3 .

2.
x*+12x3+34x+22x+ 1 =0.

Auflésung.
A=12; B=34; ﬂ"=1 und p:l

P_12+V144—136+8 1244

2 D) 8.

q_12-V144— 136 + 8

) = 4.

Somit die Factoren der gegebenen Gleichung:
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L x*4+8x+ 1= 0 I x*+4x+1=0
x*+8x+16=15 2 4+4x+4=3
1+4=+V15 1+2=+V3
X|,2=—4_tvr5. X3_4=—-2iv-3—.
3.

4+ 11x3+28x  —11x+1=0.

Auflésung,
A=11, B=28, g=1.
b n+Vvi -1z -8

2 =6,
- 21 — —
q___n Vi2t —112 -8 _s
2
Desshalb die Factoren der gegebenen Gleichung :
L x*+6x—1 IL x?+6x—~1
'
x’+6x+9=10 xs+5x+§=_2_9.
4 4.
— 5 29
x+8=+ V0 L RVE
— 5 29 5+V20
x,_g=—-3_t\/10. 23,4=——2—i I:-—— —;[‘—
4.
x* —8x* —12x?*—-32x+16=0.
Auflésung.
=16, 3=2;
desshalb :
x* —4.2x%-3.22x* —4.28x416=0
und :
A= —4 B= -3
P G —
—44+V16+12+8 —4+6
= = =l
2 2
—4 -6 10
q=——-§———=-—-§-=—-5.
Nun sind die Factoren:
I x*+2x+4 I x* - 10x+ 4
2’4+ 2x+1=-38 x* —~10x 4256 =21

xl,g=—1_'+_'_iv-§. Xy, 4 = 5'_"‘_V21.
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5.
35— 9x* 4+ 8x*+43x*+21x — 4.

Auflésung.
Da ist offenbar eine Wurzel = 4, desshalb:

x% -~ 9x" 4+ 834 43x?+21x — 4

=x‘—5x3—12x2—-5x+l=0.
x — 4

Nunmehr ist:
A=—5; B=—12; g=1.

— 5+ V25 +48+8
2

=2

—5— 48
g5 V225+ +8_ _

So sind Factoren:

I x?+2x+1 I x> —7x+1

x*+2x+1=0 :il’—7x-|-4£=gtE

4 4
X, = —1 x —7——— é_é
Le=—= 2~ — 4
+ _
Xp = 4. 13,4=7 3v5

2
6.

x* —81x* — 486y — 729 =0 cf §.269, IIL

Aufldsung.
Es ist:
= —8l; q= — 486; r= — 729.

Die erste Hilfsgleichung ist:
8qvi+4(4r —p)v:i—4pqv—qt='0.
Durch Sabstitution erhélt man:
(8. —486)v?+4(4. — 729 + 6561) v — (4. — 81, — 486) v -+ (486): = 0
und:
4v: - 15v 4+ 162v —243 =0

=Y
T4

wd — 15 w?+ 648w — 3888 = 0

w= — 12 und v = — 8.
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Der Werth von v in der Hilfsgleichung:
Y AH4vy + 6V Py @V +2pv+ QY+ G v+ qr ) =0

substituirt, gibt:
y* —12y% — 27y? — 108y + 81 =0.

Es ist:
gt=81, 3=3,

folglich:
y*—4.3y°—8.9y* —4.27y+ 81 =0.
A=—4; B= —3.

— 4+ VI6+12+8 —4-6
= ) =1undq=———§——=—5.

Factoren sind:

und IL y*—165y+9

I y?°+3y+9
9 27 225 189
2 = o2t : _ o ==
y +3y-+ T = 2 y 15y + 2 2
. 3+3V =3 _15+3V21
Yi,2= — 2 3 ys )—‘—‘_———‘2 .
Da nun:
X=y—+v,
s0 ist:
— 9+ _ -+ o1
Xy, 9 = 9 :v 3und xa,4=9—‘32\—/—%1

x* - 36x* —144x — 144 = 0.

Auflgsung.
Es ist:
p=—386; q= — 144 und r = — 144;

gibt:
(8. — 144)vi + 4 (4. — 144 + 1296) v* — (4. — 36, — 144) v + (144)* = O

2v —5v:+36v1—-86=0

w
'=—§-,

gibt:
wi bW+ 72w — 144 =0,
. W= —4; v=— 2
Somit :
y* -8y — 12y — 32y +16=0.

Die Werthe dieser reciproken Gleichung’ sind:
Yi.2= —lj'_V:—g und ys,s =6+ V2L
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Nun ist:
. X=y+v,
folglich:
x,e=—2+V -3 und xs,«= 8+ V2L
§. 271,
Aufgaben.

1 x* — 5x?+4=0. o=+, x5 4=+2

2, x*+9x® - 12x* -~ 56x+ 96 = 0. 5, ;3 =2, x=—4, x, = — 6.
3. x* 4+ 18x* — 274 x + 255 = 0. Wurzeln: 1, 3, — 5, — 17.

4, x* — 4x*—77x* 4 b40x — 900 = 0. Wurzeln: 3, 5, 6, — 10.

5. x*+6x*—-7x*-86x+33=0. Wurzeln: — 6, — 3, 2, 1.

6. x* —2x® — ITx*+18x+ 72 =0. Wurzeln: 4, 3, — 3, — 2.

7. x* —20x*+ 64 = 0. Wurzeln: 4, 2, — 2, — 4.

8 83x54+9x*—21x2-75x2+24x+180. Wurzeln: 2, 3, 2, — 2.

9. x* 4+ 4x3— 97x* — 280x + 900. Wurzeln: 2, 9, — 5, — 10.

10. x* — 17x?+4 16 =0. Wurzeln: 4, — 4, 1, — 1.

11, x* — 18x*+ 36 = 0. Wurzeln: 2, — 2, 8, — 3.

12, x* — 15x*+ 10x + 24 = 0. Wurzeln: —1, 2, 3, —4.

13. x* 4+8x3+17x*—2x — 24 = 0. Wurzeln: 1, — 2, — 3, — 4.

14, x* - 26x¥4- 25 = 0. Warzeln: 1, — 1, 5, — 5.

15, x* — 6x?*+16x —15=0. Wurzeln:liv_é, —l.th.
16, x* — 20x? — 12x+ 13 = 0. Wurzeln: 0,663 ; 4,687; —1,223; —4,027.
17. x* — 24 x*+ 56x — 96 = 0. Wurzeln: 6, — 4; —liV——&
18 xt+x? —22x — 24 = 0. Warzeln: 38, —1; —1+V = 7.
19. x* — 5x*— 12x+4 28 = 0. Wurzeln: 2, 2, _ZiV:—&

20. xt+3x' — 613*+1113+108 =0.  Warzeln: 3, — 9; 5;',‘2}1‘%1

21. x*+4x* - 2x?4+4x+40=0. Wurzeln : 1+V—-3, —-3+i.
22, x® —2x* — §x3428x?—47x+30=0. Wurzeln: 2..

23, x*+x* - 19x*+61x - 70 = 0. Wurzeln: 2, —E;Zivj?}.

24, x* 4+ x? —27x* — 25x+ 50 = 0. Wurzeln: 1, — 2, 5, — 5.

25 x* — 53— 123 — 5x+1=0. Wurzeln: x1, 0= — 1, x3, 4 = 7i?jz\/,_i_
26. x* —20x*+30x'+19x —30=0. Warzeln: 1,2, 3, — 1, —b.

27. x54+3x*—-23x*—-27x%+166x—120=0. Wurzeln: 1, 2, 3, — 4, — b.

28, x®—-3x%—4x'+34x*-75x*4-77x~30=0. Wurzeln: 1, 2...

29, x* —45x' —40x+84=0. Wurgeln; 1, — 2, —6, 7.

!
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1 1+V -3

80. 2x* —7x3+9x? —7x+1=0. Wurzeln: 2, o ~_—’2 .
5+Va2l —3+V -5
31, x* - 2x*—18x*—-2x+1=0. Wurzeln: —2V , —2‘/ .

32, xt+ 14x3+42x*+ 14x+1=0. Waurzeln : —5i2v—é; —2iV§-
33, x* +8x% — 16x* — 128x+ 256 =0, Wurzeln: x1,2,5,4=—2+2V 5.

—7+Vs53 —s5+V29
34, x*+12x3+85x* —12x+1=0. Wurzeln: ‘2‘ , _2‘V .

35. x* — 20x° — 750 x — 500 x+625=0. Wurzeln: —20+5V5, 10+5V3
36. 3%+ 4x% — 3x*+42x?—4x-40=0. Wurzeln: +1, 1 _-tiv.?}-, — 341
37. x°—5x'—15x3+85x2—26x—120=0. Wurzeln: — 1, 2, 3, — 4, 5.

38. x5 - 1=0. Waurzeln: x = % (—1+V5+V-10F72V5).

Anmerkung. Zur weitern Uebung siehe Heis: §. 97— 100.

I. Gleichungen mit mehreren Unbekannten.

§. 272.

Erklirung 1. Eine hohere Gleichung mit mehreren Unbe-
kannten ist von der m* Dimension (Grade), wenn in jedem ein-
zelnen Gliede die Exponenten der Unbekannten x, y, z... die Grésse m
nicht iibersteigen und wenn wenigstens in einem Gliede der Exponent
der einen Unbekannten gleich m ist. Z. B.

Es sei m =5, so ist:
1. Ax*+By*x>+ Cy*’x+ Dz+E =0 von der (m — 1)*" Dimension,
2. x*+Azx*+Bz’x+Cz-+ D =0 von der (m — 2)*** Dimension.
3. y*+Axy*+Bx?y?'+ Cxy+ Dx*+ E = 0 von der m*" Dimension.

Erkldrung 2. FEine hohere algebraische Gleichung zwischen den
Unbekannten x, y, z... kann nach x oder nach y oder auch nach z ge-
ordnet sein. Z. B.:

yx*+ Ay'x+By?z’+C2? =0,
xy*+ Axy*+Bzly'+C2?'=0,’
By*z* 4 Cz?+y'x?+ Ay’x=0.
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Sie ist aber immer nach den Potenzen derjenigen Unbekannten zu ordnen,
die eliminirt werden soll.

+  Erklirung 8. Wird aus zwei Gleichungen zwischen x und y vom
m** und (m — 1)** Grade x eliminirt, so kann die nach y geordnete
Eliminationsgleichung hochstens vom m(m — 1)** Grade sein.
Wird aus drei Gleichungen zwischen x, y, z vom m**, (m — 1)*",
(m — 2)** Grade x und y eliminirt, so kann die nach z geordnete Eli-
minationsgleichung hochstens vom m (m — 1) (m — 2)*" Grade sein.

Wie bei den Auflésungen niederer bestimmter Gleichungen mit meh-
reren Unbekannten, so hat man auch bei den Auflosungen hoherer be-
stimmter Gleichungen mit mehreren Unbekannten dafiir zu sorgen, dass
aus n gegebenen Gleichungen mit n Unhekannten nach und nach durch
Elimination -

-1, m—2)...,2,1

Gleichungen mit
(-1, @—2)...2, 1

Unbekannten gebildet werden. Nur wird dies hier nicht selten auf einem
andern Wege erreicht als dort, weil hier die zu eliminirende Unbekannte
in verschiedenen Potenzen auftreten kann.

L. Auflosung durch Substitution.
§. 273.

Erklirung. Tritt in einer der gegebenen Gleichungen zwischen den

Unbekannten
X, ¥, 2 .

die zu eliminirende Unbekannte nur in der ersten Potenz auf, so wird
ihr Werth aus dieser Gleichung bestimmt und hierauf in der andern der
gegebenen Gleichungen substituirt. Z. B.

-Es sei:
L y>?+x*—~A=0.
1I. y?*—Bx=0.
Anflésung.
2
= —y§ aus II,
mithin:
y*+ B3y® — AB% =0 p. Subst. in I;

ist y* =1z, so ist:
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2! 4B%z - AB*=0
_ —2B*+Va2AB*+B®
= 7 .

8 —
y_\/—2B3j-_V4AB3+B°
— 4 .

Sei nun:

y=7pr,

80 ist:

§. 274.
Beispiele.
1.
L x}+y3="2
1I. y*=38x

Auflésung.
Es ist:
x= %2 aus II;
somit :
¥+ ji —72=0
512
v® -+ 512 y® — 36864 = 0
yi=1z
2 + 512 z = 36864
7 + 256 = =+ 320.

z, = 64 und z, = — 576

3
Vo= 4 . =4V —=0.

5= 2 5, =6.iY3.
2.

L xy?—22z2—126=0.

II. y+z—-5=0.

II1. x+2y—10=0.

Auflésung.
x=10 -2y aus IIL,
z= b— y ausIL

“Weber, Algebra. 29
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Mithin:

72(10 —2y) —2(5 —y)* — 126 =0

V6 -y — 5—y°%— 63=0

y*—6y*+ 15y  — 75y + 188 =0,

y=4,x=2, z=1.

II. Auflosung nach Euler.

§. 275.

Erklirung. Nach dieser Methode sucht man durch Multiplication
der gegebenen Gleichungen mit geeigneten Factoren und durch passende
Verbindung der auf diese Weise gewonnenen Gleichungen, die urspriing-
lichen Gleichungen beziiglich der zu eliminirenden Unbekannten auf immer
niederern Grad zu bringen. Z. B.:

L Ax*+Bx+C=0.
I. Dx*+4+Ex*+Fx+G=0.

Die Grossen:
A,B,C,D,E.F, G

enthalten auch Potenzen von y.

Auflosung.
DL ADx*+BDx*+CDx=0 (IXDx).
IV. ADx*+AEx*+AFx+AG=0 (Il X A).
(BD —AE)x’+(CD —AF)x—AG=0 (I —IV).

Sei nun:
BD—-AE=P
und
CD—-AF=Q,
endlich:
—AG=R,
80 ist:

V. Px?+Qx+ R =0.

VL APx*+BPx+CP=0 (IXP)

VIL. APx*+AQx+AR=0 (V XA).

VI (BP — AQ)x+ (CP —AR) =0 (VI— VII.
IX, ARx*+BRx+CR=0 (I XR)
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X. CPx*+CQx+CR=0 (VXOC).
X AR—CP)x’+BR—-CQx=0 (X — X),
XII. AR —CP)x+ (BR—CQ) =0.

_CQ-BR
T AR-CP’
AR —-CP
X=B—P—_K-Q— (&IIS V]II),

folglich:
CQ—BR _AR_—CP

AR—-CP BP—AQ"
(CQ—BR)(BP —AQ)=(AR — CP)(AR — CP) Eliminat.-Gl.
i.e. AR —CP)!— (CQ—BR)(BP —AQ) =0.

§. 276.
Beispiele.
1.
L yx* —y?x —16=0.
I yx?—2y*x*+y3x — 32 =0.

Auflosung.
IL yx® —y?x* - 16x=0 (I X x).
Iv. yix*—y®x —16x+32=0 (I — II).
V. y’x? —y¥x — 16y =0 (IXy).

16x — 16y —32=0 (V-—1V).
X—-y— 2=0

x=y-+2
y(y+2?—y*(y+2) —16 =0 (per Subst. in I)
vy 4+ 2y =8
y:+2y+1=9
y+1==+3.
NWw=2, y,=—4
5, =4, x=—2,

2.
L x*+yx*+y’x—38=0.
IL x*+2yx—2y*+2=0,
29°
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§. 276 u. 277.
Auflésung.
L x*+2yx* - 2y’x+2x=0 (I X x).
Iv. yx?—3y’x+2x+38=0 (I -1
V. yx?+2y'x - 2y342y=0 (II X y).
5y’x —2x — 2y’ +2y — 88 = 0.
x(3y*—2)=2y®—-2y+38
x=2513——23'+38
by?—2
@ Yzb‘yfz '2*;,38)3+ 2y 2y35_;22z—;—38) —2y*42=0 (p. Subst. in II).
13y® — 27y* — 266y3+ 18y + 152y — 726 =0
y=3

x_2y3~2y+38_54+38—6_2
- 5yt —2 - 4 -2 7

oder durch Substitution in:
IL. x>+ 6x—16=0 und in I. 2y® 44y -~ 30 =0
x*+6x+4+ 9=25

X+3="_"_5

Y427+ 1=16
y+1==+4

x1=2; Xz_—:—s Y1=33 y2=-—5,

II1. Auflosung mittelst gemeinschaftlichen
Theilers.

§. 277,

Erklarung 1. Es seien zwischen den Unbekannten x und y die bei-
den Gleichungen gegeben:

L x4+ Ax!+Bx"24,,.C

0.
II. 14 Dx"-2+4 ., . E=0.
Die Grossen:
A,B,C,D,E
enthalten auch Potenzen von y. Da demnach diese beiden Polynome
rationale ganze Functionen der beiden Variabeln x und y sind, so kdnnen
wir sie auch der Kiirze wegen mit Dienger* also schreiben:

* cf §. 228 Anmerkung. Ein Beispiel ist Dienger entnommen.
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LGk, y=0
II. g(x, y)=0.

Erklirung 2, Haben diese beiden ganzen Functionen gemein-
schaftliche Wurzeln, so haben sie auch einen gemeinschaft-
lichen Factor oder Theiler (cf. § 225, 227). Aus diesem, gleich
Null gesetzten, gemeinschaftlichen Theiler ergeben sich die in den beiden
Gleichungen enthaltenen gemeinschaftlichen Wurzeln.

Bezeichnen wir den gemeinschaftlichen Theiler mit

f(x, y),
weil er selbst wieder eine ganze Function von x und y ist, so ist jede
der beiden ganzen Functionen:
G (x,y) und g(x,y)

f(x» Y)
theilbar. Lassen sich die beiden Functionen

durch

G (x, y) und g(x,y)
durch keinen andern Factor hohern Grades theilen, so ist
flx,y
ihr grosster gemeinschaftlicher Theiler.

§. 278.

Erkldrung 1. Den grossten gemeinschaftlichen Theiler zweier ganzen
Functionen findet man nach denselben Gesetzen, wie den grossten ge-
meinschaftlichen Theiler zweier ganzen Zahlen.

Die Functionen sind nach x zu ordnen, hierauf verfihrt man, wie
folgt:

L G(,y:g(x,y) =Q, (Quot.) + R, (Rest)

. R, =9 (x,y),
somit:
IL g(x,7):9(,5=Q, +R,
R, = 7(x9 )
desshalb:
I ¢ (x,y):y (x, ) =Q; + Ry
. . .
endlich:

n, F(x,y):f(x, y) = Qn+ Ra.
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Erklirung 2, Der n* Divisor
£,y
ist der grosste gemeinschaftliche Theiler und der n* Rest R,
muss sich gleich Null setzen lassen oder selbst Null sein, wenn eine
gemeinschaftliche Auflosung der gegebenen Gleichungen méglich ist.
Liefert der gleich Null gesetzte Rest R, die Werthe fiir y, etwa + 8
und werden diese Werthe in dem n'** Divisor eingesetzt, so erlangt man
die entsprechenden Werthe fiir x, etwa + a.

Ist der n* Divisor beziiglich x vom ersten Grade, so entspricht
je einem Werthe von y ein Werth von x; ist er vom zweiten
Grade entspricht je zwei Werthen von x ein Werth von y.

Erklérung 3. In den Resten:
2,5, v&,y), F(x,y)

f(x9 Y)
konnen unbeschadet ihrer Eigenschaft als Theiler beliebige Factoren in
y eingefithrt oder ausgeworfen werden, sobald es die Rechnung er-
heischt.

Wird aber ein solcher Factor, der selbst gleich Null wird, einge-
fiihrt oder ausgeworfen, so fiihren seine Werthe die Losung der Gleichung
herbei. Dariiber verschafft man sich Gewissheit durch Substitution der
Werthe von y in den gegebenen Gleichungen.

und

§. 279,
Beispiele.
1.
Lx*+4y®+(by'+)xt+ 2y} +7y'+2y - 63)x+y* = 0.
I x>+ 4yx*’+b6y'x+2y*+7y* - 63 =0.

Auflésung,
4y x3 45y +1) X+ (2 y +7 y2+2y—63) x+y? : x*+4yx’+ 5y x+2y3 47y — 68 =
x*+4yxi+ 5y*x? +Qy*+Ty? —63) x x=Q,.
x*4+2yx+ f' =R, und = (Divis.),
P +4yx? 5y x+2y3+Ty —63 : x’ +2yx+y' =x+2y=Q,
yi+2yx?4 yix
2yx*+4y'x+2y3+7y2—63
2y x*+4y’x+2y?

7y'—63=R,.
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Da
R,=7y*—63
und
D,=x*+2yx+7y?
80 ist:
7Ty*=63
y’: 9
y =+38;
wenn y =3, so ist:
x}4+6x =9
x24+6x+9=0
x+3=0
X= —3;

wenn y = — 3, so ist:
x*—6x+9=0
x*—6x+9=0
x—3=0
x=3

x=-—3, 3, =—38; x,=8, y,=8.

2.
I x*+2yx*+ @y —4y)x+y?*—4=0.
I x*+2yx+2y'~by+2=0.

Anuflésung.

P +2yxi+ @y —4dy)x+y —4:x'+2yx+ 2y =By +2=1x=Q,.
X4+ 2yx? 4+ Q2y' —5y+2)x
Factor! (y —2)x+y*—4=R,
i. e. x4y +2
x?+2yx+2y'—by+2:x+y+2=Dy,=x+y—2
X+ (y+2)x
y—2x+2y' —by+2
y—2)x+ y? —4
y—56y+6=R,.

R,=y*—~5y+6
und
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so ist:
Ly'—b5y=—6
25 1
YV -by+o =7
5 1
—_——=t
TT TR

Vi =385 ¥, = 2;

Sechster Abschnitt. §. 279 u. 280,

D, =x4+y+2,

ILx+y=-2
d. h.
x+3=—-2ud x+2= -2

Xy =-5 , x = — 4,

und da y—2 als Factor ausgeworfen wurde und y = 2, so erhilt man
p- S in den gegebenen Gleichungen:

L x*+4x*=0 x*+4x=0
Xy =0 und x, = — 4 x=0und = — 4.’
x=0, y=2; x=—4, y=2; x=—4,y=2;x=—b5,y=38.

IV. Auflosung durch Niiherungswerthe. *

Gegeben sei:

Wiire:

80 ist:

§. 280.

Allgemeine Auflésung.

LG, y)=0=2,
II. g(x,y)=0=o0.

1.

X=X+ un=2a

y=y+Ai=b,
a2 dz
2 ==
+ n~— iz +ldy
do

0 = 0 +u—— +,1——~

dx dy

Da a und b Néherungswerthe, so ist:

2,—2=Fud o, —0=1,

(F.und f bezeichnet die Correction der Naherungswerthe).

* Grunert, Elem. der Differential- und Integralrechnung, Leipzig, Schwickert
1887. Schldmileh, Compend. der hthern Analysis I Theil, Braunschweig, Vieweg,
2, Auflage 1862. Dienger, Differential- und Integralrechnung, Stuttgart, Metzler,

3. Auflage 1868,
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Wire:
2.
X=X+ =a,,
. y=y+4i =hb,
so 1st:

=
3, —~E+utdz+lliy

do do
6'_a+u‘d -+ 2 ‘dy'

Da a, und b, Néherungswerthe, so ist:
23 ——2:1“1 und G;—d:ft.

Wiire:
3.
X=X+ %, = a,,
. y=y+ =0,
80 1st:

iz iz
2, —2'+u,,d +l,dy

de do
g, = U-l—uzd +lzdy

Da a, und b, Niherungswerthe, so ist:
2, —2Z=F,und o —a=f,.

Nun ist:

dz iz do
=(a —x)a—;+(b —y)r und f = (a —x)(»l—x—i-(b

a2 a=
Fy _(a!—x) +(b1 - )t—i_; und fa.—-(ax“") +(bA

F—(aa—x) +(b )g—z—;;undf,_(a,._x) + (by —
Somit:
x-a+§ ~a)+J( — a),
H J
y=b+g b —b)+g b —1b),

nach Elimination der Ausdriicke

dZ d2 do . do
dx’ dy’ dx dy

und nach Substitution der Werthe

do

_Y)¢Ty'

de
Ny

de
Y)E;'

457
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F,f—Ffy=H
und
Ffy —F,f=17J,

H+J+F,f, —F,f =K.
Anmerkung. Diese Methode gehsrt nicht zum Gebiete der Algebra, sondern
der h3hern Analysis. Sie kann desshalb erst dort ausfithrlich und zweckdienlich behandelt

werden. Da man sich jhrer aber mit viel Vortheil bedienen kann, diirfte ihrer schon
hier anhangsweise ErwZhnung:geschehen.,

§. 281.
Beispiel. *
x? — 5x*y*+ 1506 = 0,
y* —3x*y — 103 =0.

Auflésung.
1.
x=a=2, so ist F = — 0,0035,
y=b=38, , , f= -+ 00084
Mithin:
x = a, = 1,9965, folglich F, = — 0,000113,
y=b, =3,008¢ und f, = — 0000161,
x= 1996387 und y=  8,003239.
§. 282.
Aufgaben.
1.
I.;::=_35 x=36, ...
IL z—;———-—l—=46655 y=1, ...
y*-—1

2.
L x*+y?~35=0 x=3, ...
I x*y+xy’—-30=0 | y=2, ...

¢ Aus Heis.



§. 282, Aufgaben. 459
3.
Lx+y—-16=0 x=12, ..
IL x?y - 2x?y?' +xy3 -3072 =0 | y= 4, ...
. 4
Lx*+x*y —xy’—y*—-72=0|x=4, ...
IL x* —x’y —xy?4+y*~24=0 | y=2, ...
5.
Lxty—p’+3px—3px*+x*=0 |x=0Vp:Vo+V i .
ILxy —¢*+3qy—8qy’+y'=0 |[y=aVo:Vr+Vo.
6.
L x?+4xy+6x—5y*+5=0 I x=1; 2; 3; 4.
II. x? - 7xy+9x —8y?+8=0 l y=2; 3; 4; &.
\ 7.
Ly +y 2422 —17=0|y=2; 1; 1+iV 2.
ILy+yz+z—5=0 z=1; 2; 1—-iV2
8.
L yix®—y*x? 2y'x—yxl+yx*+2yx—-2x3+2x2+4x=0 | x=2; —1;...
I y?x? —yx? —2x? - 2y’ + 2y —y’x+yx+2x+4=0 | y=2,1; ...
9.
Lx*+5yx*+ 6y’ —y+D)x+y —y*+4y=0|x=0; —4
IL x*+4yx+y' —y=0 y=0; 1.
10.
L. 8y’—6y —26xy+21x*+11x=2|x=2; 8; 6; 7.
Il y* - 3xy+2x*+2x=4 y=4; 5; 10; 12
11.
L x*4+8yx*+ @y’ —y+1)x+y -y +2y=0 |x=—2; 0
L x*+2yx+y'—y=0 y=0; L
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12.

Xt 2y - 2y )P (3P 9y +y — 8D x4y =0 |

3 1
x‘_gzj-_?+—é—‘/—~27; y1,2=3.

¥+ 2yx*+2y*x+y*+9y? - 81 =0 |

3 1., —
Xa.4=_'tE——?V-—27; Vs, 4= — 3.

13,
. X4+5y—256=0 x=05; ...
xy?—3832'—56=0|y=4; ...
¥ +2—66=0 2=2; .

§. 283.

Anwendung.

. Welche Zahl gibt zum Product aus ihrem dritten, vierten und

fiinften Theil 121507
Antw. 90,

. Wenn man den fiinften Theil einer Zahl mit ihrem Quadrate
multiplicirt, erhilt man 8575.
L. 35.
. Von welcher Zahl ist das dreifache Product ihres Biquadrates
62208°?
Antw. 12.

. Der cubische Inhalt eines Zimmers ist 7560 c¢/; es ist 6’ breiter

als hoch und 7’ linger als breit.
Hoch 14‘; breit 20’; lang 27’

. Ein Eisbehiilter fasst 400 ¢’ Eis; er ist 3’ breiter als hoch und

.

2/ linger als breit,
Hoch 5’; breit 8; 10 lang.

Die Summa zweier Zahlen ist 54; die grossere durch die klei-
nere dividirt, diesen Quotienten mit der gréssern multiplicirt,
gibt ein Product, das um 45 grisser ist als eine Kubikzahl,
deren Wurzel um 1 grésser ist als der neunte Theil der gréssern
Zahl,

Antw 36 und 18,
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7. Jemand lisst auf einem Gute vom Kaufschilling 10,000 Thlr.

10.

11.

12.

auf Zinseszins stehen; nach Verlauf von 4 Jahrem erhdlt er
vom Kiufer 12155%,, Thlr. Wie hoch berechnen sich die
Procente?

Antw, 5,

Die Summa dreier Zahlen betrigt 21, die Summa ihrer Cuben
1971.

Antw, x=12; y=6; z=3.

Vier Studirende wollen auf ihrer gemeinschaftlichen Reise ihre
gemeinschaftliche Kasse vom Sparsamsten verwalten lassen; sie
werfen hiezu ihr Reisegeld zusammen. Da zeigt es sich nun,
dass der zweite 2 Thir. mehr hatte als der erste und der dritte
4 Thlr. mehr als der zweite, und endlich der vierte hatte
1 Thir. mehr als der Dritte. Das Product aus diesen 4 Summen
ist um 878000 grosser als das Biquadrat der Summa der
zweiten.

1. 48 Thir.; IL 50 Thir.; III. 54 Thir.; IV. 55 Thir.

Bei einem Briickenbau sind noch einmal soviel Maurer als Tag-
Iohner beschiiftigt; jeder Maurer erhidlt soviel Groschen Tag-
lohn als Maurer und jeder Taglohner soviel Groschen als Tag-
lohner sind. Alle zusammen arbeiten schon noch einmal soviel

Tage als ihre Gesammtzahl betrigt und empfangen hiefir
2197 Thir. als Lohn.

Antw. 26 Maurer; 13 Taglohner; 78 Tag.

Ein Wasserbehilter kann in einer Stunde und 30 Minuten von
4 Rohren gefilllt werden, wenn sie alle zugleich fliessen. Die
zweite Réhre brauchte hiezu 2 Stunden, die dritte 4 Stunden,
und die vierte 6 Stunden mehr als die erste, wenn jede allein
flosse. In welcher Zeit wird der Behilter von der ersten Rohre
allein gefillt?

Antw. 3,8... Stunden,

Mehrere Personen legen zu einem gemeinsamen Geschifte
21900 Thlr.; dies reicht nicht und es legt desshalb Jeder noch
so viel Hundert Thir. zu als Theilhaber waren. Mit diesem
ganzen Gelde gewinnen sie so viel Procente als Personen waren,
und nachdem ein Jeder vom gemeinsamen Gewinn 26 mal so
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Sechster Abschnitt. §. 283.

viel Thaler ‘als Theilhaber waren, empfangen hatte, bleiben
ihnen immer noch 594 Thir. reiner Gewinn zum Vertheilen.
Antw. x =6; 9; 11.

Von welchen 2 Zahlen ist die 28fache Summa, “ihr 7faches Pro-
duct und die Summa ihrer Cuben einander gleich 2

Antw. x = 2; — 4; 7_“'_‘_V:—7.y=—-4; 2; TFV-1.

Bei einem Baue sind 4mal so viel Arbeiter beschiftigt als jeder
tiglich Groschen zum Lohn erhilt; sie arbeiten zusammen 476
Tage weniger als ein Taglohn aller in Groschen ausmacht und
bekommen hiefiir 1920 Thl. Arbeitslohn.

Antw. x = 12; Arbeitstage 100.

Wie heissen die 2 Zahlen, deren Differenz 5 und deren Pro-
duct mit ihrer Summa multiplicirt, eine Zahl gibt, die um eins
vermindert gleich einer Kubikzahl wird, deren Wurzel die Diffe-
renz der gesuchten Zahlen ist?

Antw. 2 und 7.

pDer Kaiser Timur gab nach der Einnahme und Zerstorung
Bagdads den Befehl, auf den Triimmern dieser Stadt eine vier-
seitige Pyramide von 90000 Kopfen zu errichten. Bei der Auf-
schichtung blieben 560 Kopfe iibrig, wie viel Schichten enthielt
die Pyramide ?*“

Antw. 64.

In einer geometrischen Proportion ist das Product der innern
oder #ussern Glieder 48, die Summa der 4 Glieder 30 und
die Summa ihrer Kuben 2520.

Antw. x:y=1z:t; 4:6=28:12,

In einer geometrischen Reihe ist die Summa aller Glieder 31,
die Summa ihrer Quadrate 341 und die Summa ihrer Kuben 4681.
Wie gross ist das erste Glied, der Exponent und die Anzahl
der Glieder?

Antw. Erstes Glied = 1 oder 16, Exponent = 2 oder */;, Anzahl der

Glieder = 5.

Es sind 3 Zahlen; die Summa aus dem Quadrate der ersten
und aus dem Quadrate der Differenz zwischen der zweiten und
dritten gibt 20, die Summa aus dem Quadrate der zweiten und
aus dem Quadrate der Differenz der ersten und dritten gibt 52,
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20.

21.
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die Summa aus dem Quadrate der dritten und ans dem Quadrate
der Differenz zwischen der ersten und zweiten gibt 68.

Antw, x =2, y=4...,z=28...

Es sind 3 Zahlen; das Product aus dem Quadrate der ersten
und aus der zweiten ist 1210, das Product aus dem Quadrate
der zweiten und aus der dritten ist 700 und das Product aus
dem Quadrate der dritten und aus der ersten ist 539,

Antw, 1. 11; IL 10; III 7.

»Es sind 4 Zahlen; das Product aus dem Quadrate der ersten
und der zweiten ist A, das Product aus dem Quadrate der
zweiten und dritten ist B, das Product aus dem Quadrate der
dritten und vierten ist C und das Product aus dem Quadrate
der vierten und ersten ist D.

1/ aFg:  S/pept  1/cad  1O/DepE
Losung: \/B‘D' .C%A \/D‘B' AC’

Anmerkung. Heis §. 104 und 105,
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