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Vorwort,

m ev Gwed diefed Werkdens ift: dem angebendven . Mas
thematifer und Sedhnifer eine mdglihft einfache und elementare,
aber fireng wiffenfaftlihe Anleitung su ben Grumblchren ber
analytifden ober Coorvinatengeometrie zu geben,
weldie nidt blos eine an fih bochit intereffante, fondern fitv das
Stuvium ver theoretifchen und tednifhen Medanit, ver Afivos
nomie ¢, 3, gang unentBeﬁrIicbe Wiffenfhaft ift, und peshalb
einen Hauptywei ves gefammeen hobern mathematifden Unters
tidhtes Dilvet.

Die gewdhnlichen altern Lehrbiiher von Biot, Lacroir,
Dbm, 1. enthalten von ven beveutendven neuern Sortfdritten
ver Wiffenfdaft faft feine Gpur, wabrend fich vie grofen Haf-
fiigen Werte von Poucelet, Plider, Magnus, w. um
Stuvbium fiiv Anfangee nidt wohl eignen.  SJwifhen diefen
beiven: Raffen von Wevken foll pg vorliegende gewiffermafien
die Mitte balten, und aufer pey gewdhnlichen Lebren aud
bas Wefentlihfte von den neuern Sortidritten der Hobern Gegs
metvie: von den Polen und Polaren, von dem anbars
monifden Berhaltnif, von der Homographie oder
Colfincationgverm andt{daft, s 1. mit Anwenduns

gen, befonvers auf vie Curven md Flachen ves sweiten Graves,
darbieten,



Da ¢d nidt gwedmdfig gewefen wive: bie vollftindige
Kemntnif der hobern Analyfiéd in dem vorliegenden Werks
dyen bei Dem Lefer vorauszufepen, und anbeverfeitd doch vie
widtigften Unterjudyungen der analytifhen Geometrie wenigftens
pic Grundbegriffe jener Wiffenfdhaft, b. §. die Lehre von
pen Grenzen verdnderlider Berhaltniffe, oder von
pen abgeleiteten Funftionen ald befannt vovausfesen;
fo find die yum BVerftanvnif ves Werfhens erforderlichen Grund-
aitge jener Lebre in einem befondern Anhange ndber entwicelt,
fo daf der Anfinger in diefer Veziehung auf Fein Hinvernif
ftofien wird, wenn er fidh guvor mit dem Jubalte diefes Ans
panged befannt madt.

Die veine Theorie ift immer durd) Beifpiele erlutert, und
endlid) find viele Uebungdaufgaben hingugefiigt.

Das gange Werkden wird aus ywei Theilen beftehen,
wovon der vorliegende evfte Theil dic Geometric in dev
Chene enthalt, und ver zweite die Geometric im Raume
enthalten wird. — Uebrigens bilbet jever viefer beiven Theile
cin fiiv fidy beftehended Ganyes.

ﬁ‘i”llh‘fﬂ, 1852‘

Dr. C. $. Sdnufe.
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Coordinatengeometrie in der Cbene.

Crites Kapitel.

Vou ven Eoordinatenfyfemen.
5. ti

Paralleles Coorvinatenfyfem.

WRenn man in einer Ehene gwei fid) untev ivgend einem Winfel
burdyfdyneivenbe gerade Linien XX und Y, Y (§ig. 1), Aren
genannt, siebt, fo wird die Lage eined beliebigen Punftes M
diefer Ebene offenbar vermittelft des Durd)fdnitted der beiden Pa-
tallelen P,P undb Q;Q zu biefen Uren beftimmt, indem die Lage
biefer Parallelen felbft durdy ibre Abftdnde OB, OA von ben Aren
XX, Y, Y beftimmt wird, und dicfe Abftdnde als pofitiv, ober
negativ betradytet werden, fenadydem fie auf ben Halbaren OY,
OX, ober auf den Halbaren OY,, OX, genommen finb, — Die Nb»
ftanbe (Yingen, Stredem) 0A, OB, weldhe die Lage der beiden Pa-
vallelen Q) Q und P, P beftimmen, und folglidy auch bie Lage des
Dunftes M, Deifien die Go orbinaten diefed Punfted. Man be-
geichnet fie gewdhnlich vefp. mit x wnd ¥, und neunt fie vefp. die 2 b
feiffeund Ordinate des Punfres M, welden man audy oft
burd) (x, y) begeidhnet. — Dev Punft M fann alfo bei benfelben
Bablenwertben a, b feiner Coordbinaten x, y vier ver{dicbene
Yagen M,, M,, My, M, (§ig. 2) baben, jenadbem x — 48
b T e R e =8,y = —"b;
X=+a,y=—hbift. — Die beidven feften Geraben X, X,
Y, Y Deifen bie Goordinatenar en, und gwar bdie erfte bie
Are der x pher bder Abfeifien und bie sweite die Are der y ober
ber 53_? dinaten — und endlid) beifit der Punkt 0, von weldyem
U8 bie Goovdinaten auf ven beiden Aren genommen ober gezdplt
werben, pey Anfangdpunit dber Goorbinaten.

Gemufe, Goordinatenaeometric. 1
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Fenn man x unb y i) ftetig von — oo bid 4 oo Andern
ldft, fo erbdlt man offenbar aLle Punfte der Ehene.

Sm Allgemeinen bilben die Coorbinatenaren einen beliebigen
Winfel — und wenn diefer Winfel ein ved ter iff, fo beift dasd
Goordinatenfyftem ein redtwinfliged oder ovthogonales.

§. 2.,
Polaccoordinatenfyfem.

Wenn O (Fig. 3) ein fefter Punkt, der Pol genannt, und OX
eine fefte Are ift, fo fann man offenbar bie Lage eines beliebigen
Punftes M der Ebene durd) die Linge o ded Rabiudvectord
OM und durdy dem Winfel I beftimmen, welden diefer Nabiuss
vector mit ber Ave OX bilbet, inbem ber Winkel I in dem Sinne
vont OX gegen OY gezablt wird, ZWenn man o fid) von o bid
und F in dem Sntervalle einer gangen Umbrehung von o° big 360°
ftetig dndbern Vdgt; fo exhdlt man alle Punfte der Ehene.

§o 3‘
Dipolarfyftem,

Man Fann die Lage eined Punfted M (Fig. 4) audy dburdy feine
Abftande OM = u, 0, M=v von jwei Polen 0, O, Beftimmen,
wobei feine Lage mittelft bed Durdyfchnitted jweier mit den Halbs
meffern u, v befdricbener Krveife beftimmt wivd, Ullein diefes Co-
orbinatenfoftem ift in theovetifher Begichung nidht fo volfommen,
al8 bie beiben vorhevgehenben ; denn gunddft ift nicdht jedes Werthes
paar von u und v guldffig, weil die gegenfeitige Entfernung 00,
ber Deiben Pole Fleinev ald u v und grdfer ald u — v
fepn muf (wenn u > v gefest wird), und wenn biefe Bedingung
erfiillt wird ; fo fdneiden fih die beiden mit den Halbmeffern u, v
befdricbenen Kveife in gwei Punften M und M,, wodurd eine
unangenchme Jweideutigleit entfteht.

Sv. 4

Rligemeines Coorninatenfyfiem. i)

©8 gibt unendlidh viele Coordinatenfyfteme, und im Algemeinen
beftimmt man bie Cage eines Punfies in der CGhene vermittelft bdes
Durdfdhnittes gweier n diefer Ehene befdyricbener Linien, Wenn
Al A, A, L (Gig. 5) eine Jeibe von Linien Devfelben
Art find, welde verfdicdenen Wertben u’, u’’, u’*’, . . . der Vers
dnbetliden u entfpredhen, und B/, B/, B, . . . ein jweited Sp*
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ftem von Linien, welde ebenfalls untex fich vou einevledi Art find
und verfdhicbenen Werthen v/, v/, v/ , , . der Berdnderlicdhen
v oentfpredien s fo wivd ein beliebiger Punft M, M, M"Y, . . .
der Ebene durd) dag Yinienpaar ver Lage nady beftimmt, weldes
burd) biefen Punft geht, und die befondern Werthe, welde man
ven Bevdnderlidyen u, v beilegen muf, um bdiefe beiven Linien 3u
erbalten, beifien die Goordinaten bed Punftes,

Jn dem pavallelen Goordinatenfyfteme (§. 1) find die Linien
AYy A A L paraliele Gerabe su der feften Are Y, Y und
bie Linien B, BY, B',, . . parallele Gerade ju ber Ure b . )
wobei biefe Parallelen burdh ipre Abftdnde u ober x, v ober y von
ber Are, 3u welder fie pavallel find, Deftimmt werben, indem man
diefe Abftinve auf der anbern Are nimmt.

Jn dem Polarfyfteme find die Linien AR s A icome
centrifthe  Rveife, welde aus dem Pole O als Mittelyuntte mit
einem vevdnverlidyen Halbmefier u obev o befdrichen find, und die
Yinien BY, B, B, | | | find gerabe @inien, welde von dem Pole
ausgeben unb verfdiedene Winfel 9 mit OX bilben.

3Jn bem Bipolavfyfteme’ find beide Reiben von Lnien concens
trifhe Rveife, welde aus den beiven Polen befchrieben find.

§i 0
Darftellung coener Finien durd) Gleidyungen,

Wen man u ven conftanten Werth u’ beilegt und v fich be-
liebig dnbern (dgt, fo erhdlt man die Durdfdynittspunfte M‘, M7,
M, ... ber Qinie A’ mit ben Linien B/, B, B, . . ., o
vag alfo bie Gleidung u = u* pi verfdiedenen Punfte der Linic A”,
und mithin diefe Linie felbft quapyiict. Ebenfo briidt die Gleidung
v = V' die tinic B’ aus. 3n pem geradlinigen Gyfteme  driicft
3- B. die Gleidung vy =1y’ cine in bem Abftanbe y’ paraliele Ge-
rade P, P (Fig. 1) su der Are ber x aug, und in dem Polavfyfeme
bie Gleiung o = o’ eine Kreislinie yon dem Halbmefier o',

Wenn wiv jept annehmen, daf bie beiden Goordinaten u, v
durdy eine Gleidjung: : :

" fCav) =0
mit cinander werbunden findb, fo gibt jebes Paar reelfer Werthe
Vo1 w und v, weldie biefer Gleidung ‘geniigen , einen’ befonbdern
Punft der Ehene, £dpt man alfo u gwifden gewiflen Grengen fich
fretig dnvern, fo gefdhieht der Gleidung gewshulich dbuvdh reclle
1*
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TRerthe von v @enitge, welde ebenfall ftetig ancinander liegen,
fo baf alfo die auf diefe Weife evhaltenen PunkFte der Ebene eine
fetige Neibe ober eine Linie bilben, Cine Gleidung mit
jwei ftetigen BVerdndberliden dridt alfo im Allges
meinen eine ebene Linie aug, welde ecine gerabde obev
frumme (Curyve) fein fann.

Wlmgefebrt ¢ fede ebene Cinie fann durd) eine Gleidung wifden
swei ftetig vevdnderlidhen Grdfen ausgedridt werden. Denn bdie
geometrifthe Definition einer Linie ift nothwendig eine Relation wi-
fden gewiffen verdnbderlichen Gvdfen, welde geetguet finb , jeben
Punft diefer Linie gu beftimmen.

Diefe Darftellung der Linien durd algebraifde Jeiden, wodurd
bie Unterfudhung der geometrifden Eigenfdhaften Dder Figuren auf
bie Unterfudyung algebraifhesr Ausvriide uviidgefiihrt wird, vithrt
von Dedcarted her, und diefe Entbedung ift von der hidiften
Widptigkeit , weil man die Methoden dev Anolyfis auf die Geometrie
anwenbden fann, wodurdy diefe legte Wiffenfdyaft eine Al[gemeins
peit befommt, welde fie juvor nidt hatte. Die drei Hauptaufs
gaben der analytifden ®Geometrie oder Coordinate ns
geometrie find folgende:

1) Wenn eine Figur geometvifdh definivt ift, ihre Gleidung ju
findben,

2) Wenn eine Gleidung gegeben ift, die ihr entfpredhende Figur
ju conftruiren.

3) Die Nelationen gu finden, welde gwifden den geometrifden
Cigenfdaften der Figuren und den algebraifhen Eigenfhaften
ber Gleidungen fiattfinden.

Wir wollen und nun junddft mit der erflen Aufgabe befdhdfs
tigen.

§. 6.

Beflimmung ver Sleidyungen ver Limien.

Die geometrijde Definition einer Linie Dbeftimmt feben ihrver
Punfte und enthilt folglidy implicite cin gewiffed Coorbinatenfyftem.
Wenn man diefes Syftem jum Grunde legt, fo evgibt fidh bie Gleis
dung der Linie unmittelbar.

Beifpiel 1. Aus der geometvijhen Definition ded Rreifed:
per Rreid ift ber geometvifde Dut, d. h. die ftetige
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folge von Punften, welde von cinem feften Puntte,
Mittelpuntt genanut gleidweit entfernt find, er:
gibt fidh dic Polargleidung deffelben fofort, wenn der Mittels
punft gum Pole genommen wird, und it o = r, wo r den $Halb-
meffer bed Kreifes bebeutet.

Beifpiel 2. Die Cllipfe (Fig.8), Hyperbel (Fig. 9)
und Lemnidcate (Fig. %) {ind Linien von folder
Befdaffenheit: dbafrefp. die Summe, die Diffes
veng und dbag Produft ausg dben Abftdnden fedbed ih-
vter Punfte M von jwei feﬁen Punften 0,0 eine con-
ftante Grife ift

Dag in diefer geometrifhen Definition Iliegende Goorbinaten-
fyftem ift bas bipolare (§.3), wenn man bie beiden feften
Punfte zu Polen nimmi, Begeidmet 22 = AA’ bdie conftante
Gumme , ober Differeny und a2 dag conftante Prodbuft, wo bei
ber Lemnifeate 00 = 2a ift; fo find die Gleidungen diefer bm
Linjen

Clfipfe : WiV = 2a,

, (erfier Bweig v — u = 2a,

o jweiter Jweig n — v = 2a,
Lemniscate; uv = a?,

Beifpiel 4. Die Parabel iff bie Linie, beven
Punfte son einem Pole und von einer Geradben,
Ridtlinic genanut, gleidweit entfernt find.

JIn diefer Definition liegt ein Coorbinatenfyfiem, wovon bisher
nod) nidyt die Rede gewefen ift, namlich dag eines Poles O (Jig. 6)
und einer Nichtlinie D, D. Bei Anwendung diefes Coordinaten-
foftemes wir ein Punft M der Ehene durd) feinen Abfland OM = u
von bem Pole O und durd) feine Entfernung MQ = v von der
Ridtlinie beftimmt. In diefem Coorbinatenfyfteme ift die Gleidhung
ber Pavabel: u=v,

Allgemein , die Gleichung der Linie, welde fo befdaffen ift:
baf fir jeden ihrer Puntte feine Entfernung von
einem Pole 3u feiner Enifernung von einer Ridit-
Linie in cinem conftanten Bevhdltniffe m feht, it
u

~ — I

v
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Beifpiel 4. Wenn man einen Pol O (Fig. 7) und cine Ridyt=
finie D, D annimmt, von bem Pole aus eine belicbige Gerabe jieht
und von dem Punfte C aus, wo fie die Ridhilinie fdneidet , eine
conftante Linge CM = a nimmt fo Deifit ber geometrijhe Drt
per auf biefe Weife erbaltenen Punfte eine Con doide. — ieht
man von bem Pole ein Perpendifel OX auf bie Ridtlinie, o wird
ivgend ein Punft M der Curve beftimmt duvd) den Winfel &, wel-
dhen der Rabiugvector OM mit der Are OX bilbet und durdy dbag
Stid CM biefes RNadiugvectord, weldyes gwifcpen der Ridptlinie
wid bem Punfte M liegt. Da die conftante ¥dnge a fowodl in der
Ridtuny CM, al8 in der entgegengefebien Richtung CM’ genommen
werden fann, fo fiebt man, daf dic Condoive swei Jweige hat,
peren ®leidhung in Polavcoordinaten offenbar folgenbe ift :

e=0C+a=

+ 4,
cos

wo ON = c gefetst ift.
R

Teansformation dee Coorvtnaten.

Tir Haben weiter oben gefeben: daf die Gleidyung einer Gurye
in dem durdy ibre geometrifdhe Definition angedeutcten @oorbinatens
fyfteme leidht evbalten wird; allein die allgemeinen Theovien , 0. b.
pic allgemeinen NRelationen, welde awifden den geometrifdhen Cigens
fdaften ber Figuven und ben algebraifden Gigenfdaften der Gleis
dungen ftattfinden, begichen fidj in ber Jegel auf ein gewiffes Coz
prdinatenfyftem, und wm biefe Theorien auf eine gegebene Gurye
anwenben u Fonnen, muf man die Gleidhung in diefem Goorbinaten-
fofteme fennen, Man muf alfo vorber eine Transdformation
per Goordinaten vornehmen, deren Jwed ift: Wenn die
Gleidung einer CGurvein einem gewiffen Goordinas
tenfpfteme gegeben ift, die Gleidung berfelben Curve
in einem anbern Goorbinatenfyfteme su finden.

Wenn u, v die urfpringlidhen und u’/, v/ die neuen Coors
pinaten eines Punftes begeichnen, fo miffen fiy wijden u, v und
w/, v/ 3wei Gleidungen finven faffen, welde fiic alle Punfte der
Gbene ftattiinden, weil diefer Punft, alfo aud) u’, v* beftimmt find,
yoenn man u, v fennt. Gudt man alfo biefe Gleidungen und eli=
wminict die urfpringliden Goordinaten u, v jwifden ihuen und der
gegebenen Gleidhung £ (u, v) = o dev Gurve, fo erbdlt man bic
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Gleidhung £ (u’, v/) = o bdiefer Curve in dem neuen Coordinaten-
{yiteme.

1) Webergang vor dem Polacfyfieme 3u ven vehtwinkligen Parallel-
coordinatenfyfieme,
Wenn man den Pol O (Fig. 3) sum Anfangspuntte, die Polave
are OX gur Ave dev x und bag Pevpendifel OY uv Are der y
nimmt ; fo gibt dag vedtwinflige Drefed MOA bdie Relationen :
X=¢¢CsJ, y=pgsind
Wworaud folgt:
¥ = x? 4 y2, tang ¥ = —:’{-.
Deifpicl. Die Oleidung ded Kreifes, welde im Polar:
fofteme ¢ = r ift, wird im redhtwinfligen Coordinatenfyfteme:
x3 L w2 =14,

2) Mebergang von dem Wipolarfyfeme ju vem Polavfpfeme.

9MWenn man einen dber urfpriingliden Pole, 3. B, O (Fig. 8.)
jum YPole und die dbuvdy beive Pole gehende Gervave OX gur Are
nimmt ; fo bat man folgende Transformationsformeln:

u=yp,v:=p!+4c? — 4cp cos I,
a?—c?

o 2¢ bie Lange O’ O begeidynet, und wenn man %:e, pe=
fests fo wird 3. V. die Polargleidung der Ellipfe:
i Ea -4 o2 »
&5 a-[-ccos& f+ e cos & €
Wenn man bei der Hyperbel OX (Fig. 9) sur Polavare nimmt

¢ c? =
unb . =e¢, p=

2
fests fo hat man fiix den

fy — —.-.-._.-.P-..—-
erften 3weig ¢ 1+ ecos & @
. PR e A
gweiten weig s ¢ = — 1Fecosd 2

Sn ber Ellipfe ift € < 1 und in der Hyperbel iff e > 1.

3) Uchergang von pem Bipolarfyfeme 3u don recdytwinhligen Syfeme
- Wean man den Mittelpuntt C (Fig. 8 u.9) dev BVerbindungs:
liniec 00 ber beipen Pole gum Anfangspunite, diefe Gerade felbjt
dur Are der x und das in ipver Witte ervidtete Perpendifel jur
Are ber y nimme 3 fo find die Tvansformationsformeln ;

]
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u’-—y“—}-(c-—x)’
vi = y? | (¢ + x)2.
:Dte ®leidungen der Ellipfe und Hyperbel werden alfo
in bem redtwinfligen Coordinatenfyfteme :
Vy:+e—-x2 + Vy 1 (ctrx)? = .
WY T e -xt — VT (eF0n) =
Wenn man die Wurgelgrofen fortidhafft, fo geben beide in bie
cine Gleidung: -
a?y? 4 (a2 — ¢?) x? = a? (a? — c?) (€3]
fiber 5 allein man fann fie wieder von einander tremnen, weun man
bemerft, dag in der Ellipfe a > ¢, aber in der Hyperbel a < ¢ ift.
Sept man dbaber fiiv die Ellipfe a? — ¢ = b? und fiir die Hy-
perbel a® — €2 = — b2; fo erbdlt man

2 2
fiie bie Elipfe: a2y? 4 b2x? = a2pe obctl% - X—; =1, (&)

fiir bie Hyperbel: a?y? —b2x2=—a2)h? oper -'f e %:— =15:66).
Cbenfo erhdlt man fitv die Gleidung der t'emmscate.
6 s K i ) ottt o B (D

4) Uebergang von dem Pol-Ridstlinienfmeme su dem Polarfyfieme unv su dem
tedytwinhligen Syfleme.

Wenn man den wrfpriingliden Pol O wieder jum Pole und
pas von bemfelben auf bie Ridhtlinie gefdllte Perpendifel X (Fig. 6)
sur VPolavare nimmt; fo bat man

u=y¢, v=d — o cos 3,
wo d den Abftand bes Poled von der Ridhtlinie begeidhnet.

Die in bem Pol-Ridtkinienfofeme durd) die Gleidhung : =m
audgedriicfte Linie bat aljv jur YPolargleidung :

md
1 + m cos &

Wenn m < 1 ift, fo driickt die Gleihung (8) wie (1) eine G-
Lipfe aus. Wennm > 1 ift, fo driictt (8) wie (2) ben einen Sweig
einer Hypevbel aus, beven giweiten Jweig man erhdlt, wenn man m
negatiy nimmt, EIBemt endlid) m=11ft, {o ift bic Curve eine Pa-
rabel.

iir bie allgemeine Gleihung der im Pol-Richlinienfpfeme

b s (8)
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burrf):-f— = m ausgedriidten Curve erhdlt man pwifden ved ¢

wintligen Coordinaten:

Y24+ (- m?) x3 — 2dx'F 4% =, ()]
wenn man die Ridytlinie jur Ave der y und die durdy den Pol ge-
bende , bavauf fenfredyte Gerade jur Ure der x nimmt. Denn bdie
Transformationsformeln find offenbar:

talhy, Fietet PRo Rk b SN0l
V=" e ‘l/(d = e

Jeve der Gleidyungen (8), (9) driidt alfo eine I lipfe, P az
vtabel, ober Hyperbel ausd, jenaddem m < 1, m = 1, ober
DL >t

Aud) ver gweite Pol O’ der Ellivfe und Hyperbel, fowie die
conftante Summe, ober Differeny 2a ldift fidh leiiht finden; benn
man braucht nur bie auf dber Are der x liegenden Punfte A, A’ 3u
fudben und O’A’ = OA ju nehmen. Diefem jweiten Pole entfpridt
eine gweite RNidytlinie D', D’, weldbe diefelbe Curve gibt.

5) Wenn man bei der Condyoibde (Fig. 7) die RNidtlinie gur
Are der y, dag durd) den Pol davauf gesogene Perpendifel gur Are
Per x und den Durdiichnittspuntt N diefer beiden Gervadben jum An=
fangspunfte der Goordinaten nimmt; o hat man die Zrandforma-
tionsformeln : :

e G L T e oy
Cog O — ) 0= Y e
i s

worin ¢ den Abftand des Poled von der Nidtlinie beeichnet, und die
Gleidyung der Curve imredytwinfligen Coordinatenfyfteme wivb :

—_——

Xy = + (¢ + x) 1/:12 — x2, (10
e

Bemerkung iiber pag Polarfyfem.

Weiter oben haben wiv bemerft: bdaf man in diefem Coorbis
Natenfyfieme den Winfel & nur innerhalb einer gangen Umbrehung,
thoa von — 7 bis + n, fih dndern gu faffen braudyt, um alfe
Punfte der Ehene gu erpalten; gleihwohl ift ed oft swedmdpig,
Penfelben diefe Grengen iiberfdyreiten gu lafen, 3. B. bei per M-
himedifden Spivale (Fig. 10), weldhe entfteht, wenn
fid) cine Gerade um einen feften Puntt 0 brebet unbd
dufderfelben cinanfangs in O liegenver Puntt fo
fortrviidt, baf die von demfelben burdhlaufenen
Ldngen den von der Gevavenbefdriebenen Winfeln
PYoportional find Diefe Cure befteht aus einer NReibe von
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Windbungen OB, BAB/, . . . . TWenn man den feften Punft
sum Pole und die anfinglide Lage dev Gevaden gur Polavare nimmt;
fo wird der Theil OB durd) bie Gleidung o = ad ausgedriidt,
indem fih F von O big = dndert, und die fucceffiven Windungen
BAB/, .. .. burd cbenfoviele veridhicdene Gleidungen o =
a(d+2a), ..., indem fih & von — = big 4 = dnbdert. Aber
wenn man & fid) von o big o dndern [Gft, fo wirb die gange
Gurve burd) bie Gleidung o = ad ausdgedritft, Wenn man Ddie
Lage der Geraben, nadvem fie fig wm ben Winfel « gedrehet bat,
jur Polavare genommen hitte, fo wdve die Gleidung der Spivale
¢ = a (& + «), worin fih & von — « bis © dnbern muf.

Ginen dbnliden Bortheil bietet die Anwendung negativer
Radienvectoren dar. Man erhdlt 3. B. den ev ft en Hyperbeljweig
(Fig. 9), wenn man in der Gleidung:

N p
Q5T § + e cos &
pen Winfel & fih von — (m — a) bi8 + (n — ) dndevn Idft,
und bden jweiten Hyperbelyweig, wenn in der Gleidhung:
i P
i T 1tecosd

ber Wintel & fid von — « bid + « dndert, wo o« den {pigen Win=

Fel begeidnet, deflen Gofinug = -i— ift. Wenn man aber nega-

tivpe RNadienvectoren auwenbdet, welde in einem den pofitiven ent-
gegengefepten Sinne genomuen werden; fo werden beide Hypers
belgweige durd) die eine Gleidung:
i P
* = {fecwsd
auggebdriidt, worin fih & von — x bis + = dndert. Denn gibt
man & einen gwifden —m und — (z— «) Legenden Werth, wel:
der mit — (n— 9) begeidnet werde, indem I’ gwifden o und «
Tiegt; fo ift OM’ die entfprechende Nidytung des NRadiusvectors, unb:
= P ity ol B S
S = Tt ecos m—9) . —itecosd’
€8 muf afjo der abjolute TWerth von:
Sl ke
—1+ecosd’
in entgegengefeptem Sinue, d. h. auf OM, genommen ierden,
und dba OM, mit OX bden 2Binfel 9 bildet, fo ift der Punkt M,,
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welder ber Gleidung ded jweiten Hyperbelyweiges geniigt, em
Punft diefes 3weiges, fo daf man folglich den o bevn Theil bes
sweiten Sweiges erDdlt, und den untern Theil erhdlt man, wenn
man F fidh von © — e big = dndern Lft.
G4
Uebungsaufgaben sur Hbleitung vex Gleidungen der Curven aus theen geo-
metrifdyen Definitionen. i

1) @3 ift cin Rreis O (Fig. 11) und ein fefter Durdymeffer A A
gegeben ; OB ift ein beweglidher Halbmeffer und BT eine Tangente ;
in dem Punfte T, wo fie den feften Duvdmeffer fdhneidet, errichtet
man ein Perpendifel, weldhes den verldngerten Halbmeffer OB in
M trifit; man folf bie Gleidung des geometvifhen Ortes des Punts
ted M finben.

QWennt man ven Mittelpunft O um Pole und OX zur Polavs
. are nimmt, fo ift die gefudyte Gleidhung in Polavcoordinaten :

T
¢ = osr &
und in vedtwinfligen Parallelcoordinaten:
xt — 1?2 (x? 4 y?) =0,

wo r den Halbmeffer ded Kreifes bedeutet,

2) Padeals Sdhnedenlinie. — Duvd einen auf einem
gegebenen  Rreife liegenden feften Punft O (Fig. 12) wird eine bes
weglidhe Sehne OC gezogen, auf weldher ju bev einen, oder anbern
Seite bed Punfted C eine conftante Linge CM = CM’ = a ge-
nommen wird; man jolf die Gleidung ded geometvifden Ortes
ber Punfte M ober M’ findben.

Wenn man ben Punft O jum Pole und den Durdymeffer OX
gur Polavare nimmt, fo it die Polargleidung der Curve:

o ==2r cos Y + a,

3) Gpicpcloide. — & find gwei gleidye Kreife gegeben
(Big. 13), wovon ver cine C feftliegt und ber andeve C, iiber dem
erfien opne Gleiten fortrollt; man foll die Gfeidung dev Linie
finden, weldpe ein Punft M des beweglidhen Kreifes befdyreibt.

Betradtet man den befondern Fall, wo der Punft M mit dem
Beriihrungspuntte O gufammenfillt, nimmt O gum YPole und OX
aur Polavare; fo ift bie Polavgleidhung dev Curve: :

o = 4r sin? E— 2r (1 — cos 3),
Wo r den Halbmeffer ded Kyeifes beseidnet.



4) Giffoide. — @8 ift ein Kreid (Fig. 14), ein Durdymefjet
OA unbdeine Tangente im Endpunfte dicfes Durdymefjers gegeben;
pom Punfte O wird cine fich drehende Gerade OD  gejogen, und
auf derfelben eine Lange OM genommen, welde der 3wifden dbem
RKreife und der feften Tangente liegenden Linge CD gleidh ift.
Man foll die Gleidung ded geometrijhen Drted der Punfte M
finden.

Die Polargleidhung der Curve (Ciffoide genannt) ift:

sin?
" cos &
und ihre Orthogonalgleidung :
x (x? + y?) — 2ry° .

5) @3 find swei aufeinander fenfredyte Gerade GX, GH (Fig. 15)
unb auf einer berfelben ein Punft I gegeben. Ein rvedhtwinliges
Dreied IEF bewegt fich fo, dag eine Winfelfpige ftets in I liegt,
pie Spige E auf GH fortgleitet und die Seite EF ftets = GI ijt.
DMan foll bie Gleihung ber Linie finben, welde der Mittelpuntt M
von EF befdyreibt.

Wenn man dic Mitte O von GI jum Pole und OX zur Polar-
are nimmt, fo ift die gejudite Gleidung:

o=2r = 2r sin I tang 9,

0 S=REE o —=Fay 1
wo IG = 2r gefegt ift. Die Curve ift mithin eine Cifjoibe.
6) Die beiden Enbden ciner Gevaben von conftanter Linge |
bewegen fid) auf gwei vedtwinfligen Aven OX, OY ; man foll bie
Gleidhung bed geometrifhen Ovted Dder Fufpunfte der von O auf
piefe Gevabe gefillten Perpendifel finden,
Wenn man OX, OY zu Coorbinatenaren nimmt, fo ift bie
Orthogonalgleidhung der Curye:
(x2 4 y2)3 — 1°x2y? = o,
und ibre Polavgleidhung:
o = % sin 2 G
7) Wenn die Drdinate ded Kreifes AMB (Fig. 16) jo weit vers
Lingert wird, dag fidy verhdlt:
PM AB = MN : AN,
fo ift bie Gleidung beg Ortes des Punftes P :
Xy?-= da? (2a — x),
wo AQ/= x, PN = y und AC = a gefegt ift,
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8) Quadbratrir dbes Dinoftratugd. — Diefe Curve ift
ber Ot bes Durdyfdnittdpunftes P des fidhy gleidfdrmig um €
brebenden Halbmeffers CO (Fig. 17) eines Kreifes und der fich
gleidyformig pavallel ju fidy felbft fortbewegenden Drdinate MN
beffelben. Die Gleidung diefer Curve ift:

VvV = (x — a) tang (% ‘ %),

wo a ben Halbmeffer des Kreifes bedeutet. Sie befteht aus unend-
lid) vielen 3weigen, welde bdie Ave der x inven Abftdnden + a,
*3a, +5a, ... 00n C jdneiden und wijdyen Parallelen gur Are
ber y liegen, die von C um bie Yingen +2a, + 4a, + 6a, . . .
entfernt find.

9) Cycloide. — So beift die Curve OMOR (Fig. 18),
welde irgend ein Punft M eines Kreifed C befdyreibt, der obne
Oleiten auf einer unbegrenjten Geradben (B afis) XX fort-
vollt, fo dag alfo feder Vogen MN immer bem Stiice ON der Bafid
gleidy ift. Sesit man CM =r, «£MCN = ¢, OP = x unbd
PM =y, fo ift offenbar nad) ber geometvifhen Definition ber Cys
cloibe : :

ON=rg, PN=Ml=rsing, PM=IN=r (1 - cosg);
folglid) : _

X =r (p — sin ¢),

y=r({ — cos q),
unbd um die Orthogonalgleihung der Curve gu evbalten, mufi man
¢ gwifden biefen beiden Gleihungen eliminiven. Aus der lepten
folgt aber:

cos ¢ = r?y’ sin g—1+ Y2ry — y?

r

und wenn man in bdie erfte Gleidung fubftituivt:

 Kemed L ya

X =T, arccos ( : )tVQPY Yooty
Da fidy ber ergeugende Kreis auf der Bafis sur Linfen und Rechten
des Anfangspunftes O belichig weit fortbewegen fann, fo folgt,
baf die Gycloide aus unendlidy vielen Bogen wie OMOQR beftedt,
welde aud) alfe durd) bie Gleidung (u) gegeben werbden. — Dffen=
bar it OR bem Nlmfange und SQ dem Durdhmeffer des
@rawgungéfreifeé gleidy,

BWenn man den hichfien LPunft O jum Jnfangdpunfte, QS ur




9re ber x und QV zur Ave der y nimmt, fo ijt bie Oribogonal:
gleidyung dev Gyeloide :

y =T arc. cos (r o ‘) + Ver — x2. (u')
r

10) Begleiterin der Eycloide. — Diefe Gurye erhdlt
man, wenn man die Ordinate NQ des Kreifes 0 (Fig. 19) fo weit
yerldngert, daf NP = Bogen CQ wird., GSept manCO=r,CN=x
PN=y unp £C0Q = ¢, fo ift:

=71 (1 — cos ¢) ¥ = T,
woraus fidy dburd) Elimination von ¢ als Orthogonalgleichung ergibt :
T—X

y = T.arc. Cos

11) Trodoidbe. — Diefe Curve entftebt , wenn ber befdyvei-
bende Punft M (Fig. 18) nidt in der Pevipherie bded vollenden
Rreifes, fondern innerhalb, odber auferphalb deffelben liegt.
s ibre Gleidungen findet man Teidyt:

: x = r (p — n sin ¢),

y =r (1 — n cos ¢),
wo n bag Berhdlinif der CEntfernung des befdyreibenden Punftes
yom Mittelpunfte ded Kreifes ju dem Harbmefier deffelben bebeutet.

12) Gpitrodyoibe und Hypotvodoide — Diefe Cur=
ven entfteben, ywenn der bewegliche Sreis C nicht auf einer Geraz
den, wie bei ber Lrodyoide, fondern auf der dufern, ober in:
nern Seite cines fefren RKreeifes O (Fig. 20 und 21) forteolit.

@ fei anfangs ber Punft Q mit A in Beriihrung, P der be-
fdhreibende Punft, B der Halbmeffer des feften, r ber bes bewegs
Yiden Kreifes, CP =h, OM = x, PM =y, ZAOB = ¢,

alfo £QCB =:%.q>; fo ift:
x = OH-+MH = (R+) cos g —h cos (P‘“

. (ig-20
y=CH+CK=@®R+r)sing — h sin (I‘i;—i_—_r (p),

X = (R—r) cos ¢ + h cos (Rr—r‘q))'
4 (Fig. 21.)
y = (R —r) sin ¢ — h sin (R r,q, 5

13) Epicycloide und Hypoceycloide. — Diefe Curven
entfiehen , wenn dev befdyreibende Punit P im Umfange bes rol-
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lenben Rveifes C liegts alfo h=r ift. Um bic Gleidungen der in
Rede ftependen Gurven gu erbalten, braudt man folglich in den vier
legten Gleidungen nur h = r ju fegen, woburd) fidy ergibt:

x = (R+r) cosg — rcos (R;_H.qp),

y = (R+r) sinp — rsin (R;l—r.q));

r
‘-99)'
y = (R —r) sing — rsin (R;r.cp).

Wenn R = r ift, fo find die Gleidungen der Epicycloide:
X=r (2¢08¢p — cos2¢p),
y = r (2sing — sin2¢),

x = (R—r) cosg + T cos (R:

I

oder:
x=r[1+4+200sp (1—cosg)],
y = 2rsing (1 — cos q¢).
Erhebt man biefe beiden lepten Gleichungen jum Quadrate und ad-
birt, fo fommt:
x?+y® =12 [144 (1— cos ¢) 1.
@3 ift aber audy:
(x —1)24y2 = ir? (1—cos¢?);
folglidy die Orthogonalgleidhung :
& s v bt e b i A e Sk i i
Wenn man in ben Gleidungen der Hypotrodoide h=r
ud r = T fegt, fo ergibt fidh) dburd) Climination von g:
(r? —x? —y?)% = 20r? x2 y2
: ober : ‘
xf 4 }’% =t :
al8 Orthogonalgleidung diefer H9pocycloide.
Set man in den Gleihungen der Hypotrodhoide v =

fo exbart man :

(2 +h)cosrp,y ( “'h) sin ¢,

folglid) :

GO D ETIGRDY

0|



v, h. die Gleidung einer Ellipfe, deven Aren gleidh %-k h, undb

R
gl S LT B
5 fi

Wenn h = %ift, fo gebt die Hypotrodyoide in eine Gerabe
{iber, welde im Durdymeffer des feften Kreifes ift.

Sweites Kapitel.

Allgemeine Transformation der parallelen oder gevadlinigen
Coprdinaten.

§ 210

<Biv haben im vorbergebenden Kapitel verfdicdene Goprbinaten:
fyfteme betvachtet, wovon fedes in befondern Fillen eigenthiimliche
Bortheile darbieten fann; allein bag Goordinatenipftem, weldes gur
Unterfudung dev allgemeinen Eigenfdyaften Dder Figuven am beften
geeignet ift, fobeint das gevadblinige ober pavallele Coor-
pinatenfyftem gu fepn. Aud baben wir bereitd dic Gleidungen von
verfdiedenen Gurven in diefem Goordinatenfyfteme gefunben , wobei
ed febod) eine gang particuldre Lage in ber Figur hatte. €38
ift baper von Widptigheit : 3u geigen , wie man die Gleidung einer
Gurve im paralfelen Goordinateniyfteme erbalten fann, wenn baf-
felbe eine b eliebige Rage in ibver Ebene Dat. Diefe Aufgabe ift
nur ein bejonbever Fall der Transformation ber @Goorbinaten iibers
paupt, und Lt fich o ausbriiden : Wenn die Gleidung einer
Gurypeineinem Syfteme pavalleler Goorbinaten ges
geben ift, ihre Gleidung ineinem anbern Syfteme
folder Coordinaten gu findben — unbd nacd dem weiter
oben Gefagten (§. 7) fommt s pavauf an:  gwifden den Coorbi
naten x, y eines beliebigen Punftes bev GEbene in bem urfpriings
liden Goorbinatenfyfteme und den Coordinaten x!, y* beffelben
Punftes in bem newen Syfteme Fw e i Gleidyungen zu finden.

§. 4l

Verlegung bes SAnfangspunkies.
IWir wollen junddfit ven Anfangspunft der Coorbinaten yon O



nad O (Fig. 22) verlegen, ohne bdie RNidtung der Aven ju dn-
dern, fo baf die newen Aren X, , X/, Y,, Y’ su den urfpriingliden
XX, Y, Y parvalfel finb, und auferbem wollen wiv annehmen :
bag die pofitiven x und x’, fowie bdie pofitiven y und v’
in dbemfelben Sinne genommen werben; fo wird die Lage dev
neuen Aren durd) die Coorbinaten a, b des neuen Anfangdpunfied
O/ in Begichung auf die urfpriingliden Arven vollftdndig beftimmt.
@3 fei M eintBelicbiger Puntt der Chbene, fo fann man auf
gwei Wegen von O nady M gelangen; ndmlic) auf der geraden Linie
OM und auf ver gebrodjenen Linie 00’'M. Nad) der allgemeinen
Theorie der Projectid nen find aber die Projectionen diefer beis
ben Wege auf die Ave ber x, pavallel ju der Are der y, einanbder
gleid. Dic Projection pon 00’ iff =a, die von O‘M ift = x’
und die von OM ift = x 3 folglih x = a+ x’. Projicict man
cbenfo auf die Are der v pavallel zu der der x, fo erbdlt man
Y =b+ y. DMan hat alfo:
x=la.+x’, ; x’=x—a,£ )
y=bhb+y yy=y—b :

§—12:

Qidjtungsverdnderung dver Aren.

g feien YOX, Y/OX' (Fig. 23) vefp. bas urfpriingliche und
bag newe Avenfyfiem, OA irgend eine Gevade in ibrer Ehene, von
Weldyer aud bie Winfel in einem beftimmten Sinne, etwa von OX
gegen OY, geadblt werben, o, 83 « B vefp. bdie Winfel, welde
die Aren OX,0Y; OX/ 0V’ mit OA bilden und ibhre Lage in
ber @bene Deftimmen, M ein beliebiger Punft diefer Ehene und
MP, MP/ vefp. pavallel su ben ren der y unddery’; fo fiihren
dwei Wege von O nady M, ndmlidy OPM und OP’M. Cnbdlidy fei
OH eine Gevade, welde mit OA einen infel A ubildet, fo macdyt
fie mit OX,0Y; OX’, OY' refp. die Winfel « — A, § — 2,
@ — 3, g—A,  Projicivt man nun bdie beiden Wege OPM und
OP‘M auf pie Geradbe OH, fo find ibre Profectionen vefy, :

X €os (@ — ) + y cos (B — 1),
x‘cos (a'— A) + y'tos (B'— 1),
und da biefe Projectionen einanber gleid find; fo bat man bie
Relation «
X €08 (¢—2) + v cos (B—34) =x'cos (a'—=%)+ ¥y’ cos (' — M)y

Ednufe, Goordinatcngeomeeric. 2
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Gibt man jept A fucceffive bie Wevthe —32-, o —%, == %,
ol = g-, fo finbet man:
__ox'sin(of = 8). 4 ¥isin (8 —.8)
T sin (¢ — ) :
x'sin (¢! — a) + y'sin (3’ — a)
sin (8 — @) @

,__xsin (e — B) + y sin (B— (3’
W sin_(a¢'— ')
,__x sin (¢ — ') 4y sin (B—ﬂ)
v sin (8’ — o) e
Wenn man die Ridtung OA mit OX gujammenfallen [§fit, fo
ift @ = o, g der Winfel ber urfpriinglihen Aren, welden man
gewdbhnlidy mit 9 beseichnet, und of, g’ find die Winfel, weldye die
newen Arven OXY, OY’ mit OX madyen, und weldhe die Lage diefer
Aren gegen die urfpriinglidhen Dbeftimmen, dft man endlid) der
Riivge wegen die Accente vou of, B hinweg, fo geben die Formeln
(2) in folgeube itber :
x’sin (¢ — «) + y sin (F — ﬁ)

sin &
Skl < sin ¢+ y'sin 8|
S sin & } 3)
a2 x sin § + ysin ({3—-&)
= sin (8 — a) 2
;. — Xsine— ysin (¢ — 3)
L A sin (8 — )

Wenn F = %r b. b. bas urfpringlide Syfem vedt:
winflig ift, fo bat man:
x = x’cos « + y'cos 4,
y = x'sin « + y’sin 3;

x,:___xsin,B—-—y_cos.fj )
sin (f — «) ¢

v X sin « —I—ycosa‘
sin (f — «)

%ennbaﬁneue@pftemrecbtwinfrigiy’t,fofmmman
B=a-+ ,nbe11’-'._a+—— paben, Jm erfien Falle ift:



_x'sin (9 —a) — y'eos (& —a)
g r

sin &

G ox'sineg 4 yleosa
il sin & % ()
X! = xceosa+ yceos (& — a),
Yy ' =— xsinae + ysin (& — ),
und fitr den gweiten Fall braudt man nur — v fiir v/ su fepen.

Wenn beide Coordinatenfyfieme vedtwinflig find,

fo fann man wieder §=a+ —;—rfct}en, und man erhalt:

X =Xx'¢c08a — y’sina,
vy = x'sine + y' cosa; 6)
x‘=xcosa + ¥y sin «,
y/= —xsine¢ + ycosa.

S35
Allgemeine Coordinatenvermandiung.
D. . wenn fowodhl der Anfangdvuntt verlegt, als die Ridjtung
Der Aven verdndert wird. Die Lage ves n e u e n Coordinatenfyftemes
Y/OX/ (Fig. 23a ) beftimmt man durdy die Coordinaten a, b des neuen
Anfangspunties O in Bejug auf die fribern Aven und durd) bdie
Winfel «, 3, welde die neuen Yren 0X/, 07X’ mit ber Are OX
bilden, Menn man durd) den Punft 0/ jwei Hiilfsaren 0X,, 0¥,
legt, welde vefp. su 0X, OY paralfel find, fo bat man gwifdhen
Yen @oordinaten bes erfren Syftemes und denen bdes' Hitlfsfyfemes
die Relationen :
X =—=:a 1 X .
y=>b+y,, i Y1 =Yy — b,
und endlich jwifdien diefen und denen bdes neuen Syjtemes bie Res
lationen des vorhergebenben §., wenn man davin x,, v, refp. fiir
X,y fest. Dan erhdlt folglidh die allgemeinfien Transfors
mationgformeln, wenn man i den Relationen (3), (4), (5) und (G)
Yipe X — a und y — b fiir X, y fest.
§. 14.
Gegenfeitige Entfernung sweier Punkie,
E8. feien x’, y* bdie Goorbinaten bes erfien Punftes M’ (Fig 24),
X, ¥ die bes zweiten Punftes M, D die gefudite Cnifernung
und x,, y, bie Goordinaten von M in Besug auf gwei durd) M’
Ju ten urfpriinglidhen al8 redytwinflig vorausgefesten Aven pa=

DR
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vallele 9[1‘9“; fo tﬂ Xy = == x! unb Vo B y” o }_..r’ unb
endlid)y gibt das in P rvedytwinflige Dveied, MPM*’ die Nelation:
D=1/57 Ty =]/ E =Y @)

Wenn die Arven {dyiefwinflig find (Fig. 25), fo legt man
purd) M’ jwei Aren, wovon die eine ju der Ave der x pavallel
und die anbeve dbavauf fenfred t ift. Alsbann ift nod s

D = ]/XIIZ ‘jr )"12’
und man muf die beiden lesten der Transformationsformeln (5)

nebmen, - ‘worin @ =0, x ='x!! = X" vy = ¥y — y'if;
folglich :

Xp = (X% ='x') { [y —y') Co§id

Y, = (y" — y') sin &,
und enbdlid: ‘
D=]/(x“-x‘jQ+Ly“—y‘)"+2(x”—x‘) (y'"—vy')ecos 9, (8)

was aud) unmittelbar ausd bem Dreiede MP'M/¢ folgt.
Die Formeln (7) und (8) baben allgemeine Giiltigleit, welde
Lagen die Punfte M‘, M in der Cbene aud)y baben mogen; nur
muf man nidt unterlajjen, ibre Goorbinaten mit den geb o«
cvigen Jeiden ju nebmen.

Sn Polarcoordinaten ift bie gegenfeitige Cnifernung
sweier Punfte M/, M/’ (Fig. 26) offenbar:

MM =r = ]/9'9’4‘ gngt 291914 cos (9'"—3), (8%)

wo OM’ = o, OM"" — o*, Winfel MOX = 3 und Winfel
MY0X = 3 gefesit ift.

§. 15.

Allgemeine Gleidyung ciner Gattung von Surven.
1) Lemnidcaten. — Die Gleidung der Lemniseate in Ve«
ug auf gwei Pole ift uv = a2, wovin a eine Conftante ober
einen Pavameter beseidhnet; aber bdiefe Gleihung driidt nidt
alle Qemnigeaten aus. Denn wenn man a aud) ver{diedene Jabh-
lenwerthe gibt, fo erhbdlt man dod) nur die Lemnidcaten, welde gywei
fefte Punfte su ihren Polen Haben. Ferner haben wir gefunden (§.7),
baf bie Gleihung der femniseate in Begichung auf zwei auf eine
fpecielle Weife mit der Gurve verbundene rechiwinflige Aven 0 X7,

0°X’ (Fig. 27) folgende ift:
('3bay @)t 922 i(y '8 X120
ober: (x4 ¥'* 4 a?2)2 —4ax'? — ad =0

9)
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welde alle Qemniscaten ausbriidt, wenn man dem Parameter a
verfdyiebene Jablenwerthe beilegt, die aber befonderve Lagen in
der Ebene haben.

Nun feien OX,0Y 3wei beliebig in der Ebene ber Curve an-
genommene Aren, weldhe wiv der Einfadhheit wegen redtwinflig
vorausfepen wollen; fo wird die Lage der beweglidhen Aren 0'X’,
0°Y’ burd) bie Coordinaten p, q des beweglichen Anfangdpunties O’
und durd) den verdnderlidhen LWinfel « befiimmt, welden 00X’
mit OX bildet. Sesst man alfo in der Gleidhung (9) fiiv x’, y’
ibre Werthe:

X! =(x — pleose + (¥ — ) sina,

y'==(x—p) sine + (y — q) cos a,
i o exhielt man dbie Gleidhung:

[(x=—p)2 + (y—q)? + a?]2 — 4a?[(x — p)cose

+(y—q) sinag]? —at=o0, (10)
welde vier willfirlide Pavameter a, p, q, « enthdlt, wund alle
Lemnideaten ausdviidt, welde Lage fie in der Ehene aud) baben
migen. Diefe Gleidung (10) ift folglidh die allgemeine Glei-
hung dber Gattung der Lemnideatencuryen.

Von per Gleichung uv = a? aqusgehend, Fann man aud) duvd)
eine eingige Opevation ju der allgemeinen Gleichung (10) gelangen.
Denn wenn p’, ¢ und p’’, q** die Coovdbinaten dev beiden Pole find
und der Ausdruc (7) fitr die gegenfeitige Entfernung jweier Punfte
Denugt wird; fo evbdlt man fiiv dbie allgemeine Gleidyung der Lems
mgeaten

[(x=pP2+(y—q)*T1 [((x=p")?+(y—q')?%] —a*t=0. (11)

Dicfe Gleidhung enthdlt wie (10) vie v willfirliche Pavameter,
fo bafi beide gleidhgeltend find; und in der That ldfit fidh die eine
in bie andbere trandformiven, wenn man wifden bden vier Para:
metern bie folgenben Nelationen fejtfept :

1-,l+ pf‘ ql + ql’
2

Iq= 9 7

a—a, p—
R sreizd 1
gn = g;l at = _4" II:':p“_"p‘)2 + (‘l"— ‘|l)2}'

2) Gllipfe, Hyperbel und Parabel. Dic Gleidung
u

v = m briidt die Ellipfen , Hyperbel und Pavabeln aud, welde

benfelben Pol und dicfelbe Nidytlinic Daben; die Gleidhung
v2 4+ (1 —m?) x% — 2x' 4 d? =0

lang ¢ =
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oritct alfe Elipfen, Hyperbeln und Pavabeln ausd, aber nur in be-
fondern Lagen, unb endlid) fihrt bie Tvansformation ber Gos
ordinaten auf die allgemeine Gleidung:
(1 — m?eos? ¢ fx? -1 — m? sin? «) y* + 2m? sin « €0S axy
) O 1 (12)
mit finf willficlichen Pavametern m, d, p, q, @
Eeit man :
A it B g C fid - &
1—m?2cos?a  2mZsinecose 1—m2sin?a 0 i.e.
fo treten an bie Stelle der finf urfpringliden Parameter bie neuen
A, B, C, D E, und die allgemeine Oleidung der Cllipfen,
$Hoperbeln und Parabeln nimmt folgende Form an :
Ax?2 + Bxy + Cy? + Dx + Ey + 1 = o, (13)
Die Relationen :

’

1 — m? ¢os? a = A,
1 — m? sin? ¢ = (O,
2m? sin @ cos a = B,

geben
4(1—m?) = 4AC —-B?,
und da in ber Gleidung (12) die davafteriftijden Mevfmale bder
ElLtipfe, Pavabel und Hypevbel vefp. find:
m2i<cilpmtismcdunbim? o> 43
fo find diefefben MevFmale in ber Gleidung (13) vefp.:

B2—4AC <o, B2—4A0 =0 unp B2—4AC > o.

3) Rreife. Die Gleidung ded Kreifes in Begichung auf
redytwinflige Aven und feinen MWittelpunft als Anfangspuntt der
Goovhinaten iff : :

fo + yl2 — 1'2,
und bdie angebeutete Transformation gibt fix die allgemeine
Gleidung der Kreife :
x —p2+ y—q2=r 14
weldye nur nod d v e willfielide Pavameter, ndmlid)y bie Coorbiz
naten p, q des Mittelpunftes und den Halbmeffer r enthilt.

Wenn die Aren fdhief find, fo muf man bdic Formeln (5)
anwenden, worin vefp. x — p, ¥ — ¢ fiivr X, y gu fegen ift und
G pen Winkel der Aven bedeutet, und man evhdlt:

=P +(y—q)2 4+ 2x—p) (y—q) cos & = r?,
ober entroidelf :
x?24y?4 2xycos 3 + mx Famy--+ih = o, (15)
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Der “Rreid wird alfo allgemein durd cine Gleidhung des
sweiten ®raded ausgedriidt, wovin bie Glieder mit x2, v dvie Cins
Beit und das ®licd mit xy den doppelten Cofinug des Avenwin:
felg afd Cocfficienten haben.

Dic allgemeine Gleidung einer Curvengattung ift alfo bie=
fenige, welde fidh auf 3wei fe fte Coordinatinatenaxen besieht und
fo befdhaffen ift: Daf fie, wenn man den davin vorfommenden will
fitelihen Gonftanten ober Pavametern entfpredhende Werthe beilegt,
alle Gurven der Gattung ausdriicen fanu, welde Lage diefe in dev
Ebene audy baben mogen. Gewdpulich fucht man bie Gleidhung ber
Gurve evft in Begiehung auf befondeve Aven,. fo daf die RNedhynungen
miglichft einfach) werden — und bann begieht man pie Guroe durd
eine Goordinatenverwandlung auf beliebige fe fre Aven.

Die Angahl ¢ derin ber allgemeinen Gleidyung einer Sats
tuntg von Guvoen vorfommenden willfivliden Parameter ift deshalb
wohl ju beadpten, weil fic angibt, wiecyiele Vedingungen uv
Beftimmung frgend einer diefer Gattung von Gurven erforberlid)
find.  Sn der That mitf man, wm cine pavticulave Gurve 3u
~ beftimmen, entweber unmittelbar die Jahlemwerthe dev n willfitelichen
Pavameter , oder ¢ Nelationen gwifdhen ihnen geben.

§. 16.
Cloffification der Linjen,

Mot unterjdyeidet die Linien inalgebraifde und trangs
cendente, jenaddem ihre Gleidungen im parallelen Coprdinatens
fofeme algebraifde, ober trangcendente find. Wir wer-
ben und vorjugsweife uur mit algebraifden Curven befdhdfs
tigen. Giue algebraije Gleidung Fann immer auf eine gange
Form gebradyt swerben, wnbd ed fei:

f (xf Y) =0

eine folde Gleidhung vom mien Grape. Um die Gleidung berfel=
ben Gurve it cinem anbern Syjteme pavalfeler Coovdinaten ju ey
baften, muf man fiix x und y die in §. 12 abgeleiteten LWevthe
feen , und ba bicfe Werthe in Begichung auf x, v x/, y'linear
und von der Fovm:

x = a + dx’' + ey’

LAt S S T g
find; fo ift die transformivte Gleidyung:

f (a 4+ dg* + eyt b ffx’ 4 gy') = o



chenfalls yom mten Gradbe, fo baf aljp biejelbe Linie in alfen pa-
valfelen Goorbinatenjyftemen durd) - Gleidhungen von demfelben
Grabe audgedriidt wird, wasd als ein davafteviftifdhes Merfmal der
Yinie betradytet werden fann, weshald man die Linien audy nad
bem @rabde ihrer Gleidyungen in Linien des erften, jweiten,
bt Bt el Graves flaffificive.

Soll eine Gleidyung des mien Grades wirflidh eine Linie des
mten Gradbes ausdriiden, fo darf fidy ibr evfter Theil nidt in ein
Produft ganger Factoren von x, y zerlegen laffen. Denn wenn
man bie Gleidung auf die Form:

@(x,¥) . ¥ (X, ¥y) =0
bringen féunte, wo ¢ (x, y) vom nien und p (X, y) vom (m—n)ten
Grabde ift 5 fo wirbe fie gwei Linien ¢ (x,y) =0, ¥ X, ¥)=0
refp. von der nten und (m—njten Drdnung ausdriiden.

Wenn f (x, y) = o und F (x, y) = o 3wei gange algebraifde
Gleihungen vefp. vom mten und vom nten Gradbe find, fo erhdlt
man bie gemeinfdaftliden Punfie ber burd) diefe Gleidhungen
ausgedriidten Linien, wenn man fie ald gwei fimultane Gleis
dungen mit jwei Unbefannten betradytet. Wenn man 3. B. y elis
minict , fo exhdlt man eine Gleidung mit x, welde hidftens vom
m.nten Grade iff, und deven Wuvgeln die Abfeifien der Durdyfdynitts:
punfte findb. Die beiven Linien {dneiven fih alfo Hidftend in m.n

Punften. °
Der Grad einer Linie gibt im Allgemeinen an, in wie vielen

Punften fie von einer geraden Linie gefdnitten wird; denn wenn
man bdiefe Gerabe gur Are der x nimmt, {o ift y = o die Gleidung
perfelben, unb um y gu eliminiven , braudt man in der Gleidung
ber Gurve f(x,y) = o nur y = o ju feggen, was eine Gleidung
mit x gibt, die podytens vom mien Grabde iff. Eine Linie bed mien
Grabes fann alfo von einer geraben Linie podhftens in m Punften
gefdnitten werben.

Wenn bie dburdh) die Gleidungen £(x, ¥) = o, F(x,y) = o
ausgedviiften Linien einen gemeinjdaftliden 3neig baben,
fo baben die beiden Polynome [ (x, y), F (x, y) einen gemeinfdaft-
liden Divijor ¢ (x, y), und die Gleidung ¢ (x, y) = o driicdt den
gemeinfdaftliden Curvenyweig aud. Wenn alfo gwei nidt jers
fegbave Oleihungen diefelbe Linic ausdriiden, fo miffen fie
tdentifdy, b b. ibve Goefficienten proportional fein.

—



Orittes Kapitel.
Unterfudynng der Finien des erflen Grades.

Y
Conftruetion vev Gleidyung des crften Srabes,

Die allgemeine Gleidung ded erflen Gradbed gwifden givei Bers

anderlidhen x, y ift:
Ax + By 4+ C = o, (1)

worin A und B nidt uglei) Null fein fonnen, weil jonft aud
C = o wire. Wenn A = o, oder B = o ift, fo reducivt fich
dic Gleidhung (1) vefp. auf:

y=a-g-=b, obcrx:.—%—:a’,
und wenn B nidit = o ift; fo fann man fie auf die Fovm:
y=ax + b 2)
bei S A C ; ¢
tingen, wenn man a = — i unb h =— B fest. Beide Formen

Wwerden wir gleidzeitiy anwenden. ~

Die Gleidung y =b bdriidt offenbar eine Pavallele jubder
Are der x und die Gleidung x = a‘’ eine Parallele jur Are der y
Wws. Wenn b = o undb a’ = o wird, o reduciven fid) diefe Gleix
dungen auf y = o, x = o und driifen refp. bie Ure der x und
e ber y aus.

Wenn in der Gleichung (25 die Grfie b = o ift, fo reducivt

fle fig aufy =ax ober £ = a, b. y. bas Berhaltnif swis

fhen ver Drdinate und Abfeiffe fedes Punkies des
Entfpredenden geometrifden Orted ift conftant
Und = a, Wenn a pofitiv ift, fo faben y und x gleidye
Seidyen, und folglidh fiegen alle Punfie ded Ovted in den beiden
‘gﬁiufcrn- YOX und Y,,0X, (Fig. 28). Mimmt man eine belichige
Abfciffe OP und giebt burdy ben Punft P cine Pavallele ur Are
ber y, fo fann man auf diefer Pavallele tmmer einen Punft M von

3 >
loldyer Befdaffenbeit finden, daf '—yT],—= a, alfo M ein Yunft des

ﬁ‘;?’"“tifff)fn Ortes ifi.  Conftruirt man cbenfo verfdicvene Punfte
M biefes Drtes, o bat man:
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P! WP < APl
1] R Cheena i

Die Dreiede OPM, OP'M/, OP”M*, , . . {inb alfo cinanber
ahnlid, mithin die Wintel MOP, M‘OY/, M“OP“, RN
ander gleid, und folglidy liegen die Punfte M, M/, MY, . . .
alle in berfelben bdurd dben Anfangspunft O gcbenben Geras
pen A A, welde folglid) durd) die Gleihung y = ax auggebriidt
wird, roetl man vermittelft derfelben immer beliebig viele Punfie
piefer ®eraden erbalten fann.

MWenn a negatiy ift, fo haben die Coorbinaten y, x ents
gegengefegte Jeiden, und folglidy liegen alle Punfte ded Drted in
pen Winkeln Y,0X, YOX, (Fig. 29). Conftruirt man verfdie-
pene Punfte M, M/, M”, . . . deffelben, tvie vorhin, To hat man:

MP M/P! " — P g

—0P  — 0P/ G OP"

©ober s
MP | MPY_ M/PY

e = —
.

WP ~0P=: ¢ 0PV
und folglid liegen alle Punfte beg Orted in einer durd) ben An-
fangspunft O gehenden gevabden Linie A A,

Werden nun die Varalelen PM, P/M/, P/M/, . . . gur Ave
per y verldngert, unb von den Punften M, M/, MY, . . . aus in
ber pofitiven, ober negativen Ridtung , jenadybem b p o-
fitiv, oder negatiyv ift, dic Langen MN, M'N’, M//N‘ .,
genommen, beren abfoluter Werth bem von b gleid) ift; fo mirb
per Ort der Punfte N, N/, N, ... durd) bie Gleidung y=ax+h
audgebriidt. Diefer Ort ift aber eine ju A,A pavallele gerade
Qinie B, B, und mithin driidt dic Gleidung y=ax-+b bdie G e-
tade B,B aus. Jebe Gleidhung des eviten Grabdes
mit gwei Bevdnderliden x, y dridt alfo eine gevade
Linie ausg.

§. 18

Gleidyung ciner Geraden.

Umgekehrt: die Gleidhung jeder gevaden¥inie ift vom
erften ®rade.  Denn wenn die Geradbe gur Arve ber x, ober der
yparvallel ift, fo ift ibre Gleidung vefp. y = b oder x =¢,
und wenn fie durd) den Anfangspunft gebt und mit feiner der beis
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ben Aven gufammenfillt; fo hat fie eine der Lagen A A (Fig. 28
u. 29).  Argbann hat man
MBS WP MP“ )

b. b. 3k =1,
= =i X
“ 0P OP/ T —OP"
wo aeine Conftante iff. Die Sleidung der Geraden ift folgs
lih y = ax. Jijt die Geradbe gu feiner der Aren pavallel und gebt
aud) nicht dburd) den Anfangspuntt, fo ift ihre Gleichung:
y = ax + b,

tweil ipre Drbingten die gu benfelbent Abfeiffen gehdrigen Drdinaten
der. burdy ben Anfangdpunkt su ibr gejogenen Pavallelen um bdies
felbe conftante Gréfe b dibertreffen.

Die Gleichung jeder geraden Linie, welde nidht duvd) den An-
fangdpunft gebt und 3u Feiner bder Coordinatenarem pavallel ift,
bat alfo bie Form:

_MP '—-M’P"_ M”P“ S

y=1x + b; (2)

ober fann wenigitens immer auf diefe Form gebradt werden. Die
Couftante b ift die Drdinate ded Punftes, wo bdie Gerade bie Are
ber y fdneidet, und witbdie Drbinate im Anfangspunite
genannt, Die Conjtante a hangt blod vyon der Ridtung der Ge-
vaben ab, ift fiiv alle pavallele Gerade diefelbe —~ und heift
deghalh der Ridhtungsdcoefficient. Denn fiir die durd) den
Anfangspuntt gesogene Pavallele A A (Fig. 28 u. 29) pat man,
wenn £ AOX = ¢ und £ YOX = & gefetst wird:

.= ks _MP _  sinMOP __ sin
B OP — . sinOMP . sin(I—ea)
S MP_ sin MOP __ sine __ sina

AT 3T SOPT SlOMP. s sn o=
@8 ift alfo in aflen Fallen:
siir ¢

= sin n(9—a) £en
wovaus folgt:

a sin & — A sin 9
T1+acesad B—Acosd )
Wenn die Arven vedtwinklig find, jo wird:

Lo il s
ang o« — a = l;-

tange =

Umgefehut : wenn bie Orbinate b im Anfangspunfte und der
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Winfel « gegeben ift, welden die Gerade mit der Ave der x bilbet
fo ift biefe Gerade vollftdndig beftimme, unbd ifre Gleidhung in fdief
winfligen Goorbinaten:
sin o
Y= sin (3_;-&3 P
und in redtwinfligen Coorbinaten:
yi==itang e .ix + b,
Daf der Ort einer Gleidhung ded erften Grades:
Ax + By + C=oober y=ax + b ()
cine gerabde Linie ift, [aft fidh audy wic folgt geigen: E8 feien
x/, vy unb x*, y* bie Goorbinaten ivgend gweier Punfte die-
fed Ortes, fo miiffen fie der Gleidhung (v) geniigen, fo dbaf man hat :
Ax’ 4 By’ + C = o ober y' = ax’ + b,
Ax' 4+ By''4+ € == o ober y"/= ax'’4 b,
woraus folgt:

Denft man fidh) nun die beiden Punfte x*, y) und (x¥, y)
burd) eine gevabde Linie verbunden, und begeihnet « den Winfel,
weldyen fie mit der Ave dev x madyt; fo ift in fhiefwinfligen
Goorbinaten nady dbem Obigen :

yHsm gt ¢ UThoghy w2 IR
X" — x'_ sin(9—a) B
woraug folgt :

= a,

asin gt — "= ABnY
1 +acosd B—Acosy
und in vredtwinfligen Coordinaten:
tang:;:a:—%.‘
Hicvaus fieht man: daf die gevade Linie, welde jwei belie-
bige Punfte ded geometvifhen Orted dev Gleicdhung (1) oder (2)
verbindet , einen conftanten Winfel mit der Are der x bilbet,

und mithin diefer Ort felbft eine gerade Linie fein muf.

§. 19.

©3 ift beveits bemerft: dafi die Lage ber duvd) die Oleidung :
Ax + By + C=oobery =ax + b

- auggedritdten Gevadendurdy die Conftanten a = — %— undb b =

tang ¢ =
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5 (ﬁ_ befrimmt wird. Man fann aber die Lage biefer Geraben audy

daburd) finden s baf man ihre Durdidnittspuntie (o, y,), (xo, 0)
mit ben Eoorbinatenaren fudt, indem man in der Gleidung fuc
ceffive X = o und y = o fest, wodburd) man
Vb= —g =bud x, = — —=——
erhdlt. Diefe Bejtimmungdart ift aber nidht mehr antwendbar, wenn
die Gleidung bdie Form bhat:
Ax + By = o ober y = ax,

weil man y, = o0, X, = o erhalten wiirde, wobdurd) die Lage der
Geraden, welde durd) den Anfangspuntt geht, nidyt vollig firivt wird.
Jn diefem Falle wird jebod) die Lage dber Geraden durdy die Con-

ftante a = — % affein beftimmt.

§. 20.
Andere Formen der Gleihung ciner Geraden,
1) Wenn man x,, v, in die allgemeine Gleidung dev Geraden
einfiibrt, fo befommt fie folgende Form:
Y =1 5)
Xoimisd 0 4
2) Wenn man in der Gleidung:
y=ax 1+ b

S 2. bet vedptwinfligen Coor-
€oS a

fiiv a feinen Werth tang ¢ =

dinaten fegt, fo erhdlt man:
ycosac—XBita=Dhcosa=p, 6)

Wo p dad aus dem Anfangspunfte O (Fig. 30) auf die betvadtete

Gerade A, A gefillte Perpendifel OQ bedbeutet.

Dieje Form der allgemeinen Gleidung einer Geradben ers
8ibt fih audy fofort burd Covrbinatenvermwandlung aus der Gleidung
X = p per Pavallele gur Are der y, indem man die Aren um
den Winfel — o drehet, alfo y cos @ — X sin a fiir x fegt,

3) Wenn man auf dex Gevaden A, A (Fig. 31) einen Puntt M,
Annimmt, fo muf man von bdiefem Punfte qus swei einander ges
tade entgegengefepte Ridhtungen MoA und MyA, unterfdeiden,
Und wenn «, 3 refp. die Winfel bedeuten, welde M A mit 0X,
OY bilvet, x,, vy, die Goovdinaten des Punftes My, x, y bie eines
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beliebigen Punfted M von M, A und o die Linge M, M; fo
ift bie Gleidung von M, A in vedtwinfeligen Coordinaten.

== — oy Co0s8%2a.} costpi= 1.
cos o cos 3 4 J

Um bdie Gleichung von M, A, ju exbalten, miifte than bie
Seidhen von cosc und cos 3 verandbernm, ober o negat iy nebmen.
Die Gleichung der gangen Gevaden A, A ift alfo:

e e ]
cose  cosB D

4) Wenn e, B die Wintel bedeuten, welde dag ausd dem An-
fangdpuntte O (Fig. 32) auf bie betradtete Gerade A, A gefiillte
Perpendifel OQ = p mit den {hiefrwinfligen Aren OX, OY Dbildet,
fo bat man offenbar:

P = X, COS o ="y, ‘@08 B}
WO Xo, Yo vefp. bie von den Aven der x und ber y durd) die Ge-
rabe A, A abgefdhnittenen Stiide Begeidhnen, und bdie Gleidung
der Geraben A, A ift folglid), wennw man dbie Wevthe von x,, v,
in. die Gleidung (5) fept:
Xcosa + ycosfB = p,a+ fi=o. (8) :

§v=200

Allgemeine Gleidjung der durd) einen Punht (x/, y*) gehenven Geraven,

Da bie Gevabe dburd) den Punfi (x’, v') gebt, fo miffen x’
und y* der Gleidung:
Ax + By + C=oobery=ax + b (1)
geniigen, fo dbaf man bat:
Ax’ + By’ + C=oober y' = ax’+b (19
purd) welde Relation einer der beiben willfirliden Pavameter, 3.

B b= _SP:— al3 Function Pes andern a = — g— beftimmt wird,

welder allein willfirlidy bleibt, 1m ben erften 3u eliminiven,
braudyt man nur (1) von (1) abjuziclen , wodurd) man die Glei-
dung :

A (x—x)+B(y—y)=o0 ober y—y'=a(x—x") (9)
erhdlt, worin blog nod) der eine willficlide Parameter, ndmlid) der
Ridtungsdcoefficient yorfommt, und welde alle durd) den’
Punft (x’, y*) gebenden Gevaden austviidt, Diefer Gleidung ge-
fibiebt in der That dburd) x = x/ und y = vy’ Geniige.



I g

§. - 21.
Gleidung ciner Gevaven, weldye durd) cinen gegebenen Punht (x’, y') geht unp
mit dev HNee der x cimen gegebenen Winkel c¢ bithet.

Diefe Gleidung ift offenbar in fdhiefwinfligen Coordinaten

Yoyl = s—-—-—--m*‘(';ia) (x —x9), (10)

und in vedytwinfligen Coorbinaten:
Yy—y' = tanga (x — x*)’

ober 1)
(v —y)cosa—(x—x')s8ing = o. )

Diefed find offenbar audy die Gleidungen einer Geraden,
Welde dburch einen gegebenen Punkt (x/, y‘) geht und
dueiner gegebenen Gevadben, die mit ber Abfciffen:
areeinen Winfel a bildet, pavallel ift.

§: 22
Gleidyung ciner durdy wet Punkte (x4, y), (2, y'') gebenden Geraven.
Soll bie durd) ben Punft (x’, y) gehende Gerade (9) audy
Vued) ben Punkt (x“, y*') geben, fo miiffen x, y*/ ber Gleidhung
(9) geniigen, wenn fie fitv x, y gefest werben, und man hat folgs
lihy die Gleidhung :
A (xu 3.‘) + B (y”—-y"):o pher y“‘__yl =g (x”—x"),

und wenn man fiir a = — %ben fidy aus biefer lefiten Gleidhung

4

L
ergebenden Werth i“ _i in (9) fesit; fo erhdlt man fite die vers

langte Gleidung:

; yi
. ‘
e { = xt —xi CX—XJ,

L

(x— "J y— (yu__yf) x+x’ yn Jylmo.,

Wenn ciner der gegebenen Punfte, etwa (x, y*), der Anfangs:
bunft, alfo x* = o, y’ = o ift; fo vebucirt fih dic Gleidjung
(12) auf:

yu W
y=-xperx"y— y'x='0

xll

ober :

Wenn endlid) ber eine gegebene Punft (x/, v auf der Are
der x und ber anbere auf der Are der v liegt, alfo y' = o und
X! = o ift; fo wird die Gleihung (12):
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x'y + ¥y x.= xi§li=0,
obev:

yu‘+_-_1

fibereinftimmend mit (5).

Soll die durd) die Punfte (x*, ¥), (x*, ¥ gebende Gerade
aud) durd) den dbritten Punft (x/*, y*/) geben, fo miiffen feine
Goorbinaten x4, y'/* der Gleidung (12) geniigen, und man bat
folglich gwifcdhen ben @oorbinaten dreier in geradber Linie
Tiegenber Punftie dic Bebingungsgleidung:
.)_’_‘..—_‘_ (\”’—-x 3 (13)

\i‘

ynl y! p—

§. 23.

Parallelismus und Perpendvikularitdt jweier Geraden.

Gollen 3wei Gevabe:
Ax 4+ By 4+ C = o0 obet y = ax + b,
A'x+ B/y+ C‘= o ober y =a‘x 4 b’

au einander parallel fein, fo muf a = a’ ober

)]

gy
B B'
fein, weil nad) dem Obigen (S, 18) in vedhytwinFligen Coordis
naten % g

tang a = a = — & {angia’ — 8! = —

i.'r
and in fdhiefwinfligen
sin ¢ ° A sin o' A
—— ==y —— — == —
sin (9—a) B " sin (4—dc) B

ift. Sollen dic beibeu ®eraden (B) aufeinander fenfredt fein,
fo muf e’ = «a ot 5 fein, alfo:

tanga! = — cotg a ober tang . tange’ =— 15  (14)
folglich ift die gefuchte Bebingungsgleidung bei redtwintligen
Goorbinaten :

' 1 A’ B
a.a'=—1, alfo: a'=— = odber B (15)
und in fdicfwinfligen Goordinaten ift (. 18):
asingd . —Asind
tanga_l-i—ams& T B —"Acosd’
alsind _ —A'sing

tang ¢! =

1 Fa'cosd B — ATCos 3’
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mithin die verfangte Bedingungsgleidung :
(1+acosd) (1+ a'cosJ) 4 aa’ sin? 9 = o, l
ober : : (16)
(Acosd—B) (A’cos —B’) + AA'sin! 9 =, ;
ober:
A'(A — Beos3)+ B’ (B — Acosd) = o,
Wo @ a und G ipre fribere Veveutung haben (§. 18).
Aug bdiefen verfdhicbenen Bedbingungen folgt: 1) im vedt-
winfligen Syfleme, dafh: ~

Ax+By+C:00Der: y = ax +h i (18)
Ax + By + C'=-o Yo—=iax L T/
gwef parallele Gerabe, und:
A U e, T U LR
BX—-AY‘l’C":ﬂ y=——1x+b“(19)
a

dwei aufeinanber fenfred te Geradbe ausbriiden, und wenn bdie
Darvallele, ober Senfredyte durd) einen gegebenen Punft
(x‘, y') geben foll; fo find ibre Gleidungen vefp.

A (x-x)+B(y-y)=o0 ober y—¥'=a(x—x’), (20)

Bx-x)—A(y—y)=o0 obery—y'=— é-(x—x’). (21)

2) In fdyiefwinfli geﬁ Goordinaten bleiben die Gleiduns
gender Pavallele diefelben, und die der durd) dben Puntt (x’, y*)
gebenden Senfrediten werben:

— (B—A cos 3) (x—x) 4+ (A—B cos 9) (y=y")=o,

pber ¢ 2
PR e L - (22)
i e a + cos 9 & =X
§. 24,

Durdyfdynittspunkt Jweier Geraven.

Um bie Goordinaten biefes Durdfdnittpunttes ju crpalten,
braud;t man nur x und y aus den Gleidhungen
Ax + By + C = o, i y=ax + b
Ax+ By+ C=o Yy =a‘x 4+ b’
der beidben Geraben abjuleiten, weil diefe Oleidyungen fiir diefen
Punft greidsgeitig erfiillt wesben mitfen. Man findet leidpts

Sdnufe , Coordinatengeometrie. : 3



B'C — BC/ o b=
e S T 1 S L e e e d )
ﬁ,lé i:lé, ober: al?‘ i :’h (23)
N AB" A:B Yars s ot T %
S 25,

Winkel 3weier Geraden,

&8 feien:
Ax + By + C = o, ober: y =ax + b,
A'x+ Bly+ C'= o y=a'x+ b’
bie Gleidhungen der beiden Geradben, und ¢, @, ' vejp. dic Winfel,
weldhe fie unter fidh und mit der Ave der x maden; fo iff ¢ =
+ (e’ — a), foIincb:
tang ¢’ — tang «

AR 1 + tang o' tang «.
PRun ift aber (. 18):
lang a = il Sl tang of — A% Sl
fLacos 9’ > 1+a’cos g’

und wenn man biefe Werthe in den Werth von tang ¢ fubftituirt;
fo erhdlt man:
tang ¢ = = (@' — a) sin &
~ 1+ aa’+4 (a-}a’)cosd

3 (AB' — BA') sin & Qb

i A AA’+ BB'— (AB'+BA' cos &
Wenn die Aren vedhtwinflig find, o bat man:
a'—a AB’ — BA’
155 T imarraee = B
Die beiben gleihen und entgegengefeyten Werthe von tang ¢ be-
siehen fih auf die beiden Nebenwinfel, welde die beiben geraden
Linfen mit einanbder bilben.

Solfen bdie beiden Geraden aufeinander fenfredit fein, fo muf

@l== 72‘—, alfo tang ¢ = o fein; folglid in fdhicfwinfligen

tang =1

Goorbinaten
1 4+ aa' 4+ (a4 a)cosd=o
ober 3
AA’ + BB’ — (AB’ + BA’) cos 9 = 0,
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und in redytwinfligen Goordinaten:
1 + aa’ = o ober AA’ + BB’ = o,
tibeveinftimmend mit §. 23, ;

Gosalt,

Linge ves Perpendvihels von cinem gegebenen Punkte auf cine gegebene Gerave.

Wenn (x,, y,) der gegebene Punft und:
Ax +By 4+ C=oobery=ax + b (1)
die Gleidung bes gegebenen Gevaben ift, fo ift nad §. 23 bie
Oleidyung des von bdiefem Punfte auf diefe Gerade gefallten Pevpen-
difels in redhtwinfligen Coordinaten:
.V_le_';]:'(x“‘”xl) )

] ober: (26)

Aly—y1)) —B(x—x,)=0 s
und wenn man bic Gleidungen (1), (26) als fimultane betrad-
tet; fo find bdic fid) davaus crgebenden Werthe von x, y die Coor-
dinaten bed Durvdfdnittspunitesd beider Geraden. Um aber
bie Glimination leidyter gu bewirfen, bringe man bdic Gleidyung (1)
auf die Form g
A (x—x;) +B (y=¥ )+ Ax, + By, } C=,,
ober: ()
Yo ¥i=ai(x—x) 1 ax; iy, by (
algbann ergibt fih ausd (26) und (u) leidt:

a —ax; — b 1—ax;—b
M= e ==l S Y an

woraus fid x, y leidyt evgeben.

Gept man nun die Werthe (27) von x—x, und y—y, in den
Allgemeinen Augbrud der gegenfeitigen Cntfernung gweicr Punkte
x4 7.2 (%, 7)), Do B W2

- ]/(x = Xty Vil
fo erbatt man:
P

Fuiri 8%y b

"/1 4 a?

Ax, + By, + 0
ESEES
Wo dag Jeidhen fo gu nehmen ift, baf P pofitiy wirt.

3¢

I
I+

8. (28)

i
4
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Wenn die Coordinaten {dyiefwinflig find, {o ift bie Glei:
dung des Perpendifels:
— 1 — acos

Y—Yi= R fcos D (X =%,), (29)

unb wenn man diefe Gleidung mit (u) verbindet; fo findet man:
(a 4 cos 9) (y, — ax; — b)
1+ a% + 2acos & 4
v . —(1+acos3)(y, —ax,—b)
¥ YA 1+ a2 + 2acosd 3

Sept man diefe Werthe von x—x,, y—y, in dben Ausdrud:
Bes V(x—xl)’ + (y—y )2+ 2x—x,) (y—y,) cos &
ber gegenfeitigen Entfernung gweier Punfte (x,y), (X, ¥ in

fdiefwinfligen Goorbinaten, fo erhdlt man nad) verridyteten Res

buctionen
B (y, — ax; —b) sin &

% 1/1'?7=_1|—_2 acos
_ 4 (Ax, + By, +C) sin §
' 1/ A?+B?—2 ABcos &

x—-xl (-~

30)

(31)

LWenn der Puntt (x,, y,) der Anfangspunkt, alfo X,=o0,
¥y =offt, {o vebuciven fih die Ausdriide (28) und (31) refp. auf:

+ b Sir. C
P . m——r e _t e
J/1+e }/ A+
Pt b sin i C sin 9 )

Vﬁ—a’—[— Jacosd _VA2+B= —2ABcosd

§. 27.

£inge L cinec Geraden, welde mit ver HAre ver x cinen Winkel F bitver yny pon
sinem gegebenen Punkte (h, k) nod) eines Geraven Ax - By+C=o
gesogen ift.
Wenn (x,y) der Durdhfdhnittspuntt der beiden Geraden ift, fo
ift offenbar in redytwinfligen Coordinaten :

x-—.—h—i—Lcos&,y:k—}—Lsin&,
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und wenn man biefe Werthe in die Gleidung Ax + By +C=o,
welder fie genligen miiffen, fubftituirt; fo exhdlt man:
L (Acosd + Bsind) + Ah+4+Bk+ C=o;
folglich «
. — (C+ Ah + Bk)

s Aeos & 4+ Bsing’ (3

§. 28.
Gleidung ciner Geraden, weldje mit ber Geraden Ax 4 By + C = o
cinen gegebenen Winkel ¢ bilvet,

Wenn o’ ben Winfel bebeutet, welden die erfte und « den, wels
den die gweite Gerade mit ber Are der x bildet, foifta’=atg;
folglidy : :

>

+t
tang a + tang ¢ ole

1 +iang ¢ tangg

lang o’ —
1%

LS

. tang ¢
_ —AcosgzBsing
" Beosg + Asing
Tun fei:
Ax + By +C =o0

bie verlangte Gleidung in redtwintligen Coordinaten, fo wird
i

biefelbe, wenn man den vorhergehenden Werth von tang o = — 5
fubftituice s
(Beos g+ Asing) y+ (A cos 9 i Bsing) x4+ C=o0. (35)
Die dhnliche Gleidung in fdiefwinfligen Coordinaten ju
finben.

§. 29.

Gleidung der Geraven, weldye durd) den Ducdyfdynittspunht ver beiven Geraven
Ax + By + C =0, A's 4 By + C' = o gept.
Diefe Gleidung ift offenbar :
M(Ax+By+C) + N (A'x + B’y + C' =0, (36).
Wo M und N willfiiclidhe Pavameter find, und ed ift fofort ein-
leudytend, daf bie burd diefe Tente Gleidung ausgedriidte Gerade
durd) ben Durdydnittspunit bdev beiden gegebenen Gevaden geht,
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weil bie legte Gleidung bdburd) bdiefelben Werthe von x, v evfiillt
wird, welde den gegebenen Gleidungen geniigen. Die gefudhte
Gleidyung enthdlt eigentlid) nur einenwillfiiviofen Parameter, weil
man (36) immer dbuvrdy M, ober N bividiven Fann, obne ibre Al
gemeinbeit ju befdrdnfen, fo daf die Gleidung von bver Form:

Ax + By + C+L (A’ 4+ By 4+ C) = o (36)
ift.

S 30
Winkel sweier Widhtungen.

Wenn «, 8 und o, B/ bie Winfel begeidnen, welde die beiven
Ridytungen (halben Geraben) mit den redytwinfligen Coordi-
natentaven bilben, und man denft fidh durdy den Anfangsdpunft O
(Fig. 33) gwei Pavallelen ju diefen Geraben gejogen und auf den:
fetben vefp. bie willfiivliden Ldngen OM, OM‘ genommen; fo gibt
bag Dreied OMM‘ :

OM2OM‘2-MM‘2 _ X2y 2x/2 4y 2 (x=x")2=(y-y’)2
20M.0M° HEv
2 XXE ) Ny
SRR | U
wo x,y; Xy vefp. die Coorbinaten der Punfte M, M’ und 1,1
die Lingen OM, OM‘ bedeuten. Folglicy ift:
cos ¢ = €o0s « cos a’-}cos 3 cos j'. (37)

(I

cosp=

§. 31.

Polargleidyung einer Geradven.

@3 fei O (Fig. 34) ber Pol, OX bdie Polavare, M ein belie-
biger Punkt der Geraden AA,, deven Polargleidung gefudt wird,
OP = a, Winfel MOP =3, Winfel MPX =3 und der Radiug-
vector OM = ¢; fo gibt dag Dreied MOP fofort:

0 sin 3 ] a sin B
e e SRRy 5 ol N e
ey e L el g

weldes die Polavgleidung der Geraden AA, ift.

Dbder man febt die Werthe x = ¢ €08 &, y = o sin F in
pie Drthogonalgleidhung
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Ax+By+C = o ober y = ax+b
ber Gevaden , wodburd) fidy evgibt:
Beae oM DAt ab s -
= Acosd + Bsing ®~ §ind — acos I

Umgefehrt fann man, wenn die Polargleidung einer Gevaden
gegeben ift, lesteve Yeidyt conftruiren.

Die Lage ber Geraden AA; wird offenbar {don durd) dben
G=o entfpredenden Werth OP =a von o undb durd) ben g —=o0
entfpredhenten Werth NOP = § vou & volljandig beftimmt.

Wenn OP (Fig. 34a) fenfredt auf AA, if, ZP0OX = ¢,
ZMOX — & und OP = p gefept wird; fo gibt das vedtwing
lige Dreied MOP :

ocos ( —a) = p, alfo: ¢ =

G B
cos (9—a)
als Polargleihung der Gevaben AA,.

So2s
HNufgaben und Lehrfihe sur Ucbung,

1) DieFladeF desd Dreiedes BPB’ (Fig. 35) su

finden, wenn die Gleidungen:
y = ax+b,y = ax+D ()

ber Geradben BP, B'P gegeben finbd.

9Wenn man 0Q fenfredt auf OY gieht, fo ift offenbar:

2F =BB’.PQ = (0B—0B") PQ=(b—h") PQ,

und da PQ nidyts andevs ift, ald die Abfeiffe x ded gemeinfdyafts
ligen Punftes P Dder beiben Gevaden BP, B‘P; fo muf man x
aug den gleidzeitig frattfindenden Gleidungen (o) fuden, woburd
man exhalt: ' 2

e
X = a a‘ -
Alfo if endlidh:
(b bl)?.
T = i TT.

9) Die Glade F eines Dreiedes PPPY (Fig. 36) 3u
finden, wenn die Gleidungen:
y = ax-+b, y =a'x+b’, y=a'x+b"
feiner drei Seiten BP, B'P/, B/P" gegeben finb.
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© Berldngert man bdiefe Seiten, bis fie die Are OY refp. in

B, B/, B {dneidben, fo ift:
F = BPB’' 4 B‘’P'B’ — BP'B*,
und fo!inc@ nady ber vorbergebenden Aufgabe :
[(h-—- bl AR ith = hf')z] :
o a’' — a'f e il
3) Die Flade F cines Dreiedes PP'P (§ig. 37)

burd die Coordinaten x,y; x, y/; x, vy feiner € ¢
punfte P, P, P’ augsudriiden.

@8 ift offenbar:

F = PMM'P’ + PPM'M“P'* — PMM‘ /P

=2y HY) ¥ —x)+ 3 (v +y ) (x=x) -4 (¥ "+y) (x'*-x)

=30y +Y) (X'=x) - (y""4y) (x-x)+ (y+y'D (x-x') 1.
®ang auf diefelbe Weife erhalt man fir den Flideninbalt F eines
beliebigen Bieledes, deffen Eckpuntie die Coordinaten x, y; x’,y%
x“, y*' ... . xn, yn baben, den fymmetrijden Ausdrud:

F= 40y +y) (X' - X)HY 4y ) (X =Xy -y ) (x = x*)
+ ...+ (y+yn) (x—xn)].

Bei diefer Fovmel ift su bemerfen: bdaf die Ccdpunfte bes
Bicledes, wie fie in dbemfelben Sinne aufeinander folgen,
numevivt werden miiffen. Dag Bieled braudt jedod) nidt in
pemfelben Winfel der Coorbinatenaren ju liegen, fondbern diefe
fonnen bdaffelbe beliebig duvdifdhneiden, obne daf die Formel un-
braudybar wirb. Denn wenn bdie Aren dbas Vielect nidyt durdye
fdneiden und man Laft jie fidh vavallel ju fid felbf fo
weit fortbewegen, bis fie dbas Bieled durdyfdyneiven ; fo geben bdie
Goordinaten X,y 5 X'y ... vefp. in x+a,y+b; x‘4a,
y' +bj . . . diber, woburd) aber bdie Formel nidyt verdndert wird,
weil fid) alle Glieder mit a und b gegenfeitig aufheben.

Wenn fid) die Seiten des BVieledes dburdhfreuzen, fo wird
bie Formel unbraudbar. Uber alsbann fann man die Goors
dinaten ber Durd)frensungepunfte nady dem BVorbergebenden leidyt
finben, und die Sovmel auf die eingelnen Theile deg Vicledes an-
menben.

4) Den geometvifhen Ort der Punfte ju finden,
weldevon jwei gegebenen Punften x4y, (x, y')
gleidhweit abftepen.

0) Denmgeometvifden Drt der Punfte yufinden,




Welde von gwei durdh ibre Gleidungen gegebenen
Gevaben gleidweit entfernt find.

6) Wenn die Gleidung y=ax + b einer Geraden
und auferbhalb devjelben ein Punft (x), y) gegeben
tft, burd biefen Punft eine Gerade gu jichen, welde
mit dber erften cinen gegebenen Winfel bildet.

7) Durd) einen Punft (x’, y) eine Gerade 3u ziehen, welde
mit swei gegebenen Geraden y=ax+4h, y=a‘x+4 b’ gleide
Winfel bilbet.

8) Wenn dbie Gleiddungen gweier Gervaden fols
genbde find:

ycosae — Xsine = p

ycosa! — xsine’'=p/,
du jeigen: baf dbie, den von ihnen gebildeten Winfel
halbivende Gevade dburd) die Gleidhung:

ycosa — Xxsina—p = ycosa’ — xsina’ — p’
auggebridt wird.

9) €3 ift B (Fig-38) ein fefter Punftindber Are
OY, Qcinbeweglider Punkft in der Are 0X, ZBOP

=00° und basd BVBerhdiltnif BO:QP conftant; man
foll den Drt des Punftes P findben,

10) Wenn O (Fig. 39) die Witte einer Seite YY' eined
Dreiecfes YX Y ift, und durdh irgend einen Punft M von OX bdie
Geraven Y'P, YP' gesogen werden, su aeigen: baf PP’ ju YY’
Pavallel ift und OX in den Punften M, N hbarmonifd ge:
theilt wird, b, b. fo: baf die veciprofen Werthe von OM, ON
~umd OX eine avithmetifhe Proportion bilden.

Nimmt man OX und OY 3u ven Goordinatenaven, fett OY
= 0Y’' = b, OM = a und OX =a’,; fo find die Gleidungen
Yon YP und YX refp. ¢

X Y. X Mo

mive < e b
- Biie ven Punft P finden biefe Gleidungen gleidgeitiyg fat,
und durdy Addition ergibt fich davaus:

1 1
Ly D)emts o
Mfo die Abfeiffe x des Punftes P :
2 aa’

= afar
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Die Gleidungen von YP’ und 'YX find ferner:

X Y X Vg
T B T SRR
wovaus fid) ebenfo fixr bie Abfeifie des Punfies P ergibt
L5650 DHy!
T a~-a’

Dic Punfte P, P/ haben alfo diefelbe Abfeiffe, und mithin ift
PP/ pavallel ju YY'. Cudlid) ift nady (v):

1 £ C AT

B e T
woraus erbellet, daf —{- bag arithmetifde Mittel jwifden ai, ?:.7
ift, alfo a, x, a‘ eine barmonifde Proportion bilden, wie aud
{dhon aus dem Werthe von x felbft erbellet (f. §. 34).

11) Wenn von den beiden fidh fdhneidbenden Ge-
vadben OX, OY (Fig. 40) dic cine OX von dben von bems
felben Punfte P ausgehenden Gevabden PB, PB/, PBY,
cecharmonifd getheilt wird, fowird aud) die
anbeve OY dburd) biefelben Gevaden barmonifd ges
theilt; b. b. wenn OA, OAY, OAY/, . . . eine barmoni:
fdhe Progreffion bildben, fo bilden audy OB, OB/,
OB .. .cine folde.

€3 fei OA = a, OA’ = a,, OA" = a,, . . «3 OB=b,
OB’ = b,. OB =b,, .. . und h, k bdie Coordinaten des
Punftes P ; o find die Gleidungen von AB, A‘B! AUBY, S,

refp.
5 e R Xy d
- + b l’a,+b,_1’ 0%
unb ba fich diefe Geradben alle in P fdyneiden , fo bat man aud);
h K el K%
g - F-_l'.:): o b—l—'ir”'
Aus dicjen lepten Gleidibeiten ergibt fidh durd) Subtraction :
o 100 L ity it s 4y
(n a_l) h + (b___[)_l)k_o,(a—l 32) ll-l‘- b—l E) l\-—vﬂ, 2,
unb da a, ay, a,, . . . eine harmonijde Progrefiion bilven 3 fo ift:
L e |
a E; —— R T S
alfo aud-:



= B, =

1 | i
s g P
und mithin bilden b, by, by, . . . eine harmonijhe Progrefjion.

12) Die beiden Winfelfpigen A, B eines bewegli
hen Dreiedes ABC liegen ftets in jwei fefien Geras
den OX, OY unbd dbie NRidtungen dber Seiten diefesd
Dreiedes gehen ftets dburd drei fejte, in gevaber
Yinfe liegende Puntte; man foll jeigen: baf {id bie
BWintelfpipe C frets aufeiner dburd O gehenden Ge-
vaben befinbet.

Die Gleihungen der Geraden AB, AC, BC in Begiehung auf
0X, OY als Aven feien refp. :

o x By 1, (1)
ax + By 154029
a’x + gy =1. (3)

Da AB und AC fid) auf OX {dneiden, fo miffen bie Gleis
Bungen (1) und (2) fiix y=o denfelben Werth von x geben, und
ba AB, BC fid auf OV fdneiden, fo miiflen (1) und (3) fiir
Y=o benfelben Werth von x geben. Ferner feien (h, k), (h’, k"),
(h*/, k) bie drei Punfte, durd) welde die Geraden (1), (2), (3)
ftets gepen, und die Gleidung der Geraden, worin diefe Punfte
liegen , fei:

=y

L
=5

LA

mx 4 ny = 1. 4
Da bie Punfte (h, k), (!, k), h*/, k) refp. (1) und (4),
(2) unb (4), (3) und (4) gemeinfdaftlic) find, fo miiffen bdiefe drei
Paare von Gleidungen durd) die vefp. Goordinaten diefer Punkte
8leidyzeitig erfitllt werben, und man pat:
AD—-M@Ad....(e—mh +@~-n)k =o,

@) — (4 ....lec—m)h 4+ (B —n) k'=o,
B)—@....~0C—mh”+4 (B —n) k=0,
Woraug erpellet : daf bie Gréfen ¢ — m, § — n), ¢’ — m und
B— n in einem conftanten Berhdltnif ju einander fiehen, fo
%f aud) [(x — m) — (¢ — m)]: [(B—n) — (B — n)]

: Al .
‘o conftantes BVerhdltnih rﬁtft. und folglidy :

af=nlo f}_
. e e L
%3"”_“" Durdpfdynittspuntt C von (2) und (3) misfen dicfe beiden
6’““*)““88!1 gleidhzeitig ftattfinden, fo daf man bat
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(2) —=£3) s v e fa—0) X, = (BB y =0

ober wegen (5):

Ax — By = o,
welded die Gleihung einer durdy .ben Anfangspuntt gebenden @ es
rabdben ift, wovauf fid bie Spige C immer befindet.

13) Wenn gwei Dreiede ABC, A‘B'C/ {o befdaffen
find: baf die Durd)fdhnittspunite von AB und A‘B/,
vont BC und B'C/, von AC und AC/ in dbevfelben
Gevaben liegen, gugeigen:daf fidh diedrei Ges
raben AA, BB/, CC' inbemfelben Punfte fhneiden.

14) Wenn OX, OY, AB (Fig. 41) drei fefte Gerabde
findund A‘B’ eine fid um den Punft P dbrebenbde
Gevabde ift, u jeigen: dbaf, wenn ftetd OA’ 4 OB/
= 0A 4 OB ijft, dbag BVerhdaltnif B'P : B'A’ con-
ftant if.

15) Wenn fich) bie Gevade DE (Fig. 42) o bewegt,
baf fie flets guder Seite BC bed Dreicdes ABC p as
vrallelift, ben Ocvtded Punktesd O jufindpen.

Wenn man AC, AB ju ven Coorbinatenaren nimmt und
AC = a, BA==> fest, fo ift die Gleidung der Geraben BC:

x LR
et gt
Sept man ferner AE = x‘, AD = y’, fo it die Gleidung
ver Gevadben DE:
X 3
53 + .3_;; e '
und da diefe beiben Gevaden pavallel fein follen; fo ift:
¥y b
=) & i
Weiter find dbie Gleidungen der Geraden CD, BE vefp. :
= A Vit
2 y' o Xt b 4
und ba biefe Gleijungen fix den Durdfdnittdpuntt O glei gy
geitig flattfinden miifen; fo erhdlt man durd) Subtraction bder

Teiten von ber erfien:
1

e Sy,
i

: b
Wegen (1) ift aber v/ = -g-, und wenn man diefen IWerth



= 0

in bie legte Gleidung fest und dann durd —37 — 1 bivibirt; fo
evgibt fich endlidh :

y=—x,
a
welded die Gleidhung des geometrifhen Ortes des Punftes O ift.
Da derfelben fowohl dburd) x = o, y = o, ald dburd x = -;—'-

£ l;-gcnﬁgt wird, fo folgt: dafi der gefudite Ort nidts anbers

ift, alg eine burch dbie Winfelfpige A und durd) die Mitte der
Seite BC gehende Gerave. Diefe Aufgabe ift theilweife bie 11ms
Fehrung von Aufgabe 10.

16) Wenn die Gleidungen y=ax+b, y=a’x+ b’
gweier Gevaben gegeben find, bdbie Gleidung des
geometvifden Orted desPuntted P ju finden, deffen
Abftinde von diefen Geraden in cinem gegebenen
BJevhaltniffe fteben.

17) Die Gleidhung dber geraben Linie jufinden,
Welde burd) die beiden Durdfdnittdpunfte ber Ge-
taben:

vy +ax 4+ b=o, y+a'x}+b'=o, 1
und per Geraden:

y+mx+ n=o0, y+m'x+n’=o, (2
geht.

Die Gleidyungen der beiden Geraden, welde refp. durd) bdie
Durd)fdynittspuntte der Geradben (1) und (2) geben, find nady §. 29
(y+ax+b)+ A(y+a'x+b) = o, (3)
(y+mx+n)+ ¥ (y4+m'x+n)= o, 4
und bamit die Geraden (3), (4) in eine jufammenfallen, miiffen

bie beiden Yepten Gleidhungen identifdy, d. ho:

atia’ b44b' m -+ A‘m’ n+i‘n’
Yot 17 x + B a6 TFw X+ rEvTR
folglicy » *
atia, __ m+i'm’ Sab b+4b" _ n4m/ 5)
14+2 142! 142 142

fein,  9ug ben beiven Gleidungen (5) ergeben fidy bie Werthe der
Willfirlidyen Pultiplicatoren A, A, und wenn man ihre Werthe in
(3) und (4) fegt; fo erbilt man bie gefudite Gleidhung jweimal.
Man fonnge audy guerft den Duvdfdmittspuntt der Geraden (1),
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fo wie den von (2) judpen (§. 24), und dann die Gleidung der Ge-
vaben , weldie durd) diefe beiden Punfte geht. (§. 22

18) €g ift ein fefter Punft A (Fig. 43) und eine fejte
Gervadbe BC gegeben; ferner ift ber Winfel PAM

AP AP/
—_— ! ’= - r—_ === 4 & s
= P/AM uubAM AT MWan foll
aseigen: baf dber Drt dexr Punfte M, M/, . . . eine Ge-

rabeift.

19) Won cinem feften Punfte werdben nach einer
feften Gevaden beliebig viele geradbe Linien gezos
gen und alle in dbemfelben Bevhdaltniffe getheilt;
man foll dben Ovt der Theilungdvunfte findben.

20) Durd)yeineninnerhalb eines Winfels geges
benen Puntt eine Gevade ju jiehen, welde in diefem
Punfte palbirt wirb.

§- 1 33.
Harmonifdye Propoction.

Auf derfelben geraben Linie feien a’ und a (Fig. 44) wei
fefte Punfte, und b, b’ jwei anbere Punfie von folder Befdhaffenz
Beit, bafis ais T T 1 a8

a‘b a’h’
ift; fo fagt man: biefe wvier ‘Punfte bilben eine harmonifde
Proportion, ober die beiben Punfte b, b’ find in Bejug aufa
undb a’ parmonifd co n;u girt, wobei iibrigend die Abftdnde
pofitiv, ober negatiy find, jenadpem fie in bem einen, ober
in bem anbern Sinne genommen find. Dffenbar liegt der eine har-
monifd) confugivte Punft, 3. B. b, in dem Jntervalle aa’, wdbhs
venb ber andbere b’ aufevhalb defelben liegt. Denn wenn ein
Punft aufferhalb ded JIntervalles Hegt, fo haben feine Beiden
Abftinde einevlet Jeichen, und folglidhy ift der entfprediende Duoz
tient pofitiv; aber wenn diefer Punft in dem Jntervalle liegt,
fo haben feine Abftdindbe entgegengefeste Beichen, und folglidy
ift ber entfprediende Quotient negativ. Umgefebrt, da die Relation
(1) aud) folgendermagen gefiellt werben fann:

ba ba’

el v =
fo find aud) a, a’ in Begiehung auf b, b’ harmonifdh conjugirt.
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MWenn ein Punft b gegeben ift, jo fann man leidt feinen par-
monijd) conjugivten b’ finden. Dann gieht man durd) a und a’ wei
Parallelen am==ab und a‘m‘==a‘b, {o fhneidet die Gerabe mm’
bie gegebene Gerade in bdem gefuditen conjugivten Punfte b'.
Wenn per Punft b’ gegeben wdre, fo nipme man an ==ab’ und
in entgegengefestem Sinne a‘n’ = a’b’, unbd alsdann beftimmt nn’
ven Punft b.

Fiir bie Mitte i von aa’ wird die Relation (1) :

L Yar 2
bi : b’i = ai? ober E} =_I:)_3Z2 DL
b'i - pa brat

§. 34

Sarmonifcher Steahlenbiifdhel.

Wenn man irgend einen Punit O (Fig. 45) der Ehene mit den
vier Punften a, a’, b, b’ durd) die Geraden A, A’, B, B verbin-
bet, fo finbet die elation ftatt:

sin (A,B) _ sin(A,B) __ { ®
sin (A’,B) ° sin(A/,BY) :
toobei die in dem cinen Sinne gezdhlten Winfel ald pofitiy und
bie in bem entgegengefepten Sinne als nega tiv betradtet werben.
Denn wenn bas von bem Punfte O auf aa’ gefillte Perpendifel
mit h begeidhnet wird, fo hat man:

5 . sin (A, B
ab=0a ob l:,m( ),-.-.,

unb wenn man in die Relation (1) fubftituirt; fo erbdlt man bie
Relation (2), und umgefebrt aus (2) evgibt fih (1. Die vier
®eraven A,A’, B,B/, welde Stralhlen heifen, bilben alddann
ein fogenannted harmonifdes Strahlenbiifdel

Man fann fir eine Gevade ipre Berldngerung fesem,
Wenn man gu jwei Winfeln = abddivt; bdenn aldbann dnbern jwei
Sinug ipr Jeiden, und die Relation (2) findet nod) fiatt. Die
dier Geraden Tonnen folglid) in beiben Ridtungen unbeftimmt ver=
ldingert gepacht werden. Wenn man burd) dag pavmonifde Strahs
Tenbiifchel frgend eine Sefante ieht, fo Leftimmt daffelbe auf biefer
@b_etaben vier harmonifhe Punfte. Wenn bie Sefante ju einer dev
vier Geraven (Straflen) parallel fft, fo entfernt fih der Punkt

1 i
b’ ing 1lnendlidhe ; e wird s

= 1,ab = — a’bh und bder
a'h’



= 5 =

Punkt b dic Mitte von aa’. Wenn ywei confugirte Gevade B, B
einen vedten Winfel bilden, fo balbiven fie bie beiden von

A und A’ gebildeten Winfel, Denn alsdann ift (A,B) = %»{—
(A, B), (A, BY) = % + (A’,B), und die Relation (2) wird:
tang (A,B) = — tang (A/, B),

(A, B) = — (A, B),
und mithin ift B eine Halbirungslinie. ¥)

alfo:

*) Man fagt namiidy, daf drei Grofien oder Sahlen a, B, ¥ eine ha s

monifche PDroportion bilben, wenn man bhat:

o — Bt B=ge==ral sy (@ 54)

v. h. wenn fih bie Differens 3wifden der erften und jweiten

Bahl ober OGrdfe ju der jwifchen ber zmweiten und dritten,

wie die erjte gur dDritten verhdlt. Die sweite Sabl oder

Grife B veiftdasharmonifde Mittel joifden der erften

und dritten a 7.

Aus (14 folgt :
of+By = 2ay, 29

alfo s

2 of3
= axy :

g8enn eine eibe von Grdfen obev Bablen « B, ¥, 8. . . fo
befchaffen find, daf je b ref aufeinanderfolgende eine Darmonifde
sproportion bilden, {o heift jene Dieibe eine Harmonifde Pro=
seffton, und batdie Cigenjdaft: daf die reciprofen Werthe
ihrer ®lieder eine avithmetifde Progreffion bitden , und um-
gefehrt: die reciprofen Werthe der Glieder einer arithme:
tifden Progreffion bilden eine Harmonifde Progreffion.
Denn find o', B 7Y 8 .., die Glieder der avithmetijdyen
Progreffion, fo ift:

==y —fl=8—y =....

alfo ¢
o 7= 2, B8 =2y e« s
und wenn man jebe diefer lesten Gleidhungen refp. durd) dad Pro=
butt dec drei darin vorfommenden Grdfen, b. . refp. dburd) o B 7,
¢ By o4 .. . divibirt; fo fommt:
1 1 2 1 1 2
By 4 W— ;;;’;f. y' 8 25 ﬁ'?‘_ B,_b\;’ g 4]
1 oot P 1 ¢
-3_'—’ 7——?;'! —‘;’—I‘J oo hat man alfo
frtaed=2ay, y3+Br=2339, ...

Wegen ¢ = _ElcT' B=
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Umgefehrt, wenn B einen der von A und A’ gebildeten Wine
fel palbire, fo ift B* bic Halbirn nge linie ded andern Winfels,
und bie beiben conjugirten Geraben find aufeinander fentre di.

§.  35.
Wenn man von einem feften Puntie I (§ig. 46)

und mithin bitden «, 3, 3, 8, ... wegen (27) elue barmonifde

Progreffion.
MWeun alfo &, 3, 7, 8, . .. eiue barmonifae Drogreffion
1 1
bilben, fo bifden —, = 7 l—., s « . .cine arithbmetf:
@ 3 ¥ d

fdre, und folglidy ift:

;____ ?—FB——_ ..7.'___7—-6— = , . + T gonst.
Aus (2°) folgt ferner durch Divifion mit o3y :
.1_. + _l_ — .2_.. (3')
& i 8
Verbdlt fid nun (Fig. 44):
ab:a’b = ab’:a’bh’ ober a'b’:a'h = ab’:ab, (1)

fo bitben bie bref2infen ab’, aa’ und ab efne harmo nifde Proe
portion, weil man die vorpergehende Droportion aud) wie folge
fibreiben Eann:
ab’ — aa’ : aa” — ab = ab’ ; abh,
und man fagt aus diefem Grunde: die Gerade aa’ werde in ben
Punften b,b’ harmonifd getheilt.
Umgetehrt wird andy die Gervade bb’ burdy die Punfte a,a’ bar:
montfdy getheflt; denn aus ber Proportion (47 folgt :
ab : a’h = ab’ . a’'h* (39
wofir man feken Faun:
ab’ — bb’ : bh’ = a’b’ = ab’ : a’d’,
Aug der Propottion (5°) folgt ferner:
ab — a‘b : ab + a’b : ab’ — a’'b’ : ab’ + a'h’
. b

alfo s

2ib : 2ai, = 2ai: 2'ib/;

aik = ib . ib. (69
Endlicd folgt aus ber Proportion (57):
ab _a’h _ ab —a'h  ib

ab’ " a'b’  ab’ — a'b’ = ia’

b= @b . ib i%b L ib

B” AP Ga? ib.ib T ibt’
imdem man die Melation (6%) beadtct.

Sdnuje., Coordinatengeowetrie. 4



o By e

nod gwei fid in O fdhneidbenbden ®eradben 0X, OY
gwei beliebige Sefanten IBA, IB‘A’ jieht unddie
Durdfdnittdpunite B, A und AB dburd gevade Lis
nien verbinbet; fo ift dber geometvifde Drt desd
Durdfdnittspunfted K der Berbindbungslinien eine
purd O gehenbde Gevabde.

Nimmt man 0X, OY zu den Coorbinatenaren, begeidmet bic
Goordinaten bes Punfted I mit x,, y, bdie Abjeiffen dev Punfte
A, A’ mit x/, X/ und die Ordinaten ber Punite 5 50 s ) R A
fo find bie Gleidungen der Geraben AB und AB’ vefp.:

%‘L—-L-% =1unb%+;—r—,—,—:1,
und da diefe Geraden burd) den Punft I ober (x4, Vi) aeben; fo
pat man bie Bedbingungsgleidhungen:

Sph—tuw G+ k=1 O

xl 3 il

Dic Gleidungen der Geraden BA’, AB’ find ferner:
X = A S fchstis
;r;“i“%;—lp;; y—,,—i, )

und wenn man bdicfe legten Gleidungen alg fimultane betradtet, fo
find x, y bie Goordinaten des Durdfdnittspunites K. Durd) Sub-
traftion ergibt fich aus (4):

5 " TR )
x/ —x ¥y

e X SygRYe Eemee
und ebenfo aus (3)’: 4 5

% Xyics %ﬁ‘—gﬂ_}:“' Y1 — 0y
woraus folgt :

%=—%- e Sk

Der Ort ded Punftes K ift alfo eine durd) den Unfangspuntt
gebenbe Gerabe OK, welde allen Punften von OI entfpricht;
und umgefert s alle Punfte von OK geben benfelben Ort OL Die
Gerade OK wird bdie P o Lave des Punftes I in Begiehung auf
pas Syftem der beiven Geraden OX, OY genannt. :

Da man bat :
¥ sin (XOKY LY ol sin (X01)

x  sm(YOK)' x,  sin (YOD)'
fo wird bie Gleidung (5):



sin (X,K) | sin(X,I) __ {
S (K)o S i
Dig beiden Geraden O, OK f{ind aljo in Begiepung. aunf OX, OY
barmonifd conjugivt.

Der Punft H ift aljo in Begiechung auf A, B der barmonijd
conjugivte von 1, und wenn man durd) den Punft 1 verfdyicvene
Sefanten AB durd) den Winfel XOI gieht; fo fann die Polave
bes Punfies I ald der Ort dbes havmonifdy conjugivten Tunftes von
I in Bezug auf die beiden Cudbpunfte B, A fjever Sefante bervadtet
werdern.

Gin Syftem von v icv unbegrenzten Geraben (Fig. 47), welde
fih in fechs Punften fdueiden, heift ein vollitdindiges Viers
e, beflen Winfelfpigen bdiefe Durdyfdnittdpuntte fud. Wenn man
bie gegenitberliegenden Spitien paavweife dburd) gerade Pinien vers
bindet , fo erbalt man bdrei Diagonalen AA’, BEY, €C, wovon jede
burd) bie Geiden andern bavmonifd) getheilt wird; denn nady dem
vorhergehenden Sage bilden die vicr Geraben MA, MB, MA’ und
MC ein harmonifdes Straplenbiifdel, und mithin die vicr Punfte
A,A’, N, P cine barmonifhe Proportion. .

@3 18§t fidh audh leidht geigen, daf die Mittelpunfe D, E, F
der prei Diagonalen AAY, BB/, CC’ eineg volftdndigen Bievedes
in gerabder Linie liegen. Denn nimmt man AC, AC’ refp.gu’
Yen Aren ber x, y und fest AB = x/, AC = x', AB’ =y’

xi! y!

AC’ = y*, fo find bie Coordinaten deg Punfted B : -, 5

di (X
und bie bed Punftes F : ik e ek ferner x,,y, die Co-
OE

otbinaten ded Punftes A, fo find bie bed Punites D offenbar —:J,

%3- Nm nun ju beweifen , daf bie brei Puntte D, E, F inges :

Taber Qinie legen, braudt mannur zu geigen, dafdie Winfel-
Wer Ridytungscoefficienten ber beiven Gevaben , welde
tinen ber drei fraglicen Punfte D mit ben beiden andern K, F
verbinden, g feid find, und folglid biefe beiden Geraben gufame
menfallen,

Da die drei Punfte B, A/, €’ in gerader Linie liegen, fo
baben bie beipen Gevaven A'B, A'C' gleide Ridtungscoeffi-
tienten ;

4$



Y1 o Yase)
)Zl —_—X Xl
unb ebenfo haben bie Geraden A‘C, A/B’ gleide Midtungdroefii-
cienfen :

i 59,0 lavp b gk _}1I71}:
X, —x" X,
Durdh Divifion folgt aus diefen beiven Nelationen:

S s Sl . & oot

T K -}’-1_:'—}"—' h

ober :

Y Yo palizad Ja

2 TR 2

X gty a2k AT, gk

2 R R AL

Die beiven Geraden DE, DF baben alfo gleide Nidtungscoeffis
cienten, fallen affo in eine Gerade gufammen, und mithin liegen
bie drei Puntte D, B, F in gerabder Linie.

§. 36.
Mittelpunkt der proportionalen Abfdnde.

1) Wenn gwei Punfte A, B (Fig. 472) geqeben find , auf ber
Geraven AB einen folden Punft M zu finden , daf feine Abftande
von A, B fidh wie m = n verbalten.

Der Abftand AM wird als pofitiv, ober negatiy be-
tracbtet, jenachdem berfelbe in bem GSinne AB, ober in entgegens
gefestem Sinne genommen ift, unbd ber Abftand BM a18 pofitiv,
ober negatiy, jenadgbem er in bem Sinne BA, ober in entgegens
gefeptem Sinne gesdplt wird, Wenn alfo m und n baffelbe Jeis
den Daben, fo liegt ber Punft M in dem Suterpalfle AB, und
wenn m, nentgegengejepte haben, fo liegt berfelbe auf der
Berldngerung von AB, und gwar auf ver Seite von A, ober von

B, jenadbem m §n iff. Wenn x, y’; x’’, y"* dic Coordinaten
ber gegebenen Punfte A, B und x, y bic bed gefudyten Punfted M
bezeidhnen, fo bat man offenbar:
X —x':x" —x=m:.n,
y-——y';y“—y:._—m:n,
woraus folgt:
xS mx!
m +_" =

RN Y e )
b Y +mun (6)




unb wenn m = n ift; fo erhdlt man dben Mittclpunkttvon AB:
i i ] -4

XX y=Ydr

2) Jn einer Chene feien n Punfte A,B,C,D, . . . (Fig. 47b) ober
(x, ¥y, X", ¥y")y v (xtm, y@) und n Grifien m’, m*’, ...
mm), iwelde Ddiefen Punften entfpredien, gegeben. Auf der bie
beiben erften Punfie A, B verbinbendben Geradben AB nimmt man
cinen folden Punft N, , dbaff die Abftdnde deffelben von den beiden
erften Punften in dem BVerbdltniffe m’’ : m’ fteben, dann auf der
Geraben N,C, welde N, mit dem bdritten gegebenen Puntte C ver-
binbet, einen folden Punft N,, daf feine Abftdnde von N, und
+ dem britten gegebenen Punfte C in bem Verpdaltniffe m’*’ : (m’4-m**)
fteben , bierauf auf ver Geraden N,D, welde N, mit dem vierten
degebenen Punfte D verbindet , einen folden Punft Ny, dbaf feine
Abftinde von N, und biefem vierten Punfte D in dem Berhdliniffe
m s (mf 4 m’ +m'’) freben, u. f. f. bid su bem lepten ges
gebenen Punfte, Dan foll die Coordinaten ded lepten Theis
lungspunftes finben.

Wenn bie Goordinaten bder fucceffiven Theilungdpunfte N,,
Na, Ny, .+« o N refp. mit Xy, ¥55 X3/ ¥23 X, ¥s3 oo03 X ¥
beseichnet werden 3 fo ift nad) den Formeln (6):

; mix’ + méixt
e T

X =

r

m’ -+ m*
_(mHm!Ox, +m!x . m'x’ +mx 4 mf i
3 amle + m** = m’+ m" +m’’ ’
x‘ =(m’+n1"+ml")x.2+"l“”x“l’: ,El_’x’-l—m{ix"+mi_’lx!"j+m””x’l”
m"—-}-ll’l”—}-n’l”‘-{-m““ mJ_E_mlI_i_l-"lH' +mil|f
AL S = ap,
m’x’ + m’x* + ee o +m) xtn)
—-_.m’“}'m”"l"----—i—m(“) ’
unb ebenfo (D
3 m,y;_{_muyu+ e oo Fmym
YET m’4-m’ 4= e e mom

Hieraus fiebt man: daf dic Lage des Le s ten Theilungpunts
tels vou ber Oronung, in welder man bie gegebenen Punft,
Wmmt, unabhingig ift. Diefer Punft Fann der Mittelpuntt
q[;r..bc‘“ ®rofen m,m’, m’ ... m» proportionalen
bfdnve genannt werben ;! unbiwanrm! ='m’t = mi=" J;

f—

= m@ iy fo oerhdft man dben Mittelpunft dber mitts



Tern Abftédnde ober Entfernungen, dejfen Coorbinaten
find :
. XJ + xl’l + x‘l' + e S 4{_ x{.""
N 2
. { 2 —llJ]l (-8-)
i }:+ yf + ¥y _I., Licee A + y(n‘l

£ n

J

Anwendung auf vas Dreeieck.

Tenn blog dbrei Punfte A, B, C Fig. 47c) gegeben find, welde
bie Winfelfpisen eines Dreieced bilden ; fo Fann man auf drei ver-
fdhicvene Avten verfahren. WMan fann ndmlidh guerft den Theilungs-
punft A der Seite BC und dann den Mittelpunft O auf AA’ fu-
dien , ober den Theilungdpunft B’ dber Seite CA und davauf ben
Inittelpunft O auf BB, oder . Der Mittelpunft O der proporvs
tionalen 2Abftdndbe ift alfp der Duvdhfdhnirtspuntt der drei Geraden
AAY, BBy, CC. 2Wenn m’, m’’, m"‘ bie den drei Punften A,
B, C entjpredenden Gréfen find, o werben bie drei Punfte A’,
B, C’ burdy die Relationen:

BAY  CA', CB'__ AB': AC'_ BC/

R T T T S D
beftimmt , woraus folgt:

BACZUB ", AQ . —"BC'% AB* ."CAY (9

Umgefehrt, wenn die drei Punfte A/, B/, C' der Relation (9)
geniigen, fo fann man de drei Grifen m’, m*, m’*’ findben. Hier=
aus folgt:

1) Wenn man auf den dbrei Seiten eined Dreiedes
brei Punfte von foldher Befdaffenheit nimmt, daf
bag Produft aus drei nidht aneinandeviiegenden
Seitenabfdnitten dem Produfte der drei andbern
Abfdnitte gleid) ift; fo durdyfduciden fidh dbiedrei
Geraden, welde diefe Punftemitdbengegeniibers
liegenben Winfelfpisen verbinden, indemfelben
Punfte.

2) Wenn m’ =m*’ —m’* ijt, fo fiud A, BY, G die Witten
ber Dreieddjeiten; folglid) geben die drei Medbianen
eines Dveicdes dbuvd denfelben Puntt, weldes der




Sdhwerpuntt dbed Dreiedes ift. Die Coordinaten diefed Punt-
ted finb:
hig x/ _{,_xu _'_xut = },i+y11+},1u
— ACAE el = t
3) Wenn m’ = a, m""=Dhb, m“=c ift,wo a,b, ¢ die dret
©Seiten Ded Dreieded bedeuten; fo find bie Geradben AA’, BB/, CC’
bie Halbirungglinien der Winfel desd Dreiedes. Folglidh
gehen bie Halbivungélinien der Winfel eined Drei:
eded burd denfelben Punit. Diefer Punft ift der Mittel:
punft bed in dad Dreiect befdricbenen Krveifed unbd feine Coprbdis
naten find :
g2 ax’! 4+ bx'' 4 ex’!’ By ay’-i—by” +-ey!
N gl bekuen s Tty at-b4te
4) Wenn man aus den Wintfelfpiten ded Dreieded Perpen:
Difel auf die Gegenfeiten gieht, fo geben die dadurc) entitehenden
dbnliden vedytwinfligen Dreiede :
a.BA'=c¢,BC/,, b.CB'=a.CA’, ¢.AC'=Db.AB’,
Wovaug folgt s
BA'.CB’. AC' = BC'.AB‘. CA/,
und mithin geben die dbvei Hoheneinesd Dreiedes
burd) venfelben Punft. Daffelbe Refultat evhilt man, wenn
man fept ] v
m'—acosBecosC, m”“—bcos AcosC, m'’—= c.cos AcosB;
benn alddbann find AA‘, BB/, CC’ die Hobhen bed Dreieces,
und pie Goordinaten ibred Durdyfdnittdpunftes find:
ax‘cos B cos C 4 bx"’ cos A cos C} cx'* cos A cos B
B acosB cosC b cos A cosC-- ¢ cos A cosB
~_ay’cosBeosC+-by“cosAcosCH cy'’ cosAcosB
Y ===, cosBcos C b cos A cos OF c.cos A cos B

’

§. 38.

@ransverfalen.

Swei Puntte B, C/ (Fig. 48) onnen willfirlih angenommen
Werben und bder dritte A’ wird dburd bdic Gevabe OA beftimmt.
Die willfiiclidde Tvansverfale B/C tifit dic buitte Seite in dem
BPunfte A, welder der parmonifd) confugirte vou A’ ift (§. 35),

fo vag man pat:
BACs 1 BAy 03 1

Ca i OA,
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Hud, wenn man in die Relation (9) fubftituirt:

BA,.CB'.AC’ = — BC/, AB'.CA,. (10)
UmgeFehrt, wenn dbrei Punite A,, B/, €’ der Gleidbeit (10) ge«
niigen, fo liegen fie in derfelben Geraden.

Wenn man alfoaufden dbrei Seitencined Dreir
edes drei Punfte von folder Befdaffenheit nimmst,
baf bag Prodbuftausd dbrei nidt aneinanberfiofenden
Seitenftiiden dem Produfte aus denm dbreiandern
Stiden gleid ift, aber cinentgegengefestes Bors
geiden Dat; fo liegen diefebrei Punfte in gerader
Linie.

Cbenfo liegen bdie bdrei conjugivten Punfie A, , B,, C, von
A’, B’, C’ in gerader Linie, und wenn nan einen Punft. A/, fo
wie die conjugivten Punfte B,, C, mit den gegeniiberliegenben
Winfelfpigen verbindet; fo fdneiden fidy bie BVerbindbungsdlinien in
remfelben Punfte. Ferner liegen die MWittelpunfte von A’A,, B‘B,,
C'C, in geraber Linie, b. h. die Mittelpunkte der drei
Diagonalen cines vollftdndigen Bievedes liegen
tnberfelben Geraden, wie bereits friiber bivekt aegeigt ift
(5. 35).

§. 39.

Pan fanun aud) leiht ben Ort der Punfte finben, welde fo
befpaffen find: dafp die Summe der Produlte aug ben
Quabdraten ibrer Entfernungen von einer beliebis
gen dngablgegebener Punkte (x/, y), (x*, ¥ e,
und ebenfovielen conftanten Grifen N A
einer gegebenen Grofe K gleid ift.

Denn in redtwinfligen Coordinaten ift bie Gleidung des ges
fudten Orted:

m’ [(x—x)*H(y—y)?] +m'! [(x—x‘D*+(y —y')?] +...=K.
obder :

m'y (L S Iyt liy, 01 T F
[ sl - HE =T oo

Der gefudite Ort ift alfo cin Kreis, peffen Mittelpunfs mit
bem ber proportionaten Gutfernungen sujammenfallt. Wenn m‘+m’!
4. .o =0 ift, {5 iff der Ort cine Gerabde.

Wenn man m! = m’" = , , , =1 fest, und ben Anfangés
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bunft der Coordinaten in bden Mittelpuntt der mittlern Enifers
nungen verlegt; fo redbucirt fidy die Gleidung (11) auf:

X? 4 v? :—I—(K—X"*)’“ x'? yue_.‘_,}_

Beseidnet man alfe mit DY, D, . . . D die Cntfernungen
irgend cines Punfted (x, y) von den gegebenen Punften und vom
Mittelpunfte ihrer mittlern Abftinde, und mit d’, d*’, . . . bie
UAbftdnde ded Kreigmittelpunftes von denfelben Punften; fo hat man:

R = s a3k napye

Hicraus fieht man: dag die Summe der Quadrate der Enifers
nungen eines beweglidhen Punfited von den veridyicbenen Punfien
tined Syftemes ein Minimum ift, wenn biefer Punft mit dem
WMittelpunfte der mittlern Cntfernungen gujammenfillt,

Als befondberer Fall ergibt fih aus bem BVorbergehenden fﬁr
ben Ort der Punfte, deren Ubftdinde von jwei fcﬂcn Punften a, a
fid) wie m : n verpalten, die Gleidyung :

ATx =Xt (YY1 — m(x—x")" - (Ym¥eii=ts

Zheilt man die Gerave an’ im Punfte b in jwei Theile, welde .
fih wic m : n verbalten und fudyt ju b den barmonifd conjugirten
Punft b*; fo ift bb’ der Durdymeffer des Kreifes; welder ben geos
metrifden Ort bilbet.

§. 40.

Wemn AY, A, A, . .. mehrere in berfelben Geraden lies
Senbe Punfte und x’, x*, x*/ . . . ibre Abfeiffen in Bejug auf
den Punft T derfelben Geraben find , fo nennt man den Mittelpuntt

er ben Grifien i %

il ? T e e
x' x’ X

Nngen den ?Dhttctpunft ber harmonifden Mittel fener
Puntte in Begiebung auf 1. Jit G diefer Wittelpunft, und man
dieht aus einem belicbigen Punfte M der Ghene die Gevaden MAY,
MA~, . MI, MG und eine Transverfale, welde diefe in den
‘.Uunften a’ a'', .. .0, g {dueidet; fo ift g der Mittelpunft der
bﬂlmom[d;cn Mittel von a’, a’’, . . . in Begichung auf 1.

. droportionalen Entfers

§. 41.
Wenn A/, A, A, ... mebrere in defelben Ghene lies
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gende Punfte, OX cine in diefer Chbene liegende Geradbe und y/,

Y, ¥ . bte vedit= ober fdiefwinffigen Drdinaten von AY
A, A, Lo in Begug auf OX find; fo nennt man den Mittels
! 1 1

punft der ben Grdfien ?, . . proportionalen Ab-

' ¥ %
il rddd
}‘

ftanbe ober Cntfevnungen ben Mittelpunft der harmonifden
Mittel (G) ber Punfte A/, A%, A, ., . in Bejug auf 0X.
Pan foll nun beweifen: daf, wenn man von frgend einem Puntte
M von OX bdie Geraden MA‘, MA', MA‘, ... MX, MG jieht,
bag fo erbaltene Strahlenbitfdhel biefelben Cigenfdaften hat, wie
basg in §. 30.

ltebungsaufgabea.

1) Den Drt dber Punfte der Ehene ju finden, vou welden aus
cine gegebene Gevade unter einem gegebenen Winkel erjdeint.

2) Man foll den Ort ded Punfted M finden, bdeffen Abftinde
von wei gegebenen Punften A, B in cinem gegebenen Berbdltiffe
m : n ftehen.

3) @' find OX, OY (Fig. 48b) swei auf einanber fenfredite
®eradbe, und OACB ijt ein vevdnberlidhes Redted von einem ge-
gebenent Umfange 2a; man foll jeigen : daf bad ausd der Gde C
auf pie Diagonale AB gefillte Perpendifel CP fietd durd) den feften
Punktiy. —=a, x — a.gcht

4) Man foll den vt der Mittelpunfte der Kreife finden, welde
von gwei gegebenen Punften aud unter gegebenen Winfeln er:
{dheinen.

5) Den Drt der Mittelpunte der Kreife gu finden, welde wei
gegebene Rreife in diametval gegeniiberliegenden Punften {dneiden,

6) Man folt den Ovt der Punfte finben, welde fo befdhaffen
fiud , baf die Summe der Abftinde eined feben von jwei, oder mehs
rern Gevaden eine conftante Grofe fei.

7) ©8 ijt ein Kreis (Fig. 482) und ecine Sehne AB in pems
fefben gegeben, durdy deven einen Gndpuuft B cine Sefante gezo
gen wird , worauf man CM — CA nimmi; man foll den geomes
trifhen Ort deg Punftes M finden.

8) Weldjen Ort bejdreibt die Spite ded redyten Winfels eines
vedptwinfligen Dreiectes, wenn die Endpunfte der Hypotenufe fidh
auf jwei redytwinkligen Aven bewegen 2

) Weldyes ift der Ot ber Punfte von der Bejdaffenbeit: daf
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die Enifernung eines feben von bder Bafid eined gleid)identligen
Dreieded bie mittlere *Proportionale wifden feinen Entfernungen
von pen Sihenfeln ded Dreiedesd ift?

10) Den geometrifden Ort der Punfte von folder Befdaffens
beit ju finden, bdaf jwei Abfdhnitte berfelben Geraben von jedem
biefer Punfie aus unter glevden Winfeln exfdeinen, ,

11) Den Drt ber Punfte von folder Vefdyaffenbeit ju finden,
baf gwei gegebene Kreife von jebem biefer Punfte aus unter g leis
@ en Winfeln erfdeinen.

12) Durd) einen Punft A (Fig. 48¢) cined Kreifes gieht man
eing Gefante und nimmt darauf eine Linge AM von folder Be-
fhaffenbeit, daf AM . AB = k? ift; man {oll ben Ort des Punt:
ted M finben.

13) Wenn man durdy einen Punft A (Fig. 48¢) eined Kreifed
eine Gefante ziebt, und darauf eine folde Linge AM nimmt, baf
fiy verpirt AB : BM == p: q, ben Drt bed Punftes M u finden.

14) Den Ort der Punfte M von folder Befdhaffenheit u finben,
af , wenn man jeben derfelben mit den Cndpunften weier geges
bener Gevaden AB, CD verbindet, die Dreiete MAB, MCD fidy
Wie swei gegebene Lingen verbalten. :

15) 2Gcldhes ift der Ort der Spige der Dreiede, die bie Grund-
linie und bie YMebiane ciner der beiben anbern Seiten gemeinfdhafts
lid) paben 2 :

16) Sn einem RKreife von dem Durdmeffer AB (Fig. 484)
Wird cine Sefante BCD gesogen und CD = BC genommen, dann
Yer Pynft D mit vem Mittelpunfie O, und der Punft C mit A
Yerbunden ; man foll ben Ovt bed Durd)fdynittspuntted M der beis
den Gevaven AC, OD finben,

17) Bon einem belicbigen Punfte A (Fig. 48¢) der Berlins
Berung pes Durdymefjers eined Kreifed wird die Tangente AC, fo
Wie die Halbivungslinic ded Winfels CAO gezogen; man foll ben
Ot deg Punfted M findenr, wo dbag aug dem Mittelpunfte O quf
Ye Hafbirenve AM gefdllte Perpendifel diefe frifft.

18) Durdy cinen Punft O (Fig. 48F) dev Hypotenufe BC eines
ediwinfligen Drefecfes ABC jieht man eine beliebige Sefante DE
Umd befdyreivt dic beiden Sreife OBE, OCD; man foll den Ort
Veg Durdyfdynittpunttes M diefer beiden Kveife finden.

% 19) Bon cinem Puntie A (Fig. 488) jieht man gwei beliebige
Ptrade AB, AM uuter cinem gegebenen Winfel, verldngert
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bie erfie Gevade fo weit, bis fie cine gegebene Gerade CD {dyneis
bet und nimmt endlich auf der jweiten einen Punft M von ntd;cr
Befdyaffenbeit, dbaf fid verhdlt:

AM: AB:= p:iq;
man foll. den Ort bes Punfted M beftimmen.

20) Den Ort desd Punfted M ju finden , wenn in ber vovigen
Aufgabe an die Stelle ter Geraden CD ein Kreis tritt,

21) Wenn von cinem gegebenen Punfte Sefanten an einen
gegebenen Kreid gejogen werden, ben Ort der 5.Dhttcu ber in
bem Kreife liegendben Sehnen ju finden.

22) Man foll dben Ort der Punfte von folder Befdaffenbeit
finben, dbag bie Fufpunfte der von jebem auf die Seiten eines Dreis
eded gefdliten Perpendifel in gevader Linie liegen.

23) Wenn in einem gegebenen Kreife (Fig. 48h) auf dem Halhs
meffer OC cin Stiid OM = dem Perpendifel CD genommen wird,
ben Dtt deg Punftes M su finden.  Ehenfo den Ovt bes Punties
M 3u finben, wenn OM = OD genommen wird.

24) Wenn gur Conftruftion ecined Bievedes ABCD nur bdie
brei Geiten AB, BC, CD unbd die Diagonale AC gegeben find,
fo baf dbad Bieved unbeftimmte ift, 3u finden: 1) den Ort ber
vievten Winfelfpige D, 2) den der WMitte der Diagonale BD,
und 3) dben Ovt der Mitte der Geraben, welde die Mitten der
beiden Diagonalen verbindet.

Bicrtes Kapitel.
Conftenction verfdhiedener Bleichnmgen.

§. 4l
Confiruction der binomifdyen Gleidung.

Die binomijde Gleidung bietet gwei Hauptformen dar, ndmlich:

yn o= xm, xm \fn == 1
und bei jeder b:eur Formen find wieder gwei Fille ju untevideiden,
nambich wenn. die Grponenten m, n beide ingerade Sablen
find, ober wenn ber cine eine gerabe und Der anbere eine uns
gerate Jabl ift. Veide Erponenten fonnen ni @t gevabe fein,
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weil fid fonft die Gleidhung in ywei Gleidungen niedrigerer GHrade
serlegen liefe.
1) bei ber eviten Form:
2qt1
yiqtl —= x2ptl ober y — V{?Fﬁ

entfpridit jebem vecllen Werthe von x ein veeller Werth von y von
demfelben Jeiden. Fir x = o ift audy y = o, und wenn man
X ftetig von x = o bid x = 4 oo gunchmen Lift; fo wddit aud
V ftetig von o bi8 4 oo, wodburd) man den in dem Winfel YAX
(Fig. 49) [liegenden unendlidhen Gurvengweig OA crbdlt. Wenn
fid x ftetig von o bid — oo dndert, fo dndert fih y fietig
von o bigd — oo, woburd) man Pen in bem LWinfel Y,0X, lies
genden Gurvengweig OA, erbdlt. Die Punite M, M, bderen b«
feiffen gleidy uubd entgegengefest f{ind, baben aud) gleide unbd
entgegengefeste  Orbinaten; bdie Dreiede MOP, M,0P, find
einander gleid), MOM, ift eine gerabde Linie und MO = M, 0.
Jede durd) den Anfangspunfi gezogene und ju beiben Seiten defs
felben von ber Gurve begrenzte Gerade wird alfo in diefem Punfte
in gwei gleidye Theile getbeilt , und folglich ijt der Anfangspuntt
ber Goorbinaten ein Mittelpuntt der Curve, d. b, ein Punft
Yon folder Befdafenbeit: daf jede durd) denfelben gehenbe Gerade
bie Gurve in Punften fehueidet, welde paarweife auf beiven Seiten
deffelben liegen und gleidyweit von demfelben entfernt find,
2) Bei der gweiten Form: :
q
y2q9 = x2ptl pder y =+ szpﬂ

8ibt jeper pofitive Werth von x gwei gleide und entgegengefepte
Wertpe fiir y, wahrend negativen Werthen von x imagindve
Werthe von y entfpreden. Die Curve befteht alfo aus ben beiden
3weigen 0A, 0A, (Fig. 50), welde iber und unter der Are
Yer x eine fymmetvifdye Lage haben; fie hat Feinen Punft ur
Linten per Are YY,, und bie Are OX wird bei redptwintligen
(*;Oorbinaten cine YAxe ber Gurve genannt. Denn urter Axe
Ciner Gurye. verftebt man dberhaupt jede Gerade, weldye die Curve
W gwei fymmetrifde Sheile theilt, fodaf bie Punfte der Curve
Paarweife quf Perpendifeln auf der Are und in gleiden Abftdanbden
on biefer fiegen. Wenn x von 0 bis 4+ o widit, fo wid aud
Y dem abfoluten TWerthe nady vou o bis -+ o ; die beiden Curven-
Meige erfiveden fih affo auf ber Seite bder pofitiven x ing 1 me
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endlide und entfernen fich von dev Are dev x unendlid
weit.
3) Wenn:

. ER ol 1
x2ptt y2qit = 1 ober y SIS =T

]/x2pﬂ
ift, fo entipridt jedem recllen TWerthe von x ein veeller Werth von
y mit demfelben Jeidyen, und wenn x von o bid -4 oo gunimmt,
fo nimmt y von -+ @ bid o ab, fo daj der erfre Curvengweig BCA
(Fig. 51) in pem Winfel YOX liegt. TWenn x von o bis — oo
abnimmt , fo nimmt y von — oo big o u, und ber weite Curvens
jweig ByC1 A, Tiegt in dem Winfel Y,0X,. Dev Aufangspuntt
0 ber Goordinaten ift ein Mittelpunft de Gurve.  Die Curs
pengweige CA, CB ndpern fid) den Aren' OX, OY unendlid;
penn je grd fer x wird, dejlo Fleiner wird y und fann mit
sunehmendem X fleiner werden, ald jede gegebene, ober angebs
bare, nod) foHeine Grife — und wenny unendlid wdadift, fo
pimmt x unendlid ab. Man nennt aber jede Gerade , welder
fidh ein Gurvengweig unendlid) oder unbefdranft ndbert,
eine Afymptote beffelben; folglich finb OX, OY rvefp. Ddie
Afymytoten von CA, CB — und cbenfo find OX,, 0Y,
Afgymptoten der unendliden Gurvengweige C,A,, CB,.

4) Wenn: i

y2q x2pt1=1 odery = 7

Vx2p+i
ift, fo liegt die Gurve gang auf der vedhten Seite bev Are Y,Y

(ig. 52), bie Are ver X ift eine Are ber Curve, und Y,Y,0X
find Afymptoten von BCA, B,C,A,. :

st |

: G A%
Gonftruction ber Gleidung ber Condoides
g, XY ST,
. V (@)

Offenbor dft y nur fiir die jwifden — a und 4 a liegendert-
Terthe von x veelf, fo bag, wenn man duvdh bie in dev Eatfernund
a o Anfangspuntte O liegenden Punfte A, D (Fig. 53) Pavals
Yefen gur 2re dev y giebt, die Curve ganj swifchen diefen Parals
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lelen liegt. Da ferner feder gwifden — a und + a liegenbe Werth
von x gwei gleidye unb entgegengefepte Werthe von v gibt, fo folgts
bag bie Curve aug jwei in Begiehung auf die Ave der x fyrhmetris
fdhen Theilen befteht, fo daf man nur einen berfelben, etwa bden
bem Jeidjen 4 entfpredyenden, u conftruiven braudt. Wenn x von
0 big 4 a gunimmt, fo nimmt y von + oo big o ab, und folglid
ift die Are der y cine Afymytote des Curvengweiges BAB,. $Hins
fihtlich des jur Linfen der Ate der y liegenden Gurvensweiges find
mehreve Fille ju unterfdeiven :

1) Ggift a < e. Wenn in bdicfem Falle x von o big — g
abnimmt, fo nimmty von oo bis o ab und man erhdlt ben Curyen-
gweig EDE, (§ig. 53). Fiir x = — ¢ ift Y = o, weldes den
ifolivten Punft C gibt, der als mit in bder Sleidyung (o) ent-
balten angefeben werden muf. ‘

2) Wenn a — ¢ ift, fo fillt C mit D gufammen, und eg gibt
Feinen ifolivten Punft mephy (Fig. 54).

3) Wenn a > c ift, und x dnbert fidh von o bi8 — ¢, fo nimm¢
y von + o bis o ab, woburd) man ben Curvenzweig EC (Fig. 55)
erhdlt. Wenn x von — ¢ bis — a abnimmt, fo gebt vy von o
aus und wird wieder o, ohne in dem Sntervalle unendlid) 3u wers
ben, weldes den Bogen CD gibt.

§. 43.
Confiruction der Gleidpung.

(y? +x3)3 4 22 (y? — x2) — at _ ¢4, (1)
Da fie nur Glieder mit gevaden Potengen von y enthdlt, fo gibt
feber Werth von x 3w e i gleide und entgegengefeste Werthe von Y3
und folglidy ift X, X eine Axe der:Gurye. Aus dbemfelben Grunde
ift Y,Y ecine %re der Gueve. Die Gurse befieht alfo aus vier
Bleihen Theilen, welde in den vier Coordinatenwinfeln liegen, fo
Yaf je swei Punfte perfelben auf einer durdy den Anfangspunkft ge.
Benben - @evaden und in gleidher Cntfernung von diefem Punkte
legen. * Der Anfangspuntt it folglich ein Mittelpunte per
Curye, :
Aug der Gleihung (u) folgt junddift:

y? = — (c24x2) + 1/34+ 4e2x?,

b bieraus, wenn man nur bag pojitive 3eidien der Wurgels
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grofe nimmt, weil bas negative Blogd imagindve Werthe fliv

y gibt: N LeRer VIR I e
y =% Vat+ 4e2x2—(c24x2) =% (a%cc2 —x?)(a? - c?+x?)
AL Vit denas
Da der Nenner dicfed Ausbrudes fitr y nothwendig po {itiv
ift, fo fann man davon abftvapiren, und da die beiden Factoren
ves 3iblers nidht ugleih negativ fein IHnnen; fo miijffen fic
beive pofitiv fein. €8 ift folglid:
1) xRt oo A imhalie
< d?
2)i32 i 65—ty st == 0! +iady
et
RNimmt man OA = OA, = d (Fig. 56,57 . « . .), fo liegt
die Gurve awifhen den durdy die Punfte A, A, 3u der Are Per y
gegogenen Parallelen.  Hinfidtlich der gweiten Bedingung mitffen
mebrere Fdalle unterfchieden werben.
1) G8 ift a > c. Jn diefem Falle wird die yweite Bebingung
immer erfiillt. €3 dndert fid alfo x von — d big 4+ d. Wenn

x von o bid + d wddift, fo dndert fid y von OB = ]/a“—c*

pig o, und man bat eine gefdhlofiene Curoe (Fig. 56 und 57).

9) &8 it a = c. Jn diefem Falle vereinigen fih dic beiven
YPunfte B, B, in O, und man bat die Gurye in Fig. 58, welde
gine Lemnigcate iff.

3) @3 ift a < e. Jn biefem Falle dndert fih x von +e bid
+ d und von — e big — d; und wenn man OC = OC, = e
nimmt 3 fo erbdlt man jwei gefdloffene Curven (Fig. 59).

§. 44,
Gonftruction ber Gleidung:
y-—x.;_zg_ x8+2x2‘_5x_6-
X
Wean man gunddit die Gevade DD, (Fig. 60) confiruivt, ves

ten Gleidung y = x ift, fo exhdlt man bie irgend einev Abfeiffe
OP entfprechenden beiden Punfte M,M, der Curve, wenn man auf
ber Pavallele jur Are ber y von dem Punfte I ausd gwei Lingen:

IM = IM, — 11/35“+2x=f'5x —6

et 1 3) (x —2
f\1/(v+)(x+)(x )
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nimmt. Dic Gerabe DD, , welde die jur Are ber y pavallelen
Sepnen in gwei gleidhe Theile theilt, beift ein Duvdm effer
der Gurve.

§. 45.
Gonftruction der Gleidyung:

yf:tvw’a>o,b>o.

x+a \
Die Ordinate y ift von x = — a bis x = — oo veell ; fiir
X = — a = 0A, ift y= oo, unbwenn x fid) von — a big — o

(Fig. 61) dnbert; fo nimmt y von + oo bis jueinem gewiffen Werthe ab,
und wid)ft dbann wieder gegen + oo, woburd) man den Curvengweig
EFG erilt. Die Are der x ift cine Are der Curve.

Wenn b > a ift, fo ift y von x = o bis x = a reell, und
man erbalt die gefdyiofiene Curve OA.

BVon x — a bis x = b ity imagindr, und wenn end-
lih x von b bi8 + oo widyft, fo wadft y von o big + o, wodurd
man ben unendliden Curvengweig BCD (Fig. 61, 62 u. 63) crpdit.

Wenn b < a ift, fo hat man Fig. 63 wieder,

Wenn b —a ift, fo fallen die Punfte A, B jufammen (Fig. 64).

§. 46.

Die gegebene Gleidung, und folglidh ibre Conftruction, wird
oft dburd) eine Coorbinatenverwandlung veveinfadht. E8 fei 3. B.
bie Gleidhung:

(4x +3y — 32 —B(x+ 7y —7) = o0
ober :

(ix+3 1y —1)* — 25(x+7 (y=1)) = o.
in Begug auf redtwinflige Aren OX, OY su confirufven, fo eve
bellet auf ber Stelle: baf fidh diefe Gleidung aquf:

éx 4 3y)? — 25(x +7y,) =0

tebucirt, wenn man dben Anfangspunft auf der Ave der y um bie
Yinge 00’ = 1 verviidt, indem die Aren ibre frithere Ridytung
beibebalten.

Rimmt man nun an, daf fid dbie newen Arxen um einen Belie-
bigen Winfel o drehen, fo daf OX‘ und OX den Winfel « mit
Cinanber bilben, und man fubftituirt die entfpredienden Transdfor-
mationgformeln in die leste Gleidung; fo gebt fie iiber in:

Shnufe, Coordinatengeometric, 5
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[(4 cos e 4 3sina)x' + (3cosa— 4sina) y']?
—25[(cos o+ Tsina) x4 (7 cos ¢« —sine) y'] =o0.
Jtun Fann man den Winfel « fo annehmen: daf ber Coeffis
cient von x’, ober vony’ in der evften Klammer verfdhwindet,
fo bafi die Gleiyung in Vegug ouf x’ oder y* vom ev feu Grade
wird., Cdft man 3. B. den Goefficienten von y* verjdrwinden, und
fegt au dem Gnbe: °
3cos e — 4sina — o ober tang a :—:%;
fo nimmt die Gleidhung folgende Fovm an:
S S S G SR e B

welde fich leicht confiruiven Yaft.
Ut AT,

MWenn man bie Gleidung:
y3 — 3axy + x* — o,
welde dag Desdcartes {he Folium ausdriidt, dbnlidy bepans
pelt, indem man bdie Aven um einen Winfel von 45° drebet; {0
gebt fie in folgenbe iiber: :

3(x' +a)y?+(x'—3a)x'2=0, W a' =
folglich :

a
vV

0!

i da’ — x'
3(x'+a’) ;
unb die entfprechende Curve ift Fig. 65.

vy =%X

§. 48.

Revuction der allgemeinen Gleichung ciner Curvengattung,

&8 feis
0 s B s Y e )

bie allgemeine Gleidung ciner Gurvengattung, wo A, B,... H
willfirlidge Pavameter von der Jahl n bedeuten und die Aren ald
redtwinflig vorausgefest find; fo fann man, flatt diefe allge”
meine Gleidung 3u confiruiven, fie guerft vereinfaden , indem man
fie auf beweglide Aren OX/, OV’ (Fig. 27) begiebt. Werben piefe
beweglidien Aven ebenfalls a8 ved twinflig angenommen, find
p, q bie Goordinaten ped Anfangspunfted O und ift ¢ ber aninfels
welden OX’ mit OX bilbet ; fo witd dic Gleidung (1) :

B R Ll I VT 2)
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Run lajfen fid aber im Allgemeinen swifden den n Varametern
A, B, ... Hunbd ben n andern Pavametern a, b, ... ¢, p,q,
immer n Nelationen aufftellen, fo baf die Gleidung (2) nur nod
die n — 3 willtitliden Pavameter a, b, . . . e eafbdlt. Wenn
3+ B. die Gleidhung n Coefficienten enthdlt , welde Funetionen der
willtiicliden Pavameter fiud, fo madyt man drei berfelben verfdin-
Den unb fegt die n — 3 dibrigen gleih a, b, . . . e, fo bag bie
Gleidung (2) in folgenbe tibergeht :

o (X y 8, b B e =", (3)
welde nur n — 3 willfirlide Varameter enthili.

Die n urfpriingliden Parameter A, B, ... H ftnd alfo dburd
bie n Pavameter a, b, ... e, P G, « cxfest, wovon bie 3 lepten
Py q, @, welde fid) auf die Beweglichfeit der Aren 0°X, 0°Y’ bes
diehen , nidpt explicite in ber Gleidung (3) vorfommen. SWenn die
Aren 0'X’, 0'Y’ feit liegen, aber a, b, . . . e fich dnbern, fo
gibt die Gleichung (3) alle Gurven bder Gattung nur in be fon-
dern Qagen, weil bie damit verbunbene Aenberung von p, q, a
mie eine Vevdnderung der Curven in ihrer Ehene, abey feine Form-
verdnderung berfelben bewirft,

Man fann fogar die Angabl der in der Gleidung (1) explicite
vorfommenben willfirliden Pavameter um 4 vermindern. Denn
Wenn die beweglidhen Aven nidt wie vorjin einen confranten,
fonbern einen verdnbderiid en Winfel 9 mit cinander bilben,
und man in die Gleidung (1) fitr x, y die Werthe (§. 12):

X=p-+x‘cosatycos (4 +a),

Y=q+x'sine4 y’sin (34 )
fept, unb endlidy bie vier ®réfen p, ¢, o & fo beftimmi , bafi 4
Coefficienten verfdwinden; fo evhart man, wenn man die n — 4
ndern Eoefficienten gleid) a, b, .., d fept, eine Gleidung:

TN 6 SR "KM (4)
Welde nur n — 4 willfiiclide Pavameter entbdlt. Diefe Gleidhung
(4) briidt in Begug auf dafjelbe Avenfyftem nidt alle Curven der
Gattung aus, wie bie Gleidung (3): Gibt man bem Winfel o
tinen gewifjen Werth , conftruivt die in der Gleidung (4) enthals
tenen Guryen und I4ft dbann & fid) dnbern; fo wird die Form der
Curven gednbert.

Spdter werden wir diefe Neductionsmethode auf bdie allgemeine
Gleidung deg gweiten Graves mit jwei BVerdnderlichen anwenbden.
Die erjte Reduction IGft fidh auf mebreve Aten bewertftelligen, und
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bic aligemeine ®leidhung des Hweiten Gvabes wird entweder auf
die Fovm:

y? 4+ ax? 4 bx =0,
ober auf eine der drei Formen:

2 2
: ok i"’ 45 ’;g b

3urﬁtfgcful§)rt. Die pweite Reduction aibt fiiv die Ellipfe:

x? + }.2 = a?,
und fiix die Hyperbel :

Y — aC.

- _1, V2= 2 px

§. 49.

Juweilen 1§ft fi) die ®leidhung dev Gurve nady Feiner bev beis
pen Bevdnderlidhen aufléfen, und man muf gu diefem Jwede ecine
Hilfeverindberlidhe anwenden. Jft 3. B. die Gleidyung ge
geben

Myt + (X —=4)(y— ) =, )
und man fept :
Xyri= b (y—=1X)i5
fo evgibt fich:
x =+ Vi—t*, )
unb:
tx  +tVa—it
Y= i VvVi—u

Die Gleidung (1) fann nun dburd) die beiben Gleidhungen (2)
und (3) erfesst werben, wovin t al8 unabhingige Berdnbderlide 3w
betradyten iff. Nur fiiv die awifden — 2 und 4+ 2 licgenden
Werthe von t find x und y veell, und x dndert fih von — 2 bid
+ 2. Rimmt man folgli) OA — 0A, = 2 (Fig. 66), fo liegt
bie Gurve gany swifden bden dupdh) bie Punfte A und A, gu ber
Are ver y gesogenen Pavalfelen. Wenn man sunddft das Jeiden
+ nimmt, fo hat man:

)

x = Vi — i,
T A e (T
t—x (_vVi—u 2 —4

und wenn man die Wurzeln der Gleidung t4 +1? — 4 =0 mi
t/2, /2 begeidmets fo ift:
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EVI—E 4+ Vi)

YR L i :
(ti + ln‘;) (tg = th 4 [4)
o Y11 —1

D) A =11,25,
Wenn fidy £ von — 2 bid o dndert, fo wadft x von o big
+ 2, bie Drdinate y :t_?T ift in Dbdiefem Jntervalle pofitiv,

wadft von o bis u cinem gewiffen Werthe und nimmt bann wieder
big ju o ab, wobdburd) man den Gurvengweig OBA erbdlt,

Wenn fih t von o bis + 2 dnbert, fo nimmt x von 4 2
big o ab, bie Ordinate (4) ift in dem Sniervalle von t — o big
t =t negatip unbdb dndert fid) von o bid — o, fo daf man
den unendlidhen Curvensweig AC evbdlt. Bon t =t/ big t— 4 2
ift bie Orbinate pofitiv und dndert fidh von 4 oo big o, fo baf
man ben unendliden Curvengweig DO erhilt. Dem Jeiden — ent-
fpridht der jur Linfen der Arve der y liegende Theil der Curve,
weldyen man fofort erhdlt, wenn man bemerft: daf der Anfangs-
punft ein Mittelpunft der Curve ift.

§an 380k
Conftruction von Curnen, deren Gleidungen in Polarcoordinaten gegeben finy.

CGyicpeloibe (§. 9:
= 2a(1 — ecos ) = 4asin 2%.

Wenn & von o bid = wadft, fo nimmt o fietig von o big 4a
g, fo bag man ben Curvenzweig OMB (Fig. 13) exhdlt, und wenn
fih & von o bi¢ — = dndert, fo durdyliuft o Ddiefelben Werthe
Wieber wie quvor, o daf man einen gweiten Curvenzweig OM, B
erhart , welder gegen die Polararve eine fymmetrijde Lage bat.
€8 ift dibevfliiffig 9 avdfere Werthe ald = su geben, da bdiefelben
Werthe yon o periobifdy wiederfehren.

Conftruction per Curve o= f(1d), wof(pd) irgend
eine Function trigonometrifdjer Linien des Vogens ud bedeutet.
Wenn & fi von o bis %anbcrt, fo dnbert fidh nd von o bis 2,
T wenn g fidh von 2!7“ big 4?:-5 dnbert, fo dnbevt fich pd von 2n

big 4z, und o nimmt wieder diefelben Werthe und in derfelben Ord-



nung wie guvor an, fo daf man einen gweiten dem cvflen gleidhen
Gurvengweig erbdlt, u. §. f. Die Curve befteht alio aus einer

RNeife gleidher Undulationeu, wovon jede cinen Winfel it
1

umfaft.
Wenn p efne ganze Jahl m it und man theilt den Kveid-
umfang in m gleide Theile, fo umfaft jede Undulation den Winkel

QT:I unbd die (m-4-1)te Undulation fillt mit ber exften gujammen, w.f. f.

5 ¥ ’ m . A
MWenn w« ein nidt redbucirbarer Brud) -3 ift, und der Kreids

umfang wird wicber in m gleidhe Theile getbeilt; fo umfafit jede
Unbulation n folder Theile, Nimmt man immer den nten Theiz
{ungspuntt nad) der Reibe, fo werden nady n Umldufen alle Theis
Tungspunfte dburdylaufen und nady m Undulationen fommt man wie:
ber auf den Ausgangdpunit.

Atlgemein : k Undulationen umfaffen einen IWinfel ober Bogen —
2::2 = % . 2n, Wennalfow incommenfurabel ift, fo fannT]:-
feine gange 3ahl fein, man fommt niemald auf den Ausgangspunit
suriicf, unbd bdie Undulationen folgen in unendlid ev Anzahl auf
einander. G fei 3. B 9

— a 4 cos —
e + 11'

wo n und 5 primunter fid find.

1) Sft a>1, fo liegt ¢ gwifhen a4 1 und a — 1, undwenn
manmit ben Halbmeffern Oa=a — 1, 0A = a1 (Fig.67) umbden Pol
0 ywei Kveife befdhreibt 3 fo liegt die Gurve gwifden diefen Kreifen.
Die volle Gurve entfpricht n—=1 und die punftirte entfpridt n=2.

2) Wenn a — 1 ift, fo vaviivt o wifden o und 2, und bev
innere freig reducivt fich auf den Pol O (Fig. 68).

3) Sfta < 1 und n==1, fo verfwindet ¢ filx einen Weth

cvon 9, ber Eleiner als -g—ift, fo baf man on & = o bis
4 = a den Gurvenyweig ABO (Fig. 69) erbalt, Bon & = ¢
bis & === dnbert fiy ¢ von o bis.— (1 — a) und man erhilt

pen Ffleinen 3weig oba, Bon & = %

von 1 — a bid o, weldes den Jweig oca gibt. — CEndlidy vor

big & = % + vagiicte
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&

G =T fabigd= 5—"‘ dndert fi) o von o big 14 a, weldes dben
J

Jweig OC'A’ gibt. Die Unbulation ift aljo hier AB bac OCA"

§-. .ol.

QIou!lrur\ian transcendenter Curven,

1) @8 fei y = sinx, fo erbdlt man, wenn x fi) von o bid
27 dnbdert, cine aus pwei gleiden Theilen OAIL IBO’ (Fig. 70;
beftepende erfte Undulation OAIBO’, welde fidy von 2z bis 4m, von
47 bid G6m ... wicderholt.

2) €3 fei y — tang x, fo erhdlt man, wenn x fih von —
-‘n— big + % dudert, einen erften Jweig AOB (Fig. 71), welder

2

e il ; 3
fi) von x = % s — Tt wieberholt, fo baf bie Curve
aug unenblid oielen gleidhen Sweigen beftebt, wovon jeber ein Jne
tevpall = = umfaft.

3) G3 feicosy = m — cosx, wo m pofitiy ift und gwi-
fpen 1 und 2 liegt. Dacosy < 1 fein muf, fo muf cos x >m—1
fein, @8 fei « der Fleinijte Bogen ober Winfel, deffen Cofinug
=m — 1ift. Wenn x fih von — « bid o und Yon o bid + «
dndert, fo dndert fidh y von o big ¢ und von « bid o, ober von
0 big — « und von — o Bi8 o, fo baff man um den Anfangspuntt
eine gefdyloffene Cuvve erhdlt. Seit man ferner 2kn4-x’, 2k‘ny’
refp, fiiv x, y, b. b. verfegt man den Anfangspuntt in einen Punkt
0/, peffen Goorbinaten 2kn, 2k’z finb; fo wird bie gegebene Gleis
dung nidt gedndbert, und man evhdlt um den Punft O biefelbe
gefhloffene Gurve , wic um O. Jieht man alfo in dem gegenfei
tigen Ubftande 2r Pavallelen 3u ben Aven der x und der y, fo
Tann man feben Durdyjdhnitispuntt derfelben gu bem neuen Anfangs-
punfie O nebmen , und man evhdlt um jeden Ddicjelbe gejdhloffene
Curye (Fig. 72). Wenn m = 2 ift, fo rebuciven fidh diefe Cuys
ven auf Punkte.

4) @8 fei siny = msinx, Wo m pofitiv und < 1 ij.
Jft @ der fleinfte Winfel over Bogen, deffen Sinus =m ift , und
7 oon -% big =, von = big 3;, oout %-I
bis 275 fo andert fidh v einerfeitd vono bis o, von « big o, ven

X dnbert fid) von o bis

2
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o bid — «, von — a big o, und andererfeits vou u bid ©n —«,
von = — e bid 7, von = bis nte, von nta bis «, fo daf man
bie beiden Undulationen OAIBO’, CDEFC’ (Fig. 73) crhdlt, weldye
fih Langs ber Ureder x unaufhdrlic) wicderholen. — Wenn man u
y bie Oréfe 2k = abbivt, fo wird die Gleidung nidht gednbdert,
unb bie beiden Curven 00, CC’ wicderholen fidh folglidh unauf-
borlidh diber und unter XX, .

§. 92.

Das bisher gur lnterfudung einer Curve angewandte Vers
fabren beftand darin: baf man eine ber beiden Goordinaten, 3. V.
bie Abjeiffe x, al8 urf{priinglide ober unabhingige BVer-
danberlide und bie anbere, die Ordinate y, ald eine durd) die ge-
gebene Gleidung dber Curve beftimmte Functionkber Abfeiffe x
betradytet, und unterfudyt, fiiv welde Werthe von x dbie Ordinate
yreelliff, woburd) man die Anzabl und Grengen der Curvens
gweige erhdlt. Unterfudyt man alsdann die Bevduderungen der Ors
dinate y swifden den gefundenen Grengen, fo befommt man eine
erfte, nod) febr unvolfommene Skizze der Curve; denn bdie genaue
Form der Curve, ihre Ridtung und Kritmmung in jebem Puntte, 2¢. 2¢.
bleiben nod) 3u beftimmen, womit wiv ung in dben nddjten Kapiteln
befdpdftigen wollen.

§. 3.
Ucebungsaufpaben,

Man foll folgende Curven confiruiven :
1) bie CGiffoide: y? (2r—x) — x3 = o, (Fig. 14),
2) Pageals Sdnedenlinic: o = 2rcos 9 +a, (Fig. 12)

-4 8 5 P 4 r 3
3) x4 =r?(x?+ y?) = o oder p= Soan G’ (Fig. 11),
a) (x> L y9)8 — Tixivi 9. olér p = % sin 29,

) (x+y) [x* + y2 +a(x+ y)] — axy=o0. DieAren
um 45° gedrehet.

63~y S s 1/1_{_ ’}‘f
X

s 1
Dy=xt Vx—z_-x‘-,:




8) yi= x — x3,
9) y3= x3— x*,
x3 4 x?
k — AR
10) y?= Ay
850 B3
1) y*= - (§ig. ),
xt= g2x9?

12) y*= S rmsirad, (§Fig. 75),

13) o = acos & + b, b > a, (§ig. 76),
14) o = asin 39, (Fig. 77),
15) p = a(sin 23 — sind) =asin g (2 cos a—1), (Fig. 78),
16) g5 ably %, (ig. 79,
17) o = a (tang 9 — 1), (Fig. 66),
2
18)0 = 4, (5ig. B,
19) x¢—ax?y + by® = o, (§ig. 82),
20) xf— 2ay® — 3a?y? — 2a%x2 4 af = o, (Fig.83),
21) x*— x?y?— 6 ax?y 4 aly? = o, (Fig. 84),
22) x5 4 bhxt — ady? = o, (Fig. 85),
23) (by — ex)2 = (x — a)’%, (Fig. 86),
24) x* — ax?y — axy? + a?y? = o, (§ig. 87),
25) asy? — 2abx?y — x5 = o, (§ig. 88),
26) y5+ ax* — b2xy?=o0, (Jig. 89),
R (y —¢€)? = (x — a)f (x — b),a>b, (Fig 90),
28) xy?+ 2a%y — x3 = o, (§ig. 80).
29 xy =2a (x+ Yy,
30) vy + Vx = Va,
31) y = sinx + cosx,
32) y = arc. cos (1 — x),
33) y = arc. tang (a + X),
34) y = (logx)®,
35) y = ecosx , -
36) p = asecd — b,
e=2ad + cos 4),
38) ¢ = acos 9,
39) o = atang 9,
40) ¢ == a(cos 9 — sind),
41) ¢ = asin 29,
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42) o = all + 2sin}9),

43) p = asecd,

44) o = asec . tang? J.

45) x2y — aby + a?x = o, (Fig. 93),

46) y* 4 2x?y? +x* —4day® —4ax?y+8aly?-8aly=o,
(Fig. 94),

47) x4 — 2ax3® v2 + 2a%x? - ay® —a?y?=o, (§ig. 95),

48) y* - Gay34 14a%y? — 16a%y —x* + 4a?x? 2=, (§ig. 96),

40) x4 — 2a2x? — day34 at=o0, (Fig. 97,

50) y* — 4ay® — Baly? + 4x* — BaZ v2x2 | 8Ba* = o,
(Fig. 98),

51) x4 — 2ax%y — 2a?y?+ ay34 y¢ = o0, (Fig. 91),

52) y* — axy? 4+ x4 = o, (§ig. 92).

Finftes Kapitel.

@angenten im Pavallelcoordinatenfytene,

§. o4

Wenn man eine Sefante MM’ (Fig. 99 und 100) einer Curve AB
fich um den Punft M fo breben Lift, daf fid) ber Punft M/ vem Punft M
unendlid ndbert; fo ndbert fidh) dicje Sefante einer Grenzlage
MT, weldedie Tangente der Curve im Punfte M genannt wird.

@8 feien x, y bie Coordinaten ded Punfted M und x' =x+h,
y' = y + k Dbie bed Punftes M/, fo it die Gleidung bder Ser
fante MM‘: ;

B e i,—_*)\' (X =x) = % (X X)

wo X, Y bdie laufenden (verdnder[idhen) Coordinaten bes
veuten. Wenn fid) nun der Punft M’ dem Punfte M unendlid
ober unbejdrdntt ndbevt, fo ndbern fich h und k gleidyzeitig

unbefdrdanft ver Gremye Nu 1, und dbad BVerhdlinif % i

bert fich unbefdudntt ciner gewiffen Grenge L folglidy wivd die
®leidyung ber Tangente im Punfte (X, ¥) der Curye:
Y—y:l.(x—'x)-
Tangente im Anfaungspunfte. — Gebt die Curpe durd
ben Anfangspunft O (Fig. 101) der Coordinaten und ift M it



=N L
benadybarter Punft der Curve, deffen Coordinaten x,y find, foift
bie Gleidyung der @efante oM :

Y=L X,
und pie Gleidyung ber ianqente OT im Anfangdpunfte wird evs
balten , wenn man bie Grenge von % fudt, inbem fidhy der Punft
M dem Anfangspunfte O unbefdrantt nahert.

m

Beifpiel 1. E3feiyn = xm, fo ift ~= Xn ok , und
und wenn x gegen Null convergirt; fo conbcrgtrt bag Verhdltnif
% gegen o, ober gegen oo, fenadybem m z nift. Smerjten Falle

ift bie Are ber x und im gweiten Falle die der y eine Tangente
ber Gurve im Anfangspunfie der Goordinaten.

Beifpiel 2. E3 fei y = sin x, {o ift dbie Grenge von
sin x

= =— @renge von = 1, wofiir wir ber fiivge wegen immey
X

sin x

fesen wollen: ®r. — = Gyr. ; und folglidh palbirvt bie
Tangente OT (613 40) im ﬂnfangﬁpunftc ben Winfel ber Aren.
fo folgt: otaf die Curve QA jwifden

ey Qangentc uub per AUre ber x liegt. Um die Tangente im Punfte
I’ ju erbalten, verfegt man den Anfangdpunft nady I, b. b.
man feat =+ x* flatt < in bie Gleidung der Curve, wodurd) man
erhdlt ¢

y = sin (z +x) = — sin X/, Br. % R 1;
und folglich ift die Halbirungslinie IT eine Tangente in I’
Beifpiel 3. C3 fef y = tang x, fo ift:
Gr. _:L o, lan-'g X =' 1,
und folglich ift die Harbivungslinie OT (Fig. 71) wieder die Tan-
genre per Curve im Anfangspunfte. o lange x jwifden o und

““g‘ > 1, und folglidh) liegt der Curven=

hcgt , 4t befanntlidy

5mug OA fiber der zanqeme, alfo in bem von der Tangente und
Yer Are per v gebildeten TWinfel.
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Peifpiel 4. G fei siny = msinx, fo ift:
sin y ; Yoo et . ®r. =y
y X 3
Beifpiel 5, €3 fei:
(y24x%)2-2a% (y? — x2) = o0,
ober mit x2 bividirt:

({_—y-{-x)?‘i‘ga! [(*’})2— 1] ==E0

Sunddft fiebt man, dbaf y < 1 ift, dem abfoluten Werthe

x
nady, und wenn x, y gleidhzeitig gegen Null convergiven; fo vev-
fhwindet tag erfle Glied der Gleidyung: und man hat:

(@r.. %)2—— 1 = o, alfo Gr. z == e

@3 gibt alfo jwei Tangenten in O (Fig. 58), ndmlid) bic beiden
Halbivungslinien der Coordinatenwinfel 5 und in dev That gehen et
Guryengweige durd) den Anfangspunft 0. Da ferner dem abfo

futen Werthe nad) % < 1 ift, fo liegen bie beiden Gurvengweige

swifdhen ber Tangente und dev IArve der x.

§. 99.
Tangente in cinem belichigen Punkte M (Fig. 99 u, 100) ver Curve.

Die Gleidung der Curve fei gunddit
y = (%), (w)
fo bat man, ba die Puntte M, M’ auf der Curve liegen, und mits
hin ipre Coordinatenx, y; x'=x-+h, y'=y-+ k bder Gleicdhung
(1) geniigen miiffen :
y=1x), y'={(x') ober y+k = f(x+h),
folglidy : ;
vVi—y=f(x)—-f(x) ober k=((x+h) —f(x),
und e8 fommt nun davauf an:
Or Y=Y = g = O grer k. <@, fecth —£(x)
X' —x X' — X h h

su finben,
Nady dem Anbange ift aber a[lgemcin:
®r. Ft_: Gy f(x—i-hl{—f(x) 4

= ' (x);



alfo die Gleidung der Tangente :
Y —y=1 XX —x)

Der Neigungse oder Ridytungsdcoefficient I ber Tan-
gente in irgend einem Punfte der Curoe y = f(x) ift alfo nidis
anberd, alg die Ableitung f (x) von f(x).

Beifpiel. — @ fei y="(x) =x—x, foift f/(x) =3x2—1:
alfo fiiv den Anfangspunft I = — 1, und fiir die Punfte A, A,
(Fig. 102), wo die Curve die Are ber x fdmeidet, I = 2,

§. 90,

Wenn bdie Gleidung dber Curve von der Form ift
f(x, y) =0,
. b, unentwidelt; fo fommt ed wieder davauf an, aug devs

felben den Werth von Gr. Il% abuleiten,
Crite Methode. — Nady Anbang, Formel (33) bat man:

SRR B et
g = =
folglich ift die Gleihung der Tangente:
f'x (x y) i
N pee — X))
1 fl)’ (x, Y) (X- ‘ (A)

Oder ¢
X —=x)fx (x, )+ (XY= Ty (x, y) =0,
Jweite Methode. — Die Gleidung ber Sefante MM ift
“on per Form:
Y—y=ll(x_'x)! 1
2“2 bie gemeinfdyaftlidhen Auflofungen der fimultanen Gleidhungen (1)
no 3 :
f(X, Y)=o0, 2
8ben bie Goorbinaten der Durdifdnittdpuntte der Sefante mit bex
Qurye, Jede ausd der Verbindung bdiefer beiben Gleihungen ent-
ﬁ’ringenbe G®leidyung geftattet aber bdiefelben Aufiéfungen, undiwenn
Wan ben qud der Gleidung (1) abgeleiteten Werth von Y in (2)
fest ; fo erbdlt man die Gleidung mit X :
b (X, y+1L,X—x))=o, 3)
bmn Wurgeln , worunter fidhy aud) x und x* befinben, die Abfeiffen
° fragliden Duvdfdnittspunite find, fo daf der erfe Theil dex
leefd)uﬂg (3) ben Factor (X —x) (X —x’) enthdlt. Q4ft man
Mun bie Gefante fich um den Puntt M dreben, fo Endert fih I,



FIREE . e

fo, baf bie Wurgel x’ gegen X convergirt, und dev evite Theil dev
®leidhung (3) ben Factor (X —x)* enthdlt; b, D. dber der Tans
gente entfpredyende FMerth I von I, ift fo bejdhaffen, baf die ©leis
dung (3) bie boppelte Wurzel x hat.

Diefe Bevingung ift jur Beftimmung von I hinveidhend , und
wird erbalten, wenn man augdbviict, daff x die Ableitung des
erften. Theiles der Gleidung (3) veridwinbden madt. Diefe
Ableitung ift aber:

g (X, YY)+ 1.y X,Y)
und bda biefelbe fitr x vevfdwinden muf; fo bat man bie
Gleidung :
e,y +I.Fy () =0,
woraus folgt: ;
= f'x (‘K, }2
f’y x,y) i

wie worbin.

§. 57.

Wormale.

Die im Beviihrungdpunfte auf der Tangente evvidytete fents
vedyte Gerade wird die Normale ber Gurye genannt. TWenn bdie
Goorbinaten redtwinflig find, fo it bie Gleidung bder Nors
male: s

Saaal s b o o ¢
il f'x (X, ¥) e x),

ober ¢
g e R AT
i) Ty vy
Subtangente und Subnormale nennt man ferner bie
Gtiide ber Abfeiffenave, welde vefp. swifden den Durdidnitté”
punften der Tangente und Novmale mit diefer Are und dem Fuf
punfte der Ordinate des Verithrungspunftes liegen.  Dffenbar er*
Dilt man ben Ausdrud fiiv dic Subtangente und Subnormale, went
man in dber Gleiung ber Tangente und Normale ¥ = o fet
und dann bdavaus ven Werth von X — X fudht. Das Jeidyen picfed
Werthes gibt von felbft an, auf welder Seite bed Fufpunftes DY
Orbinate die Subtangente und Subnormale genommen werden muf-
Kennt man die Subtangente ober Subnovmale, fo fann M
fofort Yeidt die Tangente und Novmale conftvuiven.,



Unter ®dnge ber Tangente und Novmale verfieht
man pie Stiicde biefer Linien, weldhe wifden dem Veriihrungs-
bunfte und ihprem Duvdfdhnittdpuntfie mit der Ave ver x liegen.

Wenn T dic Tangente, N bdie Normale, S: die Subtangente
und S, die Subnormale bedeutet; fo findet man Yeicht in vechirinis
ligen Goordinaten : :

'l‘=y]/1 +1—:%V1 + 12,
—-v]/H-l2
Y

Soo=ryi.:

St =— =ty
Beijpiel 1. — Fir den auf feinen Mittelpunft und auf
redytwintlige Coordinatenaren bejogenen K reid hat man:
f(x, =13 y*=r2)=0, ' (x,¥) =X, 'y (x, y)=Y}
folglichy ift bie ®leidung dexr Tangente:
X ey — s
und die der Mormale:
X G0N
% 3O
&3 geben mithin alle Novmalen des Kreifes dburdy den Mittels
punft veffelben, oder die Tangente it auf bem nady dem Veriihs
tungspunfte gehenden Halbmeffer fenfredyt.
Beifpiel 2. Fir die auf ihren Mittelpunft besogene. El-
Lipfe undb Hypevbel:
a?y? + b2x? = + a?h?
finbet man leidyt :
Gleidung der Tangente:
a2y (Y= b2 x (X—x)=0,

a’y Y + b2x X = + a? b2,

®leidung der Normale:
b2 x- (Y —=y) 7 2%y (X —x) = 0.
Ferney :

y a2 2
e ble/ﬂ*y + b*x?,

N = -1_ 1/34‘,2 st hE x5,
a?
q2 —'x2 b2 x
ySn =F—5-.
a*

Ober 3

St =




ST

Deifpiel 3. — Parabel: y2 = 2px.
®leidhung der Tangenge: :
Y=y —-—(X—=x)p =0,
ober:
7Y = p X + x).
Gleidung der Noyxmale:

Y—-y:——g— 0% =5,

Ferner ;
N = Vp (2 +p),
Ste=s2x, Si=— D.
Beifpiel 4. — Cycloide (S. 13, Fig. 18):
XxX=r7r1(p—sing), y=r({1 — cos q),
kY oSS aiag ‘/2ry—~y’ 2r—y
@)r.-ﬁ_-l—l-—m)s‘p— 1/ ~
Oleidung der Tangente:

—y= VQ’ X ~w).

Gleidung der Normale:

ST x)
Ferner ¢
=Yy 21_2: e NE=— ‘/.2_1")';=NM,

St=yl/ 5/ Sa = Viry — y? = PN.

2r
ug bem TWerthe von N und Sn erhellet: dag MN eine Rormale,
und folglih MN' eine Tangente ift.

§ 58

Grifite und kleinfle Orvinaten,
Man fann den Juwads h der Abfeiffe x immer fo flein ans
nefmen , Do bas Berfilinif - Belishig wenig jon feines

Grenge I verfdieden ift, und foIgItd) baffelbe 3eidien bat alg biefe.
Wenn alfo b pofitiv gefeat wird, fo bat k mit I einerlei Beidyen,
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fo baf, wenn die Abfeiffe wadft, bie Ordinate jus ober abnimmt,
fenadbem I pofitiv ober negatiy iff.

Bon A bis B (Fig. 103) it I pofitiv und bie Ordinate
Wadft; von B bis C dagegen it I negativ und dbie Ordinate
Nimmt ab, worauf I wieder pofitiv witd und die Ordinate
bis D junimmt, dbann wieder abnimme, w.f.f. Sm Punfte
B geht T yom Pofitiven gum Negativen, und die Ordis
nate aud dbem LWadfen ing Abnebmen fiber; fie ift alfo
grofier, af3 bdie unmittelbar vorbergehenden und nadfolgenden
Drbinaten, b. h. fie ift ein Marimum. Sm Punfte ¢ aebt [
bom Negativen gum Pofitiven und die Ordinate aus dem
Abnepmen ing Junchmen iber, ift alfo Fleiner ald die
benadybarten Orbinaten, b, b ein Minimum. — Die Punkte
ber Gurve, fiir welde I bas Feiden dndert, haben alfo
groGte, ober fleinfte Drdinaten, fenadydem I yom Pofitiven
gum Negativen, ober umgefehre, fibergeht.

Uebrigend find die Worte vMarimumes und »Minimumey
Nidyt in einem abfoluten, fondern nur in einem relativen Sinne
du nehpmen, und ed ift 3. B. bie fleinfie Orbinate bes Punftes
Egrofer ald die grofite Ordinate des Punftes B.

LWenn die Gleidung der Curve von der Form f(x) = y ift,
Wo.f(x) ein ganges Polynom bedbeutet; fo dndert fidh bdie Ableitung
T=f (x) mit x ftetig und bleibt endlidy mit x, und Fann folglidy ibr ei-
en nur dndern, wenn fie burd) Nu L[ geht. Die Abfciffen der Puntte
ber Gurve, welden grdfite, ober Fleinfte Ordinaten entfyve
en, find alfo Wurgeln der Gleidung £ (x) = o, und die Tan:
genten in bicfen Punften find gu der Are der x pavallel.

Beifpiel. Die Gleidung der Curve fei:

f(x) = y =xVaasg,
fo ift:
) = 3x2—1=o0, alfo x ==+ V}.

@3 feien B und B, (Fig. 90) die Punfte, deren Abjciffen vefy.
+ Vi, — Vb, fo ift T von C, bis B, und von B big C
Pofitiv; aber von B, big B negativ. Jn B, geit I vom
Pofitiven gum Negativen diber, fo daf die Orbinate diefes
Dunftes der Gurve ein Marimum ift; in B, bagegen gept I
Yom Negativen gum Pofitiven iber und die Ordinate diefes
Dunttes ift folglidy ein Minimum.

Sctinuie , Coordinatengeometrie. 6
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§. 59.

JRenn bie Gleipung ber Gurve in der unentwidelten Form

f(x,y) = o gegeben ift, fo ijt:
P ik F‘x (x,y)
fly (x, ¥)'

und folglich fann I nur fein Jeiden wed)feln, wenn der Jdbler,
ober Nenner feines Ausdbruded das Jeidhen andert. T8enn aber bie
Gurve cine algebraifde ift, fofind Jabler und Nenner gange
Wolynome Yon x und y, welde nuv ihr Jeiden dndern , inbem fie
burd) Ru ([ gehen. Gefdhieht biefes mit bem 3dhler, fo gebt T durd
Null, wie in den Puntten B, C, E (Fig. 103); aber wenn der JNenner
purd) il gebt, fo dubert I pag Jeidben, inbem ed durd) das U ns
enblide gebt, und ploglidy von 4 o gu — @, wie in D, ober
pon — oo g + o iiberfpringt. Die Goorbinaten’ ber Tunfte dev
Gurye, deren Ovbinaten M arima, oder Minima find, genitgen
alfo einem ber beiden folgenben Syfteme fimultaner Gleidungen :

f.(x,.5) =9 f'x(x,y) =0,

x, ¥).=0," Ly {Xn¥). =0,
und die Tangenten in biefen Puntten find entwedber jur Are der X,
ober 3it der ber y parallel.

Uebrigens entipridt einer Auflbfung des cinen, oder bes andern
per beiven Yepten Gleihungsiyfieme nicht nothwendig ein MW aris
mum, sber Minimun, Sm Nlfgemeinen gibt das erfie Syftem
pie Punite B, C, E, H, worin bie Tangente ju der Are Der x paz
yallel ift. S ben brei erften ift bie Orbinate ein Warimum,
sher Minimum; aber i bem festen nidt. Dag weite Syfiem
gibt die Punite, worin die Tangente jur Ave der y pavallel ift,
unb man muf fich dbevseugen, ob wirkid ein Jeidenwedfel ftatts
finbet.

Peifpiel. — Fiir die Curye:

£(x,y) =1 (yA4-2x2y34 x4 203yt —2ex*=aktct) =0/
hat man: |

'z (x,y)=x (x2+y*—¢2), f'y 5;’ Y)=y(x*+y%tc?),

R 3 x(x2ye b )
folglidy I=— Wﬁf

Der Renner pon L fann nur fiir y = o verfgiwinden; bic
Tangente ift in den Puniten A und A, (Fig. 56, 57, 58, 59)
unb in den Punften €, €, (Fig. 59) su bev Are der y paraffel 5
bie Nbfeiffen diefer Punfte find Marvima, odber MWinima,



- B3 =

Der 3ahTer von I Fann auf pwei Avten Nu Ll werben, ndm-
lidy erftens fir x2 4+ y* = ¢2, woraus folgt:

a® ; fer —at
Y =% )X —_—
5 2¢ 2¢c

Diefe Werthe find im jweiten und dritten Falle (§. 43) immer
veell; aber im erften Falle nur wenn a < ¢ V2 ijt. Wenn man
qugé pem Anfangspunfie O mit vem Halbmeffer ¢ einen Kreig be-
fdreibt, fo {dneidet derfelbe, wenn a < ¢ V2 ift, bdie Gurve
in 4 Punften D, D,, D’ und D’;, worin die Tangente jur Ave
ber x pavallel ift. Wenn man ferner bemerft: baf fiir die Punfte
ber innevbhalb, oder auferhalb des Kreifes liegenden Bogen

der Gurpe x2 + y2 — e? §o ift, fo erbelfet: daf I in

febem betybier'iﬁunfte bag Jeichen dnbert, und folglic) die Ordinate
Yein Marimum, ober Minimum ift.

Der Jdahler verfdwindet zweitens fiir x = o. Jn Fig. 56,
Welde dem Falle a > ¢ /2 entfpridht, liegt der Kreis innerhalbd
der Gurye; 3 ift fitr die gange Gurve x2 4 y2 — e2 pofitiv;
f}‘tﬁlid) gebt in B die Grdfic I vom Pofitiven jum Negativen
Uber , unbd es finvet ein Marimum ber Orbinate ftatt. In Fig.
7, welde dem Falle entfpricht, wo ¢V 2 > a > ¢ ift, liegt
Yer Guyvenbogen DBD innerhald ves Kreifes, x? + y2 — ¢?
Wt fiir alle Punfte diefes Bogens-uegativ, I geht in B vom

fgativen gum Pofitiven dber, und ed findet folglich ein
tnimum der Ordinate fratt.

§. 60.

Concavitit und Converitit.

; Die ndbere Unterfudpung der fletigen Aenberung der Grife I
8ibt qudy nibeven Auffdhluf iiber die Form bder Curve. Denn
Wenn I mit x gugleih wad fi, fo widf der Winfel «, welden
big Tangente wit der Ave ber x bildes, und durd) die Formel ;

e Tl
+ I cosd
cos&-l—-i—

Segeben wivd, ebenfalis, und nimmt fucceffive bie Werthe «,e’, a’’,...

(§ig. 104 und 105) an, indem dic Guwve ihre Goncavitdt

0h e Seite) nad ber Seite derpofitiveny oder nadyobe nfeprt,
U:ﬂ‘
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RNimmt dbagegen I ab, wenn x gunimmt, fo nimmé dev Winfel
a oud) ab, beformmt bie fucceffiven Werthe «, a’, '/, . . . (Fig. 106
und 107) und bdie Cuype febrt ihre Concavitdt nad der Seite
ber negativen y odber nad) unten. — Die Fig. 104 u, 106 begies
pen fidh auf den Fall, wo I > o und bie Fig. 105 w. 107 auf ben
Fall, wo I< oift. — Die Curve fehrt alfo ibre Concar
pifit nad) berSeite ber pofitiven, oder negativeny,
jenadpem I mit gunehmendem x gu=ober abnimmt.

§. 61,

Inflerions- ober Wendepunkhte.

©4 fann gefdhchen, daf I bis gu einem gewifen Punfte M
(Fig. 108) wd dh ft und bann wicber abnimmt, fo baf der Win-
fel o in diefem Punfte ein Marimum erveidt,” und bie guerft
nach ber Seite ber pofitiven y gefehrie Concavitdt bexr Gurve
ift fpdter nad) per Seite der negativen y gefehrt. — Wenn I
big ju einem gewiffen Punfte M (Fig. 109) ab: und bann wieder
gunimmt, fo erreidgt o dafelbft ein Minimum, und die juvor
nad ber Seite ber negativen y gefebrte Concavitdt der Curve
dnbert ihre Nidtung und Fehrt fid) nady diefem Punkte gegen die
Seite ber pofitiven y. Die Punfte M, worin eine Umfehrung
per Concavitdt ber Curye ftattfinbet, beifen Infleriong- ober
Wendbepunfte. — Bei einem gewohnliden Beribrungss
punfte liegen die Beiden davanftofenden Curventheile auf devfelben
Geite ber Tangente, wdbrend in einemJnfleriondpuntte die
Gurye von der einen Seite der Tangente auf bdie anbdeve ibergeht.

Wenn die Gleidung der Curve in entwidelter Form y =1 (x)
gegeben ift, fo nimmi f(x) mit x gleidyzeitig 3u, ober ab, jenad?®
pem bie Ableitung (/ (x) pofitiy, ober negativ ift; und wennt
man biefen Sag auf bag Polynom I = {* (x) anwendet; fo gibt
bas Seiden feiner Ableitung £/(x) an, in weldem Sinne fih
dndert, — Die Cutve fehrt alfoibre Concavitdt nad
ber Seite der pofitiven, pber negativen y, jenadbem
bic gweite Ableitung f/(x) von y=1_1(x) pofitiy, oDC¥
negativ ift. Da ferner £/ (x) ihr Jeiden nur dndern Fanils
wenn fie durdy Null geht ; fo folgt: dAf die Abfeijjen der Snfleriond”
punfte durdy die Gleidung f/(x) = o gegeben werben.

Beifpiel. — @8 foi y = £(x) = x® — x (Fig. 102), 1°
ift £/(x) = 3x% — 1amd £ (x) =6x. Da ' (x) pofiti¥
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ober negativ ift, jenadbdem x e ift, fo feprt der Curventbeil
OBAC feine Goncavitit nady der Seite der pofitiven y, und der
Theil OB, A,C, nad) ber Seite ver negativen y.

§. 62.

Wenn die Gleichung der Curve in unentwidelter Form
gegeben ift, fo hat man:
f(x, y) =o,
(X, ¥) + 1'fy'(x;y) =0, (i)
und wenn man y awifden biejen beiden Gleidungen eliminivt; fo
erhdlt man eine Gleidyung :
BB R e
Welde algd eine Curve ausdbdriidend angefeben mwerben fann, beren
Abfeiffe x und deven Ordinate I ift. — Das Seiden dbes Nusdructes :
| F'rx, I)
SN AL )
Tehrt alsbann, ob I’ ju- ober abnimmt » und folglich, gegen welde
Seite bie gegebene Gurve ihre Goncavitit febrt, — Allein man
braudyt diefe Glimination nidt ju verviditen; bdenn wenn man bie
Ableitung I von T nady Anbang, Formel (35) und (36) fucht, fo
erhalt man leidyt:
Il: 45 f”x‘—{- If"xy _1_ I(f”xy + If“yi)

f'y
A fm)’ fflx2 4 2f’x fty foy + f"x 112
FRAdpe —__—"—_fiay—_'_"___ s

Hierbei wird blof vorausgefest: dag fy nidt Mull oder I’
Ndt unendlid wirdb. — Wenn bdie Punfte ausgenommen werdben,
Worin bie Tangente jur Are der y pavallel ift, fo fann I’ nur das
Beiden dndern, wenn fein 3dhler bdas Beidhen dndert. Die
Coordinaten ver Jnflerionépunfte geniigen alfo den beiben Gleis
Dungen :

fix, y) =0,
ff!." f”xz o 2f'x f!)_ f”xy + flzx [u}.z £=0. (k)

BWenn 'y = o ift, fo nimmt man die Ableitung bani— und

man pat: f
f:gx f“)ﬂ ) r:x f’)’ f”xy i flzy f”x 20 _f”)'z -
BN | [(LT ToaaT = R




Soll nun eine Inflevion fattfinden, fo muf (“‘y2=o fein, wels
dev Fall aud) in ber Gleichung (k) entbalten ift.

Beifpiel. — Fiv die Condoide (§. 42) hat man:

fix, D=1[x2y? — @+ (a2 —x?)| = o
=1 [x2y? x4 2exP 4 (c2—a?)x?—2a%ex —a%c? | =0
f'x (x, y) = xy? 4 2x3 +3ex? 4 (e —a?)x —alc
o e Y R S o e
e 4
X
f'y (x, y)= X2y, f'x (x, y) =y +6x? +6ex +c2 — a2,
f''sy (x,y) = 2xy, f''y2 (x,¥) =%x2,

AT (c+x) (x*+a?c)

X%y
L a%ebx)i(xs 3ex? —2a%e)
x6y3 g

Dad Trinom x3 4 3cx? — 2alec ift fiiv x — 0 negati?
und fiiv x = a pofitiv; ed verfdwindet alfo in diefem JInters
valle; aber nur einmal, weil feine Ableitung 3x2 + Gex in dems
felben Qutervalle flets pofitiv bleibt. G fei b die zwijden o
und a liegende TWurgel der Gleidhung:

x34 3ex? —2at c—o, (1)
und F (Fig. 53, 54 u. 55) ber Punft bed Curvenjweiges AD,
oeffen Abjciffe b ift; fo ift 1’ von o bid b pofitiv und von b
big a negativ; folglid fehrt der Bogen BE feine Concavitdt
nady ber Seite der pofitiven y und FA nad) der der negativen y;
mithin ift F ein Jnfleriondpunit.

Bei der ndbern lnterfudung der negativen Wurgeln der
®leidung (u) miiffen die bei der Condoide vorfommenden 3 Falle
unterfdyieden swerben.

1) Esifta < c. — Dag in Rede ftebende Trinom ift fiiv
x=onegativ, fir x = — apofitiv und fir x = — @
negativ. Die Gleidung (u) hat alfo jwei negative Wurs
seln, wovon die eine jwifden o und — a, und die andbere jwifden
— a und — oo liegt. — Die lepte bat in Fig. 53 feine Bedew
tung, wdbrend die crfe einem Jnflevionspuntte G auf dem Jweig
DE entfpridyt.

2) €8 ift'a = ¢. — Da dad Trinom filx x — — a Y&¥*
fdiwinbet, fo [QBt e8 fidy folgenbermafien jerlegen :

(x+a)(x*+2x—a?) =(x—a) [K+a(\/ 3+1)] [x—a(\/ 3—-—1)]-

!

¥ =
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Die Abfcrije des Punftes F ift = a (v3 — 1), und dba I
You D big E ftetd pofitiv ifi; fo Ffehrt der Curvenyweiy DE
(Fig. 54) feine Concavitdt nady der Seite ber pofitiven y und
bat feinen Snflexionspuntt.,

3) G8 ift a > ¢. — Wenn man x = x’ — ¢ in die Glei:
hung (i) fest, fo gebt fie in folgende iiber :

x‘3 — 3e2x’ — 2¢(a® — ¢?) = o. S

Wenn bie Bedingung der Realitdt ter Wurgeln a < ¢ /2
nidyt erfiillt wird, fo bat die Gleidung (x) nur die eine vreelle
Wurgel b, und vag Trinom ift fiir alle Punfte des Curvengweiges
ECKD (§ig. 55) negativ; I/ bat fiets bas Jeiden -+, ber gange
Curvengmeig fehrt feine Goncavitdt nad) ber Seite ber pofitiven
¥, und hat folglich Feinen Jnflerionspuntt.

Wenn bie Bedingung der Realitdt der Wurgeln erfilllt wird,
fo hat die Gleidung (1) jwei negative Wurgeln, und da bdas
Tringm filr x = — a negatiyv ift; fo liegen diefe beiden Wurs
a¢ln gwifdhen o und — a, ober fie find beive << —a. Der erfie Fall
fann aber nidit ftattfinden; denn da ber Werth x= — 2¢, welder
Die Ableitung 3x (x +2¢) auf Null reducict, swijdhen diefen beiden
Wurgeln liegt, fo wdre a > 2¢, was der Bebingung der Realitdt
ber Wurgeln widerforidt. — Da die negativen Wurgeln < — a
find, fo ift bas Trinom fiir ben gangen Gurvenyweig ECKD ne-
ativ, woraus daffelbe folgt.

Wiv haben im Borbergebenben von ben Punften abftrabirt,
deven Goorbinaten die beiden Ableitungen f'x , fy jugleid vers
{hwinben madpen, in weldem Falle die Ausdriide von I und I’

’ 0 . ’ .
Unter per unbeftimmien {‘s’orm-o— erfdheinen; allein toir werben auf
diefen Fall fpdter wieber suviikfommen.

Hebungsaufgaben.

1) Die Gurye: xy = 2a V2ax — x> (Fig- 16) bhat die bei-
3a 2a
ben Jnflerionspunfte: x ===, ¥y =* =%
2) Die Gurve: x3 — 3bx2 + a’y = o bat den Jnflerionss
2h3
pmlft > il b, y = ._52__
3) Die Gurse: ax? + by® — ¢t = o Dat die beiven Jnflerions-
puntte .
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X=0;_V=c]/_‘i,,

b

5_—
X:CV_E.fy:o_
a

4) Die Gurve: x* — a?x? 4+ ady=o DPat die jwei JInflexionss

punfte :
ey
¥ 2 \/6 30
5) 3n bder @'uwe : oy = X + 36x? 4 2x3 — x* entfpredhen
x=3unbx = — 2 Snﬂerionépuufren
6) Sn ber Curye: y = 1+ gentfmccbenx-—o und x =+3
Soflerionspuntten.
7) Die Curve: x2y+ a? y — ax? = o hat die beiben JInflexions
punfte :
5 R— = ._a—- == _a._
N3 A2
g 3vih ek AL 1 I
A “"J‘éf} o T
§. 63.

’
Deflimmung dex Tangente cimer urd) Jwei Gleidjungen mit 3 Vevdnderlicyen
ausgedritditen Curve.

Wenn gwifden den beiden Coordinaten x, y und einer dritien
Verdnderlidhen t zwei fimultane Gleidungen :
fx,y,) =0, F(x,y,0) = o ()
gegeben find, unbd man eliminivt t gwifden denfelben 5 fo erhalt man
pie Gleidhung:
¢ (X, y) =0

einer gewiffen Gurve. Aber dag Syftem ber beiden @Ieubungen (a)
fann ald dicfe Gurve cbenfalld ausdriifend betvradyitet werden, —
feien x, v, t und x + h, y+4k, t+r die TWerthe dber drei Bev’
dnderliden fitr gwei benadybarte Punfte M, M’ fo bat man:

f(x;Y; t) = o, f(x+h,}'+k,t+r):o,

F (x, V,t)_o,F(x+h: y+kt+r)=o,

Sept man @Sr___ x/, Gr. — - - =¥ und gebt gur Grend®
iiber 3 fo hat man nad; Anbang, EEormeI 24:



f'l+f"!-x‘+f'}'-y4:0,

Ft +F> x4+ F'y . ¥y = o.
Multiplizivt man die evite diefer Gleidungen mit F'x , bie jweite
mit f'x und 3iebt die Vrodufte von einander ab; fo erhdlt man,
Wwenn man bemerft, daf:

k
i -t il Lo S
hisog 1 X
) T
ift, febe Yeidht :
k Fh f'x — v F'x

1= O Felterorer w6

Beifpiel. — Fiir die Curve in §. 49 bat man:

f=xy —yt+xt=0,F =F(x* {4 —4) =0,
=y 40, I =% = ¢ = esn

Fiy=1x,Fy=—=10, B4 = 28,

pratl IR EY k) S0 968 b X3
o A% (t — x) T2 (t—x)?

Die Punfte, worin die Tangente gu der Are der x pavallel ift,
Werben durdy bie Gleichung 2(5 + x3 = o gegeben, unbd wenn man
h auf den gur RNedten dev Are der y liegenden Gurventheil be:
fdrinft; fomuf t negativ fein. DerHeine Jweig OBA (Fig. 66)
bietet folglich allein foldye Punfte dar. Durd) Elimination von x
Wird bie vorbergebende Gleidung:

t12 4 4110 — 3,418 + 3.4%2.t¢ — 4% = o,
und wenn man 12 — z fest: ;
28 + 425 — 3.42% + 3.4%2° — 43 = o,

Ober : ’
—z8 (12 -4z —2%) — 42(4—322) = o,

welde Gleidung gwifden o und 1 Feine Wursel hat, weil ihr evfter
Theil von z — o bis z = 1 ftetd negativ iff. — Derfelbe-ift fiir
% =2 pofitiv, und feine Ableitung:

22(324 41023 —6.422+3.42)=22 (2(32% +102—12)412 (4—22))
Yon z — 1 big z = 2 fteté pofitiv. Die Gleidung pat alfo
Wifdyen 1 und 2 eine reelle Wurzel , unbd ed gibt auf bem Jweige
OBA nuy cinen Punft B, worin die Tangente 3u ber Are der x
davallel ift. GSeine Abfeiffe liegt swifden o und '3 und bie su-
8ebérige Ordinate ift ein MWarimum.
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§. 64,
Durd) cinen aufiechalb der Curve gegebenen Punkt P gehenve Sangente.
Die Gleidung ber Curve unter ganger Form fei
f(x y) =03 (€Y
Xy, ¥ feien dbie Coorbinaten bes gegebenen Punfied P; x, y die

unbefannten Goorbinaten des Beriibrungspunftes und X, Y die laus
fenben Goorbinaten; fo ift bie Gleidung der Tangente :
X—x) 2 x99+ XY=y (x, y) = 0.

Da die Tangente purch den Punit P ober (x,, v,) geht, fo
hat man aud ¢

(x; —x) f'x (X, ¥) + (¥, —y) Iy (x, y) = 0. (2)

Die beiden Gleidyungen (1), (2) beftimmen die Coordinaten x, y
bed gefudten Beriihrungspuntted, db. b. die Beriihrungspunfte find
nidtd anders, als die Durdyfdhnittspunfte der gegebenen Curve mit
ber durd) die ®Gleidung (2) ausgedriicdten Curve, — Diefe leste
Gurve Dat eine glemlid) merhwivdige geometrifdye Bedeutung., Be-
tradptet man namlid) die in ber Gleidyung:

Xty ) =0
enthaltenen Curven, wo C ein willfiirlider Pavameter iff, und
sieht vom Punfte P aud Tangenten an biefe verfdiebenen Curven;
fo bleibt bie Gleidung (2) fiir alle biefelbe, und driidt folglid
den Ort ber BVeriibrungspunfie aus.

Wenn bdie gegebene Curve algebraijd) und vom mten Grade ift,
fo ift audy die Gleidung (2) vom mien Grade, und durd BVerbins
bung der Gleidungen (1) und (2) fann man eine Gleidung von
einem niedrigern Grade ethalten, — Wenn ¢ (x, ¥), ¥ (x, Y
% (X, ¥), o« refp. die Inbegriffe ber Gilieder vom mten, (m—q)ten,
(m—2)ten, ... rade in £(x, y) begeidhnen, fo ift:

f(x, ) =9, V) + v, +3E&VI+ ... =0

Das Polynom ¢ (x, y), weldes in Begug auf x und y hos
mogen ift, befteht aus Glicdern von der Form Axn ym—n, und
man bat daper:

@ilXY) == 3 ¢ Axngym—h,
alfo:

'x = . Axn~1 yu—ng gfy =3 (m—mn) Axn ym—n--{,
woerausd folgt:

X¢'x +¥g'y = 3,mAxn ym—n = mg.
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Cbenfo ergibt fidy:
XY’x + y¥y=(m—1y,
Xx'x 4+ ¥x'y = (m —2) 4.
Hiernady hat man :
xf's 4+ yfy = mg + (m=1)yp+(m—=2)y+...,
und wenn man dbavon abjieht:
o=me + mp4+my+....;

xT'r I yf"y: — Y — 2y — .. ..
Die Oleichung (2) 16t fih aber aud) folgendermafen fhreiben :
X o il e el s e iy =
und wird folglidy:
x, f'x (%, y)+y, 'y (X YH¥ (X, P30 X, ¥)+. . .=0. (3)
Dieje Gleidhung vom (m—1ten Grade fann die Gleidung (2)
Yiesen , fo baf bie gefudten Bevithrungspuntte mittelft ber Duvdys
fdnitte der gegebenen Gurve (1) und ber Gurve (3) vom (m—1)ten
Grave beftimmt werden.
Beifpiel. — Fiir ven Kreid bat man:
x? + y? = r3, I D
(,~X)X+(y, =Yy =0, @

X; X+¥,.¥x =13, (3)

Die Gleidhung (2) driicft einen iiber OP alg Durdmefjer bes
ihriebenen Rreis aus, ‘welder dber Drt der Vevihrungspunfte der
Yo P aus an eine eibe um den Anfangspuntt O befdhriebenes
Cncentrifder Kreife gesogenen Tangenten ift.

Die Gleihung (3) driidt eine Gevabde, bdie fogenannte B es
Yibrungsfehne oder Bevithrungdgerade, aus; fie ift
“uf OP fenfredyt , und der Halbmeffer r ift die mittlere Propors
tionare swifden OP und dem Abjtande ber Bevithrungsfehne von O,

Wenn die gegebene Curve vom jweiten Grade, ibre allge-
Meine Gleichung affo :

. f(x,y)=Ax?+Bxy+Cy?*+Dx+Ey+F=po
it, fo it bie Gleidhung der Bevibhrungdgeradben:
(2Ax+4 By4+D)x,+ 2Cy+Bx+E) y,+Dx4 Ey+42F =o,

o bleibt -

Oder:

Oy »
(AN, + By 4 D) x+ (2Cy, +Bx,+E) y4+ Dx, + Ey, 42F=o,
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angente, welde 3u einer gegebenen Geraven pavalel ift,

Wenn a den RNidtungdcoefficienten der gegebenen Geraben be:
seidmet, fo werden die unbefannten Goovdinaten ded Verihrungs:
punftes durd) die beiden fimultanen Gleidungen gegeben :

f(x, y) =9, i 4)
f'r (x, Y)+af’y (x,¥) = o.
§. O0.
Semcinfdafilihe Tangente an ywei gegebenen Curven.

E8 feien:
fx, =00, FE, y)=o
bie ®leidungen der beiben Curven, und x/, y’; x/!, y* bie Cos
orbinaten bder Vevithrungspunfte 3 fo hat man die beiden Gleis
dungen ;

¥ — y! il _ 'z (X, 9 i Flxo (x!?, y_u) )
x! —x' y fty, (X', le F y“ (X”,}’”) ’
welde in BVerbindbung mit :
f (X yi) =g F(X”, yll) — 0 (5)
die viev Unbefannten x’, y’; x',y* beftimmen.
Beifpiel. — Fiir gwei freife bat man:
(x’.=a")? - (yh~— b)? = r?, 6)
(xu___a_u)g + (y“—b”)' =rl5’
TR i St R ) i _ ol
R T T T R o )

worausd folgt :
X7 — o SRt e < \/(x —a’)2(y' —b’)? r'

Mgt ™ yu_bn Vr(x"—a“)’+(y""b")2 =1 ru'
RNimmt man junddft dag Jeiden —, fo bat man;
X.’ Ll a( r! y % bl i rf
b e T S e e
woraug folgt :
rllxl+ rfx! r”a‘—]—- r’‘a’! rny +r yu 22/ b (7)
r +r e "—|—l‘“ =, ' ! e ‘-l—l‘” g
Theilt man bdie Mittelpuntislinie C/C (Fig. 110) in 3‘”‘:
Theile DC’/ und DCY, welde fid wie bie Halbmeffer r’ und r'

verbalten ; fo find bie Goordinaten ded Theilungdpunttes D nady §. 36




= M =

rltal+ rtafl Hh + rlb“’
4 4 l"+l”—.
Theilt man bdie gemeinfdaftlide Tangente M'M*/ ebenfo, fo
find bie Goorbinaten bes Theilungdpunkies :
r'ix + rixt! I'”Y + r yu
—rf_}_ ' ! r + T
Beide Theilungspunfte fallen alfo permige der Gleidungen (7)
gufammen , und dag erjte Paar gemeinfdaftlicher Tangenten geht
burdy den Punft D. ,
Nimmt man nun dbasd Jeiden +, fo bat man:
T K“‘ rux.r l. a[l ey r”aJ rtyh‘ G rlfyl i l.lbh'_rﬂbl
1.: +r:f TS l"—-f—l‘" i r' +4+r" e r+4r
und wenn v > r’ gefest wird; fo gibt e8 auf der Verldngerung
von C'C* einen Punft B, deffen Abftdnde von den Punften C/ und C*
fid wie pie Halbmeffer r/ und r'¢ verhalten. Die Gleidungen (8)
geben alfo ein weites Paar durdy den Punft E gebender gemein-
{haftlicher Tangenten. — Nadydem die Punfte D und E gefunden
find, Fommt e8 blog nody davauf an: aus benfelben Tangenten an
inen ber beiden RKveife gu ziehen.

, (8)

§. 67,
Gemeinfdoftlide Tangente an ywei Dweigen verfelben Curve.

Diefe Aufgabe ift offenbar nur ein befonderer Fall der vorhers
gebenden, und wir wollen baber die Curve (§.43), deren Glei-
Hung auf folgende Form gebradt werden Fann :

(x?+y% +e2)? — de2 x? —at =0,
fofort a1g. Beifpicl nepmen. Die Gleichungen (5) und (6) des vor
bergehenven. §. find jest s

yu_y X (Y'2+y puEs ezJ . i3 u(x_n'z_]_yng -—02) ( )
X”—-x (x:2+y12+c‘2) y”(x“ﬂ—l-y“?-i—c*)'

(xlﬁ +yl2+c2)2_402 x'2 _a4__k0' : ) (10)
(x412+y4t2+cu)5 — fe2xie — at=—o
Die beiven lepten geben durd)y Subtraction :
yn__ y.f (xu_%_xf) (xog _*_v:z__cz_i_kuz_‘_ynz _02)
B (y“+y‘) Faiye et <Ly o urgey

Der Quotient y tft alfo drei Briidyen gleidhy, Addirt man

Vie mit 9 mu[t:phctrtcn 3 @G ler ber beiden erflen, ieht von der



A

Summe den ded Ddriften ab, und combinirt die Nenver auf bies
felbe Weife ; fo exhdlt man :

y”“y‘ 13 (X“*—X") (xll‘z_*_yuz_“xm___ y:v_')

x—x! == ().n__y:)(xu‘z _l__ymz _x,g_y,,)g:
worausd folgt:

(x”z + y“z——x’ﬂ—y‘-’") [(x“-—»x')z—i- (yn_}. :):] 2=ge

Der jweite Faftor Fann aber nidt Null fein, weil fonft die

beiben Berlibrungspunite gufammenfielen; ed ift alfo:

xllﬂ_}_yh’z — xlﬁ +y15’
und folglid) wegen (10):

X' = xllﬂ.’ ylz —_— y“'.‘.
Den Gleidungen (9) gefchiebt Geniige, fowobl duvd) :
xl?. + y—la e cg - 0’
welded die Punfte D, Dy, D/, D', (Fig. 57) gibt, folglich die ges
meinfdaftliden Tangenten DD’ und D,D’, , als durd:
i -
]{7: _y\—’ folglidy : x!=—x", y' = —y"}
aber bie fo evbaltenen, durd) den Mittelpunft gebenden gemeins
fdaftliden Tangenten EE! und E, K’ (Fig. §89) eriftiven nur in
dem dritten Falle

§. 2613

Beriiprungsbevingung 3wifdhen 3wer Curnen,

Man fagt: daf gwei Curven einander berdihren, wenn fie
in einem gemeinfdaftlichen Punfte eine gemeinfdafilide T ans
gente baben. — Die gegenwdrtige Aufgabe ift alfo ebenfalls nur
ein befonberer Fall von §. 66, wo die beiven Beviiprungspuntte in
einen gufommenfallen. Sind alfo x,y die Coorbinaten beg Ber
viiprungépunttes , fo hat man wifden den beiben Unbefannten x, ¥
bie brei Gleidungen :

f(xr }')ﬁﬂ:F(X: YL =10, (11)

fx(x,y) . Fxx. ¥

oy Fye v s
und folglidy beritpren zwei gegebene Gurven einanber nur unter b
fonbern Bedingungen. Enthalten ndmlidy die Gleihungen (11)
willkiirlide Pavameter a, b, . . . und man eliminivt x, y, fo e¥s
halt man eine Bedingungdgleidung jwifden a, b, . - «¢



PR g

Weldper biefe Parameter gendgen miiffen, wenn die beiden Curven
cinanpey Deviihren follen.
Beifpiel. — Fiir jwei Kreife bat man:
x¥4yr=r1?, (x—a)@2 4 (y—>bP=r3, (11)
X X-—a a
Ao ot (12)
Aug der Gleidung (12) erhellet s daf der Beviihrungspuntt
beiber Rreife auf der Mittelpunttslinie liegt, und wenn
man a2 -} b2 = d? fest; fo Dat man nady (12):

i:': L:ﬁz—*-)f -._.—+-...]:_’
a b T ivas AR Ty d
folglich :
Kzi%y;:i h’Er'l

und wegen der weiten der Gleichungen (11):
Gr—d)?—r?2 =0, (tr4r'—d)(+r—1'—d)=0.

Sept man v’ >, fo fann ber weite Factor nidt Null fein,

und man pat folglichs
B s

d. . bie gegenfeitige  Cnifernung ber Mittelpunfie beiber Kreife
Muf dper Summe, ober der Differens ibver Halbmeffer gleidh
fein, wenn fie fidy bevithren follen,

§. 69.

Etnmrtrij’d)er Ort, welden cin Punkt O/ (g, 27) befdhreibt, ver mit ciner beweg-
[idym, ftets gwei fefte gegebene Curven beciihrenven Curve feft verbunven ift.
@3 fei £(x’, y’) = o bdie Gleidyung der beweglidhen Curve in
588Sie{mug auf ben Punft O als Anfangspunft und die feft mit iby
?Erbunbenen, alfo bewegliden Aven 0'X’, 0°Y’. Ferner feien
M derfelben Ghene 0X, OY gwei fefie Aven und ¢(x, y) = o,
Y(x, y) = o bie Gleidungen der beiden feften Curven in Begug
Wf biefe fefien Aren; fo witd eine Lage der bewegliden Curye
Urdy die Goorbinaten x, ,y, bed Punfted O und durd) den Win.
fer ¢ beftimmt, welden O/X/ mit OX Dilbet. Sefit man in bdie
leidhung f(x’, y) = o fiirx’, y* ihre durd) bie Transformationss
fovmern gegebenen Werthe, fo erhdlt man die Gleidung F (x, y,
X1 Y1, @) = o ber beweglidhen Gurve in Vegug auf bdie feften
Yen.  Defift man alsdann aus: daf diefe Curve bie beidben feften
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Gurven beriibrt, fo erbdlt man gwifden Xy, ¥y, @ gwei Bevingungss
gleidyungen. und wenn man o pwifden denfelben eliminivt; fo ber
fommt man endlidy die gefucdhte Gleidpung mit x,, v; bed Drted
pes Punkted 0
Die RNedynung veveinfadt fid jebr, wenn bie beiden Nidytlinien
gerabde find undb gu ben @oorbinatenaren genommen werben, —
Dic Beriiprungsbedingungen erhdlt man alsbann, wenn man in 0¥
Gleidung F (X, ¥, X Y1 @) =0 fuccefiive x = o und y=20
fest, und ausbriidt: baf febde ber o crbaltenen Gleidungen mit
ciner BVerdnberlidhen y ober X 3w ei gleide Wurgeln bat.
Peifpicl. — Welden Ort befdreibt bdet
Pol einer Parvabel, bdic fid in einem tvedtet
Winfel fo bewegt, baf fie bie beidben Sdhenfel
peffelben fiets beriihrt? — Um bdie Gleidung der Pas
vabel in Begichung auf ihren Pol zu erbalten, muf man in der
Gleidung (9) in §. 7, m = 1 und x+d fatt x fegfen, wo
durd) man expdlt:
iz —9dx! — d* =0,
und wenn man in diefe Gleidung die TWerthe :
X!/ = (X — X4) co0S e+ (y—VY,) sing,
yie=— (X=X sine-+ (y—y1) cosa
fept 3 fo exbdlt man alg ®leidung der auf die feften Aren bego#
genen Pavabel :
(x—x,;)? sinﬂa+(y—yl)=cos=a-—2(x—xl)(y-yljsinacosa
Zod(x—x,) cosa —2d(y —y,)sina—d>=o.
Sept man hierin y = 0, o erbdlt man :
(X —x,)? sin® a+ 2(y, sine—d) cos ¢ . (X — xy)
4 (y,2 cos® a+ 2dy, sine —d?) = o,
und als Bedingung der Beriiprung mit der Are der X:
2y, sinae = d.
Gbenfo erhdlt man alé Bedingung dev Beriihrung der ‘pambd
mit der Are Der y:
2x, cosa = d,
unbd endlidy als Gleigung beg Dvtes Des Poles bev bewegliche®
Parvabel : ;
1 1 4
ETE + ')T:" e —dT.
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Sedystes Kapitel.
Tangenten in verfdyicdenen Coordinatenfyhemen.

§. 70.
Polarfyfiem,

Sn diefem Syfteme wird die Lage der Tangente MT durdy den
Winfel OMT' = o (Fig. 111) beftimmt, weldhen fie mit dbem nad
bem Beritprungdpunfie M gehenden Rabiusvector OA bildet. E3
feien o, 9 bie Goorbinaten bed Punfted M und o4k, 9+ h bdie
bes benadybarten Punftes M’ 3ieht man die Sefante MM’ unbd
Befchreibt aus bem Pole O mit dem Halbmeffer OM ven Kreisbogen
MN, fo gibt bag Dreied NMM':

sin OM'M _ SefneMN _ Sehne MN  DBogen MN

sin NMM‘ M'N T Bogen MN ° T M'N
__ Sepre MN  oh G
= BognMN " &k ° D

it man nun die Sefante MM’ fich um den Punft M fo drefen,
daf fid) M/ bem Punfte M unbefdranft ndbert, fo wird die
Sefante MM/ an bder ®renge gur Tangente MT, bdie Sehne
MN wird jur Tangente an dem Bogen MN und mithin fenfredt
‘fufOA; alfo ®renge von OMM’ = OMT' =a, und Grenge

von NMM’ = -g- — a. Gnblidy ift bas Berpalinif eines Krciss

bogens su feiner Sehne befannilidy an der Grenge der K lein-
beit = 1, und folglih wird dic Gleidyung (i) an der Grenge:
sin o h h
—— 3 t =0, e —— "'"'"Q— .
S ®r K ober tanga=p . ®r " g 69
e =
Wir haben vorbin angenommen: daf der Radbiusdvector o mit
dem Winfel 9 gugleidy 3 u nimmt; aber wenn o abnimmt, wihrend
3 gunimmt (Fig. 112), fo gibt das Dreied NMM:
sinOM/M __ Sehne MN  Bogen MN _ Sefne MN  oh

—sinNMM’ Bogen MN ~ — M'N ~ Bogen MN * k°
Un der Grenge ift aber OMM = «, NMM' = o _%, unbd
man erhdlt folglidh die Gleidhung (1) wieber,

Sdinufe, Goordinatengeonetric, 7
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Wenn ¢ fiir einen befondern Werth -, von F verfdwinbdet
(Fig. 113), fo gebt ein Curvengweig OC durd) den Pol O, und bie
Tangente an biefem 3Jweige it bie dem Winfel 9, entfpredende
®erade OA,. Denn lift man die durd) einen Punfi M gehenbde
Sefante OM fid um den Punft O fo dbreben, baf fih der Punft
M bem Pole O unbefdrdnft ndbert, alfo o der Grenge Null; o
ndbert fid bie Sefante der Grenglage unendIl{d.

©o ift 3. B. dic Polavare OX (Fig. 12) eine Tangente der
Epicycloibe in O bie Ridtungen, fiir welde o= o ift, find
Tangenten an ben Ringen in Fig. 68 u. 69.

LWenn bie Gleidhung der Curve trigonometvifd e Funfiios

nen beg Winfeld I enthdlt, fo ift die Beftimmung von Gr. g

nidyt fo leidht; allein wiv wollen nun einige einfadhe Sde ableiten,
welde in vielen Fdllen geniigen.
1) €8 fei o = sin 9, fo ift:

Zi-h h
ki) —sin&=2 sin - cos (& + 2—)
R R ;

o (o42);

sin —h-
2

VEE T
2
folglidh
G, —:- = coS .
2) @8 fei o = cos I, o ift:

e h
K __cos(3-+h)—cos_ 2 sin 5 sm(& + i—)
h h g h £

h
o a4 D
% sin ( -} WA
folglidy «
Gr. -%- = — sin .

3) €8 fei p = sinm 9, fo fefie man m & =3, mh =h’/, und
man hat nad) bem Dbigen :

]_l_.-_:m T affo (S)r__:_ = mcosd = mcosm.I,
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4) @8 fei p = cosm 9, fo findet man cbenfo:
k ;
®r. - = — msinm .

Beifpield. — Fiir die Epicyeloide (§. 9, 3) bat man o = 2a
(1= cos9); folglich:

28In“-—£—
tanga = —° _ — i iy e ik
2asin & Sift YT 26 g T P o 2
2 sin —cos —
2 2
F
(148 T ol — e
f 2

Bon O bis B (Fig. 13) wadfi « von o bis % fo vag in B bvie

Tangente auf dem Rabdiusvector fenfredt ift.
Beifpiel 2. — Fir dic in der Gleidung ¢ = a + cus%‘z
enthaltene Gurve (§. 50) hat man:
i = ¢
tang ¢ = = 55"

sin —
n
Jn den Punften A, A/, A, . . . (Fig. 67, 68 u. 69) it

€= —g—; bie Gurye beriibrs ben grofen Kreig.  Jn den Punften

A

5 und bie Gurve beriibrt den

* Halal, ., . ift ebenfalld o =

Heinen Sreis,

Dic Subtangente undb Subnovmale begiehen fidh in bem
Polarfyfieme auf das im Pole O (Fig. 113 2) auf dem Raviuse
Yectoy OM erviditete Perpendifel PQ, unb man finbet Teicht:

ws o L O

N— V92+ 12

St = 2 So=I, wo der Rituse wegen @r.—;;_

= &,
= 1 gefept ift.

_ Rennt man eine diefer Grofen, fo f““‘f man offenbar Teidit
Ye Tangente und Normale geometrifdh confrruiren 3 aber in manden
Sallen ift es cinfadjer, den TWinfel « gu confiruiven.

7#
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Beifpiel 3. Fiv die Ardimedifde Spivale:
¢ = ad, (Fig. 10)
pat man:
tang ¢ = & unb Sp = a.
Die Subnormale ift alfo confiant, und dber Winlel, welden bdie
Tangente ober bie Gurpe mit dem Radiudvector bildet, ndhert fidh
fortwdprend einem vedten Winfel.
Beifpiel 4. Fir die hyperbolifde Spivale:
a
sy
hat man:
tange = — 3, §¢ = — a.
Hier ift alfo bie Subtangente conftant.
Peifpiel 5. Fir die logavithmifde Spirale:

finbet man leidgt (f. Anbang):
1 :
tang a¢ = o St = —%, Sp = mp,
Ve 2 e T
T = ~HM g N o Vitms,

m
Ausd dew Werthe von ftang « fieht man : daf bie Tangente mit dem
Rabiusvector eiten conftanten Winfel madt.
Beifpiel 6. — Fiiv ben Lituusg:
a
Ve

9:

finbet man leidyt :
tang ¢ = — 2% unp §¢ = — 2a Var s
Beifpiel 7. — JIn ber Lemnigcate:
02 = a? cos 29
bat man:

=29 — =,

2
Beifpiel B. — In ver Spirale:

en = an sinn g
ifts
tang ¢ = tangn g, alfp ¢ = n I,
Weun o, den Werth von « bebeutet, welder dem Winfel & + *
ober ber Tangente an dem andern Cnbdvunfte der burdy ben ’l“"
gebenden Sehne entfpridht ; fo ift «y =n (9+n), alfo ¢, —a=1"%
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WMithin ift vev Winfel jwifdhen den beiben Tangenten in den End-
Punften irgend einer dbuvdy den Pol gehenden Sehne confrant.

S a2,
Bipolacfyftem.

Jn biefem Syfteme wird bie Lage der Tangente MT (Fig. 114)
durdy bie beiven Winfel «, 3 beftimmt, welde die vyon den Polen 0,0,
nad) dem Beriibrungspunfie M gehenbden beiden Rabienvectoren OM,
O, M mit ihr bilden. — &8 feien u, v die Coordinaten bes Punftes
M und uth, vk bdie eined benadhbarten Punfted M’  Jieht man
bic Sefante MM'S und befdreibt aus den Polen 0,0, mit den
Hatbmeffern OM, 0, M Kreisbogen MP, MQ; fo geben bie beiben
Dreiedde MPM/, MQM':

sin M'MP _  h sin MOM’ _ MM’
sin MPM’' =~ DMM‘’ sin M'MQ =~ 'k °?
folglidy :

sin M'MP _ sin MPM’  h
sin M'MQ ~ sin MQM' "k °

@ebt man jur Grenge iber, fo werdben MP, BIQ refp. auf
OM, O,M fenfvedt und bie Winfel MPM‘/, MOM' redyte;

folglid «
Gr. M’MP=%— — a, ®r, M'MQ = -721-_ 8,

unb:

cos a h

COS ﬂ s 1o @to 'k'—.
Wenn A, u die Winfel bedeuten, welde dic Mormale der Curve
mit pen BVectoven bildet, {o hat man:

an A ey, Vs -h__

sin @ k ;
3ft nun die Gleidhung der Curve unter der Form £ (x, V)= o gege-
ben » fo iﬁ:

h o OFY (W,
OF: —Ed I F'u (u, V]’
folglicy
cosa Ky (u V)
cos g Fau(@u V)
sin 2 Fy (u V¥)

s (uEv)



worqus fid folgende geometrifdhe Conftruction crgibt s Nuf den Bee:
toren nimmi man vom Punfte M aus jwei Lingen, welde fid) wie
bie TWerthe dev Ableitungen verhalten , o ift die Diagonale des ausd
diefen Ldngen conftruivten Parvallelogrammesd die Norm ale der
Curve. Hiebei ift iibrigens su bemerfen: bdaf jfede diefer fingen
auf bem Nadiusvector felbft, ober auf feiner BVerlingerung genoms
men werben muf, jenadybem bie Ableitung pofitiv, ober nes
gatiy ift.

Beifpiel 1. — Die Gleidhung dber Ellipfe ift u v = 2a,
alio F'u= 1, F'v = 1. Das Pavallelogramm ift folglid eine
Raute , und mithin halbivt die Normale den Winfel ber Vectos
ven, und bie Tangente madyt mit den BVectoven gleid e Winfel.

Beifpiel 2. — Die Gleidung der Hyverbel ift u — v =2a,
alip F'u =1, F'vy = — 1. Die Normale der Hyperbel halbivt
alfo ben von dem cinen Nadbiusvector und der Berldngerung bded
andern gebilbeten Winfels, und die Tangente halbir t den von den
beiben BVectoren gebildeten Wintel.

Gine Cllipfe und Hyperbel, welde bdiefelben Pole
baben , durdfdneiden fid) biernady vedtwinfrig, vag Peift
ibre Tangenten im Durdidnittdpunite find auf einander fenfs
vedt.

§. 3.
Pol - Bidptlintenfpfiem.

Jn diefem Coorbinatenfofteme wird dic Lage der Tangente durd
bie beiben Winfel «, 3 beftimme, welde fie mit bem RNabiusdvector
OM (Fig. 115) und mit bem quf die Ridhtlinie gefdllten Perpens
bifel MP bilbet. Jieht man dburd) M und einen nabeliegenden Punfi
M’ cine Sefante, befdyreibt aus dem Pole mit dbem Halbmeffer OM
ben Sreigbogen MN und iebt ju der Ridtlinie die Parallele MO;
fo geben die Dreiede MNM/, MOM’ bie Relationen:

. C0S @ Or E_____ __F"v (u, v)
cos 3 i F'u (u, v)’
und fiiv die Normale :
simi _ F% (u, V)
sin ¢ — F7y (u, v)

Beifviel 1. — Die Gleidhung der Pavabel in diefem €07

orbinatenfyfteme ift:
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u—v=o0, afo Flu=1, F/y =—1 und =3
Die Tangente halbirt alfo ben Winfel OMP.

Hievaud folgt: daff swei Pavabeln, welde denfelben Pol und
diefelbe Are Haben, und deven Scheitel auf beiden Seiten des Poles
liegen , fidh redytwinflig durdfdneiden.

Beifpiel 2. — Die Gleidung der Cllipfe und Hyperbel ift
in diefem Syfieme:

u
-v—:-—-moberu—mv.—_-o,

folglidy :
Sl [
cos g3 A
Man erpdlt alfo vie Tangente, wenn man in O ein Perpenbifel
auf OM ervidptet und den Durdfdnittdpuntt deffelben mit ber Nidt-

linie mit bem Punfte M verbindet,

§. 74.
Allgemeines Coorbinatenfyfem,

G3 fei M (Fig. 116) ein Punft der Curye, A, B bie beiden
Coordinatenlinien beffelben und MC, MD ihre Novmalen; fo wird
bie Lage der Tangente MT buvd) bie beiben Winfel o, B beftimmt,
Weldhe fie mit diefen beiven eraben bilbet. &3 fei ferner M’ cin
Nabeliegender Punft der Cuvve, A’ B’ feine Coordinatenlinicn,
P ber awifden A und A’ Yiegende Theil der erften Novmale und q
der gwifden B und B’ liegende Theil der weiten Novmale; fo
Beben bie Dreiede MPM/, MOM’;

sin MM'P : sin MPM' = p : MM/,
sin MM‘Q ¢ sin MOM' = q : MM';
folglig .
sin MMP sin MPM/ P
sin MM‘Q sin MQM’ ° ¢
© Oeht man gur Grenje itber, fo wivb M‘P Tangente an A
WM alfo:
®r. MM'P = % — a,
Und ebenfo, weil an ber Grenge M/Q Tangente an B in M witd:

®r. MM‘Q = —3‘— —8;
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folglich:
cos ¢ L gy P
cos §3
Jn dem redytwinfligen Goorbinatenfyfteme find p, ¢ nidyts
anbers, ald dbie Juwadfe h, k von x, y, und folglid hat man:
k

oS « h
sin 8 golis ke
wie friiber.

Sn bem Polarfyfteme it A ein Rreis, dbefen Normale
ber Bector OM ift, B eine vom Pole ausgehende Gerade, bie ans
vere FNormale bag Perpendifel barauf, p der Juwads k deg Ros
biusvectors, q = p h, und folglich wieber:

tang a = p Gr. % .

3n bem BVipolarfyfteme find A; B jwei ausd den Polen
befdyricbene Rveife, beven FNormalen mit den Rabdienvectoren u
fammenfallen.

tang o« = @t.

Sicbentes Kapitel.
Vou den Afpmptoten.

§. .75

Wenn man einen unendliden Curvenyweig AMB (Fig. 117)
bat, fo fann es gefdehen: Daf der Abjtand MH eined fich auf dbev
Gurve ing Wnendideentfernenden Punftes M von ber Geraden CP
Fleiner wird, als fede gegebene ober angebbare Grofe, b. §. RNull
sur ®renge hat — und alébann wird die Gerade CD eine Afymp?
tote bed Curvensiweiges genannt.,

Wenn 3 ben Winfel begeichnet, welden bdie Gerabe CD mit
ber Are ber y madt, fo hat man fiir die Differeny MN wifden
ben derfelben Abfciffe entfpredpenden Orbinaten ver Geraden und
ver Guroe:

MN = '—I‘E— !

sin
unbd bie Bedingung: Gr. MH = o gebt itber in bie gleidbeder
tente: Or. MN = o, — Man fann daber oudy fagen: Ginf
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Afymptote ift cine Gerade von folder Befdaffenbeit, daf die
Differeny ber derfelben Abfeiffe entfpredenden Ordinaten der Geras
den und ber Gurve gegen Null convergivt, wenn bie Abfeiffe x
gegen + oo ober — oo convergirt (vergl. §. 41).

Wenn & = o, d. h. die Afymptote gur Are der y pavallel
ift, fo ift die obige Umformung der Definition derfelben unftatthaft;
aber in diefem Falle ift die Differeny MN (Fig. 118) dber derfelben
Orbinate entfpredenden Abfeiffen der Geradben und ber Curve eine
Orife , welde gegen Rull convergirt, wenn y gegen + o ober
— @ convergivt, fo daf dbie Abfciffen der Curve gegen bie en be
lidhe ®renge OE convergiven.

§. 76.
Afymptoten , weldye 3u der Aee der y parallel find,

Diefe Afymptoten erhdlt man nady dbem Borhevgehenden, wenn
man die endbliden Werthe von x fudt, welde vy unendlid
grof maden. — Wenn die Gleidung der Curve eine exrplicite
(firx y aufgeldste) ift, fo find biefe Werthe von x diejenigen , weldye ben
Nenner ded Yugdrudes von y verfdwinden maden (§§. 42, 45),
und wenn die Gleidung der Gurve eine implicite ift; fo findet
man biefe Werthe von x auf folgenbe Weife : E3 fei m ber Grad
der Gurve und n der hdyfte Crponent von y; fo exbdlt man,
Wenn man bie Gleidung der Curve nad) y ordnet:

p(X)y"+v () y—'+ ...+ n(x) =0,
W0 g, ¥ ... xa Polynome mitxbebeuten, welde vefp. podfrend
%m Gradbem —n, m—n + 1, . . m findb. Dividirt man
mit yo , {o hat man:

q:m+w(x) 1 s +ncx);‘;- = o.

Wenn nun, indem y gcgen ® connergitt,' x enblid) bleibt,
fo verfdwinden die Glieber von bem zweiten an, unbd an ver Grenge
bat man :

¢ (x) =o. (1)

UmgeFehrt, wenn x gegen eine der Wurgeln der Gleidyung (1)
Convergirt, fo convergirt einer der Werthe von y gegen . Die
U der Aye ber y paralfelen Afymptoten werden alfo durdy die res
¢llen Wurgeln der Gleidung (1) gegeben.

Beifpiel. Die Gleidhung der gegebenen Curve fei (§. 49):

x& yhi (x22) (¥ =X 0,
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fo finbet man:
P (x) = x* 4+ x? — 4 = o.
Die beiden veellen Wurgeln diefer Gleidung find:

x:tl/\fl_TQ—I,

welde bie bereitd dburdy ein anbered TMittel gefundenen Afymptoten
geben (Fig. 66).

Jebody gibt eine veelle TWurgel ber Gleidung (1) nidt noth:
twendig eine Afymptote, und man muf fid) nody iiberseugen: daf,
wenn x gegen eine Wongel der Gleidung (1) convergirt, der gegen
o convergivende Werth von y veel 1 ift; denn wenn derfelbe imas
gindr ift, fo eviftivt ber unendlidhe Gurvenzweig nidt. —
Jft 3. B. die Gleidung der Curve:

yXigtdung)t uE G S gaybss: o
fo ift:

¢ X=X =al)? o % 50,
Aber wenn man x einen nabe bei 1 liegenden Werth gibt, foiff y
imagindgr.

§aiitils
SAAfymptoten , welde nidyt 3u der Are des y parallel find.

Die Gleidung einer folden Afymptote ift:
Y =¢x + d,
wo cundbd gwei ju beftimmende Conflanten find. Wenn y, v, bie
berfelben Abfciffe entfpredhenden Orbinaten der Curve und der Ger
vaben bedeuten, und y — y, =& gefest wird; fo ift = eine FunFion
von x, welde gegen Null convergivt, wenn x gegen oo convers
girt. Der betvadytete unendlihe Curvengweig wird folglidy purd
bie Gleidhung:
Yy=¥V1te=cx+d+e (2)

auggebdriict.

Beifpiel. — Fiw bie in §, 44 betradyiete Curve ift:

Y ; o voda 152
F|/,\3+2.-¢ 5x—6,

t<
il
=
i+

|
I
Il
i+

2 1 1 5 6
X x? 3 x4
@5 convergivt alfo e gegen Mull, wenn x gegen co convergivh
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und folglidh ift vie Gerabe y = x eine Afymptote, fo baf dbie
beiben Gurvengweige AFD, AF,D, (Fig. 60) ven Durdymefier DD,
gur Afymptote Haben.

Aug der Gleidung (2) folgt:

und wenn d endlidy bleibt und ¢ gegen Null convergivt, wenn
X gegen oo convergirt; fo ift:

C:@t- Y

~ Der Nidtungscoefficient ber Afymptote if folg-
Lih nidyts anbers, als die Grenge gegen welde dasg
Berhaltnif % convergirt, wenn x gegen + o ober

—_—

@ convergirt.
Aus der Gleidhung (2) folgt audy :
d=y—cx —¢, afo: d = Gr. (y — cx)

§= 8.

Dag allgemeine Berfahren, dburd welded man wenig:
fteng be algebraifden Guroen bie Werthe der beiden Pavas
Metey ¢

¢ = Or., —3—2—, d = G (y—cx)

Beftimmt, ift folgendes: Machbem die ®leidung der Curve auf eine
8anje Form gebradt ift, fafit man bie Glieder von gleidhen
ﬂDimenﬁonen in eing jufammen, wie in §. 64, fo dbaf man hat:
Fx,y)=9¢xN+2Exy)+-...=o0.
Sept man in diefer Gleidung ux fiir y, fo wird, weil ¢ (x,¥),

V(x,y),... homogene Polynome refp. vom Grade m, m—1, ...
fnp ;

9(x, Y)=xme(, u), v(xy)=xm—2 (1, u),...

"D wenn man mit xm dipidirt; fo nimmt bie Gleidung der Curve
Olgende Fovm an

eI vl 0 St =0 @

y Vv ' » e
Convergivt mun u =~ gegeneinen endliden Werth ¢, wahrend
X
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X gegen oo convevgirt, fo verfdwinben an ber Grenge alle Glieder
von bem weiten an, und man bat:
¢ (1, €) = o. “)

Umgelehrt, wenn ¢ gegen eine Wurgel der Gleidung (4) cons
vergirt, fo convergirt ein LWerth von x gegen + oco.

Die Ridtungseoefficienten der Afymptoten werben alfo durd
bie veellen Wurjeln der Sleidung gegeben, welde man erhdlt, wens
man den Theil @ (x, y) der gegebenen Gleidhung, welder von
ber Dodyften Dimenjion i, = o und barin x =1, y==¢
fest.

MWeiter oben wurde gefefst :

u=L=tﬁﬂ_i:=c+d:E,

X X
unb wenn fept A+ e =k gefept wird ; fo ift u =+ %. et

man nun diefen Werth fiir u in die Gleidung (3) und entwidelt,
fo fommt (Anhang, Formel 38):

0 =9l ) +¢%e (1, )5 +igact,e) Ko ...

1 -
FUA O e %

+ 20 5+
unb wenn man mit x multiplicivt, fo exhalt man wegen ¢ (1, ¢) = 0°
23 1 1
o= [ge LKL VU O] +A B 4.0 @

Laft man jept x gegen oo convergiven, o convergirt k gegen einéd
enblidhen Werth d, und man hat an der Grenge:

p'e(,c0)d+y(1,¢) =0,

Lipae hpe)
= T yed, 0 =
woraug man fieht, wie bie Conftante d, welde fiir vie Afymptotf
bie Orbinate im An fang8puntte ausdriidt, gefunben wird.
Die Gleidyungen (4) und (5) geben mithin alle, nidt gu HF
Jre der y parallelen Afgmptoten. — Da die Gleidung (4) hidfen®
vom n'fm ®rabde ift und die ®leidung (5) fiir feven Werth vort ©
nur etnen Werth yon d gibt; o gibt es bodyftens n nidht 34 bet
Are ber y parallele Afymptoten, und bda cs pichftens m —n ¥

alfo:
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ber Are der y parallele Afymptoten gibt, fo folgt: daf cine al:
gebraifde Gurve bed mien Grabed hodfiend m Afymy:
toten bpat.

Beifpiel. — Die Gleidyung der gegebenen Curye fei (§. 45):

y*(x+a)—xEx—aEx—b=0
obey :
(xy?* — x%) + (ay"‘ + (a+b) x’) Fabx =0,

fo gibt qunddft x = — a eine gu der Are der y pavallele Afymyps
tote B,E (Fig. 61).

Ferner ift: 0 ;
?(1,0)=o0=c?—f,c=%1,d= —@%"'_b=;2a‘2"b,

@3 gibt alfo gwei Afymptoten HH, , KK, , welde ju den Hal-
bivungslinien der Arenwinfel pavallel find und fih auf der Are dex

X in einer Cnifernung Ol = a + —;- vom Anfangsépunfie fdhneiden.

§- 79,

Bemerhungen,

1) Wenn man aud fiiv ¢ und d ein Syftem reeller endlider

!!Bertbe gefunden Hat, fo folgt baraus nod) nidt: daf es eine

Afymptote gibt — und man muf fidh auferbem von der Realitdt
des unendlichen Guvvenyweiges iiberzengen.

2) Wenn bder betradtete Werth von ¢ ben Ausdrnd ¢’c (1, ¢)
auf N u Ll reducivt, aber (1, ¢) nidyt; fo nimmt k mit x zugleid
Unendlich gu, weil fonft ¥ (1, ¢) = o wire. Die Afymptote
liegt arfo in unendlider Entfernung, b. b. fie exiftivt nidt, —
Eg bat alfo einunendlider Curvenjweig nidht ims
Meyeine Afymptote, wad 3 B. {don bei den Curven
Yo — xm — o ber Fall ift. — Fir die Parabel y? — 2px =0
bat man ¢ = o und d = oo

3) Wenn bder Werth von ¢ ugleid ¢'c (1, ¢) und p(1, ¢)
Yerfdwinden madt, fo bat man gur Befiimmung von d eine Gleis
Dung pes sweiten Grabes:

12 (1,0)d24-v'c (1, 0)d+x(1,¢) = o,
Welde swei parallele Afymptoten gibt; aber der betrefende Werth
%on ¢ ift eine poppelte Wurgel der Gleidung ¢ (1, ¢) = o, fo

b“E ber obige Lehrfag fiber bie Angahl dev Ufymptoten nody ftatt-
ndet,
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Beifpiel. — C8 fei:
xy? 4+ ay? — a¥lx 4+ a® = o,
foift: ¢4, €)=¢c?, c=0, ¢'c (1,¢)=2¢c, ¢'c2 (1,0) =2,
1P(1; €)= 302- ll"c (11 C) . 23.(',, x‘.la ¢) = — a%

Da bder Werth ¢ = o bie Ausdriide ¢’c (1, ¢), ¥ (1, ¢) auf
Null reducict, fo muf man zu der Gleidung des jweiten Gradbesd
d? — a? = o ibergehen, welde gibt: d = + a; und e8 gibt
folglich swei ju der Are der x parallele Afymptoten.

§580;
Afymptoten als Grengen ver Tangenten

s fei MT (Fig. 118) eine Tangente in T, und wir wollen
ung vorftellen, daf fidy der Berihrungdpunit M auf der Curve AB
ing Unendlide entfernt; fo ndhert fidh dic Tangente einer Gren 3¢
{age CD, welde wir ju beftimmen fuden wollen. — Die Gleir
dung der Tangente im Punfte M ober (x, y) ift:

f’x‘(x, Y) ;
Y—y=- B0 -
5 S x (x, Y) f (xr Y)

unb ed fommi bavauf an ju ﬁnbcn
@t — e (%, y) und Gr. (y 5 i x,:9) 2

f'y x, ¥ fﬂ) (x, Y}
Nady §. 64 ift :
If'x (X, )’)-I—yf'y (xl Y) A UJ(X: YJ 5 2 IP(Xa y) T8y (i)
woraus folgt , wenn man % = u fest:

g slx (Xe V) b U (1, W 2x d, v n
i" x, v) X xln 01 ) X3 ) i
@onnergut nun x gegen oo, fo convergiven die Gligber vomt
sweiten an gegen Null, und ed ift fotgh'd;
Gr. — f———-——-’ (% Y) . @y, L= e
f'y (x, ¥) X
Diefelbe Gleidung (i) gibt:
xfx (x, V+yfy (x,y) v+ 2xx, )+ .
'y (x, Y) e PN (X, Y T o
wti,u)+2{:x(1, DV SRR

— — B o=

o 3
g'u (1, u)4 %x‘u (1,w)+ =




folglidy : _
)y v o _
on (H BN L wthe
Die Grenge der Tangenten ift alfo nidtd anbers, ald Ddie
Afymyptote.

§. 8i.
fage der Curve gegen dic Hfpmptote,
_ Das Jeiden der Differeny y — y, = & lehrt, ob bdie Gurye
Uber, ober unter der Afpmptote liegt. TWenn in der Gleidung
() in §. 78, d+ ¢ fiir k gefeet wird, fo erblt mans
2
Pe (l,c)z-{-% [cp“cn , c)% +v'c (1,0)d4x(1,0)+. . ] =0,
forgricy :
dz
1 ‘P”02 (11' C)? +1f)’c (Ir C)d+ X[ifc)

1
igm il B C— ses o
x[ g'c (1, ¢) o x+

Die Glicber der in den Klammern fiehendben Grife enthalten

Yon bem gweiten an den Factor ¢, ober —‘1[-, und ed gibt folglidy

tinen Werth von x, von weldem an der Jablentverth bdes erften
Oliebes grifer ift, als bic Summe ber Jahlenwerthe aller folgenben
Gliever, fo vag das Beiden bes erfien Glicbed bag Jeiden der
8angen in ben Rlammern fehenden Grofe if. Der unendlide Jweig
fner argebraifden Gurve bleibt alfo von einem gewiffen
?Flgnfte an ftets auf berfelben Geite der Afymptote, und bas
Jeithen peg erften ®liedes :

z ds
9'c2 (1, €) 5 Tt ¥'e (1, 0)d+ x(1,0)

bl ¢'c (1, ¢)

8ibt an, auf welder Geite.
Beifpiel. — Fitr bie in §. 45 betradtete Curve ift, wenn
e ber MWerth ¢ = 1 in Betvadt gejogen rivd :

b2
—hL 2
o = (a —+ ab I),
b eg find drei Falle gu unterfdeiden :

D E3ift b < 22 (V241). — In bdicfem Falle it A pos
Yundb e pojitiv auf ber Seite der pofitiven x, und

fitg
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negatiy aufder Seite der negativenx. Der Curvengweig cD
(Fig. 63 u. 64) liegt mithin itber bev Afymptote TH, und ber
Bweig F, G, unter ber Afymptote HH,.

2) G8 it b > 2a (v2 + 1). J3n dicfem Falle ift A ne
gativ, und e findet bas ®egentheil ftatt (Fig. 61).

3) 63 it b = 2a (v2 + 1). Hier it A =o, Die ®letr
dung mit e veducirt fip auf:

8 [tp’c ad,e+ %(fp”ci (1, )d+g“c2(1, ¢) f2- + e 1, c)]

L G P it S e
B8 T et

Y2 (1, ) £ A7
(P’C (1; CJ

Die beiden Sweige CD, E,G, (Fig. 62) liegen alfo unter beF
Afymptote.

=

o=

und das 3eiden von e ift bad von —

Ueberfidt.
b > 2a (V24 1), @Hig. 61,
b >a!b=2a(v2+1), B§ig. 62,
b < 2a (v2+1), $ig. 63,
b=a, @ig. 64,
b £ a, §ig. 63.

s. 82.

Borhin haben wir gefeben: paf bei algebraifden Curye!
ein unendlider Bweig vou einem gewiffen Punfte an fiets auf

berfelben Seite der Afymptote bleibt, was bei trandeendente?
: in*
Gurven nidyt immer bev Fall ift.  So gebt 3. B. bie Curve y :_S.’l:/

ohne Gndbe von ber cinen Seite per Are ber x gur anbern ibers
inbem fie fidy diefer Are immer mebr nébert und bdie Ogcillatione®
piefelbe Amplitude baben, wabrend bdiefe Amplitude bei bet

in x= . :
= fortwdbrend abnimmt.

Curve y =

Bisher paben wir den Afymptotidmus nur pwifden einer Gurv?
und einer Geraden unterfudt; aber man Finute bdiefe Theorie ab
perallgemeinern und den Ufymptotismus Fwifden jwei Curven un?
terfudben. So 3. B. ift die Parabel y = x? eine Afpmptote ber

Gurve y =x* + 1T
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Wenn man quf irgend eine Weife die Ordinate y in eine Reibe
entwidelt, welde nad) den abnehmenden Potengen von x forts
fdhreitet , fo daf man bat :

Y =2n X% +a— X0—1 + ., ., + a,X+4a,.
d— d—2 a—3
B e B e R
und man fegt fept x = oo; fo erhdlt man offenbar als Gleidung
Yev frummiinigen Afymytote:
y=2an X8 + an—1¥xo—! 4, ..43,x+a,.
BWenn n = 1 ift, fo ift die Gleichung der geradlinigen, nidt
U der Are der y pavallelen Afpmptote:
Yy = a, X+ 2.
St n = 2, fo ift die Gleidung der pavabolifden Afymptote:
y = 8, X242, X4 2,3

I §. 6.

Beifpiel. — Die Gleidung der Curve fei:

x3 —ay (x —b) =o0
Ober :
xﬁ
s a(x—b)’

fo erpellet sunddft: daf die x = b entfprechende Orbinate eine
gerablinige Afymptote ift. Die Curve hat aber audy eine paras
bolifde Afymptote, weldhe man erhdlt, wenn man

x? b N\—
| e )
i eine NReibe entwidelt und dann x = oo feft. — Auf biefe Weife

ehdlt man al8 Gleidung diefer Afpmptotes
ay = X¥— bx-|-b?®
Obey s
ay — 3b? = (x — 1h)?,
Weldye eine gewohnlide Parabel ausdriidt, deren Pavameter = a
Unb beren Yre ju ber der y pavallel ift.

§. 83
Afymptoten im Yolorfyfene.

JIn biefem Spfteme Fann ein Curvengiveig auf brei verfdiedene
ten unendVid) werden, ndmlih 1) o nimmt unbefdranft ju,
Wenn 9 gegen einen fefien Werth o convergivt, ober 2) o convers

Eduufe, Goordinatengeometric. 8
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girt gegen einen feften LWerth a, wemn & unbefdranft waidift, obev
3) fowohl o al8 9 nimmt unendlid) zu.

1) @8 fei AMB (Fig. 119) ein Curvengweig, deffen Rabiusds
vector o = OM gegen oo convergirt, wenn & gegen ben Winkel
LOX = « convergirt: fo ift:

s S Y i sl
tang 9 TS tang « = Gr. 5 C;

Die gevadlinige Afymyptote CD, wenn fie eriftivt, ift alfo at
pem unendlidhen Bector OL pavallel, und es ift blos nod bif
gegenfeitige Cntfernung OC biefer beiven Paralielen ju finden. €8
ift aber offenbar:

0C = Gr. MK = @r. p sin (& — «a),
wo bic Lange OC auf der in O auf OL fenfredyten Geradben Fu¥
Qinfen, over Recdten von O genommen werden muf, jenad’
dem fie pofitiv, ober negatiy ift.

PBeifpiel. — Fiiv bie Hyperbel ift (5. 7), (Fig. 9

2 p
® = TT¥ecos &' g Ty

und wenn o den IWinfel begeidinet , deffen Gofimus = — -i.- ift;
fo wddift o von 1—{%—5 bis o, wenn I von o bis a wadf, Ferner:
bat man :

MK:psin(cz—&) il gijln(a—ﬁ) Ty cosi(a—3),

{+ccosd e cosa—cosd e’ sinl(atd)’
folglidhy :
0C=GrMK=~- -2 = — P |
esing Ver—1

unbd wenn man diefe 2dnge gur Redhten von OL nimmt; fo ¢V
palt man die Lage der Afymptote CD. Endlid) ift:

MK 00 = B Snecosdoe B mepin 5, (4 o)

e sine sin! (9 —a)

peose sing (9 —a)
sine sinl (44 )
Der Curvenbogen liegt alfo gwifden OL und der Afymptote.

2) Wenn o gegen einen feften LWerth a convergirt, w&brcnb3
unendblid) widit: fo bat man eine Epiralafymptote des Kreifes ol
%em Dalbmefier a. — @8 fei 3. BD. bie Gleihung ber gegebent”
urpe:




4 a
20—1 1l
Lo5s

fo convergivt o abnehmend gegen a, wenn 9 gegen 4 oo convers
girt, woburd) man eine anferhalb des Rreifes p=a liegende
Spivalafymptote erhilt. — Wenn I gegen — oo convergirt, fo
Fonvergirt o wieder gegen a, aber wadfend, und man befommt ecine
innerhalb Deffelben Kveifes liegende Spivalafymptote. Beide
Spivalen laufen tibrigens in gwei unendliche Curvengweige AB, A‘B’
(§ig. 120) aus, welde diefelbe gevadlinige Afymptote CD haben.

Buweilen veducirt fidy ber Halbmeffer a des Kreifes auf Null,
und algbann ift bie Spivale Afymptote eined Punftes. So 3. B.

Windet fidy die Spivale o = % unaufhrlih um ven Pol, indem

fie fiy vemfelben immer mebr und mebr ndbert.

3) Wenn o und I zugleid gegen oo convergiren, wic bei
der v dhimedifden Spivale o = a%, fo bat dbie Curve weder
®ine freisformige, nod) eine gevablinige Afymptote.

Uebungdaufgaben.

1) Die Gurye y® —ax?-4 x3 pat die Afymptote: y = x -+ g-,
x3 | ax?
X—a
bie x =a entfprediende Parvallele sur Ave der y und die beiden

burd) die Gleidungen y = + (x4 a) ausgebdriidten Geraden.
3) Die Curpe:

2) Die Gurye y? = bat drei Afymptoten, ndamlid

_ X8 —3ax? | ad
Y=5 —3bx - 2b?
bat drei Afymptoten , ndmlid) die x = b, x = 26 entfpre-
denden Orbinaten und die durd) die Gleidhung:
Yy = x — 3 (a — b) ausdgebriidte Gerabde.
4) Die Gurve: ay® — bx®+ c2xy = o bat dbie Afymptote :
3
b c?
i Va(x "~ 2akb s)
9) Die Gurve: y4 — x4 4 2bx®y = o hat die beiden Afpmps
toten:

y=x——g—,y:—(x+—;—)-

8-‘&
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6) Die Curpe: a*y* — b®y — x* =10 bat bdie beiden paras
bolifden Afymptoten:

x’:a(y—g—z),x’:a(%—y a

X
14 x?

8) Die Curve: vy = -;/-a_—_ + v bat gwei Afymptoten,
X

7) Die Curye: y = bat die Are der x ur Afymptote.

wovon bie eine mit ber Are der x einen Winfel von 45° madyt
und die anbeve auf diefer Are fenfredit ift.

9) Die Gurve: ax* + 4c® xy — by* =o hat eine dburdy ben
Anfangspunft gebende Afpmptote, welde mit ber Are der
x einen Winfel bilbet, Ddeffen trigonometrijhe Tangente

‘ —
e 8
V'F lﬂ’.
10) Die Curye, deven Polargleichung ift :
ST B, 1
— A Ll
]/29. G g

bat ben Kreid von dem Halbmeffer = 2a und den Pof ju
Afpmyptoten.
11) Die Curye:

ad? >
=== (Fig. 81)

bat swei gevablinige Afymptoten, welde mit der Polavare
Winfel — + 1 bilden, unbd eine Kreidafymptote von dem Halbe
meffer = a.
12) Gurve: x —2)y =@ —1)(x—3),
Afymptote: y = x — 2,
HCuve: x4+ NDy=0x—1x
Afymptote: y = x — 3.
1) Gurye: x? — y? — a? = o,
Afymptote: y = + x.
15) Gurye: ay® 4 x3y — ax® = o,
Afymptote: y = — a,
16) Gurve: (x*—1)y =x*+1Dx,
Afpmptote: x = + 1, y = x.
17) Gurve: y® — 2xy? 4 x?y — a® = o,
Afymptoten: y = x, y = o.




- 1y -

18) Gurye: xy? —y = ax® 4 bx? + cx + e,
b
2va

Afpmptoten: y—=+x va + R0

Achtes Kapitel.

Pon ven Einbillungs- oder Grenjeurven.

§. 84
Wenn man eine Gleidung :
f(x, y,a) =0 (1
bat, vorin a ein willfirlider Pavameter ift, o entfpridy jebem
befondern 2Werthe von a audy eine befondere Curvé, und bie den
beiben Werthen a und a+h ded Parameters entfpredhenden beiden
QGuroen fdneiden fidh im Allgemeinen in einem gewiffen Punfte M’
(Fig. 121), veffen Coordinaten ben beiben fimultanen Gleidungen:
f(x Yy, a) = o, f(x, y, at+h)=o0 Q)

genitgen.  Wenn man in bdiefen Gleidungen h ald eonftant und
aald vevdnder{id betradtet, fo erhilt man ben Ot bder
Punfte M/, wo jebe der Curven f(x, y, a) = o von der Curve
f(x, y, a+h) gefhnitten wird, und um bdic Gleidung Ddicfes
Ortes ju erbalten, muf man a wifden dicfen beiden Gleidhungen
eliminiren.

Der Ort, welder ben Durdidnittspuntt M’ von f(x, y,a)=0
mit £ (x, vy, 2+ h) = o und den Durdfdnittépuntt M, von
f(x,y,a —h)=o0 mit f(x, y, 3a) = o cnthilt, bat wei
feiner Punfte M’ und M, auf der Curye f (x, y, a) = o, und
bie Sehme M, M’ ift bem Drte und bder legten Curve gemein, —
Q&g man nun h unendlid) abnebmen, fo ndbern {ich die beiben Puntte
M/, M, berfelben Grenglage M und die gemeinfdaftlide Sehne
wird eine gemeinfdaftlige Tangente der Curve f(x, ¥, a) = o
und ded Orted der Punfte M. — Diefer Ort wird der Or dev
fucceffiven Durdfdnittspunite ber dburd) die Glei-
dung (1) audgedrivdten Curven genannt, Da derfelbe alle
biefe Gurven bevithrt, fo um fchLieft ober um hi Lt er diefelben
gleichfam, und wird deshalb aud) die Einfdliefungse obex
Cinbitllungsdcuvve genannt (Fig. 122).
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&8 fann gejdeben : daf die Curve [ (x,y, a) = o bie Curve
f(x, ya4+ h)=o0 in mehr al8 einem Punfte {hneidet,
unb alédann beviihrt die Cinhiillungscuroe jede umbilite Curve in -
mebreven Punften.

§e 80,
Gleidung ver Cinbitllungscurne.

Fiir die Gleidhungen (2) fann man die beiden folgenden festen :
f(x,yya+h) —1f(x,y,2)
h
welde ben Ort der Punfte M’ ausdriden, wenna verdnderlid
ift. — Der Ovt der Punfte M wird folglidh) dburd) bdie beiden fimul-

tanen Gleidhungen :

ey ERy—0; =0,

f(x,y,a4+h)—f(x, y,a)
h e el

ausgedriidt; b. h. die Cinpillungdcurve wird durd) die beiden Gleis
dungen :

f(xl y.a)=o, Or.

f(x,y,a) =0, fa(x, Yy, a) =o (5
ausgedbriidt , und man erhlt fie durth eine Gleihung ausgedriidt,
wenn man a gwifden diefen beiden lesten Gleidungen eliminirt.

Beifpiel. — Man foll die Umpillungdcurve der Geraden:
X yove s
m-a m:—a

ober:

(m+ta)y+(m—a)x + a®> — m? = 0,
wo m eine Conjiante ift, finben. — Hier ift:

fla=y=— x192 —o0,

und wenn man a eliminivt; fo erhilt man fiir die Gleichung der
Cinbiillungscurye :

(x—y)2 —im (x4 y) +4m? =o,
welde folglidh eine Parabel ausdriidt.

§. 86.

Wenn die eingehitliten Gurven durd) eine Gleidyung:
; fi(xyiy;id abyiE="0 (6)
mit 3w e i verdnderlichen Pavametern a, b, welde dber Relation:
¢(a, b) =o (7
‘geniigen miiffen, ausgedbriicht werden, und man eliminict b; fo
fommt man wieber auf den evfien Fall. Allein bdiefe Glimination
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it nidyt nothwendig; demn wenn b +k der Werth von b ift, wel:
der dem Werthe a + h von a entfpridht ; fo wird der Drt dev
Punfre M audgedritdt durdy
f(x,y,3 b) =0, f(x, y,a+h, b+k) =0,
g(a b)y=o0,9@+hb+k=o.

Sept man Gr. :— = B’ unbd gebt 3u ber Grenge iiber (Anhang,

Formel 33) 3 fo erhdlt man die Einbiillungscurve, wenn man mit
ben Gleidhungen (6) und (7) die jwei Gleidungen:
fatf%.B =o0,¢a+9b.B =0 (8
oder bie eine Gleidhung :
f'a vl f"b
ol ©

verbinbet.

Beifpiel 1. Weldes ift bdie Cinhhllungdcurve einer © e
vaben von conftanter inge 1, deren Endpunfte fidy auf jwei
rechtwinfligen Aven bewegen? — E8 fei AB (Fig. 123) ivgend eine
ber Lagen ber Geraden, OA = a, OB =b; fo ift die Gleidung
derfelben :

X4 L = 1 ober bx'tdy = ab = o,
a b

unb:
a? + b2z = I2,
Man bat alfo:
fla+1p.B =y—b+(x—a)B' =y,
pa+o9b.B=a+bB =o.
Wird aus den beidben legten Gleidhungen B! eliminivt, fo evs
halt man :
ax — by = a? — b?,
und wenn man bieje @Ictd\ung mit Der erﬁen verbinbet ¢

as e .
P R Y. Saiwpd ﬂff0a2='(§1'§ b2 = y§1§
folglich, wenn bicfe Werthe voen a2, b? in bie jweite @Icuf)ung gefent
werben ; Xt 48 = 18
oDeY 3

(x2 4y —12)8 — 2T12x%y* =0
al3 bie gefudyte Gleidhung.
€8 166t fih auch der einer befondern Lage AB ber Geraden
entfprechende Punft M der Cinhiillungseuvve leidht finden, Cons
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firuivt man ndmlich dag Redyted BOAL und falt aus I dad Per-
venbifel IM auf AB; fo ift M bder gefuchte Punft. Denn ed ift:
AM =2, BM— 2,
und bie dhnliden Dreiede MPA, BOA geben :
MP: b= l;—2 stk

woraus folgt s

ba
und ebenfo ergibt fid:
a3
X = _l..é..._

Die Curye beflebt aud vier gleiden 3weigen (Fig. 124), und
wenn bie Gerade die Lage CO Pat, fo ift nady ber vorhergehenden
Conftruction C der entfpredende Punkt der Cinhillungseurve, Die
beiden 3weige CD, CD, beriifren folglich bie Ave der x in C, und
bie beiden Bweige DC, DC, berithren bie Are der y in D.

Beifpiel 2. Einbillungdcurve per Geraden
PX+qy+1 =0, wennp, q burd cine Gleidung des
gweiten Gradegd:

Ap? + Bpq + Cq2>+ Dp + Eq + F=o
verbunbden find.

Die Gleidung :

?p _ 9q
fy fig
gibt biev:
2Ap+Bq+D_2Ci+Bp+E_Dp+Eq+2F
x . y - 1 :

Aug biefen beiden legten Gleidhungen, welde in Bejug auf p
unbd q vom exften Grade find, ergeben fidh fiir p, q Werthe pon
ber Form: :

P___ax-}—a‘y—l—a” - Bx+ 8'y 4 p”
T xtry x0T ey 0
welde, in bie gegebene RNelation fubftituivt, auf eine Gleidung
fiihren, die in Begug auf x undy vom 3weiten Grape ijt. Die
Einpiltungdeurve it alfo vom gweiten Grade.
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Nebungdaufgaben.
1) Die Gleidung der Umbillungdcurve der durdy die Gleidung:
= ax +r V1 ta?,
worin a ein verdnderlider Parameter ift, audgebridten
Guryen ift:
x? 4 y? = r2,
bie Umpiillungscurve alfo ein Kryeid.
2) Die Gleidung der Umbiilfungscurye der Parabeln:
y¥—a(x — a),
wo a cinen verdnbdbevliden Parameter begeidnet, ift:

unb briidt mithin jwei Gerabde aus.
3) Die Gleidung ber Hmljuﬁungécurnc ber Cllipfen:
s g 3

a% o tk=a)% 7 b

worin a einen verdnbderliden Parameter bebeuter, ift :

x5 £ yE s k%_
4) Die Gleidung dver Umbillungscurve der Geraben :

x Fida
‘a_‘ + "H— 1r

wo bic Parameter a, b der Vebingung :
L Bty
m 1]

geniigen miffen , ift:

XN 1
G Bl p ) =t
b. b. bie Gleidung einer auf jwei Tangenten ald Aren be-
jogenen Parvabel.
9) Die Gleidhung der Umbillungdeurve der durd) die Gleidung:
(x —a) + y? = b?
auggebritdten K reife, wo a, b ber Vedingung :
b? = 4ma
geniigen miiffen, ift:
y? = 4m (x + m), .
welde mithin eine Parabel ausdridt.
6) Die @Iud}ung ber llmbu[fuugélmtc bcr burd; bic-Gleidungen :
=5 + 'i;"g‘ i, —?.' + — =1

- nA-



auégebrﬁ'cften Ellipfen ift:
m n
welde vier Gerabe ausbriidt.

§. B7. \

Wenes Coordinatenfyfiem,

Statt eine Gurve durd) die Coorbinaten ihver Punfte gu bes
flimmen , fann man fie aud purdy ibve Tangenten beflimmen.
Die Lage einer Geraten px + qy + 1 =0 wird durd bie beiden
Gréfen p, q beftimmt, und eine Gleidhung F (p, q) == o gwijden
biefen beiben Guéfjen driift cine ftetige Reihe von Geraden, b. D.
pie Ginpillunggeurve aus. — Wir baben vorhin gejeben, baf,
wenn diefe Gleihung vom 3weiten Grade ift, die durd) fie aus
gebriidfte Curve in Besichung auf x, y aud) vom jweiten Grade
ift 3 und umgefehrt wird bie BVevihrungsbedingung wifden einer
Geraben und einer Gurve bed weiten Graded dburdy eine Gleidung
ped gweiten Grabes nady p und ¢ audgedriidt. — Die allgemeine
®leidhung ded weiten Grades mit p und q dridt alfo diefelben
Gurven aus, alg bie allgemeine Gleihung des gweiten Grades mit
x und y. ‘

@3 feien f(x, y)=o0 und F(p, @)=o bdie Gleidungen b ¢ v+
felben Gurve in beidben Coordinatenfyjtemen, fo Daben wir bereitd
vie Aufgabe geldf’t: die Tangente (p,q) in einem Punite
(x,y) ber Gurve gu finden, und die Relationen erhalten:

Pt q S —1 = i
f‘-x-—-—?;;.-ixf‘x == )'f’y "q‘l—}—Qx-*}-...- (10)

Diefer Aufgabe entfpridht in dem neuen Coordinatenfyfteme bie
anbere: den auf ber Tangente (p,q) liegenden Punft
(x,y) ber Gurve ju beffimmen, und vermige der Gleidhung
(9) bat man die Relationen von derfelben Fovm:

y v — 1 1

— - —

Fip Fiq pFp+aflq  O+2X+...

Die beiden Grfen p und g, welde die Yage jeder Tangentt
beftimmen, werpen Tangentialcoordinaten genannt, — Eine
Gleidhung bes erfien Graves Ap+ Bq + 1 —o mit Stungemi“‘"
coordinaten briidt einen Punft aus, defen Liniencoprdinated
x=A, y =B fiud; venn die bewegliche Gerade, deren Gleidhyund
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in geradlinigen Goordinaten px + qy + 1 = o ift, geht fets
burd) biefen Punft, und die Umbhllungscurve vebucivt fidh auf einen
Punkt.

Cin Syftein jweier Gleidhungen bdes erﬂen ®radesd mit Tans
gentialcoordinaten dridt eine Gervabe aud; bdenn wenn man die
beiben Gleidungen fiir p und q aufld{’t, fo erxbdlt man wei be-
flimmte Werthe p = «, q = 3, weldes bdie Coordinaten einer
Geraben find.

Sm Allgemeinen, bie gemeinfdajtlichen Aufldfungen jweier Gleis
dungen mit Tangentialcoordinaten geben bie der Tangenten ber
Umpiiltungseurven, welde jufammenfallen.

1lm von ber Gleidung einer Curve T (p, )= o in Tangential-
coorbinaten 3u der Gleidung £(x, y) = o derfelben Gurve in ge-
vablinigen Coordinaten itbersugehen , muf man p, q gwifden den
brei Gleichungen :

F(p, q) = o, F}’K l“ yPX+ qy+1=o0
eliminiven , wodurdy fidh ergtbt
X v il

Fp = Fqg — pFp+qly
Wenn die Funftion F (p, ) vom mien Grade ift in Begichung auf
P und q, fo ift die Funftion pF’p + qF'q aud) vom mten Grade,
fann aber mittelit der Gleidung F (p, ) = o auf den (m—1)ten
Grap gebradyt werben,

Diefed neue Coordinatenfyftem ift von Plitcer und Ehasles
eingefiibrt.

Beifpicl. Wenn vier Punfte A und A, B und B’ gegeben
find, bie Umbiillungscurve der Gevaben ju finden, welde fo bes
{daffen find, daf das Probuft ber Abftdnde einer jeben von den
beiben Punften A, A’ ju dbem Trodufte per Abfidnde berfelben Ge-
vaben von den beiben andern Punften B, B’ in einem confian-
ten Berhaltniffe ftebt.

Die Gleidhung der Umbiillungscurve ifi in Tangentialcoordis
naten yom jweiten Grabe, und mithin ift dbie Curve aud) vom wei-
ten Grade. IWenn der Abftand der Tangente vom Punfte A Nu ([
i, fo ift der yom Punfte B oder B’ audy Null. Die Curve bes
viithrt alfo die beiven Geraden AB, AB/ und ebenfo die beiven Ge-
taben A’B, A‘B’, b. b. fieift i n bag Bieved ABAB’ befdhprichen.
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Steuu\tcs Kapitel.

Von der Hrimmung und den Eooluten der Curven.

§. 88.

®8 fei MM’ (Fig. 125) irgend eine Curve und MT bie Tan-
gente in M. 2t man bdiefe Tangente auf der Gurve fortrollen,
fo ift der Winfel o, welden fie in frgend einer Lage mit ihrer an-
fangliden Lage bilbet, eine Funftion ded von dem Beriihrungde
punfte durdlaufenen Bogens s. Der Winfel o wirth die Bie
gung bes Bogens s genannt, — Jm Kreife von eis

nem belichigen Halbmeffer r ift © = % , . b. bie Biegung

ift bem Bogen proportional, und die Biegung eined bev
Cangeneinbeit gleiden Bogens oder dbas Berhdltnif der Bier
gung eined RKreidbogend u feiner Kinge wird die Krdimmung

ped RKreifes genannt, und folglidy durd %, b, b. burd) ben vecis
profen Werth feined Halbmeffers ausgedriidt.
TWenn bie Curve fein Kreid ift, fo ift dag BVerbalinif - nidt
S

mebe conftant, und dridt fiir einen gewiffen Bogen s nur bie
mittlere Qriimmung, d. b. die glei §fdormige Krimmung aud,
welde der Bogen Haben miifite, damit feine Biegung = o wiirbe, —

Qift man aber s unendlid abnehmen, fo dridt Gr. % bie Kriim*

mung der Gurve im Punfte M aus, — Wenn man auf der Nors
male, und gwar auf der concaven Seite der Curve, einelinge
MO — r von folder Befdafeneit nimmt, daf % = Or. 2 ify

b

und aug pem Punfte O mit dem Halbmeffer r einen Kreid be
{dreibt; fo bat diefer Rreid diefelbe Kriimmung, als die Eurye
im Punfte M, unbd wird deshalb ber Kriimmungdfreis, {0
wie fein Mittelpuntt O perRrviimmungsmitielpunkt fiiv OB
Punft M der Curve genannt.
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Deflimmung des Hrimmungskeeifes.

Dasd VBerhdaltnifeined Gurvenbogensd jufeiner
Sehne hat bie Einheit gur Grenge, wenn diefer Bos
gen unendlich abnimmt. — TWenn ber Bogen MM/ (Fig. 125)
binveidhend Flein ift, damit er feine Converitdt fletd nad) berfelben
Seite febrt; foift derfelbe Iinger al8 bie Sehne MM’ und Hivjer als
bic Summe der beiben Tangenten MT,M’. Filt man von T, auf
bie Sebne bag Perpendifel T, D und begeichnet bie Winfel T, MM,
T,M'M refp. mit g, u/, fo bat man:

11:;—}1)‘—1- = CO0S 1, gl-gi = cos p’,
und ber Brudy: -
MD + MDD MM/
MT,+ M'T, MT, M
liegt nady ecinem Defannten algebraifden Sape 3wifden cosp
unb cos p’, und da die Winfel g, p’ gugleid mit s gegen Null,
alfo cos p, cosp' gegen bie Einbeit convergiven; fo Dhat ber
legte Brud) die EinPheit gur Grenge. Fun ift aber:
[ [

MT, M’ > s> MM alfo 1 > MM > “D,i,MM, i
und endlidy : .

5 Gr. MI;I =1

Der Kriimmungsmittelpuntt iff nidts anders, ald
bie Grenglage besDurdfduittspunited gweicr bes
nagbarter Normalen, — Denu ¢8 fei O der Durdyfdmnittse
punft der Normalen in M und M‘, und um OT, ald Durdmeffer
werde ein Qveis befdvieben, fo geht derfelbe durdy M und M'.
Begeidynet ferner D den Durdhmeffer biefes Kreifed unbd s’ dben Bo-
gen MM/ deffelben, fo ift:

s’ 1 @
AMOM‘:m:-ﬁU“be e
aber aud:
© @ 8 8 8 MM
?z-s—.?unb—é—‘_mmg —ST.,
folglidy :

@‘-‘-—_iuub&————(‘)r— —:—;alfO(ih. =T,
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Die Grenge von T,0 oder MO ift alfo = r, und mithin die
Grenge ded Durdfdhnittdpunfies gweier benadbarter Normalen
ver Krimmungsmittelpunft. — Hievaus folgt: daf der Ort ber
Rriimmungsdmittelpunfte nichtd anders ift, alé der
Ort der Durdfdnittspunite der fucceffiven Nor:
malenobdber Die Einbillungscurve der legtern.

@8 fei:
f(x, y)=0 (€))
bie Gleidung ber Curve, fo ift die Gleidung der Normale im
Punfie (x, y):
X —x)fy — (¥ — pfx=o. 2

Diefe Gleidung der Normale enthilt wei verdnderlide Paras
meter x, v, welde der Gleidung (1) genligen miiffen, und man
exbalt die Einpitllungdeurve, wenn man mit den beiben [eften
Gleichungen nod die folgende :

(x.—x)f”xy—(Y'Y)fuxa-f‘y T (X—x) f”yn b2 (Y_Y)f"xy et

f'x % f'y
ober
(X—x) (f'y f''xy — ['x ''y2) — (Y—y) 'y f'%32 — /s f'5¢)
= %5 F '3y 3
verbinbet , woraus fidh evgibt:
X—x Y-y _ f'3; 4 f'2y
Al T i f"2 ST f! fu:y_|_ (%5 f'ys
shar
= (4)

= Vi 1
Diefe Gleidungen (4) geben den Krimmungsdhalbmeffer r und
pie Goorbinaten X, Y ded Sriimmungsmittelpunfted. — Wenn man
x, y swifden den Gleidungen (1), (2) und (3) eliminivt, fo erpdlt
man die Gleidung der Cinhillungsdcurve der Rormalen.
Beifpiel 1. Fiir bdie @Iii:p fe bat man:

f(x,y) =1 Xf-—i)—o,
X
Koex o Vey - iiad * h" SN b
Y e el LA e e
P A ash? | bias ]/a4 5
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o(Ee) e ()= 30)

rz
=—a?+ (a%~b?) t?;—.:—hﬂ—(a’-—hﬂj b2’
b a? —bh? Y a? — b2
VT T et e ul
a? — b2 . —h2
woraus folgt, wenn man = c und e d fept:

a
> SRR A BLID gl
ek ) npe b
und dper Ort ber Kriimmungsmittelpuntie, welder in Fig, 126 dar:
geftellt ift, witd audgebriift durd) die Gleidung :

: Y2
B+ @\ =1
Ferner ift:

3 3
r—azh? (ﬁ i= Y_Q)’I L a4 b? — (x2? +y2)?

at b4 ab
_ (a*—(ar— b2 x2 )
ath ;

Bon A big B nimmt r u, und folglich die Kriimmung ab.
Beifpiel 2. Fiir die Hypevbel ift:

2 2
=t -G-1)=o
und wenn man fefit :
a2} h2 a? | h?
e BT TH
fo wird ber in Fig. 127 bargeftellte Ort der Krimmungdmittelpuntte
durdy die Gleidhung:

i "
8 5
Xy = Xyeey,
Qugdgebyiidt, und fm: ben Rtummungsbalbmeﬁet bat man
3
2 7__" _a?_*_xﬂ _!_y,)
r=at? (5 +47) = ab
Wenn fih der Punft M auf dem Cuvvenjweige AH immer
Wweiter won A entfernt, fo convergirt r gegen o, und folglid) die
Rrimmung gegen Null
Beifpiel 3. Fir die Parabel bat man:
s, y) =14 (y* — x) =0,

—d,

i




X—x Y—y:_p’+y’__p+2x“ +r
e U y p? P ke \/],2+y2'
2 2 }
e ] ==
Der Ort der Krimmungsmittelpunfie (Fig. 128) hat Fur
Gleidung :

8
; pY? = 57 R =",

und wenn ber Anfangspunft ber Coordinaten in den Punft C vers
legt witd, wo bdie Gurve die Are der x fdneidet:

8
L sty 3
pY = 57 X3,

Uebungsaufgaben,
1) Fir bie auf ihre Afympioten ald Aren bejogene Hyperbel :
Xy — m?
ift bic Gleidung ded Drted ber Kriimmungsmittelpuntie :
X+ — X —Vf = @amt,
und der Krimmungshalbmefier :

s (xﬁ + y‘))%'

2 m*
2) Giiv bie balbfubifde Pavabel:
Jay? = x%

ift bie Gleidung bes Dried der Krimmungémittelpuntie :
81 XY2=16 (2 (a?—62X)7)? (+a> — GaX)"—a),
und ber Sriimmungshalbmeffer :
o (2a+3x)% x%.
V3a
3) Fiv die Hypocpcloide:
AT g
ift bie Gleidung des Ortes ber Krimmungsmitielvunte:

X + v+ x — V¥ = 2af,
und der Kriimmungshalbmeffer:

= (axy)y'.
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4) Fiir bie Cycloibe :
=i 1 .‘ TEIS .E. L - 2
Yy =Tr. arc sin vers, = +1/2rx > ¢

ift die Gleidhung ded Ovted der RKrfimmungdmittelpunite :
Y = rarcsin vers. (4?—;-}-{-)

o V?r Ar—X)— (4r-X)?,

welde cine ber erflen gleide Cycloibe auddbriidt, und ber
Kriimmungshalbmefier :

o=—2x]/27x (27 —x).

§. 90.
Ducd) cinen nidt auf ver Curve liegenden Punkt gehende Wormalen ju siehen.

Wenn x, y die Coordinaten ded Fufpunfies der Normale und
X,, y, bie bed gegebenen Punftes bejeidmen, fo miiffen legtere der
Gleidung (2) genitgen, und man hat folglidy die Gleidung:

(x,—x)f'y . — (y1 —¥)Mx= 0. 5

Die fimultanen Gleidungen (1) und (5) bejtimmen dbie Fuf-
bunfte der gefudhten JNovmalen, und da beide vom mien Grabe find ;
o folgt: daf man im Algemeinen durdy einen gegebenen Punft
an gine Curve beg mten Giraded m? Novmalen giehen Fann.

Da bdie Novmalen der gegebenen Curve Tangenten der Cinbil-
lunggcurve find, fo Iduft die in JRebe flehende Aufgabe dbarauf hins
aug + purdy) einen gegebenen Punft Tangenten an bie jweite Curve
gu gicpen. TWenn der gegebene Punft P in ber Ndbe der converen
Seite eines Curvengweiged liegt, fo fann man 3 wei Tangenten
an benfelben gichen, und die Endgleihung hat jwei gleide Wurs
eln (fie fann gwav nody andere Wurseln baben, allein dicfe ent=
foreden Tangenten, beven Bevitbrungspunfie nidt in der Nape
von P fiegen). Wenn fid ber Punft P der Cinfdlicfungscurve
ndbert, fo ndbern fid bie beiden Wurzeln der Gleichheit , und wenn
Yer Punft P auf die Einpillungdeurve fallt; fo find fie einander
gleid.  Tritt endlih der Punft P auf die concave Seite der-
felben @urve, fo erifiiven bie beident Tangenten nidyt mehr und bdie
beiden Wurgeln ver Gnbdgleidhung werben imagindr.

Beifpiel. Die gegebene Curve fei eine EILip fe (Fig. 126),
und wiv wolfen den Punft P gunddft innerhalb der Einpiils

Sdmisfe, Eoordinatengeometric. 9
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fungscurve annehmen, Eine Tangente, weldye auf dem Jweige CD
fortrollt, gebt gweimal dburd den Punft P, und wenn fie auf
DC, oder CD, fortrolit; fo gebt fie nur einmal burd den
Punft P. Man Fann alfo von P aus vier Tangenten an die
Ginbitllungdeurve, und folglid vier Normalen an bie Ellipfe sies
pen. — Wenn der Punft P auf der Einhiillunggeurve liegt, fo
qibt ed nur dbrei Normalen, uud wenn ev endlidh aufierhalb ber-
felben fiegt; fo gibt e8 nur 3w ei Normalen,

Bei der Hyperbel finben diefelben Cigenfdaften flatt; unbd
an bie Parabel fann man drei, gwei, oder nur eine Nors
male gichen, fenacdypem ber Punft P innerbalb, auf, oder
aufierhalb der Ginbiillungscurve liegt. Bei der Parabel ift
iibrigend bie fidh burd) Climination von x gwifden (1) und (5)
ergebende Endgleidung :

Y0P (X Py Yy =0,
und die Bebingung der Realitdt ibrer Wurgeln:

8
pya.? T (x; —prP <o
fitbrt auf diefelben Folgerungens

§. 9.
Eooluten,

®g feten MM, und M‘M‘, (Fig. 129) zwei benadbarte Novs
malen, und aug iprem Durdfdnittdpunite O werbe mit bem Halbs
meffer OM ein Kveisbogen befdyricben , welder OM in X fdneibet
fo ift:
Gr. M
Bog. MM *
wenn ber Punft M/ fig M unendlidy ndpert. Denn bag Dreied
MIM‘ gibt:

=0,

IM‘ __ sin M’MI 1
MM’ ~ sin MIM‘?

e8 ift aber:

e Ine Mmoo IMC MMC o sin MOMI

s MM 4 s ~ sin MIM* ‘
Wenn M‘ fih M unendlic) ndbert, fo werden MI und MM’ Tan

genten in M folglidy ift Gr. MMI = o und Gr. MIM/ =

sin M'MI : i/
m = o und Cllbfld} ®r. ._.;,._ =10

alfo ®r.
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&4 feien ferner M,, M, bie ben PunftenM, M’ entjpredyenten
RKriimmungsmittelpunfte , fo ift:
M' M — MM

®r. et e S e

Bog, M, M’

Denn ¢g ift: i
MM —-MM=M,0+0M; —IM'=M,0M’, — IM/,

M M — M,M M OM’, IM‘ s

’

ua IM’ i
OM‘
LS -I Gr.— = o,
1
© . S . -
und wegen — = & e AR O e L, wor,r, bie
s, Sy s S, T,

Rrummungsﬁa!bmcﬁer ber beiden Curven in ben ‘punftenM und M,
und s, s’ bie einander entfpred}enben Bogen derfelben bes

geidnen. Das EBerDaItmﬁ-—, bat aber im Allgemeinen einen en d=

lidhen Werth; folglih ift Gr. T v -S— = o0, undb mithin bie

gefudyte Grenge = 1. :

Aud vem Borbergehenden folgt weiter: dbaf die Differens
M,M — N,N jwifden swei belicbigen Rvimmungss
balbmeffern dbem Bogen M,N, ber Cinbiillungss
curve gleidy ift, welder gwifdendenbeidbenent:
fprechendenRrimmungsmittelpunftenM,und N, liegt.

Denn e8 feien My, M¥,, . . . eine grofie Angapl ywijden M,
unb N, liegender Punfte ber Einbitllungdeurve, M‘, M’, M, M*,. ..
bie entfprecdhenden Tangenten ober Normalen, ferner bie fucceffiven
Differengen M‘, M’ — M, M, M*, M — M‘, M/, . . . refp.
gleiy 8, 8, . . ., bie Bogen M, M’,, M/, My, . . . vefp. gleid
81y 8y, « + +, die Diffeveny NN — M,M /\ und ber gange
Bogen M,N, =S, ; fo ifi:

FAe e e s . A

i~ TR T Oy L R
1 _ ; . % s
tine Mittelgrdfe gwiffen den eingelnen Brichen !
i 1
:,. reve. TWird nun die Angah!l dev Jwifdenpuntte M*y M4, ., .
"nenbhd; grofi, foiftbie@renge fedes eingelnen Brudhes =1,
folglih aud

o 5754
Sl--i,afioa

9-‘:‘:
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Abwidelung einer Curve nennt man bdie Vefiimmung ber
gevablinigen Linge ded Vogens berfelben; und nady dbem vore
bergependen Sage wird alfo der Bogen M, N, der Cinbiillungss
curve oder ded Ovted der Kriimmungsmittelpunfte durdy die Difs
feren ber ben Gndpunften M,, N, entfpredyenden beiden Kriims
mungshalbmeffer N, N und MM abgewidelt ausgedriidt,
weshalb diefer Ort die Coolute (Abgewidelte) und bie ges
gebene Gurye bie Goolvente (Abwidelnde) genannt wird.

Denft man fih in A, einen pollfommen biegfamen, unaué-
dehnbaven Faden befeftigt, welder bis ju dem Punfte M, auf die
Gyolute gewidelt und dann gevadlinig nad) ber Tangente M, M
gefpannt ift, befeftigt in M einen Stift, und widelt den ftets gleid
flarf gefpannten Faben wieder ab; fo befdreibt der Stift offenbar
pie Gurve MM’ . . . A. Denn wenn 3. B. der Berihrungspuntt
nady N, gelangt ift, fo hat der gerabe Theil bed Fabens um bdie
Lange bes Bogend M, N, sugenommen, it alfo = N,N geworben,
und folglich befinbet fich ber &Stift in N.

Wenn der Stift in ivgend einem anbern Punfte P des Fabens
befeftigt wird, fo befdreibt derfelbe eine andeve Gurye PP'P//.. .,
welde chenfalls ald Coolvente bder gegebenen Curve M,N;A
betracdytet werben fann, weil nad) der Crzeugungdart diefer weiten
Gurve der Bogen M,N, = N, Q0 — M,P ifi. Derfelben Curve
Fonnen alfo unendlid) viele Eoolventen entfpredien, deren gemeins
fdaftlide Normalen die Tangenten der Evolute find. Der jwifden
swei Coolventen liegendbe Theil biefer Normalen ift confant, und
bie Goolute ift dber Ort der Krlimmungdmittelpunfte fiix fEmmtlide
Gyolventen.

@3 fei f(x,y) = o die Gleidung einer Coolvente (M), ferner
x, vy bie Goordinaen bed Punftes M, X, Y bdie desd Punftes P
und k der conftante Abfiand MP ; fo bat man:

X—x Y—y k
f'x f‘y V2 + f'ﬂy

Gliminivt man x, y gwifden diefen drei Gleidungen, fo erhilt
man eine Gleidung mit X, Y, welde irgend eine der Evol
venten qusbriidt , weil k ein willfivlider Pavameter ift,
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Jebntes Kapitel.
You den Alittelpunkten.

§e 020

Gin Punft Peift Mittelpunft einer Curve, wenn jede
burd) benfelben gehende Geradbe bdie Curve in Punften {dueidet,
welde paaviveife von biefem Punfte gleidpweit entfernt find und auf
entgegengefepten Seiten beffelben liegen (§. 41). — Eine buvd) den Mit-
telpunft einer Gurve gebende Geradbe fdmeidet alfo diefe Curve in
einer gerabden Angabl von Punften, wofern ber Mittelpunit nidt
felbjt ein Punft der Curve ift.

1) Wenn cine Curve zwei Mittelpunfte Hat, fo
bat fie beven aud unendlid viele, welde auf
berfelben Gevaben in gleidhen gegenfeitigen 2Abe
fflinden liegen.

@3 feien O unb O’ (Fig. 130) die beiden Mittelpunfte ; man
verlingere 00’ und nehme 0'0' = 00’. Wenn alsbann M ein
Punft ber Gurve ift, und man nimmt O'M’ = O'M, fo ift M
ein jweiter Punft der Gurve. Ebenfo beftimmt man einen driften
Punft M ber Curve auf M‘O, bann einen vierten M*** auf M“0’.
Run find aber die Dreiede MOM'*/, M'OM’/ einanber gleid) ;
alfo geht bie Gerade MM/ duvd) den Punft 07, und e ift OM
= Q“M'"; folglid aud) ber Punft 0 ein Mittelpunit.
Cbenfo wie wir eben aus bder CErifteny gweier Mittelpunfte 0,07
bie cines dritten O/ abgeleitet baben, fann man aus 0/ und O’
einen pierten O'/ ableiten, u. f. f.

Gine algebraifde Curve fannnureinen Mittel-
Puntt paben. — Denn wenn fie deren 3we i hatte, fo hatte fie
Unendlich wiele in berfelben Geraben [iegende Mittelpunfte, und
Wiitbe won einer gu ber Mittelpunftslinie parallelen Geraden in
Unendlidy vielen Puniten gefdnitten, was unmoglidy ift. Lapt fidy
aber ber erfte THeil ver Gleidung in lineave Factoren zerlegen,
welde gleich Nu Ll gefest, Gerade geben, Ddie u berfelben Ge-
taben paraflel und yaarweife gleidyweit davon entfernt find; fo find
alle Punfie jencr Geraden Mittelpunite in Legug auf vic Syfteme
ber Paralelen.
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2) Wenn eine Curve drei nidht in gevader Linie
liegenbe Mittelpunfte bat, fo hat fieberen unend:
lidy viele, welde in dben Durdfdnittdpuniten gweier
Syfteme gleidweit von einander abfehendber Pas
vallelen [iegen.

CE3feien0, 0/, 0 (Fig. 131) die drei gegebenen Mittelpuntte, fo
ift bie vierte Winfelfpige 04/ bed Parallelogrammes 0000/ eben-
fall8 cin Mittelpunft., Denn nimmt man 0“0, 00" ald Co-
orbinatenaren, begeidnet die Lingen 0“0, 0“0 vefp. mit a, b
und bdie Coorbinaten eined beliebigen Punfted M der Curve mit x,¥3
fo fann man mit Hilfe der Wittelpunite O, O/, 0 fucceffive an
bere Punfte M’ M‘Y, M ber Curype befiimmen, beven Coprdinaten
nad) §. 36 find:

SRB- X, =Ly Sy d el I i PRy

Der Punft 0 it alfo dbie Mitte der Geraden MM/, undb
folglid) 0//* Mittelpunft ber Curve. Nimmt man ferner auf 0’0
und 070 Lingen, welde vefpr. gleidh b und a find, fo liegen nad)
bem erflen Sage auf jeder diefer beiden Linien unenblid) viele it
telpunfte , und wenn man durd) die fo evbaltenen Punkfte Paralielen ju
00, 00" 3iebt : fo ift feber Durdyidnittdpuntt Winfelfpige eined
Parallclogrammed , deffen drei andere Tinfelfpigen beveitd WMittel
punfte find, folglidy audy dbie vierte.

§. 93.

Anfangspunkt als $Mittelpunhs.

Wenn der Anfangspuntt der Coordinaten Mittelpunit ber Curve
f(x, YJ=o0 (85
ift, und x, y find bie Coordinaten eined Punfted M der Curye;
fo finb — x, — y bie Goorbinaten beé entfprechenden Punfted M’
ber Guyve , und folglidy ift :
£ (g =) 5.0 @
Umgetebet, wenn die Gleidungen (1) und (2) jugleidh ftattfinden,
b. . wenn bie Werthe x, y und — x, — y ber Gleidung der
Gurve gleidhygeitig geniigen; fo [iegen bie Punkte (x, YV
(— x, — y) mit O in geradber Linie und in gleiden Wb
ftanben von O, und folglidy ift O ein Mittelpuntt,
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Wenn £(x, y) cine gange algebraijde Funftion if,
beven ®lieder alle von demfelben Grade (derfelben Dimenfion)
find, fo find die Gleihungen (1) und (2) identifd, diefer Brad
mag eine gevabe, ober eine ungevabde 3ahl fein, und ber
Anfangspunft der Goordinaten ift guverldfiig Mittelpunft der
Curve. — Die Gleidhungen (5), (6) und (7) in §. 7 Daben bdiefe
Cigenjdaft, und folglidy paben bie brei entiprechenden Cuvyen :
Cllipfe, Hyperbel und Lemniseate (Fig. 8, 9,9a) den Anfangépuntt
der Goordinaten gum Mittelpunfte. — Beider Ellipfe und Hyper-
bel, fo wie bei der Gurve (y2 + x2)242¢2 (y?—x?)=a*—c*(§.43,
Fig. 56—59) ift ber Anfangspunft der Coordinaten. Mittelpunit,
und eine burdh benfelben gehende Gevade fhneidet die Curve in gwed,
ober in v ie v Punften, welde paarweife gleichweit davon entfernt find.
— Die Curve y2 — x2y? +x* = o Dat ben Anfangspunft ebenfalls
auwm WMittelpuntre , welder jur Curve gehdrt, aber nur ald ifoliv:
ter Punft, — Die erfte der binomijden Gleidungen (§. 41) hat
nur ®licber von einem ungerabden Grade, und der Anfangspuntt
ift Mittelpunft der Curve, welde jugleid durdy denfelben geht. —
Wenn alle Glieder der Gleihung der Curve vou ecinem ungeras
ben Grade find, fo gebt ein Curvengweig immer duvd) ben Dittel-
punft; denn ed [ft fid) leicht geigen ¢ daf in biefem Falle bev Wit-
telpunft Fein ijolivter Punft fein fann.

Wenn nidt alle Glicver ber Gleidung von einerlei Dimenfion
find, fo fann man dbaraus nod) nidt fdliefen: baf ber Anfangs-
punft Fein Wittelpunkt ift. — Wenn man weif: daf fid) das
Polynom f(x, y) nidht in gange Factoven gerlegen laft, fo Fénnen
bie Beiden ®leidhungen (1), (2) nur dbann denfelben Ovt ausdriiden,
wenn fie identifd find (§. 16), und e8 mitffen nothvendig alle
G®lieder von einerlei Dimenfion fein. — Weif man aber nidt ges
wif: vaf £(x,y) ungevliegbar i, fo mufj man den grofiten
gemeinfdaftlihen Divifor von f (x, y) und f(—x, —y) fuden.
®ibt ¢8 einen folden Divifor nidt, fo ift der Anfangspuntt fein
Mittelpunft; aber wenn eé cinen grigten gemeinfdaftliden Divifor
¢ (x, y) vom pten Grabe gibt, fo bat man:

f(x, y) = o(x, y) - ¥(xY¥),
und die Gleidung ¢ (x, y) = o bridt die Curve aug, welde
ben Anfangspuntt yum WMittelpuntt bat, wdihrend die Gleidung
(X, ¥) = o fein Syftem veeller Aufléjungen geftatten fann.
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§. 94.
Beftimmung ves Mittelpunhtes.

Hat man fidy ibergeugt, daf der Anfangdpunkt der Coorbinaten
fein WMittelpuntt ift, fo unterfudt man, ob ein anderer Punft der
Mittelpunft dev Curve ift. Ju dem Jwede verfegt man den Ans
fangdpunft in einen unbeftimmten Punkt (a, b), indem die Ridytung
ber Aren ungednbert bleibt, und unterfudt : ob es miglich ift a und b
fo gu beflimmen, baf die Gleidhung:

f(a+x, b4+ y)=0
bie vorhin angefiihrie Cigenfhaft hat : dbaf, wenn ihy burdy x/, y’
geniigt wird, daffelbe mit — x’/, — y* der Fall ift.

LWenn bdie Gleidhung eine algebraifde und nid¢ sevleg:
bar ift, fo muf man alle Glicder aud derfelben fortaufdyaffen fus
den, welde nidt von einem gerabden Grade find, wenn die Gleidung
von einem gerabdben Grade ift, oder welde nidt von einem unges
vadben Gradbe find, wenn bie Gleidung von einem ungevaben
Grade ijt. 3ft 3. B. die Gleidung vom jweiten Grabde,
fo muf man a, b fo gu befimmen fuden, daf bie Coefficienten der
beiben Gliecder vom eviten Grade verjdwinden, was im Allge-
meinen immer méglidy ift. — TWenn aber bie ®leichung von einem
hopern, als vom gweiten Grade ift, fo ift die Angahl der = o
au fegendben Coefficienten gewshnlidy grofer alg gwei, und die auf
biefe Weife erhaltenen Gleidungen Fonnen nur fehr felten gleidys
eitig befteben,

Beifpiel 1. Fir bie Curven ded gweiten Gradeg:

f(x,y) = Ax?+Bxy+ Cy?4Dx+ Ex+1 =0 3)
bat man :

fatx!, b+y) = f(a,b)4fa. x4 .y,

+ i—-l:-i[f”az cX3 42y . X'y 4 sy =0,

unbd bie Gleidungen, weldye ben Mittelpunkt beftimmen, find forglich :
fla =0, I'h =.0,
ober wenn man x und y refp. fiir a und b fest :

f'b =2Ax+By-+D =0, ty =2Cy + Bx+ E=o0, 4)
woraus foI%t:
_2CD —BE __ 2AE—BD 5
B o U O f T Y og ©)

Wenn B2 — 4AC nidyt = o iff, b. §. in bem Jalfe ber
Ellipfeund Hyperbel (§. 15), gibt €8 cinen Mittelpunkt,
tnd wean B> — 4AC =0 ift, b, §. in bem Falle ber Parabel
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Ednnent die Oleidhungen (4) nidt nebeneinander beftehen, und es
gibt folglidh feinen Mittelpunft. — Wenn aber die 3dhler und
ber Nenner der Briide (5) gleidgeitig verfdywinden , fo veduciven
fih die Oleihungen (4) auf eine eingige, und alle Punite dev
burdy diefe eine Gleidung audgedriidten Geradben find Mittelpunfte. —
Nimmt man diefe Gerade gur Are der x, fo muf {id) jede der Glei-
dungen (4) auf y = o vedbuciren, und ed ift folglih: A = o,
B=o, D=0, E=o0, {o baf fih die Gleidung (3) auf

Cy? 4 1 = o reducirt, folglih: y = * V—-%iﬂ. Der Ort

it alfo ein Spftem jweier Geraden, welde su ber Mittelpunttalinie
Pavallel und gleidweit dbavon entfernt find,

Beifpiel2. E8feiy=sinx(§.51,5Fig.70), fo ift ber Anfangs~
vunft O ein Mittelpunft, weil die Gleidung — y = sin (— x) mit
ber gegebenen iventifdh ift. — Unterfudben wir weiter, ob ¢8 nod
anbere Wittelpuntte gibt, o muf die Gleidung:

BtV —  sinfALl X" )
Diefelben reellen Aufléfungen haben, ald die Gleidung:
b — y/ = sin (a — x).
“[bb;rt man diefe beiben Gleichungen, fo ergibt fidy:
b = sin a cos X/,
und ba biefe lepte Gleidung fiv unendlidy viele Werthe von x’
flattfiudben muf, fo muf b = o, sin a = o ober a = k fein.
Die Gurve hat alfo auf dber Are der x in gleiden Intervallen ==
unendblidy viele Mittelpunite O, 1, 0/, I/,
Beifpiel 3. G8 fei die Gleidung der Curve:
€0SX | cosy = m,
Wo 2 > m > 1 ift; fo muf man die beiben Gleidungen haben:
cos (a + X))+ cos (b +y)=m,
cos (a —x’) 4 cos (b — y) = m,
Worang fid durdy Adbdition und Subtraction ergibt :
cos 4 cosx’ + cosb cosy’ = m,
sin a sinx’/ 4 sinb siny’ = o,
und wenn man y’ eliminivt:
(sin?a — sin?h) cos?2x’ + 2mcosa sin?bh cos x’
— (sin?a — sin? b) cos?b — m? sin?h = o.

Da bdiefe Tepte Gleidung fiir unendlidy viele Werthe von x’

ftattinven mug, fo muf man baben:
sin®a — sin?b = o, cosa sin?b=o, sin?b=o,



worand folgt:
sina = o, sinh = o ober & = kn, b=k'n.
Die Mittelpuntte werden alfo durd) jwei Syfteme von Geraden
beftimmt, welde refp. ju der Are der x und ju der der y pavallel
und um 2n von einanbder entfernt find. (Fig. 72).

§. “95.
Cigenfdiaften ver Curven mit cimem Mittelpunhte,

&8 feien M, N jwei Punfte der Curpe und M’, N’ bie beiden
entfpredenden Punfte, fo jind die beiden Dreiede MON, M’/ON’
einanber gleid); folglidy bie beiden Geraden MN, M/N/ varallel und
gleidy weit vom Mittelpunfte entfernt, — Nibert fih nun N tem
Punfte M unendlidy, fo ndbert fidh audy N’ dem Punfte M un-
endlid), unbd die beiben Geraden MN, M/N’ werben an ber Grenge
refp. Zangenten in Mund M’. Die Tangenten in jwei cors
tefponbivenden Punften find alfo parallel und
gleidweit vom Mittelpunfte entfernt.

Wenn eine Curve mit einem Mittelpunfte cinen unendliden
Jweig Dat, {o bat fie nody einen gweiten dem erften correfponbis
venben unendlidyen 3Jweig. Wenn fid) ein Punft M auf dem exften
3mweige ind lnendlide entfernt, fo entfernt fidh der covrefpondirende
Punft M’ auf dem gweiten Jweige ebenfalld ind Unendlide, und
bic Tangenten in M und M’ werben an der Grenze Afymptoten.
Jwei corvefpondivende unendlide Jweige einer
Curve mit einem Mittelpuntte baben folglid pa
rallele und gleidweit von dbem Mittelpunlte ents
fernte Afymptoten. — Wenn die gegenfeitige Entfernung =0
ift, fo babem bie beiden unendlihen Gurvengweige diefelbe durd)
ven Wittelpunft gebende Afymptote,

Wenn die Gleidung der Gurve in Polarcoordinaten ge
geben ift, fo ift der Pol ein Mittelpuntt, wenn biefe Gleis
dung nidt gedndert wird, indem man = + & fatt I fegt.
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E(ftes Kapitel.
Von den Duccymefern.

§. 96.

Wir wollen durd) eine Gurve eine Reibe Paralelen MM,
M, M, ... (Fig. 132) gichen, und gunidit annepmen, daf jebe
perfelben bie Gurve nur in 3w ei Punfren fdneidet; fo wird dev
Ort ber Mittelpunfte N, N, , . . . ber verjdhiedenen Sehnen ein
Durdmefjer dber Gurve genannt.

MWenn jede der Pavallelen die Curve in mehr ald ywei fdnei-
bet, fo nimmt man bic Mitten der gegenfeitigen Abfande von ie
swei Durdyidnittspunfien, und der fo erbaltene Ovt biefer Mittel-
purifte ift der Durdmeffer. — In Fig. 133 3. B. dyneidet die Ge-
vabe MM’ die Gurve in vier Punften, welde auf 6 Arten ju je
gwei verbunbden werben fdnnen, Der Durdymeffer der Curve pat
alfo auf der Parallele MM’ e h 8 Punite, auf der Pavallele M, M’,
nuc einen und auf der Parallele M,M’, gar Feinen Punit.

Die allgemeine Gleidung ver Durdymeffer einer Curve:

f (x, ¥y) =0
ift pon der Form:

F(x,y a) =0,
wo a ben Ridtungseoefficienten der paraliclen Sehnen bedeutet, und
viefe Gleidhung gibt fiir jeven TWerth von a den gugehsrigen Durds
meffer. |

S::: 97
Deftimmung ver Sleidyung der Durdmeffer,

Grite Methode. — €8 feien x, y und x’, y’ bie Coorbi-
naten ber auf berfelben Sebne liegenden beiben Punfte M, M’
(Fig. 132 a) der Gurve, unbd x,,y, bie der Mitte N biefer Sebne;
fo bat man:

f(x, y) =0, f(x,y) =0,
$ishis x’/ r vl
i'—'i' x;=x.; ?'lz)_;}r
und bie Glimination von x, y, x', ¥’ swifden diefen fiinf Gleis
dungen gibt die Gleidung:
F (x4, ¥y, 2) =0
bed Durdymejiers.

a —



— 140 -

Jweite Methode. — Dad Syjtem ber parallelen Sehnen

fann ausgedbriidt werden durd:

y=ax + b, 2)
wo a eine Conftanteund b ein verdndexlidher Pavameter
ift. Die Gleidung:

f(x,ax + b) = o (D)

gibt bie Ubfeiffen ber Durdidnittspuntte der Curve mit einer bev
Pavallefen, und wenn man die Gleidhung:

F(x,,ab)=0 4)
bilbet, beren Wurgeln die halben Summen aud je wei der
Wurzeln der Gleichung (3) find ; fo find bie Wurgeln der Gleidung
(4) die Abfeiffen ber Mitten ber betradteten Parallelen, und Ddie
gugeborigen Ovbinaten evgeben fidy ausd ber Gleicdhung:

Yy, =ax, | b,
Gliminirt man nun b, fo erbdlt man pie Gleidung :

Fi(x,, 3, 5, —ax,) =
bed Durdmeffers.

Beifpiel. — Die gegebene Curve fei :

y: — x3 = o,
fo bat man:

x® — (ax + b)? = o, (3)

8x8%, —Ba3x?, 4 (a*—2ab)x, 4+ 2a%h 4 b? =0, (4)

undb die Gleidung des Durdymeffers ift:

8x,® —3a?x,?+y,? — baxy, + 2a%y, = o.
Fir den befondern Werth a = o ift die Gleidung ded Durdmef>
ferd y, = o; folglihy entfpricht den sur Ave der y parallelen Seh-
nen bie Are ber x ald Durdmeffer.

Dritte Methode. — Ed feien o, § die conftanten Winfel,
welde die Ridtung bder Sehnen mit den Goorbinatenaren bildet,
& ber TWinfel diefer Aren, o der Abftand einer Mitte N vyon bem
Punfte M, wo o pofitiv, ober negativ ift, fenadbdem bdie
Ridytung NM mit ber Ridtung (e, §), ober mit der entgegenges

sin sin «
sind’ L5 sina ) o

x=x,+pg,y=3,+qg,

festen RNidtung jufammenfillt, p =>—;

alfo:
f(-‘.r y) = £(x) +'Poy St fl?) == D (5)
Die veellen Wurgeln o diefer Gleidung find bie Abfiande ded
Punftes N von ben Punften , wo die Curyge von der Varvallele gers
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fdnitten wird, und wenn der Punft N die Mitte der Sehne fein
ober bem Durdmeffer angebdren foll ; fo miiffen zwei Wurzeln ber
Oleidhung (5) einandev gleid) und entgegengefept fein. — Die
Relation wifden x,, y,, welde diefe Vedingung ausdbridt, ift die
Gleidung ded Durdymeffers.

Diefe BVebingungsgleidung erhdalt man, wenn man bden erften
Theil der Gleidung (5) durd) o? — h bividirt, wo h eine unbes
ftimmte Groge ift, bis man auf einen NReft vom erften Grabe:

Po+ 0
fommt, und bann h jwifden ben Gleidungen P =o0, Q = o
eliminirt.

Deifpiel. — &8 fei:

f(x,y)=Ax?+Bxy +Cy?+ Dx+ Ey +1=o,
fo ifts

f(x;4pe, Yata0) =1 (X3, y¢) + ('xy . pHy, q)o+Hp? =o.
Soll nun diefe Gleidung des sweiten Graded jwei gleicdhe und
entgegengefefte Wurgeln baben, fo muf der Coefficient des
gweiten Olieded" N u Il fein. Die Gleidung ded Durdymefiers ift

alfo, wenn man bemerft: daf -g-: aift:

f’xl —— afyl = 0.

Bierte Methobe. — Die vorhergebende Methode Fann
audy folgendergeftalt modificict werden: Man verlegt den Anfangs-
punft in dbie Mitte N, fo wird bie Gleidung der Curve:

£y + 3,5 Fy)=0,
und bie ver Sehne :

y! = ax’,

Die Abfeiffen der Durdfdnittspuntte der Sehne mit der Curve
werben dburd) die Gleidung:

f(x; +X% ¥y + ax) =0 ,
gegeben, und wenn per neue Anfangspunft (x,, y,) dbie Mitte der
Sepne fein folf, fo muf diefe Gleidung swei gleid e und ent-
gegengefepte Wurgeln haben. — Die Gleidung, welde diefe
Bebingung ausdriidt, ift alsdann die Gleidung des Durdymeffers.

Beifpiel. — Fiiv die Curven ded gweiten Grades hat man:

f(x,+x, yytax )= f(.xu}rl)"]"(f‘!i"]'f‘j’l )X+ Hx'2 —o,
und folglich ift bie Gleidhung ved Durdymefiers :

f'x, +af'y, = (2A +Ba) x,+ (2Ca+B)y,+ D+ Ea = 0.
Sn den Gurpen des jwaten Graves find alfe alle Durdymefier g e-
vabe Qinfen. . -
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Der durdy die beiden fimultanen Gleidungen :

freyeznoa Fyyi =20
beftimmte Punft genigt der Gleidyung bes Durdymeffers bei jedem
SRerthe von a, und folglich geben alle Durdmefier bdurd) den
Mittelpunft. — @8 ift fibrigend a priori einleudytend : baf in allen
Gurven , welde einen Mittelpunfs baben, diefer Punkt jebem Durdy
meffer angebdren mufi. — Begeidnet a, den Ridtungscoefficienten
bed Durdmefjerd, jo hat man:

Ba 4 2A __ B B2 — 4AC

%S T Btaoa 20T S0@CHBY
Sn ber Pavabel ift:
; B
B2 — 4AC = o, folglih: a, = — 50

Sn biefer Gurve find mithin alle Durdymeffer ju cinander parallel

Die vorbergehende RNelation jwifden a und a, Ift fid auf

bie folgenbe, mehr fymmetvifde Form bringen:
2Caa, + B (a+ a,) + 2A = o,

woraud erbellet: dbaf bie burd) a und a, beftimmten Ridtungen ves
ciprof find, b. b. daf ben ju der einen Ridtung parallelen Sehs
nen eine gu der anbern parallele Gerade ald Durdymefier entfpridt,
weshalb man biefe Nidhtungen audy conjugirte genannt pat. —
Aber in ber Parvabel hat diefed Wort offenbar Feine BVebeutung.

§. 98.

Menn die Curve vom Grade m i, fo ift bie Gleidung (3)
im Allgemeinen audy vom Grabem, und bie ®Gleidung (4) vom Grabe

m (m2 — 1) weldes aud ber Grad der Durdymeffercurve ift, alfo

den Grad m iberfteigt, fobaldb m > 3 ift. — Die Unterfudung
viefes Durdmeffers ift alfo gewdhnlidy fdwieriger, als die ber ges
gebenen Guroe, und daber gur Grforfdung ibrer Gigenfdiaften yes
nig geeignet. — Fir gewiffe befondere Werthe von a fann jedod
der ®rad bes Durdymeffers niedriger ausfallen.

Wenn eine der pavallelen Sehnen eine Tan gen te ber Curve
ift, fo fallen die beiven Punfte M,M’, unbd folglih vie Mitte N
jufammen, und der Bevithrungspunit ift ein Punft bes Durd-
meffers.

Wenn jede Parallele die Curve inm m Punften {hneivet, fo bat
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man nady §. 36 fir ben Ort bed Wittelpunfted N bder mittlern
Cnifernungen allev bdiefer Punfte:
e S g G o S T
g m
wo x, x/, x/, . . . bie Abfciffen der Durdyfdnittdpunftc odber bdie
BWurseln der Gleidung (3) bedeuten. — Wenn man in £ (x, y)
bie OGlicter won cinerlei Dimenfion immer in eind jufammenfaft,
wie in §. 64; fo wird die Gleidung (3):

xmg(1,3) +[¢a ({,a)b+ 01, )] xm—1 4., =,
woraus folgt:

Xy ’

i SN Pl
9
und wenn man y, — ax, ftatt b fept:
@a.yy + (Mg — ag‘a ) x; +¢ = o.

Der Ort der Mittelpunfte der mittlern Entfernungen ift alfo
ftetd eine gevabde Linie, welde in ben Curven bes jweiten Grabdesd
mit dbem Durdymeffer ufammenfall.

Die Cigenfdpaften ber Durdmefier hat man guerft im Kreife
und bann in den Curven bed jweiten Graded unterfudt, — Spdter
bat man bdie Definition bed Durdymeflers vevallgemeinern wollen,
um fie auf Curven voneinem beliebigen Grade amvenden ju Fonnen;
allein biefe Berallgemeinerung ift fehr mangelbaft. — Statt bie
Mitte ded Abftandes gwifden je zwei Durdfdnittdpuntten u bes
tracdhten, wodburd) bie Sadye complicivter wird, wdve ed ywedmdifiger
gewefen s den Ort bed Mittelpunfted der mittlern Cntfernungen dber
auf berfelben Sefante liegenben Durdyfhnittspuntte Durdymeffer
su nennen, fo daf der Durdmeffer immer eine ge rade Linie wire.

Fwolftes Kapitel.
Von den Aren

5. 99.

Gine ®eradbe, welde eine Curve in jwei fymmetrifde
Theile theilt, beift cine Are derfelben, fo daf dbie Punfie der
Curye paarweife auf Perpendifeln diefer Are und gu beiven Seiten
in gleiden Abfrdnden licgen,
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Wenn cine Curve gwei paralbele Arven bat, {e
bat fieunendblidh viele pavallele und gleidwest vou
einanber abffehendbe Aren. — 3. B. bie Curve y — sin x;
1
2
ift (Fig. 70), fo wird die Gleidung der Curve y = cos x. Da
fid diefe Gleidung nidt dnbert, wenn man — x flatt x fegt, fo
folgt, dbaf bie Gurve in Begug auf die Pavalele GH gur Are der
y fymmetvifdy ift. — DBerlegt man weiter dben Anfangspunft in bie

penn wenn man ben Anfangspunit O nad)y G verlegt, {o dbaf 0G =

Cntfernung 0K = ?i;, fo wird die Gleidung der Curve y= — cos x;

folglidy ift bie Pavallele KL audy eine Are dber Curve; u. f. f.
Die Curve bat alfo unendlich vrele parallele Aven, welde um bdie
Linge = von einanber abfieben.

Gine algebraifde Curve fann feine jwei pavals
Tefe Aren haben.

2) Wenn eine Curve 3wei Aren OA,0A’ (Fig. 130a)
pat, weldye fid) in einent Punfte O fdhneiden und cinen
Winkel S miteinander bilden, fo hat fie eine Neibe
von Aren, welde duvd denfelben Punft O gehen
und fo befdaffen findb: dap jwet aufeinandperfols
gende benfelben Winfel & mit einander bilden.
Denn einem Punfte M der Curve entfpridt in Bejug auf die Are
OA’ ein fymmetrifder Punft M/, und dem Punfie M’ entfpridt in
Begiehung auf die Are OA ein fymmetrifcher Punft MY, fowie dem
Punfte M** in Begug auf die Are OA’ ein fymmetvifder Punft M“. —
Drebt man nun den einen Theil der Ebene der Figur um bie Are
OA’ foweit, bid er mit dbem andern Theile jufammenfillt; fo fallt
OA auf OAY, M/ auf M, M* auf M, und ba OA auf ber
Mitte von M'M‘/ fenfrecht ift; fo ift aud) OA’ auf der Mitte yon
MM fenfredt. E8 entfpridt alfo jedem Punfte M der Curve
in Begiebung auf OAY ein fymmetrijder Punft M7/, und mithin
it OAY eine Are der Gurve.

o wie fid) aus der Eriften gweier Aren OA, OA’ bie einer
britten Are OA‘/ nadyweifen [ft, ebenfo ergibt fidh ausg per Cris
ftens der beiden Uren OA’, OA* bie ber vievten Are OA'Y, u. {. f-

Wenn dag Verbdltnifi % commenfurabel und dem nidt

veducirbaren Brude -:l gleidy ift, fo ift die Anjabl der von tem
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Punfie O audgehenden Halbaren = n. It daffelbe Verhdltnig
incommenfurabel, fo ift die Anzabl dey Aren unendlid

grof.

§. 100.
Die Abfciffenare als Are dev Curve.

Wenn bei vediwintligen Coprdinaten bie Are der x eine Nre

der Gurye :

PIEx; ) ==teni (1)
ift, fo entfpridit jedem Punfte (x, y) der Curve ein fymmetrifd
liegenber (x, — y), und es ift folglid : :

f(x, — y)=o )

Umgefebrt, wenndie Gleidungen (1) und (2) 3u
gleidher Jeit ftattfinben, fo ift dbie Abfciffenare
eine Axeber Curve.

Wenn die Gleidung (x,y) =o cine ganje algebraifde
ift, und nur gevade Potengen von y enthdlt, fo ift die Are ver
x eine Are der Curye. — Gbenfo, wenn f (x, y) nur gevabde
Potengen von x enthdlt, fo ift bie Are dery eine Are der Curve. —
Hierbei wird jedod) vorausgefest: daf fidh bie Gleidung f(x, y) =o
nidht gerlegen Idft, und wenn man bdiefed nidt jum Boraus
mit Gewifibeit weifi; fo muf man wie in §. 93 verfabren.

Jft die Gleidung der Curve in Polarcoordinaten gegeben, fo
ift bie Polarare eine Are der Curve, wenn ihve Gleidung unges
dnbert bleibt, indem man — 9 fatt G fest. Denn alddann bleiben
bie Werthe von o diefelben, und ed baben folglidy bie Punfte der
Curye paarweife eine fymmetrifde Lage gegen bdie Polarare, —
Gin Beifpiel bietet die Cpicycloide dar.

§. 101.
Beftimmung der Aeew,

Wiy wollen die unbefannte Are X’ X’ aur neuen Are dey
X nehmen, bden Anfangspunft in einen Punft (a, b) diefer Are
Yerlegen, unbd ben Winfel, welden X’y X‘ mit XO bildet, mit
@ begeichnen ; fo wird die Gleidung der Curve :
f(atx’cos « — y’ sin @, b4x’sinaty’ cosa) = o,
und eg bleibt nody ju unterfucen: ob fih a, b und « fo beftimmen
laffen, dafi bie legte Gleidhung die porbin angegebene Gigenfdhaft hat

Schnufe, Goordinatengeometric, 10
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Man fann einen beliebigen Punft der Ave, 3. V. den, worin
fie bie Are der y {dneidet, jum Anfangspuntte nehmen, fodaf man
nur 3 weiunbefrimmte Gréfen b, a bat. — Wenn bdie Gleidung al»
gebraifd und nidt zeclegbar iff, fomuf man alle ungevabdben Pos
tengen von y fortsufdafen fuden, Jft bie Gleidung vom zweiten
Grave, fo find zwei Glieder, ndmlidh dag mit xy und dad mity
wegsuidaffen, was im Al gemeinen immer miglidy iff. — Aber wenn
bic Gleidhung von einem hHihern als vom gweiten Grade ift, fo iff
bie Angabl der verfdwinden su madyenden Coefficienten gewdhnlid
grofier alg 2, und die erhaltenen Gleidungen fonnen felten neben-
einanber Defteben.

MWenn die Curve einen Mittelpunft hat, fo gebt bdie Are offens
bar durd) benfelbein.

Wenn die Gleidhung der Curve in Besichung auf x und y
fommetvifd ift, o ift bie Halbivungslinie bed Soordis
natenwinfeld eine Ave der Curve. Denn wenn man dicfe Gerade
uv Are der x, und dad Perpendifel davauf sur Ave der y’ nimmt;
fo geben die Transformationsformeln in §. 12

x sin $=x'sin %——y‘ cos ';1, y sin 9 =x'sin "?2— 4y’ cos '%-
Bleibt nun x’ daffelbe und wirh — y' fiiv y* gefept, fo wird das
durd) x mit v vertaufdt, und nad der Borausfesung die Gleidung
nidyt gedndert.

Dag Folium von Desdcartesd (Fig. 65):

x3 4 y® — 3axy = o

ift fommetrifd in Begug auf x und y, und hat folglidy die Halbis
rungslinic beg MAvenwinfels gur Arve. — Diefes erhellet audy aud
per Figur. Denn jedem Punfte A, beflen Coordinaten OP, AP
finb , entfpricht ein Punft A,, Ddeffen Goordinaten 0Q, QA, refp.
pen vorhergehenden gleidy find. Da OP = 0Q ift, fo fdyneiven fidh
bie Geraden AP, A,Q in einem Punkte D’ der Halbirungslinie DO,
und folglich ift in dem gleidhfhentligen Dreiede AD'A, bie Hals
bivende D'X’ auf ver Mitte von AA, fenfredyt, mithin AF=A,F
und folglich die Halbivenbe DX’ eine Are der Curve.

Die Curye s

Fy vt = 1F (. 86)
Dat nidt blos die beiben Covrdinatenaren, fondern aud) die peiben
Halbivungslinien dev Coordinateniwinfel als Uren; denn bie Gleidhund
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ift fowohl in Begug auf xundy, ald in Vegichung auf —xund y
fommetrifd.

§. 102.

Aren ber Curnen bes 3weiten Grabes.

3n diefen Curven ift die Ave nidhtd anders ald cin auf den
balbivten Sehnen fenfredter Durdmeffer. Nun findet aber nad)
bem Frithern fiir die conjugivten RNidtungen die Relation fatt:
2Caa, + B(a + a;) + 2A = o,
und damit diefe Nidtungen aufeinander fenfredit find, mup
man Haben:
1+ (a+ a,) cosF + aa; = o,
o F pen Winfel der Coorbinatenaren begeidnet.  Aug diefen beiden
Gleidungen folgt:
aa, —2Acss=B . 20C—A)
! " B—2Ccos &' " B—-2Ccos g’
unb mithin find a, a,; dic Wurzeln der Gleidhung des weiten Graded s
(B—2Ccos9) 224+ 2(A—C)z+2Acos 3 —B =0. (3)
Wenn die Coordinatenaren auf einanbder fenfredt find, fo
vedbucivt fidy diefe Gleihung auf:
Bz? +2(A—C)z — B = o.

Da die Bebingung der Realitdt der Wurzeln dev Gleidhung (3) :
(A—C)2—(2Acos3—B) (B—2Ccosd) >0
tmmer erfiillt wird, fo gibt e8 in einer Gurve bded weiten Grabes
im Allgemeinen ein Syftem aufeinander fenfrechter confugirvter Ridy-
tungen, und bie gu viefen beiven Richtungen parvallelen Durdhmeffer
find gwei Aren dber Curve. — Jn ber Parabel gibt es fedodh
nur eine Arve, welde 3u der allgemeinen Richtung der Durchmeffer
pavalfel ift; aber die Curve nur in einem Punfie (Sdeitel) fdnei-
bet. Sn der That Pat in diefem Falle bic obige Gleidung des
dweiten Grades die Wurgel — 2—%—

Wenn u gleider eit A = C und B = 2 A cos 3 ift, fo
wird die Gleidung (3) fiir jedben TWerth von z erfiillt, und wir
Wiffen, daf in diefem Falle vie Curve ein Kveis ift, — Jm Kreife
ift alfo feber Durdymefer eine Are.

10*
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§. 103.
Ueberfidht.

eberfeben wiv fekt nodmals in aller Rivge, wasd wir bigher
fiber die Conftruction einer Gurye evdriert haben: Wenn eine ganjze
algebraifde Gleidung £(x, y) = o gegeben ift, fo unterfudt
man gunddft die Form diefer Gleidung, um diejenigen Eigenjdaften
per Gurve fennen ju levnen, welde fid unmittelbar ausg dber Bes
tradtung ded Polynomes f (x, y) ergeben.

1) Wenn dag Polynom f(x, y) nur gervabdbe Potengen von
y entbdlt, fo ift bie Guroe in Begiehung auf die Ave dev x {yms
metrvifd, welde folglid alsdbann eine A xre der Curve ift.

2) Wenn dad Polpnom lauter Glieder von eineviei Dis
menfion enthdlt, fo ift der Anfangspuntt der Coovrdinaten Mittel
punft der Curve. — OFft bemerft man, baf die gegebene Gleir
dung burdy eine Coorbinatenveranderung veveinfadt wird , unbd die
eben evwdpnten Umftande fih) Devausfiellen (§. 46). — Wenn das
Polynom £ (x, y) in Bejug auf x und y fymmetrifd if, fo
ift bie Halbirungslinic des Coorbinatenmwinfels eine A re der Curve,
und es it alddann natinlidy, die Coordinatenaven um 45° 3u dbres
Ben, wie bei dem Folium ded Descartes (§. 47) und in bem flinfren
Beifpicle in §. 53.

Bur ndbern Beftimmung der Fovm der Curve confreuivt man
pie Tangenten in den merfwivdigfien Punften, befonders in

i
pen Grengpuntien, vermittelft ber Formel I= —%‘- , und

y
beftimmt bann die Punfte, fir welde die Ordinaten Marima,
ober Minima find. — Dann unterfudt man die Curve in Bes
siehung auf Concavitdt und Convexitdat, befiimmt die J ne
flerionspunfte, und wenn die Cuuve unendlihe Jweige hat 3
fo beftimmt man bie Afymyptoten derfelben.

@nblidy fann die Curve nod) andere, fogenannte ausgezeid-
nete oder finguldre Punfte darbicten, auf deren allgemeine
Unterfudung wir ung jedod) hier nidt einlaffen wollen.

Nufier den ifolivten Punften, wie C in Fig. 53 bei der
Gondoide, und pen Snflexrionspuntten, wic der Anfangs?
punft bei der Gurve y3 — x (Fig- 49) geboren hieher: dev R i &
feprpunttO (Fig. 50) dev erfren Avt bei ber Curve y2=x>
ber RitcdFehrpunte ey gweiten Art, wie O (Fig, 142) bei
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ber Gurye (y — x2)? — x5 =o0, der vielfade Punft, durd
Welhen me hreve Jweige der Curoe gepen, wie C (Fig. 55) im
dritten Falle der Condhoidbe und bei ber Lemmnidcate
($ig .58) der Anfangspunft der Coorbinaten.

Wenn die Gleidung der Curve Feine gange algebraifde,
fonbern eine trandcenbdente, oderaud nureimeirvvationale
algebraifhe ift, wovin einc Wurzelgrofe mit geradem Snder nur
mit einem Borgeidhen genommen wird ; fo fonnen nod) andere Avten
finguldver Punfte vorfommen, wie 3. B. in der Curve y = /x3,
Wweldye nur den einen 3Jweig OA (Fig. 135) bat, der i) in O
fdlieft, weshalb O ein Shlufpunft genannt wird, oder in

1 ;
fangx (Tig. 136). Feérner bder

borfpringende Punft (dbie Spige), wie O (Fig. 137) bei
ber Gurve y = VX2 + 2x3, welde aus gwei 3weigen OA, OB
befteht , welde die Halbivungslinien OC, OD der Arenwinfel in O
beriipren.

Wir wolléen das Borhergehende nur nod an einem vollfiindig
durdygefithrten Beifpiele gu erldutern fuden, und daju die Curve:

f(x,y) =3(y* —x* —96a?y?24100a2x2)=o
Nehmen.

Ausd der blofen Anfidt diefer Gleidhung erbellet: bdaf ber An-
fangspuntt der Goordinaten ein Mittelpuntt der Curve iff, und
bafi bie Coordinatenaren A xen derfelben find, fo daf fie aus vier
gleiden Theilen befieht. — Wiv wollen blos den in dem Winfel YOX
(Fig. 138) liegenden Theil betvadyten, 5. h. x undby nur pofitive
Werthe beilegen.

Wird die Gleichung fiir y aufgeldi’s, fo erhdlt man :

s V48a2 + Vx4 — {0022 x2 — 48% a*

der franscenbenten Gurye y =

T ]/48 a? + V(x2—6? a?) (x?—82%a?),
Ober beibe TWerthe gefvenut :
Y= ]/48 a? L V(x2—62a?) (x2—8%a2),

v = '1/48:12 = \/Rg‘_‘_ﬁ%iﬁ)’(}éﬁ’ge"ﬁ)
Die sweite Wurgelgrofe ift veell fiiv die Werthe von x, welde
<G6a und fiir die, welde >8a find. Wivwollen a jur Lingens
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einbeit nehmen und auf bie Arve der x, {o wie auf bie der y eine
gewiffe Anzabl folder Einbeiten abtragen.

y'iftveell von x=0 bid x=0 und von x=8 bi8 x—= o0, Soll y*‘vecll
fein, fo muf aufer bem 482a4 > x* — 10022 x2-} 482 a4 ober x < 102
fein; folglich ift y** veell yon x = o bid x = 6 und von x=25
big x = 10. Wenu x fih von o big 6 dnbdert, fo widft y/ von
o big VI8, woburd) man ben Curvenyweig OA erhalt, und wenn

x fih von 8 big 10 dndert, fo nimmt y* von VA8big o ab, wo-
burd) man den Jweig DC exhalt. — Aendert fidh x von o big 6,
fo nimmt y’ von V96 bis V48 ab, woburd) man ben 3weig BA
erbdlt, und wenn x fich von 8 big 10, dann von 10 big o dnbdert;
fo wadft y* von V48 bis V 96 und won da bis oo, wodurd) man
pen unendlichen Curvengweig DE befommt., Diefe Theile der Curve
fdlicfen i an einandber und bilden die beiden fletigen Jweige
0AB, CDE.

Tangente, — &3 ift:
f'x = — x8 4+ 50a? x, ["'y = y? — {8a%y,
folglidy
_ x(x?2—502a2) :

T y(y*—48a?)
Sn ven Punften A, D, C ift 1 = o; alfo dbie Tangente parallcl
su Der rve der y, und in B ift I=o0; aljo bie Taugente pavallel
su der fre der x und die Orbinate ein Marimum,
Der Anfangspunft ift ein vielfader Punft, und wenn man

% = u fept; fo wird die Gleihung der Curve:

1 3

alfo s :
I = @t.u= —> 1.
V24

Sz 1
Wenn man u einen jwifdhen 1 und _\7?1 liegenben Werth ber?

Tegt, fo werdben beive Glicder der Oleihung negativ, und 68
Fann ibr nicdht geniigt werben. Wenn OH bdie Halbirungslinie bﬁ_“
@oordinatenaremwinfeld und OK dic Tangente in O ift; fo hat die
Gurve in dem Winkel KOH feinen Punft, und folglidy liegt dET
Aweig OAB gang iiber der Tangente OK,



=i i =

Afymptote. — E3 ift:
p=yt—x} o1, e)=ct—1 =0, c=1,9=0, d=o.
Der unendliche Jweig DE Dbat die Halbivungslinic OH guv
Afymyptote, und da bie Curve in dem Winfel HOK feinen Punit
bat 3 fo Yiegt dev Jweig CDE gang unter der Ajymptote OH.
Goncavitdt, — @8 ift:
fiiya = — 3x2 4 50a2, f'/y2 = 3y — 48a?;
folglidy wegen a = 1:
I — 3yt —x4)(x2y?—48. 50)
v (v — 48)8
Der crfte Factor des Jahlers ift langd OADB pofitiv, wib-
renb ber weite %a'ctor ped 3dhlers und ber Nenner vou O big A
negatiy finb. Folglich Fehrt der Jweig OA -feine Concavitdt
gegen die Are ber pofitiven y. — Feener ift der erfie Jactor des
3dblers lings CDE negativ, aber ber aweite Factor und dev
Nenner find von D bis B pofitivg folglid) fehre der Jweig DE
feine Goncapitdt gegen bdie Ure der negativen y. Nur auf dem
Bweige BA ober CD, und gwar wegen der Jeidendnderung bdes
sweiten Factors des 3dplers, fanned Jnfleviondpunite geben. —
Berbindbet man die Gleidyung:
x?y* — 48 .50 =0
mit der gegebenen , fo erhilt man:
x8 —102 x6 4 62 82 102 x2 — 62 8% 50°=o0

ober ¢

x6 (x2 —62) — 82 (x> —6.950)* = o.
Da beive Glieder dicfer Gleidyung von x = o big x =6 negatiy
find, fo bat fie in diefem Intervalle Feine Wurgel; und ba ber erfie
Theil der Gleidung von x = 8 big x = 10 vom Negativen gum
Pofitiven iibergeht , o hat fie in diefem Sutervalle eine ungevabde
Ungahl von Wurgeln , und gwar nur eine, mweil , wenn fie deven
3 hdtte, die Ableitung:

(88 .~ 6. 10% x4+ 2,40%67 87) x

ober Dlos bie in ber Klammer fiehende Grife, jweimal, und
dig Ableitung Diervon:

6.8.x% (x2 — 50
einmal in diefem Sntervalfe verfdiwinden mifite, wag nidi mog-
L ift, — Die Gurve hat alfo nuy einen Infleviondpuntt, wel-
der auf pem Sweige CD liegt. :

Wenn ntan die Gleichung : x? - y* = 10° bas aus dbem An-
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fangspunfte mit dbem Halbmeffer = 10 befdpriebenen Kreifes mit
ber Gleidung der CGurye verbinbet, fo finbet man, daf der Kreid
und bie Guvoe nuv den einen gemeinfdaftlihen Punft C Dhaben,
fo dbaf ber Curvenjweig CDE alfo auferhald und ber Curyen:
sweig OAB innexbhalb ved Rreifes liegt. — Ueberhaupt ift diefer
Kreid bei der Conftvuftion der Curve ein guter Fithver.

UHebungdaufgaben.
Mian foll folgende Gurven conflruiven:
1) y4 — x* 4+ 2ax?y — o,

2) y + x* — 2ay® — 2bx?y = o0,

3) (x? 4. y?2)? — Gaxy? — 2ax® 4 2a%x2 = o,
4) (y — x?)? — x5 (Fig. 13D,
dy=a+h(x—cm,

Dreizebntes Kapitel.

You den juc Beftimmnng einec Curve einer gegebenen Gattung
erfordeclichen Bedingungen.

§. 104.

3n §. 15 baben tir gefeben, wie man, wenn bie geometrifde
Definition einer Curve einer gewiffen Gattung gegeben ijt, die all
gemeine Gleiung der Gattung :
F, v/a,b . . h)=o (D
finbet, wo a, b, . . . h bie n willfiirlihen Pavameter begeidynen.
Man erhdlt eine fpecielle Curve ber Gattung, wenn man diefen
Pavametern Jabhlenwerthe beilegt ; allein fatt beffen fann man
diefe Parameter auch dadurd) beftimmen, dbaf die Curve gewifje Bes
dingungen erfiillen, 3. V. durd) gegebene Punfte gebpen, gegebene
Linien beriibven, 2c. 2c. muf. Soll bdie Curve durd) einen geges
benen Punkt (x‘, y*) geben, fo bat man die Bedingungsdgleidung *
Fx,;y; a b, )= 0}
foll fie eine gegebene Linie bevipren, fo erhdlt man ebenfalls eine
Bebingungsgleidhung, 1c.  Wenn bie Curve n Bedbingungen geniigen
muf, fo erbdlt man n Gleidungen , welde die n Parameter, und
folglidy bic Gurve felbft befiimmen. Die Anzahl ber Para:
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meter, welde in dev allgemeinen Gleidungeiner
Gurvengattung vovfommen, ift alfo der Anzabl dex
jur Beftimmung einer Cuvve diefer Gattung exrfors
derlichen Bebingungen gleid.

Die gegebenen Bedingungen fonnen aud) jufammengefeps
tere fein, wie 3. B. wenn ber Wittelpuntt, eine Are, der Sdeitel,
eine Afymyptote, 2c. gegeben wave. — Jft dev Mittelpuntt gegeben,
fo find feine beiden Goorbinaten gegeben, und wenn man fie in bie
beiben Gleidhungen ded Mittelpuntted fubftituivt; fo evhdlt man zwei
Bedingungdgleidungen jwifdhen den Pavametern. — Jit eine Are,
ober Afymyptote gegeben, und man fetit die beiden Coefficienten ihrer
®leidyung den beiven Confianten gleid, welde ibre Lage beftimmen ;
fo erbdlt man ebenfalld gwei Bedbingungsgleidungen. — Jft ein
Sdyeitel gegeben, fo miiffen feine Coordinaten forwobhl ber Gleidung
ber Guroe, ald ber ber Are geniigen, was wieder swei Bebingungds
gleidungen gibt, u. f. f. Jede der angefibrien compleren Bebins
gungen ift alfo 3w ei einfadyen VWedingungen gleidygeltend.

Die allgemeine Gleidhung dber Ellipfe und Hyperbel enthalt 5
willfiiclihe Parameter, und ed find folglidh) jur Veftimmung einev
Cllipfe und Hyperbel audy 5 Bedingungen, 3. B. 5 Punfte; bder
Wittelpunft und drei Punfte; der Mittelpuntt, ein Sdeitel und
eine Tangente, . erforderlid). — Die allgemeine Gleidung
der Pavabel enthilt nur 4 Pavameter , weil m = 1 ift, und ed
find mithin jur BVeftimmung einer Pavabel aud) nur 4 Bedingungen
uothwendig. — Man muf ficy aber bei ter Veftimmung der Ans
da b1 ber Bedingungen wobl hitten: daf man diefelbe Bedbingung
vidt gweimal 3ablt. Wenn 3. B. der Wittelpunlt unbd die Are
gegeben find, fo ift died nuv jo gut, wie 3 einfadhe Bedingungen,
weil die Are dburdy dben Mittelpunft geht und ju ibrev Veftimmung
nur npdy ¢ine Bebingung erforderlidy ift.

Audy muf man wobl unterfucben: ob die in der allgemeinen
@Ieid)uug yorfommenden Pavameter wirflid) verfdieden find,
% Db. fidy nidyt auf eine fleineve Angabl veduciven laffen, —
So pat 3. B. der Kreig ald Ort der Punfe, deven Cntfernungen
on wei gegebenen Punfren in einem conftanten Verbhdltnifje
fiehen, suv aligemeinen Gleidung :

(x—a)? 4 (y - D)2 —m?(x-2a')2+ (y—b)? = o,
Welde 5 Parameter gu cnihalfen fheint, die fid) aber auf 3 vebus
etren (affen; penn man fanu dicje Gleidyung folgendermagen fdreiben:
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5 2(a—m3 a’') 2 (b — m2h’)
x2+y'"'1_,,n2 -
2 b’__ a3 i3 blﬁ
_{_a-i—‘lm(mag-i— i

ober :
x?24+y?+Ax + By +C=o,
welde nur 3 Pavameter A, B, C enthilt.

Wird derfelbe Kreis ald Ovt der Punfte von ber Bejdhaffenbeit
betradytet: dbaf die Summe dDer Duadrate der Entfers
nungen eined jeben von n gegebenen Punften cons
flant ift; fo ift feine allgemeine Gleidung:

x?+y?—2 E‘ﬂ!:t’ soln ol Iib_ﬂ__l}i..'_"_l}_'l_ v
n

L AN bY a2 bt et b2 ok
n
welde 2n+ 1 willfivlidhe Pavameter ju enthalten fdeint, in ber
That aber nur 3 wefentlidh ver{dhicdene Pavameter enthdalt; denn
man fann immer fegen:
4 +a,+...+an AP b,+b,+...+bn
Heres ¢ 4 n

cﬂa“,—}-h“,—{-a“-’.ﬁ—b",-% i .{a“n + b%n -k'

n

o,

a==

’

fo dbaf bie Gleidhung wird:
x? 4 y2 + 2ax + 2by 4 ¢ = o.

Eine aus n Gliedern beftebende Gleichung enthdlt Hidyftens
n — 1 wiltkitlide Pavameter ; denn wenn man die Gleidung durd
einen ber Goefficienten divivivt, fo Ffann man die n — 1 entfes
penden Quotienten durdd n — 1 Budftaben begeidhnen. — Die
vollftdndige Gleidung ded mien Grades mit ywei BVevdnderliden hat
RSk e 1)2('" it ®lieber, und folglich find gur Beftimmung einer

Gurve des mien Grades hidftens (m +1)2(m+2)

gen exforberlidy.

Dic geometrifhe Definition einer Curve gibt bie Anzahl dev
in ihrer aflgemeinen Gleidhung enthaltenen willfivliden Pavameter
von felbft an. — Sn der Definition bes Kveifes fommt per Wit
telpunft und der Halbmeffer vor; alfo jufammen 3 Conftanten —
in der Definition dber Pavabel ein Pol (2 Conftanten) und eine
Ridtlinie (2 Conftanten), alfo im Gangen 4 Conftanten —~ in bEv

— 1 Bebinguns
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Definition bexr CLlipfe und Hyperbel auferdem nod ein Vev-
biltnif, aljo 5 Conftanten — in der Definition der Avdhimedifden
Spirvale ein Pol (2 Conftanten) , die anfinglide Lage ded BVectors
(1 Gonftante) und ein Verhaltnif, alfo im Gangen 4 Conjtanten.

§.- 105.

Wir find bisher bei ber Veftimmung der Gattung der Curven
von den geometvifhen Bedingungen ober Definitionen ausgegangen;
allein man founte aud) analytifd verfabren, unbd bie in eciner
gegebenen ®leidung :

F(xvy,ab...nND=0 1)
entbaltenen Guyven gu dberfelben Gattung jiblen. Sonennt
man 3. B. afle in der aligemeinen Gleidung des sweiten Grades
mit gwei Verdnberliden:

Ax? + Bxy + Cyv? + Dx + Ey + F =0
enthaltene Gurven, Curven dbesd gweiten Grades. Junddft
mufi man fih jedoch verfichern, ob die gegebene Gleidyung allges
mein ift, b. b. ob bie Gleidhung die entfpredyende Guwgaud; nodh
gibt, wenn biefe belicbig in ihrer Ebene verviidt wird, fo daf,
wenn die Transformation der Goorbinaten duvd) drei neue Pava:
meter p, q, « bewerfftelligt wird , bie erhaltene ®leidhung :

Fx,voab ...hp ¢a=0 (2)
mit der Gleichung :

Bieg v ahobl ks h)i="
identificivt werden Fann, alfo bdie Anzahl der Pavameter durdy die
Transformation nidt vevgrdfert wird. — 3Jft diefes nidht dev Fall,
*b, p. laffen fich die n + 3 Vavameter a, b, . . . b, p, q, @ nidt
auf n Pavameter veduciven ; fo ift bie Gleidung (1) nidt alfgemein,
und man nimmt die Gleidung (2) als Gattungdgleichung.

RBiersehntes Kapitel.
PVon der Aehulihheit.
§. 106.
Homothetie

Wenn man durdy einen beliebigen Punft O (Fig. 139) nad
cinem Syfteme von Puntten A, B, €, . . . in derfelben Cbene die
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Rabienvectoren OA, OB, OC, . . . 3ieht, und auf denfelben die
Punfte A/, B/, C/, . . . fo nimmt, daf

2045 4 OBﬁ SN 333

QA% OB 5% OBt EE Ly
ift; fo beifit dag Tepte Punftefyftem dem erften dhpnlidh und
apnlidliegend; aber wenn die Punfte A/, B/, C/,.. . auf
ben viidwdrts verldngerten Vectoren genommen werden und
ber obigen Relation geniigen (Fig. 140), fo Dbeifen beide Syfteme
@bnlicdh und invers liegend. — Durd eine Drehung von
180° wird bas zweite Syftem dem evften dhnlich und dEhnlichliegend.
Der Ritvge wegen wollen wir diefe Aehnlidhfeit der Form und Lage
in beiden Fdllen vefp. mit dem Namen divefte und inverfe
Homothetie begeidhnen. — Lift man k fih von o bis o dns
bern, und den Punft O, welder ver Aehnlid Feitsmittelpunit
genannt wird, alle mogliden Lagen in der Ehene annehmen; fo
erhdlt man alle dbem gegebenen Syfteme homothetifhe Syfteme. —
Die auf demfelben Bector, oder auf swei entgegengefesten Bectoren
liegenden Punfte A, A’ heifen bomologe.

§. 107.

Cigenfhaften ber dirchten und inverfen homothetifden Fguren.

1) 3wei Geradbe, welde jwei Paare homologer Punfte A, B
und A, B’ verbinben, und beshald homologe beiffen, find pas
vallel, und bag Berhdaltniff ihrer Lingen ift bem Aehnlidfeits-
verbdltniffe k gleid.

0A 0B
Denn nady der Borausfegung ift —— ox = op = K folglid,
AB
/
AB parvallel su A’B’ und mithin —— TR = k.

2) Wenn drei Punfte in gevaber Linie liegen, fo liegen bie
brei homologen Punfte audy in gevadber Linie.

3) Der Winkel pweicr Geraden ift dem Winfel der homologen
Gevaden gleid).

4) Der Durdyfdnittdpuntt gweier Geradben iff der homologe
Punft des Durdpidhnittspunftes der beiden homologen Gevaden. —
Wenn mehreve Gerade durd) denfelben Punft geben , fo gehen die
bomologen Gevaden duvd) ben homologen Puntt,

5) Wenn man ivgend einen Punft I der Chene mit den vers
fyicbenen Punfien ded erfien Syflemes und feiven Domologen
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Punft I/ mit den verfdhiedenen Punften bded pociten Syjtemes vers
binbet; fo find bie auf biefe Weife erhaltenen Geraben paarweife
pavallel und in dem conftanten Verbdaltnifie k. — Diefer Sap
folgt unmittelbay aus dem vorbergehenden,

Umgefehrt, wenn bdie beiden Syfteme A, B, C, .. . und
A/, B, CY ... fo befdyaffen find, bag bie Gevaden IA, IB, IC,...
refp. pen Geraden YA, I'B/, 1’CY, . . . pavallel findb, und gu
ibnen in dem conftanten BVerbdltniffe k fieben; fo find die beiden
Punftefyfteme diveft, oder invers homothetifd), jenaddem IA, .. .
und I‘A’Y, . . . ecinetlei, ober entgegengefepste Ridytungen haben. —
Denn nimmt man im ervften Falle auf TT und im jweiten Falle auf
ibrer Berldngevung cinen Punft O von folder Befdaffenpeit, daf
g_il — k ift, fo falfen die beiven Nabien oder Strahlen 0A, OA’
sufammen, und ed ift O der Mittelpunft der Homothetie,

6) &8 feien M, M, 3wei benachbarte Tunfte einer Curve, und
M/, M‘, bie beiben bomologen Puntte auf der homothetifdhen Curve,
fo find die Sefanten MM, und M’'M’, pavallel. Nibert fih
nun M, dem Punfte M unendlidy, fo ndbert fid) audy M’; dem
Punfte M’ unendlich, und bie ftetd ju einander pavallelen Sefanten
find aud) in ibren Grenglagen, d. h. ald8 Tangenten ju
einanver pavallel. Folglid find bic Tangenten in homologen
Puntten pavallel.

7) Bwei Syfteme, welde cinem dritten Syfteme bomothetifd
find, find Domothetifdy unter fidh. — Denn ed fei A, B, . .. 1
ein  gegebenes Syftem, fo conflruive man mittelft deg Mite
tefpunties O und ded BVerbdltniffes k ein erftes Dhomothetifdhes
Syftem A/, B/, . . . I’ und mit Hiilfe des Mittelpunftes O/ und
ded Berhdltniffes k” ein yweited homothetifhes Syftem A, BY, ... I,
Alsdann find AT und ALY pavallel ju AI, und folglid) parallel

i
unter fich, unbd fteben in dem conftanten %erbc’irtniﬁ‘e% = k,, weil

AI s AI SO ‘ ? _-‘A'I_I_l- e, l-(:'__ o ’ x .
K‘;,F == l\ ul‘lb W - k forg[td} A”I“ BT - k *l\l lfto Etc

beiven Syfteme A4, B/, . . . I und A, BY, oL 1Y find alfo
nady 5) homothetifdy unter fich. Jwei Punfte A’ und A, weldpe
bie pomologen beffelben britten A find, find bomolog unter fich. —
Wenn die beiden Syfeme A’, . . . A, .. . gleidzeitig mit
A bdiveft, ober inverd bomothetifch find, fo find fie biveft bos
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mothetijh unter fih; aber wenn A’ direft und A fnverd homo:
thetijdh mit A ift, fo find A, A invers$ homothetifd).

8) $Hitte man die beiden Syfteme A/, .. . und AY, ... mits
telft beffelben Berhdltnifies confiruivt, fo wdven fie gleid und
aufeinanderlegbar. — Denn wenn k = k' ift, fo find die Parals
Telen I'A’, 1A’ gleid), unbdbiebeiden Syfteme find aufeinandeys
legbar. — Man erhdlt alfo gu einem gegebenen Syjteme vevmittelft
eines eingigen Aehnlicheitsmittelpunties alle homothetifhen Syfteme,
wenn man bag BVerhdltnif k fid) von o bid oo dnbern [4fit; aber diefe
Syfteme haben in ber Gbene befondbere Lagen.

9) Die drei Aehnlidyfeitdmittelpuntte dreier Paare homothetifder
Syfteme Tiegen in gevaber Yinie. — Denn [Gft man dben Punft
1 in O fallen, fo fallt I aud) in O und I’ quf die Gerade 00
aber ber Aehnlidyfeitdmittelpuntt O bder beiden Syfteme A’ und A/
liegt auf ber Geraben I'/; folglidh liegt er auf 00'.

10) @8 feien S, S’ (Fig. 141) awei Curven, weldhe einen
Mittelpunft haben und §. V. bireft homothetifd) find, fo find fie
audy invers homothetifd), Denn find €, C* bie Mittelpuntte der
beiven Guvven, und M, M’ jwei bomologe Punfte, und man nimmt
auf C'M einen Punft M‘, fo, daf C'M‘, = C'Mift; fo gehort
ber Puntt M‘, der Gurve S/ an. — Nun ift aber -g—nl‘f,'[, =Kk, al-
fo aud %l_-—. k. Die beidben Guryen S, S’ Paben alfo jwed

- Yehnlicheitsmistelpunfte, ndmlich einen dufern, auf der BVers
Lingerung ber @eraben CC’ liegenben , weldyer den dive Ft homos
thetifhen Curven entfpricht, urd einen innervn, auf der Geraden
CC’ felbft Yiegenben, welder ben Dbeiden invers homotbetifdpen
Gurven entfpridit. — Die Mittelpunfislinie wird von den beiben
AehnlichFeitémittelpuntten barmonifdy getheilt.

11) Hat man drei homothetifhe Curven S, S’ und S (Fig. 141)
und man gieht durdy ihre Mittelpuntte C, C’, C** bdrei parallele Ra-
bien CM, C'M’, CM‘/, fo beftimmen fie bdie bomologen Punfte
M, M/, M*. — enn diefe drei Nadien in derfelben Ridtung
gegogen find, fo find bdie entfprechenden dbrei Mittelpuntte der Ho*
mothetic Gufeve. Sind jwei Nadien in derfelben und dev dritie
in entgegengefepter Nidytung gesogen, fo ift der eine Mittelpunkt
gin dufever und bie beipen andern find inneve. — Die dret
dufern WMittelpunfte fiegen alfo nacd einem bewicfenen Sate (9)
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in gevaber Linie, und dafjelbe gilt von frgend gwei innern Mit-
telpunften und dem dufiern Mittelpuntte, welder dem dritten innern
entfpridt. )

Die dret Mittelpunftdlinien CC/, C'C, C*C bilden ein Dreied,
und wenn man bdie drei innern, oder ywei dufiern und den entfpres
denden innern der Mittelpuntte der Homotbetie mit den gegeniibere
licgenben Winfelfpitten vevbindet; fo gehen die drei Verbindbungs:
linien durd) benfelben Puntt.

Aebnlide Figuren. — Cine Figur Dbeift ciner andern
dhnlidy, wenn fie einer Homotbetifhen dev legtern gleid ift.

§. 108.
Gleidyung homothetifdher Turven.
8 fei:

fi(%, ¥y =0 (@9)
bie Gleidhung ciner Gurve S, fo wollen wir den Anfangdpunkt jum
Mittelpuntie der Homothetic nehmen und mit dem Verhdltniffe k
eine Gurve S’ conftruiven, welde zu der erfien homothetifd) ift.
Sind aldbann x, y bie Coordinaten eined beliebigen Punfted dev
evflen Gurve und x’, y’ bdie dbed homologen Punftes der gweiten;
fo bat man:

sl

wo k pofitiv, ober negativ ift, fenacddbem die Homothetie
cing bivefte, ober inverfe ift. Die Gleidung:

Fuexipkyl) =0
ift folglich die allgemeine Gleidung der homothetijhen Curven
ber gegebenen, inbem der Anfangspuntt der Mittelpuntt der Hos
mothetie ift.

Qaft man die Gurve S feftliegen und veveiidt die Curve 8’ in
ibrer Gbene fo, daf der Anfangspunft O in ben Punkt O oder
(p, @ fallt; aber bie Aren 3u ibrer urfpriingliden Ridtung va-
vallel Gleiben ; fo ift die Gleidung der Curve 87 in Besug auf bie
Aren 0'X/, 0'Y':

f (kx!, ky’) = o,
und in Bezichung auf die Aren 0X, OY:
t(k y-, kGG-) =0 3)

Sn bdiefer neuen Lage ift tic Curve S’ mit 8 homothetifd ;
benn die aus O und O’ gegogenen Iadienyectoven find parvaliel und
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in vem conftanten Berhdltnifle k. — Die Gleidyung (3), welde
brei willFiiclide Pavameter p, q, k enthdlt, ift folglidh die alls
gemeine Gleidung der homotbetifdhen Curven dev gegebenen Curve.

§. 109.
Gledung dhnlider Curnen,

Wenn man mit der BVerlegung bdes Anfangspunites nad) O
sugleidy eine Drehung der Aren um einen Winfel a verbindet, fo
Dat bie Gurve S’ ecine belicbige Lage in ihrer Ehene , und ijt der
gegebenen blog ahnlid. — Die Gleihung der auf dic beweglidhen
Aren 0'X’, O°Y’ begogenen Gurye S’ ijt:

£kl s kv )i==00,;

und bei vedytwinfligen Aren erbalt man mittelft dex Trandformationss
formeln :

x! = (x—p) cosa + (y—q) sine,

v/ = —(x—p) sina + (y—q) cos «
al3 Gleidung der Curve in BVejug auf die fefien Aven 0X, 0Y:

f[k((x—p)cosa+t...), k(.)]=0, 4
welde 4 willfirlide Pavameter enthdilt, und die allgemeine
®leidung der dhnlidyen Curyen der gegebenens Curve ift.

Beifpiel. &3 feien bdie beiden Gleidhungen des weiten
Grabes mit gwei Bevdnberlidhen:

Ax? + Bxy + Cy?2 +-Dx + Ey + F = o,

A'x?4 B'xy+ C'y*+ D'x+ E'y+ F/' = o ; )
gegeben, fo ift bie aligemeine Gleidung der Homothetifhen Curpen
ber dburd) die erfte Gleichung ausdgedriiten Curve:

Ak®*x? 4 Bk2xy + Ck?y? — (Bk2q + Ak?p — Dk) x

— (Bk?p +2Ck2q — Ek)y
+ (Ak2p* + Bk2pq+ Ck2q2 4 Dkp + Ekq+F)=o.

Sbentificivt man diefe Yegte Gleichung mit der jweiten, fo ers

balt man :

D E
—Bq—2Ap+K —Bp —2Cq+
RO D’ ¥ K

S D E F
. Ap*+Bpa+Cy®— =p— 4+ 5
= = ‘
und wenn man wifden diefen 5 Gleidhungen die 3 Parameter p, 4,

@A B C
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eliminivt; fo befommt man die gwei Bedingungsgleihungen, welde
augbriiden : baf die ben Gleidhungen () entfpredhenden Curven
bomothetifd find. — Nun find aber die beiden Gleidungen :
A B @
AL e BT e :
worin die ju eliminivenben Pavameter nicyt vorfommen, gerade die
beiven verlangten Bebingungsgleidungen. — Sollen alfo gwed
Curyen des jweiten ®radbes homothetifd fein, fo
miiffen die Goefficienten ber Glieder bed jweiten
®rades proportional feim

§. 110.

Allgemeinte Bevingungen der Aehnlidheit sweier Figuren.

1) Wenn eine Gleidhung ¢

X,y 8) =0,
worin der willfiicliche Pavameter a vovfommt, in Begichung auf
x, y, a pomogen ift, fo find alle dbuvd fie auggedriicfte Curven
bomothetifd. Denn gibt man dem Pavameter a den befondern
Werth a,, fo find alle dnliden Curven von £ (x, y, a5) = 0
in ber Gleidung:

f (kx, ky, a,) = o

enthalten, ober wenn man a = % fept, in der Gleichung :

f (kx, ky, ka) = o

und enbdlich wegen der Homogeneitdat in der Gleidung :
f(x, ;ya)=o0

wo a gany willfielidy ift, weil k es ift.

9) Die in ver alfgemeinen Gleichung einer Gurypengattung ent=
Baltenen n Pavameter Fonnen durd) n anbeve gleidhgeltende Para=
metey exfefst werben, wovon brei p, q, « die Lage, und bien—3
iibrigen a, b, ¢ . . . bie Form und Dimenfionen der Curye
beftimmen (§. 48), fo dafi man eine Gleidung :

fx,y,a,bc..)=0 6))
echilt, welde n—3 Parameter enthdlt, und alle Curven der Gats
tung, aber in befonbern Lagen, ausdriidt. Gewdhnlidy erhilt
man biefe Gleidung biveft und vor der alfgemeinen Gleidung.

Wenn alfe Pavameter a, b, . . - Langen find , o ift die Gleis
dung (5) nothwendig homogen in Begug auf x, y, a, b, ...

Senufe , Coordinatengeometric, i1
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Biv wollen die den Werthen ay, by, - o « Der Pavameter entfpres
dende Curve S, odber £ (X, ¥, a5, bo, « « .) = o Detvadyten, fo
find alle mit S, bomothetifden Curven enibalten in der Gleidung:
; (k% Ky 8, Davs e )2 —10

oder venn man fet:

e 1

85 i by £ Sl
in bey Gleichung :

fickxky kol kb LS o003 =20,
unb wegen der Homogeneitdt in:

f N, D ) =r0. (6)

Die durd) die Gleichung (6) gegebenen Gurven {ind offenbar
in der Gleidung (5) enthalten. Jede Curve, welde der
CGurve S, dbnlid ift, ift alfo von dbevfelben Gattung
und ihre linecaven Parameter find dDenen dev evften
proportional; und umgefebrt 2c. 20,

3) Buweilen wird cine Figur nicht blos durd) Ldngen, fons
pern aud) burdh Winfel und BVerhaltniffe befimmt, und
sur Aehnlidyfeit wird alsdann erfordert, daff diefe Winfel und BVer-
haltniffe gleid) find. — Wenn alfo dbie Figuren einer
Gattung dburd) eine gewiffe Anzabl von Parametern
beftimmt werden, welde theild Linien, theild Winfel
unbd Jablen find; {o mitffen, wenn jwei Figuren dies
fer Gattung @bnlid fein follen, dbie Linien pros
portional und dbie Winfel und Jahlen gleid fein.

4) Wenn gur BVeftimmung einer Figur , nad) Form und Grofe
und abgefeben von ber Lage, nuv eine Ldnge erforbert wird;
fo findb alle Gurpen der Gattung cinander dhnlidy. — Eg find
alfo alle fveife, alle Pavabeln, 2. einander dhnlid, weil
ein Kreid durd) feinen Halbmeffer, bie Pavabel durd) den Abfand
ibres Poles von der RNidtlinie, 2. beftimmt wird,

Da cine Elipfe und Hyperbel nady der erfien Definition (§ 6)
burd) bie gegenfeitige Gntfernung 2¢ der Pole 0,07 (Fig. Su. 9) und
burd) bie Gumme, ober Differen 22 ver Rabienvectoren beftimmt
Wird 5 fo find gwei Cllipfen, ober Hyperbeln einander Ghnlid,
wenn dic Summe, ober Differeny der Radienvectoven dem Abfrande
vev Pole Vroportional ift, ober wenn die Aren Jpropvl"
tional find, wic audy aus §. 100 folgt.  Hyperbeln find alfo eins
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ander ¢ hulich, wenn ihre Afymptoten o enfefben Winfel mit
cinanber bilden.

5) Wenn { (o, 4) = o bie Gleidung ciner Gurye in Polars
coordinaten ift, fo ift die Gleidung der homothetijden Gurven,
wenn der Pol dev Mittelpunft der Homothetic ift, folgende:

f (ko, ) = o.
Hiernady find alfe Epicyeloiven und Ciffoiben einander dahnlid). —

Hat man bdie logarithmifdhe Spirale ¢ = a?, wo a pofitiy ift;
fo ift die Gleidung der dhnliden Spirvalen:
ko = a¥ ober o = Tl‘— a”,
und wenn man k = a%fept :
0= ad—¢,

Diefe lepte Gleidung briift die gegebene Spivale felbft aus,
wenn bie Polarare um den Winfel o gedrehet wird, Alle dhnlicen
Guroet einer [ogavithmifden Spirvale find biefer alfo felbjt g Leid),
ober mit andern Worten: 3wei Togarithmifde Spivalen Fnnen ein-
anber nidht Apnlid fein

Flinfsehutes Kapitel.

Conftenction der allgemeinen Gleidjung des sweiten Grades
mit 3wei Wevinderlidyen.

§. 111.

Die allgemeine Gleidhung des aweiten Grades mit gwei Berdns
Dderlichen ift: 3
_Ax‘2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=o (1
und enthars 5 willfielide Pavameter, ndmlid) pie Berbdltniffe von
fiinf igree Goefficienten gu bem fedften. — LWean C nidt = o ift,
fo fann man pie Gleidhung (1) nod ¥ auflofen, woburd) man erhdlt:
— (Bx+E)+ VMx® + 2Nx+P
iy P ’
202
fenn man fepst ¢
M = B2 — 4AC, N=BE—2CD, P =E* — 4CF.

11*




-~ 164 — .

Die Gerabde:
o et s R
Vg0 2C
ift ein Durdymeffer der Curve, weil fie alle ju der Ave dev y
pavallele Sehnen Halbivt (S, 96), und um gwei Puntie der Curve ju ev-
palten, muf man fiiv ivgend einen Werth von x von diefem Durdy-
meffer ausg in der Nidtung der Drdinaten auf beiden Seiten cine

Linge :

" = s }/ mxr 4 aNctP

nehmen. — &3 hanbelt fidh alfo gunddf um bdie Unterfudhyung ded
Trinomes :

Mx? + 2Nx + P,
wobei mebreve Falle su unterfdeiden find.

§. 112.
Ellipfen

CGrier Fall: M = B? — 4AC< 0. — Dicfer Fall gevs
fallt feinerfeits wieder in 3 Fille:

1) € ift N2 — MP > o, — Aldbamn find bie beiben LWuy+
seln ber Gleidung :

Mx2 4 2Nx 4+ P=o
veell und ungleid Beseidmet x' die Feinfte und x'’ bdie
grifte diefer Wurgeln, o ift basg Trinom aud):

M & —x) & —x),
alfo pofitio und z veell fir alle gwifden x/ und x// Yiegende
MWerthe von x, und negatiy, folglih z imagindy fir feden
Werth von x, welder < x’ und > x* ijt. '

Bieht man alfo in den Abftdnden OP = x/, OP/ = x'/ (Fig. 142)
su der Are der y swei Pavallelen AP, AP’, fo liegt die Curve
swifden diefen Pavalelen. — Da in dem pofitiven verdnderlichen
Producte (x —x*) (x* —x) dic Summe der Factoven confrant
und gleidp x'/ — x’ ift, {o ift diefes Produft, und folglidy z ein
Marimum, wenn bdie beiven Factoren einander gleid find,

{ " : , 7
b, B, wenn x = X+ X ift, und diefed Marimum von z ift:

(x —x/) V—M
4

*
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G fei Q bie Mitte von PP/, und man nehme:
CB 6B — 85 ""‘2 e

fo finb B, B/ jwei Punfte der Curve, und wenn man durd) dicje
Punfte Parallelen gu dem Duvchmeffer zieht; fo wird bie Curve
von bem Parallelogramme DEFG umfdlofien fie gebt buvd) die
Punfte A,A’, weil fir x = x’ und x = x’’ offenbar z = ofif,
und fie ift eine conyvere Gurve, weil fie von einer belicbigen Ges
raben nidht in mebr als 3wei Punften gefdhnitien werben faun.

Diefe  gefdloffene  convere Curve ift eine Cllipfe
(8. 15).

N

9) G ift N* — MP = 0. — %lsbann ift x/ =x" = —,

— ‘ ’ . . -
ump z = = 20" |/ M ift fiets imagindr, ausgenommen

filr x = x/, wo z = o ift, unbd die Curve fih auf den Punft C
vedbucirt, — Die Gleidung (1) Yaft fich in diefem Falle auf folgende
Fovm bringen :

@0y + Bx + Ep —M (( x +a) =9

und dpa M < o ift; fo ift ver evfte Theil berfelben bie Summe
$weier Quabdrate , welde nur dann = o werden fann, wenn jebes
eingelne Quadrat = o wird, was Dden Durdfdnittspuntt C bes

Durdymeffers mit bex Gevaden x + "NDT = o gibt.

MP — N*

3) g it N2 — MP < 0. — Gefst man iz

k2,
io fann man das Trinom auf bie Form:
N\2
M [+ +5]

bringen, Das Trinom ift alfo fets negativ, folglid z field
tmagingr, und bic Gleidung (1) pat Feine geometrifde Be-
deutung.

S diefem Falle ift bev evfte Theil der Gleidhung (1) vie Summe
breiev Quadrate : :

MP—N‘E]

Y N 2 e
@Oy +BxtEy-M [t gp) + i
und fann fiie fein Werihejyftem von x und y vevfdwinben.
5
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§.. 113.
Hypechelm

Zweiter Fall. — E8 it M = B2 — 4AC > o, Audy
piefer Fall gerfdllt in dyei anbere:

1) G8 it N2 — MP > o. — Usbann ijt bas Trinom
M((x—x)(x—x"“)pofitiy, folglich z veell yon x=x"
Big x = 4 oo und von x = x big x = — oo veell und widft
von o bis . 8 gibt folglid) swei doppelte unendlide Guryens
sweige, wovon der eine gur Redten von AP’ (Fig. 143), und
der anbere suv Linfen von AP liegt.

MP — N?

2) @8 ift N2 — MP < o. — Ulébann ift, wenn =
— k2 gefest wird
o N2 -
z =55 Vm [a+50) +¥]s
folglidy ift z fiix alle Werthe von x veell und fann niemald

; : 3 VM
perfdwinden. Fir x = — —11;[ pat man bag MWinimum z=£§—I!I-

Rimmt mon 0Q = — % (Fig. 144) und von dem Durdymeffer aus:

kv M
CB = CB' = g
fo find B, B’ jwei Punfte der Curve, und wenn man burd) biefe
peiden Punfte Pavallelen gu dem Duvdhmeffer jieht; fo Defeht bie
Gurve aus jwei unendliden weigen, wovon ber einediber per
obern und ber anbere unter dey untern Pavallele liegt. Die in
ven beiden vorhergependen Fillen erhaltene Curve ift eine Hyper bel

(§. 15).
3) &5 ift N2 — MP = o. Algdann ift:
VM N
=GR
| s
it IR ’/ﬁ_x_ni\/ﬁ
A Y ] 26 2%

Diefe legte Gleidhung driidt jwei Gevade aud, welde fidh
in cinem Punfte C ded Durdpmeffers fdhneiden, weil bdie Summe
per beiden lesten Gleihungen die Gleidung bes Durdmeffers gibe
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Uebrigens 1dft fich die Gleihung (1) in dem gegenwdrtigen Falle
folgenbermafen gerfegen

[20y4BxtE —V M (x —%)] [2Cy +BxtE4Y m(x-_:—l)] =0,

und man fann bie dadurd) ausgedviidien Dbeiden Geraben ald die
Grenje einer Hyperbel betradten. Denn wenn N? — MP ges
gen Mull convergirt, fo ndpern fid) dic beiden Punfte A und A’
(§ig. 143) oder B und B’ (Fig. 144) einanber, und bie beiden
Hyperbelzweige convergiven gegen die Sehentel sweier Sdeitelwinfel,

§. 114.
Parabeln

Dritter Fall. — @ it M=B2 —4AC = oj folglity:
1

1) &3 ift N > o, folglid, wenn x'=— e gefebt with :

2N
zZ = % ]/2N (x—x),

und mithin ift z fir alfe grofern Werthe von x als x’ veell. —
Rimmt man OP = x’ (Fig. 146) unbd gieht u der Ave ber y bdie
Parallele PA 3 fo befteht bie Curve aus einem doppelten unendlidyen
Bweige, welder gur NRedten diefer Pavallele Liegt.

2) @3 it N < o. Alsbann ift z fiiv alle Fleinern TWerthe
von x als x/ veell, und bie Gurye Defeht wieber aus einem doy-
velfen unendliden 3weige, welder aber gur Linfen der Pavallele
PA Tiegt. — Diefe uud die vorbergehende Curve ift eine Pav abel
(. 15).

/ ; 43 B Y.

3) G3ift N=o.— ﬁ[ébann:ftz=-i-c—,y=— 26~ LTk
und wenn P > o ift; fo hat man gwei vou dem Durdpmefier gleih-
weit entfernte Pavallelen ju demfelben, — Wenn P = o ift, fo
fallen biefe beiden Parallelen in eine gufammen, und dev exfie Theil
der Gleidjung ift in diefem Falle ein volftdndiges Duabrat

2Cy + Bx + E)*.
Wenn endlich P < o ift, fo iff z imagindr,

Nady ver vorbergehenden Unterfudyung bat man alfo folgenbe
Ueberficht :
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N2 —MP > o, Gllipfe
N3 —MP =o, ein Punft Elipfengattung.

B —4AC<o

N2 —MP <o, nidts

N2—MP >o
a0 N2 _MP < 0; Dyperbel gbpve:ﬁe[:

>0 N2 — MP = o,, 3weifidh [hneidens { gattung.
be ®erade )

N>°( Parabel

N <o , Parabels
B2 —4AC=o0 P > o gwei parallele Gerade ¢ o aypyng,

P —o eine Gerabe
P < o nidts

Wenn gu gleidher 3eit A = o, C=o ift, fo veducivt fih die
Gleidung (1) auf:

N=o

Bxy + Dx + Ey + F = o, )
pber:
g "
L, Dx_tﬂj:b.x—c::h. x 3
Bx+ E X—a § o
X

Um bie Begriffe gu fiviven, fei b >0, ¢ <a. Aenbdert fich x
von a bid + oo, fo dnbert fid y von + oo bis b, woburd) man
ben Gurvengweig ACB (Fig. 145) erhdlt, su weldhem bie Geraden
AA,, BB,, deren Gleidungen x = a, y = b find, Afymptoten
bilben. — Wenn {ich x von a big — o dndert, fo dndbert fidh y
pon — o big b, weldes den Jweig A, C, B, gibt, der diefelben
Geraben u Afymptoten hat. Uebrigend geniigen in diefem befons
pern Falle die Coefficienten bder Gleidung der den Hyperbeln ents
fpredyenden Bedingung B2 — 4 AC > o.

Dieallgemeine ®leidung desd sweiten Gradesd
mit jwei Berdnbevliden driidt alfobdrei Curpens
gattungen ausg: 1) die Clrlipfengattung, worin als
befondbever Gall cin Punft vorfommt; 2) die HY*
verbelgattung, weldeald befondern Fall jwei fid
fdneidenve Gevadbeenthdlt, und 3) die Parabelgats
tung, welde alg befonbere Fdalle gwei parvallele O
rabe, obereine Gerabe unter fidh begreift.
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§. 115.

Qangenten,

gRenn man auf die Gleidung (1) bie Methode per Tangenien
anwenbet , fo finbet man:

2Ax+D

MR T o N e T
— " 2Cy+ Bx+E 2C BxtE .
Yo~

Sn ben Punkten A, A’ (Fig. 142), wo pie Gurve den Durdy-
meffer fdneidet, ift ber Nenner pes Musbrudes von I gleid
Nuyl, alfo I = oo und bie Tangente pavallel gur Are dev y.

Sn ben Punkien B, B’ ift:
“’;’D :f-’—’;-Jé-E: o T

20

folglichy ift bie Tangente in diefen Punften jum Durdmefier parvallel.
NAfymyptoten — Die frither audeinanbergefeste Methode

ber Afympioten gibt :

ki —B:+VB2—14AC,
Cet+'Bec+A=o0 }folaﬁd}: — 2C
(2Cc+B)d + Ec+D =0 B P e
2C “ 90V B2 -4AC

Wenn B? — AAC < o ift, fo ift ¢ imagindy, und wenn
B? — 4AC = o ift, fo it d = o. Die Parabel hat alfo Feine
Afymyptote , und folglich ift bie Hyperbel die eingige Curve bes gyweis
ten Graves , welde Afymptoten hat, und gwar swei. — Bilbet
man bie halbe Summe dev Afymptotengleidungen , o erhdlt man
bie Gleidung des Duvdmefiers, unbd mithin f{dneiden fidy bie
Afymptoten, auf dem Durdmefier. — Jieht man diefelben Gleidyungen

Yon einander ab, fo erhdlt man:
BD — 2AE

X S iR el AL
und folglidy fhmeiden fich bie Afymptoten in bem Punfte C,
Wenn gugleiy B? — 4AC = o, BE —2CD =N =o

: ’ 0
ift, fo exideint d unter ber unbeftimmten Form = und in diefem

Falle wird d dpurd die Gleidung bes pweiten Grades gegeben :
Cd2 + Ed + F = o,
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woraus folgt:

f_ —E:VEI_IC0F __E:+VF

20 2C
Aufierdem ift ¢ = — "QBT}' fo baf man gwei pavallele Afymys

toten bat, welde nidts anders find , al8 die in diefem Falle durd)
die Gleidung ded gweiten Grades ausgebriidten beiden Geraden.

Uebungdaufgaben,

1) €8 find jwei Punfte A, B gegeben, duvd) welde wei bes
weglide @eradbe AM, BM fo geben, daf der Winfel MAB ftets
bag Doppelte ded Winfels MBA ift; man foll den Ot bes Durdh-
fdnittspuntied M finben.

2) Man foll den Ort ber Mittelpunfte der Kreife finden, welde
auf den Sdenfeln ecines gegebenen Winkeld gegebene Ldngen abs
fdmeiben.

3) Man foll bie dburd) bie folgenden Gleidungen ausgedriidien
Gurven conftruiven :

P33t xy 4L y* 4+ 2x + 5=y,

2) x3 + xy — 2x =0,

3) 2x? 4 xy + y> + 3x 4 2y + 2 = o,

4) x? 4 2xy + y2 42 — T = o,

5) xy + 2x — 5y = o,

6) x2 4+ xy +3y? + 2y + 4 = o,

D22 4+ Txy +3x* — 3y —x — 2=,

8) 4x? — dxy + y2 —4x + 2y + 1 = o,

Dy +xy+x24+2x+2 4+6=o0.

10) y? — Ixy 4 }jx3 — 4y 4 4x — 6=0, Ellipfe (Fig. 147),
11) y2 4+ 2xy + 5x2 — 4x = o, ElIipfe (Fig. 148),

12) y?—2xy + 6x2 —2y — 28x 446 =0, Puntt(x=3,y=4),

(Fig. 149),

13) x® — 2xy 4 2x? — 2y + 3 =90, Nidis,

14) x? + y? — 4y + 2x = o, Rrveis (Fig. 150),

15) y2 L xy — 2x2 —2y —2x+3=0, Hyperbel (Fig. 151),

16) y2 — 9xy — 2y —9x —4=0, Hyperbel (Fig. 152),

17) y* — 2xy — 2y 4 4x = 0, jwei fid) fdneidbende
Gerade,

18) x? — 2y — a4 4 4y — 1=0, Dyperbel (Fig. 153)

19) x243xy + 2y 4 2x 4§ =0, swei Gerade BC,DE (Fig. 154),
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20) xy + 2y + 3x — 9= o0, Hyperbel (Fig. 155,

21) y? + 2xy + x*+ dy+3x 43 =0, Parabel (Fig. 156),
22) y?+ 2xy + x3 — dy—3x+4=0, Parabel (Fig. 157,
23) x? —3x + 2y +1=0, PYarabel (Fig. 158),

24) y’-—flxy+x2+2y — 9% — 3=u0, 3wei Pavallelen,

25) y¥ —12xy X = A A 2X 1=o0, eine Gerade,

206) y? Lixy 4a%d +y+x4+1=0 Nidyts.

Jur ndpern Erlduterung bes Perfahrend foll wenigftens gine
biefer Gleidungen, 3. B. 10 conflruirt werben. — Nadh der Ueberficht
in §. 114 driit diefe Gleidhung cine @llipfe aus, undwennman
fie nady y auflsf’t; fo exhdlt man:

y=1x+2¢ V' _x? — 3x +10.
Die Gleidung des Durdymefjers ift aljo:

y=%x+ 2
Gept man davin x=o0, fo eralt man y =2 und fiir y=20
ergibt fih davaus x = — 8. INimmt man alfo auf den Coordis

natenaven CD =2 und CD’ = 8 (Fig. 139), fo ift bie Lage des
Durdymefjers beftimmt. — Sept wman weiter bie Grbfe unter dem
Wurgelzeiden = o, fo hat man:

_ 52 — 3x + 10 = o, aljo x = 2 und x— —35.
Fitr biefe Werthe von x ift alfo z = o und pie Gurye fdmeibet
ben Durdymefier in den beiden Punften H, H', i welde x = 2
und x = — 5 ift.

Die Grofe unter dem Wurzelzeichen ift mithin :

z = V2—=x) (x+5)

Bon x — o big x = 2 ift alfo z veell; fivx =0 ift
z2—+ V10 und filx x = 2 ift z = o. Nimmt man folglidy DF
=DF' = V10 und (Gt x fidy von o Gig 2 fletig dndern, fo ers
Balt mon ben Guroenbogen FHEY. §ir x > 2 wird z imagls
ndr, und folglidy hat bie Gurve jenfeits bev Geraven HB feinen
Punft, — Um die negativen Abfeiffen entfprechenden Werthe
Yon z ju erfalten, muf man X i — X in pem Ausdrude vou z
umfegen, wodurd) man erhdalt:

i AR VAR

== \/(2—{—1:) 5 — x).
: %qnx: o Big x = 5 ift alfo z veell, und fiix x > G
:m agindr. Die Curve hat alfo dieffeitd der Geraden H'B’ feinen
Punft, und wenn man in dem legten Ansdrude von z bie, Abfciffe
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x fidy von o bid 5 fletig andern [Qft; fo erhdlt man bden Gurven:
bogen FHF’,
Die Grengen ber Curve parallel gu dem Durdymeffer findet man

nad §. 112, 1) CG = CG' = ;_ und OP = — % Sieht man

alfo die Pavallefen GK, G'K’ ju dem Durdymeffer HH’, fo ift die
Gurve in bas dadurd) entfiepende Pavallelogramm eingefdylofen.

Sechzebntes Kapitel.

Uednction ver allgemeinen Gleihung des jweiten Grades
mit 3wei Verdnderlicyen.

§. 116.

Statt die aligemeine Gleidung :

Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey4+F =0 (1)
unmittelbar gu confiruiven, wic wir im Borbergehenben gethan has
ben, Fann man biefelbe guvor burd) Covrbinatenvermandlung ver-
einfadjen (§. 48). €8 feien OX, OY bdie feften rechtwintligen Aren,
und wir wollen bie Curve auf bie neuen redtwinfligen Aren 0X,,
OY, begichen, welde man erhdlt, wenn man die erften um ben
Winfel « drebet, und ju dem Jwede die Ausdriice :

X = X; €0sc — ¥; sing,

Y =X, sihnae + ¥y, cosa
in bie Gleidhung (1) fegen; fo ergibt fidh:

(A cos? o 4 C sin? ¢+ Bsinacos «) x2,
+ (2(C—A)sina cos e+ B (cos? « — sin® o)) x,y,
+(C cos? e A sin® a— Bsine cos o) y2,+D,x+E,y,+ F=o.
Wir wollen nun dag Glied mit x, y, fortzufdaffen fuden, und
au bem Jwede fegen:

2(C—A) sine cosa+ B (cos? a —sin? ¢) = o,

fo folgt daraus : '

B
A-C*
Dicfe Beftimmung deg Winfeld « ift alfo immer miglich, wnd
bie Gleidung der Curve in Begiehung auf die newen Aven ift :
Mx?; +Ny?, 4+ D;x; +E;y, +F = o, (2)

tang 20 =
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wo
M = A cos? e+ Csin? o 4-Bsine cos g,
N = Ccos?a+ Asin? e — Bsine cosa
gefept ift. 2Aus ben beiden Teften Gleidungen folgt:
M+N=A +C(,
M—N=(A—C)cos 2+ Bsin2a=1+ ‘/m
AMN = (M4 N)2 — (M—N)? = 4AC-B?.
Hiernad find alfo M und N die Wurzeln der Gleichung ded
sweiten Grabes ;
4AC—B?

W — (A4 Cut =0,

§. 117.

Berlegen wir fept den Anfangdpunft O in den Punft O’ ober
(p, q) und fegen zu dem Bebufe vefp. p +x', q+y* fiatt xy, yp
in (2); fo ergibt fid:
Mx'? +Ny2+ (2Mp+D,)x’ +-@Nq+ E,)y’ + H=o0,
Sollen bie Glieder mit x/, y* aus der Gleidung veridhwinden,
fo mug fein:
2Mp+D, =0, 2Nq+E, =0
folglich s 5
D, (S g BB
s AR
wag vorausfest, daf wever M = o, noh) N=o ift. Die Oleis
Hung wird algbann :
Mx‘2 4 Ny2+H = o, 3
Webrigens ift biefe Transformation weiter nichts, ald bie Vevs
legiing bes Anfangdpunties in den Mittelpunft dev Curve. —
Wenn eine der Grdfen M, N, 3 8. M = o ift, fo fann man
nidyt beive Glicver ded evften Grades fort{affen , und bie Curve
bat feinen Mittelpunft; aber wobl fann man dag ®lied mit -y’

E
entfernen, wenn man q = — 5 ie6t- Auddas conflante Glicd

H = Nq2+ D,p+ Eyq 4 F fann weggefdafit werden, wofern
nidt D, = o ift. Im entgegengefesten Falle D = o enthielte die
®leidhung nur die eine Bevdnderlide ¥, und driifte folglidh im
Alfgemeinen gwei gu ver Are OY, pavallele Gerade aus.

Die allgemeine Gleidung bdes yveiten Gradbes mit jwei Bevs
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anverlichen entbdlt alfo gwei Klaffen von Curven, namlich
1) Gurven, welde einen Mittelpuntt baben und duvd) bie Gleidyung:
Mx2 4 Ny?+H = o (3)
ausgebriictt werden, und  2) Curven, welde Feinen Mittelpuntt
paben unbd in der Gleidung:
Ny2-++Px = o 4
entbalten find.

§. 118.

Wir hatten die allgemeine Gleihung des gweiten Grades mit
swei BVerdnderlichen unmittelbar in bie beiden Formen (3) und (4)
jevlegen fdumen; und in der That Paben wir in ber Theovie ber
Mittelpunfte und dev Are gefehen, bafi die allgemeine Gleidhung
swei Klaffen von Curven enthdlt, ndmlidy Gurven m it einem Mittels
punfte und 3w ei redtwinfligen Aren, und Gurven ohne Mittels
punft und mit einer Ave. — Wenn man bei ber erften &1affe von
Gurven die beiden Aren zu Coordinatenaren nimmt, fo darf bie
Gleidung der Curye nur gevabe Potengen von x und y ents
palten, und folgliy werden biefe Curven nothwendig durd bie
Form (3) audgedriicft, — Iimmt man bei dev gweiten Stfaffe den
Sdyeitel jum Anfangdpunite und die Are der Curve gur Are der X,
fo parf die Gleidung der Curve weder ein conftantes Glied, nod
ungerabe Potengen von y enthalten, unbd da auferdem B2—4AC=o0
ift; fo ift diefe Rfaffe von Gurven in der Form (4) entbalten.

Dag Derfmal der Curven dev erfien Rlaffe befteht davin: baff
feine der Grbfen M, N Rull fei, ober mit andern Worten : daff
ibr Provuft B2 — 4 AC von Nu L1 verfdhicden fef. Das Merfmal
per Gurven ber zweiten Rlafie dagegen ift : daf eine der Grifen
M, N Rull fei, b. p. B> — 4AC =,o0. j

§. 118 a.

@onfiruction der Curven des weiten Grades. Crfte Methode.

Gllipfe und Hypevbel.— Bei der vorhergehenden Re
buction der alfgemeinen Gleidhung des gweiten Grades wurbe suerft
bas Glied mit xy fortgefdafit, indem die fidytung der Coordinaten
aven fo vevdnbert wurde, daf bie Are der x ber Are der Curve
pavallel war, und bann wurbe dEr Anfangspunft der Goprdinaten
im Falle ber Clfipfe und Hyperbel in den Mittelpuntt, und im Falle
ber Pavabel in den Scheitel der Curve verlegt, — Die evfie RNes
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buction ift immer mdglich, wesbalb fie aud) uerft vorgenommen
wurbe; aber wenn die Gurve eine Cllipfe ober Hyperbel ift, fo ift
e einfacher, guerft den Anfangspuntt in den WMittelpuntt dev Gurye
3u verlegen, wodburdy die Glieder mit x und y verfdwinden, und
pann bdie Goorbinatenaren fo um dben Mittelpuntt ju dreben , daf
fie su den Aren ber Gurve pavallel werden, wodburd) dbas Glied mit
xy verfdwinbet.
Wenn der Anfangspunft der Eoorbinaten in den Mittelpuntt
C ober (p, q) verlegt wird, fo geht bie ®leidhung
Ax?+Bxy +Cy?+ Dx+Ey+F = o (1)
in folgende iiber:
Ax'z1+Bx,y,—]—Cyzl+(2AIl+Bq-I—D)x,+(Bp—i—2Cq+E)y, z )
(Ap2-+ Bpq +Cq2+Dp+Eq+F) = o,
bevent Gilieder bes erften Grabed verfdwinden , wenn man fest:
2Ap+Bq+D = o, @)
Bp+ 2Cq+E = o,
woraus folgt:

* _ 2CD — BE
P = A
2 AE — BD

1= gz —1AC
Diefe Werthe von p, q find endlidy und beftimmt , weil vex Nenner
B2 — 4AC nidt = o ift. — Sept man:
Ap?+Bpq+ Cq2 +Dp+ Eq+F = H,
fo rebucict fih die Gleidung (1) der Eurve auf:
' Ax?, +Bx,y, +Cy?, 4+ H = o. (3)

Man bemerft Teidht: daf die erften Theile der Gleidungen (2),
tweldhe bie Goordinaten p, q des Mittelpunftes beftimmen, nichis
anders find, ald die partiellen Ableitungen nad x und y bes erfien
Theiles der Gleidhung (1), wenn fiiv x, y vefp. p, q gefest wird,
unb daf die conftante Grife H erbalten wird, ‘wenn man in den
evften Theil der Gleidhung (D firx, y vefp. p/q fubftituirt (§. 94).

Drehet man nun die Coordinaienaren und den Mittelpuntt C
um den Winfel «, fo hat man (§. 116):

B
tang 2¢ = oot (4
und wenn man fept:

M = Acos? ¢+ C sin2c4Bsinc cosq, |

5
N =Ccos? a4 Asin?¢ —Bsinecosa, ) 2



worausg folgt:
M+4+N=A+C, z o
M—N=+ VB2 — (A=C);
fo vebucivt fich die Gleidung der Curve aufs
Mx‘?2 4 Ny”2+H = o. )
Beifpiel 1. Die gegebene Gleidhung fei:
9x2 —3xy~+3y2+x—T7y+1 = o.
Die entfyredende Cuvve ift eine E 1Ly fe, weil bie Grofe B2-4AC
negativ iff. Sur Befiimmung des Mittelpunttes (p, q) bat man
die beiden Gleidungen :
4P B 3q+ 1=o,
—3p +64—7 =0,
woraus folgt:

b5
p:j_,q_——-_-g,

fo dag man ven Mittelpunft C (Fig. 160a) leicht confiruiven fann.
NAug der Gleidung:

tang 2« = 3

A0~
folgt:
20 = 7193354, alfo a = 35°46'57".

Bieht man nun durd) den Mittelpunft C die Gerabe CX/,
welde mit OX den Winfel o bildet 3 o ift biefe Gerade bie neut
e per x'. Ferner ift nad) ben Gleidungen (5) offenbar N>M
unb :

N+M =5 N—M = V{0 =3,162;
folglich <
13

Die Gleidung der Curve in Begiehung auf ihre Aren ift alfo:
0,919 x‘2 44, 081 y'* = 4, 333,
und dic Lingen ihrev halben Aren a, b find:
a =217, b= 1,030,
Beifpiel 2. Die gegebene Gleihung fei s
4x? — 10xy — 3y?*+20x = o,
fo ift bie ugebbrige Gurve eine Hyverbel, weil vie Grife B2—4AC
pofitivif. — Zur Beftimmung bes Mittelpunttes (p, q) bat
man die Gleidhungen:
8p — 10q +20 = o,
10p +6q = o,
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woraug folgt:

30 il W
p:—- ﬁz——O,SIUS, l{=3—7-—-ﬂ.:.))‘.:1;35140
Ferner ift: i
H _ - 3—7= o 8, 1081 ’

tang 2a=— % , alfo 2¢ = 12405921/ und o« = 6592945/,

M4+N=1, M- N = V149 = 13,2065,
folglidy «
M = 7,103, N = — 6,103.
Die Gleidhung der auf ifre Aren begogenen Hyperbel ift alfo:
7,103x'? — 6,103y’* = 8,108,
unb bie Ldngen iprer Halbaren a, b find:
a = 1,068, b = 1,153.
Beifpiel 3. Die gegebene Gleidhung fei:
8x? — Hxy—+o5y — 1=o,
fo ift bic entfprechenbe Curveeine Hypevtbel, fiiv welde man bat s

p:j-r q=$, 3o
N+4+M =2, N—M =V29 = 5,385,
alfo: N — 3,693, M = — 1,693,

und ipre Gleidung in Bejug auf ihre Aren ift:
1,693x‘2 — 3,693y = 1.

Parabel. — Bei diefer Curve drefet man guerft bie Coor:
binatenaren fo um ben Anfangspunft, bdaf bdie Are der x gu ber
Are der Parabel parallel wird, damit dag Glicd mit xy verfdwinz
det. — Su bem Jwede leitet man aus pev Gleidhung (4) folgende ab:

tang"‘a—2CBA tange —1 = o,

deven beive Wurzeln wegen ber Relation B2 — 4AC finb:
2A B 2C
—_ ? ober — —2—0‘- unb -_-E-.
Aber wegen ber Relation AMN = 4 AC — B2 ift eine der beiden
Grigen M, N Stull, und ba das Glied mit x* verjdywinden foll;

fo nimme man vic Wurel) weldye M = o madt, ndmli) —

B
; 2C "’
Wie man Teidyt einfieht , wenn man bemevkt, dafy:
B \2
M =C cos? « (tang c + _‘?—C) .

Snufe, Goordinatengeometrie. 12
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Drehet man alfo die Goordinatenaren um den buvd die Ne-
Yation:
tang « = — o
2C
peftimmten Winfel «, fo wird die Gleidung der Curpe:
—BE
(A-I—C)y’,-l- (2CD 20 )COSI’cx1+ (2CE+2B3)COSE yl+F=0-
Verlegt man fegt den Anfangspunft in den Sdeitel der Pas
rabel, fo verfdwindet das Glied mit y, unbd das confante Glied.
Die Coorbinaten ded Scheiteld erbdlt man, wenn man mit der
Tepten Gleihung ibre Ableitung nadh y,, d. h.s
2A4 Oy, + Q%%_-mcosa s
berbihbet, und die Gleidung der Varabel nimmt alsbann die Form:
y!Q — 2pxt‘

an.
Beifpiel. Die gegebene Gleidung fei:
© —Ax? — 12xy+9y? — 36x+-100 = o,
fo gibt bie Relation:
125, 2
tang a = e o 0,6667
o.—133%41/25%,
Drebet man die Coordinatenaven durdy diefen Winfel um ber
Anfangspunft , fo wird die Gleidung der Curve:
13y2, — 29,954x, 419,969y, 4-100 = o,
unb ibre Ableitung nad y, ift:
26y, + 19,969 = o.
Aus diefen beiden Gleidhungen erhlt man die Coordinaten ded
Sdyeitels s
X, = 3,082, y;:=— 0,768,
und wenn man den Anfangspunft in biefen Sdheitel verlegt; ©
wird die Gleidhung ber Curye:
y'2 = 2,304x‘.

Bmeite Methode.
Wenn man juerft bie Coordinatenaren um den Winfel o drebels
fo verfdhwinbet dag Glied Bxy der Gleidhung (1) und fie wird:
Ax3, } Cly2, 4 2D'x, +2Ey, +F =0. (8
Umgefehrt, wenn man die Goordinatenaren, worauf fidh bie
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Gleihung (8) begieht, um ben LWinfel — « drehet; fo muf (8)
wieber in (1) itbergeben. — Sepit man alfo in (8)

X, =X €08 (—a) —y sin(—ae)=xcosa+y sin «,

¥ =xsin (—a) 4y €os (—a) =—xsinatycosq,
fo muf bie dadburd) entftebende Gleidyung:

A’ (xcosa+ysina)? +C' (—xsina+y cosa)?

~+ 2D’(x cos aty sin )+ 2E/(—xsina -+ y cos a)+ F=o
mit (1) ibentif fein. — Cntwidelt man dicfe lepie Gleidhung und
fest die Goefficienten von x2, y2, Xy, X, y benen von x2, y?, xy,
X, yin(1) gleiy, indem man 2B, 2D, 2B vefp. fix B, D, B gefent
denft; fo erhdlt man folgende 5 Relationen:

A’/ cos® g + C'sin?a = A, (9
(A'—C") sin a €08 ¢ = B, (10)
A’ sin? ¢ + € cos?e = (, (11)
D' cos « — E‘sinae = D, (12)
Disinc 4+ Ecosa = E (13)

Wwoppn bie drei erften die Unbefanuten A‘, C/, « und die gwei legten
die Unbefannten D/, B’ befrimmen.
Beifpiel 1. Die gegebene Gleichung fei :
5x? 4 2xy -+ 5y? — 12 V2 y — 12 V2x = o,
fo pat man die Gleidungen :

Af cos?a + C! sin?e = b, (&D)
(A'—CY) sine cose = 1, 2
A’ sin2e + C'cos?2e = 5, = @3)
D! cosa — E'sina =—6cV2, (&
D! sine + E’cosc =_6eV2. (5)

Run ift (1) — (3):
(A — C)cos2a =0
alfo s G L e e T
weif A/ — €’ wegen (2) niht = o iff. — Dic Oleidungen (1)
und (2) werdben alfo:
Al+C = 10, A/ — C' =2,

folglidy : g ol R P
Ferner werben die Gleidhungen (4) und (5)
D/ — E' = — 12¢, D'{+E = — 12
folglich: D = — 12¢, Bl ="0.

Dvehet man alfo die Goordinatenaren um ven Winfel = 45°, fo
8ebt die gegebene Gleidyung in folgende diber:
6x2? 4 4y? — 24cy = ©
ober 3x? + 2(y—6c)* = 72¢2,
12
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und wenn man den Anfangspuntt in den Punft (0,6¢) verlegt :
x3 y2 a8 1
50c7 T 3603 — It

Die der gegebenen Gleihung entfpredende Curve ift alfo eine E1-

fipfe, beren Halbaren 2¢ V6 und Ge find,
Beifpiel 2. Die gegebene Gleidung fei:
35 -LRxy = ¥y 20X ey et = o,

fo ift:
A’ cos?2a+C!'sin*ac = 1, (€8]
(A!=—C’) sine cosc = 1, 2)
A’ sin?a 4 € cos2a =—1, (3)
D! cosa — E’ sine =—e, (E5)
D! sine + E’ cos « == g, (5)

&3 ift (1) — (3):
(A’ — C') cos2a = 2, 6)
und 2 (2) : (6) gibt:
tang 2« = 1, alfo 2a = 45° und ¢« = 221°,
Hiernacdy werden (6) und (1) + (3):
Al — €' =2V2, A4 C = o,
folglich . #
Al =V, =~ VT,
Drepet man alfo bie Coorbinatenaren um einen Winfel = 221°
und fegt D' = V3 . h, B = V3. k, fo gebt bic gegebene Gleis
dung in folgenbde fibeyr :
V2.x2— V2.y>+2 V2, hx 42V2 , ky —4¢> =0
oder:
(x+h)? —(y—k)* =2 VZ.c2+h? — k2.
RNady (4) und (5) ift aber:
V2. h=—c(cosa—sina), V2. k=c(cos « - sina),
mithin:
2(h® —k3)=c?(—4sinzcosa) = —¢2z V2,
Berlegt man alfo ben Anfangspuntt der Coordinaten in den Punkt
(h, k), fo wird die Gleidhung der Curye:

3
xl___yﬁ. —_— ___cz’

und brfuf_t folglidy eine Hypervbel aus.
Beifpiel 3. Die gegebene Gleidhung foi:
X?—2xy+4y3® —4VT, ex = o,
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fo crgibt fidy gany wie in Beifpiel 1:

a= 45, A'+C' =2, A' — C!' = — 2,
alfp 5

Avs g U == 2
ferner :

D) — E' = — ¢, D'+E =,
mithin s

D' = — 2¢, E = 2¢.

Drehet man alfo die Coordinatenaren um den Winfel = 45°, fo
wirb bie gegebene Gleidung:

2y3 — dex—+4cy = o,
ober ¢

C
(y+¢)* =2 (x - g) ,
und ywenn man ben Anfangdpuntt in den Punkt ;—, — c) verlegt:

y? = 2cx,
welde Gleidung offendar eine Pavabel ausdriidt,
‘ Beifpiel 4. Die gegebene Gleichung fei:
x? — 2xy +4y* — 2¢* = o,
fo findet man:
a=45°, A'=o0, C'=2, D'=0, E'=o.
SWerven alfo bie Goordinatenaren um einen Winfel von 450
gedrehet , fo wird bie gegebene Gleidung :
y2 — ¢3 = o ober (y—¢) (y+c¢) =0,
Woburd) gwei parallele Gerade ausgedriidt werden, wWwas audy un-
mittelbar aus der gegebenen Gleidung evfellet, wenn man fie auf
folgende Form bringt: .
x—Y —eV2)(x—yte V2) =o.

Sicbyehntes Kapitel.
@onfenction der vedueirten Gleiyungen des sweiten @rades.

A, Glipfe.

§. 119.
Gonfiruction ber Gleidung:
Mx* +Ny*+H =0, (D
Wo M undb N daffefbe Jeidgen, 3 B. das Jeidhen + haben.
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Wenn H > o ift, fo fann der erjte Theil der Gleidung (1)
fite feinen veelTen Werth von x und y verfdwinden ; die ®leis
dung bat aljo feine geometrifdhe Bedbeutung.

Wenn H = o ift, o gefdicht der Gleidhung (1) nur duvd)
X = 0,y = o Geniige, und fie dritct folglich weiter nidts als
ben Anfangspuntt aus.

Wenn H < o ift, und man fest: a:l/:M_H, h= .'.'ﬁf_l.;
fo wird die Gleidung (1)

x? yQ
o i =1 obers aly2sp b3y3i=a?h?. (2)

Dev Anfangspuntt ift ber Mitte [punf fundbic Coorbinatenares

find Aren der Gurve. Aus der fiir y aufgeldf’ten Gleidung:

y=22)/ 2 —x @

erbellet, daf x fid) von — a bis 4 a und y von — b big b an?
bert.  Nimmt man alfo OA = OA, = a und OB = OB, =D
(Fig. 159), fo ift die Curve in dem Redytecte EFGH enthalten und
geht durdy die Punfte A, A, B, B, , welde die Sdheitel DT
Gurve beifien. Die Lingen a und b beifen die Halbaren, wid
jwar a bie grofe und b bie Eleine Halbare.  Die Curve it
eine ElLipfe, welde incinen freis iibergeht, wenn a =Db wird.
Die Gleidung bes itber AA, befdriebenen Kveifes ift:
Y24 xXP-=n%;

folglidy wegen (3):

y b

N e
b. b. bie Orbinate ber Gllipfe verhdlt fidy su ber des Kreifes Wit
b :a. Hievaus ergibt fich eine geometrifdye Conftruction dbev Punfte
per Glfipfe; denn befhreibt man oudy um BB, alg Durdymeffer
cinen Kreid, sieht einen Deliehigen Halbmeffer, welder Ddie peibent
concentrifhen Kreife in P und Q fdyneidet , durd) P eine Paratlele
sur Are der v und bdurd) Q eine folhe ju der Ave der x; f0 ift
ver Durdfdnittspuntt M diefer beiden Geraden ein Punt per Gllipfe.

80 ¥120;
Aus der Gleidung (3) folgt :
vib= Vat—x:a,
unbd wenn man duvdy pen Punft M (Fig. 160) der Cllipfe eine purd
bie beiden Aren begvenste Gerade RS gicht; fv hat man:
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y : MR = 8Q : MS

y:MR=]/M8 —x*: MS.
RNimmt man affo MS = a, fo folgt MR = b, was ein Mittel
an bie Hand gibt, bie Cllipfe durd eine fletige Bewegung gu bes
{dreiben. Wenn alfo die beiben Enbpunfte eciner Ges
vaben von conftanter Linge fid aufzwei redtwint:
ligen Axen bewegen, fo befdpreibt ein Punft M dies
fer Gevadeneine Ellipfe.

Man Fann der Geraden aud die Lage MRB/S’ geben 5 benn wenn
MS’ = a ift, fo it MR/=b. Wenn fid alfo eine Gerabde
fobewegt: bafsweiibrer Puntte aufsweivedts
winfligen Gevadben fovrtgleitens fo befdhreibt ein be-
liebiger anpever Punft diefer Gevaben eine €llipfe,
und bdie beiden Halbaren berfelben find dben Abs
ftandben bes ergeugenden Punfted von dbenbeiden
erften Punften gleid.

us ver Gleidung (3) folgt:

yz b ¢ bz 2

ad—x3 . Bf
ober s

;:n bz.

(a—x) (atx)  a*’
mithin ift fiiv einen belichigen M (Fig. 159) der Elfipfe ¢
MPs " b
AP . APy, as!
b. p. dbas Quabdrat dber Drbinate ftebt gudem Pro:
bufteaus dbengugehdrigen Abfdhnitten dev grofen
Ape in cinem confanten Verhaltniffe.
9@enn man die Polaveoordinaten :
o COS @, ¢ Sin ©
fily x und y in bie Gleidung der Elfipfe fest, fo erhdlt man:

1 cos? o sin? o
'3 T kag) % A
oder wenn a > b gefest wird:

1. xid CE Wt
.EE-:-E? —i—-(—l—j—g--— {19‘) SN~ w.

Wenn fidh) alfo o vono bis I Guvert, fo dndert fich -3 oon 12 1] l,,
2 : ()3 a h?



— 18 —

b. . o nimmt von a bid b fortwdhrend ab, und folglid) ift a bdas
Marimum und b dag Mintmum von g.

s 121. :

Die Gleidung der Tangente in einem Punfte (x, y) der El=
lipfe ift:
’.‘_2{_ + l_Y« = 4,
aﬂ b'J - .
Wenn T (Fig. 159) der Durdfdnittdpuntt der Tangente mit der
Are ber x ift, fo ift OT = iﬂ « Diefer Ausdrud von OT ift uns
abpdngig von b und y, fo daf, wenn man {iber A A verfdicdenc
@llipfen befchreibt, die Tangenten in dexn derfelben Abfriffe entfpres
dendben Punften alle durd) Denfelben Punft T geben.  Unter
biefen Ellipfen befindet fih aud) ein Kreis, und der Punft T wird
beftimmt, wenn man an diefen Kreid eine Tangente jieht. Bers
bindet man alsbann T mit dem auf der Elipfe gegebenen Punkte,
fo bat man bie Tangente an der Elfipfe,
Soll man burdy einen aufierhalb ver Ellipfe gegebenen Punkt
E (Fig. 167) Tangenten an diefe Curve zichen, fo beftimme man
fitv ben itber ber grofien Are befdyricbenen RKreid bden correfpondis
renben Punft F (indbem man ctwa BE und dbann HD zieht), fo
daf man bat: .
EG MP b

lsbann giehe man von F ausd jwei Tangenten an ben Kreig unbd
burd) die corvefpondivenden Punfte M, M’ von N, N’ jwei Gerade
von K aus; fo bat man die beiben gefudyten Tangenten, — Solf
man endliy an die Ellipfe Tangenten gichen, welde ju einer ge
gebenen Gevadben OK (Fig. 167a) pavallel find, fo confreuivt
man bie covrefpondivende Gerabe OL von OK, jicht an den Kreid
bie beiben gu OL parvallelen Tangenten NT, N“T'Y und bans
™, T'M’.

B. Hyperbel

§. 123,
Confiruction der Gleidung:
Mx? -+ Ny2 4 H = o, 1)

wenn M und Nentgegengefepte Seidhen haben.
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Wenn H = o ift, fo gibt die Gleidung swei duvd den An:
fangspunft gehende Gevabe :

V=R

Wenn H nidt = o ift, und 3. B. das Jeiden von N bat, fo

fann man fegen:
V H
E4 e

ey

M eb
wodurd) fidh die Gleidung (1) in folgenbe verwandelt:
X3y ey
= et ={1obera’y? —b?x?=—a2bl, (2)

Der Anfangspuntt ift MWittelpunit und bie Coordinatenaren
find M ren der Gurve. Aud ver fir y aufgeldf’ten Gleidhung :
y=1 2 }/x2—ar )
erbellet : vaf y fiiv alle gwifden + a und 4 oo, o wie fiiv alle
awifden — a und — oo liegenbe Werthe von x veell ift, und baf
in jebem bdicfer Sutervalle der abfolute Werth von y von o bid
widft. — Nimmt man alfo 0A = 0A, = a (Fig. 162), fo be-
ﬁEDt pie Gurove aud jwei unendliden Bweigen , wovon der eine
jur Redten von A und ber andbere gur Linfen von A, liegt. Die
Gurye ift cine Hyperbel, A, A, find ifre Sheitel und a ift
ibre Datbe veelle odber Quervare. Wenn man auf dev re der
y bie fange OB = OB’ = b nimmt, fo heift BB’ bie imagi=
ndve Are der Hyperbel.
Fiir dic durd) die Gleidung:

— Y=t )

auggebriitte Hyperbel ift BB/ bie veelle und AA, bic imagi:
Ndve Are. — Jwei Hyperbeln, welde fo ﬁefd)aﬁ‘en find, daf die
veelle dve der ecinen bie imagindave Are der andern ift, hei-
fien conjugivte Hyperbeln.

Aug per Gleidhung (2) folgt:

A i
xﬂ_a2 23 a?

ober;
2 h2

r

x—a)(x+a) a?
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MP? b®

AP . AP  a®
Das Quadrat der Ordinate freht alfo gudem Pros
pufte ber beidenentfpredenden Abfdnitte auf der

Querareineinemconflanten Bevpaltniffe.
Bur Befimmung der Afymyptoten batmanc:t:%, d=o.

Die beidben confugivten DHyverbeln haben diefelben Afymptoten :
pa sl
welde bie Diagonalen des i{ber den Aren confivuivten RNedytedes
fiud. — Der Unterfdyied gwifden der berfelben Abfeiffe entfpredyens
pen Orbinate der Afymptote und der Hyperbel wird duvd): A
'l‘)"(x == ‘/xa'_a;j — %:"
a X + \/K‘Z_aﬂ
auggedriit, unb da diefe Oréfe pofitiyv ift; fo folgt: daf ber Hy-
perbelsweig AE unter der Afymbtote OG liegt. Der Jweig BH
per conjugivten Hyperbel liegt dagegen fibev ber Afymptote.
MWenn man #ber derfelben veellen re A, A verfdhicbenc HY-
perbeln Gefdyeeibt, fo frehen die berfelben Abfeiffe entfprechenden Dr»
dinaten in einem conftanten Berhdliniffe.
Die Gleidung der Tangente der Hyperbel ift:
xX N 1
TRE X BPDT
woraus OT = E‘:fotgt. — Wenn alfo ber Beriibrungspuntt M

gegeben ift, fo erhdlt man den Punft T, wo die Tangente pie Are
fdymeidet, wenn man jwifden OA = a und OP = x bie mittlere
Proportionale OT fudyt.

§. 123.

Afymptoten als Coordingtenaren,

~ Wenn man bie beiven Afymptoten der Hyperbel ald Coordinaten
aren nimm¢, fo fann man a priori bebaupten: bdaf bie Gleidhund
ber Gurve von ber Form xy = m> fein wird. Denn da per A
fangspuntt Mittelpuntt der Curve ift, fo fann die Gleidung fein
®lied vom ex ften Grade enthalten; da ferner y = oo ift filv x=0
fo fommt aud) bas Glied mit y2 nidt in dey Gleidhung vor, und
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ba x = oo wird fiir y=o0, fo feblp cbenjo dag Glied mit x2 5 es
Bleiben alfo 6708 nod) jywei Glicder, ndmlid) dasd mit xy und dag
conftante Glied. Man fieht: daf dies nichts anbers ift, als bie
in §. 48 angedentete vollftdndige Neduction, welde in der Forts
{daffung von 4 Pavametern Defteht.

Den Werth der Conftante m? fann man leidht beflimmen, Denn
twenbet man die Gleidung xy = m? auf den Sdeitel A (Fig 162 2) an,
beffen Coordinaten einander gleid find, ndmlid OF=FA=0H;
{o hat man:

m? = OF . OH = OH? :01(1}‘2 = a'l—h“’" (6))]
3u demfelben Refultate gelangt man aud) durd) Coordinatenvermwand-
Tung, Denn ed feien OX’, OY' gwei neue Aven, weldye mit OX
die Winkel «, B bilden, fo bat man:

x = x‘cosa y'cosj,
y = x’'sina- y’sing,
und durdy Subftitution diefer Ausdriide wird dic Gleidhung (2):

cos?2a sin?a i cos? B SI.112 3 ia
( AR ) +( = )y

49 €os o Cos {;’ sin e sin (3) Vi =l

Beftimmt man nun die Winfel o, 3 fo , daf bic ®licder mit

a”®
x? und y? verfdwinben, fo bat man:
h?2
tang? 3 = tang?’e =—,

o

tang g = — fanga = i

a
wag davauf pinauglduft: daf man bie Afymptote 0G’ (Fig. 162)
sur Are der x’, und bie Afymptote OG jur Are der y’ nimmt, —
Die Gleidung der Curve reducirt fich algbann auf:

2 h2
xy = =) = -1_ . (5)

Aug ver Gleidung (5) erhellet: daf die Flade desd gwi-
fchen den beiden Afymptoten und dben Coordinaten
cines beliebigen Punftes M (Fig. 163) der Hyperbel
licgenbden Redhtedes OPMQ conftant und gwar dev
Halfte ves Nedhtedes ausd den beiden Halbaren
gleid) ift. — Denn wenn & den Winkel begeidhuet, weldyen
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pic Dbeiden Afymptoten mit cinanber bilven, fo ift diefe Fldade
_2ab o
a? 4+ b2 "

Mg ber Gleihung (5) ergibt fih aud) leidyt: dbaff dbas Pro-
puftder Abftande fedbed Punftes der Hyperbel von
pen beiden Afymptoten conflant ift.

MWenn ferner x, y;x‘, y* bie Coordinaten der Punfie M, M’ (Fig-
163) ber Hyperbel find, fo ift bie Gleidung der durd) biefe beiden Puntte
gebenden Sefante MM’ :

Y — y — :.v’_—.Y. (X —x),
X' —x
ober wegen x‘y’ = xy:

Y—y=—< X—x. ()

: e ab g
= xy sin & = m®sin ¥ =, wetl sin 3 =

Wenn man in diefer Gleidung X = o fest, fo ergibt i) bavaus :
S0 =y =MPs

Die beiven Dreiece SMQ, MPR {ind alfo einander gleidh, unbd
mithin MS = M'R. — Die gwifden der Hyperbel und
pen beiden Afymptoten [icgenden beiden Theile
ciner Gefante findalfo einanbder gleidh, woraus ald
befonberer Fall folgt: dbaff die gwifden dem Ve
riihrunggépuntte und den Afymptoten liegendben beis
pen Theile einer Tangente cinander gleid find, —
Sept man in der Gleidung (0), y! =y, fo ift die Gleidhung ber
Tangente :

Y—-y=— {- (X —x)

: ober:
XY+ yX = 2m%. (N
C. Barabel
o i
Gonftruction der Gleidung:
Ny? + Px = o, (1)
pber wenn man 2p = — % fept:
¥2 = 2px; alfo y = * V2px. 2)
Dic Are der x ift cine Axe der Curpe und der Anfangspunks
ein Sdeitel. Wenn p > o gefest wivd, fo ift v fiiv alle po?
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fitiven TWerthe von x veell, und wenn x fich von o bisd + o
dndbert ; fo wadft y dem abfoluten Werthe nady von o bid co. Da
febem Werthe von x gwei gleide undb entgegengefepte
Werthe von y entfprechen, fo befteht die Curve aus ecinem unend-
liden 3weige EOE, (Fig. 164) und wird Pavabel genannt, —
Die Yinge p, welde die Form bev Pavabel befiimmt, beifit der
Pavameter derfelben,
Nady der Gleidyung (2) bat man:

2 2
3;— ] Pg:; = 213,

D.b. bic Quabrate ber Debinaten verbalten fid) wie
bie gugehdrigen Abfeiffen.

Dic Gleidung ibrer Tangente ift:
woraus fid) fiic Y=o bdie Linge OT = X = — x eribt, fo
bafi fid bicfe Tangente leidht conftruiven IGft.

Die Gleidung dber Normale if:

Y—y=— A (X —x).
Sest man davin Y=o, fo erbalt man fir die Subnormale
PN=X—x=).

S 129, !
Die Parabel als Grenge ciner Cllipfe oder Hoperbel.

Wenn man den Scdeitel A, (Fig. 159) als Unfangspunft nimmt,
fo wird die Gleidhung der Ellipfe :
y? = 2px + qx?,
2

b2 :
i N ;,q_—a—’-= pgefcet ift.

Wenn man den Scheitel A(i}tg 162) zum Anfangspunfte mmmf,
fo bat die Gleidung der Hyperbel diefelbe Form, indem p= L

q= b— gefest wird.

Qaﬁt man nun bte beiven Halbaren unbefd)ranft fo gunebmen:
baf dasg Verhdltnif -a— gegen die endliche Grenge p und dag Bey-

baltnig 2; gegen Rull convergivt; fo convergiven die Ellipfe unbd

Dyperbel gegen bie Pavabel y2 = 2px.  Die Cllipfe convergirt
gegen die Parabel , indem fie i) exweitert und die Hyperbel,
nbem fie fih yufammensieht (Fig. 165), fo dag die Pavabel
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pie Grengfdeidbe des Ueberganges von der Gllipfe jur Hyperbel bilbet,

Die dbrei Curven des sweiten Gradesd find alfo in der Gleidung:
¥ = X T 4%t

enthalten , und ihre unterfdeidenden Merfmale find :

q < o Clipfe,

q = o Parabel,

q > o Hyperbel.

Die Conftante p wird gewdhnlich) der Parameter genannt.

Uebungsaufgaben.

1) 3wei Winfelfpigen cined unverdnberlidhen Dreiedes bewegen
fih auf gwei vecdhtwinfligen Geraden, man foll den Drt der
dritten Winfelfpise bed Dreiedesd finden.

2) &3 find jwei fefte fidh fchneidenbe Gevadbe gegeben, und eine
oritte beweglide Gerabe fdhneidet bie beiben erften fo, dbaf dad
entftehende Dreied cine conftante Flide hat; man foll den
Drt der Shwerpunite diefer Dreiede finden.

3) Man foll geigen: bdaf die vou jedem beliebigen Punfte einer
Hyperbel durd) gwei fefie Punke derfelben gejogenen Sefans
ten auf ber einen ober andevn Afymptote conftante Langen
abjdneiden.

4) Man foll beweifen: daf jede Sehne ciner Hyperbel dag Stird
ber einen oder andern Afympiote , weldesd wifden den Tans
genten in ben beiben Endpunften diefer Sehne liegt, in gwei
gleide Theile theilt.

5) Man foll eine Hyperbel confteniven, wenn man Fennt: 1) gwei
Afymptoten und einen Punft; 2) jwei Afymptoten und eine
Tangentes 3) eine Afymptote und drei Punfte; 4) die Nid)=
tung der Afymptoten und drei Punftes 5) eine Afymyptote,
einen Sdyeitel und einen Puntt.

6) Den Ort ber Mitten alley duvd) denfelben innerbalb einer
Glipfe liegenden Punft gejogenen Sebnen ju finden.

7) Man foll beweifen, daf, wenn swei Punkte einer bewegliden
Cbene auf swei feflen Gevaden fortaleiten, ecin Punft diefer
Cbene eine Erlipfe ober eine gervade Linie befdhreibt

8) Wenn durd) gwei gegebene Punfte A, B einer Geraden
awei beweglidhe Gerave AM, BM fo gezogen werden, baf
ZMAB = 2, ~MBA ift, ben Ort des Durdifdnittspunts

“ted M 3u finben.
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Achtsehntes Kapitel.
Von den eonjugivten Murchymeffern.

§. 126.
Durdymeffer in ver Cllipfe.

Gin Syftem paralleler Sehnen wird durdy die Gleidung:
y=mx + k (1)
auggedritdt, worin m eine Conftante und k ein verdnbder-
Yidher Pavameter ift, und die Gleichung des Drted der Mittel=

punfte diefer Sebnen ober ded Durdmeffers ift nad §. 97
h2
e 2y
@8 qebt alfo jeder Durdymeffer duvrd) den Mittelpunft, und wenn
m’ pen Ridtungseoefficienten deffelben begeidhnet; o bat man die

Nelation
h2

mm’ = — Y 3)

Gin Sehnenfyftem (m’), d. h. deven Ridhtungscoefficient m’ ift,
gabe einen Durdymeffer (m), und folglidy bilden jwei Durdymefler
(m), (m*), welde der Relation (3) geniigen, ein Syftem confu-
givter Durdymeffer, d. b vou folder Befdaffenbeits baf
jeder die su bem andbern pavallelen Sehnen halbivt. — Man findet
die conjugirte einer gegebenen Richtung, wenn man su legtever eine
barallele Sehne zieht und ihre Mitte mit dem Mittelpunfte ber
Gurye durdy eine Gevadbe verbinbet.

Der Nidtungseoefficient der Tangente im Punfte (x, y) ift:

2
m x,
und wenn m’ den Ridhtungseoefficienten Y. bes nady dem Berii)-

X
runggpunite gehenden Durdymefferd begeidnet, fo genitgen m und m’
der Relation (3); folglid ift bie Tangente der Ellipfe
bem nad) pem Berihrungspunite gebenden Durde-
meffer confugirvt.

§. 127.

@Conjugirte Durdymeffer als Coorvinatenaren.
Wenn a’, b’ die Lingen derfelben conjugivten Durdmefer bee



seidhnen, fo fann man a priori behaupten: daf bie Gleichung dev
Clipfe von der Form ift:
2 i3
5 y_—1, 4)

aiz T
wenn man diefe Durdymefier al8 Coordinatenaren nimmt, weil jede
der beiden Bevdnderliden x, y fiir einen belichigen Werth bder an=
dern 3wei gleidhe und entgegengefeite Wertbe hat. — Aber audy die
Transgformation ber Coordinaten fitbrt 3u demfelben Refultate; denn
wenn «, g die WinTel begeichnen, welde die neuen Goordinatenaren

mit der urfprimgliden Ave der x bilben, und man fept (f. §. 123):

€OS a CoS 3 sine sinfg
a? i b3 o .
b3 ®)
tang e tangf3 — — Fra
ober ¢
1 eos*a sin? «
§ia i b
1 aices?fB sin? 3 6
B e T e

fo befommt die Gleidhung der Cllipfe bie Form (4).

Aus der Gleihung (5) erbellet: daf die neuen Aren conjugivte
Durdymeffer find. — Jieht man dbag Duabrat der Gleidhung (5)
von dem Probufte der Gleidungen (6) ab, fo erhdlt man:

1 s (@—a)
12 hiz 2 ha
a2hb a?'b 06

ober:
a'b! sin (f—c) = abh,
Dag fiber gwei conjugivten Durdmeffern confrruirte
Pavallelogramm ift alfo dem Redytede aug dben bei
pen Axren gleid.
Aug den Gleidhungen (6) folgt :

sin? 3 sine¢ __ sin? (3 — a)
2’3 ) Bener a2 ’

cos? 3 cos3a _ sin?*(f -a)
a'2 b’z T bz ’

ober:
a’2h’2 gin?(f—a)

4’3 sin%¢4 b'!sin2g—= = b2;
a2 b’2 sin? (8 —
a‘z coszat} b’ cos?3= —__b_.__M — a2,

h3
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Aug diefen Ausbdriiden exhellet s baff die Summe bev Qua:
brate per Projectionen jweiev conjugivier Durd:
meffer auf eine Are dber Gurveconftant und dem
Quabrate diefer Are gleid ift. — Addirt man dee beiven
legten Gleidungen, fo hat man:

N i Arabls = Al b hE (8)
. b. bic Gumme dber Quabrate gweier conjugirter
Durdmeffer ift ber Summe dev Duadvare der Aren
gleid. .
§. 128.
Durcymeffer in ver Hyperbel.

Da fih die Gleidhung der Hyperbel von Dber ber Gilipfe nux
burdy dag Jeidhen von b2 unteridyeidet, fo evgeben fidh aus den obis
gen Refultaten die entfprechenden fiv die Hyperbel, wenn man tas
Jeidyen von b3 dnbdert.

Die Relation (3) bebrz conjugivten Ridhtungen wicd :

a'_n‘ ’ (9)

und wenn m < -:;lift, fo ift folglih m’ > ;; ber eine Durdy-
meffer A/, A‘ (Fig. 162) liegt alfo in bem Afymptotenwinfel undift
veell, wibrend ber anbdere BY, B’ in bem dufern Winfel liegt
und imagindr if. — Da die Relation (9) fiir die conjugirte
Hyperbel diejelbe bleibt, fo haben beide Hyperbeln baffelbe Syftem
conjugirter Durdhmeffer; nur ift der Durdymeffer, welder fit: die
eine Hyperbel reell ift, fiir die anbdere imagindr. — Wenn
ber eine Durdymeffer OA’ fih der Afymptote OG unentlid) ndpert,
fo ndpert fich der anbere derfelben Afymptote, und beide fallen mit

mm’ =

: bz ;
ihe an ber Grenge gufammen. Denn wenn m = — Wird, fo wird

aud) m’ :—2—.
Die Gleidhung der Hyperbel in Bejichung auf gwei conjugivte

Durdhmeffer ift:
sz

b b}
SEbE
und bdie ber Afymptoten:
o]
Qg

Die Diagonalen dbed diber jwei conjugivten Durds

Sdynufe, Goordinatengeometric. 13
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meffern conjtruivten Pavallelogrammesd fallen alfo
mit den Afymptoten gufammen,
Die Gleidhung (8) wirh :
alz2 _ ph'2 — g3 bz’
b.b. bie Differeng der Duabdbvate jweier conjugivte?
Durdymeffer ift conftant und der Differeng der Quas
brateber Aren qleid.

$. 129.

Da die Gleidyung der Ellipfe und Hyperbel in Begiehung auf
cin Syftem confugirter Durdymeffer diefelbe Form bhat, alg in
Besug auf bie Hauptaren, fo faun man alle weiter oben aus diefer
Sovm Devgeleiteten Gigenfdhaften diefer beiben Curven aud) aunf den
Fall evitrecden, wo fie auf ein €pftem conjugirter Durdymeffer be-
gogen find. — TWenn 3. B. m, m’ die Richtungscoefficienten weier
belicbiger confugicter Durdymeffer begeichnen, fo hat man wieder: |

mm’ = — :‘-l:—:-,:—
Hievausd folgt: das RNedyted aud den beiden jwifden
bem Bevihrungspunfie und gwei conjugivien Durd?
meffern liegendben Stiiden ciner Tangente ift con
ftant und dbem Quabdvate dbed u diefer Tangent’
pavallelen halben Durdmeffers gleid. — Dentt
nimmt man den nad)y dem Veriihrungspuntie gehenden Durdhmeffer
OA’ (§Fig. 166) gur Are der x, den conjugicten Durdymefjer OB’
gur Ave dev y, und find OD, OE aud) swei conjugivte Durdymeffer s
fo find die Gleidhungen der Curve und biefer Durchmeffer vefp. :

xn 2
:1'—3+ b{; =75 (B b 17 e U D
Geit man bierin x = a’, fo folgt A'D = — ma’‘, A'‘E = m‘a’s
folglid :
AD > A'E = — mm’ a’? = h’‘z2,

Bermittelft diefes Sages Fanun man, wenn ein Syflem confus
givter Durdymefier OA‘, OB’ der Grifie und Nidhtung nady gegeben
ift, die Axen confiruiven, welde nihts anders find, alg ein SY*
fem redhtwinfri g ev confugivier Durdmeffer. — Denn 3ieht
man burd) A’ eine Varallele su OBY, madyt bas Perpendifel AF=0B’
und befdhreibt einen freis, deffen Mittelpuntt auf DE fiegt, uHP
welder durd) O und F gebt; fo {dneivet derfelbe die Tangente W
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swei Punften D, B, welde mit dem Mittelpunite O verbunden die
Nidytungen der beiden Aren geben, Jieht man feener auf OD
vag Perpendifel AP, fo gibt bie mittleve geometrijdhe Vroportios
nale jwifden OD und OP bie eine Halbare OA’.

Bei der Howerbel veveinfadyt fidh die Confivuction nody, weil
die Diagonalen des {iber ven beiden confugivten Durdymeffern con=
firuivten Pavallelogrammes bie Nichtungen der Aven unmittelbar
geben.

§. 130.

Man Fann die vorhergehende Aufgabe aud) durd) Rednung
Iofen. Denn wenn a’, b’ und g — « gegeden jind , fo werben @, a
und b purd) vie Gleidungen (5) und (6) bejtimme, und diefe Glei
dungen find iberaupt gur Lofung jeder belicbigen Aufgabe liber
conjugirte Durdymefier hinveidend, — TWill man 3. B, vie gleidhen
conjugivten Durdymeffer baben, fo geben die Gleidungen (6) duvd)
Subiraction:

cos* ¢ — Cos*j sin? ¢ — sin?j3
% i B ah o
: . 1 1
sin ( —a) sin(B+ ) (—1{,_,- e ow s 0. (&)

Wenn a — b ift, fo wird die Gleihung (9) bei jedbem Werthe
von o crfilllt, und folglidy find im Kreife alle conjugivten Durdys
meffer auf einander fenfredt. — Aber wenn b2 nidt = a? ift,
fo vedbucivt fich die Gleidhung (9) auf:

sin (8 —a) sin (B+e) = o}
folglidh ifts

g=a, ober a3 ="m.
Die ¢y fte Aufldjung entfpridt der Ellipfe nidht, weil fonit

tang? ¢ = — ]l:- wdare, und bie gweife gibt:
: b
tang o = — tanga = 2’

Snver Griipfefind alfo die gleiden conjugirten
Ditrdmeffer nad den Diagonalen des aus den Aren
confiruivten Nedtedes geridiet.

Dagegen entfpricht dic gweite Auflsfung der Hyperbel
nidyt, und bie erfte fibet auf awei conjugivte Durdmeffer,
weldie in ciner Afymptote aujammenfallen und beive unendlid

e W I L oy 13*
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werden, fo dbag ed in der Hyperbel eigentlih Feine glcicbeﬁ cons
jugivten Ducdymeffer gibt,

b2 TR :
a2 + fegt , fo ift dbie Gleidung der El¢
lipfe in Begug auf ihre gfetd;en conjugirten Durdymeffer :
X2 + y* = a'?, (10)
alfp ven perfelben Form, wie die Gleidung des auf feinen Mittels
punft und auf vedyiwinflige Aven bejogenen K reifes.

PWenn man a’2 =

§41 131,
Durdymeffer in ver Pacabel,
Die OGleidung der Parvabel und bie eines Syfiemes paraflleler

Sehnen fei:
y* =2px und y = mx + k,

jo ift bie Gleidung des Durdymeffers

¥a== Elﬂ ’ ‘
b. b. alle Durdymeijer der Pavabel find ju ihrer Are parallel. —

us ber Relation y = 1}1)_1 folgt m = ;JT , weldes genau der RNid?
tungécoefficient der Tangente ift, und folglidhy ift die Tangente im
Cnopuntte ecined Durdymeffers ju den Sebnen pavallel, welde
diefer Durdymeffer halbirt. — Die Gleidung der Pavabel in
Besiehung auf einen Durdymeffer und die durd) feinen Endpunk
gebenbe Tangente alg Coorbinatenaren ift:
y'r = 2px’,
a‘unb o der Winfel ber Coorbinatenaren ift.

g |
b sin?

Kennt man cinen Durdymefler HH' (Fig. 164), bdie Tangente
MT unb den gugepsvigen Parameter MH’ = p’; fo fann man bie
Are ber Parabel leidht finden. Denn es iff MT = p__stl::sa

a
und die Projection von H' auf die Tangente gibt den Punft T,
burd) welden man bdie Are parallel ju bem Durdymeffer zicht. Der
Sdeitel der Pavabel ift dbie Mitte von TP und der Parameter
2p = 2PN (§. 57). :

p’cosa,

Sri132;
Singefchricbene Winkel — Supplementarfehnen.

Wenn man einen Punft M (Fig. 166 2) ter Cllipfe mit ben beiten
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Cndpunften eined Durdmefers C,C durdy gevade Linien MC, MC,,
welde Supplementarfehnen heifen, verbindbet; fo find biefe
Sehnen ju cinem Syfteme conjugivter Duvdymeffer pavallel. Denn
wenn man durd) den Mittelpunft der Elipfe eine Parvallele ju CM
diebt, fo gebt biefelbe dburd) bie Mitte T von MC,.

s. '133.

UmgeFebrt, wenn man durd) bie Enbpunfte eined Durdymeffers
CC, jwei Parallelen zu gwei confugivien Durdmeflern ziebt, fo
fdneiven fie fid) auf ver Gllipfe. Denn es fei C,M bie eine Sehne,
welde von dem Durdymeffer O1 balbivt wird; fo muf CM bdie an-
Yere fein, weil man burd den Punft C nur eine Parallele u
OI jieben fann.

Der Winfel M nimmt alfo die verfchiedenen LWerthe ded von
den beiden conjugivten Durdmeffern gebildeten Winteld I an, und
man bat: ¢
o (A . langp — tange
tang & = tang (f—a) = T thhs P

—(h2 2 2
23 (b2+a? tang a), A1)

c? fang

Woraus folgt:
a? tang? o + c? tang 9 tange + b2 = o,
— ctang 3 + Vet tang? & — 4a? b?

tange = oTE « (12)

@3 barf alfo hidhftens tang I = g%b- fein , und wenn o ben

fpigen TWinfel bezeidhnet, beffen Tangente = 2:;[] ift; fo dnbert fich

der eingefdhriebene Winkel & von o bis 1 — 0. Dag M-
Nimum o ift per diber ber FFeinen Arve befdricbene TWinkel
BAB,, befen ©pise in bem Gubdpunfte A ber grofien Are liegt,
und pag Marimum m— o ift der iber der grofen Are fes
benbe TWinfel ABA,, bdeffen Spige in dem Endpunfte B ber Fleinen
Are liegt. :

Sn der Hyperbel erhdlt man die Supplementarfehnen, wenn
Mman frgend einen Punft ver Guroe mit den Endpunften eined ves
eIl en Durdmeffers verbindet, und wenn man — b? ftatt b2 in (13)
fe6t; o fann die Wurselgrife nidt imagindr, alfo 9 weder ein
mbar imum, nod cin Minimun werden, und dnbdert fid) von
0 big 7.
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Wenn man iiber cinem Durdmeffer CC, einen Halbfretd be:
fayreibt, fo fdneidet derfelbe bie Ellipfe oder Hyperbel in ywei Punfs
ten, bie mit C und C; verbunden, Gupplementarfehnen geben,
welde 3u den A ren pavallel find. eberbaupt erbdlt man gwei
conjugivte Duvdymeffer, die cinen gegebenen Winfel mit eine
anper bilben, wenn man iber CC,; einen Kreidabfdhnitt befdyreibs,
ber den gegebenen 2Winfel faft.

Hebungéaufgaben

1) Man foll zeigen: dAF unter allen Syftemen conjugirter Durdys
meffer ber Glfipfe’ dic Summe der Axen ein Minimum
und bie Summe der gleiden confugivten Durdymeffer ein

-Marimum ift.

2) Sn bdie Cllipfe eine folde Secbne ju Tegen: daff die Summe
aud ihrer Ldnge und bem Abftande ibrer WMitte von bem Mittels
punfte dber Gurve ein Marimum wird.

3) Man foll den Drt ber Ecden der diber den confugivien Durd?
meffern einer Gllipfe befdhricbenen Pavallelogramme finden.

4) Man foll zeigen: daf von-allen um diefelbe Cllipfe Lefdyries
Benen Parallelogrammen die iber jwei confugivten Durdymef
fern M inima find.

5) Man foll jeigen: daf von allen in Ddiefelbe Cllipfe befdrics
benen Parallelogrammen die, deren Diagonalen ein Syftem
conjugirvter Durdmefier bitben, Marima find.

6) Welde von allen in bdafielbe Parallelogramm befdyriebenen
Glitpfen ift cin Marimum?

7) Welde von allen um daffelbe Parallelogramm befdriebenen
Cllipfen ift ein Minimum?

8) Wenn gwei Cllipfen in einer Chene eine folde Lage Haber,
baf gwei conjugirvten Durdymefier der cinen refp. ju jwei con’
fugivten Durdymefjern der andern pavallel find und fidy in
Punften fdmneiven ; fo liegen diefe 4 Punfte auf einer dritten
Ellipfe, deven gleide conjugivie Durdymeffer u denen D
beiden crften Syfteme pavallel find,
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Nenngehntes Kapitel.
You den Polen und Polaren

§. 134.

Wenn man durd) einen dufern Punft r ober (x’, y*) an eine
Curpe bes jweiten Grades:

Ax® + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F=o0 )
Tangenten gieht, fo find bic Berithrungspunfte die Durdfdnitte
der gegebenen Curve mit ber Gevaben:

(2Ax+By+D) x+(2Cy+Bx+E) y'+ Dx+Ey+-2F=o0 @)
(§. 64), und wenn man x’, y* fo vaviiven ift, daf bie Beriihrungs
febne frets buvch denfelben Punft p odber (X, y,) gebt; fo hat
man qud

(2Ax, 4By, +D) x4+ (2Cy, 4 Bx,+E) y'4Dx,+Ey;+2F=o0.

Diefe Gleidhung, worin x/, y’ vevdndev(id find, bdriidt
cine ®erabe aud, und man bat folglidh den Sag:

1) Wenn man von einem in dev Ghene einer CGurye
beg gweiten Grabed genommenen Punfte p (Fig. 168
u. 169) beliebige Gefanten nad diefer CGurve, unbd
inpen Durdhfdnittspuntten Tangenten an dbiefelbe
jieht; fo ift ber Dt ver Durdfdnittspuntte je yweier
Tangenteneine Gerabe P — Diefe Gevade P Deifit bie
Polare des Punftes p, welder feinerfeits der P o ¥ ber Geraden
P genannt wicd,

§. 135.
Cigenfdyaften ber Polarer.

Wenn der Lol (X,, ¥,) gegeben ift, fo ift bie Gleidhung ber

Polare :
(2Ax,+By, +D)x+(2Cy, +Bx+E)y+Dx, +Ey, +2F=o0. 3)

Umgefehrt, wenn bdie Polare pPix+(q,y+1 = o gegeben ift, fo
Wird ihr Pol durdy die Relationen beftimme : '

2Ax, + By, 1D _ 20y, + Bx, +E _ Dx,+ By, | 2F

P1 1 ‘|

Wenn man den durd) den Pol gebenven Duvdymeffer jur Ave ber x
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und eine Parallele gur confugivten Ridtung ald Are der y nimmt,
fo rebuciven fidh bie Gleidhungen (1) und (3) auf:
Ax? + Cy? + Dx + F = o
(2Ax, + D x 4+ Dx,42F = o,
woraus folgt :
2) Die Polarve ift Die confugivie Ridhtung judem
buvrd) ben Pol gebenden Durdmefier,
Wenn die Curve einen WMittelpuntt hat, fo fann man D = o
fegen, woburd) fih dbie ®leidhung der Polave auf:
: F

xxl—--——-j\—-

redbucirt, Der nad) dbem Pole gehende balbe Durdmeffer ift alsdann
bie mittleve Proportionale jwifden den auf diefem Durdymeffer ges
adblten Ubftdnben bes Mittelpunfted von dem Pole und von der
Polare , ober mit andern LWorten :

* 3) Dev burd den Pol gehende Durdmeffer witd
burd bie Curve unb Polave hbarmonifd getbeilt.

@3 feien ¢, ¢’ und q die Punfte, worin der Durdymefier bdie
Gurve und bie Polare trifft; fo bat man:

| A
pe’ e

Da fidy in der Parabel ber Punft ¢’ ind Unendlidhe ents
fernt, fo ift ber Punft ¢ die Wtte von pq.

Wenn der Punft p aufevbhalb der Curve liegt, fo fallt feine
Polare mit der Beritbrungsfehne jufammen, und wenn der Punft p
auf per Gurve liegt, fo ift feine Polave bie Tangente in diefew
Punkte.

Der Pol eines Durdmeffers liegt auf dem confugirten
Durdmefier in unendlider Entfernung. — Die Polave bed
Mittelpunftes iff unendlid weit entfernt,

Dic Gleidung der Polare des Punftes (x,,y,) fann auf fols
genbe Form:

2Ax,x+42Cy, y+ B(x,y+xy, )+ D(x4+x )+ E(y+y,)+2F=0
gebradyt werden , welde fowohl in Bezug auf x und x, alg in Be-
siehung auf y undby, fommetvifd ift. Hieraus folgt: daf die
Polare des Punftes (x, y) durd) den Punkt (x,, ¥,) gebt, fo baf
man den Sag hat:

4) Die Polaven aller Punfieeiner Gevadben §¢
bendburd) den Pol diefer Gevaben — und umgekehrts

= — { oberoc’ =op. oq.
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ber Ort ber Polealler Gevaden, welde dburd den:
felben Punft gepen, ift bie Polave dicfes Punftesd

Gine dburdy gwei Punfte gehende Gerade hat den Durdyfdhnitid=
punft der Polaven diefer Punfte jum Pole.

§. 136.

5) Wenn man von einem Puntte p (Fig. 168 u. 169)
nad einerCurvedesgweiten@radedSefantenpaaren
3iebt, und die Durdfdnittspunite derfelben mit
ber Gurve paarweife vevbindet; fo ift ber Drt der
Durdfdnittspunite der BVerbindungslinien die
Polare bes Punitesd p.

9Rir wollen ein Sefantenpaar paa’ und pbb’ ald Coorbinatens
aren nepmen, fo gibt diefes Paar swei Paare von Geraben ab,
a’b’ und ab’, a‘b, und folglidy swei Durd)fdnittspuntte i, i, Eé
feien x‘, x’¢ bie Abfciffen der Punfte a, a’ und y’, y* bie DOrbi-
naten ber Punfte b, b’; fo werden die beiven Punfte i, i’ durd
folgende gwei Syfteme von Gleidungen gegeben :

e S i Rge
i R . .s“ B 4

X ot P (L,L:_
(x:l+ylf 1 xﬂ yl

9Benn man bic beiben evften, fo wie die beiben lekten Gleis
dungen durd) Adbitivn verbindet, fo erbdlt man biefelbe Gleidung :
.xf _i_ i“ x + yl +_-y-i_l“
X' yiy“'
weldhe folglidy bie Gerabe i1’ ausdriidt.
Die Gleidhung der Curve ift von der Form:
Ax? +Bxy+Cy? 4+ Dx + Ey +F =o,
und wenn man barin fucceffive x =0, y=o fest ; fo erhdlt man
wei Gleidungen, welde bie Durdfdnittdpunfte der Curve mit den
Goorbinatenaren geben, namlid :
I i
Ax?+ Dx+F=o, f—jT,’f——-:—‘ -
Cy? + Ey + F=o, L%gr =
Die Gerade ii’ at alfo gur Gleidung :
Dx + Ey + 2F =0,
unb ift die Polare deg Punftes p. — Cin anbderes Sefanten:

y=2,
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paar wiirde dicfelbe Polave geben, und folglich ijt der Sag bes
wicfen.

Die vier Geraden ip, ia, P, ia’ bildben ein harmonijdes Biis
fdel (S.34) und bdie dadurch auf dex Sefante pa beftimmien Puntte
P, a, p’, &' eine havmonifdpe Proporvtion (§. 33). Man Dhat aljo
den Sap:

Cine beliebige, burd dben Pol gehende Sefante
wirb von dev Curve und Polave parmonifd getheilt.

Der Sap 1) ift nur ein bejonbever Fall von 5) ; benn wenn
die Sefanten paa’ und pbh’ fidy einanber ndbern, und enblid) zus
jammenfallen, fo werben bie Gevadben ab und a‘hb’ Tangenten. —
Aud) ber Sap in §. 35 ift in dbem Sage 5) als befondever Fall ents
balten , weil dag Syftem weier Gevaden ein befonberer Fall einer
Gurye des weiten Grabes ift.

Der Sap 5 gibt audy ein Mittel an die Hand: von einem
aufierhalb einer Guroe des weiten Gradesd gegebenen Punfte p
cine Tangente an diefelbe 3u zichen; benn jieht man duvd) diefen
Punit p gwei beliebige Setanten, fo beftimmen diecjelbe die Polare
P, und mithin big Berithrungspunfte.

§. 137.

Umfdyricbenes Vicreds,

Vier Tangenten an einer Curve ded weiten Grades (Fig. 170)
bilden ein volfftdndiges BVieved mit drei Paaren gegeniiberlicgender
Winkel a und a’, b und b’, ¢ und ¢ — Wenn d, e, f, g die
vier Beriihrungspunfte find, und man verbindet diefelben paarweife
vurd) Gemde 5 fo erhilt man drei Paare Beviibrungsfehnen, welde
fich in den Punften p, q, r fdueiden, und jeder diefer legten Punfte
ift ber Pol der dburd) bie beiden andern Punfte gehenden Gevaben,
fo baf bie vier Punfte a, a‘, q, r in der Polare von p liegen. —
Pan bat alfo folgenden Sap:

6) Die dbrei Diagonalen aa’, bb’, c¢’ cines um einé
Curve ded yweiten Graves befdriebenen Bieredes
bilbenein Dreied pqr, worin jedbe Winfelfpige ein
Tolber Gegenfeite ift, und wenn man die Beriihe
rungspuntte paarweife verbindet; fo exhdalt man
brei Sefantenpaare, beven Durdfdnittspunfie
P4, find, '



— 208 —
Anwendbungen

1) Cine Gurve bed jweiten Grades ju conftruiren,
wenn ver Mittelpuntt o (Fig. 171) und dred
Punftea, b, cberfelben gegeben find. — s
fei i bic Mitte von ab, fo ift die Gerade oi die conjugirte
vor ab, und ca, cb beftimmen auf oi gwei Punfte p, q von
folder Befdafenbeit, daff die Polare von p durd) q geht.
Gerner fei oA = Vop.oq, und cbenfo beftimmt man den
palben conjugivien Duvdymeffer oB, f{o daf man auf pie Con-
ftruction in §. 129 guviidfommt.

9) Gine Gurye bes gweiten Grabes guconfiruis
ren, wenn ber Mittelpunfto und drei Tans
genten perfelben gegeben find (Fig. 172). — Die
prei Tangenten bilven ein um die Cuvve befdyriebenes Dreiect
abe, und die yom Mittelpunite o Der Gurve nady ben brei
Winfelfpisen des Dreiecdes gegogenen halben Duvdmeffer oa,
ob, oc find ju den Berihrungsiehnen conjugirt. Bieht man
brei Gerade mm’, nn’, pp’, wovon fede durd) den sugepbrigen
Durdmeffer balbirt wivd, und durd) die Punfte m, m* bie Pa-
ralfefen mi, m‘i ju nn’, pp’; fo trifft ai bic be in bem Be-
viiprungspunfte d. Cbenfo bejtimmen die Pavallelen de, df
su pp’, nn’ bie beiden andern Bevithrungspuntte e, f, und
man findet algdbann leidyt die beiben halben conjugirten Duvd)=
meffer oA, oB.

3) Gine Gurve ded gweiten Gradesd ju conftruiven,
wenn pier Tangenten unb ein Bevihrungspuntt
d (§ig. 170) gegeben finp. — Dan confiruivt bas Dreied
pqr aus den Diagonalen des winfcriebenen Bievedes, und bie
prei Geraven dp, dq, dr beftimmen die andern drei Beviths

rungspunfie g, €, f.

§.- 138.
Weciprohe Polarfpfieme.

Gin ebenes Bieled im allgemeinjten Sinne des IWortes ift ein
Syftem in einer Ehene gegogener, fich fdmeivender, unbegrengter
gerader finien A, B, C, .. ., (Fig. 172a) weldye dic Seiten ded
Bieledes bilben, und die Durdfdnitispuntte (A, B), (B, )i
derfelben find pie © v { gen des BVicledes. — Conftruivt man in Be-
siehung auf cine gegebene Gurve des pweiten Grabes, welde die
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die Pole a’, b’, ¢/, ... ber Geraden A, B,C, ... und verbindet diefe
Puntte paarweife duvd) gerabe Linien, fo erbdlt man ein jweites
Bielet, wovon jede Spige der Pol der entfpredenden Seite des
evjten Bieledes ift, und umgefehrt ift feve Spite (A, B) bes erften Biel-
eced ber Pol ber entfpredienden Seite a'b’ ves jweiten, — Jwei Biel«
ede, welde fo befdaffen find: baf die Spitien ded einen die Pole ber Sei=
ten ted anbern find, beifenveciprofe oder corvelativeBielede.
Wenn die Geraden A, B,C, . . . die fucceffiven Tangenten
ciner Gurpe S bilden, fo bilden die Pole a’, bis el s i o eine
gweite Gurve S’ (Fig. 173). GConvergirt B gegen A, fo wird der
Puntt (A, B) ber Bevihrungspunft a von A, und b’ convergirt
gleidyzeitig gegen a’, und die Gerabe a’b’ wird die Tangente A’
in a’, fo baf A’ undb A bdbie Polaren von a und a‘ finb. — Die
beiben Gurven S und S heifen veciprofe Polarven ; die Punfte
ber einen find die Pole der Tangenten der andern.
E8 feis
Ax"+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=o (1)
bie Gleidung der RNidytcurve ded 3weiten Grabeg,
f(x,y) =0, (S)
vie Gleidyung der Curve S und x’, y’ die Coordbinaten bes Punt-
ted ber reciprofen YPolave S/, welder dem Puntte (x, y) von S
entfpridht. Daf die Polave des Punftes (x’, y') Tangente an S
ift , wird durd) dbie Relationen :
frx,y)  fyxy) =~ cw+2 "
2Ax' + By'+D — 2Cy' + Bx'+ E _ Dx'+ Ey'+ o1
ausgedriidt, und wenn man x, y swifden den Gleichungen (4) und (S)
eliminivt 5 fo erbdlt man die Gleidung der reciprofen Polare S’
mit x’, y. — Obver: die Curve S’ fann alg die Ginbiillunggeurve
ber Polaven:
(2Ax-|—By+D)X-|—(20y-|—Bx+E')Y+Dx+Ey+2F=o, (5)
welde den verfdiedenen Puntten (x, y) von S entfpredyen, betrady-
tet werben (§. 86), wo X, Y bie faufenden Goordinaten und
X, ¥ pwei verdnderliche Pavameter bebeuten, tweldie ber Nelation
(S) geniigen mitfjen.
Die Gleichung (5) fann man auf folgende Form bringen :
PX + g@Y + 1 =o,
wenn man fegt s
2Ax+By+D _2Cy+By+E Dx+Ey+ o
P = q 5 1
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und bdiefe lesten Gleidhungen geben fiir x, y Werthe von der Form:
_aeptdqtae’ _ pptBlgd 8
T e Y L Ry

Subftituivt man diefe Ausdbriide fir x, y in f(x, y) = o, fo
erhilt man jwifden den Pavametern p, q eine Gleidhung , welde
Yon demfelben Grabe ift, ald dbie ber Curve S. — MWenn die Curve
S vom sweiten Grade ift, fo ift de Cinbillungscurve aud) vom
gweiten Grade, fo dbafi man folgenden Sap hat:

7) Dieveciprofe Polarve einer Gurve vom gwei-
ten Grade ift aud vom jweiten Grade.

Beifpiel. Wir wollen dbad Gefagte auf den befondern Fall
anwenden , wo bie Ridtcurve ein Kreid:

X3 oyt fi— 0,
und bie gegebene (Euwe gine concentrifde CGllipfe:
2
i %-;- -1 =0
ift; fo erbalten rotr ald veciprofe Polare:
a?x’? | b2y? —

b h. eine Gllipfe, deren YAren die reciprofen Werthe ber Aren
ber gegebenen Ellipfe find.

Die Anwendung der reciprofen Syfteme ift in ber Geos

metrie von groffem Nugen. Denn wenn ein Lehriay tiber eine Figur

* bewiefen ift, fo ergibt fich davaus unmittelbar der entfpredyende Sepr-
fag fiber bie rveciprofe Figur, wenn man in dem erften Punfte
ftatt Gerabde und umgefehrt Gevade flatt PunFte fest.

§. 139.
Pascals Sedyseds.

Nach dem BVorhergehenden ergibt fich aud) folgender Sap leithts
8) Wenn fid dienSeiten cines Bicledes um nfefe
Punttedbreben, wahrend n—1 Winfelfpigen auf ge-
gebenen gevaben Linien fortgleiten; fo befdreibt
bie freie Spiecine Curve ded gweiten Srabes.
Denn e feien oy, By5 @y 25 - « - an, Pu Die Coorbinaten
Yer n feften Punfie; ferner:
aax + byt t=v, &)
aax+bzy+1'=o, )]

An 1X ,l hn 1y ’I' 1 (n—-1)
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bie Gleidungen der n — 1 RNidtlinien, und die "Gleidhungen der
n Geiten ded Bielecdes : '
mx+qy+1=ny,
P:X+ 4,y + 1=,
pnX +qny + 1 =o0.

Gleitet nun die Winfelipise (1, 2) auf ber Geraben (1), dbie
Spite (2, 3) auf ver Geraven (2), . . . die Spige (n 1, n) auf
ber Geraben (n—1) fort, und befdhreibs endlidh die Spite (n, 1),
deven Coordinaten x, v feien, den gejudbten Ort; fo hat man:

Xp,+¥q, +1=0, c;p;+8:q,+1=0
(q1=DIP2—(P1~ a2 +baPy — 814, =0, a3Po+3,p, 110/
(qa=D2)Ps— (Pa—22)q3thapa—23¢a=0, agpgt+fafs+1=0
(qn—1—bn—1)pn—(Pn—1—=an—1)qnthbn—1pn—1—an—14ou—-1 =0,
an Pn + fn 4n +=1=10, Xpn +¥qn + 1=0;
alfo im Gangen 2n+41 Gleidhungen jwifden den 2n4-2 Verdnders
liden Py, qy, Pas Qs » - - Pn, (n, X, ¥y, und wenn man die
2n erften eliminivt; fo exbdlt man bie Gleichung des Orted. —
Die beiden erfien ber obigen Gleidungen geben p, und q, durd
Briide ausgedriidt, deven Jdhler und Nenner Polynome deg exfien
®raded von x und y findb. Sepit man diefe Werthe von p, und ¢a
in bie beiden folgenden der obigen ®leidhungen, fo nehmen Ddicje
folgende Form an:
Ape + Bigy + €. =0, a3py + B2q2 +1=0,
wo A,, B,, C, lincare Functionen von x, y find. Dicfe beider
Yetiten Oleidhungen geben fiir p, und q, ebenfalls Briihe, deren
Jahler und JNenner in Begug auf x, y vom erften Grade finb.
Gept man biefe LWerthe von p, uad q, in die ndditfolgenden beiven
Gleidungen, und fo fort big ju den beiden leaten,  fo exhilt man
Pn, (o auf biefelbe Weife ausgedriidt, und wenn man endlidy die
MWevthe von pn, qn in die legte Gleidung fubjtituirt; fo erhalt
man eine Gleidhung ded weiten Grades nad) x und y. Dev §¢°
fudbte Ort ift alfo eine Curvpe des weiten Grabdes.

Diefe Cuvve geht durd) die beiden duferfien fejten Punfte
(ay, B1) Cen, Bn); benn wenn man refp. @, unbd g, fity x unb
v fetst, fo werben bie beiden erfen Gleidpungen ibentifth, und ed



Dleibenr gur Beftimmung der ugehovigen Wevthe von pr, ¢y - -
Pn, qo nod) 2n Gleidhungen.

§. 140.

Gbenfo ergibt fidh folgenber Sap fefr leidt:

9) Wenn die nEden eined Bieledes aufn geges
benen Gevaden fovtgleiten, wiabvend fid n—1 Seiten
umn—1 fefte Punfte drepens fo umbiallt die freie
Secite eine Curve desd gweiten Grades, ‘

G feien bie Gleidungen der n Ridytlinien :

a, x+b,y4+1 =0,
agXx+by+1 =0,
anxX-+bay+1=0,
die n — 1 fefien Punite :
(ays B1)y Cag, B2)y « « o (Gn=1, fn—1),
bie n Gdpunfie ded BVieleckes ;
(X0 Y1)y (X5, ¥2), (Xn, ¥n)
und endlidy die Gleidhung der freien Bieledsfeite:
px+qy+1 = o.

TWenn man ausdricft: daf die Ecdpunite ded Bieleded auf ben
gegebenen ®eraben fortgleiten und daf bie Seiten defjelben bdurdy
bie fefien Punfte geben, fo erhdlt man folgenve Gleichungen :

]th+q}'1+1:0r 31X|+hl}'l+1:0,
(Y1=B1)x e —(X1—)Ya+ByXy—a;¥17=0, 2;X,+b,yst1=0,
(Ya—B2)X3—(Xo—a3) s 1BoX, — ¥, =0, 23X s+byys+1=0,
(Yn—1—fn—-1)%n —(Xn—=1—en—1)¥n+fn—1¥n-1—an—1yn—1=0,
an Xn + bn ¥n + 1=o, (Xn - {¥n + 1=o.

Wenn man wifdpen diefen 2n-}- 1 Gleidungen bdie 2n Berdn-
berlidhen x,, ¥y3 Xas Y3 - + » Xn, yn auf bie frither angegebene
Weife eliminivt, fo erhdlt man fucceffive x, und y,, x, undy,, ...
Xound yy, burd) Briide ausgedriict, deven Jabler und Nenner lis
neare JFunctionen von p und ¢ find, und wenn man bdie Werthe
YOn Xn, yn in bie leste der obigen Gleihungen fubftituivt; fo be-
fommt man eine Gleidung bes pweiten Grades nad) p und q, weldye
tine Gurve deg juweiten Graves ausdritet.

Dicfe Gurve beriifrt die beiben duferfen Ridlinien (a,, hy)
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und (aa, bn)j denn wenn man vefp. a,, b, fir p, q fest, fo
werben bie beiden erjten Gleidyungen iventifd.

§. 141,
Cinge[dyricbenes Seseds,

9ir wollen den bejonbern Fall eined Dreiecfed betradhten, deffen
prei Seiten fih um drei fefte Punfte a, b, ¢ (Fig. 174) vreben,
wibrend zwei Winkelipigen g, h auf jwei Geraden ox, oy fort
gleiten, alfo die freic Gde m eine Curve ded gweiten Grades bes
fdyreibt. ®ibt man der beweglichen Seite gh die Lagen br, bs, bd,
be, bo, fo exbdlt man die fiinf Punfte a, ¢, d, e, o ber Gurve,
woburd) fie vollftandig beftimmt ift, fo baf man aljo ein in eine
Gurve bes gweiten Graved befdricbenesd Sedyded odamceo hat, und
bie brei Punfte g, b, h, d. b. die Durdfdhnittspuntte der Gegen-
feiten od und cm, da und ec, am und oe, in gerader Yinie lies
gen. — Man Hat alfo ben Sap:

10) Wenn auf einer Curvedesd gweiten Grabesd
fedd Punfte nad Belieben angenommen werden,
undb man, von cinem berfelben ausgebend, alle iibris
gendburdlduft, ehe man gu bem Audgangdpunfte gus
viidfommt, und die Seiten nach der ODrdbnung nws
mevirt, inwelder man fie erhalten hat; {o Tiegen
pie drei Durdidnittdpunite der Gegenfeiten
1, 4),@2,5), (3, 6)ineciner Geraden (Fig. 175).

§. 142.
Umfihrichenes Sedisech,

Wenn man an {ed 8 Punfte einer Curve ded weiten ®rabed
Tangenten gieht, fo erhdlt man ein umfdricbenes Sedsed
deffen Winfelfpigen 1/, 2/, ... 6/ die Pole dber Seiten 1, 2,. . .6
bes eingefdricbenen Seddeded findb, wihrend die Diagond”
Ten (1, 4), (2, 5) und (3, 6) bdie Polaren ber Punfte (1, 4
(2, 5) und (3, 6) bilben, und ba bdiefe drei Punfte in derfelben
Geraben A liegen; fo folgt: baf die brei Diagonalen burdy den
Puntt a‘ gepen, welder der Pol von A iff. — Man pat 610
ben Safi:

11) Die drei Diagonalen, welde je jwei Geget
winfel eines in eine Gurve bes jweiten Grades
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befdhricbenen Seddeded verbinden, gehen durd dens
felben Puntt.

Diefer Lehrfas 11, welder ber correlative von 10 ift, liefe fidh
audy diveft aug 9, weldyer ber covvelative von 8 ift, ableiten. Denn
mittelft fvgend einev Nidteurve des gweiten Grades werden nad) der
Methode der veciprofen Polaven bdie n Punite dburd) n Geradbe und
bie n — 1 ®eraden durcdh n — 1 Punfte erfest, fo wie basd beweys
lihe Wicled durd) das veciprofe, und der freien Gde ded erften,
weldye eine Gurye des jweiten Grades befdreibt, entfpridt die freie
Seite des pweiten, welde folglidy eine Curve des jweiten Grades
umbiillt.

Wenn 3wei aufeinanberfolgenbe Eden bes eingefdyricbenen Sedys-
efes jufammenfallen, fo wird bie bazwifden liegende Seite eine
" Tangente der CGurve. Folglid) bat ein in eine Curye ded gwei-
ten ®rades befdyricbenes Finfet , Biered und Dreiedt die Eigens
{dhaften bed Sedpsedes, wenn man bdie Anzabl der Seiten durd)
Tangenten ergdngt. -

Wenn wei fucceffive Ecden bed eingefdyriebenen Sedysedes
sufammenfallen, fo Fommen bie beiben entfprechenden Seiten bes um-
fdricbencn Sedydedes in eine gerabe Linie ju liegen und bie gwifdyen-
liegenbe Winfelfpige wivd ber Veviihrungdpuntt der boppelten Seite.
Gin um eine Gurype bes zweiten Graded befdyriebenes Fiinfect,
Bievet und Drefect hat alfo die Eigenjdhaften ded Sedpseded, wenn
man bie Anzabl der Eden durd) Veriibrungspunfte ergdnst.

Bon den vielen Sdten, welde fidy auf diefe Weife ausd den -
beiven allgemeinen Lehridsen ableiten laffen, wollen wir blog Ddie
- beiben folgenden Dier nod) anfiihren _

Wenn man in eine Curyve ded gweiten Grades ein
Dreied befdyreibt, fo liegen diedvei Durdfdnitts:
Puntte per Seiten mit ben Tangenten inden Ed-
Punften in gevadber Linie.

Wenn man um eine Curve ded gweiten Grades ein
@veied hefdreibt, fo gehen die brei Gevaden, welde
die Winfelfpipen mit dben Bevihrungdpuniten dev
®egenfeiten verbinben, burd einenunbd dbenfelben
Duntt,

Sdmufe, Coordinatengeomefric. - 14



— 210 —
§. 143.

Snwendung ves Obigen ouf die Confruction von Curnen des 3weiten
Grades,

1) Wenn 3 Tangenten und die Veriihrungspuntie
pon gwei devfelben gegeben find. — Man pat in bdies
fem Jolle ein umfdriebenesd Dreied. Verbindet man bie
beiden Befannten Beriibrungspunfte mit den gegeniiberliegendent
Gcfen durd) gevadbe Linien, und gieht durdy den Durd)fdnittspunts bev
legtexn und Ddie britte Cde ecine Gervade; {o beflimmit biefelbe Dbent
britten Beriibrungdpunft, und endlich f{dneiden fid bdie Berbine
bungslinien der Dreiedsipigen mit den Mittelpunfien der Beyiths
rungéfebnen im Mittelpuntte der Curve.

2) Wenn 3 Punite dey Cuvve und bie Tangengen
in gweiderfelben gegeben find. — Der Lebrfay dber das
cingejdriebene Dreied gibt bie dritte Tangente.

3) Wenn 4 Tangentenund 1 Bervibhrungspunft
gegeben find. — Man bat ein umfdhriebenes Bieved.
Crgdngt man die Anzahl dev Spigen deffelben burd) ben gegebenen
und einen unbefannten Vevithrungspuntt; fo erhalt man den leh*
tern burd) Anwendung ded betreffenden Lehrianes.

4) Wenn 4 Punfte der Curve und die Tangents
in einem berfelben gegeben find. — Crgingt man bie
Angabl der Seiten deg eingefdriebenen Sedsedes purd
bie gegebene und eine unbefannte Tangente, fo wird legteve durd
den betreffenden Lebriap beftimmt.

5)MWenn 5 Tangenten gegeben find. — Man befrimmt
fucceffive feden ber Berithrungspuntie.

6) Wenn 5 Punfte der Curve gegeben find. — Man
beftimmt fucceffive die Tangenten in diefen Punften. ¢

Hebungsaufgaben.

1) Wenn in eine Curve bes sweiten Grades gwei Dreiece ber
fdvicben find, und 5 Seiten bderfelben find Tangenten an
einer anbern Gurve deg gweiten Grades; fo ift midy die fedhst
Seite Tangente an der gweiten Curoe, was bewiefen werben foll.

2) Wenn wei Dreiede um eine Curye bes jweiten Grades bes
fdpvieben find, und 5 Spigien derfelben auf einer andeyn CUIe
des gweiten Grades liegen, su beweifen : daf aud) die pcfie
Spige auf dicfer Curve liegt. ‘

/
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3) Die gegenfeitige Entfernung der WMittelpunfte der in und um
daffelbe Dreied befdricbenen Kreife als Funftion der Halbs
meffer diefer Kveife u finden.

4) @3 feien A, B awei in ber Cbene einer gleidhfeitigen HY-
perbel (b. b. fiiv welde a = Db ift) licgende Punfte und C
ber Durdfdhnitispuntt der Pavallelen, welde dburd) jeben der
Punfte A, B refp. 3u ber Polare ded andern gezogen find; 3u
beweifen : dafi die 3 Punfte A, B, C und der Mittelpunft der
Hyperbel in demfelben Kreidumfange liegen.

5) Man foll geigen: daf in jedem um eine gleidyfeitige Hyperbel
befdricbenen Bierede die drei Durdfdnittdpuntte der Diago-
nalen auf einer duvd) dben WMittelpunft der Curve gebenden
RKreiglinie legen.

6) MWenn man von einem in bder Ebene einer Cllipfe liegenden
Punfte A Perpendifel auf die gleiden confugivien Durdy-
meffer fdllt, zu beweifen: daf eine der Diagonalen ded aus
bicfen Perpendifeln confiruirten Pavalclogrammes auf der
Polave dbed Punfted A fenfredht ift.

-

Swanzigfies Kapitel.

@heorie der Brennpunkte.

§. 144.

Biv wollen den Ovt der Punfte betradhien , welde fo befdhaffen
finb: pafver Abftandeines jeden voneinem feften
Puntte, Brennpunft genannt, eine gange
lineave Guntftion dbergevabdlinigenoder pavalle:
len Gooprdinatenx, yjenes Punfted ift. — Da die
Sormeln gur Transformation der Pavallelcoordinaten unter fich -
Near find, fo ift febe lineave Funftion ber Bevdnderliden x, y
m einem gewiffen Syfteme paralleler Coordinaten aud) in jebem
Andern Paralleleovrdinatenfyfieme Tinear, undb man fann folglid,
%ne bie Aligemeinheit der Unterfudhung ju verminbdern, ved t-
Wintlige Goprdinaten sum Grunbde legen. — E8 feien o, B die
Coordinaten bes Byennpunftes F (Fig. 176) und x, y die eines belies

14%*
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bigen Punftes M bes Orted ; fo wird der Abfand des Punftes M
von dem Brennpunfie audgedriict durd) :

V- + g—or
Da ferner eine lineare Funftion der Coordingten x, y bes
Punftes M von der Fovm ift:
mx + ny + t3
fo bat man fix bie Gleidung des gefudten Dries :

V & — orty—p)? =tmx+ay+1), (1

obey
(x — D)2 Hy—P)? — (mx+ny+t)>=o0. (2)
Da diefe Gleidhung vom weiten Grade ift und 5 willfiielicde Pas
vameter enthdlt , fo driidt fie alle Gurven bed gweiten ®raded
aug.
Der Abfand MP des Punttes M von der Geradben DD ober

mx + ny + t =0 (3)
wird ausgedriidt dbuvd

mx + ny + ¢

e e e

& ]/m2 + n?
und wenn man fept:

o= Vm2 + n?
fo wird die Gleidung 1):

V G- +G—pr =k. il L
i]/m"-—knﬁ

woraus exhellet: daf der Abftand febes Punftes M bed
gefudten Ortesd von einem feften Puntte F ¥

feinem Abfande von einer feflen Geraden pD’
(Ridtlinie) in einem confanten BVerhaltniffe

fted t.

§. 145,
Beftimmung ver Brenupunkie und Ridytlinien.
lm fiveng gu beweifen ; paf die Gleidung (2) alle Curver
bes gweiten Grabes ausdeiidt, milhte man biefe Gleijung mit bev

aligemeinen Gleidyung des gweiten Grades:
Ax? +Bxy+ Cy2+Dx +Ey+F=o0
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ibentificiven, was bie finf folgenden Relationen gibt :
{—m? {-n?_  2mm _  2(a+md) __  2(B4nb)
L ) s "

UG R R | e D
2 2l {2
=Tt v @
unb jeigen: daf jedem Syfieme von Werthen der Coefficienten
A, B, C ..., welde cine Gurye geben Fonnen, cin Syftem enbs
lider und reclier Werthe von a, B, m, n, t entfpridt.  Allein wiv
baben frither gefeben (§. 125), daf alle Curven bed jweiten Gra:
beg, abgefeben von ihren befondern Lagen in ihrer Gbene, in der

Gleidyung :
dung y3 — 2px — qx® = 0 )

enthalten find, fo baf es8 geniigt, die Gleidung (2) mit (5) gu
ibentificiven. Wenn bie Gleidung (2) alle in (5) enthaltene Curven
augbyiicft , fo briidt fie alle Gurven des jweiten Graded aus,
welde Qage fie in ber CEbene aud) haben mdgen, unb wenn eine
ber in (5) enthaltenen Guryen eine gewiffe Gigenfdyaft bei Jugrund-
lequng eined beftimmten Coorbinatenfyftemes bat; fo bat fie biefe
Cigenjdaft audy in Besug auf jedes andere Arenfyftem, d. h. man
Fann die urfpringliden Aven feft liegen Yaffen, und bdie Gurve in
der Ghene verriiden. — Die Gleidungen (4) reduciven fidy auf:

1-m2 {—n? mn__ e+ mt={3+ nt__:4:6‘-!—((3:—#Zl = (6)

—_—— . o ——

= 1 0 P 0
Qerq@tei&)ung mn = o fann auf doppelte LWeife geniigt werden,
fowohr durd) m=o, als purdy n = o. Jm evften Falle hat man:

2

m=o0, A= — "!l‘f n?=1+ i} a:—..;l,t!:-——-]i-’ coe
und ywenn ¢t veell fein foll, fo muf q negatiy fein. Aber
Wenn q < o ift, fo ift fein abfoluter Werth < 1, und n wdre
imagindr; es fann alfo den Gleidungen (6) nidht durd m=o
geniigt werben. — Fiir n=o0 bat man:

n=o0, =0, m=— \fi+—q, t=2ca

P aim = 1)

fam. q
Die Relation g = o seigt: daf bie Ellipje fowodl ald die Hy-
Perh el swei auf ber exften ober Hauptare liegende Brennpuntte,
Wb gwei auf biefer Are fenfredhte Ridgtlinien hat.

Da ferner ¢ = — —:;- 4+ %p und die Abfeiffe des Mittelpuntted

(€8]

a =
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= — -%— ift, fo folgt: daf die beiben Brennpunite auf der evften

ore gu beiben Seiten bded Mittelpunfted und in gleichen Entfers
nungen von bemfelben liegen. Diefe Entfernung ift in der Ellipfe

=c = Ya? — bz, Befdreibt man alfo aus dem Sdeitel B (Fig-
159) mit dem Halbmeffer a einen Kreid, fo fdneidet bderfelbe die
erfle ober grofe Ure ber Ellipfe in gwei innerhalb der Curve lics
gendben Punften F, F,, welde die beiben Brennpuntte find.
Die Grdfe 2¢ Deift in der Clipfe die Creentricitdt —

Sn ber Hyperbel ift diefe Entfernung ¢ = Va -+ b2, und wenn
man aus dem Scheitel B (Fig. 162) mit dem Halbmeffer ¢ = 0G
einen Kreid befdreibt; fo {dueidbet derfelbe bie erfte ober Querare
in gwei Punften F, F,, welde bie beiben Brennpunfte der HY#
perbel find,

Den beiben Brennpunften F,F, entfpreden el Ridhtlinien
D,D,;, welde dburd) die Gleidhungen :

mx+t:0 ober x = i-_a_—_ ])(;mi;i_) :_B.t L_—_:t?_@
mq q  mq c

audgedritft werben und ju beiden Seiten bded Mittelpunttes in gleis
der Entfernung von bdemfelben Tiegen. — Dad Produft aug dben
Abftdnben eines Vrennpunfies und ber entfpredhenden Nidtlinic
vom Mittelpunkte ift:

o SBIEE I el g
FL | mq q?
Gin Brennpunft und die entfpredhende Ridytlinie liegen auf ber?
felben Seite bed Mittelpunfted, und bdie Ridtlinie erhalt man

Teidyt dburch eine dritte Proportionale,
Sn ber Parabel it g =0, m =1, a = ?211, unb bic ®leis
dung der Ridtlinie ift:

goifs Dantinn
Die Pavabel hat alfo nur einen Brennpuntt F (Fig. 164) und
eine Ridtlinie D, welde beide gleidweit, ndmlid) um dben pal
ben Pavameter, vom Sdeitel entfernt find,

Das confiante BVerhltnif k = m = V1 -l-ll=‘£l ift in be¥
GIripfe<1, in ber Pavabel =1 undin ber Hypesbel >1e



—. U5 —

§. 146.
Eigenfdyaften ver Dremupunkte,

Der Abftand eines Punftes der Curve vom Brennpunite it :
= — Py P
+ (mx+4ny+H) =+ (mx}t) =+ [m (x -+ q) & q] .

und tpenn man x/ = x % -g—feet, wo x’ bie vom Mittelpuntie

aug gesdflte Abfeiffe ift; fo wird ber lefte Ausbruc:
+ (mx’ % a),
o bag erfie Doppelzeichen fo genommen Werbden mufi, baf man eine
bofitive Gréfe erhilt. — DBegeidhnen u, v die Abjtande eines
Punfted M der G LLip fe von den Brennpunften F, ¥y, fo hat man:
u = a— mx',
v — a + mx’,
folgtidy :
u 4 v=2aj

1) 0. b. bie Gumme dev Cutfernungen jebes Punt:
teg per GIlipfe von den beiden Brennpunften iff con:
ffant und der grofien Are gleid.

Sn ber Hyperbel muff man gwei Sweige unterfdeidben. Da fite
den Bweig gur Rechten mx’ >a ift, fo hat man fitr diefen Jweig :

w =.IxX — 3]

v —=mx/ +8,
alfo

v —u=2a,
und fiiv ben Jweig jur Linfen:

u— — mx/ | a,

v=—mx’ —a,
folglich :

u— Vv =2a;

2) 0.0, bieDiffereng der Entfernungen jedes Punk:
teg per Hypevbel von den beiden Brenupuniten if
Confant und der Quers ober Hauptare gleid.

Bon der allgemeinen Gleidung des sweiten Grabded audgehend,
baben wir im Borbergehenven die geometrijhen Cigenfdaften wieher
gefunden, weldye wic im evften Kapitel gur Definition der Cllipfe,
Hyperbel und Parabel genommen Datten, fo baf bie Jdentitdt. bies
fer Yegten Guryen mit Denen Des gweiten Grades boilﬂc'inbig bar:
gethan ift.



— 26 —

§i5 A7
Ricdhthreis,

Wenn man in der Clipfe jeden Radiusvector K, M (Fig. 176)
um ein Stiid MN = FM verldngert, fo ift der Ort ber Punfte N
ein Kreid, deffen Mittelpunft F; und deffen Halbmeffer = 2a ift.
Su der Hyperbel muf man FM von F M abfdhneiden, flatt hin
sugufegen; und da die Linie MN auf dem Rreife novmal ift, fo hat
man ben Sap:

3) Die dbyei Curven des gweiten Graded Fonnen
ald dber Ort der Punite betvadtet werden, welde
von einem feften Punfte und voun einem Kveife gleids
weit entfernt find. — TWenn der fefe Punft innexhald
bed Nidtfreifes iegt, fo ift der Ovt eine CLLipfe; liegt er aufr
ferhalb, fo if ber Ort eine Hyperbel, und wenn endlidh
ter RKreid in eine gevade Linie dfibergeht; fo ift der Ort eine
Pavabel,

Da bie Tangente den Winfel FMN Halbivt, fo ift fie auf
ber Meitte von FEN fenfredits folglid):

OF = 1 F,N = a;

4) b, h. der Ort ber Projectionen der Brenns
punfte auf die Tangenten der Ellipfe und Hyperbhel
ift eindiber bevervflen ober groffen Axe befchriebene?
KRreid, — Subdev Pavabel veducivet fid dicfer Kreid
aufeine im Sdheitel auf bev Are fenfredte Gervabe.

Die Anwendbung des Ridtfreifed erleidhtert mehreve Conftrucs
tionen. Sind 3. B. cin Brennpunft und drei Tangenten gegeberts
und man filt aus dem Brennpuntie Perpendifel auf die Tangentels
fo ift der Mittelpuntt des durd) bie dret Fufpunfte diefer Perpen?
pifel gebenben Rreifes der Mittelpunft der Curve. BVerbinbet man
algbann den Mittelpunft mit dem gegebenen Brennpunfte, fo hat
man bie evfte Are, und die Punfte, wo fie von dem Kveife §&*
~ fdmitten wird, {ind die Scheitel der Curve.

5. 148.

Wenn man den Brennpunft um Anfangépuntte dev Coordis
naten nimmt, fo ift bie Gleidung einer Curve des gweiten Grades’
X + y2 — (mx 4 ny 4 t)2 = o. -

Die Polare des Punties (x4, y,) ift:
X1X+y,¥y — (mx, +ny,+t) (mxtny+t) =o,
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und wenn der Pol der Brennpunft ift 3 fo veducivt fidy biefe Gleis
dung auf: :
mx -+ ny + t = o.

5) Die Ridptlinieift alfo die Polare desd Brenne
Punftes.

aWenn der Pol auf ver Ridytlinie liegt, fo ift die Gleidung
ber YPolave:

X;X + y,y = o.

6) Die Polave eines Punkied der Ridtlinie geht
aLfodburd den Brennpunftund iff gugleid aufdem
von dbem Brennpunite nad dem Pole gebenbden
BVector fenfredt.

et man von einem Punfte p der RNidytlinie eine Sefante
3ieht, welde die Gurve in a,a’ und die Polave in q fdneidet; fo
bilben die vier Geraven Fp, Fa, Fq, Fa’ ein harmonifdes Bifdel,
und pa der Winfel pFq ein redyter ift, fo ift Fq die Halbivungs:
linie pon aFa‘. Wenn i der Pol der Sefante ift, fo gebt Fq
burd) i, und man Dhat folglid) den Sap:

7) Wenn man an eine Curve bed gweiten Grades
Yon einem auferhalbbderfelben liegenden Punite
qweiTangenten gieht, fo palbive dbie von pemBrenn:
Yunftenad dbem gegebenen Punite gehende Gerabde
ben Wintel, welden die vondiefem Brennpunite
nad dben beiden Berithrungspuniten gehenden Becs
toyen mit einanber bilben.

TWenn der Brennpuntt der Anfangspunft der Coordinaten ift,
fo ift bie Gleidhung der Novmale im Punite (x, y) der Curvey

X —x i Y~y
S—mmxtny+t)  y—n(mxtny+i)’
2aft man die YAve ber x durd) den Punft (x, y) gehen, fo
rebucivt fid) die Gleidhung dev Curve auf:
x? — (mx -+ t)? = o ober mx+t=*x
und die Gleidung der Noymale wird :
X—x_ ¥
TR
Die Gleihung der auf der Ridhtlinie fenfreciten evfien Ave ift :
nxX — mY = o,
und fiie den Durdfdnittspunft e Novmale mit der evften Are
bat man :
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X—x  '—x
T
RNun ift aber x — X bdie Projection ded wifden der Curve und
ber erfen re liegenden Stitcfes der Normale auf den Rabdiugvector;
unb wenn man cinen weiten Puntt der Curve nimmt, fo brepen
fig bie Coorbinatenaren um ben Anfangspunft, indem t ungedns
bevt bleibt und der Orvdinate ded Punfted der Curye gleich ift, dejfen
Projection auf die erfte Ave dev Brennpuntt i, d. b, dem Paras
meter p.  Man bat alfo den Sap:
8) Die Projection desd swifden der Curve unbd
ber erften Are liegenden Theiled der Normale auf
ben von dem Brennpunfie nad dem Durdfduittss
punfte ber Novmale mit derCurve gehenden NRadbius:
vector ift conftant und bem Parvameter p gleid,

oher x — X = ({im)x = 4 ¢,

Uebungdaufgaben.
1) Gine Gurve bed gweiten Grades ju conflruiven, wenn mon
fennt:

a) einen Brennpunft und zwei Tangenten

b) ecinen Brennpunft und dbrei Punfte der Curye; .

c) bie RNidtlinie und drei Punfte der Curve.
2) Gine Parabel gu confruiven, wenn gegeben ift :

a) ber Brennpunft und gwei Tangenten;

h) ber Brennpunft und gwei Punfte der Curve ;

¢) ber Brennpunft, eine Tangente und ein Punft der Curve ;
d) bie Ridtlinie und wei Punfte der Curye.

3) Wenn M, M’ gwei Punfte einer Pavabel, A ber Durdyfdhnittss
punft ber Tangenten in diefen beiden Punften und F der
Brennpunft ift, su beweifen, dbaf man hat:

AM® _ AM”?
MF  MF°

4) Pan foll beweifen: bdaf in einer Curve bes gweiten Grabes
fi) das vom Brennpunfte auf eine Sehne gefalite Perpendifel
unbd ber u biefer Sehne gehbrige conjugivte Durdymeffer auf
ver Nidytlinie {dneiven.

5) Man folf beweifen: vaf ein Halbdurdmefer der Ellipfe ober
Dyverbel dic mitilere Proportionale gwifden den von bden
Brennpuntien nad) vem Cndpuntte ded confugivien Durdmef”
ferd gesogenen Bectoven ift.
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6) Sn der gleidhfeitigen Hyperbel ift dev vom Mittelpunite
aus gegogene Nabiugvector die mittleve Proportionale awifden
ben von ben Brennpunften nad) bemfelben Punfte der Cuvve
gesogenen Bectoren, wasd bewiefen werben foll.

7) Man foll den Ort der Scyeitel der Pavabeln finden, welde
cine Tangente und einen Brennpunft gemeinfdaftlidy haben.

8) Den Ort bed Seheiteld einer Pavabel ju finden , welde einent
feften Brennpunft pat, und durd) einen fefien Punkt gebt.

9) Den Ort des Brennpunftes einer Pavabel ju finden, welde
einen feften Sdeitel und einen fefen Punft, ober eine fefte
Tangente hat.

10) Man foll den Ort ded Scheiteld einer Hyperbel finden, welde
eine fefte Afymptote und Ridtlinie hat.

11) Den Ort der Brennpunfte einer Hyperbel u finden, weldye
cine fefte Afymptote und einen feften Sdeitel hat.

§. 149.

Wenn o, o’y 0', - . . dic Entfernungen eines bewegliden Punts
ted M von fefien Brennpunften F, B, F/, ... undb r, r/, r" ...
bie Enifernungen deffelben Punftes von fefen Gevadben ober Ridt-
linien D, DY, D¥, . . . begeichnen; fo dridt eine Gleidung:

f(er 0 0% «- -3 12 .. =0 1
swifdhen biefen Entfernungen eine ¢ b e ne Cuvve aus, vorausgefept,
baf bie Brennpunfte und Ridytlinien in devfelben Ebene liegen.

Die Qingen r, r/, ', . . . find lineave Funftionen bex
Goorbinaten x, y de8 Punftes M, und o2, 0’2, ¢*’%, . . . fi1d
Sunftionen ded gweiten Grades, aber fo befdaffen: daf die Dif-
fereng gwifden awei beliebigen derfelben eine lineave Funftion ift.
Hieraus folgt :

1) Wenn die Relation (1) in Bejug auf r,r',x",...
unp pie Differvengen > — o2,... lineav ift, fo ift bev
Ortdesg Punftes Meine Gerabde.

2) Wenn diefelbe Relation in Vegiehung auf
B, XY e A PO gweiten Grabde it und
nury o2, o3, 03, ... enthdlt; o ift bev Ovt dbes Punf:
ted M eine Guryve Deg gweiten Grabdes.

So briidt . B. die Gleidung rr/ =m? cine Hyperbel aus,
Weldhe die Leiben Nidtlinien ju Afymptoten Hat; die Gleidhung
? Lr=m> eine GILipfe, deven Ridytlinien bie gleidhen cons
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jugivten Durdymeffer find; die Gleihung ar> + br'2 = m? eine
Ellipfe, ober Hyperbel, worin die beiben Ridtlinien ein
Syftem confugirter Durdymeffer bilden.

Aber dennod) gibt eine Lineare Gleidhung gwifdeng, o, .. .3
r, v, o o gwweilen eine Gurve des jweiten Gradbes. — Diefesd
ift ber Fall: 1) wenn bie Enifernung o von cinem Brennpunfte
eine Lineave Funftion der Cutfernungen r, r/, r*/, ... ift, weil
alsbann p eine lineave Funftion von x, y ift, d. b. man fann
fitr die verfdyiedenen RNidtlinien eine fegen, fo daf man auf den
gewdhnliden Fall quriicfommt (144). 2) Wenn die Summe, oder
Diffeveny der Entfernungen g, o’ von gwei Brennpuntien c o ns
ftant ift; denn da (oo (p—o’) = p>—p’® und ein Faftor con-
feant ift, fo ift dev andeve [inear, alfo aud dic halbe Summe o
ber beiben Faftoven, fo daf man auf den vorbergehenden Fall juviic:
Fommt,

§5i449a,
Cingefdyriebenes Vieredh,

Wenn vier Gevade A, A’; B, B’ gegeben find und bas Pros
buft ber Entfernungen r, r’ ded bewealihen Punftes von ben beis
ben erften ftebt ju dem Produfte der Entfernungen s, s’ beffelben
Punfted von den beiden legten in einem conftanten BVerhdlts
niffe; fo befdyreibt der beweglidhe Punft eine Curve des gweiten
Graves. — Die Gleidung (1) ift in diefem Falle:

5

s T
unb wenn eine der Langen v, r’ Null wird, fo muf aud s ober
s* Mull werden. Die Curve gebt alfo durd) die Durdhfdhnitts
punfte der Geraben A, A’ mit B, B/, fo baf fie um bas Viered
AABB’ befdricben ift, und wegen bdes willfiirlidhen Pavameters
m erhdlt man fo alle um dafjelbe BVieredt befdhrichene Curven bes
gweiten Grades, Man bat alfo den Sap:

8) Wenn in eine Curve ded gweiten Graded ein
Bieved befdricben ift, fo ift bas Produft ber Abs
ffdnbe eines belichigen Punftes ber Gurve von gwed
Gegenfeiten deg Bievedes ju vem Produfte per AL
ftanbde defferben Punttes von den beiden anvern Ge
genfeiten ineinem confranten Serhaltniffe

Weun die Gerade B’ ju B pavallel ift und fich dey leptern
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ndbert, fo ndbern fidh dic auf A, ober A’ liegenden beiden Geden
audy efnanber, und an bder Grenge bevithren A, A’ die Curve in
ven Punften, wo fie von B gefdhnitten wird. — €8 fteht alfo
bag Quabdrat dber Enitfernung eined Punfted dev
CGuryvevoneiner Gervraben ju dbem Prodbufte feiner
Abftdnde von gwei durd den Pol diefer Gevaden ge:
benden Tangenten in einem conftanten Bevhdalt-
niffe.

§. 149 b,

Wenn man wifden p und q eine Relation desd jweiten Grades
bat, fo umbiillt die beweglide Gevade px + qy — 1 = o eine
Gurye des gweiten Grades, Die Cntfernung o dev bewegliden Gee
raben von ecinem feften Punfte (x,, y,) wird ausgedviidt duvd :

0% L T LS
VT 2
und wenn eine lineave Relation :
myo, +mye, +...=5%k
dwifchen ben Abftanden der beweglichen Geraben von n feften Punke
ten F,, F,, . . . gegeben ift; fo bat man:
(m, x;+m,x,+4 . . Jp-+(m;y,+may,+...)¢ —n =k. ()
VPt ‘
RNun fann man aber immer einen Punft (x, y) von folder
Befdaffenpeit finden, daf s
mX, - M,Xo + .., =N0X,
m,y, + mpy, + ... =m0y
ift, fo daf fidy bie Relation (a) auf:
). bl e
ol
reducivt, Da alfo die beweglide Gerade ftets diefelbe Enifernung
von bem Punfte (x, y) behdlt, fo umbiillt fic einen Rreis.

Wenn bdie gwifden o1, 02r 03, + - « gegebene Relation vom
§weiten Grade ift und Feine Glicder ded erften Grades enthalt,
fo ift die Gleidhung mit p und q aud) vom jweiten Grade, und
die beweglide Gevade umpiillt eine Curve ded gweiten Grabes.

!

§. 149 e

_ Tir wollen nun den Fall betradten, wo bag Produft der Ab-
ftdnde dev beweglichen Gevaden vou swei feften Punkten conftant,
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b. b goy = Kk iff. immt man den Punft I' jum Anfangdpuntte
unbd find x,, ¥, die Coorbinaten von F,, fo bat man:
1 PR 2l i
Q’- e \/——— ’
Pt o

VT @
und bie Pavameter p, q unterliegen der Vebingung :
k(p? 4+ g2 — (0%, + qy, — 1) = 0.
RNady der Theovie der Umbiillungslinien ift abey:
2kp—x, _ 2kq—y, _ pXitqy,—2 _ 2k—x,x—y,y
X ke onsael 1 T3 x3 4 y3
_ x4y — 4k
 2k—x,x—y,¥'
und mithin die Gleidhung der Umbiillungsdcurye :
rogr o Ki XYy =287
ptsey x?,+y%,, —4k.
weldhe alfo eine Curve ded gweiten Grabes ift, die ben Punft F
und wegen ber Symmetrie aud F, jum Brennpuntte hat. — Man
bat folglich den Lehrfaf:

9) Dag Produft der aud den beiden Brennpunk
ten einer Gurye ded gweiten Sradbed auf die Tangen?
ten derfelben gefdllten Perpendifel ift eine cone
ftante ®rofie.

@8 fefen T, T (Fig. 177) gwei Lagen der bewegliden Geraben,
foift FP .F/ P, = FP' . F,P’,; bdie beiben Dreiede PFP’
P,F, P,/ find einander dhnlich; folglich auch MPP/, M, PP/ ; mithin :

MP : MP/, = PP’ : P,P',=FP : F,P',.
Die beiven Dreiecte PFM, P/, F,M find alfo einander dhnlidh;
mithin <PMF = P/, MF,. Man bhat alfo den Sap:

10) Wenn man von einem auferhalb einer Curve
beg gweiten Orades genommenen Punfte Tangenten
an diefelbe gieht, fo bilden diefe Tangenten mit ded
von pen beibenBrennpuniten nad) dbem dufern Punfie
gebenden Gevaden gleide Winfel.

Als befondern Fall ift bievin der befannte Sap entbalten: daf
eine Tangente mif ben beiden nach bem Berihrungd”
puntte gebenden Bectoren gleidhe Winfel bilbet

5

0,

§. 150.
Un(dyrichenes Viereds.

Wenn das Produft dev Abftande p, p’ der beweglithen Gevaden
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von gwei fefien Punften a, a’ zu dem Produfte der Cntfernungen
q, q° derfelben Gevaden von jwei anbern fefien Punften b, b’ in

i
einem conftanten BVerbdliniffe -fteht, fo bdaf %;}—;, =k 4t} 0 ums

billt die beweglide Gerade eine Curve des weiten Grades , welde
bie vier Geradben berithrt, bdie man erbdlt, wenn man a oder a’
mit b ober b’ verbindet. Denn wenn p oder p’ Nu [ ift, fo ifi
q ober q' aud) Null; die Gerade fallt alfo in einer pavticuldren
fage mit ab, . . . gufammen, und bie Curve ift folglidh in dags
Bieved ab a’b’a befhrieben. Wegen des willkivlidhen Parameters
k erhdlt man alle in daffelbe Bieved befdhricbene Curven desd zweiten
®rades , und man Dat daber folgenden Sab :

11) Wenn um cine Cuvve des gweiten Gradbesd ein
Viered befdhricben ift, fo fleht dbasd Produft der Ab-
ftinde einer beliebigen Tangente Yon gweigegen:
liberlicgendben Cden ded Bievedesd ju bem Produfte
bey Abftdindbederfelben Tangente von denbeidben
andpern Cden in einemconftanten Bevhdltniffe.

Hievaud folgt: Wenn um eine Curve ded zweiten
Orabes ein Wintel befdrieben ift, fo fiebt bad Pro-
Duft der Ubfdanbde einer beliebigen Tangente von
dben beiben Bervibrungsdpunften ber Shenfel biefes
Winfeldjudem Quadvate ihresd Abftandesd von dex
Sypisebdbes Winfeldineinemconffanten Berhalt:
niffe.

85 Tolan:

Homofocale Curven.

Bwei Gurven des jweiten Graded, welde diefelben Brenns
Punfte haber, beifen homofocale. LWenn man den Miitelpuntt
dum Anfangspunfie der Coordinaten nimmt, fo ift bie allgemeine
Gleidhung per homofocalen Curven : ‘

x? y?
ol ek 4 ?
a? a?—¢? 1)

at—a? (x2 4+ y?+c?)+c2x? =0, ’

Worin ¢ cine Conftante und a ein vevdnberlider Paras
Meter {ft. — Wird a > ¢ genommen, fo hat man eine ELlipfe,
Welde fich mit gunehmendem a immer mehy bev Kveis foym nihert

ODey ¢
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(Fig. 178). Ldfit man a bis ¢ abnehmen, jo plattet ficp die
Cllipfe immer mebr ab, und gept julegt in das swifthen den Brenns
punfen liegenbe Stitd FF, der grofen Are iiber.

Giir a<c erhdlt man Hyperbeln, und wenn a hig ¢
wddft; fo nimmt der Afymptotenwwinfel big Null ab, die beiben
Theile deffelben Hypevbelireiges ndbern fich einander immer mehr,
und falfen gulegt vefp. mit FX und F, X, jufammen. — Wenn &
big qu Mull abnimmt, fo wird ber Afymptotenwinfel fmmev
grofer, unbd sulest fallen die Hyperbelyweige auf die Ave der y. —
Man erbdlt alfo gwei Neiben homofocaler Curven, ndmlid gine
Reihe Cllipfen und eine Reife Hyverbeln. Durd) jeden Punft ber
Gbene gebt cine homofocale Ellipfe und Hyperbel; denn bie Gleis
dung (1) bat immer gwei veelle Wuvgekn unbd gibt fiv a swei Werthe,
wovon der eine < ¢ und ber andere > c ift.

§. 150 b,
Cigenfdyaften der homofocalen Curnen.

Wenn man eine homofocale ELLipfe und Hypevbel bes
fdbveibt, weldpe duvd) einen Punft M (Fig. 178) geben, fo halbivt
bie Tangente an ber Cllipfe den von dem einen BVeetor und ber
Berldngerung des andevn gebildeten Winkel, und die Tangente an
pen Hyperbel der von beiben Bectoven gebilbeten Winfel. Folg?
Lid) purdfdneiven eine hpomofocale Ellipfe und
Hyperbel fidh unteveinemvedten Winfel

Wenn a, a, die Parameter einer homofocalen Ellipfe und oy
perbel, und b,b, bie gveiten Aren derfelben find; fo wird dev Durd”
fehmittspuntt M devfelben burdy die fimultanen Gleichungen

2 2 2 2
X rE—y, %_L=1' a?—bh2=a?, 1 b3, = c?

a? " b2 h2,
beftimmt , wovaus folgt:
aa, bh,
X = —,y=—-.
c c

TWenn ywei homofocale Ellipfen (a), (a’) gegeben find, 0 pei*
fien die Punfte M, M,, wo fie von eincr homofocalen Hypevbel (21)
gefdnitten werben , correfpondivende Punkte, undnad ven
vorhergebenden Gleidhungen hat man:

X > SAEEE)

yi
— .__.._..:.l_lT

awa”b )
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D. b, bie Goordinaten covrvefpondivender Punfte ver:
balten fid wie die Aren. — Hievaus folgt:
x‘l xi‘l X _"ﬂ }2 vli yz__yl‘z )72 _vfz

a2 2T a2 _gia! 3T pia 'bﬂ' —bh2 T q¥ —a2’
o, i i o ead e
aﬂ 5! 2 atz aQ + b-"' -—

X2 YA (@A y/2) =g t=unas
Sind ferner N,N’ jwei anbeve corvefpondirende Punfte und x , v,;
x‘y, v, ibre Goordinaten; fo bat man ebenfo:
X3, +y2, — (X3, +y%) = a?—all,
Serner ift :
MN"=(X — X', 2L (.= Yl m X2 32 L X% 4 vi2,
= 2(xx'y +yy)
MN'= (x'—x,)* + (¥ — y1)* =x"2 4 y2 4 x3, +y2,
—2(x, X"+ vy, ¥),
alfo ¢
MN* —M'N® = o, odber MN’ = M'N;
D p. die fid)y burdpfreugenden Berbindungdlinien
sweter Paave corvefpondivendber Punfte auf jwei
bomofocalen Gllipfen find gleid Lang.
Diefer Sas findet audy nody ftatt, wenn gwei homofocale Hy-
Yerbeln von einer vevdanderlidhen €llipfe gefdnitten werden.
Die Gerade:
mx 4-ny+ t = o
bat in ber homofocalen Gurve (a) gum Pole:

i, i L4 Yi 10 adl MXgmInyy
maz n(@z—c2) . o T mme?
unb die von dem verdnderlichen Parameter a unabhingige Gleidung :
nx,; — my, — mnc% = o

btu&t penn Ort ber Pole der gegebenen Geraden in Begichung auf
bie yerfdhicpenen homofocalen Gurven aus. — Man hat daher den
Sag:

Der Ort der Pole derfelben Gevaden in Bejies
bung aufyverfdicdenc homofocale Curven ift eine
Aufoer gegebenen fenfredte Gevabe.

Bon den homofocalen Guroen berith vt eine die gegebene Ges
vabe, indem ber Bevithrungspunkt der Fufpunft des Perpendifels ift.

Wenn gwei homofocale Ellipfen (a), (a’) gegebenfind, und

Scmufe, Coorvinatengeometric. 15
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man zieht von einem Punfte P (Fig. 179) ber grofern zwei Tans
genten PM, PM‘ an bdie Feinere; {o maden diefe Tangenten mit
PF und PF, gleidye Winfel, und haben folglich gegen die in P
an die exfte Cllipfe gezogene Tangente B, B gleide Neigung. —
Wenn alfo ein Lidtftvabl an der innern Seite der grofen Ellipfe
fucceffive Suriihwerfungen erfdbrt, fo beviibrt ex flets die Fleinere
bomofocale Elipfe.

§. 151.

Homofocale Parabeln.

Wenn Parabeln denfelben Brennpunft und diefelbe Ave haben,
fo beifen fie pomofocale. — Fimmt man den gemeinfdyaftlichen
Brennpunft gum Anfangspuntte der Coordinaten , und bie gemeins
fbaftlidhe Are gur Are der x, fo werben die homofocalen Parabeln
burdh die Gleidhung :

v =2 (x+5) ®)
ausgedriidt, wovin p ein willfiivlicher Pavameter ift.

Pofitive Werthe von p geben eine Neibe Parabeln, welde
auf der Seite der pofitiven x liegen. RNimmtp bisg Null ab,
fo ndbert fih der Sceitel bem Brennpunfte F (Fig. 180) und bie
beiben Sweige der Parabel ndbern fid) gegenfeitig , fo daf fie yulest
mit bem Theile FX der Arve gufammenfallen, Nummt dagegen P
gegen oo gu, fo entfernt fid) der Scheitel gegen bie Linfe undb
pie Beiden Curyengweige geben immer weiter auSeinanbder,

Negative Werthe von p geben eine gweite Reife Parabelm,
welde auf der Seite ber negativen x liegen, unbd diefelben Um*
ftdnde darbieten , wie die evite Reibe.

Durd) jeven Punft (X, y) der Chene geben wei homofocale
Parabeln, und gwar von feder Reibe eine; dbenn die Gleidung )]
gibt fiiv p 3w ei Werthe, einen pofitiven und einen neg®
tiven,

Wenn man ben Brennpunft F, felt liegen und F dagegen fid
ing Unendlidhe entfernen [aft auf der Are der pofitiven x; fo wird
vie Reibe der Homofocalen ELLipfen die ex fte Reibe der Paras
beln, unbd die Reife der Hyyperdeln die weite Parabelreide
fo baf fih die obigen Lehrfdse aud) auf homofocale Pavabeln €+
ftreden laffen, wenn man zwei Pavabefn derfelben Neibe als et
pomofocale llipfen, und gwei Parabeln, wovon die eine aus dEF
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einen und bie anbere aus der anbdern Reife ift, ald eine homofo-
cale Glipfe und Hyperbel betvadytet.

Uebungéaufgaben,

1) Man foll die Cinbiillungcurve dev Polaven deffelben Punties
in Begiehung auf verfdiedene homofocale Curven finden,

2) Den Ort der BVeriibrungspunfte ber von einem feften Punfte
an die verfdhicbenen homofocalen Gurven gejogenen Tangenten
su findben.

3) Gbenfo den Ort der Durdfdnitispuntte der Normalen mit
den Guryen.

4) Desgleidhen den Ort dev Projectionen des feften Punftes auf
feine Polaven.

5) @in vedter Winfel bewegt fidh in der Cbene weier homofos
cafer Guryven bded weiten Graded fo, Ddaff der eine feiner
Sdyentel die eine Curpe, und der anbere dic andere fortwdhs
vend Dberithrt 5 man foll den von ber Shige ded Winfeld befdyrie-
benen vt finben.

Einundawansigftes Kapitel.
Symbolifdhe @Geometrie

$ 15,
Imagindre Punhie.

Befannilidy driictt ein Syftem veelLer Werthe von x, y einen
Puntt der Chene ausd, und wiv wollen ein Syflem imagindrer
Werthe von x, y nady der Analogie einen imagindrven Punkt
Nennen, 1m ferner unfern Ausdriiden die véllige Allgemeinbeit als
gebraifdher Symbole gu geben, verfehen wiv unter Linie die Ge-
fammieit ber veefen und imagindven Aufléfungen der Gleidung
f(x, y) = o, fo baf eine gerade Linie, ober eine Curve des
iWeiten Grabes weiter nidtd, ald eine Gleidhung des erften,
ober sweiten Grabes mit beliebigen veellen, obev imagindven
Coefficienten ift, — Eine Gleidung mit reellen Coefficienten
Vviictt gewdhnlic) eine veelle Curve und eine unendlide Menge

15%
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paarmwelfe confugivter imagindver Punfte aué, wogegen eine
Gleidung mit imagindven Coefficienten eine unendlide
Menge imagindrer Punfie und cine endlidye Anzapl v ¢
el lev Punfte qusdriidt , inbem bdie leftte Sabl hichitens bem Duas
brate ded Grabes bder Gleidung gleidh ift. — So bat 3. B. vie
imagindre Gevade:

ye=(ef V= Dx+r48 V1
nue pen cinen veellen Punfi:

px+8 =0, y = ax+7.
Die durd) jwei conjugirte imagindre Punfte gehende
®erade ift veell. — Die gemeinfdaftlichen Dunfte pweier Linien
find nidts andbers, ald bdie gemeinfdaftliden Aufldfungen jweier
Gleidungen, — Eine gerabe Linie fdhneidet eine Linic beg mien Gras
ves im Allgemeinen in m veellen, oder imagindven Punften.

§. 152.

Imagindre Fingen.

Unter der gegenfeitigen Cntfernung zweier Punkie
¥, (x, y') verfteben wir bei veditwinfligen Uren ben
Ausdrud :

D= V(xu — x)2 + (3! —y*)2.
Wenn M, oder (xo, ¥o) eint Punft einer Gevaden A, A ift, 0
ift ihre Gleidhung:
x;Xo 4 Y;Ygzi?’
o p und q der Relation p> 4-q2 = 1 genfigen (§. 20). — FiF
die beiben Hidlften derfelben M A und MyA, hat man:
et o g A A =0 =Xy 1Y O¥o
) q L= Sk | y
fo baf alfo aud) auf einer imagindren Geraden gwei ent9¢;
gengefepte Ridbtungen unterfdicven werden. — G5 feien M
‘und MY oder (x, y9, (x“, y') gwei Punfte, welde auf D
balben Geraben M,A fo liegen, bof MY auf M'A Tiegt; 10
bat man
X'—x

=.0p

= =yl_-yo Gk MOM” x”_._xo IR y”__yo P MOM"’
p q ) q

an_xt o yuq__zf — MM,
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folglid) :
MM = MM’ + M‘M".

Smagindve Lingen werden alfo wie veelle abbirt und fubtrabivt,
unb man Fann fagen : dafi der Punft M 3 w i f dh e n MyundM" liegt.—
Durdylauft man alfo auf einer imagindren Geradben fucceffive in
dem einen und anbern Ginne verfdicdene Lingen, und betradytet die
nady dem einen Sinne durdlaufenen ald pofitiv; fo miifen bie
in bdem entgegengefesten Sinne tuvdloufenen ald negatiy an:
gefehen werden.

Nady unfever Definition ift die Linge eine imagindre Grife,
deren YAvgument gwifden — g unb + ;— [tegt, b. b. beren vreel:

Ley Beftandtheil pofitiv i, o baf die Bergleidhung der Lin-
gen auf bie diefer veellen Beftandtheile juridfommt, und eine Linge
gv §fer alg cine anbere genannt wird, wenn by veeller Beftand-
theif grofer als der dev legtern ift.

§. 153.

Imagindves Dreieds.

Drei durd) ibre Coordinaten beftimmte Punfte bilben cin Dreied ;
bie gegenfeitigen Enifernungen dicfer Punkte find bic Seiten a, b, ¢
bes8 Dreiedies, und die Winkel deffelben werben durd) die Fovmeln:

cos A = lﬂ—';;;“a', sin A = V:l —cosz A,

|

Voaand

beftimmt , worin alle Eigenfdhaften ber Dreiede enthalten und auf

imagindve Dreiede erfivedt find. — Die Flade eined Dreiectes

ift vie Hdlfte des Produftes aus feiner ®rundlinie und Hihe, und

bie yerfdhievenen Ausdriide diefer Flide qelten aud) fiiv imagiz

nive Dreiede, — Wenn man auf dbev Geite BC awifdhen B und

C einen Punft D nimmt und penfelben mit A verbindet; {o Deifit

bic Gerabe AD in dem Winfel A liegend; fie theilt dag Dreied,

und mithin aud) ven Winfel A in gwei Theile, wie fid) leicht geigen

igt. — 9Renn cin gegebenes Bicled durd) Gevade, welde in

feinen Winfeln liegen, in Dreiede gerlegt werden Fann j fo findet
audy ber befannte Sag fber die Winfelfumme jegt nod) fratt.

A= log (cos A V1 sin A)
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§. 154.

Imagindre Winkel.
Dev von swei halben Geraden M A, M, A’ ober:
XisrXg Lr¥=rYonis XeXein Y yei
peivgeag e o rig
gebildete Winfel ¢ ergibt fidh) leicht; denn wenn man auf ben beiden
®eraben von ibrem Duvdidnittépuntie (x5, vo) aus jwei Lingen

o, o' nimmt, fo gibt dag dbadarc) beftimmte Dreiect s

cos ¢ = pp’ + qq’.

Die beidben entgegengefesten Hdlften Mo A, und M, A’ geben
fiir cos ¢ benfelben Werth, wdbrend die beiden HAlften My A, und
M A/ jwei gleidhe und entgegengefeste LWerthe fiiv cos ¢ geben.
Mithin find wei Scheitelwinfel einander gleidy, und wei Nebens
winfel evgdngen einander ju wei vedyen § 2c. 2c.

Bwei halbe Gerade, fitr welde p und q einerlei Werthe haben,
finb parallel. 3wei Winfel, deven Scdenfel pavallel find,
find einanber gleid; . 20

Flr eine vyom Anfangspuntte O audgebende halbe Gerabe OA
bat man :

91

x -
—chEs e 01

: P q
unb wenn «, g die Winfel begeidynen, welde fie mit den beidben
Halbaren OX, OY bilbet; fo ift cose = p, cos3 = q, alfo
cos? a + cos? 3=1. &3 Ednnen Bier mehreve Falle vorfommen.

Wenn 3

————
cosa= |/ 1—cos? 3 = Vcosﬂa und cos :Vi —cos?a
= l/cosﬂ B

ift, fo bat man a8 = g—, und bie halbe Gerade OA liegt in dem

Winkel YOX, fo daff in diefem Falle die Winfel a, B fpip finds
Wenn :

cos @ — — ]/cos“ @ und cos g = — V¢3052 i}

ift, fo bat man ¢ — g = g., OA liegt in dem Winfel YOXy/

aift fpip und 8 fumyf.
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Um alle Falle in bie eine Formel « 43 = ;gufammeu;ufaﬁen,

feen wix
sine = cos 3,
folglidy s
o T/l_-- log (cosa + ‘/:1 . Cos ),

und afébann beftimmt der auf diefe Weife definivie Wintel « bie
Lage von OA vollftindig. — Wenn sine = Vsin? ¢ ift, fo liegt
OA auf derfelben Seite ber Are der x als bie Halbare OY, und
Wenn sina — — Vsin® a ift; fo liegt OA auf ber anbern Seite.

Das Borbergebende it fih leidht vevallgemeinern und auf
imagindre Coordinatenaren ausdefuen. Der Funbamentalfas
von pen Projectionen gilt ebenfallé fiiv ein imagindres
Bieled und eine imagindre Arve, fo wie alle Folgerungen dars
aug giiltig bleiben, und ingbefondere bie Formeln gur Transfor:
mation ber. Goordinaten bei imagindven Aven diefelben bleiben,
wic bei veellen.

§. 155.

Imagindrer Mreis,

Der Rreid oder ber Ort ber von einem Mittelpuntte gleidveit

entfernten Punfte bat gur Gleidung:
(x—a)? 4 (y=bh)2 —r? =0,

wp a, b und r drei veelle, ober imagindre willfinTihe Confianten
finp. — Gine Gevade fdneibet bden Rreid im Allgemeinen in wei
Punften, und wenn diefe beiben Punfte in einen ufammenfallen
fo wird bie Scfante qur Tangente. — Die verfhiedenen Sape,
weldye in’ ber Glementargeometrie yom Kreife bewiefen werden, evs
flvedten fih audy auf den imagindren fyei¢, inbdem die Beweife dies
felben bleiben, ober ber Fovm nady etwas “abgedndert werben.
3. B. bag aus dem Mittelpunfte auf eine Sehne gefdllte Perpen-
bifel theilt diefe Sebne in gwei gleidpe Theile; denn bie Sehne
ift bie Grundlinic cines gleidhfdhentligen Drefeced , weldes durd
das Perpendifel in gwei gleiche vehtwinflige Dreiede getheilt wird. —
Dag Perpendifel fm CEnbdpuntie cines Halbmeffers ift eine T ans
gentes; gleiden Mittelpunftgwinteln  entfpredyen gleidhe Sebh=
neny 2.
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Aud) bie gewishnliden Definitionen der trigonometrijdhen Grofen
finben bei bem imagindren Krveife ftatt.

Jn dem Borbergehenden haben wiv die Grundlagen einer fyms:
bolifdhen Geometrie angebeutet, welde allgemeiner ift, als
vie gewdpnlihe Geometrie, und worin fidy die Lehridge nicht auf
Siguren, jondern auf Symbole begiehen, welde nur in ges
wiffen befondern Fallen durd) Figuven davgeftellt werben; und nur
ber Deutlidyfeit wegen haben wir dicfen Symbolen bdie gewdpnliden
Namen dev entfpredenden Figuven gegeben. — Sind bdie Grunds
lagen Ddiefer {ymbolifhen Geometrie einmal gewonnen, fo ergeben
fig fammtliche Lepridge auf fynthetifhem Wege, wie in der ges
wohnliden Geometrie, fo daf die fynthetifden Sdliiffe die Stelle
ber algebraifdhen Operationen, namentlih die Trandformationen
und Combinationen ber Gleihungen vertveten. — Diefe fymbolifhe
Geometrie liefert ein fdhigbares Crfindbungsmittel und erleidhtert bie
Aufiudung widtiger analytifder Cigenfhaften der Gleidyungen.
TWird fie bagegen auf die Unterfudung der Cigenfdaften der Fis
guren angewandt, fo bilbet fic eine newe geometrifdhe Methobe ;
venn oft wird ein durdy diefe Methode gefundener abftracter Sag in
ben Fall ber Realitdt ibertragen, und pwar burd) einen geos
metvijhen Say, welden man duvd) die Betradytung einer reellen
Jigur entweber gar nidyt, oder wenigftens nidt einfad genug ev?
balten fann.  Ruvg: durd) Anwendung imagindrer Symbole
werden die Betradtungen vevallgemeinert, wie wiv in der
&olge an vielen Beifpielen fehent werden, und man fann von diefer
Methobe mit Redt fagens daf fie die Cinfad heit ber gepme?
trifden und bie Allgemeinheit der analytifhen Methode in
fidy veveinigt,

§. 156.

Imagindre Tangenten.

Wenn gwei Punfte, worin cine Gevade cine Gurve fdneidet,
fidy unbefdranft ecinanver ndbern; fo wird dicfe Gerade T a n
gente. — Diefrihern Methoben der Tangententheorie (Kap. 5 u. 6)
find allgemein, und folglicy hat die Tangente in einem belics
bigen veellen, ober imagindven Punfie bdie Form (A) in §. 56. —
Bo einem YPunfre Fann man an eing Gurve des mien Grabdes
m (m—1) Tangenten zichen, 3. B. vou cinem innerhalb einer ¥
¢llen Cllipfe legenden Punfte jwei conjugivie imagindre
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Tangenten, fite welde die Berihrungsjehne veell iff. — Wi
Eénnen daher unfeve fritheve Theorie der Pole und Polaven (Kap. 19)
veralfgemeinern, und definiven: die Volare eines Punftesd
ift bie diefem Punkte entjpredhende Berihrungss
fehne. — Asbann verfdwinden alle Bejdrantungen und die Lehrs
fige miffen im ausgedehnteften Sinne genommen werden, — Wenn
in pem Lehriase 1 der Punft p aufervhalb liegt, fo muften wiv
ung fritper auf bie die Cuvve wirflith fdneidenden Sefanten Dbes
fdrdnfen , weldhes nur den auferhalb der Cuvve liegenden Theil
ber Polave gab. — Wenn aber die Sefante die Curve nidt fdhnei
det, fo find die Durdfdnittspuntte, und folglich die beiven Tan-
genten imagindr conjugivt, was cinen vecllen Bereinigungss
punft gibt, und man erpdlt auf dicfe Weife den innevn Theil
der Polare.

§« 157.

Purd)[chnitt jweicr Curnen des jweiten Graves.

Bwei Curven ded gweiten Grades {dnieiden fidh in 4 Punften,
und wenn man bicfelben paarweife verbindet, fo erbdlt man 3 Paarve
gemeinfdaftlidher Sefanten, fo baf ber Duvdfdnittspunft jedes
Paaves in beiven Gurven die dburch die beiden andern Duvdfdhnittds
punfie gehende Gerade jur gemeinfdaftlidhen Polave hat.

Renn die beiven Gurven veell finb, fo find bie 4 gemeins
fhaftlidhen Punfte veell, oder imagindr confugivt, und man hat 3
Falle qu betrachten: 1) €8 find 4 Punite veell. — AlSdann
find die 6 Gefanten vreell, und 3 veelle Punfie haben in beiden
Guyyen diefelben Polaven. 2) E3 {ind 2 Punfte veell und
2 imagindv, — Alsbann find 2 Sefanten veell, ndmlid bie,
welde burd) die beiden veellen , und die, welde dburdy die beiden
imagindven Punfte geht. Jebed ber beiden andern Paave befteht
aug 2 conjugivten imagindven Sefanten, und 3 veelle Punfte
baben piefelben Polaven, — 3) Die 4 Punfte find imagindr.
~— Sn biefem Falle ift ein Paar gemeinfdaftliher Sefanten veelf,
und ein eingiger veeller Punkt bat biefelbe Polave.

Die allgemeine Gleidung dev purd) 4 Punfie gehenden Curven
De8 gweiten Grabes ift von der Fovm:

F (x, y)+M(mx+4ny+t) (m'x4n‘y+t) = o, (1
o F (x, y) = o eine diefer Gurven, mx 4 ny 4 t==0, fo wic
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m’x+n'y+t/=o eine gemeinfdaftlide Sefante und 2 ein willfiirTidyer
Pavameter ift.
Wenn man bdie beiven gemeinfdaftlihen Sefanten gu bden Cos
orbinatenaren nimmt, fo veducivt fih vie Gleidhung (1) auf:
F 4 Axy = o. (2)
Den Ort der Mittelpunfre diefer verfdyiedenen Guvven erhalt
man, wenn man A gwifden den Gleidungen:
F'x+1y——‘0, Fly-l-lx = 0
eliminiyt, wodurd) man erhdlt
xF'x — Yy F’y =0,
b. b. eine dburd den Anfangspuntt gehende Curve ded jyweiten Gradesd.
Die Gleidung (2) fann folgendermafen ausgedriidt werden:
ax® + Axy +ey? +dx+ey +f=o,
und die Polave eines Punfies (x,, y,) ift:
Qax,+d)x+Q2cy,+e) y+dx,+ ey, + 2[4 (xy, + yx,) =o0. (3
®ibt man A gwei verfdiedene Werthe, fo miiffen, damit dic
Polave diefelbe twird, fih bie beiben Gleidhungens
(2ax,+d) x+ (2ey,+e) y+dx, + ey, +2f =0 i )
YiX +x,y = o
auf eine vebuciven, €38 muf alfo entweder x, = o0, yy=o0, ober:
dx, + ey, + 2f = o
unb :
2ax, +d __ 2y, + e
Y e X,

ober :
2ax?, — 2¢y%, + dx;, — ey, = o

fein. — Aufer bem Anfangspunfte evhalten wiv alfo jwei andere
auf der Polare diefes Anfangspunftes liegende Pinfte, — SJn gwel
Gurven des pweiten Grades find folglidh die Durdyfdnitispuntte der
gemeinfdaftlichen Sefantenpaare die eingigen Punfte, welde diefels
ben Polaven haben, und der gemeinfdaftlide Punkt von (4) gehort
offenbar allen Polaven (3) an. — Man hat alfo ben Sap:

1) Die Polarven eined Punfted der Ehene in B¢#
jiebung aufverfdiebene, umbdaffelbe Bieved be
fdriebene Gurven ded gweiten Gradbes gehen alle
burd denfelben Puntt.

§. 158

Curnen bes sweiten Graves, welde 4 Gerade beriihren.
Jn bem i §. 87 evwibnten Goorbinatenfyfieme werden Fwet
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Gurven durdy gwei Gleidungen gwifdhen den Bevdnderliden p, ¢
ausgevviidt , und jede gemeinfhafiliche Aufiéfung diefer beiden Glei-
dungen gibt eine Gerade, welde beive Curven gugleid) berithrt,
fo bafi man veelle, ober imagindve gemeinfaftlihe Tangenten evs
bilt, Da gwei Curven des gweiten Grabes durd) jwei Gleidungen
auggebriidt werben, welde in Begug auf p und q vom weiten
G®rade findj fo folgt: daf biefe Curven 4 gemeinfdaftlide Tans
genten haben. — Die drei Diagonalen des um bie beiben Guryen
befdyriebenen Bicvedes bilven ein Dreied, wovon jede Winkelfpige
bie Gegenfeite gur gemeinfdaftlichen Polave bat (§. 137). Man
bat alfo ben Sagp:

2) Die drei Diagonalen besd um jwei Curven des
iweiten ®raded befdriebenen Vievedes bilben ein
Dreied, deffen Cden die Durdfdnittépunite der
brei gemeinfdhaftliden Scfantenpaare find.

Die aligemeine Gleidung der Curven ded weiten Grabes,
welhe 4 Gevade beriibren, [dft fih auf folgende Fovm bringen:

F (p, @) — * (pa+q3+1) (pa'+q8'+1) = o, )

wo F (p, q) = o irgend eine biefer Curven ift , (e, 8), (', B89
swei gegeniiberfiegende Ecden find und 2 einen willFirliden Pavas
meter begeidhnet. Denn gwei Werthefyfteme von p und q reduciren
gugleihy F (p, q) und den Faftor pa + qp + 1 auf Nul, und
geniigen mithin der Gleidhung (5), was aud) A fein mag 3 fie geben
awei burd) den Punft (o, 3) gebende gemeinfaftlihe Tangenten,
und die beiben anbern geben durd) den Punft (a’, ).

Betvadyten wir die Curve des gweiten Grabes:

F = ap® + bpq + cq® + dp + eq + f=o,
fo wird ber Pol (Xy, yy) der Gevaden (p,, q) duvd) die Relas
tionen :
2ap,+bq,+d _ 204y t+bp, te __ dp, +eq,42f (6)
Xy Y1 !
beftimmt , weldye benen in §. 134 analog find. — Denn bicfe Ge
vabe trifit die Curve in einem Punfte (x, y), welder ber Gleidhung:
pixt+qy+1=o0
geniigt.  Die Tangente in diefem Punkte ift aber nad) §. 87:
2ap+bq+d _ 2¢q+bpte _ dp + eq +2f

T y 1

__ 2app+b(p, q-+q:P)H2cqqs 0 +pa) +elqty,) +2f
pix + 4.y + 1 ;
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und ba der Nenner = o ift, o muf audy der Jdhler = o fein;
folglidy
(2ap, +bq,+dp+QReq,+bp,+e)q+dp,+eq,+ 2=o.

Gé geben alfo alle Tangenten in den Punften der Curve , WO
biefe von der Gevaden (p,, ;) gefdnitten wird, durd) den duvd)
die Relativnen (6) beftimmien Punft (xy, v,), und mithin ift diefer
Punft der Pol dber Geraden.

Wenn man dicfe Formeln auf die Cuvve (5) anwendet, fo evs
balt man:

Fip —ha'(prat q 8+ D) —da(po’+q,8+1) . .. i

X, s ABE IRRS
und wenn man bie durd) die beiben gegeniiberliegenben Ccden (¢, 3),
(a’, B') gehendve Diagonale jur Polarve nimmt; {o vevidhymwinbet dev
willkiirfide Pavameter 2, woraus folgt: baf biefe Diagonale in
aflen Gurven bes gweiten Grades denfelben Pol hat. —

Berlegt man den Anfangspunft in ven Puntt (a’, g, o vedus
civt fih bie Gleidhung (5) auf:

F — 2 (petqd+1) = o,
und die Gevade (py, ¢,) bat jum Pole:
Fipo—de  Fqu—A3  dpy +eq; +26—A(p,a+q,84+2)

 Xg Ya 1
_ PF'p—aF'q Fpu(pyatq,+2)—a(dp, t+eq TH26)
Bxy—ay, X, (pre+q,:8+2)—«

woraud fid) eine von A unabbingige Gleichung des erfien Grabed
mit x, und y, ergibt, fo dbag man alfo folgenden Lebrfag hat :

3) Der Ovt der Pole dberfelben Gevaden in Bejud
auf verfdiedene tn daffelbe Bieved befdriecbent
CGurven dbesd gweiten Grabdes ift eine Gevabde, —

Qift man die Gevade fih ing Unendlide entfernen, fo wird
der Pol Mittelpuntt. Folglid ift der Ort dber Mittel
punfte devindaffelbe Bieved befdyricbenen Curyen
ped gweiten Grades eine Gevabe. — Jebe der brei Dias
gonalen fann al8 ecine in dag Bieved befdhrichene Clipfe betvadiet
terden, beren Fleine Are Nu (Y ift, und mithin geht die fraglid®
Gevade durdy die Mitten dev drei Diagonalen, was ein einfadyes
Mittel jur Beftimmung bes Mittelpunites einer 5 gegebene Gerade
beviihrenben Gurve des gweiten Grades an die Hand gibt, Dent
verbindet man die Mitten ber Diagonalen des von gwei Combind”
tionen Ddiefer 5 Gevaden gebilbeten Bieveded, fo ift ber ﬁ)urd)"
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fdmittgpunit ber beiden fo evhaltenen Gevaden dev gefucdbte Mittel-
punft , worauf vic Curve felbft leidht conftruivt werden fann. —
Soll man cine Pavabel conftruiven, welde 4 gegebene Gerade
bevithrt, fo gibt die Verbindbungslinie der Mitten der Diagonalen
bes Bievedtes die Nidhtung der Axe und bdie weiteve Conftruction it
diefelbe.

§. 150. _
Curven des sweiten Grades , weldye eine doppelte Werithrung haben.

Wenn gwei gegenitberlicgende gemeinfihaftliche Sefanten gweier
Gurven bed weiten Grades fidy unendlidy ndbern, fo beviibren fidh
biefe Guroen in zwei veellen, ober imagindven Punften, und bie
Gleidung diefer Cuyven ift:

F(x,y) — A(mx+4ny+1? = o,
wo F (x, y) = o cine diefer Curven, mx—+ ny -t = o die Be-
tiibrungsgerabe undb A ein willfiinlidher Pavameter ift.

Sn bem Syfteme der Tangentialcoordinaten ware die Gleidung :

F@ @ —2r@etaqs+13® =o,
o «, B dic Goordinaten bed Durdfdynittspuntted der beiden ges
meinfdaftlihen Tangenten find.

MWenn 3wei Curven des gweiten Grades eine doppelte Beriihrung
Daben, fo find bie Beviihrungspuntte veell, ober imagindr confugirt,
und folglidy ift die BVeriihrungsgerade, fo wie ihr Pol reell

Sweiundywangigftes Kapitel.
Anparmonifdes Verhdltnif

§. 160.

Wenn vier in geraber Linie liegende Puntte a, b, ¢, d gegeben
find, fo wird ber Duotient aus den Verbiltniffen der Entfernungen
3teier bdiefer Punfte von ben beiben anbern das anbarmonifde
Berhaltnif derfelben genannt, fo daf man dic drei anharmoni
fdhen Berbiltnife:

ac _ he ad ~ed ab db
add il abiiiehy T caens ke



— 238 —

und die umgefehrien derfelben bifden Fanm , wobei bdie in einem ges
wiffen Sinne genommenen Lingen ald pofitiv und bie in ent
gegengefegtem Sinne genommenen al§ negatiyv ju betvadten find.

Durd) ivgend eing bdiefer BVerhaltniffe werben alle fbrigen be:
ftimmt. Denn begeidhnen p, q, r die Abfiinde ded Punfted a von
den brei andern b, ¢, d und x, y, # dic dbrei Bevbdliniffe; fo
bat man:

oot Lt el o e et L B ] s il g

r(q —p P~ 4 q( — 1

woraus folgt:

1

y= 1—_——;, R i-:).;’ S —] 1_..z.

Die drei Verbdliniffe evgeben fidh alfo nady demfelben Gefesie
auseinanber. — Wenn gwei Grupyen von vier Punften wei gleide
anparmonifhe Verbdltnifie geben, fo werben bdie auf gleide LWeife
in dbiefen BVerbdltnifien vorfommenden Punfte ald corve fponbis
vende betradtet, und alle {ibrigen anbarmonifden Berhaltniffe
find beiberfeitig audy gleid.

§. 161.
Wenn vier durc) denfelben Punft O gebende Gevade A, B, C, D

gegeben find, fo beifit bie Grife:

sin (A, C) | sin(B,C)

sin (A, D) " sin (B, D)
bag anbarmonifde Berhdaltnif derfelben. — 3Jieht man
durdy pad Biifdel diefer Geraden eine beliebige Sefante, welde
jene in ben vier Punften a, b, ¢, d {dneidet, {o ift dad anharmo?
mifde BVerbaltnif der vier Geraben dem anharmonifden BVerbaltnifie
ber vier Punfte gleidh. Denn begeidnet h basg von dem Punfte O
auf bie Sefante gefalite Perpendifel, fo Hat man:

oa . oC . si
AL ;u (A,C)'“_

folglich ¢
ac . bd __oa.ob.oc.od.sin (A, (). sin (B, D)
ad . be ™ oa.od.ob.oc.sin (A, D). sin(B,0)
__sin (A, C) . sin (B, D)
~ sin (A, D). sin (B, C) °
Alle durd) baffelbe Straphlenbiifdyel gesogenen Sefanten geber
alfo vaffelbe anbarmonije Berhdlinif. — Wenn eing diefer Ber”
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baltniffe = — 1 ift, fo find bdie beiden andern =} und =2 unp
die drei umgefehrien Fommen auf die vorhergehenden juriid, Sn
diefem Falle fagt man: daf bie vier Punfte, ober bie vier Geraben
ein parmonifdesd Syftem bilven (§. 33).

§. 162.

Involution,

Wenn auf einey Gevaden 6 paavweife confugivte Punfte a, a’;

b, b’; ¢, ¢’ gegeben find, und ed ijt:
a.pa =pb.pb=7pc.pc' =k, (1)

wo p ein gewiffer Punft devfelben Gevaben ift; fo fagt man: bie
6 Punfte bilven eine Jnvolution. — Mit Hiilfe der 4 Punkte
a, a’; b, b’ fann man gunddft p durd) die Bedmgung:

priSpal=iphiiph="%k
beftimmen; benn wenn bie Lingen aa’, ab, ab’ befannt find, fo
wirdb die lnbefannte durd) eine Gleidung des erfien Graded be-
fimmt,  Wird aldbann der Punft ¢ willkirlid) angenommen, fo wird
ber conjugivte Punft ¢’ durdy die Relation :

pec«pe' =k
beftimmt. uf beiben Seiten von p gibt ed in dem Abftand Vi
gwei Punfte g, h, welde ihre eigenen conjugivten find — und gwei
belichige conjugivte Punfte a, a‘ {ind die barmonifd confugivten
Yo & und h.

Sed)d Punite, welde eine Involution bilden, haben bie Cigen=
fdhaft: daf bag anbarmonifde Verhiltnif von vier devfelben dem
anbaymonifden Berbdltniffe’ der vier confugivten Punfie aleidy ift.
Denn wenn a,a’, b, b’ die vier betvadteten Punfte find, fo find
a‘, a, b’, b bie vier conjugivien Punfte, und man bat offenbay :

ba_ ba b'a’ _ ba’
ba’ ‘ba’ _ ba * ba '

Nimmt man nun die vier Punfte a,a’, b, ¢ und bdie viey cops
fugirien a’, a, b?, ¢, fo geben bie SReIatwnen o)

pa_pb _pa—pb __  bha, ypa _ pb’ b'a
]Jb‘ pa’ pb'—pa' ba‘’ pb pa: T B’_‘i‘,"t
fD‘[aI;c[)

ha pa2 b‘a’

PR I YT
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Ebenfo crgibt fid):
G R S g
oAl TR g
und mithin:
ha ca blals Tiela!
e EW o (2)

UmgeFehrt , wenn 6 Punfte die Eigenfdaft haben, daf das an’
parmonifdhe Berhdlinif von 4 derfelben dem anbarmonifden Bers
Daltniffe der 4 confugivten Punfre gleid ift; o bilden diefe 6 Punfte
cine Snoolution, — Denned feien a,a’y b, b’ € ¢’ fedhs Punfte,
welde der Gleidhung (2) genfigen, und man beflimme p fo, dafi:

pa . pa’ = pb . pb’ =K,
und ¢ fo, bafi:
pesEpeY ek
ift; fo bilben die 6 Punfte a,a’; b,b’; c,e’/ nady dem diveften
Sape eine Involution und geniigen der Gleidhung :
ba.  .ca . b'al: c''a
ba’  ca’  ba | o )
us der BVergleidhung von (2) und (3) folgt :
ellg’lelals iclal=Talx “cic¥
¢’a c¢a c¢’a—ca ¢l
und ed muf folglid c’c’’= o fein, jo dbaf die Punfte ¢’ und 0
sufammenfallen.

MWenn man irgend einen dufern Punft O mit den fedhs JInve*
Tutionspunften verbindet , fo exhdlt man ein Involutionsbiifdel vor
fedhs Geraben, d. h. dag anharmonijde BVerhdltnif von vier ber’
felben ift gleid) dbem anharmonifden Berhdliniffe der vier confugit’
ten —— und eine belicbige durdy dasd Biifdhel gebende Sefante wird
in fechd Punften gefdynitten , weldhe eine Jnvolution bilben.

enn drei, durd) diefelben swei Punfte gehende Kreife YOI
ciner Belichbigen Sefante gefdnitten werden, fo bilben bie fechs Durd?
fdnittspuntie eine Snyolution, und der Mittelpunft der Jnyolutics
ift ber Durdyfchnitidpunft der Sefante mit der duvdh die beiden 8¢
meinfdaftlihen Punfte gehenben Gevaden. |

Wenn vier, paarweife conjugivie Punfte a, a’s b, b’ gegebent
find, fo fann man bie Doppelten Jnpolutionspunfte YOO
- fiinf ‘J.Sunften, worunter fich a, a’; b, b’ Pefinben , durd) foIg-‘!"”
Gonftruftion Beftimmen : Soll die Auflsfung bei Lauter veellen Punts
ten mglidh fein, o muf entwebder bie eine dev Geraden aa’ und b’
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die andeve enthalten, obder fie miiffen aufieshalb einander liegen.
1) Wenn bb’ in aa’ entbalten ift, fo lege man durd) bdie Punite
a,a’ einen RKveid, und ed fei s der Durdfdnittspunft ver Tan-
genfen in a und a‘. Alsbann ziehbe man bdie Gevaden sh, sb’ und
Yerbinde dbie Durd)fdnittspunfie paarweife, fo fhneiden fidy die fo
erhattenen @eraden in den gefudhten doppelten Involutiongpunften
¢, ¢/, welde auf der Geraden abb‘a’ liegen, und gugleid) harmos
nifdy conjugizt ju a,a’; b,b’ finb. — 2) Wenn bb’ aufierhalb aa’
liegt, fo siche man durdy einen Punft.o ber Ghene die Geraden
0a, oa’, ob, ob’, undb alsbann liegen ob und ob’ vefp. in oa und
ber Verldngerung von oa’s Durdyfdmeidet man nun diefe vier Ge=
taben mit ciner beliebigen Sefante, nimmt dann mit den Duvd)-
{dnitispuntten die vorbergehende Confiruction vor und projicivt die
_ erhaltenen YPunfte durd) Gevade, welde vom Punfte o audgehen,
auf aa‘bb’; fo erhdlt man bdie verlangten Punfte.

Dreiundiwangigfies Kapitel.
Homographic oder Collineationsverwandifdyaft.

§. 163.

LWenn eine cbene Figur S gegeben ift, und man fept fiir jeden
Punft M odber (x, y) derfelben einen Punft M‘ oder (x/, ), wel-
Her purd) die Fovmeln :

_ax‘4-by'4+e  dx'dey' +f )

T by +r' YT & ey +y
Beftimmet wird; fo echdlt man eine nene Figur S, weldye bie b o-
‘“Dsra:pptfd)e ober collineave ber crften genannt wicd.
Subftituirt man die Werthe (1) in die Gleidung der Figur S, fo
®hilt man die Gleidhung der homographifhen Figur 8. — Hiers
U8 folgt: wenn der Punft M eine Gevade befdhreidt, fo bes
Dreibt ver corvefyondirende Punft M’ audy eine Gerade — und
Wgemein : wenn der Punft M eine Curve des mien Grades be=
fdveibt , fo bejchreibs ber Punft M/ eine Curve defelben Grades. —
@ Punften und Geraben der Figur S entfpreden Punfte und
trabe in ber hpomographifdhen Figur S’ ciner Tangente in S ent:

& chme - . {6
Shnuge , Goordinatengcometric. {6
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fpridyt eine Tangente in S’3 brei in gevader Linie liegenden Punf
ten in S entfprechen brei in gevader Yinie liegende Punfte in S’
prei purd) denfelben Punft gehenden Geraden in S entfpredhen brei
purdy denfelben Puntt gebende Gerade in 8’5 2c. 20,

Wenn man die Formeln (1) fir x* und y* aufldi’t, fo erhdlt
man LWerthe von devfelben Form ; folglich ift aud) S bie homogras
phifdhe Figur von S’

©oll einer Geraden immet eine Gerade entfprecdhen, o miifjen
die Nelationen (1) notbwendig die obige Form haben,

Die Punfte der gweiten Figur, welde den in unendlider
Gnifernung Yiegenden Punften der erften entfpredhen, legen alle auf
perfelben Geradben IY, deren Gleidung ift:

ex! 4+ 8y' +ry =0,
fo baf bic pavallelen Geraben in der erfen Figur entfpredyenden
Geraben dev pweiten fidy in einem Punfte von I’ fdneiden.

MWenn man die sweite Figur auf neue Coordinatenaren begiehts
fo bebalten die Formeln (1) diefelbe Form , weil bie urfpriingliden
Goorbinaten x/, y/ des Punttes M [ineare Funftionen der neuet
Goordinaten £ 7 deffelben Punfted find. Nun fann man aber dIf
newen Yven fo wabhlen, daf fich bie Briidhe (1) vereinfaden. Nimmt
man 3. B. die ben urfpriinglicdhen Aren entfpredhenden Gevabden g
pen neuen Goordinatenaren, fo reduciven fidh die Formeln (1) auf:

Terae ol St |y
= g ey 0 @

HDasanparmonifde Berhaltnif vier in ger®
per Qinfeliegender Punfte ift gleidh bemanharmo’
nifden Berhaltniffedber viev covrefpondivende?
Punite.

Denn nimmt man bie durd) bie vier gegebenen Punfte gehendt
®evade gur Are ber x und bie corvefpondivende Gerade ur A
ber &, nennt bie Abfciffen der vier gegebenen Punfte x4, Xop X8/
x, und bie der vier corvefpondivenden Punfte &,, &, &5, &4 P
bat man ¢

—_ _asl Shomie el _asz
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Aus dem vorpergehenden Sage folgt:

1) Das anharmonifde VBerbdltnif von vier
duvch benfelben Puntt gehpenden Geraben ift gleid
dbem anharmonifden Berhdaltniffe der viev entfpres
henden Gevabden.

2) Sedd Puntten, weldeeine Involution bil-
ben, entfpredhen fedhd Punfte, die ebenfallsd eine
Jnvolution birden, und cinem Biifdel von fed)s Ge-
Yaben, die eine Involution bilben, entipridtein
%ufc[)el pon fedhs Geraden, die aud eine Jnvolu
tion bilden,

§. 164.
Wulen der Gomagraphic,

Die Cigenjdyaften der Figuren laffen fih in befdreibenbde
und meffende (deferiptive und metrifde) unterfheiden. Bei ben
erften betradytet man bie Durdfdnittdpunfte der dbie Figur bilbenben
Geraben, obne deren Ldngen in Betvadit ju ziehen, wogegen eine
metrifhe Eigenfdaft eine Nelation 3wifden diefen Ldngen iff. —
Ferner Peifit eine Cigenfdaft profectivifd, wenn fie in ber hos
mographifden Figur flattfindet. — Die defeviptiven Cigenfdaften
find offenbar projectivifch; aber bdie metvifhen Relationen find ed
nidt immer. — Da bag anbarmonifde Verbdltniff in der Homos
grappifden Figur denfelben Werth bepdlt, fo findet fede Gleidyung
dwifdhen einer gewiffen Angabl foldher Verbalinifie in der erften Fi-
gur audy in ber gweiten ftatt, d. b. diefe Gleidhung ift projectivifdy.
Sv ;. B. find bie barmonijhe Proportion und bie Jnvolution pro:
ectivifdy,

Die Homographie ift eine fehr frudtbave geometvijde Me-
thobe; penn ift eine projectivifdhe Cigenfdhaft in einem befonbdern
Falle per Figur ecfannt, fo fann man fie vevallgemeinern und vev-
m!tterft ber adht in ben Formeln (1) vorfommenden willfirlicdhen

ouﬂanten die befondern Cigenthitmlichfeiten dev Figur in ihrev evs
ften Cage gany, ober gum Theil entfernen, Eine befonbere Curve

16*
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ped gweiten ©Grabes, 3. B, bder Kreid, gibt duvd Homographie
alfe Guryen bes gweiten Grabeg, und eine beim RKveife beobacpiete
projectivifdie Cigenfdaft findet folglicy bei allen Curven bes gweiten
Grades flatt,

Beifpiel 1. Wir wollen uné gwei fefie Pavallelen A, B
und 3wei beweglide Sefanten C, D benfen, welde ju einer §¢
gebenen Ridhtung pavallel find. Die Sefante C fdyneibe die ©e
raben A, B in a, b und die Sefante D in ¢, d, und wir vwollen
ac, bd jiepen, welde fidy in m fdyneiden fo erhellet unmittelbar?
paf ber Ort ber Punfte m eine Gerade H ift, welde ju A, B pa
valfel und gleid) weit von bdiefen beiven Geradben entfernt ift. —
Die Homographie trangformivt die beiden Pavalelen A, B in et
Gerabe AY, B¢, welde fid in o’ auf der Are 1 bed Unendlidhen
fdbneiden; ferner bie beiven beweglidyen Sefanten C, D in swei bez
weglihe Sefanten €/, D/, welde durd) den Punft i* von 1’ gebey
und endlich pen Ort H in eine durd) o’ gepende Gerade H'. —
Man erhdlt alfo dben Sap in §. 34 wicder.

@ fei h ber Punft, wo die bewegliche Sefante ben Dt fdymeis
oet; fo ift:

h'a’.. . i‘a! .. bha ., <3
per Punft i Yiegt in unendlider Entfernung; alfo ift -;%:10115

ha — — hb; folglich:
hlal ilal
G S SRR
Die vier Gevaden A’, B/, I, H' bilden alfo ein harmonifdyes Biifdyel-
Beifpiel 2. BVefanntlich find die Tangenten in den Enb?
punften eines Durdymefers bes Kreifes pavallel. Jn der ho#
mographifden Figur wird der Durdymeffer eine beweglidhe Sefantt
a’o’b’, welde durch einen feflen Punit o’ geht, und pie Tangenten
in a’, b’ fdneiden fidy auf der YAre I’ des Unendlichen, weldyes bie
Funbamentaleigenfdaft der Polaven ift.
Beseichnet d’ ven Punft, wo die Sefante bie Polare fdmeidets
fo iff: .
o'’ ° dh  ob ‘' db
b, h. jede durd) ben Dol gehende Gevadbe wird purd

o‘a’ d’a’ oa da
1 : = —1 3
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eine Curve bed gweiten Graded und die Polare har:
Mmonifd getheilt.

€3 Dbietet fidh hier eine erfie Anwendung der in §§. 33 folgg.
erfrtevten Principien dar. Wenn die in den Formeln (1) vorfoms
mendben Gonftanten alle veell find, fo entfpridt einem veellen
Punfte ein veeller und einem imagindven Punkfte ein imagindrer
Puntt. Ein veeller Kveid transformirt fidh) in eine veelle Gurye bes
dweiten Grabes, und ein innerpald ded RKreifes liegender Punft o,
§ B, ber Mittelpunft, bat einen nothwendig innerhalb der Curve
beg gweiten Graped liegenden Punft of jum Pomographifden.
Denn bda eine beliebige durd) o gehendbe Gevadbe ben Kreis fdyneidet,
fo fdhneidet audy eine beliebige durd) o’ gehende Gerade die Curpe
beg pweiten Graded — und ba der Kreis Feinen in unendlider Ent-
fernung liegenden Punft bats fo liegt aud) Fein Punft der Curve
bed gweiten Grades auf ber Gevaden I3 b, h. diefe Gerade Iiegt
Quferhalb ber Curve.

LWenn man nur veelle Grofen betradtet , fo erhdlt man die
Cigenjchaften der Polaven nur fite den Falf, wo die Polare aufers
batb der Gurve liegt; allein bdiefe Ginfdrdnfung ift nidt noth-
Wendig , und fogar unniil, fo daf die bisher angewandie Methobde
Mangelbaft ift, und vevallgemeinert werben muf, — Die
dum Grunde gelegte Cigenfchaft der Tangenten in den Enbpunfien
8 Durdymeffers eineg Kreifes findet allgemein ftatt, die Durcymeffer
unp Tangenten wmigen veell, ober imagindr fein — und ebenfo
tounen die in ben Formeln (1) vorfommenden Gonflanten veell,
Ober imagindr fein, und man exhdlt dod) eine Curve des gweiten
Grabes S und cine Gerade I — RNun fonn man aber die adt
Conftanten fo annehmen, dbaf die Gurve bes gweiten Grabdes einer
8egebenen Curve deffelben Grades und bie Gerade I’ einer Geraben
afetcb wird, welde in der Ebene der Curve eine beliebige Lage hat.

Auf biefe Weife erhdlt man wifden den Conflanten fieben Rela-
tionen , weldpen immer genfigt werden fann, weil die Conftanten
Nidy¢ rceu 3u fein brauden,

Transformivt man 3. B. den Kreid:

x? 4+ y*—1—=0
Yermittelft bcr Formeln ¢
drns iy Tl "___—_f_y__—-_g
V3y! V3 iy

" G ——]
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fo erbdlt man den neuen reellen Kreis:
x'? 4+ (y' + 2)* — 6 = o.

Der Punft o oder (o, 1) liegt aufevhalb, und feine Polare
y = o ober bie Are berx fdhneidet ben Kreis in gwei veellen Punkten.
Die veelle Peripherie von S entfpricht imagindven Punften von S.
Die beiden veellen Punfte , worin S’ von I gefdnitten wird, ents
fprechen ywei imagindren Punften von S, welde auf einer unendlid)
entfernten Gevaden liegen. — Die veellen Selanten, welde man
burd) of iehen fanu, entjpreden gewiffen dburd) o gebenden imas
gindven Durdymeffern, und man fieht bicvaus weshalb es nothig
war, guvor der urfpringliden Eigenfhaft ihre fymbolifdhe Bedeu?
tung su geben.

§. 165.
Conjugirte Gerade.

Bon ben vier Durdfdnittdpunften weier homothetifder Curt
vén bded gweiten Graves liegen wei in unendlidher Cnifernung-
Durd) Homographie werden dicfe beiden Curven in gwei anbdere pers
wanbelt , welde fidh in vier Punften fchneiden, weil die friiper in
unendlidher Entfernung legenden Punfte auf die Gevade I’ 3urﬁcf'
gefihrt werben.

MWenn jwei homothetifhe Curven des gweiten Grabes ¢ ot
centrifd findb, fo Tiegen ibre wier Durdyfdnittépuntte in u W
endlider Cntfernung, und gwar auf decfelben ®evaden I’ b. Y-
bie beiven Gurven baben nad diefer Gevaden eine dopyelte Biet
viihrung. — So geben 3. B. gwei concentrifhe Kreife groet Gur?
ven bded gweiten Grades mit doppelter Beviihrung.

Bieht man in einem Kreife gwei aufeinander fenfredite Durd?
mefjer aob, cod, fo liegt ber Yol cines jeden biefer Durdymefie*
auf dem andern in unenblidher Entfernung. Durd) Homographt®
_erbdlt man eine Gurve bes gweiten Grabdes und el durd) bett
Punkt o’ gehende Gerade von folder Befdaffenpeit: daf Dder Po
einer feden auf der anbern, und gwar in dem Punfte, wo fie vor
ver Polare I’ des Punftes of gefdmitten wird , liegt, aus weldem
Grunde diefe beiben Geraben conjugivte Gerabe bes qunf”
ted o’ Deifen. :

Dev Punkt o’ hat unendlich iele Paare conjugivier Geradel
weil man eine nacdy Velieben annehmen fann. Da mun im Kreil?
bic Sehne ab eine conftante Linge bat, fo umpilt fie einel
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concentrifden Kreid , wibvend ibv Pol einen andern concentrifdhen
Rreig befdreibt. PMan bat folglich den Lehriap:

5) Wenn man durd einen in dev Ebene giner
Curvyebes gweiten Grabes willfivlid genommenen
feften Punttverfdiedene Paave conjugivier Ge-
rabden giebtund die Punfte, worinjedes Paav die
Curve fjhneidet, verbinbet; fo umbitllen diefe piev
Sepnen eine gweite Curve bes gweitenGrades, wab:
vend ibre Poleeine dritte Curve bed gweiten Gra-
beg befdhreiben — und aufevdbem hat febe der neuen
CGurven mit ber gegebenen eine boppelte Beribrung
nad dber Polave des feften Punftes.

MWenn der Punft of ber Mittelpunft der Curve des gweiten
Grabes ift, fo wird jeves Paar conjugivter Geraden ein Syfrem
conjugivter Duvdmeffer. Hievausd folgt:

Die Seiten der in eine Curve bed jweiten Grabdes befdricbenen
Parallelogramme umpiillen eine gweite folde Curve, und die Eden
der um fdricbenen Parallelogramme befdyreiben eine britte Curye
bes gweiten Grades. — Da ferner die Polave bes Mittelpunktes
in unendlicher Enifernung liegt, fo find bie beiben neuen Curven
3u ber gegebenen homothetifdh und concentrifd.

§. 166.

Nad) dem Frithern (§. 162) beftimmen dvei dburdy gwei gegebene
Punfte gefende Kveife auf einev befiebigen Sefante fedys Puntie,
welde eine Snvofution bilden. Da nun diefe bdrei Kreife durd
Homographie drei Curven des gweiten Grabdes geben, weldhe vier
gemeinfdaftliche Puntte babens fo hat man den Sap:

6) Drei Curvenbded gweiten Grades, welde vier
gemeinfhaftlidhe Punkte hgben, befiimmen aufeinev
beliebigen Sefante fehs Punfte, welde eine Sn-
Yolution bildben — und die perfelben Curveange:
Dovigen Punfte findconjugiri.

Gine beliebige Sefante fdneidet eine Guroe des jreiten Grades
und bie Gegenfeiten des ein gefchriebenen Bievedes in feds Punf:
ten, welde eine Juoolution bilven, weil ein Paar geraber Vinien
A8 eine Guype des gweiten Grades angefeben werden Fann.

Hieraus ergibf fich der Sag in §. 1492 und qudy vas Mitfel
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die Punfte qu conftruiven, worin eine Sefante cine durd) fitnf ges
gebene Punfte gehende Gurve ded jweiten Gravesd {dneidet.

§l 167-
Toticende Vieledhe.

C8 feien a, b, ¢, d vier auf einem Rreidumfange liegende fefte
Punbte und o ein beweglicher Punft auf demfelben Kreidhmfange,
fo ift dag anparmonifdhe Verhdltnif ber vier Gevaden oa, ob, oc, od
conftant, weil fid) die Winfel, welde diefe Geraden unter fidh
bilben, nidht dndern. Nimmt man auf oa einen nidht auf der Kreids
linie liegenden Punft p, fo gibt das Biijdhel pa, pb, pe, pd nidt
baffelbe anhavmonijde BVerhdltnif, wie dbad evfte; benn von den
vier Punften, worin dic Sefante be jedes ber beiden Bitfdhel fdhneis
bet, find brei gemeinfdhaftlich und einer vevfdieden. Da der Kreid
burd) Homographie in eine Curve des gweiten Grades transformirt
wird, fo folgt hievaus der Sap:

7)Wenn vier Puntfte in einer Chene gegeben find
foiftber Ort derPunfte von folderBefdaffenheit:
bafi bag Bitfdel dev von fedbemdiefer Puntte nad
ben vier feften Punften gebenden Gevaden ein con?
ftantes anbarmonifdes BVevhaltnifdavbictet, eine
buvd) die viev feften Punfte gehende Curve deg zweis
ten Grabdbes.

Jn jevem Bitfdhel, welches einen der feften Punfte, 3+ B. &
jur Spige hat, fennt man drei Gerade ab, ac, ad und bie vierte
bevithrt die Gurve des jweiten Grades in a. — Gibt man dem an’
harmonifhen Berpdltniffe verfdiedene Werthe, fo erhilt man lauter
Gurven bes gweiten Grabes, welde burd) bie vier gegebenen Punfie
geben.

Aud dem Gefagten ergeben fidy mehreve bemerfenswerthe Sapes

8) Wenn A, B, C, ... mehrere von dem Punfte o
auggehende und A’, B/, ¢/, .. .cebenfoviele von dem
Punfte o’ ausgehende Gerade von folder Befdaffen
beit findb: daf irgend vier Gerabe des erften SV
ftemes dafjerpe anbarmonifde Berpdaltnif bavbietem
wie dbie viey entipredenden Gevaben in bem gwet
ten Syfteme; fo liegen dbie Durdfdnittspuntse a, b
¢ .. bev Geraden A und A4, B und BY, C und €/, . «+
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auf bevfelben dburdound o’ gehenden Curve dbegs
gweiten Grabdbesd.

Confiruivt man ndmlid) die durd) o, o/, a, b, ¢ gehende Curve
beg sweiten Grades, fo liegt aud) der Punft d auf berfelben.
Denn 8 fei & ver Puntt, wovin D diefe Surve fdhyneidet, fo bilden
A‘, BY, €/, 0/ ein harmonifdes Syftem, weldes gleih A, B, C,D
ift; folglide fallt 0’8 mit D’ undb d mit & gufammen.

LWenn man mit verjdiedenen Punften a, a’, a’/, . . . einer
Gevaden X zwei auferhalb derfelben liegende Punfte o, p verbins
bet 5 fo haben die fo exhaltenen beiden Stvablenbiifhel bie worpers
gepende Cigenfdyaft, und gwar nody, wenn fid) das evfie Bifdher
um o durdy irgend einen Winfel & und bad yweite um p durdy einen
belicbigen Winfel B brebet, fo daf die Durdyfdhnittspuntte der ent-
fpredyenden Gevaden auf derfelben Gurve bes jweiten Grades lies
gen. — Da nun jedbe Gerade des erften Biifhels mit iprer urs
fpriinglidhen Cage ben conftanten Winfel ¢ und jede Geradbe ed
dweiten Biifdeld den conftanten Winfel 3 bilbet; fo bat man den
Safy:

9) Wenn fid swei Winfel von conftanter Ordfe
um ipre feften Spigen o, p drehen und der Durdys
fhnittspuntt jweievibrer Sdenfel aufeiner ® e
taden X fortviidt; fobefdreibt ber Durd{dnitts:
Punft der beiden anbdbern ét{)‘enfeI eine dpurch o und
Pgebenbe Curve besd gweiten Grabes.

G3 feien 0y, 0a, 05,... 0n, nfefte Punfte, X,, X, X4, ...
Xn—1, n—1 fefte Gevade, und A, , A,, A, ... Aa, 1 bewveg=
lihe Gevade, welde fidh um die feften Punfte 0, , 05, 04, ... 0a
brepen, fo daf die n—1 Winfelfpigen (A, Ay), (A, Ay, ...
(An—i, An ) auf Xy, Xy, o o o Xo— fortviden; man folf den
von pem freien Sdeitel (An , A) befdriebenen Ort finben.:

Wenn man dag Syftem der beweglidhen Geraden in mehrern
agen betradptet, fo find die fidh auf X, fdhneidenden Bitfdel o,, o,
Bﬂrmonifd) dquibafent. Gbhenfo find die Biifdyel 05,033 03,0434,
On—i, on , und folglidy die Bitfdel 0,, on Harmonifd) dquivalent,
Und bie Durdfdnittspuntte diefer beiden legten Bitfdel Yiegen auf
Ciner burd 0, und oa gehenden Cuvve bed weiten Grades. —
Man pat alfy ven Sag:

10) Wenn fid) die n Seitencinesd VBieledes um
“fefte Punttebreben, wibrend n—1 Winfelfpigen
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aufn—=1 feften Gevaden fortviiden; fo befdreibt
bie freie WinFelfpige eine Curve dbesd gweiten
Grabdbesd.

Wenn man fiiv die Geraden X, X,, . .. vefp. eine durd
0, und 0y, durd) o, und 05, . . . . gehende Curve bes jweiten
Grades fegt; fo findet die parmonifdhe Aequivalens der Biijdyel nod)
ftatt, und man hat folglidh den Safs: »

11) Wenn fid die nSeiten eines Bieledes um
nfefie Punfte drepen, wibrend n—1 Winfelfpipen
auf Curven besd jweiten Gradbed fortriden, wovon
febe duvd) jwei aufeinanderfolgende fefte Puntte
gebt; fo befdreibt die freie Winfelfpite cine Curyve
beg gweiten Grades, weldeebenfallddurd gwed
aufeinanderfolgende fefte Punftie gebt.

§. 168.

TWenn gwei Seiten eined in einen RKreid befdiriebenen Dreieded
fidy pavallel zu fidh felbft bewegen, fo baf ber von ihnen einge?
fploffene Winfel conftant bleibt; fo umbillt dbie britte Seite von
conftanter £dnge einen gu dbem evften concentrifhen Kreis. Hievaus
ergibt fidh durdy Homograpbie :

12) Wenn gwei Seiten ecined in eine Curve ped
gweiten Grades befdriebenen Dreiedes fid um
gmwet fejfte Punftedreben, fo umbillt die dritte
Seiteeine Curve des gweiten Grades, welde mit
bererften nad)y dbev dburd die feften Punfte gehendel
Gevabeneine boppelte Beritbrung hat. )

$Hievaug ergeben fidy nod) andere merfwiirbige Sige. &3 fet
abe (Fig. 181) ein in eine Curve S des gweiten Grades befdriebenes
beweglidies Dreiect, befen wei Seiten ab, ac auf gwei Curyen
bed gweiten Grades S, S, wovon jede mit der erften eine dop’
pelte Berithrung bat, fortrollen, o der Durdfdhnittspuntt der Be?
tungsgeraden A, B, ferner d der Punft, wo bdie Gerade ao bIF
Gurve S fdneidet, und P, q feien bie Punfte, wovin die Gevadert
hd, cd die Geraven A, B treffen.  Sn bdem eingefdricbenen Drei
efe abd breet fidy die Seite ad um den Punft o, dic Seite ab
umbillt die Gurve S’, und die Geite bd brebet fih nady vem VO’
bergebenben Gage wm ben Puntt p. Desgleihen, wenn in de
Dreiede acd die Seite ad fih um o drebet und ac die Curve S’
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umpiifft , fo drebet fih die Seite cd um den Punft ¢. Jn bem
Dreiede bed endlid) dreben fidy swei Seiten bd, ed wm die beiden
feften Punfte p, ¢, und folglich wmpillt die Seite be eine Curve
deg jweiten Grades, welde mit S nad) dev Geraden pg cine dops
pelte Beritbrung bat. — Man bat mithin den Sap :

13) Wenn 3wei Seiten eines ineine Curvedesd
jweiten Grabes befdhriebenen Dreiedes aufzwed
andbern Cuvrven deffelben Grabded, wovon jebe mit
ber evften eine boppelte Beviibrung hat, fortrole
Len; foumbiifltdbiedritte Seite bedDreiedes aud
cine Gurve beg gweiten Grades, welde mit ber evs
ften eine boppelte Berithrung hat.

Dicfer Sap it fidh leidgt verallgemeinern, woburdy man fols
genben erhalt:

14) Wenn ein Vieled von nSeitenin eine Curve
bed yweiten Grabes befdrieben it undbn—1 Seiten
beffelben vollen aufn—1 Gurpen deffelben Grabdes
fort, wovon jede mit dev eviten eine boppelte Beviihs
vung hat; fo umbhitllt dbie nte Seite aud eine Curve
beg gweiten Grades, welde mit ber evften eine dDops

pelte Beviihrungbhat.
Denn ift abed . .. gh bag Bieled, fo fann man fucceffive die

Dreiede abe, acd, . . . agh betradten, fo dbaf, wenn ab, be auf
einer Gurve bed gweiten Gradbes fortvollen, audy ac auf einer folden
Gurve fortriict 3 ebenfo ad, . . . ., ag. Bermittelit einer Lage
pes beweglichen Bieleded erbdlt man aber leidyt die Beriihprungs-
gerade ber legten Guvve unbd diefe felbft.

Ein Gyftem gweier Tangenten einer Curve S bed jweiten Gras
bed fann alg eine Curve S’ deffelben Gradbed betradyiet werdben,
welde mit S eine doppelte Beviihrung hat. — Wenn i’ den Durdy-
fdhnittgpuntt dev Geiven Tangenten beseidnet , fo drebet fidh bie auf
S fortroliende Seite um den Punft i, Man fann folglid) mehreve
der Guryen SY, SY,. . . durd) ebenfoviele fefte Punfte i’, i/, ...
erfepen , und bie entfprecdhenden Berithrungsgeraden find nidyts ans
ders, alg die Polaven bdiefer Punfte der Curve S.

Wenn alfon—1 Seiten eined in eine Curye desd
jweiten Grapes befdriebenen nEded auf Curyen deffels
ben ®rabdes, wovon jebemitdevevften eine boppelte
Bevibrung hat, fortvollen, oder fid um fefie Punkte
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dbreben; fo umbitllt die nte Seite ded BVieledesd eine
Curvebdes gweiten Gradbes, welde mit dey evften
eine bopyelte Bevibrung hat,

§. 169,

G3 fei abe (Fig. 182) ein in eine Gurye des gweiten @rabdesd
befdricbenes Dreiect, beffen gwei Seiten ab, ac vefp. auf gwei
Gurven P, N fortrollen, fo umbiillt die dritte Seite eine gewiffe
Curve M. Betvaditet man mwei Lagen abe, a‘b’c’ vesd Dreiedes,
fiiv welde dic Berithrungspuntte refy. m, n, p und m’, n’, p’ find;
fo liegen die Durdyfchnittspuntee Py my, m‘y der Gegenfeiten ded
eingefdricbenen Sedysedfed ach’a‘e’b in b erfelben Geraben.
Ndbert fidh nun bie Lage a’h’c’ der fage abe, fo ndbern fidh bie
Punfte m,, ny, p, den Bevithrungdpuntten m, n, p und der Punft
m’y ndbert fih dem Punfte m,, welder in Bezug auf b und ¢
ber barmonifd) conjugivte von m, ift, und da p, n, m, in gerader
Linie liegens fo folgt: baf fidh die drei Geraden am, hn, cp in
demfelben Punfte fdneiven (§. 37). Man bat alfo folgenben
Lebrfag

15) Wenn die Seiten eined in eine Curyve desd
gweiten Grabed befdriebenen Dreiedes auforet
Curven fortrollen, undin jeder Cage des beweglis
hen Dreiedes die Winkelfpisen deffelben mit ben
Bervibrungspuniten der Gegenfeiten verbunben
werden, fo erhdlt man drei Gevabde, welde durd bens
felben Punft gebhen.

Man fann fiir eine der Curven N, P, ober fiix Deibe, fefte
Punkte fesen, und vermittelft dev Lehridge 12, 13 und 14 leicht
ben Bevithrungspuntt fiir fede Lage bex bewegliden Seite beftimmen.

§. 170.

Wir wollen drei Kreife betradten, welde eine rveclle, ober
imagindre gemeinfdhaftliche Sefante baben, unb woyon inbden einen
eit Dreied abe befdyricben ift, deffen jwei Seiten ab, ac auf den
beiben andern Sveifen fortvollen. €38 feien p, n, m bdie Beriths
rungspuntte auf den Rreifen und auf der von der dritten Seite Hed
Dreiedes umbiillten Guroe. Da bie drei Geraden am, b, cp durd
venfelben Punft geben und der Punft m’, welder in Begiepung auf
b und ¢ der bavmonifd conjugivie von m it und wmit n’, p* in
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gecaber Linie liegt; fo liegen bie Mitten von mm’, nn’, pp’ audy
in geraber Linic (§. 38). Die Mitte n’’ von nn’ wird aber be-
ftimmt durd) die Bedingung:

nn’ =n'a, ntes
und folglidy it diefe Mitte der Punft, wo bdie gemeinfdaftlide
Sefante D bdie Seite ac trifit.

Da ferner die durd) bie WMitten gehende Gevade gwei Punfte
auf per gemeinfdaftlichen Sefante D bat, fo fallt fie mit diefer
gufammen , und man hat:

m'm> =m'b . m'c.

Denfen wir ung nun durd) die gemeinfdaftliden Punfte dey
beiben erjten Rreife und durd) dben Punft m einen dritten Kreis ges
legt, fo beriprt berfelbe die Gerabe m'm im Punfte m, und folgs
lidy audy bie Umbiillungseuvve, welde alfo cine NReibe durdy biefelben
beiben Punfie gebender Kveife berithren muff, was nur méglid ift,
wenn fid diefe Kveife auf einen eingigen rveduciven, welder alédann
die lmpiillungseurve ift. — Die freie Seite be des bewegs
liden Dreieded umballt alio einen Kreis, welder
mitallendibrigen Rveifen diefelbe gemeinfdaftlide
Gefante hat.

Diefer Saps erfieedt fid offenbar aud auf den Fall, wo an die
Gtelle bes Dreieces ein Deliecbiges BVieledt tritt, deffen Seiten, eine
auggenommen , auf Kreifen fortvollen, die unter fid und mit dem
Rreife, in welden dag Bieled befdyricben ift, eine gemeinfdaftliche
Sefante haben. Uebrigensd Fonnen audy mehreve Seiten ded BViel=
eded auf demfelben Kreife fortrollen.

Wenn mehreve Curven des zweiten Grabdes  diefelben gemein-
fdaftligen Sefanten haben, und man transformirt fie durdy Hos
mographie, fo daf eine der gemeinfdyafilichen Sefanten in eine un-
endliche Enifernung geriift wird; fo erhdlt man homothetifdhe Curs
Yen, und wenn eine derfelben ein Kveid ift; fo find bdie iibrigen
Qudy Rreife. Man bat alfo den Sagp: .

16) Wenn ein BVieled in cine Curvedes yweis
ten Graves befdriebenift, undalle Sciten defs
feben, cine ausgenommen, vrollfen auf andern Gurs
Yen bes gweiten Graves fort, welde unter fihunbd
Mit dbererfien diefelben gemeinfdaftiiden Ses
Yauten baven; fo umbillt vie freie Seite ebens



fallg cine Gurve des gweiten Grabesd, welde durd
pie viev gemeinfdaftliden Punfte devibrigen

gebt.

Bierundzwanzigftes Kapitel.
Homologie.

% §' 171-

Wiv haben bigher die in den Formeln (1) vorfommenden adht
Gonftanten gang willfiiclich gelaffen; aber wenn man gewiffe Bes
sichungen awifden ihnen aufftellt, oder ihre Angabl vertleinert, 0
wird die vt der Formverdnberung pavticulavifict. So ift 3. B.
vie Aehnlidfeit nidts ald eine befondeve At der Homographic.

Geben wivy den Formeln (1) die Form:

xl_xio B Y'_‘y;o
— ax'- By’ £y’
fo ift ber Punft o oder (Xo, ¥o) fein eigener corvefponbivenver
Punft, und jeber Punft der Gevadben A ober:

: ox! 4-py'+7r =0
ift ebenfalld fein covrefponbivender felbft. Die ben Formeln (3) ent?
forechende befondeve vt von Homographie witd Homologie
genannt ; die Gerabe A ift bie Axe ber Homologie und dev
Punft o der Mittelpunft dber Homologie.

NAug ber Relation:

¥ Yo ¥l mi¥o

X=X X' — X,
erbellet: baf awei bomologifde Punfte auf demfelben vom
Mittelpunfe ausgehenden Rabius liegen. — Jwei homologijdhe G¢*
vabe fdueiden fidh in einem auf der Ure liegenden Punfre, — Die
bem nendlidhen entfpredende Gerade I’ ift gu der Are pavallel und

um bie Ldnge

3

X—Xg =

vavon entfernt,
a* + g2
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Wenn d, i’ dbie Punfte find, wo der Nadbius oaa’ refp. die
Are und bie Gevadbe I’ trifft; fo ift:
id ad d o oad a0

i‘o " a'o  io ‘a0  ad’
worausd folgt:

80 dd nady 5310 Y Lad

a‘o i‘o ' add ~ “ad’

18) Das Verhdltnif dber Entfernungen gweier
bomologifder Punfte vom Mittelpunite iff alfo
dem Berhdltniffe ber Abftdanbde diefer Punfte von
ber Are proporvtional

Ferner ift:

iaf oal= 1K - “onitnl ol
id “od _id ' od  oa’
und wenn man aug dbem Punfte a’ ein Perpendifel p’ auf I’ fallt;
fo ift: ‘
- a'o’
pl

19) ©.b. bag Verhaltnif dber Entfernungen eines
Punftes dber gweiten Figur vom Mittelpunfte und
von der Geradben 1/ ift bem Abftande dbed correfpon:
bivendben Punftes bev evfien Figur vom Mittels
punfte proportional.

$... 172,

Confteuction einer homologifden Figur.

= m . 0a.

Wenn cin Syftem von Punften a, b, ¢, . ... gegeben ift und
o gum Mittelpunfte dev Homologie genommen wird, fo wird dag
bomologifde Syftem auf folgende Weife conftruivt: Junddft fann
man auf oa, ob, oc brei beliebige Punfte a’, b’, e’ ald Homolo-
gifdhe von a, b, ¢ annehmen, fo befrimmen Die Durd)fdnitte der
bomologijdhen Geraben ab und a‘b/, fo wie ac und a’c’ swei
Punfte der Are A. St die Are befannt, fo conflruivt man die
bomologifhen Punfte von d, e, . . . Die Gerade da trifft die
Are in «; der Durdfdnitt yon aa’ und od gibt den homologifden
Puntt d’ yon dj u. f. fo

Wenn ftatt deg WMittelpuntted die Are gegeben ift, fo nimmt
man a‘ beliebig in ber Chene an, alsbann tviffit ab bdie Are in e,
und wenn man b’ belichig auf aa’ annimmi; fo wird der Mittel
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punft o dburd) den Duvdhfdnitt von aa’und bh! befrimmt, — Man
fann alfo a‘, b’ willFivlid in der Ebene annebmen, worvauf man
¢’ beliebig auf ac annimmt, fo daf man im Gangen 5 willfivlide
®rifien bat, unbd in der That enthalten bdie Formeln (3) fiinf
willficliche Conftanten.

19) Wenn 3wei Dreiecde in dber Chene eine folde
Lage haben, dbaf fidh die brei Berbinbungslinien fe
aweier correfponbdivender Ccken in dbemfelben Punkte
fdhneidens fo liegen die dbrei Durdidnittgpunite
ponjegmweicorvefpondivenden Seiten in gevaber
Linie.

Denn gwei folde Dreiede find homologifdh, und ber umgefehrie
Sap findet ebenfalls ftatt.

§. 173,

Homologie jweier Curven ves jweiten Graves,

Da bdie Formeln (3) finf willkirlide Pavameter enthalten,
fo gibt eine fpecielle Gurve bed gweiten Grades burdy Homos
logie alle Gurven bdes gweiten Grvadbes; b, h. gwei belichige , in
verfelben Cbene liegende Gurven bdegd gweiten Grades find Homos
Togifdy , und wiv wolfen diefen Gegenftand nun ndher unterfuden.

Wenn man augd dbem Mittelpunfie der Homologie an die Curve
S bes sweiten Grades eine veelle, ober imagindve Tangente ieht,
fo beriibet fie aud) die homologijhe Curve S’ in bem homologifdhen
Punfte. Der Mittelpunft der Homologie fann alfo fein anbever
fein, a8 ber Durdidnitidpuntt weier gemeinfdaftlicher Tangen
ten. — Dic Gleidung der gwei Gerade beviihrenden Guryen bded
aweiten Graded, wenn ber Durdfdnittspuntt der Geraden als An?
fangspuntt dient, ift:

ax? +bxy +ey* — A(px4-qy+1)2. =0,
o ax?-t+hxytey2=o bic beiden Tangenten, und pxtqyt+i=0
bie Polave ded Anfangspunftes augdriict., — Sn diefer Gleidhung
finb a, b, ¢ Gonjtanten und A, p, q willkivlidge Parvameter. —
Die Gleihungen der beiden Curven S und S’ find folglid:
ax? + bxy + ey? — A(px + qy + 1)* =0, . (4
ax/2| hx.ry:_l_ cydn LA l‘(p’x‘-l— q1y4+ 1)2 =0, (5)
Sefit man fiiv x unb y bie Ausbriide

L S ST g w30 ¥h pidy
ax! 4By’ +y Y T ax oy +1
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in (4), fo muf fid, wenn der Anfangdpunft wirklid der Diittel-
bunft der Homologie ift, die Gleidung (5) mit:

]
ax‘2+bx'y‘4cy’? — ay3 (_____p;}’-a x’' + ﬂ—l__ﬁ y' + 1) =0
bentificiven Iaffen, fo daf man fegen Fann:
i
K=k %-—, a=p'y —p B=q'y — y.

€8 ift alfo jeber der 6 Ecfpunfte bes um wei Curven deg Jweis
ten ‘G®raves befdyrichenen Bievedes ein WMittelpunft der Hemologie
berfelben, und demfelben Mittelpuntte entfpredhen zwei ren ;

px+qy+1 — y(p'x+q'y+ 1) = o.

Wenn jede der Gleichungen (4) und (5) mit (6) verbunben
wird, fo erbdlt man daffelbe Nefultat ; folglich ift die re ter Hos
mologie eine gemeinfdyaftliche Sebne beider Curven, und geht durch
ben Durdfdnittspuntt der Polaren bdes Wittelpunttes jeder biefer
Curyen.

Betradten wir dag von den Diagonalen bded um gwei Curpen
Ye8 sweiten Grabes befdyriebenen Bievedes gebilbete Dreiect (§.150),
fo gehen durd) eine Gefe a beffelben gwei gemeinfdaftlihe Sefans
ten; auf der gegeniiberliegenden Seite A liegen zwei gegenitber-
licgende Gfen 0,0, ded um fdricbenen Biereded; die Polaven von o
in beiben Gurven gepen durd) den gemeinfdhaftlichen Pol a von A;
folglich find die Aren der Homologie des Mittelpunftes o die durdy
a gepenben beiben gemeinfdaftliden Sefanten, und pem gegeniiber:
liegenden Mittelpunfte o, entfpredien biefelben ren.

§. 174.

Homologie 3weice reeler Curpen dog Jweiten Grades,

Soll y veell fein, fo ift exforberlidh, aber audy Dbinreidyend,
bafi A und A’ gleidye Seiden baben, was immer ftattfindet, wenn
bic Beiden gemeinfdhaftlichen Tangenten imagindge confugict find, —
Denn in piefem Falle Fann

ax? + bxy 4+ cy?
A8 bie Gumme gweier Quadrate angefepen werben , welde ;. B,
bag Jeiden 4 paben, und alddann haben A, &' beide bag Beiden —,.
Weif fonit bie Gurven imagindr wdiren.

Wenn die beiden gemeinfdaftlichen Tangeaten vee (1 find und
W den Goordinatenaren genommen weeben, fo ift a =0, c=o,

Cetnufe, Goordinatengeometyie, : 17
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unb wenn %negatin ift; fo baben x,y ftet8 bafielbe Jeiden,

fo baf bie Gurve S gany in bem Winfel ber Aren und in bem
Sdpeitelvinfel deffelben liegt. — Die BVedingung der Realitdt bes
fiebt alfo bavin: bap die beiben Curven in bemfelben Winfel und
in dem Scheitelwinfel deffelben liegen. ‘

Betvadtet man bdie Sade aus einem andern Gefidtspunties
fo ift 7 veell, wenn die burdy die Gleidhung (6) auggedriidten
beiven gemeinfdaftlichen Scfanten veell find. — Wenn alfo bit
4 gemeinfdaitlichen Tangenten imaginde find, ober blog 2 bavons
fo gibt es 2 veelle Mittelpunfie und 2 veelle Aven der Homo
fogie. — Die Mittelpunfte find im cvfien Falle die Durdfdnitts”
punfte der conjugivten Tangentenpaare , und im gweiten Falle dF
Durdfidnittspunft der beiden confugivten imagindren Tangentels
und folglich audy der Durchfchnitidpunft ber beiden veellen Tans
genten. :

IBenn die 4 gemeinfdaftliden Tangenten veell find, fo fin
bet eine Jweibeutigleit flatt, und man mufi die gemeinfdaftlider
Sefanten unterfudien. — Entwedber find blod Fwei gemeinfdaftlid
Sefanten veell, in weldem Falle ed nur ein Paar reeller Mittels
punfte und Aren der Homologie gibt, ober bie 6 gemeinfdyaftlicdyer
Gefanten find veell, und in bicfem Falle gibt es 3 Paave veeller
Mittelpunfte und Aven der Homologie.

Sn Fig. 185 find jwei Gurven deg gweiten Grades dargefellls
welde fid) in gwei veellen Punften ¢, d fdneiden; eine erfie g¢’
mewfdaftlice Sefante ift cd, und es gibt nod eine gweite ebenfall®
veelle gemeinfdafilihe Sefante, ndmlidy die, welde bdie beiben ar”
pern conjugirten imagindren Durdidnittspuntte verbinbet. Aud
* gibt es gwei veelle gemeinfdaftlidhe Tangenten, welde fidh it
fdneiden, und gwei imagindve confugirte Tangenten, welde ficp in
ginem unbefannten veellen Punfte o, jdhneiden, und es fommt dav”
auf an, den gweiten Mittelpunft und bie weite Ave der $Homologh*
ju finden. Die Polaven ded Punftes o in beiben Curven fneiden
fi) in a auf der Sefante ed, undb wenn man aus o einen belieb¥
gen Radiug om 3ieht; fo 4Gt fidhy die Homologie auf wei Weifen
perftellen, ndmlidy 1) wenn man die Punfte m und m’, fo wie
unb n‘ 3u bomologifdjen nimmt; alsdann fdhneiden fiy e TA
genfen in bicfen Puuften paavweife auf der erfen Are ed. —
2) Wenn man m und n’, fo wie n und m’ ju den bomo!ogiid}f“
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Puntten nimmt, wo fidhy alsdann die Tangenten in t und u fdneis
ben, und die Geradbe tau ift die yoeite Ave ber Homologie. — Cons
flruirt man bdic gemeinfdhaftlicdhe Polare oo, von a in beiden Curven
und gieht von einem Punfte t der einen Ave bdie Tangenien tm,,
tm’, fo beflimmt bder Radiug m,m’ dben zweiten Mittelpunft o,
weil m, und m’ homologifdhe Punfte findb. — Auf diefe Weife hat
man fowobl den Durdfdynittépuntt o, ber beiben imaginiren ges
meinfdyaftliden Tangenten der beiden Curven, ald bie Gerade at
erbalten, welde die beiven gemeinfdaftliden imagindven Punite
verbinbet.

Wenn die beiben Curven aufier einander liegen (Fig. 184),
fo gibt ¢8 nur die beiven Mittelpunfte 0,0, der Homologie, und
bie Deiden Aren ober bie beiden veellen gemeinfdaftlichen Sefanten
laffen fidy leicht conftvuiven.

§. 175.

Curnen bes Jweiten Grades, welde fich beriihren, oder einen gemeinfdaftlicyen
Brennpunhs haben.

Die Gleihung der Curven ded gweiten Grabed, welde einen
gemeinfdyaftlidhen Brennpunft haben , welder ald Anfangspuntt ge-
nommen wird, ift von ber Form:

x? 4 y* — (mx + ny 4+ {)* = o,
und bie Subftitution der Werthe :
xl ‘/-d'
T @By Fr' ) T e ¥ Ay Fy
ibt eine Gleidhung von derfelben Form. Man hat alfo den Lehriaf:

20) 3wei Gurven des zweiten Gradesd, welde
einen gemeinfdaftliden Brennpunit baben, gefiats
ten diefen Brennpunft alsd Mittelpunft dev Hos
mologie.

Die Guroen des yweiten Grades, welde bdiefelbe Gerade in
demfelben Punfte bevithren , werden durd) eine Gleidung von der
Sorm ausgedriidt :

x2 + y (mx +ny + 1) =o,
Wenn bder Beriprungspunft jum Anfange und die Tangente gur
Are der x genommen wird. — Die Subftitution dev obigen Werthe
fiiv x und y gibt eine Gleidung von derfelben Form, unb man
Yat folglidy ven Sag:

17+
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21) 3wei cinanber beriihrendbe Curven ded 3w eis
ten ®rabes Haben den Veviprungspuntt gum Mit
tefpunfte dber Homologie.

Diefe Eigenfdaften fiilren gu einer grofen Angabl von Sdgen.
— enn man aus dem Brennpunfteo ald Mittelpuntt einen Freid
Befdreibt, und aus bdemfelben Punfte zwei beweglide Halbmeffer
oaa’, obb’ gicht, weldhe cinen confran ten Winfel mit einander
bilden; fo umbiillt die Sehne ab des Kreifes von co nffantet
Qdnge einen concenfrifden Kreis; bie Fomologifdhe Sebne a'b’ dEv
Gurve beg gieiten Grades umbiillt folglic) eine Curve ded groeiten
Grades, welde o jum Brennpunfte und mit der erfren Curve einé
poppelte Beviihrung Hat.  Der Pol von ab Defdyreibt cinen concen”
trijden Kreid und dev von a’b’ eine concentrifhe Gurve deg gwei
ten Graves. — Dan hat alfo Den Lebriaf

22) Die Sebnen einer Curye ded gweiten Gr ¥
ded, welde vom Brennpunfteausd unter cinem cow
ftanten Wintfel erfdeinen, umbiillen cine ander®
Gurve des gweiten Gradbes, und der Pol diefel
Gehne befdreibt eine dritte folde Curve. Die pref
Gurven baben ferner einen gemeinfdaftlidger
Brennpunft und eine dbopypelte Berihrung nad bers
felben Geraben.

Befdreibt man einen Kreid, welder eine Gurve des sweiten
Graded in o beriibrt, und jieht aud o wei beweglidye Rabiet
welde einen conftanten Winfel mit einander bilden; fo finben
nod) diefelben Folgevungen ftatt, fo daf man den Sap hat:

23) Die von einem Punfic einer Curve desd sweis
ten ®rabdes aus unter einem conftanten WinFel e’
fdeinenden Sebhnen derfelben umpillen cine anderf
Gurye beg gweiten Grades, unbd der Pol diefer Sel?
nen befdreibt eine dritte CGurve deffelben Grabed.
@ndlid) baben diefe drei Curven aud eine doppelte
imagindre Berihrung.

3ieht man an den RKreig wei fejte und eine beweglidhe Tan’
gente , weldhe die evften in a,b jdneidet, fo hat man in bev Guryt
des gweiten: ®raves ebenfalls jwei fefte umd cine beweglice Tar*
gente, welhe die beiven evjten in den Punften a’, b! jdyneivet, PF
vie Homologifden von a,b finb. — Dev Winkel aob, unter weldyem
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bas Stiid ab der beweglidhen Tangente vom Mittelpunfie aus evs
fdyeint , ift ater conftant, und mithin hat man den Sal:

24y Der Winfel, unter weldem dev jwifden
swei feften Tangenten ciner Curve des jweiten Gra=
beg [iegende Theil ciner bewegliden Tangente vom
Brennpunfte aud evrfdeint, iff confrant,

MWenn man bei der Pavabel die beweglidhe Tangente alsd
fih ind Unendlide entfernend betvadytet, fo entfernen f{idy die
Punfte a’,b’ chenfalls ing Unendlide, oa’,ob’ werben ju den
feften Tangenten pavallel, und folglidy der confian te Winfer
gleidh bem Supplemente ded gegen bic Pavabel gefehrien Winfels
der Tangenten. Wenn t* ber Durdhfdhnittspuntt der beiden feften
Tangenten ift, fo it Lt 4+ Lo = 180°; folglidy Yapt fih bas
RBiered oa’t’h’ in einen Kreid befdhreiben, und man hat den Sap:

25) Dev um ein um die Pavabel befdricbenes
Drecied befdrichbene RKreisd geht durdh den Brenn-
Punkt ber Parabel.

Da feder Punft diefed Kreifed sum Brennpunfte einer dic drei
®eraden beriibrenden Pavabel genommen werben fann, fo folgt:
daf der Orvt ber Brennpunfte der die drei Seiten
cined Dreicdesd berabrenden Pavabeln ber um die-
fed Dreied befdpriebene Kveis ift. — DHievaus ergibt fidh
ein febr einfades Mittel gur Conflruction einer vier gegebene Ge-
vabe beriihrenden Pavabel. '

§. 176.

Homothetifdye Curven bes jweiten Graves,

Die Homothetic ift ein befondever Fall der Homologie; denn
Wenn fidy die Ave ind Unendliche entfernt, jo reduciven fid) die
Sormeln (3) auf:

: ! e y:

T,y
und per Mittelpunft der Homologie wird der Mittelpuntt der Ho-
Wothetie.

3wei homothetifdhe Curven des giweiten Grvabes S, fdhneiden
fity nur in gwei veellen, oder in gwei confugivten imagindren Punts
ten, weil die Geiven anbern Durdfdnittspuntte in unendlider Ent-
fernung liegen. Sie baben nuv eine gemeinfdaftiihe Sefante A,
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welde immer veel [ ift, und bdiefer Are der Homologie entfpredien
awei Mittelpuntte der Homothetie.

Biept man einen beliebigen Rabius aud bdem WMittelpunite 0
(§ig. 186), fo find a und a’,b und b’ homologifde Punfte, und
bie Tangentenpaave geben swei Punfte ¢,d der Are A, Jieht man
ebenfo aud dem Mittelpunfte o, einen beliebigen Rabiug, fo find
a und a’;,b und b’ homologijdhe Punfte, und die Tangentenpaare
fdneiven fidy ebenfals auf der Are A.

Die Polaren P und P/, P, und P/, dber beiden AehnlidyFeitss
mittelpunfte o, o, in beiven Gurven find zu ber Are A paralel
und gleidweit davon entfernt. Denn wenn man einen dev Mittel
punfte der Homothetie um Anfangdpuntte nimmt, fo find die ®lei+
dungen bder beiden Guryen:

ax®+bxy +4cy? +dx4ey+4f = o,
ax‘? 4+ bx‘y’ +cy’? +k (dx’' + ey’ 4 fk) = o.

Die Gleidhung der Are der Homologie oder dev gemeinfcpafts

lien Sefante ift:
dx+ey4fk4f=o,

und die Gleidungen der beiden Polaven ded Anfangspunfred :
dx 4 ey +2f = o, dx- cy + 2kf = o.

Wenn b v ei pomothetifhe Curven des weiten Graded gegeber
find, fo baben wiv gefeben, bdaf die Mittelpunfte der Homotbetic
je dreiin geraber Linie liegen. Die Gleidungen diefer Cuvvel
find:

ax?+4 bxy—+ey? +dx -fey +f =o,
ax3 4 bxy+cy?+4d'x +e'y + I'— oy
ax? 4-bxy+cy?+d/x f-e’y+4 "= o,
und bie der Aren der Homologie:
d—d)x+(e—e)y+f—f =09,
(di_du)x+ (el___cu) }"}' {‘I__fll =0
(d— dx+(e""—e) y+"—f=o.
Da fidy die drei lepten Gleidungen auf awei rebuciven, {0 pat
man ben Say:

26) Die drei Aren der Homologie dreier homo”
thetifder Gueven bed gweiten Grades gehen putrd
penfelben Punti.

§. 177.
Die Gevade oo, deven gemeinjafilidher Pol fiir beive Curven
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in unendlider Cutfernung liegt, gebt durd die Mittelpunkte dev
Gurven. — Wenn wei homothetifde Curven ded gweiten Graded
einanber beviiren, fo liegt der Bervihrungspuntt als Mittelpunti
ber Homothetic auf der Centrallinie. — TWenn S unbd S’ jwei ho-
mothetifde Curven des gweiten Grabed find, und S, ift eine Drifte,
weldye die beiden erften in a und a’ (Fig. 18D berithrt; fo {dneiden
fidy bie gemeinfdhaftliden Tangenten in a und a‘ ald Aren der Hos
mologie in einem Punfte t, der Ave A von S und 8. Die Punite
a,a’ fid folglidy homologifdhe und liegen auf einem Radiug ona’.
Diefer Nadbiug hat in den drei Curven brei homologifdhe Punfte
t. 4 t, gu Polen, und folglid) find die prei Parallelen ju P, A, P’
homologifhe GSevade. — Wenn man alfo eine Curpe ded weiten
Graves S, bat, welde gu gwei homothetifen Gurven S, S/ befs
fe(ben Graded bomotbetifd) und tangent ift; fo bat bie Axe der Ho=
mologie A von S, 8/, ald Gerade von S, betvadytet, in S, 8’ bie
Polaven P, P/ des Mittelpunties o der Homothetie u homologen
®eraben.

Hievaus evgibt fih dag Mittel gur Conftvuction einer Curye
8, bes gweiten Grabes, welde u brei gegebenen homothetifden
Gurven S, S/, S*/ deffelben Grabes pomothetifdy ift und bicfelben bes
viiprt. — Man confivuirt nimlidy die Mittelpuntte p, q, r der Hos
mothetie und die Uren Dder Homologie A, B, C von S undb 8§/,
S und S, 8¢ unb S/, vann die Polaven P und P ompin$S
und S, die Polaren Q und Q*/ von q in S und S/, bie Polaven
R’ und R* von r in S/ unb 8. &8 fei i, der Durdfdnittspunts
ber ren ber Homologie, i der von P und Q, i’ ber von P'und R,
i per von Q// und R/ Wird 8, fuceeffive mit 8, 87, S vers
bunden, fo exbdlt man drei homothetifdye Syfteme, und wir haben
gefefen, bag die Gevaden A und B in §, in 8 bdie Gevaden P
und Q al8 pomologe paben. 2Alfo ift i ber homologe Punkt voni,
und i, in S, hat ald pomologe Punfte i, i’, i’ in S, S/, S, Die
®eraden i, i, iy i’y 131" gehen mithin burd) die Mittelpuntte ber Ho:
mothetie von S, und 8, yon S, und S, von S, und S’ welde hier die
Berithrungspuntte a, a‘, a’ find.  Nadydem diefe Berithrungspuntte
gefunben finp, erpdlt man den Mittelpuntt von By vermittelft bes
Durdyfhnittes der von den Mittelpuntten nad) den Veriihrungss
punften gegogenen Gevaben, Die Aufgabe ift alfo gelof't, und ald
befondern Fall gibt diefe Gonfivuction den Kreid, welder brei ges
gebene RKreije bevithrt.
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§. 178.
Peefpehtivifde Projektion,

Weun man einen belicbigen Punft o ded RNaumes mit verfdyies
benen Punfter a, b, ¢, ... durd) gevade Linien verbindet, fo heifen
bie Durdidnittdpunfte ver Geraden oa, ob, oc, . . . mit einer fes
fien Gbene M’ die perfpeftivifdhen Projeftionen bder
Punfte a, b, c, . . . Wenn der Punft a eine Gevade bejdyreibt,
fo befdyreibt feine perfpeftivifhe Profeftion aud) eine Gerave. E3
entfpredhen alfo den Punften und Geraden der erften Figur aud
Puntte und Gerade in dber perfveftivifden Figur und nady §. 163
ift bas anparmonifde Berpdltniff von vier in geraber Linic liegenden
Puntten dem anharmonifdhen BVerbaltniffe ihvev perfpeftivifdhen Pro-
jeftionen gleidy.

Wenn in einer Chene M eine Figur gegeben ift, fo fann auf
biefe LWeife in einer andern Ebene M’ bie perfpeftivifde Projeftion
bervfelben gegeichnet werben, und beide Figuren haben alsbann alfe
Cigenjdpaften pomograpbijder Figuren. — Wenn man in ber Ehene
M jwei Coorbinatenaren und in der. Cbene M’ audy jwei folde
YUren ieht, fo baben die Nelationen, welde jwifden den Coordis
naten x, y eined Punfted a und den Coordinaten X/, y* feiner pers
fpeftivijhen Projeftion a’- flattfiuden, nothwendig die Form (1)
und folglidy ift die WMethode bder pevipeftivijden Projefrion eine
geometvifd) = homographifde.

Hieraus folgt: wenn ein Kegel, deffen Ridtlinie eine Curve
bed mten ®rabes ift, mit einer Chene durdyfdnitten wird, fo ift
bie Durdidnittscurve aud)y vom mten Grave. — It alfo bie Ridyt
linie eine Guroe bes gweiten Grades, fo ift aud) die Durdfdnittds
linie bed Regeld mit einer Cbene eine Curve bed weiten Grabed,
wie fid) leicdht diveft eigen Idft, wenn bdie Bafis des Kegeld ein
Rreid ift. — Man nennt deshalb die Curven des weiten Graded
aud) Segelfdnitte.

Der Durd)fdnitt einer durd) o pavallel u M gelegten @Bcn_e
mit M ift die Mve 1/ des Unendlidien, auf welder fid) bie perfpeftiz
vifden Projeftionen gweier Parallelen fdneiven, und diefer Durdy*
fdnitt8punte ift jugleich ber von M’ mit ber dburd) o pavallel zu dben
gegebenen Pavallelen gesogenen Geraden.

Da eine Gevabe und ihre perfpeftivijde Projeftion in derfelben
burdy o gebenden Ebene liegen , fo fdneiben fic fiy auf der Durde
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snittslinie A ber Cbenen M und M, und alle Punfte von A find
ihre eigenen perfpeftivijden Projeftionen. — Wenn fid) die Ebene
M’ um bie ®erabe A fo lange drepet, bid fie mit M gufammens
fallt, fo gibt ed einen Punft ¢/, welder mit feiner perfpeftivifden
Projeftion jufammenfdllt. Denn wir wollen durd) o ecine auf A
fenfredpte Gbene legen , und es feien ec, ac’ bie Durd)fdnitte diefer
Gbente mit M und M’. Ferner wollen wir in diefer Chene von o
aug cine auf ber Halbivungslinie ded Winfeld cac’ fenfredte Ge-
rabe oce’ 3iehen, fo fallt der Punft ¢’ wegen ac = ac’ auf feine
verfpeftivifdhe Projeftion ¢’. — Man bat alfo nad)y dem Jufommen-
fallen beider Gbenen in derfelben Cbene M zwei bomologifde
Figuren , indem c¢ der Mittelpunft und A die Are der Homologie
it. Die yerfpeftivifhe Projeftion fommt alfo auf die Homologie
juvii, und man fieht leicdyt ein, daf fie diefelbe Allgemeinheit hat.

Wenn die Chenen M und M’ pavallel findb, fo entfernt
fih die Are A ind Unenbdlide, und bdic beiben Figuren werden
bomothetifd. Folglid find die Durdidnitte eined Kegeld mit
parallefen Ebenen dhnlide Figuren.

Sunfundzwansigites Kapitel.
o B e Tl R A

§. 179.

Wenn man fept :

X'=ax'+by’+e, Y'=a's'1b'y'+c’, U'=a’x'+b''y'+¢*, (1)
fo entfpridt bem Punfte a ober (x,y) bder erften Figur in dey
dweiten eine Gevade A’, deren Gleidung :

Xx+Yy+U =o0
ift, wo x’, y* bic laufenden Goordinaten bedeuten, und der
Geraden A der erften Figur, welde dburd) die Gleigung :

px +qy +1=0
Gusgedritdt wirb , entfpridt in der weiten ‘{sngur ein Punft a’,
Weldyer duvd) die Relationen:
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w0 40
oA

X
2 P q
beftimmt wird.

&3 entfpreden aljo bden ‘Punften a unbd den Beraben A Dbev
crfen Figur vejp. Gevade A’ und ‘Punfte a’ ber joeiten Figur.
Der Punft a’ ift der Po der Geraden A und die Gerade A'
die Polare ves Punbted a. — Man bat dbaber bdie beidben Fun-
bamentalfige :

27) Wenn der Punftacine Gerade A befdreibt,
fobdrebet fid feine Polave A/umbden Pola’ diefer
@Geraben.

28) Wenn fid bie Geradbe A umben Punfta dbves
pet, fo befdreibt ipr Pol a’ die Polave A’ piefesd
Punftes. _

Wenn fid) bie Gervabe A ing Unendlidye entfernt, fo con#
vergirt ihr Pol gegen den Punft i/, welder durd) die Relationen

3, = e R
beftimmt wird, und der Pol ded Unendliden genannt werben
fann. — Umgefebrt, die Polave eined unendlid) entfernten Punfted
aebt durdy i’

Wenn alfo eine aus Punften und Gevadben beftehende Figuv
gegeben ift, fo erhalt man auf diefe MWeife eine aus Geraben und
Punften beftehende corvelative Figur, und jede befcriptive
Refation wifden den Theden der erflen Figur fiibrt Fu einet
entfpredienden Relation wifdhen den Theilen ber gweiten Figur. —
Wenn 3. V. in der erften Figur drei Punfte in gevaber ¢ i
nie liegen, fo geben Ddie drei entfpredjenden Gevaven in dev groeis
ten Figur durch denjel ben Punt.

§. 180.

Correlative Curven.

@s feien A, B, C, . . . bic Seiten und a, B, G <o 0K
Wintelfpisen cined Bieledes. Conftruirt man bie Polea’, b’,c’y .-
ber Ceiten A, B, C, . . . und verbinbet fie purd) Ddie Gervabden
A, B4 €Y, L L., welde die Polaven ber Gden a, b, e, .. . finds
fo erbdlt man cin gweited Bicled, weldes das covrelative bed
erften ift. — Wenn b gegen a convergivt, fo Wird a der %erﬂ?f
vunggpunft von A, und b’ convergivt gleichzeitig gegen a’ unb bié
®erate A’ wird Tangente in 2’ an biv aweitch Curve. — JeV°
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Tangente A der gegebenen Gurve hat alfo einen Punft a’ ber cove
relativen Gurve jum Pole, und der Bevihrungspunft von A hat
bie Tangente im Punfte a’ dev yweiten Curve guv Polave. — Kury:
bie Punfte von S’ find die Pole dber Tangenten an S, und bie
Tangenten an S’ find die Polaren der Punfte von S.

MWenn die gegebene Figur aus einer Curve und aug einer biefe
in n Punften fdneivenven Geraven beficht, fo befteht bie covvelative
Figur aus einer Gurve und aus n von demfelben Punfte ausgehens
ben Tangenten.

Befteht die gegebene Figur aus swei Gurven S, T und man
~ conftruivt die covvelativen Curven S, T/, fo find bie gemeinfdyaft=
Tichen Punfte von S’, T* dic Pole der gemeinfdhaftlichen Tangenten
von 8, T, und bdie gemeinfdaftlidhen Tangenten von S, T find
bie Polaren der gemeinfdaftlihen Puntte von S, 44

Die Gleidung einer Curve S fei:

X,y =05
fo bat die Tangente derfelben im Punfte (x, y) den Punit (x*, YY)
sum Pole, welder durd) die Relationen:

Xl Ya Ul

T oifry o gy Bt A7
beftimmt wird, und wenn man X, y awifden diefen drei Gleidjuns
gen eliminirt ; fo expdlt man pie Gleidyung dber covvelativen Curve S,
Obver: bic Gurve S’ fann ald die Umbiillungscurve dev Polaven s

Xx+Yy+U=o0
ber verfdiedenen Punfte (x, y) von S betradytet werben. — Sepi
man nun

X=axta'y+a’, Y=bx+b‘y+b’, U=cxtc'y+c’, (2)
fo wird die Gleidung der Polave:

Xx+ Yy 4+ U=0

ober ¢
px' +qy' +1 =0,
wenn gefegt Wwird:
P q 1
Bermitteljt diefer Tepten Relationen fann man x und y durd
Bride ausbriien, beren Jdbler und Nenner [incave Funftionen
von p, q find, und jwav ift der Nenner bes Husbrudes pon x ber:
felbe, als ber bes Ausdrudes von y. — Subftituirt man dbicfe
Rertpe fir x, y in vie Glidung £ (x, y) = o, fo erhdlt man
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bie ®leidung der Curve S’ mit p und q, welde von pemfelben
Grave ift. — Man bat alfo den Lehriag:

29) Die covvelative Curve cines Kegelfdnittes
it cinanbdbever Regelfdnitt.

§. 181.

@3 feien a, b, ¢, d vier in geraded Linie liegende Puntte,
und A¢, B, €, D’ bie fidy in demfelben Punfte fhneivenden Pola
ven derfelben. IWir wolfen die Gevade abed jur Ave der X nely>
men, fo fdneidet dicfe Are dag Biifdel der Polaven in vier Punf-
ten a/, b', ¢!, d'. Die Glehung jeder der Polaven veducirt fidy
auf die Fovm:

Xx+U =0,
woraus folgt:
Ul allx-‘_}_ cll
b — I R —— el )
X! ax'—+c¢

inbem x‘ bie Abfeiffe bes Punftes a’ bedeutet, — Diefe @Ieitbuu’s
briidt eine omographifdhe Relation wifden den Punften a, b, ¢, d
und a‘, b’, ¢/, d’ ausg, fo baf die anharmonifhen Verbdltniffe diefer
beiben Syfteme von Punften diefelben find, und man folglidy ben
Sap bat:

30) Dag anharmonifde Bevpaltnifvon vierin
geraber Linie licgenbden Punften ift bemanharmos
nifdenBVerhdaltniffe ber entfpredenden pier Polaren
gleid.

Diefer Lehrfag fann folgendermafen umgeformt werden : Man

at s
1 sin (C’,A) _ ca sin (D", A) , da

sin (C/,B) ' cb = sin (D, B) .db’
und wenn man annimmt, daf die drei Punfte a, b, d, fo wie ihre
Polaven e ft liegen; fo ift der gweite Theil der Tegten Gleidung
cine Gonftante mj eine belicbige Gerave C trifit ab in ¢, und
ber Pol ¢ liegt auf C. Bebeuten ferner p, bie JAbftande der
®eraden C pon den beiven feften Punften a, b und p’ ¢’ bie Ent-
fernungen des Poles ¢’ von ben beiden fefen Gevaben A’ B o
bat man:

(5, by LM i 5 o'l Loy
¢ T ¢! smc, By T ¢
Folglidy : B s

iy = 1,

q° q
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Man bat alfo den Saf:

31) Daé Berhdaltnif ber Abfidnde cinev belics
bigen Gevaden der evften Figuv von gweifeften
Punftenift pem Berhdaltniffe der Entfernungen
beg Poles jener Geraben von ben beiben feften
Polarenindber yweiten Figur proportional.

Die umgefehrien Sage finben ebenfalld flatt; benn bie erfie
Figur ift aud) die corvelative ber gweiten, und bda jede metrifdhe
Relation nur anparmonifhe BVerbdltniffe entbalt; fo bat fie ihre
entfpredhende in ber gweiten Figur. :

§. 182.

Gegenfeitige over reciprohe Correlation.

Die Fovmeln (1) dritden die Corvelation ber gweiten Figur
in Begug aunf die erfte, und die Formeln (2) Die ber erjten in
Begicpung auf die gweite aus. — Da die Conflanten ver{dics
den find, fo ift die Art der Correlation nicgt mehr bdiefelbe. Sol=
Ten bie Figuven nacdy devfelben Weife gegenfeitig corvelas
tiv fein, fomiiffen die einanber entiprechenden Conftanten einanber
gleid) und von pemfelben Jeigen, oder gleid) und von
entgegengefeptem Jeiden fein.

Sm erften Falle if a’ = b, a'" = ¢, b” = ¢, fo daf
nur 6 Gonftanten bleiben, und man bat:

X'=ax'+by’+e, Y'=bx'+b‘y'+c/, U'=cx'+e'y'+c’,

X =ax +by +¢, Y=bx +b’y +¢’, U=cx+c'y +¢’.

Beivadten wir die Curve des jweiten Grades:

ax? 4 2bxy + b’y? 4 2ex 4 2¢’y + 2¢” = o, 3)
fo ift bre Gerabe A’ bie Polave des Punftes a in Begiehung auf
bie Nidteurve (3), und umgefehrt, bie ®evabe A ift die Polave
bes Punftes a’ in Begug auf diefelbe Ridteurve. Die Methode
der reeiprofen Polaven (Rap. 19) exfdheint hiev alfo af
tine befonbere Art der Corvelation. ‘

Sm gweiten Falle it a =0, a'=—Dh, a" = —¢,
b' = o, b* — — ¢, ¢! = o folglidh
X = by'+ c, Y' = — bx'{ ¢ U= — CX’——c‘y‘;

X=—hy—¢, Y = bx — ¢/, U = ex 4 c4y.
Die Gerave A/, deven Gleidhung ift:

SEEL B8 (x £ %)— (x!-x) (}' ¥ %) =0,
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geht durd) den Punft a und durd) den feften Punft (:.; oS %)’

pie Gurye S* veducirt fich auf einen Punft, und mithin fanu
viefe Transformationsart von feinem TRugen fein.

§. 183.
Hnwenbungen.

Ginem und demfelben Bievede um fdrviebenen Kegelfdnitien
entfprechen i n daffelbe Biered befdriebene Kegelidnitte. Folglid
ift ber Lebriap 3) in §. 158 dber corvelative von bem Lebriate 2)
unb ber €a 6) in §. 166 fiibrt auf folgenden correlativen s

39) Wenn man pon einem beliebigen Punfte Tans
gentenan preiin paffelbe Biered befdrviebene K¢
gclfd;nittesiebt, foerhdalt man ein Bitfdel von feds
®ervaben, weldhe cine3Inoolution bildben, und bie beir
ben Tangenten an dbemfelben Regelfdnitte find
confjugivt.

9us ben Lebridgen 7) und 8) ergeben fich durd) Corvelation:

33) Wenn ein Bicred umeinen RKegelfdnitt ber
fdhricbenift, foiffbas anbarmonifde BVerbaltnif
per vier ‘J)uutte,morineinebemeg[id;c Tangente
pie Geiten diefes Bieredes fgneidet, conftant.

34) Wenn man auf gwei fefen Geraben gwei RNei
pen vou Punftenvon jolder Befdaffenbeit nimmb
paff dbas anparmonifde Berhdlinif von vievr be
fiebigen Puniten der erften Reihe dem anbarvme’
nifden Berpaltniffeder viercorrefpondivended
Ppunfteder sweiten Reihegleid ift, und man pe¥
pindet bie correfpondivenden S]Junttepaatweifc
bucd gerabde Linien; foumbitllen diefe einen K¢
gelfdnitt, welder dic beiben feften Geraden bE
vithrt.

Der covrelative bed Lehrfages 10) ift pereitd in §. 140 ange*
fiibrt , und der Sap 11 gibt folgenden correlafiven :

35) Wenn pienEden eined Bieleded auf nfefen
®evaben fortgleiten, wabrend n—1 Geitenbdef
felben aufﬂ‘ege[fcbuittcnfortrollen, wopon feder
jwei qufeinanderfolgende Gevabe bevitprt; 1°
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umpilltdbiente Scitedes Bieledes cinen Kegel:
fhnitt, welder jwei aufeinandevfolgende Gevabde
bevitbhrt.

wei Kegelfdnitten, weldye eine boppelte Beriibrung
Daben, entfpredien gwei Kegelfdnitie, welde chenfallg eine doppelte
Beriiprung haben. Aus den Sdgen 12) und 14) ergeben fidh mits
bin dburdy Corvelation :

36) Wenn gwei Winfelfpigen eined um einen K ¢-
gelfdnitt befdriebenen Dreiedes auf gwei fefien
®eraben fortgleiten, fo pefdyreibt bie dritte Wins
Felfpipebes Dreiedes ginenanbern Kegelfdnitt,
welder mit dem erften eine bopypelte Beriihbrung
bat., — Der Durdfdnittspuntt der beiden fefien
®ervrabenift bev Polber Beriibrungdjebne,

37) Wenn ein Bieled vonnSeiten um einen Kes
gelfdnitt befdrieben ift, und jedbevonn—1 Gden
beffelben auf einer Gevabden, odev auf einem Kegele
fdhnitte fortgleitet, welder mit dbem erjten eine
boppelte Berihrunghat; jo befdreibt Diente Ede
bes Bicleded anudeinen Kegelfdnitt, welder mit
bem evfien cine boppelte Beritbrung bat.

Endlidy gibt ber Lebrfap 16) durdy Corvelation :

38) Wenn ein Vicled von n Seiten um einen
fegelfdnett befdricben ift undbn—1 Gdenbdeffels
ben auf n—1 Segelfdnitten fortgleiten, welde mit
bem erften in dajfelbe Bieved befdrieben finb, fo
befdyreibt biente Ede einen Regelfdhnitt, welder
inbaffelbe Bicved befdrieben ift,

§. 184.
Ueberblid.

Wir fénnen fehit die im Borhergehenden audeinandergefepten
allgemeinen Methoder, deven Frudtbavfeit sugleidy an vielen Beis
foielen geseigt ift, mit Furgen Worten charafterifien: 1) die Hos
mographie perallgemeinert die ineinem befondern
Salle bewiefenen CGigenfdaften einer Figur
2) Die Gorrelation verdboppelt die Anzabl dev
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Qebrfdpe. — Wiv haben ibrigens: biefen @egenftand bei weitem
nidt exfdipit, und man fann mit Hiilfe der bewiefenen Lehriape
fepr einfad eine grofie Anzabl intevefjanter Aufgaben iber die Regels
fcpnitte [fen , wovon twir nuv einige sur Ucbung hicv anfihven
wollen.

tebungdéaufgaben.

1) Sn einen gegebenen Regelidnitt ein Bieled gu befdreiben,
beffen n Seiten Kegelidnitte beviibren , wovon jeder mit dem
eeften eine boppelte Beriiprung bat, ober buvdy gegebent
Puntte gebt.

2) Um einen gegebenen Regelfdmitt ein Bieled u befdyreiben,
beffen n Eden auf gegebenen ®eraden, ober auf Kegelfdnitten
Yiegen, weldye mit bem gegebenen eine boppelte Bevithrung
haben.

3) Gin n G ju befdreiben, defen n Seiten durdy gegebene
SPuntte gehen und defen n Edfen auf gegebenen Gevaden liegen-

4) Wenn bdie n feften Punfte in Lepriag 40) in geraber Linie
Tiegen , gu beweifens baf bie freic Ede aud) eine Gerave bes
fhreibt,

5) @8 feien a, b gwei Punfte von folder Befdaffenpeit : daf pie
Polare des einen duvdy ben anbern gebt. TWenn gwei Seiten
cined in cinen Kegelfdnitt befdricbenen Dreieces fih um 3, b
brepen, fo brebet fidh die dritte Seite um den Pol ¢ von ab. —
Nan foll aus diefem Lehrfage den correlativen Bberleiten.

6) Wenn drei Sciten eines in einen Kegelfdnitt befdyricbenen
Bieredes fih um drei in gerader Linie liegenbe fefte Puntte
preben , fo brepet fidh die vierte Seite um einen anbern feften
Punft, welder mit den brei erften in derfelben Geraden liegt. —
Dicfer Sap gilt aud fiv ein Bieled von einer gevaden
Geitengabl, und man foll den correlativen Sap davaus abs
Teiten.

) Senn alle Spien eines Bieledes, mit Ausnalme einer ein
sigen, auf einem Regelfduitte liegen und die Seiten ficp um
feffe in geraber Qinie liegendbe Punite breben, fo bejdreibt die
freie Winfelfpige einen Kegelfdnitt. Man folf ven corvelds
tiven Sap ableiten.
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0) Wenn cin Bicled jugleid in einen Kreid und um einen andern
befdricben ift, die Cnifernung ber Mittelpunfte ald Funftion
ber Halbmeffer fiir die einfadften Falle bed Dreieded, Biers
eifed, Funfedes, . . . gu finben. :

10) Wenn c¢in Bieled von einer gevaden Seitengahl ugleidy
in einen Kegelfhnitt und um ecinen andern befdyriecben ift,
fo geben die Geraden, welde bie gegeniiberliegenben Eden,
ober die Bevithrungspunfte der Gegenfeiten verbinden, durdy
venfelben Punft, weldes einer der Durdfdnittdpunfte ber
gemeinjdaftliden conjugivten Sefanten it. — Den Beweis
au fithren.

11) Ginen Kegelidnitt gu conjiruiven, welder mit einem anbern
eine boppelte Bevithrung hat, duvdy n Punfte geht und 3—n
®eradbe beriibrt.

12) 2Wenn vier von demfelben Punfte ausdgehendbe Gerade cinen
RKreid vefp. in den Punften a und a’, b und b’, 2. {dueiden,
ju beweifen : baf die Relation fattfindet:

sin $ ca sin } da __sin § ca’ sin 1 d‘a’
sin 3 cb ' sin } db  sin §c‘b’ * sin § d'b”

13) MWenn ein beliebiger Kegelfdnitt und ein Punft o in feiner
Gbene gegeben ift, und man confiruirt ecinen gweiten Kegels
fbnitt won folder Befdaffenpeit : daf o jugleid) fein Mittels
punft und ein Mittelpunft bey Homologie beiber Curven ift §
fo ift jebes Syfiem conjugivter Durdymefier bes gweiten Negels
fdnitted ein Syftem conjugivier Gerabder des erfien in Bejug
auf ben Punft o. — Man foll hicraus und aus den Formeln
fite bie Gonftruction homologifder Figuren die Eigenfdhaften
ver conjugivten Geraden berleiten, welde benen der conjus
givten Durdmeffer analog find.

14) MWenn man durd) den Punft o der Chene eined Kegelfdhnittes
cine bewegliche Selante jieht und auf derfelben eine Lange om

von folder Befdaffenpeit nimmt, vaf ibv veciprofer Werth 6151

ber Summe, ober Diffevens ber reciprofen Werthe der
swifden pem Kegelfdhnitte und bem feften Puntte liegenden
Langen gleidy ift, fenachdem ber fefie Punft innerbalbd,
ober auferphalb des KRegelfdmitics liegt; fo befdyreibt der
Puntt m einen neuen Kegelfdnitt,

Schnufe , Soordinatengeometric. 18
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Sedysundymanzigftes Kapitel.

Theorie der Transverfolen.

§- 185o

@s fei £ (x, y)=o0 bdic Gleidung einer Gurye bed mien Gras
bed unter ganger Form, und ¢ (X, y) begeidyne bie Glieder des
mien Grabes. Durdy einen beliebigen Punit i odev (X4, ¥y) ber
Gbene wollen wir eine Geravde gichen , welde mit den S[ren Winfel
bilbet , beven Gofinud p und ¢ find, fo {dneidet diefe Gevade bit
Gurve in m Punften a4, a’’, a’’, ..., und wenn o vie Entfers
nung bed Punited i von irgend einem Dex Durdfdnittdpuntte bes
peutet; fo ift:

3 X=X1+P?pl’=y|+'qg,
unb:

f(x, y) =1(x,, ¥1) + Ao+ Bo? +. -« + (P, Qo= =0,
alfo das Produft der Wurgeln piefer Gleidyung ¢
f (X3, Y1)
¢ (p, @

. Betradsten wir nun bie Curve g(x, y)=+1 und jichen purd
pen Jnfangépunft o einen u der Sefante ia‘a’ . . . pavalleled
Radiug oa; fo ift:

fa/ , fa" .1a'¥.... =%

— 1
oas.=.+ :
o(p, O’
folglidy:
'al 5 2 X 'aﬂ'l A% 35
T ‘ RETR IR 6D

und man Dot mithin den Sap: f

 {) Wenn man aus bem Punfte i eine beliebige S¢
fante burd bie Gurve f (x, y) = o giebt, fo ift pat
Berhaltnif bes Produftes ber m Abfhnitte piefe?
Sefante gur mienPoteny des vom Anfangsdpunite na
ber Hilfécurve g(x,y) = + 1 gegogenenund gy pet
Setante parallelen Radiugvectors confant.
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Biebt man von i aud eine andere Sefante ib’d” . ..., fo
bat man ebenfo :

ib’ . ih* . ib'¢, . .
; I_ I = f (X, ¥.)3%

ib™
folglich :
8 e, e S e
e R ¢ L ob™

b.b.: 2) Wenn man burdy verfdiedbene Punite der
Ehene einer Guryve parallele Sefantenpaarve gieht,
foift bas Bevrhaltnif ves Produfted ber Abfdynitte
br einen Sefante gu bem Prodbufte ber Abfdhnitte
ber anbern Sefante conjtant,

§. 186.

Wenn bdie gegebene CGurve vom jweiten Grade ift, fo fann
man fie felbft, auf ihven Wittelpuntt begogen, jur Hiilfdeurve nebh-
men, fo baf oa bder vom Mittelpunfte der gegebenen Curve aus ju
ber Gefante pavallel gegogene Nadbiusvector ift.

Da die Gleidung der Pavabel von der Form y24Ax=o ift,
o fann man eine belichige Pavalele jur Are al3 Halfdcurve nehe
Men, und wenn a, b die Punfte find, worin diefe Pavallele von
ben beiden Sefanten gefdnitten wird; fo hat man bie Nelation:

ia‘us 1 ib! . ib¥
ia® e oibi

Bon bem Punfte i wollen wir eine Tangente ib (Fig. 183)
an bie Pavabel giehen und die durd) den Berithrungdpunft b gur Are
8esogene Pavalele guv Hiilfslinie nehpmen, fo fallen fiiv ib die drei
Puntte b, b’, b gufamuten, und es ift:

ia’ o ia”
Ez

Befdhreibt man in der Ehene der Gurve ein beliebiges Dyeied
8hi, fo Geftimmt bie Gurve auf der Seite hi, m Punfte a’, 2%/, .. .,
Wf ber Seite i, m Punkte b’, b’/ . . . und auf der Seite gh,
;’E“I’unﬂe ¢/, ¢, ., .., und durdy Multiplifation per Relas
onen ;

= 1 ober ia’ , ia” =1ia’

18*



- 216 —

ger A BRI, vl tgen
T TR
ha’. ha', .. : 0a™
het s heta e fan s o topo: ;
A | e ob™
I8 o B i s T g

ergibt ﬁé: / i d h " ‘bl 'hu
gel vigetunThata  hat b i il doipd

gh’i gl huihedswhie i i s dnt v iR 15
3n bem befondern Falle, wo {ih die Curve auf eine Gevade
vebucivt, evgibt fih aus dber Relation (3) der Sap in §. 38,

§. 187.

Confruction vec Tangente,

Wenn fidy der Punft i der Curve unendlidy nibert, fo fallen
swei Durchidnittspuntte a‘, b’ in i jufammen und die Gerade a’b’
witb Tangente in bdiefem Punfte. Begeidnen nun «, g it
Winfel, welde diefe Geradbe mit ig und ih bildet, fo verwanbelt
fig bie Relation (3) wegen:

faleisinia

ib’ ~ sin g

in:

sin a:ib" o ib Ve Do Rt ha ... g6, e e, @)
sin g~ alsai’";.. gi.gb . Eh" .. he!he" ...
Um alfo bie Tangente in i ju confiruiven, 3ieht man purd)
biefen Punft giwei beliebige Sefanten ig, ih, Pievauf in ber Ebent
eite willfirlide britte Sefante gh unbd wenbdet die Gleidung (4) ane

§. 188.

Confteuction des Doculations = odver Kelimmungshreifes.

Wenn, fndem fih dber Punft i der Curve unendliy napert
gleidyzeitig die Sefante ih fidy ber Tangente in i unbefrantt nd”
beret; fo fallt ein gweiter Durdfdnittépuntt a’ mit a’ in i
fammen, und ber durd) bie drei Punfte b’, a‘, a’’ gehende Reid
beifit an ber Grenge ber Krimmung s ober Ddculationd
Ereid. Begeidnet nun b, den Punkt, wo bie Gerade ig den freié
trifit, fo ift:

ia’ . ia% = i , ib,,
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und bie Relation (3) gibt:
e | AN T I T U T o T

e G IR TR | N
Da ferner der Krimmungsfreid bie Curve beviihrt, o liegt fein
Mittelpunft auf der Normale, und bie Kenntnif ded Punfted by
ift gu feiner Gonftruftion binveidend.

Um alfo ben Krimmungsfreid fiir ben Punft i ju conftruiven,
giept man dbie Tangente ih in diefem Punfte, eine Sefante ig und
in ber Cbene ber Gurve eine willflirlide Sefante gh, Wenn man
fiiv ig bie MNormale der Curve nimmt, fo ift ib;, der Durdmef-
fer ves Osculationsdfreifes.

ib, =

§. 189.

@sculations- ober Ariimmungshreis eines Regelfdnittes.

Berlegt man bdben Punft g in den Mittelpunft o bed Kegels
fdnittes, fo pat man:
e
: oi*.he!.het ~  oi fio®—aoc>
und wenn fidy ber Punft h auf der Tangente ind Unendblide
entfernt ;
5 = —q
Gr. I’-'::,@ir._:" — =1, alfo: iby = 2°‘f ,
ho ho™ —oc oi
Beeidynen nun a, b die halben Aren ded Kegelfdnitied, wel=
der eine auf biefe Aren besogene Ellipfe fei, a‘, b’ bie balben con=
fugivten Durdymeffer oi, oe’, ferner a ben TWintel ber lestern und
T ben Halbmeffer bed Dgculationsfreifesd 5 fo evgibt fidy mittelft ber
Relationten in §. 127:

ob? bz b3 b's (a4 b2 — alz)-:si,‘
l-:2sinm:_-e!.‘rsiua;"-a.’b"sino: o gy - ab
(aﬂ +b2 _KS _,y'})’ﬁ‘

% ab
Der Décutationsfreis ift alfo iventifh mit bem Kriimmungsireife.
Wenn N den pwifden bem Punfte i und bev grofen Are Ties
genden Theil per JNormale und § den Winfel bejeicynet, welden
biefe mit dem vom Punfte i nacdy bem Brennpunfte gehendben Bector

Madyt, fo ift:
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o P o ¥ adic N3 R%n 1 N®
N —-a—(a’—’r b3--x3—y2)¥ " qffo r = ” ::-...-F,

und vermoége bdes Lehrapes 7 in §. 148:
N
cos? g

Aug biefem lepten Ausddruce ergibt fidh eine febr einfade Cons
ftruftion bded Wittelpunftes des Ddeulationsfreifes, — Jn dem
Puntte q (Fig. 189), wo bie Normale die erfte Ave {dhneidet, er
vidhte man ein Perpendifel qq’ auf diefer Novmale, und in dem
Punfte q‘, wo daffelbe den nad) bem Brennpunfte gebenden Veetor
iF trifit, ervidhte man ein Perpendifel q’q*; fo ift der Punft ¢'%
wo bafielbe dic Tovmale durdfdneivet, ber Wittelpunft bes DF?
culationgfreijes.

Sicbenundymanzigfies Kapitel.
Confleuction von Legelfhnitten nady gewiffen Bedingunges.

§. 190,

Bur Beftimmung eined Kegelfdnittes find fiin f Bedbingunge?
erforderlich, und dad allgemeine Problem: Einendurd n §¢
gebene Punfte gehenden und 5—n gegebene Geradé
berviibrenben Regelfdnitt juconftruiven, bictet mithin
fed s verfhiedene Fdlle bar, wovon fidh fevody brei durdy Eorr
Tation auf die drei anbern uriidfithren Yaffen. — Denn befcb"-‘bt
man in der Confructiondebene einen beliebigen Sreig, welder al
Ridytlinie dient, und confruirt bic Polaven der gegebenen Punktt
fo wie bic Pole ber Tangenten ; fo ift der Kegelidnitt S’ welder
biefe n Polaven beriihrt und durdy biefe 5 —n Pole geht , die ¥
ciprofe Polave bes gegebenen Kegel{dnities S, — LWeiff man nun S’
ober wenigftensd eine beliebige Angahl von Punften und Tangente!
von 8/ 2u confirniven; fo geben die Polaven biefer Punfte und ”'i
Pole dicfer Tangenten cine gleiche Angahl vor Punkten und TaL
genten vou S, fo ba§ man bden Wittelpuntt, die Are, 2. peflimme?
fann. — Ullein, flatt bie corvelative Gurve 8¢ ju Hiilfe gu nepmer
was fepr weitldufig fein wiitve, ift s beffer, S bivekt gu confiryt’
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ten, unb bdiefe divefte Gonftruction Fann mit DHiilfe von Sdgen ge-
jdheben , welde die correlativen von benen find, worauf die Con-
flruftion von S’ beruben wiirbe.

Die beiven Fille, wo 5 Punfte, odber 5 Tangenten gegeben
find, find fhon frither (§. 143) vorgefommen, fo baf wir nur nod
bic 4 fibrigen Fdlle au unterfuden haben.

s. 191.

Confteuction cines Kegelfdittes , weldyer durd) vier gegebente Punhte geht
uny cine gegebene Gerave beriihrt. :

Pefanntlidy fdneidet eine belicbige Sefante einen Kegelfhnitt
und bie Gegenfeiten ded in venjelben befdyriebenen Bievedes in 6
Punften , welde eine Snoolution bilden (§. 166), unb wenn die Se-
fante Tangente wird, fo hat man eine Snyolution von 5 Punften,
inbem der Bevithrungdpunft fiiv gwei Punite gilt. — Dan legt
alfo durd) bie gegebenen Puntte ein Bieved, deffen Gegenfeiten die
Tangente in a und a’, bund b’ fdhneiden und beftimmt bie boppel=
ten Snoolutiondpuntte fiiv diefe 4 Puntie (§. 162), wovon feber als Be-
vithrungspuntt dienen fann, fo baf bie Aufgabe auf bie Conftruction
cineg burd) 5 Punfte gehenben Kegelfdnittes urddgefihrt ift.

§.  192.
Confleuction cnso Aegelfdnittes ; weldyer Died) citien gegebenen Punht gebt
utt 4 gegebene Gerave berilprt,

9Renn man von cinem Punfie der Ehene Tangenten an einen
RKegelfdhnitt und ®erade nad den gegeniiberliegenden Ecien eined
um benfelben befdricbenen Vieveded jicht fo exhdlt man ein Biifdel
von 6 Geraben, welde eine Snoolution bilden. — LWenn ber Punft
auf bem Regelidnitte liegt , fo fallen bie Deiben Tangenten ufams
men, und man bat eine Jnvolution von 5 Geraben. — Man vers
binbet alfo Den gegebenen Punft mit den gegeniiberliegenden Eden
des won ben 4 Tangenten gebilveten Bieveces, fo DBeftimmen bdie
Berbinbungslinien auf einer beliebigen Sefante die Punfte a und a’,
b und b, wosu man bie poppelten Jnvolutionspuntie fudt. Die
Gerade , welde einen perfelben mit dem gegebenen Puntte perbinbet,
fann alg Tangente an dem Segelfdnitte in diefem Punfte dienen,
fo dag bie Aufgabe auf bie Conftruction eines fiinf gegebene Ges
vabe beriihrenden Regelfduittes suvidgefibet ift.
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§. 193.

Confiruction cines Begelfdnities, welder durd) 3 gegebene Punkte a, b, ¢ pebt
und 2 gegebene Gerave beriihet,

Dic NAufgabe it nur méglidh, wenn alle brei gegebenen Punfte
in bemfelben von ben Tangenten gebilbeten Winfel , ober in feinem
Sdyeitelwinfel licgen. — TWenn diefe Bedingung erfiillt wird, fo
befchreibt man in dem gedadten Winfel einen RKreis S’, welder die
beiben gegebenen Geraden beriibrt und bdie homologifhe Curve bes
gefudpten RKegelidnittes S ift, wdhrend der Durdfdnittspuntt o
ber beiben Tangenten ber Wittelpunft der Homologie ift. — Hiexs
auf famn man leidt die Ave ber Homologie (§. 172) und beliebig
viele Punfte und Tangenten von S confruiven. Denn jeder der
Radien oa, ob, oc trifft ben Kreid in jwei Punften, woburd) 8
verfiedene Dreiede entfiehen, wovon jeded als pomologifded von
abc genommen werben fann. WMan erhdlt alfo 8 Aven der Ho=
mologic; aber fie geben nuv 4 verfdicdene Auflofungen.

§. 194,

Conftruction cines Begelfdnites, welder durd) jwei gegebene Punkte a, b gebt
undy brei gegebene Gerade C, D, E berilhet,

Die beiden Punfte miiffen in Bejug auf jeded Tangentenpaar
in bemfelben Winfel, oder in dem Sdheitelwinfel deffelben liegen.
Qenn dicfe Bedingungen erfillt werden, fo befdyreibt man in dem
gebovigen TWinkel einen Kreid S, welder die Geraben D, E bes
viiprt , und bie bomologifdhe Gurve des gefudhten Kegelfdynittes S ift,
wabrend dber Durdyfdynittdpuntt o ber gemeinfdaftlihen Tangenten ber
Mittelpuntt dex Homologie ift. Die Nadien oa, ob treffen den Kreis
refp. in a’, b’ und ab {dneidet C in einem Punfie ¢, deffen homologi-
fiper Puntt ¢ mittelft bes Durd)idnittes von oc, a‘b’ beflimmt wird.
Aug c giehe man eine Tangente C‘ an den Kreid, fo ift diefelbe
bie bomologifye @erade von C, udd die Durdfdnitte von ab, a’b’
und C,C’ geben gwei Punfte der Are, fo daf man 8 Aven dber Ho-
mologie, aber nur 4 Yuflsjungen erhilt.

§. 195.
Bemerhung fiber die Gyperbel.

Die RNidtung einer Afympiote ift gleidgeltend einem Punfte,
weil ein Puntt der Hyperbel auf der Afymptotenvidhtung in unenbds
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lier Cntfernung liegt, wonad) fidhy bie vorhergebenden Conjtructios
nen leidyt mobificiven laffen.

a) Eine HDypperbel ju confiruiven, welde durd
4 gegebene Punftea, b, c, d geht, wenn jugleid die
Ridtung einer Afymptote gegeben ift. — Man bilde
bag Bieved abed, und durd) die Punfie a, d jiehe man jwei Pa-
vallelen gu der gegebenen Afymptotenvidtung; fo erhdlt man ein
eingefdricbenes Fiinfed , defen eine Ede in unendlider Entfernung
liegt. Die gewdhulide Conftruction (§. 143) beftimmt die Tans
genten in ben gegebenen Punften und die Lage ber ju der geges
benen Ridtung pavallelen Afymyptote.

b) Gine Hyperbel gu confiruiren, wenn 3 Punfte
a, b, c berfelben und die Ridtungen der beiden
Afymptoten gegeben findb. — Durd a jiche man eine Pa-
vallefe 3u ber cinen, und burd) ¢ cine Pavalele ju ber andbern
Afymptotenvidtung , fo Tliegen auf bdiefen Parvallelen gwei Puntie
d, e ber Hyperbel in unendlider Entfernung, und man Ppat ein
eingefdyricbened Finfed, wovon cine Seite in unendlidher Entfer-
nung liegt.

§. 196.

Confiruction einer Pavabel , welde durd) 4 gegebene Punkte geht.

3 fei a,aa’a’a’'a, ein in die Pavabel befdricbencsd Sedded,
und wir wollen annehpmen , daf fih die beiben Punite a,, a, ing
Unendlidhe entfernen ; fo werden bie Geraben aa, und a‘“‘a, su
ber Are pavallel, und der Duvdidnittdpuntt von a‘a’’, a,a, ents
fernt fid auf a‘a’” ind Unendlihe. — LWenn man alfo durdy die
@den a undb a’’ eined cingefdrichenen Bieredes aa’a’’a’’’ (Fig. 190)
Parvallelen gur Are jiebt, welde bdie Seiten a’’a’” und aa’ in c
und b {dneiden; fo ift bie Geradbe be gu a‘a’ paraffel. RNimmt
man bdie Cntfernung ob ur Unbefannten, fo geben die dbnlidyen

Dreiede :
obF s oAt — 0c 0’
ob I'0a‘="90a"t oc ;
woraus folgt :
—s o0a.o0a’., oa'
R~ 75 owrd 3!
Man Ffennt alfo die RNidtung der Are und 3 Puntte der Pas

vabel, fo baf bie Aufgabe auf eine beveits geldf’te uviidgefibrt ift. —
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Uebrigend ift bie Aufgabe nur moglidh, wenn bic 4 gegebenen Punfte
ein convered Bieved bilben, und in biefem Falle gibt es jwei
Aufdfungen.

5. 197.

Confiruction ciuer Parabel , weldye 3 gegebene Gerave berfipet umd duvd)
. ~ einen_gegebenen Punhe geht,

Wir wollen bas von 5 Tangenten A, A, A“, A, A/ (Fig.191)
einer Parabel gebildete Finfed aa‘a’‘a’va’/! betradyten, und ¢s fei
b ber Beriiprungspuntt von A fo {dneiden fidy die brei Geraden
aa’“’,a’b, a’’a’"’’ befanntlidy in demfelben Punfte. Wenn fih nun
ber Veritbrungspuntt von A ing lnendliche entfernt, fo entfernen
fih die Punftea, a’/'auf A, A“* ghenfalld ing Unenblide. — Wenn
man alfo in. irgend. einem um bie Parabel befdyriebenen Bierede
burd) bie Cden a’’, a’** Pavallelen gu den Seiten A A sieht,
unb bie Ede a’ mit bem Berithrungspunfte b der Seite A'* pers
binbet; fo erhilt man brei dburdy benfelben Puntt gehende Gerade, —
Sind nun AY, A, A“Y, bdie bdrei Zangenten und b ber gegebene
Puntt, fo verlingere man a‘b bis jum Durdhidyneiden mit A«
und wenn man ia®’ gur Unbefannen nimmt 3 fo geben bie dbnlidyen
Dreiecle:

ta'" ; id = io : ia’,

fa’’’ : fat= ib3 ia;
woraus folgt : ;

? — ia’ . ib . id

4 ial

. Goll bie Aufgabe miglich fein, fo muff der Punft b qufer-
balb bed von den drei Tangenten gebildeten Dreicdesd licgen, und
algbann gibt e8 smwei Auflofungen.

-

§. 198.

Conflruction einer Parasel, weldye durd) drei gegebene Punkte a,a’ja’’ geht
und cine gegevene Gerade A beriihet.

@3 fei B ber ju ber Tangente conjugivte Durdmefer, und
man giche die Sepuen aa’, a‘a’’, welde A in ¢ und ¢/, B in b
und b’ fdueiden ; fo it befanntlidh (§. 185) :

¢b® =ca . ca’ und ¢’b’* = c‘a’ . c‘a’,
Man fann alfo bie Punite b,b’, und folglid) die Ridtung ver Are,
fo wie ben Beriihrungspuntt beftimmen.
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Da bie Lingen eb, ¢‘b’ auf der einen, oder andern Seite von
ber Tangente aus genommen werben Ednnen, fo gibt ed 4 Goms
binationen fiir bie Gevabe B, und mithin 4 Aufléfungen; fedod
miifen dic dbref Punfte a,a’, 2 auf derfelben Seite der Tane
gente liegen. :

§. 109,

Confiruction einer Pacabel, weldye 3wes gegebene Gevave A, A’ beriiprt
und durd) ywei gegebene Punhte a,af gept,

@3 fei a,aa’a, (Fig. 192) ein in eine Pavabel befdricbenes
Biered, und wir wollen die Tangenten A, A’ in den Punften a,a’
sieben; fo liegen die Durdidnittdpunfie dex Geraden aa, und A’
aa’ und a,a,, a’‘a, undb A in gervabder Linie. — Enifernen fidy
nun bdie Punfte a,, a, ind Unendlide, fo werden die Geraden aa,,
a‘a, su der Are pavallel und der Durdfdnittspunft von a, a,,
aa’ entfernt fi aud) ing lnendlihe. — Wenn man alfo burd die
Beriprungspuntte d,d’ weier Tangenten einer Pavabel die Ge-
vaden de, d'c’ gu ber Ure pavallel jieht, fo ift bdie Figur dee’d’
ein Pavalelogramm, — DBerldngert man die Sehne aa’, fo gibt
bie im vorbergehenden §. erwdhnte Cigenfdhaft einen Punft b,b’
jeder der Gevadben de, d’e’. Fimmt man oc, = oc, co’y, =oc’,
fo ift e ¢’y parallel gu ce’, und ed ift ¢;b, =cb, ¢’';b’y = c’b’.
Man Fennt alfo gwei Punfte jeder der Geraden de, d’e’, und mit-
pin ift die Aufgabe geldf’t. — Da man bie Punfte b,b* gu beiden
Seiten jeber Tangente nehmen fann, fo gibt e8 4 Aufléfungen g
jebodh miiffen bie beiben gegebenen Punfie in demfelben yon den
Tangenten gebildeten Winfel Iiegen.



Anhang.

Grundbegriffe der Theorie der abgeleiteten
Sunftionen.

1) Gine Grife, welde fo gedbadt wird, dafi fie fucceffive ver-
fdhiedene Werthe annchmen foll, Deifit cine verdnberlide
®rofe (Berdnderlide), wogegen eine Grdfe, welde ald den-
felben Werth behaltend gedbadt wirb, eine conftant e Grife
(Conftante) genannt wirb,

2) Gine verdnderliche Grdfie ober 3apl, welde fo gedbadt wird,
bafifie grdfer werben fokl und Fann, ald febe gegebene oder
angebbare, nod fo grofie Grofe oder 3abl, Peifit unendlidh grof,
und wird ter RKiirge wegen geywdhnlidy mit oo begeidmet.

3) Wenn eine BVerdnderlidhe fo befdaffen ift, oder fo gebadt
wird, daf fie, indem fie vou einem veellen Werthe a ju einem
anbern reel[en Werthe b wibergeht, alle jwifden a und b lies
gende Werthe dburdylduft; fo beift fie eine ffetige (continuirs
Lide) Berdanderliche. — Die Bevdnberliden werden gewdhnlid
mit den lepten Budftaben . . . x, y, z ded Alpbabetes und bie
Conftanten mit den erften a, b, ¢, . . . . begeichnet.

4) @ine ftetige Verdnderlidhe, beren BVevdndbevung nidht von
ber einer anbern Bevdnberliden abbdngt, ober welde unmittels
bar und juerft ald verdnderlidh gedadyt wird, heift dieurfpring-
lide, abfolute odber unabhdngige Berdnderlide. — Cine
folde ift 3. B. bei Paralelcoorbinaten die Abfciffe x, und bei
Polar-Coorbinaten ber Winfel .

5) Gine fietige Bevdnberlidhe dagegen, bdeven Berdnderung,
alfo audy deren Werths- ober Grofensuftinde von denen einer ans
bern, al8 upfpriingliche ober unabbingige BVervanderlidhe gedadyt,
abhangig find, Deifit eine abhdangige oder velative Berdns
verlide. — Gine foldhe ift 3. B. die, Ovdinatey bei gevads
linigen Goorbinaten, und ber Radiusvector ¢ bei Polarcoordinaten.

6) Gine folde abhangige Verdnberlide y witd aud) eine
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FSunftion der unabbingigen Berdnderlihen x genannt. — &
ift alfo die Orbinate y eine Fun Ftion der Abfciffe x, und der
Bector o eine Funftion des Winfeld 9. — Ueberhaupt ift jeder
Ausdrud mit der unabbingigen Berdnderlidhen x und ectwaigen
Gonjtanten a, b, ¢ . . . eine Funftion von x.

Um eine noch unbefannte ober eine unbeftimmte Funftion
y von x gu begeidhnen, fdreibt man:

y =f1(x), y=Fx), y=9(x), ¥ =9(x),y = x(x), .
wo bie verfdiedbenen Budfaben £, F, 9, ¥, x, « « « . aud
verfdiedene Funftionen von x begeidhuen, b. b, foldye, die auf
perfdiedene Weife aus x und etwaigen Confianten gufammen-
gefest find, alfo eine verfdyiedene Form haben. — Dagegen
begeidhnen £(x) und f(z) gwei Funftionen von devfelben Form,
und welde fic nur dbadurd) untevfdeiden: daf in ber gweiten iberall
z flebt, wo in ber erflen x ftebt. — Gbenfo unterideidet fich
f(x+h)y von f(x) nur daburdy, daf fietd x+h fir x gefept ift. —
3ft 3. B.

. f(x) = xn 4 logx — 4x%4- 5, fo ift f(x+h) = (x+h)n
+ log (x+h) — 4 (x+h)? 4 5.

7) Wenn bie Funftion y = f(x) gegeben, ober f(x) ein Aus»
brud mit x und etwaigen Confanten ift, fo Deifit y eine ents
widelte (erplicite) Funftion von x, Solde erplicite Funftio-
nen find 3. B.

y=log x| Vi—ax?, y = ax + bxn 4+ m sinx, 1.

8) Sft bdagegen y mit x und etwaigen Conflanten in einer
Gleidung verbunden, welde exft aufgels’t werben muf,
wenn man y alé erplicite Funftion von x baben will; fo wird y
eine unentwidelte (implicite) Funftion von x genannt, —
3. 3.

' y* — 2xy? + x3y —at = o, 10,

9) Die erpliciten Funftionen werden in algebraifde und
transcendente eingetheilt. — Crfleve find folde, worin nue
Avbitionen , Subtraftionen, WMultiplifationen, Divifionen, fo wie
Potengen und Wurgeln beftimmiter Grade vorfommen, und ju
ben leptern gepoven alle dibrigen, 3. B. die Crponentials
funftionax, dic logarithmifde Funftionlogx, die Rreide
"funttionen sin x, cos x, tang x, 1.

10) Gine erplicite algebraifde Funftion Deift gang, gebros
den, vational, oder ivvational, fenadhbem x nidt in
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cinem Nenner, oder in einem folden, nidht unter einem Wur gel:
geidyen, ober unter cinem folden vorfommt, — Die allgemeine
Form ciner gangen algebraifden Funftion y ift:
y=AotHA X+ Ax3F A L0+ Anxo ...

Sie Peifit vom exften, gweiten, dritten, . . . Grade, fe-
nadbem ber Didyfte Crponent von x vefp. 1, 2, 3, . . . ift. —
Die Funltion vom evften Grade vy = A+ A, x witd audy 1z
neave Funftion genannt, weil fie die Ordinate y einer Geraden
ausdriict.

11) Wenn y = f(z) und z = ¢(x), alfo y = (p(x)) ift,

fo beifit yeinemittelbare oberwieberholte Funftion von x, —
Fygpec =
y =20, z=logx, alfo y = (log x)», y=sinz, z— Va+ bx,
alio y = sin (Va¥bx), 1.

12) Wenn man ausd der Gleihung y = f(x) den Werth von
x fudht, und x = y(y) finbet, fo wird bdiefe leste Funftion die
inverfe der evfien genannt, — Die inverfen Funftionen von:

y=xi, y=a, y=sinx,.,..
find 3. B.
x=\;;, x:l;gy, X=arcsinx, ...

13) Eine Funfiion f(x) beift gevabe, wenn f(—x)={(x)
ift, unbungevabe, wenn f(—x) = —f(x) ift.

14) Peviodifd wirtdb eine Funftion f(x) genannt, wenn
f(x) = f(x4p) = f(x42p) =43P =. . . . ift. — @3 find
folglidh 3. B. sinx, cosx, . . . periodifhe Funftionen, weil bes
Fannilich ift:

sinx = sin (x}+2r) = sin(x+4n) = sin (x+06n)=..4«

€08 X = cos (x42n) = cos(x+4n) cos(x+4bn)=....
- 15) Eine nidyt periodifdhe Funftion nimmt mit x entweder gleids
geitig ing Unendlidhe gu, ober ab, obev fie ift bef ibver beftdndigen
3us ober Abnahme an eine endlide Grenge gebunden, welde
fie nidt iberfdreiten Fann, oder endlidh), fie nimmt abwedhfelnd
du und abs; aber nidht nad) vregelmdfigen Perioden, wenn x
ing. Unenblide su- oder abnimmt, — 3. B. bie Funftion f(x)=x2
nimmt von o big 4 oo ju, wenn x von o Hid * ® ju= opey abs
nimmt.  Die Fuaftion f(x)=x3+1 dnbdert fih von — o big+ oo,
wenn x fi) von — o big 4 oo dudert. TWenn X gegen o convers
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girt, fo napert fid die Funftion f(x) = Taun ehmend ber

Grenge a =, unb wenn x gegen oo convergivt; fo ndpert fidh £(x)

abnebmenb ber Grenge Null,

Das allgemeine Gefes, nad weldem fid eine fetige Funfs
tion y = f(x) dndert, wenn fid) bie unabhingige Berdnderlidhe x
fletig dnbert, wird duvd) die Grenge des Berhdltniffes ber
gleidzeitigen, | jufommengehdrigen Berdnberungen k und h ber
Funftion und ber unabpdngigen Bevduderlidhen x , b. ho durd :

k f(x+hy — f(x)
Gr. . ®r. T
audgevriidt, wenn h und folglid) aud) k fidy ohne Enbde dev Grenje
Rull ndbert.
Wenn y = f(x) = ax+b, d. ). eine algebraije gange
Funftion ded er fren Grades ift, fo ifi:
Or —liz a
A ~
b. b, eine Conftante, was aud geométrif&; einfeudytet, weil
y = ax+b eine gerade Linie ausbriidt, deren conﬁanter mtd)
tungdcoefficient a ift.

Wenn y = f(x) feine gange algebraifde gunttwn
ift, fo ift die dburd) diefe Gleidung ausgedriidte Linie Feine ge-
v abe mehr, fondern ivgend eine € uwe, deren Ridtunggs
coefficient allgemein wicber durd @r. i ()= f—-————(‘H‘hzl_ fx)
auggedriidt wird (§. 55); und da fich bie Nidtung einer Curve
fiir die verfdiedenen Werthe von x dndert, {o muf dies aud) mit

pem Ridtungscoefiicienten Gr. E._ I ber Foll fein; D, p 8

muf Gr. E— eine gewiffe Funftion von x fein, welde gemopn.

Tidy mit £/(x) Daeichnet jund die abgeleitete Funftion oder
furjweg bie AbTeitung von y = f (x) genannt wird.

Diefe abaeleitete Funftion £/(x) fpielt, wie man in dem Fris-
Dern gefeben Dat, in der analptifden oder Coorbinatens
geometrie cine widtige Rolle, weshalb die Grundjiige dev
Theoriebevabgeleiteten Funitionen, fo weit dies
um Berfiindnif des Frithern ndtbig ift, nody evdveert werden follen.
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16) Wenn £ (x) = ¢(x) fir jeden Werth von x if, fo
ift audy:
f(x+h)—f(x) =g¢x+h — ¢(x), alfo:
fGxth) — ((x) _9&x+h) —g(x)
h h

, unb:

Gr. f (x+h) — f(x) —r, 2+ h) — 9(x)

h h !
b, D. :

Tiix) C=iipl(x)i (69
Wie wird der hierin liegende Sap in Worten ausgefproden ?
17) Wenn £(x) = ¢(x)+ A ift, wo A cine Confrante
begeichnet , fo ift aud:
f (x+h) —f(x) = g(x+h)+A —[9(x)+ A]=g(x+h) —g(x);
alfo:
: f(x+h) — f(x) _ ¢(x+h) — ¢ (x)

h 2T h A
und:
oy, L0, 2@t 9 (x)
h h 2
b, b.:

fi((x) = ¢'(x). @)
Wie Tautet der hievin liegende Sap in Worten ?
18) Wenn f(x) = A . ¢(x) ift, wo A eine Confrante
bebeutet, fo ift: :
f(x+h) — f(x) = A[p(x+h) — ¢ (x)],
mithin :
f(x+h) — f(x) e p(x+h) — ¢ (x)
h s h 2

und:
Gr. fﬁh%l:_fﬁ?:A . Gr. ‘P(I-Hl)h— P (x) .

-8
f(x)=A. ¢'(x). 3)

Wie lautet der in diefer lepten Gleichheit liegende Lehriap ?

19) Wenn f(x) = p(x) +(x) +x(x) ... ift, foift aud) ¢

(G4 —1(x) = g(x+h) — ¢ (0 * [Wx+h) — y(x)]
[x D) =2 (0] ¢. .
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und ;
B f(x+hh) ~f0) _ @sr."’(’““hz‘ 90 , gy, ¥ (x+h})' —U(x)
f@”'w S
1
b, Det

f(x) = ¢/x) x /(X)X * .. .. 4)
Wie lautet der in diefer legten Gleidheit liegende Sap 2
20) Wenn £(x) = @(x) « p(x) ift, {8 ift audy:
{(x4h)—f(x) = g(x+h) . ¥(x+h) — @(x)y(x)
= [gpCx+h)— (=) b e+ w(x+h) =3 Jg(x),
= h
alfo: . ‘{(x-!»hl)I (x) Sy e(x+ l)l (x) P (x+h)

+ Gr. tb(x—%hl)l P(x) G

T
y f'(x) = ¢'(X)UX) + P (X)g(x). (€))
Wie lautet die in diefer Gleidhheit Yiegende Regel 2
Wenn £(x) = (X))« Y X)o () « . . ift, fo findet man
nady (5) Yeicht :
f(x) = ¢(x) « Y(X) o x(X) oo . HP (XD (XD (X0 e v s
+x‘(x).q:(x)w(x) Sate Fieiale- o 0Y
Sft p(x) = P(x) = x(xX) = . . . und die Angahl der Factos
ven = n, alfo f(x) = [ (I]*; fo wird (6):

fx) =n [ (] o0, )
Welde NRegel liegt in (D ¥

_ 9 (x)
21) Wenn £(x) = T ift, fo ift aud:

, ey PG 9(x) _ (X)) —g(x)h(x+h)
() =10 = oy “em — W) exth)

_¥® gt —g(x) ]~ qotx)[w(x+h)—wcx)]

P(x) P(x-+-h) g

R q>(x+h¥l—¢CX)

e P(x+h
i P —yp(x)
focth) —f(x) _ s h
h Y(x) P(x+h) !
und wenn man gur Grenge dbergeht:
P(x) 9'(x) — @ (x)y'(x)
f(x) =
[v()]*

Sdnuie, Goordinptemgeometfric, 2240

. ®)
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MWie lautet die in. diefer Yepten Gleidhheit Yiegendbe Regel ?

Wenn g(x) = A ift, wo A eine Conftante bedeutet, fo
gebt (8) wegen ¢'(x) = o iiber in:

I
roo = — APE)
| (¥ ()]

22) Wenn y = f(2), z=9(x), lfo y= £ [¢ (x)] ift 11)
und ed Gedeuten k, 1, h vefp. die unabmen von y, z, x; fo
bat man :

k=f(z+D)—1(z), 1=2g(xt+h) — ¢(x), alfo:
k _fz4h—f(z) gOxth)—g(x)
bheriii 1 : h
y' = @, i‘—;-z f'(z) . 9'(x). (10)

Wie fpricht fih die in (10) liegende NRegel in Worten aus ?

23) Wenn y = f(x) und umgefebrt x = (y) ift, fo bat man:
k o f(x+h) —1(x) h 1

(€)

, und mithin:

h h » alfo it f-—————-——-—(x_‘]—h)_t(h) unp
h
h _ o(ytK)—o(y),
K- k i
alfo ;.
h 1 i
O = == T ————
K UES) o'(y) f"(q)(y)) 1)

MWie lautet die in (11) ausdgedviidte Negel fiir die Herleitung
ber Ableitung @'(y) der inverfen Funftion p(y) ausd der der
biveften Funftion {(x)2

24) G3 fei y = xn, o n eine gange pofitive 3ahl bes
veutet s fo bat man: :

k = (xt+h)» — x» = (x+h) (x+h) (x+h)ee .. —Xn
= nxo—'h{ Ph2} Qh%+4 .. .,
alfo: '

Sr. }} — X0 12).

Wie Tautet die in der Gleidhbeit (12) liegendbe Regel ?

€8 i fx) = Ag+A;x+AX2FAXP « « + « f0 ift nad
), (4) und (12):
f‘(X) = A1+2A.3x+3A3x2+ R
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E3 fei f(x) = x—n = }%’." fo erbalt man nad) (9), wenn

man P(x) = x» und A = 1 fept:
fi(x) = — nx—n=1,

(6] fﬂ f(x) = xn_’ fD il‘t [f(x)]ﬂ =Xm, U-nad)(l), (7) 11.(12)‘:
n[f(x)]""‘ f/ (x) =— mxm—2,

alfo: B
m ok G e Mol
f'(x) =;—.. EE‘_)F‘-‘-" xm e Xn i (“)
f(x)
g 2 1 ;
Endlidy fei fx)=x = == o ift nac) (9) und (u), wenn
Xn

xz

Die Gleichbeit (12) findet alfo immer ftatt, der Gxponent n mag

ganj, ober gebrodhen , yofitiv , ober negatiy fein, wenn x pofi=
tiv ift. :

25) @8 fei f(x) = logx, wo x pofitiv ift, fo bat mang

Y x+hy hy .

f(x+h)—f(x) =Tog(x+h) — log x =log (T)_log(i 5 ;) 3

folglid) &

h
e e (:1+ ) =log (1+ :hT)r

£ 1 \m h 1 ;
Fig e log (1—}- ;) ’ menn;: o gefept wirb.

eagt man nun h ‘gegen Null convergiven, fo convergivt m

gegen co.  Da aber Gr. f(x—["h)h"" ) (x) ben Ride

tungscoefficienten I der Tangente dev durdy die Gleichung
y = f(x) = log x gegebenen Guyve ausdviidt 15), welder im
Allgemeinen, d. §. fo Yange der Werth von x nidt fpecias
Kifivt wivd, eine enblide und beftimmie Guofe ift; fo muf

19*
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audy ®r, log (1 +%)m eine {olde Gréfe fein, welde wir mit
log e begeidnen wollen. ©eht man alfo jur Grenge itber, fo hat

man endlid)

Piey = log e

(3

Wenn m = — negatw wave, {o bdatte man wieder:

(1~—)‘”' Gl (e,
= (1—{'?) =€

fiir m = oo, Filir m= 1000000 exbilt man:
1000001 1000000
1000000 — e {SPAc R
Das Gefep, wonad) m ind Unendlide junimmt, ift gleidgiiltig,
und man fann fich m immer al8 eine gange Sahl denfen,
26) Wenn y=logf(x) ift, und man fest einfiweilen z=f(x),
fo baf y = log z wird; fo bat man nad (10) und (13):
y'=loge e, (14)
Lfex)
Wie [auten die in (13) und (14) Yiegenden Regeln ?
27) @8 fei y=_f(x)=ax, foiftlogy=Ilogf(x)=Iloga.x;
folglidy nady (1) und (14

Sy Y :

loge . v =loge. = loga;
mithin : .

loga __ loga loga
Pk B — — !
S loge ° ~ loge i T
= l‘;ga ¢ AT = >z 7 (15)
log e

wo log, log vefp. Logavithmen in dem Syfteme von der Grunds
3000 & ober a bedeuten.
Wie lautet die in (15) liegende Negel fir die- Bildbung der
Ableitung der Erponentialfunftion ax ?
Wenn ¥y = f(x) = ex ift, fo ift offenbar:
b (x)i=ex. (16)
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28) St y = af™ und man fegt einfiweilen z =1(x), fo bag
y = az wirdb; fo bat man nad) (10) und (15):

y = % .« af £/(x)
_—-_.lt;ga . af® {/(x) urm)
— —.1-— . af) f1(x).
log e

Wie Yautet die in (17) liegendbe Regel
29) Wenn y = sin x ift, fo ift nach §.71, y'=cos x. (18)
30) Wenn y=cos x ift, fo batman y!' = —sinx (§.71). (19)

31) ﬁBenny:‘taugx:Z‘JLi ift, fo bat man nad) (8), (18)
und (19):

cos?x + sin?x i
= — = ==i8e0" Xa 20
y Cos? X cos?x {40)

39) Wenn y = cot x ift, fo ift y= :f“s i; folglidh nach
(8), (18) und (19):

_ —(sin?x 4 cos®x) __ . R Y #
¥ sin?x T L T A R
33) Wenn y — sec x = —— ift, fo hat man nad (9) und (19):
‘= :;'slz: = seex..,tang x. 22)

34) Wenn y = CoseCX = anl; ift, fo hat man nad (9)
und (18):

y=-—

cos X
sin?x

35) Wenn y = sin f(x), y = cos f(x), y = tang f(x),
y = cot f(x), y = sec f(x) und y = cosec f(x) ift; fo bat

man nacy (8), (18), « . - - (23):

= — cosecX.cotx, (23)

y‘ — cos f(x) . 168D 24)
y'. = —#in ftx) > 3(x]; (25)
y! = (sec ), (26)
y* = — (cosec f(x))*. f'(x), 27

-

= sec f(x) tang f(x) . () (28)
— — cosee f(x) . cot {(x) . I'(x), (29)

e
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Iie fauten die in den Gleidhbeiten (18) . . . (29) liegenden
Regeln 2

36) Wenn y = arcsinxift, foift x=siny, cosy = V'1—-x°;
folglich

X' = ¢osy = ‘fl--xﬁ,
unb mithin nady (11): \ '
g A et U (30)
- Vi=x?

37) Ienn y = arc cos x ift, fpiffx=-cosy, siny= \/1_._‘3;
folglid «

X' = —siny = —V{iTxs,
und nady (11): {
38) Wenn y = arc lang x ift, foift x =tangy, unbd folglidy:
x! =se¢ty=14x2, alfo: y' = 1+1.\:2 5 (32)

etk
29) Wenn y eine uncentwidelte GmPlicite) Funftion
von x ift, fo dafman jwifden x unbdyeine Gleidung fix,y)=o
bat, fo braudt man diefe Gleidung nidt erft fiir y aufzulsfen,
um y als entwidelte Funftion von x gu erbalten, und dann
bie Ableitung y' nad) den frithern Negeln ju beftimmen. Denn
ba die Gleidung £(x, y) = o fiir feden Werth von x und den
gugebdvigen Werth vou y fiattfinden muf; fo ift aud :
f(x-+h, y+k) =0,
mithin:
fx+h, y4+k) — f(x, y) = o,
ober ¢
fx+h, y4+ k) —1(x, y+k)
+1(x, y +k)'—f(xl ¥) =05
alfo audy s
f(x+h, y+k) —f(x, y+k) | fix, y+h)=i(x,y) k _
h £ K G
und endlidy, wenn man jur Grenge ibergeht
£ (x, V) -1y (5,0 . ¥ =0,
woraus folgt:

33
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wo fx und [’y vefp. die Ableitung von £(x, y) beseidnen , wenn
nuv x, ober nuv y ald verdnderlid gedadt wird, und bes:
balb partielle Ableitungen beifen.
TWie Tautet bie in (33) liegende Regel fite bie Bildung der Ab-
leitung einer impliciten Funftion ¥
Wenn man §w ei Gleidungens:
fx,y,t) =0, F(x,y,) = o
pat, fo dafi x und y Funftionen von ¢ finds fo ergeben fidy auf
dbnlide LWeife rie vorbin febr leiht die beiden Gleidungen :
f'e + fxx'+fyy =o, z (34)
Flt + le xf+ FJ’_ yl — 0’
woraus man die Abtheilungen x’, y' dburd)y Climination erhalt.

31)Hohere Ableitungen. — Wenn bie gegebene Funttion
y = {(x) nidt von der Form y = ax-b ift, fo ift die Ablei-
tung y* = f/(x) felbft wieber eine Funftion von x, wovon
man alfo ebenfalld die Ableitung y''—1/(x) fudyen fann, welde ju der
erften Ybleitung y' = f/(x) genau in derfelben Begichung fieht,
wie diefe ju ber urfpriingliden Funftion y = £(x), und bie jweite
Ableitung oder bdie Ableitung Dber jweiten Drdnung genannt
wird. — Ebenfo fann man Ableitungen ber bDritten, vier.
ten, ... Orbnung ju fuden baben, woju jebody feine neuen
Negeln erfordert werden, weshalb wiv hier blog einige Beifpiele
anfiifren wollen:

Wenn vy = f(x) = xoijt, fo.ift (12):

= H(X). == nxi—1

e f“(x) — n(n_i)xu-—z
yil= f“"(x)— n(n—i) (n—2)xn—3,

. - - - - L] . »

Wenn v = log x ift, fo tft (13):

y. =log e . —,
yl=—loge.—5,
= 1.2.IOD 3./
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Wenn  y = ax.ift, fo it (15):
e l(:g a.ax,
Ve (IJg a)2, a
y“= (log 2)*. ax ,

- -

Wenn y = ex ift, {o iff (16):

y' =ex,
¥ 0w O
ynr____. ex ,

Wenn y = sin x ift, fo ift (18)‘
Yy, —Teos X,
y/'= — sin x,
y'= — cos x,
yv= sin x,

Wenn f(x,y) = y* —3axy +x¥=o0 ift, o bat man (33):
Ptk i fi il _X’ —ay
Mt fy =  y*—ax’

und hicraus ergibt fid nady (8), wenn man bemerft, daf y eine
Funftion von x ift (10):
' g — _ (20 Qx—ay) — (C—ay) @yy‘~a)

(y% ~— 8x)3
Sept man hievin fiir y’ feinen obigen Werth und vebucivt, fo er-
balt man:

wh_i AR08 XN
s (y = ax)-" ’
wovaus fidp ebenfo ber LWerth von y** ergibt; u. f. f.

Man fann aber aud) leidht den allgemeinen Ausdbrud
file y*¢ erbalten; benn wenn man von (33) nad) der Formel (8)
bie Ableitung fudyt, indbem man bemerft: daff v eine Funftion
von x ift, alfo bie Regel (10) beadtet; fo erhdlt man:

y” g B f”x‘+2f”xyg' +fﬂyg T ym ¢ (35)
inbem man bemerft: daf /sy = f”yx ift, was fih leidht allges
mein geigen (GG, b, b. daf es einerlei Nefultat gibt , ob man pon
f(x, y) sucrft die Ableitung nad) x und dann die nady y, ober




= ¢ -—

umgefeprt nimmt, — Sest man in den legten Ausdvud fiir y* feinen

Werth (33), fo befommt man endlich:
I N e (ot W e U
y
Berednet man dasd obige Beifpiel f(x, y)=y* —Jaxy+x3=o0
nad ber Formel (36), fo hat man:
f/y = 3x2 — 3ay, f'y=3y?— 3ax
f“x“ — GK ; fllyg — 6)’
f”xy = f”yx == 33’
und wenn man diefe Werthe in die Fovmel (36) fest; fo erhalt
man wieber:

Hoe e T IOXY
>S5k (y"-—ax)-"'
32) Reibenentwicdelungen von £(x) und f(x+h). —

Man fese:

f (x) =Ag+Ax+Ax24Ax? 4, ...
o ift aud:

f'(x) = Ay F2A,x43A,x% +..,.. ()

f“(x) = 2A,x+2BAX f. .o

. o @ 5 S, - . * * - . . +*

Da nun bie uod; unbeffimmten Goeffu;ent:n Y.
Ay, Ay, Ay .. ovonmxunabbdngige Gonftanten find,
fo fann man audy den Werth x = o 3u ihrer Beftimmung bes
nugen. — Sept man aber in ben Gleidbeiten (1) diefen Werth

fiir x, fo ergibt fidy:
i‘ i
Ra=10), Ay =10}, A,= D, 4= 12“;,....
Man Hat alfo:

£/ £, i :
f(x)=f(0) + (o)x-{»- 1 (;)x"-{-: 2@; x3+.400 030D

Sept man ferner f(x) = g(x+h), wo heine Conftante
begeidnet; fo bat man:
f.r(x)_,_.,_ qu(x_i_h)' fu(x) £ 'pur,(_l_h)' flu(x) ._..(pﬂl(“)’ TR
folglich:
f(0) = ¢(h), f'(0)=¢’(h), £/(0) =¢"/(h), £'''(0)=¢"/(h), . . .
und wenn man diefe Werthe von £0), f’(o), FHG60) . 3T
fet ¢

Q’(“H‘)—-‘P(h)’i' 9 (h) X+ @ l(h) x2 x2 4

q’“’(h)

1“*‘0.-.
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Da aber ¢ (x+h) offenbar eine fommetvifde Funftion von x
und h ift, deren Werth nidt gedndert wird, wenn man x und h
unter fid vevtaufdt; fodarf man diefe Bertaufdung vornehmen,
wodburd) man exhalt:

g(x+h) = ¢ (x) +

| b

¢ ) h + —1-1—2~ o (x) b

F g vior £.00, @68
ober da bas Funftionsdgeichen gleidgiiltig ift:
) = () + L Feon + 315 £ (x) b

1 il 3
+—-——-—1.2.3f b3 4. ... (38)

Berbefferungen.

Seite 8. Beile 17 von oben lied o flatt o,
w 67. w 18 w “u v Derdnderung der Lage.
» 203 Iefite Jeile lieg: welde die Ridicurye heifif.

Gebrudt bei Gebr. Mantler.
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