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XV.

Einige Methoden der Bestimmung der Brennpunkts-
Coordinaten und Achsengleichungen eines Kegelschnitts
in trimetrischen Coordinaten.

Von
Dr. StoLL,

Gymnasiallehrer in Bensheim.

A. Die Brennpunkte,
Die Gleichung eines Kegelschnittes sei
1) E=0,2°+ a5 + ayy® + 2ay, 0,75 + 20y 2, 2, + 20, a2, 2, =0
und A,, Ay, Ay, Ay, Ay, A, seien die Unterdeterminanten seiner
Determinante Aj ferner setze man:
A=A, sima+t+ Aysinf4 A, siny,
2) Ay = Ay, sin o+ Agysin f + Ay siny,
Ay = Ay sina+ Agysin B + Aggsiny, -
3) {A = A, sina + Agsinff + Aysiny = Ay, sina + Agy sin® B + Agysin*y
+ 2 Ay sinPsiny + 2 Ay sinysina + 2 Ay sine sinf.
Aus diesen Gleichungen folgen nach bekannten Sitzen die anderen:
ay 4+ a4y + az A, = Asine,
4) Gy Ay + ay 4y + ag; Ay = Asinf,
ag A, + a5, Ay + a5 4; = Asiny,
B) A+ gy AP+ gy AP+ 205, A, A+ 205 Ay A +20,0 A, 4, = DA
Hierzu kommt noch die Beziehung
6) M= 2rsinasinfsiny = x, sine + &, sinf + xysiny,
wo r den Radius des Umkreises und «,, «,, x, die absoluten trimetrischen
Coordinaten eines Punktes, das heisst die senkrechten Abstinde ‘desselben
von den Seiten des Fundamentaldreiecks bedeuten. Endlich sind gan?
allgemein die relativen Coordinaten des Kegelschnitt- Mittelpunktes gegeben

durch die Gleichung:
) Cr R S (S B A
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Um zuniichst die Coordinaten der Brennpunkte und die Lingen der
Achsen zu bestimmen, gehen wir nach dem Vorgange von Salmon-
Fiedler (Anal. Geom. der Kegelschnitte 8. 692) aus von dem bekannten
Satze, dass das Product der Senkrechten von den zwei Brennpunkten auf
eine Tangente oder, was dasselbe ist, das Product der Semkrechten von
einem Brennpunkte auf zwei parallele Tangenten constant ist, und zwar
gleich dem Quadrat der halben Nebenachse, wenn dieser Brennpunkt reell,
fiagegen gleich dem Quadrat der balben Hauptachse, wenn derselbe imaginiir
ist, Eine Gerade, die parallel ist der Seite BC des Fundamentaldreiecks
4BC, hat die Gleichung

Aw, + 2, 8inf + aysiny = 0,
‘Oder mit Benutzung der Relation 6):
(A — sin &)z, + M =0.
Soll dieselbe den Kegelschnitt K berithren, so muss folgende Bedingung

erfiillt werden: Gy Gy Gg A
1

Gy Gy Gy SiNP | 0,
dgy Oz Qg SMY
A sinf siny O
oder entwickelt:
Ay 02 4 A, s5in® B+ Aggsiny +2 AgysinBsiny +2 Ay Asiny 42 415 Asinf=0.
Durch Beriicksichtigung der Gleichung 3) und Ausscheidung gleicher
Pactoren erhtilt man hieraus: ;
A N4 A— A sin®a+ 2 (4 —sine) (4, — 4 sina) =0,
A, (A —sine)®+24 (1 —sine)+ A=0;
Weil aber (A — sina)@, + M =0 ist, so geht diese Gleichung fiber in:
Az®—2MA x + M4, =0.
Denkt man sich in derselben M durch seinen Werth
@, sin e 4 zy8inf + zysiny

oder

gl‘setzt, so ist sie vom zweiten Grade in Bezug auf z;, a3, ¥, und stellt
3 Product der Gleichungen der zwei zu BC parallelen Tangenten dar;
"?I‘Bteht man aber unter M den constanten Werth 27rsine sinf siny, so
8iebt sie zwei Werthe fir ,, nimlich:

%, bi/g ——
wln} = Z(A: ar VA12 = AuA)!

1
:On denen der erste den Abstand der ersten zu BC parallelen Tangente
Yon BC angiebt, der zweite den der zweiten.
94 Sifld ferner x,, @,, #, die absoluten Coordinaten des Bremnpunktes,
'“ einer Hyperbel, so ist der Abstand desselben von der ersten Tangente
8leich @, — x,, von der zweiten gleich #, — z,”; das Product beider Abstiinde
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muss nach dem an die Spitze gestellten Satze gleich dem negativen
Quadrat einer der Halbachsen sein, das heisst, es muss

g% (@ —2)) (2, —2,") = — ¢*
oder entwickelt — (& — 2" Yo, + 2, 1) = — ¢
sein. Nun ist aber " bing
” e 1
@ + 2 = 1 ! und 2,2, = Al ;

daher bekommt man als Gleichung, die die Abstinde , eines Brennpunkte-
paares von B( giebt:

8) Az?—2MA x + M* A, =— 4.

Diese ganze Entwickelung gilt natiirlich nur fiir Centralkegel-
schnitte, nicht aber fir die Parabel, weil der eine Brennpunkt der-
selben in unendlicher Ferne liegt und deshalb seine Coordinaten unendlich
gross sind. Wie man dieselbe trotzdem theilweise nutzbar machen kann,
soll spiter gezeigt werden.

Aus 8) folgt - .
Zy wel); B (A1 £Es ]/-Ang"‘AAn T &iﬂl_g)'

shnlich gebildete Werthe findet man fir 2 und ;. Die Gleichungen 2)
und 3) geben aber
AP — AA, = — (A} Ay — A,5) sin® B — (Agg Ayy — Ay, )?sin’y
+2(Ag A=Ay A,y) sinf sing = A (= gy Sin®f — age sin’y +2 ayy sin f siny);
setzt man daher

— Qyq SIN? P — Ggy 5Ny + 2agysinfsiny = e,
9 — Gy SNy — gy sinf o + 2ay siny sina = ¢,

o e iy s g
: — @y, SiNca — @, SN 2a.,8masinf =e
so0 ist 93-): 22 11 |6+ 12 ﬁ 34

AP— A A=A¢, A2— A ,A=Ne, AP—AxzA=Ae
und bezeichnet man die Grosse
fiir «, tiber in: %

10) m=—(4 £ VA (e, —1%)).
Um den Werth von A zu finden, multiplicire man diese Gleichung und
die zwei &#hnlich gebildeten der Reihe nach mit sine, sinff, siny und

addire, so kommt, weil @, sin e + zysin  — x,siny = M ist und der Factor M
gich weghebt

11) sine Ve, —aE 4 sinf )/ e;— A% + siny )/ e;— 2= 0.
Die Rationalisirung liefert die nach Potenzen von A geordnete Gleichung*
421 sin® a sin® B sin®y + 242 {e, sin® a (sin® a— sin® f— siny)
+ ey 5inB (sin®B - sin®y ~sin’a)+ e, sindy (sin’y-sine-sinf) |
— (e, sin* a =+ e, sin' B+ e,2 sinty — 2 ey e, sin® B sin®y
—2eye siny sin*a—2e, eysintasin®f) =0

2 42
ﬂ% kurzweg mit A% so geht obige Gleichung
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Der Coefficient von 242 geht tiber in:
— sina sin B siny (e, sin« cos ¢ + ¢;sin cos B + e siny cosy¥;
Wenn man aber »
12) all+a22+a33—2agaco.s'a—2a31cosﬁ—2amcosy=e
sefzt, so findet man leicht, dass
13) ¢, sinacose + eysinfcosf+ e;sinycosy = — esinasin fsiny
ist, wodurch der Coefficient von 242 gleich 4 2esin’ea sin®f sin®y wird.
Dem letzten Gliede der Gleichung kann man die Form geben:
[031 sin? a (— e, sin? e + e, 5in® B + e;8in*y) + € sin? B (e, sin? a—e, sin*B 4 e;5in’y)
+ ey sin? B (e, sin’ e + ¢;sin*f — &g sin’y).
Wir wollen zuniichst nur den ersten Posten dieses Ausdrucks ver-
mittelst der Gleichungen 9) umformen ; dann erhillt man als Werth desselben:

e, sin? o (— ay sin? B sin’y + ag siny sine sin®f + a; sin asin f sin’y
= — 2¢, a,, sine sin?B sin®y + 2¢, sin*a sinfsiny
(— aygsin @ + ay, sinf + aysing);
folglich ist die Summe der drei Posten gleich:
— 2 sinla sin®B siny(e, 0y + oyt € Gay) +2 sin a sin Bsiny [agsine (—¢ sin'e
+ e, 8in*B + e, sin’y) + ay;sin B (¢,sine - egsin®B+e,siny)
a5 siny (e sin’ e + ¢ sin®f — egsin*y)).
Der erste Klammerausdruck geht vermdge der Gleichungen 9) iber in:
= )y Qg SiN® B — @y Agy SNy + 2 0y, By SINP SiNY — Gyg Oy sin’y — aﬂ‘a% sin’ o
+2ay, a4, sinysine — aga,950° a— gy Gy 5% B+ 2 Ay ayg sin 2SI P
=2 (— @y, g sinPe: — Gy 0y 5iN* B — 0y Gy SNy + Gy Gy SN siny
+a, @y, Siny Sim @ + Gygq tyq SiN 0 Siti B),
das P olynom in der eckigen Klammer aber zuniichst in:
2ay,sin o (— a, sin?fsiny + ag, sinysin asin®f + a,35in asinf siny
— gy 5in B siny sina) + 2 ag,; sinf (— s sindy sine +a,, sin a sinf} sin’y
+ ayy sin fsiny sin® o — ag, siny sin asin®f) +2 aysiny (- sin’a sin®f
+ ag, sin B siny sin® @ + ag, siny sin a sin® f — a,; sinasin Bsinty)
"md dann in:
2sinasin fsiny (— agy @y, sinf siny +2ay aysinfsiny — agy*sine
— @y, Ay SINY SN a2 Qg Qgg Sim Y SN O — ay,sin®f
— Uy By Sime Sin f + 2 agy ag, sin asin — ag,’ Sinty).
e Fasst man Alles zusammen und ordnet nach Potenzen von sine, sin 3,
7y 80 erhiilt man als Werth des letzten Gliedes:
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4 sina sin*B sin’y { (g, gy — ay5%) sin*a+ (agy @y, — as,”) $in® B+ (ay, a5,
i — ay,?) siny +2(ay) @13 — @1y Gys) $in B siny + 2 (a5 O
— (yq g ) Siny sin o + 2 (agy @y, — Ays a1g) Sin asin B,

das heisst: 4 A sin® o sin  sin’y.

In Folge dieser Reductionen erhilt obige Gleichung in 4 jetazt folgende
Gestalt:

14) Mter24+A4=0,

woraus A? = %— (—e+ Ye*—44) folgt; dadurch verwandelt sich aber die
Gleichung 10) in folgende:

15) x1=%(Al-_I:]/%A(231+e)i%&]/ez—4fl):

s0 dass die Coordinaten des Bremnpunktes jetzt vollstindig bestimmt sind.

In Folge der Biformitit der Wurzel J/¢?—4A erhilt man vier
Werthe fiir #,, von denen zwei den reellen, die anderen zwei den imaginiiren
Brennpunkten angehtren; es fragt sich nur, wie diese Werthe zu vertheilen
sind. Man hat hier zwei Fille zu unterscheiden; ist niimlich A positiv,
so giebt das positive Zeichen der Wurzel }/e*—44 die Coordinaten der
reellen Brennpunkte, ist aber A negativ, so muss man, um die Coordi-
naten der reellen Brennpunkte zu erhalten, das negative Zeichen dieser
Warzel nehmen. Diese Behauptung erweist sich als wahr, sobald man
darthun kann, dass der absolute Werth von 2¢, + ¢, abgesehen davon, ob

er positiv oder negativ ist, kleiner sei als I/e"— 44, oder, was dasselbe isty
doge (2¢, + ¢ — (e?— 4 .4), das heisst 4(e,® + ce; + 4)

unter allen Umstlinden negativ sei. Dies ist aber in der That der Fall;
denn multiplicirt man diesen Ausdruck mit sin®« sin®f sin’y, so erhilt man
mit Berticksichtigung der Gleichung 13) und des oben gefundenen Werthes vor
4 Asin® e sin®f siny:

de®sin’ o 5in® B siny

—4e,sinasinp siny (e, sin a cosa + ¢,sinf cosfs + eysiny cosy) — e 2sin*a

— e, sim* f-e,2 sinty +2 e, e, sin?Bsin®y + 2ey e, sin’y sin*a+2 ¢, e, sinasin’ps
was man nach einigen Rechnungen auf

— | — e sina sin(f — y) + ey sin®f + ey sin

reduciren kann.

Beispiel 1. Die Gleichung der Ellipse, die unter allen umgeschriebene
Ellipsen den kleinsten Flicheninhalt hat, der sogenannten Steiner’schen
Ellipse, ist

2, %,

Xy X X %y + s
- . Sy 1
sina ~ simf ~ siny

hier ist:
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1 1 1
A1= = Y A2=_—"‘! 9='_ =3,
sin o sin 3 siny

O : sinPsiny

et S T T e T
sinasinBsiny sina

gii o sinfsiny cos o +sinysinacosf+sinasinfcosy 2l+casacosﬁcosy
sina sinf siny sin o sinf siny

oder, wenn man den Brocard’schen Winkel & einfithrt, fiir welchen
14 cos a cos fcosy = sin e:sinf siny cotg & ist, ¢ = — 2 coty @,
¢ — 44 = 4(cbtg® 9 — 3);

a.]SD .

daher jst:

il St
z =§rsmﬁsmy

2 e 2 sinf3 siny — si f e
l i?—)r}/%masinﬁsim{ anjioiy smacoya-_i-_l/cotg%‘)-—;}-l:

sinw 7

das pogitive Zeichen von J/cotg® @ —3 gehirt gemiiss obiger Regel den reellen
Brennpunkten an.

Beispiel 2. Die Ellipse, welche die Seiten des Dreiecks ABC in
den Fusspunkten der H&hen beriihrt, hat die Gleichung

{ @ 2cos®a + @,2¢05* B + w2 cos®y — 2,2, c05 cosy — 2w, cosy cos
— 2z, 3,c08acos =0
und fiir sie st
4,=2 cos a cos f cosy sim o, Ay=2 cos «cos fcosy sin B, Ay=2cos ccosfeosysiny,
A =2 ¢0s o cos B cos y (sina + sin?B - siny) =4 cos wcos f cus y sin asin fsiny colg ¥,
A=_ 4 cos® acos® B cos®y, e, = —sin*e, e= 1+ 4cosacosf cosy,
. ¢ —44=1—8cosa.
Dies giebt:
@, =7rsinatgd

T rtg-{)]/%[—(l—.?sin’a + 4cosacosfeosy) + )1 —8cosacosfeosy’

hier jgt fiir die reellen Brennpunkte der positiveWerth von }/1-8cos e cos B cosy

“0 nghmen,

: Wenn man in die Gleichung 14) den Werth von A?= ¢?A%: M?A wieder
dmf(lhrt, so sind ihre Wurzeln ¢, und ¢,* die Quadrate der Halbachsen
® Kegelschnitts, und zwar gelten dann die Relationen:

1 Mi:Ae IAA®
6) ol +ot=— VE und g,%y* = TiASzal,

i .Diese kann man benutzen, um die Arten der verschiedenen Kegel-

Nitte zu unterscheiden.

i é Bei der Ellipse miissen o,® und g,° zugleich positiv sein; also ist
egelschnitt eine Ellipse, wenn A positiv ist und A und e entgegen-



288 Einige Methoden der Bestimmung der Brennpunkts- Coordinaten ete.
gesetzte Zeichen haben. Hiitten A und e bei positivem A gleiche Zeichen,
so wiren die Achsen imaginiir.
Fiir den speciellen Fall des Kreises ist g,>= ¢,% also

M2*Ae o AL
S s e
woraus durch Elimination von ¢? die Bedingung ¢?— 44 =0 folgt, die
die andere, dass A positiv sei, einschliesst, und deshalb fiir sich allein
schon gentigt, den Kreis zu definiren. Weil beim Kreise die vier Brenn-
punkte mit seinem Mittelpunkte zusammenfallen, so muss in Gleichung 15)
der Hauptradikand verschwinden; daraus ktnnte man versucht sein, 20
schliessen, die Bedingung ¢®— 44 =0 sei fiir sich allein nicht geniigend,
sondern es miissten noch die drei Nebenbedingungen :

2e,+e=2¢+e=2¢+e=0,
bezliglich die zwei ¢, = ¢,=¢;, erfilllt sein. Es lisst sich jedoch zeigems
dass das BEintreffen jener Hauptbedingung von selbst das dieser Neben-

bedingungen nach sich zieht, Erhebt man niimlich Gleichung 13) in's
Quadrat und zieht davon die schon mehrfach benutzte Gleichung

202 =

L}

{4Asin2asinz Bsin®y = — e, sinta — e,2sin? f — e;?sin®y + 2, ¢, 5in®f sin®y
+ 2ey¢e, sinty sin a4 2e, e, sin® « sin®f
ab, so erhilt man fir ¢ — 4 4=0 das Resultat:
{eﬁ’sin2 o+ e, sin? B+ e;2sin®y — 2 ey eg8in fsimy cosa — 2 eg ey siny sine cosfs
— 2¢,¢,8imasinf cosy =0,
dem man auch die Form geben kann: :
(e; — ;)2 sin B siny cose + (e;—¢,)?siny sin e cos f =+ (e,— &)*sinasin fcosy = 0.
Wenn alle Winkel des Fundamentaldreiecks < 90° oder einer = 90°
ist, so ergiebt sich hieraus sofort ¢, =e,=e¢;=0. Ist aber z. B. a > 90°,
so0 setze man statt cose seinen Werth — cos fcosy + sin 8 siny und statt sin®
seinen Werth sin cosy + cosfsiny, wodurch man erhilt:
{ (e, — e5)%(— sim P simy cos fcos y + sin? Bsin® y) + (e;— e,)* (sin f sin y cosf cosy
+ sin®y cos® B) + (e, — e,)? (sin B siny cos fcosy + sin® B cos?y) = 05
oder anders geordnet:
{ (eg—e,)? sin? B sin®y + (e;—e, )2 siny cos® B + (e, — e,)* sin® B cos® y
+sinfsiny cosBeosy | —(e;—eg)2+ (5 —¢,)* + (¢~ )it = 0.
Aus der Identitit e¢,—e;=—(¢;—e,)— (¢, —e,) ergiebt sich aber
(32_’33)2 =(¢; — l'11)2 + (6= 32)2 o 2(63 —e;) (e, —¢), also geht der letzte
Klammerausdruck iiber in 2(e; —¢,) (¢, — ¢,), und man erhiilt statt obige
Gleichung :
(e3—ey)* sin® B siny + {(e5— ¢4) siny cosf + (e, — ;) sinf cosy{* = 0.
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A A A A A A A

Daraus folgt aber wieder zuniichst e = €3 und dann ey = ¢;=¢,.
Geht man mit diesen Bedingungen in Gleichung 13) ein, so kommt, wie
oben erwihnt, 2¢, + ¢ =26+ e=2¢+e¢=0.

II. Bei der Hyperbel muss ¢,%0,® negativ werden; also ist der
Kegelschnitt eine Hyperbel, wenn A negativ ist, wobei es nicht darauf
ankommt, ob A und e gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben.

In dem speciellen Falle der gleichseitigen Hyperbel ist o,>+ ¢,° =0,
weshalb dann die Bedingung ¢ = 0 erfilllt werden muss, welche die andere
A < () nach sich zieht, weil o,%0,>= M*A*: A® sein soll.

III. Die Achsen der Parabel sind beide unendlich gross, wofiir die
analytische Bedingung A = O ist; jedoch erfordert das ganze Capitel von
der Parabel eine besondere Untersuchung, die weiter unten gefiihrt
werden soll.

IV. Zerfullt der Kegelschnitt in zwei gerade Linien, so ist
0= g,2= 0, also gilt die Bedingung A = 0. Der Winkel o, den diese
Geraden mit einander bilden, ist bekanntlich bestimmt durch die Gleichung

9P = — 47;4-' Ist also ausser A = O auch noch ¢ = 0, so stehen dieselben

auf einander senkrecht; ist amsser A =0 auch 4 =0, so sind sie
Parallel; fallen in letzterem Falle die Linien zusammen, bilden also eine
Doppelgerade, so miissen auch noch 4, = 4, = 4;=0, folglich auch
Ay = A= Ayy= Ayy— Ay = A;, =0 sein. Hat man endlich ausser
A — 0 auch ¢2— 44 — 0, so kann man die gegebene Gleichung entweder
als die ejnes Kreises mit unendlich kleinem Radius und den Mittelpunkts-
Coordinaten z, = A4,, o= Ay, @3= Ay, oder als die zweier von diesem
Punkte ausgehenden, nach den sogenannten cyklischenPunkten gerichteten
conjugirten imaginiiren Geraden ansehen, die mit einander einen Winkel
bilden, dessen Tangente gleich @ ist (vergl. dariber K&hler, exercises de
géom, anal. I, pag. 142).

Gleich im Anfang unserer Entwickelungen wurde bemerkt, dass eine
besondere Untersuchung gefithrt werden miisse, wenn die vorgelegte
Kegelschnittsgleichuug einer Parabel angehore, was, wis wir gesehen
baben, unter der Bedingung 4 = O zutrifft. Man kann aber die Parabel
‘als einen Centralkegelschnitt betrachten, dessen Mittelpunkt in unendlicher
Ferne liegt und zwar in derselben Richtung von irgend einem Eckpunkt
des Fundamentaldreiecks aus, wie der unendlich entfernte Brennpunlkt
flﬁl'selben. Man darf daher die relativen Coordinaten des Letateren als
~ identisch mit denen des Ersteren ansehen, d. h. die Abstiinde des unendlich
ff’fn(%n Brennpunktes von den Seiten des Fundamentaldreiecks verhalten
Sich wie A4, : A,: A;. Diese Verhiltnisse behalten denselben Werth, wenn
man sie auf ein anderes Fundamentaldreieck bezieht, dessen Seiten parallel

Zeitschrift f, Mathematik u. Physik, 88, Jahrg. 1803. 5. Heft. 19 i
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sind denen des fritheren. Daher verhalten sich auch die Abstinde des
unendlich fernen Bremnpunktes von den Seiten desjenigen Dreiecks, das
durch die zu BC, €4, AB parallelen Tangenten an den Kegelschnitt
gebildet wird, wie A;: A,: 4;. Da aber bei jedem in ein Dreieck ein-
geschriebenen Kegelschnitt die Abstinde des einen Bremnpunkts von den
Seiten sich nmgekehrt verhalten, wie die des anderen, so sind die Verhiiltnisse
der Abstiinde des im Endlichen gelegenen Bremnpunktes der Parabel von
den Seiten des erwiihnten Tangentendreiecks reciprok zu den Verhiiltnissen
der Abstinde des wunendlich fern gelegenen, haben also die relativen

[P b |
Werthe —:—:—— und ihre absoluten Werthe kann man gleich setzen

M Ml B ML el

-—; ~31:: -——-21 -A—2: 3 .:4_3’ wo A eine Constante ist, der ebenfalls
M

constante Factor 5 nur deshalb beigesetzt ist, um den folgenden Rech-

nungen eine grissere Eleganz zu verleihen. In der oben gefundenen Gleichung:
— 2MA %+ M*A, =0,

welche die Abstiinde der zwei zu BC parallelen Tangenten des Kegelschnifits

von der Seite BC angab, ist fir die Parabel 4 = 0, also der Abstand

der zu BC parallelen Tangente der Parabel von BC gleich M4, :24,;
addirt man dazu den eben gefundenen Werth des Abstands des Brennpunkts

A el
von dieser Tangente, niimlich — » s0 wird der Abstand des Brenn-
P A
punkts von BC:
M(A;; +4)
17) 4= ——211 ;
dhnliche Gleichungen findet man fiir 2, und «;. Multiplicirt man aber die
erste dieser Gleichungen mit sine, die zweite mit sinf, die dritte mit
siny und addirt, so kommt

M ((Ayy+ V)sine | (A +1)sinf | (Ag+4)sin
M= _{ 1 22 AeChn iy (/AR }
T R L s T ’
woraus .
i Audy Agsinat Ay, Ay A sinf+ Ay A, Aysing — 24, A, A,

Ay Agsine + A, A sinf + A Aysiny
folgt. Dieser Ausdruck lisst sich in mehrfacher Weise umformen. Weil
niimlich hier 4 =0 ist, so geht die Gleichung 3) iiber in:
Ay sine + A,sinp + Agsiny =0;
multiplicirt man dieselbe der Reihe nach mit 4, cose, A,cosf, Agcosy und
addirt die Producte, so kommt:
A?sina cosa+ A, sinficosf+ Asiny cosy + Ay Ay sina + Ay A, sin
{ + A, 4;5iny =0,
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Wegen A =0 gehen ferner die Gleichungen 9a) iiber in 42=Ae¢,

A= ANe,, A2=Ac¢,, also wird die letzte Gleichung:
Ale,sin o cos o+ ¢, 5in f cos f+e, siny cos y)+A Ay sina+A; 4 sin B+A,Asiny=0,
oder wegen Gleichung 13):

Ay A sina + Ay A sinf + A, Aysiny = Desinasinfsing;
der Werth des Nenners ist also Aesinasinfsiny. Der Zihler kann die
Form annehmen:

Ay A, Agsine + Ay A, (Ayysinf — Ay) + A, Ay (Aggsing — Ay)
oder auch
A Ay Agsina — (Aggsina+ Aggsiny) Az A, — (4 sine + Ay sinfl) A Ay
wegen der Gleichungen 2). Ferner liefert die Quadrirung der Gleichung
A, sin o =— (Agsinp + Aysiny) das Resultat:
Alsin®a= A sinB + Ajsin®y + 2 Ay Agsinfi sing,

Ale sin*a—e, sin® B — ey sin*y)

2sinf siny ’

woraus

A, Ay =

oder mit Hinzunahme der Gleichungen 9a)
Ay Ay = A(ay sinf siny + ayy8in’ e — g sine sin ff — @y, siny sina)
folgt: thnliche Werthe erhilt man fir A, 4; und A, A;. Der Zihler erhillt
demnach jetzt die Gestalt:
A A, sine(ay,sinf siny + agsin® o — ay, sin a sinf — aygsiny sine)
— (A simat Ayysiny)(agy siny sine+ as sin® f—a,58in siny —aysin e sin )
— (A, sim o +Ay8in ) (g Sim a SiN P+ a,58I0* y — Aoy Siny Sin &= ay, Sin Bsiny).
Fithrt man die Multiplicationen in der grossen Klammer aus und ordnef
nach Potenzen von sine, sinf, siny, so ist zuniichst der Coefficient von
Sina sin fsiny : A,y a,, + Ay + Agsay; oder A, der von sin*fsiny ish
= Ay, ay + Agyay, oder Null, der von sinfsin’y ist Agyas, — Asyayy oder
.ull , der von sin®ysina ist — Agay — Ay as oder + Aggtgy, der von
Sy sin®a ist — Ay a1y — Ay Qs + Ay gy oder 2 Ay, ay;, der von sin®e sinf
86 — A @y 4 Aypys— Ay Oy, oder 2A45a5,, der von sima sin®B ist
=4y, a5 — Ayy a5, oder Ayya,, der von sin’e endlich ist A, ayy. In Folge
dieser Reductionen verwandelt sich der Zihler in:

{A [Asin asin f siny+ay, sine (A, sinPa+ Ay, sin® B+ Agy sin®y+2 Ay sinfsiny
+2 Ay siny sine + 24 ,sinasinf)];

weil aber der Ausdruck in der runden Klammer nach Gleichung 3) gleich

A=0 ist, so hat der Zihler den Werth A?sine sinfsiny und da wir den

des Nenners Aesinasinfsiny gefunden haben, so ist &= — 5 Dies in

Gleichung 17) substituirt giebt fir die eine Coordinate des endlichen
Brennpunkts:
19% '
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_ M(4,,e—4) <
st 2l B
(vergl. Salmon-Fiedler a. a. 0.) 8, 692, wo dieses Resultat durch die
Invariantentheorie gewonnen wird.

Fiir manche Anwendungen ist eine andere Form der Brennpunkts-
Coordinate bequemer. Aus dem ersten oben angegebenen Werthe von A
folgt niimlich, wenn man den Nenner gleich Aesinasinfsiny setat:

i

18) @,

(4y,+4) Aesinasinfsiny _
AI

= (A1p8in o + Agysin b + Aggsiny) (dy, sina + Aygsinf + 4,, siny)
+ (dy; sine + Aoy sinf + Aggsiny) (Ajgsine + 4, sinf+ Ayysinp)
= Ayy (Agy8in® B+ Agysin’y 42 4y sinfsiny + 2 Ay siny sin e+ 2 4,4 sin a sinf)
+ 2 dy Ay sin®e + Ay dygsin® B + Ay Ay sin®y + Ay (g, + Ayy) sin B siny
Ut Ay (g + Ayy) siny sine + Ag, (dyy + 4gy) sin e sin .

Der erste Posten geht iiber in — 4,, 4,;8in* @ und giebt deshalb mit
dem dritten, vierten und fiinften Posten zusammen:

Ay (Agy + Ay + 2 Ay cos @) sin  siny;
die noch iibrigen Posten aber kann man schreiben:
Ayo (Agy + A,y + 2 45, cos B) siny sina -+ Ay (A, + Ay, + 2 4, cos ) sin e sin B
{ + 24y dygsin*a — 2 Ay A, siny sina cosf— 2 4y, A, sina sin cosy;

Ag(Aysiny - dgg siny +dg)+Ay( Ay sinf —Agy sinf+A,)

hier verschwinden wieder die drei letaten Posten, und wenn man noch zur
Abkiirzung Ao+ Ay + 2 4y5c0s0 = P,
19) Agy+ 4,y + 2 4y, c0s f= @,
4+ A+ 2 43005y =R
setzt, so hat man endlich:

M
=4 1= A esinasin Bsiny

(P4, sin Bsiny+ QA4 sinysina+ R A, sinasinf).

Da nun die Directrix die Polare des Bremnpunkts ist, so ergiebt
sich hieraus sofort die Gleichung derselben in der Gestalt:
21) Py sinf3sing 4 Qw,siny sina + Ragsinasinf =0
(vergl. Kohler a.a. 0. 8. 162).
Beispiel. Es sei gegeben die Gleichung:
a,%sin® o + @® (sin® y — sin®a sin® B) 4 2,2 (sin? B — sin? y sin®a)
{ + 2, @y sin B siny cos®a-2 &, @, sin a sin Beos a-2z, a,sinysinacos a=0.
Hier ist
Ay = = sinfasin?(B—y), dyy=smbasin(f—y), Agy = —sinba sin (B — 1)
Ay =0, dy=—sin*asinfcosasin(B—yp), A, = sintasiny cosa sin(B—y)
also 4, = — sind o sin? (B —y), Ay= sin®a(sinp + sin y cos &) sin(f — p),
Ay = — sinda (siny + sin cose)sin(f—y), 4=0;
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die Curve ist daher eine Parabel. Ferner ist e, =—sin®asin®(f —y),
ey = — sin®a(sinB 4 siny cosa)?, e, = — sin®a(siny + sinf cos «)?,
e= sin®a(sina + 4sinf siny cose), A=—sindasin®(f—y).
Die Gleichung 18) giebt demnach:
4 4y sin®B sin®y cos ; 2rsina sin®f siny

= — 5 7 ) i = - H
sin®a + 4sinf siny cose sin*o + 4sinf siny cose

2r sina sin § sin®y
sin® o 4 4 sinf3 siny cos

Xy =

Benutzt man die Gleichung 20), so findet man zuerst

P=0, 0=—2sinSasin®Bsin(f—y), R=2sindasin®ysin(f—y)
und dann fiir 2, #,, #; die oben angegebenen Werthe. Die Gleichung
der Directrix wird nach Gleichung 21): z,sinf —zysiny =0.

Die Achsen.
Erste Methode.

Wir wollen in der Gleichung 15) und den zwei idhnlich gebildeten
Gleichungen die Hauptwurzelgrdssen mit w,, w,, w, bezeichnen; dann sind
die Coordinaten der Brennpunkte:

M ey M :
22) 331:2(‘411".”1)’ 52=g(‘42iw2): m3=“g(‘43iws)|
Wobei noch die aus Gleichung 11) herauszulesende Bedingung besteht:
23) w, sin e 4 wysin B+ wysiny = 0.

Die Verbindungslinie je zweier Brennpunkte ist eine Achse, aiso ish
die Gleichung derselben:

& g g Ty Wy g
O=| 44w, Ad+w, A+w|=|w w, w
4, —wy, Ay—w, Az— s 4, Ay Ay

oder entwickelt :
24) @, (wy Ay — wg 4p) + 3 (g 4y — w, 45) + @y (w; 4y — wy 4)) =0,
Und zwar repriisentirt diese Gleichung die Haupt- oder Nebenachse, je

achdem man in w,, wy, ws das Zeichen der Nebenwurzel /e*— 44 nach
fien oben gegebenen Regeln so bestimmt, dass es fiir die reellen oder
Maginiiren Brennpunkte gilt. ;

~ Man kann diese Achsengleichung rational machen, ohne die » auf
®ine hthere Potenz zu bringen. Multiplicirt man n#mlich die Bedingungs-
-Bleichung 23) der Reihe nach mit w,sina, wysinf, wysiny und sebzt:

25) Wywy sin fsiny = — a, wyw,siny sina=—>=b, W wysinesinfi=—4¢,
S0 erhiilt man die drei newen Gleichungen:

26) b4 c=w?sinfa, c+a=wulsin®f, a+b=uwlsin’y.
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Aus 2b) ergiebt sich:
be=wtwywysin®e sinfsiny, ca=wyw, wysin« sin®B siny,
ab = w, wywy® sina sin 3 sin®y,
also:
Wy s Wyt Wy ="besinf siny: casiny sina: absina sinf,
wodurch die Achsengleichung 24) iibergeht in:
27 {cws1 sin o (Ay bsinf — Agesiny) + baysinf (4gesiny — 4, asina)
+ cagsiny (4, asine — Aybsinf) =0,

oder, wenn man zur Abkiirzung asine=a’, bsinf=10, csiny=¢ setat:

27a) a'w, (A0 — 4,¢") + V' ay(Ay¢ — A,a") + ¢'wy (40 — 4,0) =0,

Die Werthe von @, b, ¢ ergeben sich in rationaler Form aus den
Gleichungen 26), wenn man je zwei derselben addirt und von der Summe
die dritte abzieht; so erhéilt man z. B. 2a = — w, sine 4 w,?sin®f + w,®sin*y,
oder, wenn man asine=a setzt und den Factor 2 wegliisst, weil es sich
ja doch nur um relative Werthe handelt:

28) a = (— w?2sin®a + w,?sin® B 4 wy?sin®y) sin o5
die Ausdriicke b und ¢’ sind #hnlich gebildet.

Setzt man in Gleichung 28) fir w,, w,, w, ihre Werthe ein und
bezeichnet zar Abkilrzung die Wurzel }/e®— 44 mit W, so kommt:
a=[-2e+e+ W)sintad (2e,+e + W)sin*f+(2e,+e + W) siny] sina,
oder wegen der Gleichungen 9):

{a’ = dsina sinf siny (— ay,sinf siny — agy sin*a« 4 ayy sin a sinf + a,ysin a sin y)
+ 2sine’sinf3 siny cosa(e + W),
also ist der relative Werth von:
29) @' =2(—ayysin a+ ay, sin B+ ay, siny) sine~2 a, sinf siny+ cose (e £ W);
thnliche Formen haben die Ausdriicke fiir b und ¢.

Beispiel 1. Wihlt man fiir die Steiner’sche Ellipse wie oben die

Gleichungsform :
g Ealls T, 2%

sin o sin 3 siny

Y L]

so ist e=—2cotg® und W =2} cotg®® — 3, also ist mit Weglassung des

Factors 2: -
@' = sina— cosacolg® + cosa}/ coly® § —3= g Gk :,’; ) + Weos a.
sin
Die Gleichung 27 a) liefert*dann die Gleichungen der Achsen:
&, sin a[— M + Weos nr}
sin g =5

foing D) g 2P0 9 i (6 — )|+ ot =
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Der Factor in der letzten Klammer reducirt sich auf (cotg & W) sin(8-y),
und da colg® F W fir je eine Achse constant ist, so kann man es weg-
lassen und bekommt endlich die Achsengleichungen in der Form:

cos (a+9)
3 { sind

Beispiel 2. Bei der Ellipse:

{ 2,2 cos? a + 2,2 cos® B + mcos?y — 2uyaycos P cosy — 2z, c08y cosw

F Wecosa } sina sin(f — p) + ete. = 0.

: — 2, wycose cosf=0
B8 ' —2sina (—cosy cosa sin — cose cos siny + cosf cosy sina)

{ — 2cos®a sin f siny + cosa (1 4 4cos « cosffcosy) + W cose,
WoW = }/1-8cosacosf cos y zu nehmen ist. Nach einigen leichten Reductionen
geht diese Gleichung iiber in @'=2cosf cosy + Weose, weshalb die Gleichung
der Achsen folgende Form bekommt:

{ml (2 cos B cos y— cos « + Weosa) (2cosy cosa sin f— cosfB sin 3 + Weos 3 sin 3

—2cosa cosp siny 4+ cosy siny F Weosy siny) + ete. = 0.

Der Factor in der zweiten Klammer verwandelt sich nach einigen
Transformationen in: (3 F W) cosasin(f—y)
und da 8 F W wieder weggelassen werden kann, so sind die Gleichungen der
Achsen: 2, (2 cos B cosy—cosa + Weosa)cosa sin(B—y) 1 ete.= 0.

Beispiel 3. Nehmen wir endlich die Ellipse:

{ ,2sin? B sin?y + @g?sin®y sin® e + a,* sin® @ sin®f — 2w, @y sin® asin B siny
; — 2, , sina sin?B siny — 2@, &, sin sin f sin®y =0, :
bei der
e=sin? q sin?f siny (D4-colg®d), *—4 A =W?=sin'a sin® B sinty (cotg® 9 —3)*

1st, so hat man:
[ =2 sina(— sinasin®f siny— sin asinf sindy -+ sin® o sin f siny) — 2 s5in® B sin®y
+ sin?a sin®Bsin®y cosa (D + colg® @) + sin®a sin® B sin®y cosa(colg® & — 3).
Wiihlt man zuntichst das positive Zeichen, so ist:

a = 2sin%a sin® B sin®y cos a(coly® & — 1) — 2sin® B sin®y

sin® o

= 2sina sin®f sin®y {cos'a(cofg'“' 9-1)— g sm}_l} )
oder mit Wegwerfung des nunmehr unniitzen Factors 2sin® u sin® B sin’y:
Sy . sin(f—&)sin(y—9)
sin (u_a)—wsa(cotg e e sin?®

= cos a(coly®® —1)— sin f siny colg*® + sin a colg & — cos fcosy

@=cosa(colg®t—1)—

= — cosf cosy coly® & + sina coly & — sin f§ siny,

od ich:
er endlich: i f cos (B +9) cos(y +8),
= sin® @ i
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sin*B+siny _ sin(a+ @) iats
sinfi siny sin
{xlcos (B+ 9 cos(y + &) {sin (B + @) cos(y + &) cos (e + &)
" —sin(y+ @) cos(a+ @) cos(B+ 9)} + ete. =0,
oder mit Wegwerfung des Factors cos(e -+ @)cos(f + 8) cos(y + &):
@, | sin (B + &) cos(y + @) — sin(y + 8)cos(B + 9) } + ete.= 0,
oder endlich: @y sin (B — y) + @ysin(y —a) + @y sin (¢ — ) = 0.

die Gleichung der Nebenachse ist also, weil 4, =

Dagegen ist fiir das negative Zeichen:
{ a=-+4sin? asin®  sin®y cos -2 sindBsin®y =2 sin®Bsin’y (2 sin®a cos a~sin fsiny)
= 2sin? B sin®y sin (y — @) sin (@ — B),
folglich die Achsengleichung:
iney + sinte

SR stndi B G = B s (B
T in? y sin*a sin (e B)sin (B —17)

@, sin® B sin®y sin (y — &) sin (a— ) [
sin?a 4 sin®f . ; : :
ST sin® a sin® Bsin(B—y) sin (y— o) 4 ete. =0,
oder mit Wegwerfung des Factors sin® a sin® §siny sin (- y) sin (y —a) sin (a—f):
ﬁ-—{ (sin?y + sin® @) siny sin (a—B) —(sin®a + sin®B) sin f sin (y — o)} + ete. = O.
sin o

Da siny sin(a— f)=sin®a — sin®f und sinf sin(y — «) = siny — sin®a

ist, so erhiilt man nach der Reduction:

xy
sino

&,
(sint o —sin®p siny)+ E;fﬁ (sinip — siny sin®e)+ s:—zsy (sinty —sin*asin® §)=0.

Dies ist die Gleichung der Hauptachse, auf der die beiden sogenannten
Brocard’schen Punkte als Brennpunkte liegen.

Wie wir oben gesehen haben, sind die relativen Coordinaten des un-
endlich fernen Brennpunkts der Parabel: o, =4,, 3= 4,, x,=4,, die
des im Endlichen gelegenen aber nach Gleichung 18):
dye—A r =A223—A A =A333—A’

X, =
1 Al ) 'S A2 3 _As

also ist die Gleichung der Achse der Parabel:

& %y Ty A, @ A, @y dg g
dye—A  dye— A Age- A
0= 1 5 e dye—A  dpe— A Age— A
4y 4y Ag 2, 4,2 42

oder entwickelt:
30) @, 4y | e(dg 45" — Agg 45°) + O (45* — 45%)} + ete. = 0.
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Bestimmt man aber die Coordinaten des im Endlichen gelegenen
Brennpunkts nach Gleichung 20), so ist

@, PA,sinfsiny + 0dgysiny sina + Ry sine sinfi 4,
81) | @, PdysinBsiny-+ 04y sinysina+ RAysinasin g 4,|=0,
wy PAg sinf siny 4+ Qdgysiny sina+ R Ay sing sin3 4y
die Gleichung der Achse.

Beispiel. Fir die oben betrachtete Parabel hat man als Gleichung
der Achse, wenn man die dort gefundenen relativen Coordinaten der Brenn-
Punkte benutzt:

Zy % @
2sin 3 siny cosa sine sin 3 sina siny =0,
—sin(B—y) sinP 4 siny cose  siny + sin  cos @
oder entwickelt:
@,} —sina sinf (siny + sin 8 cos @) — sine sin 7 (sin B + siny cos )}

+ 2, | —sina siny sin(B — y) + 2 sin f siny cose(siny + sin B cosel

+ @, | 2sinf siny cosa(sinf + siny cos«) + sine sin B -pl=0.

Der Coefficient von 2, geht nach einigen Reductionen iiber in:

siny{ (siny + sin p cos «)* — sin® a sin® 3 .
und de in:
LI Tt ke B (sin B + siny cose)? — sin®y sin*al,
% dass man endlich als Gleichung der Achse erhiilt:
— @, sina { sinf (siny + sinf cosa) + siny (sin B + siny cose)}
+ @, siny { (siny 4 sin B cos)? — sin®a sin® }
+ @, sinB { (sin f + siny cos@)? — sin®y sin*a}=0.

Zweite Methode.
Die Achsengleichungen seien:
a) {blxl-i-b?me-}-bﬂxg:ﬂ,
¢, %, + @y + ¢y =0,
Und ihr Product:
2 Uy @2 + lg @y® + lggy® + 21y5 2,25+ 20, w32, + 21,2, 2,=0;
dann gelten die Relationen:
hi=be, 2ly=Dbycs+ 36,
) . ls=Dyey 2y =byo; + 5
lg =Dy 22Uy =106+ bslr i
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Da die Achsen Durchmesser sind, so hat man auch:
{ by Ay + by Ay + by 4y =0,
¢/ 4+ d3+ c; 4;,=0,
und da sie auf einander senkrecht stehen, so ist:
e) g+ by + Uy — 20y, cos 0 — 21, cos§ — 21, cos9 =0,

Nun sollen aber auch die Achsen conjugirte Polaren sein, das heisst,
der Pol der einen soll auf der anderen liegen. Sind also 2}, ;, &', die
Coordinaten eines Punktes der Geraden b,x, + bya, + by2, =0, so ist die
Gleichung seiner Polaren: :

{ (04, + B1g@' + 158y) + 23 (@ 2y + 375 + 53 7'y)
+ 3 (a5, @'y + Ay @5 + age2) =0,
und diese muss mit der Gleichung der zweiten Geraden, niimlich
0% + G wy + ey, =0
identisch sein, also hat man mit Weglassung des Verhiltnissfactors, der
in den ¢ enthalten gedacht werden kann, die Gleichungen:
a2y + 8y + a @y =¢y,
Oy @'y + A @y + A7y = ¢y,
Uy @'y + U5y + Gy @'y = 55
dazn kommt noch, weil der Punkt 2}, #'y, #'y auf der Geraden
: . ? by, 4 by %, + by, =0
liegt, die Gleichung: b,y + by’ + byay =O.

d)

Dies giebt als Bedingung, dass die beiden Geraden a) conjugirte
Polaren seien, die Determinantengleichung:

Ay Qg Gy G

Ggyivithy ~ ey 08| iy
1

@3 Qg Gg3 Cg

e et S ()

oder entwickelt:

{ Ay byey + dyg by ey + dyg byoy + Ay (Dyey + b)) + Ay (byey + by cy)

+ A5 (b, ¢+ bye) = 0;
vermige der Gleichungen ¢) erhiilt man hieraus:
f) A by dgglog + Agglyg + 2 dyglyg + 245, 1y, + 2 4,50, = 0.

Um drei weitere Gleichungen fiir die ! zu erhalten, multiplicire man
die erste der Gleichungen d) der Reihe nach mit ¢,, ¢, ¢; und die zweite
der Reihe nach mit by, b;, b, und addire jedesmal, so kommt:

zn 4, + 112 '42 - Z13 4, = 01
g) log Ay + lpp Ay + lyy 43 =0,
lgg 4; g 4y + U3 4,=0.
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Sollen nun die Gleichungen b), e), f) und g) zusammen bestehen,
80 muss die Determinante:
22 o2 22 2wx, 2ax, 22,7
1 1 1 —2cose —2cosf —2cosy
Ay Ay Ay 24y 245 24y

3 =
o Ars (Lt 0 Ay A, ¢
Op st -0 Ay 0 4,
0.4 O 3y Ay 4, 0

sein; diese Gleichung ist das Product der Achsengleichungen,
Dieselbe gilt jedoch nicht mehr fiir den Fall einer Parabel, wo

l A= A, sin*a + dgysin® B+ Adgg sin®y + 2 dgysin B siny 4 2 4y siny sina
+24,sine sinfp=0

ist, was sich aus den gemachten Voraussetzungen erkliirt; denn die eine
Achse ist dann die Gerade im Unendlichen, die andere aber wird unbestimmt
oder fillt mit der unendlich fernen Geraden zusammen, weil auf letaterer
tberhaupt jede Gerade, ja paradoxerweise sie selbst, wenigstens im ana-
Iytischen Sinne, senkrecht steht, wodurch die Gleichung e) ihre Be-
deutung verliert. In der That, a,@, + ay@; + a2, =0 sei die Gleichung einer
Geraden, x,sin & + @y sinf + aysiny =0 die der Geraden im Unendlichen,
%0 ist die Bedingung, dass beide auf einander semkrecht stehen:
la1 (sin @ — sin 8 cosy — siny cos f§) + a, (sin — siny cosa — sina cosy)

+ ay(siny — sina cos B— sinf cosa)=0,
die erfullt wird, welche Werthe a,, @y, @; auch haben mogen. Aber auch
a0 der gefundenen Determinante selbst kann man die Wahrheit des
Gesagten nachweisen. Denn multiplicirt man die Verticalreihen der Reihe
Dach mit sin®e, sin®B, sin®P, sinfsiny, sinysina, sineo sinfi und addirt
grafln alle zur ersten Verticalreihe, so erhiilt man in derselben als oberstes

oo (%, sin & + @, sin f + @y siny)?,

S0nst aber wegen
{A‘-‘-Al Sin 4 Ay sin B+ Ay siny = A4y, sin® a+ Ay sin® B+ dggsin®y + 2 Ayg sinf siny
+ 2 4y, siny sina + 2 4 sina sinf =0
lautey Nullen; das heisst, die Gleichung ist in das Quadrat der Gleichung
der unendlich fernen Geraden Uibergegangen.
Die Determinante 32) ist sehr unbequem zur Ausrechnung; wenn man

.a.ber die aus g) gewonnenen Werthe von I, lg, lgg in b) einsetzt und
ach 7, 7., 1,, ordnet, so erhiilt man:

Ay (g Ay — a1, 4,)2lyy + Ay (0 Ay — 2, Ag) gy + 4y (0, Ay — @3 4)*lip = 03

At demgelben Wege gehen e) und f) tiber in:

‘
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{ Al (AQE A32 + ‘433 ‘422 T 2 Aﬁ?3 42 Aﬂ)ZZB + ‘42 (A33 ‘412 + All 432_ 2 Aﬂl AS Al) Zsl
+ Ay (dyy 47 + Ay 4° ~ 2 4,54, 4,)1,, =0,
Ay (424 432+ 2 4, dgcosa)ly; + 4,(4,2 +.A12+ 24,4, cosf) 1,
{ + A3 (4 + 4 + 2 4, 4, c059) 1,3 = 0;
also hat man jetzt fir das Product der Achsengleichungen die
Determinantengleichung:
(2 Ay — 5 4g)? (g 4y — @, 4y)? () 4y — @, 4,)°

=0
AggA® + Aga A -2 g dy Ay Ao AP+ Ay AP-243 A A A AR+ 4 4,2-24,54, 4| =

AP+ A2+ 243 4;c050 AP+ 42424, 4,c058 A2+ 4242 4, 4;cosy
Die Form des erhaltenen Resultats filhrt uns zu folgender kiirzeren Her-
leitung desselben. Wenn niimlich p, ¢, r beliebige Parameter sind, so
ist die Gleichung eines jeden Geradenpaares, das durch den Mittelpunkt
des Kegelschnitts geht:

h)  p(4yay, — Ay,)° + q (4,25 — 432 + 1 (@, — 4, 2,)' =0,
oder entwickelt:
! {-”12 (945> +74%) + 2, (rd® + pAs®) + @ (p4y® + 9 4,%) — 222,04, 4y
i) — 2w 2, g A A, — 23,274, 4,=0;
denn die Deferminante dieser terniren quadratischen Form verschwindet,
wie sich leicht zeigen lisst, welche Werthe auch p, ¢, » haben migen,
und aus Glelchung h) folgt unmittelbar, dass die durch sie dargestellten
Geraden sich im Mittelpunkt des Kegelschnitts schneiden.
Aus Gleichung i) folgt als Bedingung der Orthogonalitiit der durch
sie bezeichneten Geraden:
[q432+m92 +rd’ 4 A+ pdt+qd2+2pd, dycosa+ 2q 4, 4, cosf
+ 274, 4,co5y =0,
oder nach p, ¢, r geordnet: :
% {p(.df + 4+ 2 4, dgcos ) + q( 42 + 4,2+ 2 4, 4, cos B)
) +r(42+ 422 4, 4,c059) =0,
und als Bedingung der reciproken Polaritiit:
{ 4y (g 45° +r4,%) + Aoy (rd* +p 43%) + Ay (p 4 +14,2) — 2pdys Ay Ay
—2qdy 4,4, —2r4,,4,4,=0,
oder nach p, ¢, » geordnet:
1) {P (4 dyy+ 45 Ay — 2 Ay dy dy) + q (4,74, + 42 4y — 2 4, 4, 4y)
+ (4 dyy + 4524, — 24, 4,4,)) = 0.
Durch Elimination von p, ¢, » aus den Gleichungen h), k), 1) erhilt
man wiederum die Determinantengleichung 33).
Man kann dieser Gleichung noch bequemere Formen geben. Es ist
niimlich erstens:
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Ao A2 Ay AF — 2 dyg Ay Ay = Ay(Agg Ay — Agy 43) + Ay (Ayg dy — Az A5)
= Ay(Ayy Ay sina 4 Aoy Aoy sin p— Agy Agy sin o — Aygg?sin )
+ Ay (Agy Ay, sin a4 Agg Agg siny — Ayg 4y sin o — Ayg®siny)
= A 4y (a,, sinff — agsine) + A 4y (ay siny — ag, sine)
= Alay, (4,sin a4 4y sinf + Aysiny) — (ay, 4, + gy 4y + ag5 4))sinel,
das heisst, nach den Gleichungen 3) und 4) gleich A(a,, 4 — Asinc).
Zweitens ist nach Gleichung 9a):
A2+ A = (dyy + Ayg) + D (e — &)
Vermoge der Gleichungen 3) und 9a) ist aber auch noch:
{4 Ay =A2sine+ 4, dysinf + 4, dysiny = A Ay sine + Ae,sina+ 4, 4y sin 3
+ 4, dgsiny, g
. oder nach Multiplication mit sina:
Ay4, siny sina + Ay dgsine sinfi= A(4; — 4y sine) sine — Ae, sin®a;
ehenso ist:
Ay Ay sin B siny + A, 4y sin o sm,@ = A( A4y — AyysinP) sin — Deysin®f,

A' Ay sinfsiny + Ay A, siny sina = A(dy — Agysine) siny — Degsiny,
" 2.4, Aysin siny =2 4 dyysin B siny — O (eysin® B + e sin®y — ¢y sine),
Daher hat man endlich:
424 42+ 2 4y d,cosa = A(dyy + Ay + 2 Ay c050)

(&g 5in® B + ey 5in’y — ey sin* @) cos } ;
sin 3 siny X

+ A{ €+ ea—
der Coefficient von A gestaltet sich um in:

{ {ey8in B (siny— sinf cos )+ ey sin y (sinf—siny cos «)+e, sin® e cosa} : sinfsiny
= (e, sina cos o + e, sin f§ cos B + ey siny cosy) sine : sinf siny = — esin’ e
(nach Gleichung 13). Somit ist:
A2 4+ 4.2 4+ 24, Aycosa = A (dgy + Ay + 2 dggcos ) — A esin® e
‘ Setzt man diese Werthe in die Determinantengleichung 33) ein, so
erhiilt dieselbe folgende Gestalt.
' (wy Ay — @3 4,)° (2 4y — @, 45)°
a4 —Asinta gy A — Asin®
b 1 A(dgyt dyy+2 dgycos ) —Desin®a d(dgg+ Ay +2 Ay cos f)— Aesin®
(g 4y — @ 4))°
gy A — Dsin®y =
A(dyy + Ay + 2 4,5 c08y) — Desin'y

oder gych -
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(g Ay — 2y 4)* (s 4, — @, 45)*
ay4— Asin*a gy 4 — Asin®ff
Ayg+ Ays + 2 dggcos0 —ay e Ay + 4y, + 2 45 cosf —age
(@, Ay — 3y 4y)°
agy A — Asinty =10
A+ Ao+ 2 dyco5y — agge
Besteht der Kegelschnitt aus zwei geraden Linien, ist also A =0, so
hebt sich in der zweiten Zeile 4 weg, und die Gleichung stellt dann das

Product der Gleichungen ihrer Winkelhalbirenden dar.
Beispiel 1. Bei der Steiner’schen Ellipse ist:

- 34)

i 2sina
ayd—Asinfa=—————;
sinf siny
oder relativ gleich sin®ew; ferner ist

1 1 2 cos
Ayy + Ayy + 2 Ay cos0 — @y 0= — -

o — — - ==
sin® siny sin B siny

oder relativ gleich sin'a; daher wir die Determinante 34) in diesem Falle:

siny  sinf Sing  siny sinff  sina

0=
sin® o sin®f sin®y

) sin*a sintf sinty

(wy8inf — aysiny)® (wgsiny — &y sina)® (2, sin o — x,sin f)?
= 1 1 1

sin® e sin® 8 sin’y

oder entwickelt:
(g sin B — @y siny)?sina sin(B — y) + (2, siny — », sine)2sin sin (y — a)
{ + (@, sin @ — @, 8in B)? siny sin(a — f) =
Die weitere Entwickelung nach Potenzen der z giebt endlich das
Resultat:
@, sinda sin (B — y) + w2 sin® B sin(y — &) 4 a,2sin®y sin(e — B)
+ 2@, @y sinasinf siny sin (B —y) + 2,2, sin asin §siny sin (y—¢)
+ 2, @, sine: sinf siny sin(a—f) =
Beispiel 2. Bei der schon mehrfach betrachteten Ellipse:
z,cos? o + 2,% cos® B + 3,2 cos®y — 2wy ay cos f cosy — 2ayx, cosy cos e
{ 2— @, wgcose cosf =0
i ay, A~ sin*a=4 cos*a cos f cos y (14 cos « cos B cos y) +4 cosPe cos® cosy sin’
oder relativ gleich: :
cos®a (1l - cose cos B cosy) + cosw cosf cosy sin® o« = cos?a 4 cosa cosfl 0S¥
{ = cosasinfi siny;
ferner ist:
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{422-]— Agy+ 2 4y, c05 ¢ — ay 6= 4 cos’ e cos f cos y — cos*a (1 cosa cosff cosy)
= — cos®e
oder relativ gleich cos®e.
Damit erhilt man als Product der Achsengleichungen aus Gleichung 34):
{(952 siny — g sin B)2sin« sin (B — y) + (g 5in & — @, siny)* sin 3 sin (y — @)
+ (z, sinf} — xysina)?siny sin(a — ) =
oder entwickelt:
{ @2 cos a sin (B — y) + @52 cos B sin(y — &) 4 ;2 cosy sin(a— ) + zyay sin(f—y)
+ g @, sin(y — o) + @, ¥y sin (e — ) = 0.

Die in diesen beiden Beispielen gefaondenen Endgleichungen kinnen
nach bekannter Methode (vergl, Salmon-Fiedler a. a. 0., 8. 548 Art. 323)
auf dreierlei Weise in ihre Factoren zerlegt werden, wobei jedoch zu
bemerken ist, dass diese drei Resultate unsymmetrisch sind und erst in
Jedem gegebenen Falle durch besondere Kunstmittel in irgend eine sym-
Metrische Form iibergefiihrt werden konnen, wihrend unsere erste Methode
eine solche sofort ohne weitere Rechnung liefert.

: Dritte Methode. -
Man verbinde einen Punkt P in der Ebene des Kegelschnitts mit
Seinem Mittelpunkt ¢ und ziehe durch C eine Senkrechte auf PC; hat man
den Punkt P so gewiihlt, dass die genannte Senkrechte parallel ist seiner
Polare in Bezug auf den Kegelschnitt, so liegt er auf einer Achse desselben.
Nennt man x,, ¥, 1, die Coordinaten von P, so ist die Gleichung

Yon P
% @y (A3 %y — Ay¥g) + @3 (dy 75 — Ag3y) + @3 (o3 — 4%,) = 0,
und die Gleichung der daraufsenkrecht stehenden und durch C' gehenden Geraden:
35) a, % + ay 2, + aga; =0,
Wobei man

36) {ml =—1, (42 +A4,2+ 2 Agdy cos a) + 1 (Ay Ay cos f+dy 4, cosa-+dy 4y~ Az2cosy)
+ 1y (dydgcosy+ A, A, 4 A, Ay cos o =457 cos f§)
Sefzen muss; die Werthe von ay und a; sind &hnlich gebildet.
Setzt man in den zu 1, gehtrenden Klammerfactor der Gleichung 36):
A—Adgsinff —A, siny ;

A, = 4
St o

S0 erhilt er die Form:
A(Ay+ Ageose) — (4, + 4,2+ 2.4, 4, cos @) sm,ﬁ

sina

¢benso wird der Coefficient von X:
A(Ay+ Aycosa) — (A + 4,° 4+ 2 4y 44 cos ct)smy
sin o
somit erhiilt man statt 36) die elegantere Gleichung:

37) {al sine =A[r,(d,+ A4;co8 ) + 15 A3+ Ayeos )] = (v, sina =+ xysin
+ xysiny)(4g® + 451 + 2 4,308 @).




304 Einige Methoden der Bestimmung der Brennpunkts - Coordinaten ete.

B

S F iy T S P

S

Die Gleichung der Polare von P sei:
38) K2 + Kyz,+ K 2, =0,

wo
K = a4, 5y + O T + 0y5%3,

39) Ky = @y, 11 + g X3 + A3 ¥y
:  \Ey=ag v+ G ¥y + gy
zu setzen ist; dann ist
a, K, sine
40) a, K, sinf|=0
_ a; Ky siny
das Product der Achsengleichungen.

Scheinbar allgemeiner wird die Liosung, wenn man den Ort des Punkes
sucht, dessen Polaren in Bezug auf den Kegelschnitt und einen mit ihm
concentrischen Kreis von beliebigem Halbmesser ¢ parallel sind. Nach
Salmon-Fiedlera.a. 0., S.116 Art. 71, ist die Entfernung o eines
Punktes x,, #,, #, von C, dessen absolute Coordinaten

M M

M
“71=2"An Ty =‘EA2r 9"5=IA3

sind, gegeben durch die Gleichung:

(Agay — 4y @3)? + (Ay 2, — Ay, ) + (Az 2y — A, %,)
—2(A, 2y — Ay Ay, — A, ;) cose— 2 (Ay 2.~ A, 0,) (Ag 2y —Ag a,)cosp
— 2(dyny — Ayay) (A, 205 — Agx))cosy — A%¢* = 0.

Macht man dieselbe dadurch homogen, dass man das letzte Glied auf
der linken Seite mit (z, sin o + 2, sinf + x,siny)?: M2, wo M= 27 sina sin sy
ist, multiplicirt, so stellt sie die Gleichung eines Kreises vor, der den
Radius ¢ und den Mittelpunkt O hat. Bezeichnet man diese Gleichung
kurzweg mit ¢= 0, so ist die Gleichung der Polare des Punktes P (x;, ¥ s)
in Bezug auf diesen Kreis

e, &, + Coty + oy =0
%o 1% g Ty I~ O3 &g )

0 = — A (A8 — Agx,) + Ay (AT, — A 85) + 45 (4yx, — A, 1y) cose
— Ay (A5 —A441,) cos — Ay (Ayxy—A,ts) cosf+Ay (A58, —As £s) COS?
AS‘ 2
= éﬂ"é (x18ine + g, sinB + g5 siny) sina

ist; #hnliche Werthe haben ¢, und ¢, Dann ist aber das Product der

Achsengleichungen:
¢, K sing

€ .Ii;z sinf | =0,
03 -Ka Séﬂ}’
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Multiplicirt man in dieser Determinante die dritte Verticalreihe mit

Ao

2
YL (Elsm“ +Lasinfp + Essi”?’)

und addirt sie zu der ersten, so fillt das letzte Glied von ¢;, €y C; Weg,
womit der Radius ¢ aus der Achsengleichung entfernt ist. Es ist also ganz
gleichgiltig, wie gross derselbe ist; das Resultat muss immer das niimliche
sein, welchen Werth auch ¢ haben mag. Nimmt man z B. 0=0 an und
ordnet dann die rechte Seite der Gleichung, welche ¢, giebt, nach den 1,
50 kommt:
{ e =1, (4,2 + A, 2 A, Ay cose) — 1, (Ay Ay cosf+A5 A, cose+- A, A,— A% cosf)

— 1, (A, Agcosy+Ay A+ Ay Ay cosa—457 cosy),
also derselbe Werth, den wir oben (Gleichung 36) fui @, gefunden haben,
nur mit entgegengesetztem Vorzeichen, was wegen der relativen Bedeutung
der g und ¢ irrelevant ist. In den Lehrbiichern der analytischen Geometrie
(2. B, Salmon-Fiedler a.a. 0., S.690 Art. 382 B. 3) verwendet man
20 diesem Zwecke den sogenannten Directorkreis, von dessen simmt-
lichen Peripheriepunkten aus der gegebene Kegelschnitt unter einem rechten
Winke] erscheint; das Quadrat seines Halbmessers ¢ ist gleich der Summe
der Quadrate der Halbachsen, das heisst nach Gleichung 16) ist

o= — M?>De: A%

Dass es tiberflissig ist, erst jedesmal die Gleichung dieses Kreises zu ent-
Wickeln, um die vorgelegte Aufgabe zu l¥sen, liegt nach unseren Dar-
legungen auf der Hand, Dass ferner fir =0 die Gleichung des Hilfs-
kreises auch betrachtet werden kann als das Product der Gleichungen
ZWeler imaginiiren conjugirten Geraden, die durch den Mittelpunks des
Kegelschnittes gehen und nach den cyklischen Punkten gerichtet sind,
baben wir schon oben bei der Discussion der Kegelschnittsgleichung unter
Nr. IV bemerkt:

Vierte Methode.
Die absoluten Mittelpunkts - Coordinaten eines Kegelschnitts sind:
o =MA : A, x,=MA,:4, R e B
f‘?mer ist nach Salmon-Fiedler a a. 0., 8. 117 Art. 71 die Entfernung E
enes Punktes (z,, @, ;) vom Mittelpunkt gegeben durch die Gleichung:
1
T A%sine sinf siny
U+ sinf cosp (MA, — Aiy)* + siny cosy(MA; — Axg)*}.

Fir die Achsen ist E ein Maximum oder Minimum; figt man daher zur
fechten Seite dieser Gleichung moch i (z,sina + #,sinp + zgsiny — M) und
‘;K hinzu, wo K die in Gleichung 1) angegebene Bedeutung hat und

und u constante Parameter sind,- und lisst den irrelevanten Factor

Zoitschrift f. Mathematik u. Physik. 38, Jahrg. 1895. 5. Heft. 20 ;

E? {sine cose (MA, — Ax,)*



306 Einige Methoden der Bestimmung der Brennpunkts-Coordinaten ete.

1
A¥sine sinf siny
#y, %y, &; folgende Gleichungen:

— A, sinecose(MA, — Ax,) + Asina + pK, = 0,

— Ay sinfeosf(MA, — Axy) + sinf + pK,= 0,

— Ay siny cosy(MAy; — Azy) + dsiny + wl, = 0;
Hier sind K, K,, K; die partiellen Differentialquotienten von K nach
@y, &y, 5. Sollen diese Gleichungen zusammen bestehen, so muss

sinecose(MA, — Azx,) K, sina
41) sinfcosB(MA, — Ax,) K, sinf|=0
siny cosy (M Ag— Axy) K, siny

sein. Damit diese Gleichung homogen werde, muss man I durch seinen
Werth @, sine + z,sinf + aysiny ersetzt denken. Wenn man nun nach-
weisen kann, dass sie durch die Coordinaten des Kegelschnitt- Mittelpunktes
befriedigt wird, dass sowohl ibre Determinante als auch die von uns
so genannte Function e fiir sie verschwinden und dass sie die Bedingung
der reciproken Polaritit [Gleichung f)] erfillt, so ist sie das Produet
der Gleichungen der Achsen. Durch Substitution der Mittelpunkts-
Coordinaten aber geht M in 4, sine -+ Agsinf 4 Agsiny = A tber, weshalb
die Glieder der ersten Verticalreihe verschwinden. Um den Beweis, dass
die tibrigen Bedingungen zutreffen, zu erleichtern, denke man sich den
gegebenen Kegelschnitt auf A BC als Polardreieck bezogen, wodurch seine
Gleichung die einfachere Gestalt a,x,® 4 ay2,°+ a;2,>= 0 annimmt. Die
Entwickelung der Determinantengleichung 41) liefert dann das Resultat:

weg, 80 erhiilt man durch partielle Differentiation nach

a,*x,*(aysiny cosy — agsinf cosf) + ayzy? (aysine cose — a, siny cosy)
+ay*xy*(a, sin f cos f— ay sine.cos o) +-ay ag z, 2, {a, sin(B—7)
+ aysine — aysine}+ aga, @y, {— a, sin + aysin (y — )
+asinf)+-a, ayg, 24 { a, siny— agsiny+ag sin(a—pg) } = 0.
Die Determinante dieser quadratischen Form ist mit Abwerfung des
Factors a,*ay®a,®:

. ; 1 : ; ;
ay8iny cosy — a,sinff cos 3 §{a1 siny — agsiny + agsin (a— ﬁ)]

{alsmga — aysiny + a,sin (¢ — ﬁ)} g Sin o C0Se — @, Siny COSY

BO| = D] =

{—alsia»a,ﬁ’-l—a2 sin(y—a)—]-assinﬁ} %{alsiﬂ (B—y)+aysine — agsin a’}

1
§{—-alsin“3 +a23in(y—a)+a-3sinﬁ}

[3

1 '.
é{alsm(ﬁ —y) + agsina — aasénu}

@, $inf3 cos B — aySine cose
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Multiplicirt man aber die Horizontalreihen beziiglich mit sina, sinf, siny
und addirt sie dann zar ersten, so werden die Glieder der letzteren alle gleich Null.
Die Function ¢ ferner ist hier gleich:
a,2(aysiny cosy — aysinf cosp) + a,*(agsine cose — aysiny cosy)
+ a,*(a, sinf cosp — agsine cose) — ayay | aysin(f — 7)
+ agsina — aysine}cose — aya, {— a;sinf + aysin(y — a)
+ aysinf ) cosf—a,ay La, siny — aysiny + agsin(e— B) } cosy;
fasst man die zusammengehtrigen Glieder zusammen und berticksichtigh
man die bekannte Identitit:
cosasin(B — p) + cosB sin(y — a) 4 cosy sin(e — g) =0,
8o findet man, dass ¢ verschwindet.
_ Woil endlich hier A;, = ayay, Ay =050, , Agy=0, 0y, Ag3= Ay =A,=0
ist, so sind die Geraden reciproke Polaren, sobald
{ﬂlz%as (aysiny cosy — agsinf cosf) + a, ay*ag(aysine cose — a; siny cosy)
+ a,aya,2(a,sinf cosp — agsine cosa)
verschwindet, was in der That der Fall ist.
Die Gleichung 41) kann man auch in der Form schreiben:
A, sinecose Ky sine lxlsinacos:x K, sina
(%Sina+masm,8+rasiny). AysinBeosp K, sin —A| xysinficosp K, sinff|=0,
Agsiny cosy Ky siny| zgsiny cosy Ky siny

welche merkwiirdige Folgerungen zuliisst. Setzt man niimlich die zweite
Determinanto fiir sich allein der Null gleich, so bedeutet die dddurch
entstandene Gleichung, wie die Theorie der Kegelschnittbiischel lehrt, eine
gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten den Achsen des gegebenen
Kegelschnitts parallel sind. Dieselbe geht durch den Hohenschnittpunkt
des Fundamentaldreiecks 4 BC und durch den Mittelpunkt des gegebenen
Kegelschnitts; denn erstens werden die erste und die dritte Verticalreihe
gleich, sobald man @, = 1: cosa, a4, = 1: cosp, xy=1: cosy setat; wenn
Man zweitens A,, A, Ay statt @, 7, &y in K, K, Ky substituirt, so
Wird 7, B, a,, 4, + a,,4; + a;34; nach Gleichung 4) gleich Asina, so dass
na:cb Weghebung des Factors A die zweite Verticalreibe gleich der dritten
Wird. Die gerade Linie ferner, die durch die annullirte erste Determinante
bezeichnet wird, geht durch den Mittelpunkt des gegebenen Kegelschnitts
und berithrt die correspondirende gleichseitige Hyperbel in diesem Mittel-
Punkt. Daraus ergiebt sich, dass jedem Kegelschnitt eine gleichseitige Hyperbel
- 7'1.18801'dnet ist, deren Asymptoten parallel sind den Achsen des Kegelschnitts und
dlf’ durch den Hohenschnittpunkt des Fundamentaldreiecks und durch den
Mltte]Punkt des Kegelschnitts geht, dadurch also vollkommen bestimmt ist. Fir

die Ste iner’sche Elfipse ist z. B. die Gleichung dieser gleichseitigen Hyperbel:
20 % d
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R P R e, A PO
5 Ly g 3
&, 8me cose i e BT
siny - sinf
. X, €. g
ZysinfBeosfp ——+—2 sinf (=0
sine  siny
iny cos ' % ;i
&Lq St e T SR
STV ERY SinB T sina %

oder entwickelt: :

ay (23 8ty — 1y 50 ) 08 o4y (1, Sim e — 1y 8im ) 008 B+ (23 8im - 2, sine cosy=0;
dies giebt: wymgsin(B — y) + gz sin(y — «) + @, 2ysin (& — f) = 0 oder
die Gleichuug der Kiepert'schen Hyperbel. Dadurch ist ein merk-
wiirdiger Zusammenhang zwischen diesen beiden Curven dargethan.

Ist bei einem gegebenen Kegelschnitt 4 = 0, derselbe also eine
Parabel, so ist die annullirte erste Determinante der Gleichung 42) die
Gleichung ihrer Achse. So erhilt man z B. die Gleichung der Achse
derjenigen Parabel, deren Brennpunkt wir oben bestimmt haben, in
folgender Form:

A i @, sin*e — xy8iny Sina cosa )
— sinecosa sin(f—y) raeedl sina
— Wy Sina sinf cosc
3 ; — &, Sinysinecosa + , (sin?
sinf cos B sin B + siny coscr) , 12 oE : 2(_ L sinf|=0.
— sin® o sin®B) + a, sinf siny cos®«
: _ —; Sine:8inf cosa+-u, sinfsiny cos’e
‘!—-sénycos;z(sz'ny+smﬁcosa) { : 'B ; .22 ﬁ y siny
r + g (sin® B — sin®y sina)

Die Entwickelung liefert dasselbe Resultat, das wir schon oben
gefunden haben,

Auch wenn die Kegelschnittsgleichung in cartesischen Coordinaten
gegeben ist, lusst sich diese Methode anwenden. Denn sei

(@, 9) = au 2 + 2a,, 2y + ayyy® + 2050 + 2055y + agy =0
die gegebene Gleichung, so sind f = Ay : Ay, § = Agy: Ay die Mittelpunkts-
Coordinaten. Man setze nun E*= (v — 1)?+ (y — 9)*— 217 (2, y) und
differentiire theilweise nach » und y, so kommt:

) 0
x—g=l-~a-£

also erhiilt man durch Elimination von A das Product der Achsen-
gleichungen in der Form:

?
(m—z)£=(y-u)%

oder, wenn man fiir ¢ und Y ihre Werthe setat:

af
und y—-t)——l--aTJ,

or of
(dgsw — 4gy) @ = (4yy — 4y N
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Ist die Curve eine Parabel, so ist A;; =0 und die Gleichung ihrer
Achse: :
As:'a_f =-A21'?—f"'
2y "oy
In 3a2 442y +y*—bx—6y—3=0 ist z. B.
Ay =—1, Am’—“';’
also die Gleichung der Achsen:
7
(—ot3)da+20—6)=—(+4)6a+4y-0)
4y> —4da® + 4oy + 18y + 440 —41=0,
die man zerlegen kann in die Gleichungen:
2a— (/5 + 1)y =11+47/5,
2z 4+ (/5 — 1)y =11—4V/5.

Bei der Parabel (3z 4 4y)+ 222 446y 49 =0 ist 4, = 100,
Ay = — 75, also die Gleichung der Achse:

4[8(3@ + 4y) + 46] + 3[6(3z + 47) +22] =0,
oder 50(3z + 4y)+260=0,
oder endlich . 3z4+4y+4+5=0.

Bensheim, im December 1892.

Agy =4,

oder



