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MEMORIE E COMUNIGAZIONI.

RICERCHE
SUI SISTEMI LINEARI DI CURVE ALGEBRICHE PIANE,
DOTATI DI SINGOLARITA ORDINARIE.

Memoria II* di G. B, GUCGCIA, in Palermo (*).

Adunanze dell'1r e 25 marzo 1894.

§ VIL
Teoria delle curve ® relative ad un fascio di curve.

38. Nei §§ VII-XI di queste Ricerche, fondandomi sulle pil
clementari nozioni di Geometria sulla retta, mi propongo di trattare
con metodo sintetico alcune delle principali questioni della teoria
generale delle curve algebriche piane, mercé ’uso di certi luoghi
geometrici relativi ad un fascio di curve, i quali indicherd col nome
di «curve ®». Tutti i problemi pei quali sono state fin qui adope-
rate le polari relative ad una curva C, potranno essere risoluti pili
speditamente mediante le curve @ relative al fascio individuato dalla
curva data C insieme ad una curva ausiliare, dello stesso ordine,
presa ad arbitrio nel piano. ;

In un altro lavoro metodi analoghi saranno adoperati per lo
studio di questioni riguardanti le superficie algebriche.

39. Siano nel piano: (C) un fascio di curve d’ordine #; P un

(*) Vedi la Memoria [*, in questi Rendiconti, t. VII, 1893, pp. 193-255.
Rend. Circ, Matem., t. 1X, parte 1%.—Stampato il 24 settembre 1894. I



2 G. B. GUCCIA.

punto qualsiasi. Si indichi con ®, il luogo dei punti di contatto delle
tangenti condotte da P alle curve del fascio (C). Se R & una retta
condotta ad arbitrio nel piano e si considera la curva, Qp, snviluppo
delle rette tangenti alle curve di (C) nei punti di R, egli & evidente
che le tangenti condotte da P all’inviluppo Q4 incontreranno R nei
punti in cui questa retta ¢ incontrata dal luogo ®,. Val quanto dire
che Pordine della curva @, & uguale alla classe della curva Q.

Le curve del fascio (C) incontrano la retta R in gruppi di #
punti, i quali costituiscono un’involuzione di grado n e prima specie.
Poich questa involuzione possiede 2(n — 1) punti doppi, ne segue
che per Pinviluppo @ la retta R & una tangente multipla del grado
2(n — 1). D’altra parte, assumendo sulla retta R un punto arbi-
trario Q, per questo punto passa una, ed una sola, retta che & ivi
tangente ad una curva del fascio (C) (quella individuata da Q),
ossia una, ed una sola, retta dell’inviluppo Q diversa da R. Di qui
s’inferisce che le tangenti all’inviluppo Qg che si possono condurre
dal punto Q sono equivalenti a 2(n — 1) 4 1 =27 — 1. Dunque,
la classe di Qg, epperd I'ordine di ®,, & 27 — 1. Se ora si con-
duce pel punto P una trasversale arbitraria, questa retta incontrera
il luogo @, nei 2(n — 1) punti doppi dell’involuzione di grado n
e prima specie costituita dai gruppi di » punti nei quali la retta
medesima & incontrata dalle curve di (C). Donde si conclude, che
la curva ¥, passa con (27 — 1) — 2(n— 1)==1 ramo pel punto .
Laonde :

Il luogo ®,, corrispondente ad un punto P del piano, ¢ dell’or-
dine 2m — 1 ¢ passa, in gemerale, con un ramo pel punto P (*).

40. Suppongasi che il fascio (C) possegga un punto base (r)-plo,
B. Due casi sono da prendere in esame :

a) 1l fascio contiene una curva, C’, che ha in B un punto
(r 4 p)-plo (¢>>0). In tal caso le » tangenti in B alla curva gene-
rica del fascio, C*, sono tutte fisse (n® 9, Teor. II).

b) 11 fascio non contiene curva che ha in B un punto di mol-

(*) Cfr. Cremon a, Inirodug., n° 85.
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tiplicith > r. In tal caso una (almeno) delle r tangenti in B alla
curva generica C* & mobile (n° 14, Teor. V). Con altre parole: i
gruppi di r tangenti in B alle singole curve del fascio costituiscone
un’involuzione di raggi, J;, di grado r e prima specie, con o senza
raggi base.

In ciascuna di queste due ipotesi cerchiamo anzitutto come si
comporta in B la curva ®;, luogo dei punti di contatto delle tan-
genti condotte da B alle curve del fascio (C).

cAso a).—Una trasversale R condotta ad arbitrio pel punto B &
incontrata dalle curve di (C) in gruppi di punti di un’involuzione di
grado » e prima specie, la quale possiede un punto base (r)-plo B
e contiene un gruppo (individuato dalla curva C’) che ha in B un
punto (r -+ p)}plo. Questa involuzione si scinde nel punto B con-
tato  volte ed in un’inveluzione di grado # —r e prima specie la
quale contiene un gruppo che ha in B un punto (p)-plo. Poiché i (*)

2(n—r—1)—(—1)=28—2r—p—1

punti doppi (diversi da B) di quest’ultima involuzione sono i punti
in cui la retta R, uscente da B, ¢ incontrata ulteriormente dal
luogo @, se ne conclude che questa curva ha in B un punto mul-

tiplo del grado
(2n—1)—(@2n—2r—p—1)=2r + p.

@) Sia T una delle 7 tangenti fisse in B alla curva generica
C*. Questa retta sard incontrata dalle curve di (C) in gruppi di
punti di un’involuzione di grado # e prima specie, la quale pos-
siede in B un punto base (r 4 1)-plo e contiene un gruppo (indivi-
duato dalla curva C’) che ha in B un punto (r + p)-plo. Questa
involuzione si scinde nel punto B contato r 4 1 volte ed in un’in-
voluzione di grado #—r— 1 e prima specie la quale centiene um
gruppo che ha in B un punto (p — 1)-plo. Poiché i

2(n—r—2)—(p—2)=2n—27r—p—2

(*) Due proposigioni, etc. Lemma 1I (ponendo ivi #= 1).
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punti doppi (diversi da B) di quest’ultima involuzione sono i punti
in cui la retta T, uscente da B, & ulteriormente incontrata dal luogo
®;, ne segue che la retta T ha

ern—1)—(2n—2r—p—2)=2r+p+1

delle sue intersezioni con la curva @, riunite in B. Donde si con-
clude che la retta T ¢ tangente in B alla curva @,

@) Sia T una delle r-p tangenti in B alla curva C’. Questa
retta sard incontrata dalle curve di (C) in gruppi di punti di un’in-
voluzione di grado # e prima specie, la quale possiede in B un punto
base (r)-plo e contiene un gruppo (individuato dalla curva C’) che
ha in B un punto (r 4 p - 1)-plo. Questa involuzione si scinde
nel punto B contato 7 volte ed in un’involuzione di grado n—r
e prima specie, la quale contiene un gruppo che ha in B un punto

(p + 1)plo. I

2(n—r—1)—p=2n—2r—p—2

punti doppi (diversi da B) di quest’ultima involuzione essendo i
punti in cui la retta T, uscente da B, & ulteriormente incontrata

dal luogo ®;, se ne conclude che
(2n —1)—(2n—2r—p—2)=27r +p+1I

intersezioni di T con @, sono riunite in B, e conseguentemente che
la retta T & tangente in B alla curva @

Riassumendo :

TeoREMA XXXVIL. — St un fascio (C) possiede un punto base
(r)-plo, B, e contiene una curva, C’, dotata in B d’un punto-(r+-p)-plo
(p>>0), il luogo @y (n° 39) corrispondente al punto B passa, in gene-
rale, con 21 + p rami pel punto B ed ha ivi per tangenti le r tan-
genti fisse del fascio e le v + p tamgenti della curva C’ (*).

(*) Posto r = n — 1, onde p= 1: Per un fascio d’ordine # con un punto
base (n — 1)-plo, B, a tangenti fisse, il relativo luogo ®p si scinde nelle # — 1
tangenti fisse in B e nelle # rette che costituiscono la curva del fascio dotata
d’un punto (n)-plo in B [Teor. IV, nota, Esempio ¢)].
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cAso b).—Una trasversale R condotta ad arbitrio pel punto B ¢
incontrata dalle curve di (C) in gruppi di punti di un’involuzione di
grado n e prima specie dotata in B d’un punto base (r)-plo, ossia
di un’involuzione la quale si scinde nel punto B contato r volte ed
in un’involuzione di grado # — r e prima specie. Poiche i 2 (n —r—1)
punti doppi di quest’ultima involuzione sono i punti in cui la retta
R, uscente da B, incontra ulteriormente il luogo ®;, se ne conclude
subito che questa curva ha in B un punto multiplo del grado

(2n—1)—2(n—r—1)=2r+ 1.

Sia # una qualunque delle 27 - 1 tangenti in B alla curva @;.
Questa retta incontrerd ulteriormente il luogo ®; in

(zn—1)—Q@r+2)=2(r—r)—3

punti, ciascuno dei quali ¢ doppio per 'involuzione di grado n—r
e prima specie costituita dai gruppi di #—r punti in cui la retta
t & incontrata ulteriormente dalle curve del fascio (C). Pertanto

s(n—r—1)—[2(n—r)—3]=1

dei 2 (n— r — 1) punti doppi che competono a questa involuzione
¢ il punto B. Val quanto dire che fra le curve del fascio (C) ve
n’é una che ha r 4 2 intersezioni con la retta ¢ riunite nel punto B.

Reciprocamente, se una retta uscente da B ha r + 2 interse-
zioni riunite in B con una curva del fascio (C), la retta medesima
sard una delle 2 -1 tangenti in B alla curva @,

Suppongasi che Iinvoluzione di raggi J;, di grado r e prima
specie, costituita dai gruppi di tangenti in B alle singole curve del
fascio (C), possegga un raggio base semplice 7. Fra le curve di (C)
ve ne sard una, ed una sola, la quale bha, con la retta =, r 4 2 in-
tersezioni riunite in B. Questa retta dunque sard una delle'27 41
tangenti in B alla curva ®p.

Ma in questo caso la retta 7 ¢&, in B, pel relativo ramo della
curva ¥, unatangente stazionaria. Infatti, la retta medesima ¢ incon-
trata dalle curve del fascio (C)in gruppi di punti di un’involuzione di
grado # e prima specie dotata in B d’un punto base (r + 1)plo,
ossia di un’involuzione la quale si scinde nel punto B contato r + 1
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volte ed in un’involuzione di grado #—r—1 e prima specie. Poiché
i 2(n—r—2) punti doppi di quest’ultima involuzione sono i punti
in cui la retta =, uscente da B, incontra ulteriormente il luogo ®;,
ne segue che

(en—1)—2(n—r—2)=2r+3

intersezioni della retta v con il luogo @, saranno riunite in B. Val
quanto dire che la retta = ha tre intersezioni confuse in B col ramo
~della curva @, del quale essa & la relativa tangente.

Cosi, se in una retta 7 vengono a coincidere &(<r) raggi base
semplici dell’involuzione J!, la retta medesima conterd per ¢ delle
27 - 1 tangenti in B alla curva ®;, ed avrd con la curva ®; 27 3
intersezioni riunite nel punto B.

Riassumendo :

TroremMa XXXVIIL. — Se un fascio (C) possiede un punto base
(r)-plo, B, i cui gruppi di tangenti alle singole curve costituiscono
un’inveluzione, J., di grado r e prima specie, il luogo ®p (n° 39),
corrispondente al punto B, passa per questo pumto, in generale, con
271 rami a tangenti distinte, ciascuna delle quali ¢ una retta che
ha r 4 2 intersezioni riunite in B con una curva del fascio (C). In
particolare, se I’involuzione J, possiede un raggio base di grado o (< r),
questo contery per o tangenti in B alla curva @y ed avra con la curva
®, 27 - 3 intersezioni riunite nel punto B (*).

41. Dal Teor. XXXVII per r — 0: Se un fascio contiene una
curva, C’, dotata d’un punto (p)-plo, B (che non sia punto base del
fascio), il relativo luogo ®; passa con p rami pel punto B ed haivi
le stesse tangenti della curva C’. In particolare: se s tangentiin B
alla curva €’ coincidono in una, in questa coincideranno s tangenti
in B alla curva @,

(*) Posto r=mn— 1: Per un fascio d’ordine # con un punto base (#—1)-plo,
B, i cui gruppi di tangenti alle singole curve costituiscono un’involuzione di
grado n — 1 e prima specie, il relativo luogo ®p si scinde nelle rette che con-
giungono il punto B a’ residuali #n*— (» — 1)> = 2n— 1 punti base semplici
del fascio. In particolare, o (< n— 1) di questi ultimi punti base possono essere
infinitamente vicini al punto B in direzioni distinte o coincidenti,
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«) Conseguentemente, per p = I: Dato un fascio di curve, il
luogo @, corrispondente ad ua punto qualunque, P, del piano passa
semplicemente pel punto P (n® 39) ed ¢ ivi tangente alla curva del
fascio individuata dal punto B

42. Cerchiamo ora, in ciascuna delle ipotesi @) e b) del n° 40,
come si comporta in B la curva @p corrispondente ad un punto, P, -
preso ad arbitrio nel piano.

cAso a).—Sia R una retta condotta ad arbitrio pel punto B e si
consideri anzitutto la curva, Qg , inviluppo delle rette tangenti alle curve
del fascio (C) nei punti di R. Questa retta ¢ incontrata dalle curve
di (C) in gruppi di punti di un’involuzione di grado # e prima
specie, la quale si scinde nel punto B contato » volte ed in un’in-
voluzione di grado m—r e prima specie che contiene un gruppo (in-
dividuato dalla curva C’), per il quale B ¢ un punto (p)-plo. Que-
st’ultima involuzione contiene

2(n——r—r)——-(p—-1):2n——2r—~p—1

punti doppi (diversi da B), in ognuno dei quali la retta R & tan-
gente ad una curva del fascio (C). Di qui s’inferisce che per I’in-
viluppo Qp la retta R & una tangente multipla del grado 2 n—2 r—p—1.
Se ora si assume sulla retta R un punto arbitrario O, per questo
punto passa una, ed una sola, retta che & ivi tangente ad una curva
del fascio (C) (quella individuata da Q), ossia una, ed una sola,
retta dell’inviluppo Qp diversa da R. Sono dunque equivalenti a
(2n—2r—p—1)f1=20—21r—¢ le tangenti che si pos-
sono condurre da Q all’inviluppo Qp; epperd questa curva ¢ della
classe 2n — 21 — p.

Ritorniamo ora al luogo ®,. I punti in cui questa curva incon-
tra la retta R oltre il punto B sono nel tempo istesso i puntiin cui
le 2 —2r—p tangenti condotte da P all’inviluppo @ incontrano
la retta R. Di qui s’inferisce che delle 2# — 1 intersezioni di R
con @, ve ne sono

(2n—1)—(2n—2r—p)=27+p—1

riunite in B. Dunque: il luogo ®p ha in B un punto multiplo del
grado 21 +p — 1.



8 G. B. GUCCIA.

Indichiamo con :

A, il gruppo delle r tangenti (fisse) in B alla curva generica
del fascio;

A, il gruppo delle r + ¢ tangenti in B alla curva C

t la retta PB.

Possiamo intendere che il fascio sia individuato dalla curva C’
" insieme ad un’altra qualunque delle sue curve, C (le cui r tangenti
in B costituiscono il gruppo fisso A)) e scriveremo (C) = (C, C").

Si conduca pel punto P una trasversale arbitraria T e siano ri-
spettivamente :

GB oL ) o Chad oA

i due gruppi di # punti in cui la retta 7 & incontrata dalle curve
C, C’. Questi due gruppi individuano un’involuzione di grado n e
prima specie, i cui 2(n — 1) punti doppi, che indicherd con

DDl ok

sono i punti nei quali la trasversale T & incontrata dal luogo ®,.
Congiungendo i punti 4, 4’, D col punto Bsi otterranno tre gruppi
di raggi

G LR Al A Bl (A B, st R o A5y
(2‘2) (DIB’ DzBJ AR Dz(u—x)B)-"

Pultimo dei quali & costituito dai raggi doppi dell’involuzione di
grado # ¢ prima specie individuata dai primi due. Cosi, per ogni
posizione della trasversale T" (condotta per P), si avranno due gruppi
di # raggi (21), i quali determinano un’involuzione di prima specie
i cui 2(n — 1) raggi doppi (22) incontrano la retta 7" in punti del
luogo @,.

Se ora si suppone che la retta T, ruotando attorno al punto P,
venga a coincidere col raggio #, al limite :

1° il gruppo (4, B, 4,B, ... A,B) sari costituito dal gruppo
A, e dal raggio ¢ contato n — r volte;

2° il gruppo (A4.B, A.B, ... A4,B) sarh costituito dal gruppo

A, ¢ dal raggio ¢ contato n — r — p volte;
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3° il gruppo (D, B, D,B, ... D,, ,B) sard costituito dalle
27 +p — 1 tangenti in B alla curva ®, ¢ dal raggio # contato

2(n—1)—(2r+p—1)=20—27r—p—1

volte. Dunque : le 27 + p — 1 tangenti in B alla curva @, sono:
i raggi doppi (diversi da t) dell’involuzione di grado # e prima specie
individuata dai due gruppi di # raggi:

A ATy AT
ossia: i raggi doppi (diversi da t) dell’involuzione di grado r +-p e
prima specie individuata dai due gruppi :

(23) A||" tpi A:-i-p'

«) Suppongasi che s(>> 1) raggi del gruppo A, (ovvero del gruppo
A:ﬂ,) coincidano in uno, 7. In questo caso nella retta © coinci-
deranno s — 1 raggi doppi dell’involuzione individuata dai due
gruppi (23).

) Suppongasi che s raggi del gruppo A, ed s’ raggi del gruppo
coincidano tutti in uno, 7 (s 3£ §’). Scrivendo:

'
)

A=4..7 A, =4

(14
r r—s +p—s 2

re T
le tangenti in B alla curva @, diverse da = saranno (23) i raggi
doppi (diversi da ¢ e da 1) dell’involuzione di grado r --p e prima
specie individuata dai due gruppi :

5 ’ st
A .T.tp, AH‘P—"'T’

ossia, supposto ad es. s <(s’, i raggi doppi (diversi da # e da 7)
dell’involuzione di grado 7 4+ p — s ¢ prima specie individuata dai
due gruppi: '

’ o
S Ayt T

Rend, Circ, Matem., t. IX, parte 1%,—Stampato il 24 settembre 1894. 2
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Ora quest’ultima involuzione possiede :
2(r4+p—s—1)—(—1)—('—s—1)=2r4p—s5s—s

raggi doppi diversi da t e da v. Dunque, nel caso attuale, delle
27 -+ p— I tangenti in B alla curva @, ve ne saranno

r+e—1D)—(C@r+p—s—s)=s+s —1

le quali si confondono col raggio .

¥) Nell’ipotesi precedente sia s—=s". In questo caso le tangenti
in B alla curva @, diverse da = saranno i raggi doppi (diversi da
t e da 7) dell’involuzione di grado r o e prima specie individuata
dai due gruppi :

B At

>

ossia i raggi doppi (diversi da #) dell’involuzione di grado 7 4-p — s
e prima specie individuata dai due gruppi:

A'

A P

P
,_\,.l,

E come quest’ultima possiede :
20 +p—s—1)—(p—1)=2r+p—25—1

raggi doppi diversi da ¢, se ne conclude che delle 27 4 p — 1 tan-
genti in B alla curva @, ve ne saranno in questo caso

(er+p—1)—(@r+p—2s—1)=2s

le quali coincidono nel raggio .

Riassumendo :

Teorema XXXIX. — Sia dato un fascio di curve, il quale pos-
siede un punto base (r)-plo, B, e contiene una curva, C', dotata in B

d’un punto (r + p)plo (p > 0). Siano;
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A, il gruppo delle r tangenti fisse in B alla curva generica del
fascio; ;

AL, b gruppo delle r + o tangenti in B alla curva C'. .

1l lwogo @, (n° 39), corrispondente ad un punto P fissato ad arbitrio
nel piano, passa, in generale, con 21 - p — I rami pel punto B, ed
ha ivi per tangenti i 27 4+ p — 1 raggi doppi (diversi du t = P B)
dell’involuzione di grado r + o e prima specie individuata dai due
gruppi di r + p raggi:

AL ¥, .

In particolare :

«) St s(> 1) raggi del gruppo A, (ovvero del gruppo-A. ) coin-
cidono in uno, in questo coincideranno s — 1 delle 2v 4 p — 1 tan-
genti in B alla curva @,

B) Se s raggi del gruppo A ed s raggi del gruppo A (555 5T)
coincidono in uno, in questo coincideranno s +'—1 delle 2ar - p— 1
tangenti in B alla curva ®,.

Y) Se s raggi del gruppo A, ed s raggi del gruppo A, coincidono
in uno, in questo coincideranno 25 delle 27 + ¢ — 1 tangenti in B
alla curva ®,,

CAs0 b).—Per conoscere, nell’ipotesi (&) del n° 40, come si com-
porta in B la curva @, corrispondente ad un punto qualunque P del
piano, consideriamo, come sopra, Pinviluppo Qp relativo ad una retta
R condotta ad arbitrio pel punto P.

La retta R ¢ incontrata dalle curve dj (C) in gruppi di punti
di un’involuzione di grado 7 e prima specie, dotata in B d’un punto
base (r)-plo, la quale possiede 2(n — r -— 1) punti doppi diversi
da B. In ognuno di questi ultimi punti la retta R & tangente ad una
curva del fascio. Ma nell’ipotesi attuale vi @ inoltre una (ed una
sola) curva del fascio che & tangente alla retta R nel punto B, Per-

tanto la retta R sari, per Pinviluppo Qg , una tangente multipla del
grado

S =1) =Ty e iy

Osservando poi, come dianzi, che per un punto Q, scelto ad arbi-
trio sulla retta R, passa una, ed una sola, retta tangente in Q ad
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una e¢urva del fascio (C) (quella individuata da Q), se ne conclude
che il numero delle tangenti che si possono condurre da Q all’in-
viluppo @y ¢& equivalente a

(2n—2r—1)t 1==2(r—7);

epperd che la curva @, ¢ della classe 2(n — 7).

Cid posto, i punti in cui la retta R, uscente da B, incontra ul-
teriormente il luogo ®, sono i punti in cui le 2(# — r) tangenti
condotte da P all’inviluppo Qg incontrano la retta R. Talche, delle
2n — 1 intersezioni di R con ®, ve ne sono

(n—1)—2(m—r)=27r—1

confuse nel punto B. Dunque : il luogo ®, ha in B un punto mul-
tiplo del grado 2r — 1.

Considerando due gruppi di » tangenti in B a due curve scelte
ad arbitrio nel fascio (C), come quelli che individuano I’involuzione
di raggi [, con procedimento affatto amalogo a quello adoperato pitt
sopra (a) si trova che i 2 (r— 1) raggi doppi di J} sono tangenti in B
alla curva ®,. Cosi, in particolare, se l'involuzione ] possiede un
raggio base (s)plo, =, che ¢ nel tempo istesso raggio (s + ¢)-plo
(6 > 1) per uno dei suoi gruppi, delle anzidette 2 (r — 1) tangenti
in B alla curva @, ve ne saranno 25-46¢—1 le quali coincidono
nella retta 7. ,

La rimanente tangente in B alla curva ®, ¢& la retta PB.
Infatti, poich¢ la curva ®, passa semplicemente pel punto P (n° 39,
n° 41, «) ed incontra la retta P B, oltre P e B, nei 2(n — r — 1)
punti doppi (diversi da B) dell’involuzione di grado # e prima specie,
dotata d’un punto base (r)-plo in B, che & costituita dai gruppi di
punti in cui P B ¢ incontrata dalle curve di (C), ne segue che

en—1)—1—2(n—r—1)=2r

intersezioni della retta PB con il luogo @, sono confuse in B; val
quanto dire che P B ¢una delle 27— 1 tangenti in B alla curva ®,.
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Riassumendo :

Teorema XL. — Sia dato un fascio di curve, il quale possiede
un punto base (r)-plo, B, con una (almeno) tangente mobile. Il luogo
®p (0° 39) corrispondente ad un punto P, fissato ad arbitrio nel piano,
passa, in generale, con 2r—1 rami pel punto B, ed ha ivi per tangenti
la retta PB ed i 2(r — 1) raggi doppi dell’ involuzione di grado r
€ prima specie, |', costituita dai gruppi di r tangenti in B alle sin-
gole curve del fascio. :

«) In particolare: Se Pinvoluzione J' possiede un raggio base
(s)-plo, che sia raggio (s 4 c)plo (s 2\ 1) per umo dei suoi grappi,
in questo coincideranno » s + 6 — 1 tangenti in B alla curva D,

43. Dal Teorema XXXIX per r=—=0: Se un fascio contiene
una’ curva, C’, dotata d’un punto (e)-plo B (che non sia punto base
del fascio), il luogo ®,, corrispondente ad un punto qualunque P del
piano, passa con p— 1 rami pel punto B ed ha ivi per tangenti i p— 1
raggi doppi (diversi da ¢ = P B) dell’involuzione di grado p € prima
specie individuata dai due gruppi di p raggi

, A;,
dove A’ indica il gruppo delle o tangenti in B alla curva . In
patticolare: se 5( > 1) raggi del gruppo A’ coincidono in uno, in
questo coincideranno s — 1 tangenti in B alla curva Dy,

44- Dal Teorema XL per r—1: Se Béun punto base semplice
di un fascio, a tangente mobile, la curva @,, corrispondente ad un

punto qualunque P del piano, passa semplicemente per B ed ha ivi
Per tangente la retta P B,

45. Con gli stessi metodj fin qui adoperati sipossono ottenere
immediatamente varie altre proposizioni intorno al ‘modo di com-
portarsi di un luogo ®, in un punto multiplo ordinario della curva
generica o di una speciale curva del fascio, in diversi casi di coin-
cidenza delle relative tangenti. Cosi, ad es., si hanno i seguenti
enunciati ;

«) Se un fascio contiene una curva, C’, dotata-d’un punto (p)-plo
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B con s(<p) tangenti coincidenti in una medesima retta =, il luogo ®p
corrispondente ad un punto P della retta = (diverso da B) avra in
B un punto (p — 1)-plo con s tangenti coincidenti nella retta 7. Le
rimanenti p —s— 1 tangenti in B alla curva ®,saranno i raggi doppi
(diversi da 7) dell’involuzione individuata dai gruppi <7, A_, (dove
A’_, indica il gruppo delle p — s residuali tangenti in B alla curva C").

B) Se un fascio contiene una curva dotata d’un punto (p)-plo
B con tutte le tangenti coincidenti in una medesima retta =, il luogo
@, corrispondente ad un punto P della retta = (diverso da B) avrd
in B, in generale, un punto (p)-plo a tangenti distinte. Quando il
punto P percorre la retta 7 i gruppi di p tangenti in B alla corri-
spondente curva @, generano un’involuzione di grado p e prima
specie senza raggi base, la quale contiene un gruppo (quello rela-
tivo alla curva ®;) che & costituito dal raggio = contato p volte
(Teor. XXXVII per r = 0).

46. Si pud ancora dedurre dal Teor. XXXIX la seguente pro-
posizione :

Se in un fascio d’ordine # vi ¢ un luogo, composto di una
curva K d’ordine v, contata g volte, e di una residuale curva sem-
plice L d’ordine 7 — vy, il luogo ®,, corrispondente ad un punto P
fissato ad arbitrio nel piano, si scinde nella curva K contata p. — 1
volte ed in una curva residua @}, d’ordine (27 — 1) — v(p — 1),
la quale, in generale, passa con un ramo: per ciascuno degli #v
punti base del fascio che trovansi sulla curva K; per ciascuno degli
n(n — vp.) punti base del fascio che trovansi sulla curva L; per
ciascuno dei v(# — v.) punti comuni alle curve K ed L.

Per . > 1, se B ¢ uno degli #v punti base appartenenti a K
e si indica con « la tangente fissa in B alla curva generica del fa-
scio e con B la tangente in B alla curva K, allora la tangente in
B alla curva @), sar il raggio doppio (diverso da t =PB e da )
dell’involuzione di prima specie e grado p individuata dai due
gruppi: a, ##7', B* (Teor. XXXIX, «) (*).

Se B & uno degli n(n — v ) punti base del fascio che tro-

(*) Per p =1, la curva @, avra per tangente in B la retta PB (n® 44).
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vansi sulla curva L, la curva @), ha per tangente in B la retta PB
n° :

: 4§3& B & uno dei v(n — vp) punti comuni alle curve K ed L
e si indicano risp. con B e vy le relative tangenti in B, allora la
tangente in B alla curva @}, sard il raggio doppio (diverso da t =P B
e da B) dell’involuzione di prima specie e grado g -+ 1 individuata
dai due gruppi: s+, Bh.y (@° 43).

«) In particolare , se un punto , B, della curva (e)pla K &,
nel tempo istesso, punto base (#)-plo, a tangenti mobili, del fascio,
in tal caso il luogo residuo D, passerd pel punto B con p rami ed
avra ivi per tangenti la retta PB ed i ® — 1 raggi doppi (diversi
dalla tangente in B alla curva K) dell’involuzione , Ju, di grado p
e prima specie, costituita dai gruppi di p. tangenti in B alle singole
curve del fascio. Se, inoltre, Pinvoluzione J* possiede un raggio base
(s)»plo, che sia raggio (s + a)plo (G‘ ;._ I) per uno dei suoi gruppi,
in questo coincideranno 2 s + ¢ — 1 delle anzidette p — 1 tangenti
in B alla curva @, (Teor. XL). Etc. etc.

§ VHI.
Swi punti doppi delle curve d’un fascio.

47- Sia (C) un fascio generale d’ordine . Si assumano arbi-
trariamente nel piano due punti P, Q. I corrispondenti luoghi @, @,
passeranno entrambi, con un ramo, per ciascuno degli #? punti base
semplici di (C) (n° 44) e per ciascuno dei 2(n—1) punti in cui

la retta PQ & tangente a curve di (C). Ora, uno qualunque , D

>
dei residuali

(2 n—-l)’——n’——z(n——x):g(n—l)’

punti d’ intersezione delle curve D,
rette DP, DQ ha due intersezioni ri
(C). Da qui s’inferisce che D ¢ punto doppio per quella curva che
esso individua nel fascio (C). Donde il noto teorema :

« Le curve di un fascio d’ordine hanno, in generale, 3 (n — 1)’
punti doppi »,

D, & tale che ciascuna delle
unite in D con una curva di
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48. Nell’ipotesi che il fascio (C) possieda, in un punto B del
piano, una singolaritd base qualunque (*), proponiamoci di esprimere
I’abbassamento U prodotto dal punto B nel numero 3(#— 1)* dei
punti doppi del fascio.

Siano: ¥ il numero delle intersezioni confuse nel punto B di
due curve qualunque del fascio; il numero delle intersezioni con-
fuse nel punto B di due luoghi ®,, ®, corrispondenti a due punti P, Q
fissati ad arbitrio nel piano; d il numero dei punti doppi del fascio
(C) diversi da B. Poiché le curve ®,, @, passano inoltre, con un
ramo, per ciascuno dei residuali »* — 7 punti base semplici di (C)
¢ per ciascuno dei 2 (7 — 1) punti in cui la retta PQ & toccata da
curve di (C), ne segue che esse s’incontreranno ulteriormente in

@o—1y)—W—@w—V)—2(n—1)=3(n— 1) —W+V
punti, ciascuno dei quali (n° 47) sari doppio per una curva del
fascio (C). Si ha quindi

S=3(n—1)—W {1 7;
epperd
U=3(n— 1) —8=W—7".

Laonde :

TeorEma XLI. — Se due curve dello stesso ordine C, C’ passano
in modo QUALUNQUE per un medesimo punto B del piano, I’abbassa-
mento prodotto dal punto B nel numero dei punti doppi del fascio
(G, C) ¢ uguale al numero delle intersezioni confuse in B dei luoghi
®,, Oy (n°39) corrispondenti a due punti P, Q fissati ad arbitrio nel
piano, diminuito del numero delle intersezioni riunite in B delle curve
(&%)

«) Per V'—o0, ossia nell’ipotesi che una delle due curve non
passi pel punto B:

Se una curva possiede, in un punto B, una singolarits QUALUNQUE,
I’abbassamento prodotto dal pumto B nel numero dei punti doppi del

(*) Per la ricerca contenuta in questo numero usciamo eccezionalmente dal
campo delle singolaritd ordinarie, al quale abbiamo inteso di limitarci nel pre-
sente lavoro,
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fascio individuato dalla curva medesima insieme ad un’altra curva dello
stesso ordine, non passanie per B, b uguale al numero delle intersezioni
confuse in B dei luoghi ®,, ®, (n° 39) corrispondenti a due punti
P, Q fissati ad arbitrio nel piano.

49. In virth dei teoremi sulle curve @ dimostrati- pilt sopra, la
relazione

(24) U+ V—W=o
ci permette di determinare il numero U in vari casi di singolarita
basi ordinarie di un fascio.

a) Suppongasi che le curve C, C' (Teor. XLI) passino rispet-

tivamente pel punto B con r, r 4-p (p>>o0) rami a tangenti distinte
e diverse per le due curve. In tal caso si ha subito

V= r(f - p)
ed in virth del Teor. XXXIX :

W=@r+p—1)®.
Onde

U=W —V=_(r+p—1)—r(r+p).
Epperd (n° 40, a):
Teorema XLIL. — Se un fascio possiede un punto base (r)-plo,
B (r X o), a tangenti fisse e distinte, ¢ contiene una curva dotata in

B d’un punto (r + e)-plo (p > 0), a tangenti distinte e diverse dalle

prime, il nuwmero dei punti doppi del fascio risulta diminuito,

in gene-
rale, di

@r+p—1)—r(r+p)

unity (**).

(*) Lo stesso teorema XXXIX ci affida che, per una scelta arbitraria dei
punti P e Q, i luoghi ®p e Pp non hanno tangenti comuni in B,

(**) Pei casi particolari: r>>o0, p=1; r=o, p=>0; r=1, p>o0 vedi: Cre-
mona, Sopra alcuns questioni nella teoria delle curve piane (Annali di Matema-
tica, t. VI, 1864, pp. 153-168), ni 10, 11, 12.

Kend. Cire, Matem., v, 1X, parte 1*.—Stampato il 29 settembre 1894, 3
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b) Nelle ipotesi precedenti suppongasi che s(~> 1) tangenti in B
alla curva C [ovvero s(C> 1) tangenti in B alla curva C'] coincidano
in una medesima retta. In tal caso sard

V=r(r +¢)
ed in virtt del Teor. XXXIX, a:

W=@r+p¢—1)}+(—1);

eppero :
U=W —V=(r+p—1y—r(r+p)+(—1)
Laonde : :

TeoremA XLIII,—Nelle ipotesi del Teor. XLII, se s(=> 1) delle r
tangenti fisse in B alla curva generica del fascio (*) [ovvero s(>> 1) delle
r--p tangenti in B a quella curva che ivi possiede un punto (r+p)-plo (**)]
coincidono in una medesima retia, il numero dei punti doppi del fascio
risultery ancora diminuito, in generale, di altre 5 — 1 unita.

50. Suppongasi che le curve C, €' (Teor. XLI) passino pel
punto B ciascuna con r rami a tangenti distinte e diverse., Si ha
in questo caso

P s
ed in virty del Teor. XL :
W=(@r—1)+2(r—1);
epperd :
U=W —V=(—1Gr + 1)

Donde il noto teorema : «Se un fascio possiede un punto base
(r)-plo, i cui gruppi di tangenti alle singole curve costituiscono un’in-
voluzione J' di grado r e prima specie senza raggi base, il numero

(*) Per p=1 vedi Cremona, loco citato, n° 10.
(**) Per r=0,p>0e per r =1, p >0 vedi: Cremona, loco citato,
11, 12,
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dei punti doppi del fascio sard diminuito di (r — 1)(37 + 1)
unitl » (*)

s1. Nel fascio (C), d’ordine #, vi sia un luogo composto di
una curva K d’ordine v, contata p volte, e di una residuale curva
semplice L d’ordine m—v .. In tale ipotesi qual’¢, in generale, il
numero & dei punti doppi del fascio che trovansi fuori di K?

I luoghi @5, @} (n° 46), corrispondenti a due punti P, Q fissati ad
arbitrio nel piano, sono dell’ordine 2# — v(p. — 1) — 1 e passano
entrambi semplicemente (e senza toccarsi, in generale) per gli nv
punti base di (C) giacenti su K, per gli n(n — vp.) punti base di
(C) giacenti su L, per i v(n — vp.) punti comuni alle curve K ed
L e finalmente per i 2(n — 1) — v(. — 1) punti in cui la retta
P ¢ toccata da curve di (C) diverse dalla curva composta K. L.
Epperd questi due luoghi s’incontreranno ulteriormente in

S=[an—v(p—1)—1F—mi—n(n—wp)—v(n—vp)—[2(n—1)—(p. 1)]
= 3(n—1)'—[3(np—p+ )@’ —p+1)—2 1)

punti, ciascuno dei quali sard (n° 47) doppio per una curva del
fascio (C). Talche :

Teorema XLIV. — Se un fascio d’ordine n contiene un luogo
composto, del quale fa parte una curva d’ordine v contata - wolte, il
numero dei punti doppi del fascio risulterl diminuito, in generale, di

Y3k — A D — v — 4 1) —21]
unity.

52. Nelle ipotesi precedenti, suppongasi inoltre che un punto,
B, della curva (p)pla K sia, nel tempo istesso, punto base (i.)-plo
(a tangenti mobili) del fascio (C). In tal caso i luoghi @}, @,
avranno m B un punto (p)-plo ed ivi per tangenti comuni i fe—1
raggi doppi (diversi dalla tangente in B alla curva K) dell’involu-
zione di grado p e prima specie costituita dai gruppi di p tangenti

(*) Cremona,l c, n° 8,
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in B alle singole curve del fascio (n° 46, «). Come sopra, i luoghi
medesimi passeranno inoltre con un ramo (e senza toccarsi, in ge-
nerale) per i residuali #v — p. punti base di (C)giacenti su K, per
gli n(n — vp) punti base di (C) giacenti su L, per i v(n — vp)
punti d’incontro delle curve K ed L e per i 2(n—1)—v(p —1)
punti di contatto della retta P Q con curve di (C). Pertanto essi
s’incontreranno ulteriormente in

¥=[2n—v(p—1)— 1] — (' +p—1)— (Y —p) —n(n—p)
— W —vp)—[2(n — 1) — (. — 1)) =
=3 — 1) —3(mp—p+ 1) — V(@ —p + 1) —20] — (B’ —1)

punti, ciascuno dei quali ¢ doppio per una curva del fascio (C).
Di qui s’inferisce che nell’attuale ipotesi diminuisce di altre

—¥=p*—1

unitd il numero dei punti doppi di (C).

Epperd, estendendo questo risultato ad « punti della curva K
analoghi a B si ha la seguente proposizione :

TeorEmMA XLV. — Nelle ipotesi del Teorema XLIV, se « punti
distinti della curva (w)-pla sono, nel tempo istesso, punti base (u)-pli
(a tangenti mobili) del fascio, il numero dei punti doppi del fascio sari
ulteriormente diminuito, in gemerale, di altre o« (p* — 1) unitl.

Come caso particolare, per

n=3p, V=3, =9, LN,
il fascio d’ordine 3 ¢ dotato di 9 punti base (p)-pli a tangenti mo-
bili avra (Teoremi XLIV e XLV):

3Gr—1)" =333 —p+D)—3@—pt+1)—6p]—
— (K —1=12

punti doppi fuori della cubica [ (p.)-pla] individuata dagli anzidetti
9 punti base,
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Quest’ultimo risultato & dovuto ad Halphen. (*)

53. T metodi precedenti permettono di trattare facilmente altri
casi, che per breviti omettiamo. Si ha cosi, ad es., la proposizione :

Un fascio (4, B), d’ordine mn, il quale contiene una curva
(m)-pla A d’ordine n ed una curva (n)pla B d’ordine m (7% n), pos-
siede, in generale,

d=(m+n)’—mn—3(m+n—r)

punti doppi fuori delle curve A4 ¢ B.

Per m—1 si ha §=n (n—2) + 1. Se inoltre & n—2, si ha
8 = 1: Un fascio di coniche, il quale contiene una retta contata
due volte, possiede un solo punto doppio fuori della retta medesima;
¢ questo il punto d’incontro delle due tangenti fisse alla conica gene-
rica nei due punti base semplici del fascio. Etc.etc.

§ IX.
Costruzione della Jacobiana di una rete
mediante le curve ®. — Lsempii.

54. Si consideri nel piano una rete d’ordine n:

[Cl=][C, C, C]
(dove C, C’, C” sono tre qualunque delle sue curve linearmente
indipendenti).

La curva C, presa insieme ad una curva qualsiasi C* del fascio
(C, C), individua un fascio (C, C*) contenuto nella rete [C].
Facendo variare C* nel fascio (C’, C”), tutt’i fasci analoghi a (C, C*)
esauriranno i fasci della rete [C], in ciascuno dei quali & contenuta
la curva C,

Cid premesso, sia P un punto preso ad arbitrio nel piano. Per

(*) Halphen, Sur les courbes planes du sixitme degré i neuf points doubles

(Bulletin de la Société Mathématique de France, t. X, 1881-82, pp. 162-172),
n° yo,
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ogni fascio (C, C*) si costruisca il relativo luogo @, (n® 39). Va-
riando C* nel fascio (C’, C”"), le curve ®; relative ai singoli fasci
(C, C*¥) formeranno un sistema di curve semplicemente infinito, che
indicherd con (@p). Dico che per un punto g, assunto ad arbitrio
nel piano, passa una, ed una sola, curva del sistema (®;). Infatti,
fra le curve della rete [C] ve n’¢ una, ed una sola, C,, che & tan-
gente in a alla retta Pa. Ora, la curva ®@, relativa al fascio (C, C,)
& la sola curva del sistema (®p), la quale passi pel punto a. Epperd :

Data una rete d’ordine n
[C]E [C, CE, C"’]

(dove C, C’, C” sono tre qualunque delle sue curve linearmente
indipendenti), indicando con C* la curva generica del fascio (C7, C"')
“ ¢ con P un punto preso ad arbitrio nel piano, le curve @ relative a”
singoli fasci (C, C*) costituiscono, alla lor volta, un fascio, (©p), del-
Pordine 2n — 1.

Una curva ®, relativa ad un fascio (G, C*) incontra la curva
C: 1° negli #* punti base del fascio (C, C*), i quali indicherd bre-
vemente con (b); 2° in altri (22 — 1)n— n* =mn(n— 1) punti, (p),
i quali sono punti di contatto delle tangenti condotte da P alla
curva C. Conseguentemente, i (2#— 1)* punti base del fascio (@)
sono: 1° gli #(n — 1) punti (p); 2° il punto P; 3° altri

(2n—1)—n(n—1)—1=3n(n—1)

punti fissi del piano.

Analogamente, assumendo nel piano un altro punto, Q, ed in-
dicando con (g) il gruppo dei punti di contatto delle tangenti con-
dotte da Q alla curva C, ogni curva @, relativa ad un fascio
(C, C*) incontrerd la curva C: 1° negli #* punti base (b) del fascio
(C, C*); 2° negli n(n — 1) punti (7). Inoltre, il fascio (®y) avrd
per punti base: 1° gli #(n— 1) punti (g); 2° il punto Q; 3° altri
3#n(n — 1) punti fissi del piano.

Cid posto, facendo variare la curva C* nel fascio (C’, C”’)ed
assumendo come corrispondenti due curve @,, ®, relative ad un
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medesimo fascio (C, C¥), si otterranno due fasci projettivi (®p), (Pg),
entrambi dell’ordine 2% — 1, i quali genereranno un luogo, &, del-
Pordine 2(2n — 1). Si osservi ora che due curve corrispondenti
®p, B, [relative ad un medesimo fascio (C, C*)] s’incontrano:
1° nei 2(n — 1) punti, (a), nei quali la retta P(Q ¢& tangente a
curve del fascio (C, C*); 2° negli #* punti base (b) del fascio (C, G
3° nei 3(n — 1)* punti doppi () del fascio (C, C* (n° 47). Ne
segue dunque che la curva E, luogo delle mutue intersezioni di due
curve corrispondenti dei fasci projettivi (@), (@), si scinderd :

1° nella retta PQ, luogo dei punti (a);

2° nella curva C, luogo dei punti (b);

3° in una residuale curva, J, dell’ordine

2(2n—1)—1—n=3(#—1)

che sard il luogo dei punti (d), ossia il luogo dei punti doppi della
rete data [C] (n° 24, b).

55. Si ha cosi una nuova costruzione geometrica della Jaco-
biana di una rete, indipendente dalla teoria delle polari. Siffatta co-
struzione conduce bensi facilmente a determinare il modo di com-
portarsi di questo luogo geometrico in un punto singolare della rete,
per tutt’i casi considerati nel § VI. A titolo di esempii, nel n° se-
guente ci limiteremo a ritrovare gli enunciati dei Teoremi XXXI,
XXXIV, XXXV e XXXVL .

Lo stesso metodo, opportunamente adoperato, pud servire anche
a risolvere le quistioni analoghe (parimenti trattate nel § VI) rela-
tive alla Jacobiana di tre curve che non siano tutte di uno stesso

ordine (*),

(*) Dopo la pubblicazione della prima parte di queste Ricerche, I'egregio
collega prof. F. Gerbaldi, in una Nota intitolata « Sulle singolaritd della
Jacobiana di tre curve piane » (questi Rendiconti, t. VIII, 1894, pp. 1-24), & per-
venuto, con metodo algebrico, alla soluzione del seguente importante problema :
« Ricercare tutti i casi in cui un punto singolare, di molteplicitd r;, 7., 73,
« per tre curve algebriche piane ha per la Jacobiana una molteplicitd maggiore
«di quella data in generale dalla formola ry+-7; 4 r; — 2.
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56. Suppongasi che la rete [C] possegga un punto base (r)-plo
O e contenga un fascio, (C), dotato in O d’un punto base (r")-plo,
il quale contiene alla sua volta una curva, C”, che ha in O un
punto (r*)-plo. Indicando con C, C’, C” tre curve della rete, li-
nearmente indipendenti, le quali passano pel punto O rispettivamente
con r, r’, v/ rami, a tangenti distinte e diverse, riterremo la rete
come individuata da queste tre curve, epperd scriveremo :

[G)=16:-C,-6"T

Cid premesso, proponiamoci d’investigare come si comporterd
nel punto O la Jacobiana della rete [C], in ciascuno dei seguenti
casi 3

) ST o ¥ 8 ) A ) (e B oy T
() o & el T R SGRCe p—

cAso a). o < r <r <r"”. —In questo caso (Teor. I per
RoEs 2 o s ey p e oy e-Teoraidl peff pimongi=="1)lesr
tangenti in O alla curva generica della rete data [C]=[C, C, C”]
e le " tangenti in O alla curva generica del fascio (C’, C"), in
quella contenuto, sono fisse, le une e le altre.

Indicando con C* la curva generica del fascio (C’, C”), pel
Teor, II ciascun fascio (C, C*) ha in O un punto base (r)-plo a
tangenti fisse e coincidenti con le tangenti in O alla curva C, ed
& tale inoltre che in esso & contenuta una curva, C*, per la quale
O ¢ un punto multiplo del grado r/(>r). In particolare, il fascio
(C, C”) ha in O un punto base (r)-plo a tangenti fisse e coinci-
denti con le tangenti in O alla curva C, e contiene una curva, C”,
per la quale O & un punto multiplo del grado r”" (> r).

Cio posto, si assumano nel piano due punti arbitrari P e Q,

In virth del Teor. XXXIX il luogo ®,* relativo al fascio ge-
nerico (C, C*), avrd in O un punto (r 4 r’ — 1)-plo, mentre in
particolare il luogo @5, relativo al fascio (C, C”), avri in O un
punto multiplo del grado r + 7/ — 1 (> 7 4 r" — 1). Dunque
(Teor. T): il fascio (®,) ha in O un punto base (r + 7' — 1)-plo,
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a tangenti fisse, e contiene una curva, @}, per la quale O ¢ un
punto (r + 7" — 1)-plo.

Analogamente : il fascio (®,) ha in O un punto base (r4-r'—1)-plo,
a tangenti fisse, e contiene una carva &g [il luogo relativo al fascio
(C, C)], per la quale O & un punto (r + r" — 1)-plo.

Si ottengono cosi due fasci projettivi (®p), (), i quali posseg-
gono in O, 'uno e l’altro, un punto base del grado r 47" —1, ¢
contengono due curve corrispondenti @3, @;, per ciascuna delle
quali O & un punto multiplo del grado r 4 r” — 1. Pertanto, con-
ducendo pel punto O una trasversale arbitraria ed applicando a questa
retta il Lemma di Cremona (2" nota del n° 16) si trova imme-
diatamente che la curva

S==P0, Ci:)

(n° 54), generata dai due fasci projettivi (®5), (®g), ha in O un
punto multiplo del grado

2(r + 1" — 1)-|—(r”—r’)::2r+r’+r”—-z.

Donde si conclude che la Jacobiana J della rete [C] «ha in O un
« punto multiplo del grado

(2r—I-r'—{;r”——z)—r:r-ig-'r’—[—r”—za.

Si ritrova cosi il Teorema XXXI.

cAso b). 0 <r=r' < r". — In questo caso (n° i) la. rete
[C]=[C, C, C”]: 1° possiede in O un punto base (r)-plo, i cui
gruppi di tangenti alle singole curve costituiscono un’involuzione di
raggi, J:, di grado 7 e prima specie (individuata dai due gruppi di
r tangenti in O alle curve C e C’); 2° contiene una curva, C”,
per la quale O ¢ un punto multiplo del grado 7" (> ).

Sia C* la curva generica del fascio (C’, C”). Pel Teor. II ogni
fascio (C, C*) ha in O un punto base (r)-plo, i cui gruppi di tan-
genti generano I’involuzione J;; in particolare, il fascio (G, C’) ha
in O un punto base (r)-plo a tangenti fisse (coincidenti con le tan-

Rend, Circ, Matem., t. IX, parte 1°.—Stampato il 5 ottobre 1894. 4
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genti in O alla curva C) e contiene una curva, C”, per la quale
O & un punto multiplo del grado r” (> 7).

Nello assumere, come sopra, i due punti P e Q facciamo che
uno di essi, ad es. Q, sia il punto O; e cerchiamo di conoscere
come si comporta in O ciascuno dei fasci projettivi (®,) e (Pp).

Per il Teor. XL il luogo ®,*, relativo al fascio generico (C, C*),
ha in O un punto (27 — 1)-plo, le cui tangenti in O sono: la retta
PO ed i 2(r—1) raggi doppi dell’involuzione J7, i quali indiche-
remo brevemente con (D); in particolare, il luogo @7, relativo al
fascio (C, C”), ha in O un punto multiplo del grado 7 + 7" —
(> 2r — 1) (Teor. XXXIX). :

D’altra parte, per il Teor. XXXVIII il luogo ®,*, relativo al
fascio generico (C, C*), ha in O un punto (27 -+ 1)-plo; ed in par-
ticolare (Teor. XXXVII), il luogo ®f, relativo al fascio (C, C"),
possiede in O un punto multiplo del grado r + r"" (X 27 + 1) ed
ha ivi per tangenti le r tangenti in O alla curva C e le r” tangenti
in O alla curva C”.

Si ottengono cosi due fasci projettivi (®p), (®,), i quali hanno
in O, rispettivamente, un punto base (27 — 1)-plo, (27 1)-plo e
contengono due curve corrispondenti @, ®g [i luoghi relativi al
fascio (C, C’)], la prima delle quali hain O un punto (r--r""—1)-plo,
mentre la seconda ha in O un punto (r+47")-plo, le cui tangenti
coincidono con le r tangenti in O alla curva C e le 7’” tangenti in
O alla curva C”.

Ora, applicando il Lemma di Cremona (2* nota del n® 16):

1° ad una retta condotta ad arbitrio pel punto O

2° ad una qualsiasi delle 2(r — 1) rette €D);

3° ad una qualsiasi delle " tangenti in O alla curva C;
si trova, ordinatamente, che il luogo

BEe=tPOICY);

generato dai due fasci projettivi (®,), (®p):
1° passa con 37 + #” — 1 rami pel punto O;
2° ha ivi per tangenti le 2 (r — 1) rette (D);
3° ha ivi inoltre per tangenti le 7 tangenti in O alla curva C”.
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Donde si conclude, che la Jacobiana J della rete [ C]=[C, C, C”]
« passa con

Gr4r'—1)—1—r=20—1)+1"

« rami pel punto O ed ha ivi per tangenti i 2(r — 1) raggi doppi
« dell’involuzione J* e le r” tangenti in O alla curva C”’». In par-
ticolare, « se I’involuzione J! ha un raggio base (c)-plo (e Lr—1),
« in questo raggio coincideranno 2¢ tangenti in O alla Jacobiana;
« e se Iinvoluzione J* ha un raggio base (s)-plo (¢ £ r — 1), che
« & nel tempo istesso raggio (¢,)-plo (5, > o+ 1) per uno dei suoi
« gruppi, in questo raggio coincideranno ¢ + ¢, — I tangenti in 0
« alla Jacobiana » (*).

Rimane cosi dimostrato il Teorema XXXIV.

CASO ¢). 0 < r <7 =1r". — In questo caso la rete [C]l=
[C, C’, C’]: 1° possiede in O un punto base (r)plo a tangenti
fisse (le r tangenti in O alla curva C) (Teor. IIL ponendo ivi
k=2, h=o0, g = 0); 2° contiene un fascio, (C', C), dotato in
O d’un punto base (#")-plo, i cui gruppi di tangenti alle singole
curve costituiscono un’involuzione, J,, di grado #’ e prima specie
(Teor. II, b, ponendo ivi ¢ = 0). '

Nel seguire il procedimento del n® 54 scambiamo di posto le
curve C e C”, e scriviamo

[C]=[C", C, C].

Se C* & la curva generica del fascio (C’, C), pel Teor. II ogni
fascio (C”, C*) ha in O un punto base (r)-plo a tangenti fisse, le
quali coincidono con le 7 tangenti in O alla curva C, e contiene
una curva, C”, per la quale O & un punto muitiplo del grado
' (> 7). In particolare, il fascio (C”, C’) ha in O un punto base
(r)plo a tangenti mobili.

Cid posto, proponiamoci di conoscere come si comportano in O
i fasci projettivi (®p), (Po)-

(*) Due proposizioni, etc., Lemma II (ponendo ivi f=1).
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Il lnogo ®.*, relativo al fascio generico (c”, €*), “avdiin O
un punto (7 47" — 1)-plo (Teor. XXXIX). In particolare, il luogo
Dy, relativo al fascio (C”, C’), passerd pel punto Ocon 27 — 1
(>r 47— 1) rami, 2(r" — 1) dei quali avranno ivi per tangenti
i 2(r — 1) raggi doppi dell’involuzione J& (Teor. XL), i quali in-
dicheremo brevemente con (D).

1l luogo ®,*, relativo al fascio generico (C”, C*), avrd in O
un punto (r-+r")-plo ed ivi le stesse tangenti delle curve C”" e C*
(Teor. XXXVII), ossia le stesse tangenti delle curve C” ¢ C. In
particolare, il luogo @, relativo al fascio (c”, €7, avriin O un
punto multiplo' del' grado 27" 41 (> r + 7') (Teor. XXXVIII).

Si ottengono cosi due fasci projettivi (@), (®5), il primo dei
quali ha in O un punto base (r + 7" — 1)-plo a tangenti fisse ed il
secondo un punto base (r-7")-plo a tangenti fisse e coincidenti con
le r ed 7’ tangenti in O alle curve C e C”. Questi due fasci con-
tengono due curve corrispondenti @}, @ i luoghi relativi alfascio
(€, €], la prima delle quali ha in O un punto multiplo del grado
2¢" —1(>r 4+ 7 —1), con 2(r — 1) rami tangenti alle rette
(D), mentre la seconda ha in O un punto multiplo del grado
2" + 1 (>r 4 1)

Pertanto, applicando il Lemma di Cremona (2° nota del
n? p6):

1° ad una retta condotta ad arbitrio pel punto O;

2° ad una qualsiasi delle 2 (" — 1) rette (D);

3° ad una qualsiasi. delle 7 tangenti in O alla curva E;
si trova, successivamente, che il luogo

2P -Gl

generato dai due fasci projettivi (®p), (®o):
1° passa pel punto O con r 4 37" — I rami;
2° ha ivi per tangenti le 2 (r* — 1) rette (D);
3° ha ivi inoltre per tangenti le 7 tangenti in O alla curva C.
Di qui si conciude, che la Jacobiana J della rete [C]1=]C, C’, C"]
« passa con

(r + 37 —1)—1—r' =r+2(r' —1)
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« rami pel punto O ed ha ivi per tangenti le 7 tangenti fisse della
« rete (le tangenti in O alla curva C) ed i 2(r — 1) raggi doppi
« dell’involuzione, Ji,, costituita dai gruppi di tangenti in O alle
« curve del fascio (C’, C”)». In particolare (*), « se I'involuzione
« J&, possiede un raggio base (s)-plo (s L7'— 1), in questo raggio
« coincideranno 2o tangenti in O alla Jacobiana; e se I’involuzione
« J' possiede un raggio base (a)-plo (s £ 7" —1), che & nel tempo
« istesso raggio (,)plo (¢, > ¢ + 1) per uno dei suoi gruppi, in
« questo raggio coincideranno ¢ + 6, — I tangenti in O alla Jaco-

« biana ».
Rimane cosi dimostrato per altra via il Teorema XXXV.

caso d). 0 < r=r"=r"".—In questo caso, supposto td (")
la rete [C]=[C, C’, C"] possiede in O un punto base (r)-plo, i
cui gruppi di tangenti alle singole curve costituiscono un’involuzione
di grado 7 e seconda specie (Teor. I, nota). Con gli stessi procedi-
menti pitt sopra adoperati [cfr. il caso b)) si trova subito che i fasci
projettivi (®5), (®o) hanno in O, rispettivamente, un punto base
(27— 1)plo, (27 4 1)-plo-e non:contengono ~curve dotate in O
risp. d’un punto multiplo di grado >2r—1, >2r + L Onde,
applicando il Lemma di Cremona (2* nota del n° 16) ad una
trasversale condotta ad arbitrio pel punto O, si trova che il luogo

BEE==P0 G,
generato dai due fasci projettivi (®5); (®), passa con
(2r — 1) + (@27 + 1) =47

rami pel punto O.
Di qui si conclude che la Jacobiana J della rete [C]=[C, C’, C"]
« ha in O un punto multiplo del grado

41’—!-—1’:3*)‘—-1».

Con che si ritrova il Teorema XXXVI.

(*) Due proposizioni, etc., Lemma 1I (ponendo ivi = 1I).
(**) Per r=1, la tangente in O alla curva generica della rete genera un'in-

voluzione di grado e specie uno (un fascio di raggi). In questo caso la rete con-

tiene una curva dotata in O d'un punto doppio [Teor. IV, nota, Esempio d)],
epperd si ricade nel Caso b) pili sopra considerato.
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§. X
La rete [®] relativa ad un fascio di curve;
sua Jacobiana: la curva Z.

57. Sia dato nel piano un fascio di curve, (C), dell’ordine #.

Ad ogni punto P del piano & associata una curva ®, (n° 39),
dell’ordine 2 # — 1, luogo dei punti di contatto delle tangenti con-
dotte da P alle curve di (C). Siccome i punti P del piano sono in
numero oo®, cosi tutte le curve ®,, relative al fascio (C), costitui-
ranno un sistema di curve o’ che indicherd con [®]. Dico che per
due punti qualunque del piano @ e b passa una, ed una sola, curva
del sistema [®]. Infatti, pei punti @ e b passano due curve del
fascio (C), le cui tangenti risp. in @ e in b s’incontrano in un
punto, Q, del piano. Il luogo @, relativo al fascio (C), ¢ quella
curva, unica, del sistema, la quale passa per a e per b. Eppero:
Tutte le curve ®, relative al fascio dato (C) costituiscono nel piano
una rete, [®], dell’ordine 2n — 1.

58. Suppongasi che il fascio (C) sia generale, e si indichino
brevemente con (4) i suoi n* punti base semplici e con (d) i suoi

3(n — 1)* punti doppi (n° 47).
«) La rete [®], relativa al fascio (C), possiede

w43 — 1)y =2n(n—3)+3

punti base semplici a tangente mobile, cioé: gli #° punti (§) (n° 44)
ed i 3(m — 1)’ punti (d) (n° 43).

) Due curve qualunque della rete [®], ®, e ®,, s’incon-
trano in

(2n — 1) —[22(2n —3) +3]=2(m—1)

punti della retta PQ. Sono questi i punti in cui la retta PQ & tan-
gente a curve del fascio (C).

v) Se un punto P descrive nel piano una retta R, la corrispon-
dente curva ®p, della rete [®], genera un fascio, (®g), dell’ordine
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~an— 1. I (21 — 1)’ punti base semplici del fascio (@) sono: gli
n* punti (b), i 3(n — 1)’ punti (d) ed i 2n— 1 punti in cui la
retta R & tangente a curve del fascio (©).

Reciprocaments : Se una curva @p, della rete [®], genera un
fascio (@), il corrispondente punto P descrive una retta, R, sulla
quale giacciono i residuali 2(n — 1) punti basc del fascio (®), di-
versi dai punti (b)) e (d).

Per tal modo, dato nel piano un fascio (C) d’ordine n, fra i
punti P e le curve ®, della rete [®], relativa a (C), interviene una
corrispondenza, tale che: ad un punto P corrisponde una, ed una
sola, curva ®,; e ad una curva ®, corrisponde uno, ed un solo,
punto P. Inoltre: quando un punto P descrive una retta R, la cor-
rispondente curva @, genera un fascio (@) [che ha 2 (n — 1) dei
suol punti base sulla retta R]; e viceversa: quando una curva @p
genera un fascio (®)g [R essendo 1a retta che contiene i 2(7 — 1)
punti base del fascio, diversi da (b) e da (d) (vedi pilt sopra, IR
il corrispondente punto P descrive una retta, R.

Siffatta corrispondenza fra i punti P e le curve ®, trae con sé
un’altra corrispondenza fra i punti P e le rette R del piano: Dato
un punto P, rimane individuata una, ed una sola, retta R passante
per P (luogo dei punti le cui corrispondenti curve @ passano per )
viceversa : data una retta R, rimane individuato sulla medesima un
gruppo di 2 (n — 1) punti P [costituito dai punti base, diversi da
(b) e da (d), del fascio di curve @ corrispondenti a2’ punti di R;
ossia : dai punti in cui la retta R & tangente a curve del fascio (C)].

3) La rete [@] contiene n® curve, ciascuna delle quali ha un
punto triplo in uno dei punti base del fascio (C). Invero, se b &
uno qualsiasi degli »* punti (8), il luogo @, passa pel punto b con
tre rami a tangenti distinte, ciascuna delle quali & tangente stazio-
naria in b per una curva del fascio (C) (Teor. XXX VIII).

_ ¢) Il luogo dei punti doppi delle curve @ relative al fascio dato
(C), ossia la Jacobiana della rete [®], & una curva dell’ordine

3[(2n—~1)—-—1]:6(n——1)

(n° 24, b; n° 54), che indicheremo con X.

59. Nella rete [®], relativa al fascio dato (C), sia ®, una curva
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dotata d’un punto doppio, M. Per il punto M passano infinite curve -
della rete [®] formanti un fascio, (®), nel quale ¢ contenuta la
curva @,. Sia ®, un’altra curva di questo fascio e I la relativa
tangente in M. Tutte le curve del fascio (®) = (@p, By), eccetto
@, passano semplicemente pel punto M e toccano ivi la retta T°
(Teor. II). Poiche la retta T contiene, riuniti in M, due dei
2(n — 1) punti base di (@) diversi dai punti () e (d), ne segue
che essa conterrd i rimanenti 2(n — 1) — 2; epperd (n° 58, y) la
retta T sard il luogo dei punti P corrispondenti alie curve del fascio
(®) = (P, D). Conseguentemente, la retta T conterrd anche il
punto Q. Dunque :

) Sc un punto Q del piano & tale che la corrispondente curva ®,
ha un punto doppio, M, le curve ®y corrispondenti ai punii P della
retta QM saranno tangenti in M alla retta QM.

8) Reciprocamente (cfr. Teor. V, nota): Se due, epperd infinite,
curve della rete [®) si toccano in un punto, M, i corrispondenti punti
P si troveranno sulla loro tangente comune in M. Fra i punti di questa
retta ve ne sary uno, Q, la cui corrispondente curva ®y avra un punto

doppio in M.

60. Nella rete [@], relativa al fascio dato (C), sia @, una curva
dotata d’un punto doppio, M. Poiché la curva @, passa semplice-
mente per Q (n° 39; n° 41, ), ne segue che la retta QM ¢& in-
contrata dalla curva medesima, oltre Q ed M, in

(2#—F) — L2 =2#— 4

punti, Ora, essendo questi i punti doppi, diversi da M, dell’involu-
zione di grado n e prima specie costituita dai gruppi di punti in cui
la retta QM ¢ incontrata dalle curve del fascio (C), se ne con-
clude che

2(n—1)—(2n—4)=2
dei 2 (n — 1) punti doppi di detta involuzione sono assorbiti dal

punto M. Ma in tal caso M & punto triplo per un gruppo della in-
voluzione medesima, val quanto dire che la curva del fascio (C) la
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quale passa pel punto M ha ivi tre intersezioni riunite con la retta
QM. Dunque:

Se una curva @, corrispondente ad un punto Q, ha un punto
doppio M, quella curva del fascio (C) che passa per M ha ivi un flesso,
la cui tangente stazionaria ¢ la retta QM.

61. Siano: P un punto preso ad arbitrio nel piano; ®p la cor-
rispondente curva della rete [®]; N il punto di contatto di una qual-
siasi delle tangenti che si possono condurre da P alla curva ®p.
Poiché la curva ®, passa semplicemente pel punto P (n° 39;
n® 41, «), ne segue che la retta PN ¢ incontrata dalla curva me-
desima, oltre P ed N, in

(2n—1)—1—2=—2n—4

punti. Ora, essendo questi i punti doppi, diversi da N, dell’involu-
zione di grado » e prima specie costituita dai gruppi di punti in cui
la retta PN & incontrata dalle curve del fascio (C), se ne con-
clude che

2(n —1)—(2n—4)=2

dei 2(n — 1) punti doppi di detta involuzione rimangono assorbiti
dal punto N. Ma in questo caso N & punto triplo per un gruppo
della involuzione medesima; epperd quella curva del fascio (C), la
quale passa per N, ha in questo punto tre intersezioni riunite con
la retta PN; e conseguentemente, tutte le curve @ corrispondenti
a’ punti della retta PN sono tangenti in N alla retta PN, e fra
esse ve n’¢ una (n° 59, B) dotata d’un punto doppio in N. Dunque :

Se N & il punto di contatto di una qualsiasi delle tangenti che si
possono condurre da un punto P (preso ad arbitrio nel piano) alla
corrispondente curva Pp:

«) Quella curva del fascio (C) che passa per N ha in questo
punto un flesso, la cui tangente stazionaria @ la retta PN.

8) Le curve ® corrispondenti ai punti della retta PN [le quali
formano un fascio (n° 58, y)] sono tangenti in N alla reita PN, Fra
esse ve w’t una per la quale N & un punto doppio.

Rend. Girg, Matem., t. 1X, parte 1%,.—Stampato il 9 ottobre x8_94. 5
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62. Da quanto precede (n' 58, & 59; 6o; 61) discende la se-
guente proposizione : :

Tgorema XLVI.—Dato nel piano un fascio di curve (C), d’or-
dine n, la Jacobiana della rete [®], relativa al fascio (C) (n° 57) &
una curva, =, dell’ordine 6(n — 1) (n° 58, ¢), alla quale somo da
attribuire le seguenti definizions :

«) Luogo dei punti doppi della rete [P].

8) Luogo di un punto in cui due, eppero infinite, curve della rete.
[@] si toccano.

) Luogo dei punti di contatto delle tangenti condotte da un punto
generico P alla corrispondente curva ®p.

3) Luogo dei punti di flesso delle curve del fascio (C) (%)

63. Suppongasi che il fascio dato (C) possegga un punto base
B di grado r(>x0) ¢ contenga una curva, C7, che ha in B un punto
(r + p)plo (p > 0) [Caso a) del n® 40].

In queste ipotesi come si comporterd nel punto B il luogo =
relativo al fascio (C)?

Indichiamo brevemente con A, il gruppo delle r tangenti fisse
in B alla curva generica del fascio (C) e con 47, il gruppo delle
r 4 p tangenti in B alla curva C’. La curva ®@,, corrispondente ad
un punto arbitrario P del piano, passa con 27 +p — I rami pel
punto B ed ha ivi per tangenti i 27 4 ¢ — I raggi doppi (diversi
da t == PB) dell’involuzione di grado r +p € prima specie indivi-
duata dai due gruppi di r 4 p raggi: A, AL (Teor. XXXIX).
In particolare, la curva ®p, corrispondente al punto B, passa con
2r 4p (> 2r +p— 1) rami pel punto B ed ha ivi per tangenti
le 7 tangenti fisse del fascio (C) ele r +p tangenti della curva C*
(Teor. XXXVII).

(* 11 luogo = (qui ottenuto come Jacobiana della rete costituita da tutte
le curve ® relative ad un fascio), come luogo dei flessi del fascio era gid stato
considerato dal sig. Bobek, il quale ne aveva determinato Pordine 6 (r—1) e
la classe 6(n — 2) (47 — 3). Cfr. Doehlemann, Ueber lineare Systeme in der
Ebene und im Raum und iber deren Jacobi'sche Curve beziehungsweise Jac o-
b i’sche Fliche (Math. Ann., XLI, 1893, pp. 545-579)> PP- 553-554-
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Di qui s’inferisce (n® 11) che, nelle ipotesi attuali, la rete [®],
relativa al fascio dato (C), ha in B un punto base (27 +p— 1)-plo,
i cui gruppi di tangenti alle singole curve costituiscono un’involu-
zione, Jip > di grado 27 +p—1 ¢ prima specie, & contiene una
curva, @, (corrispondente al punto B), la quale passa per B con
2r +p (> 27 +p— 1) rami ed ha ivi per tangenti le r rette A,
e le 7 | p rette A, . Dunque (Teor. XXXIV, ovvero n’ 56, b):
la Jacobiana della rete [®@], ossia la curva X, passera con

2[r+pe—1)—1]l+ @r+e)=30r+p—4

rami pel punto B ed avrd ivi per tangenti: i 2 (27 4 p —2) raggi
doppi dell’involuzione [, ., le r rette 4, € le r + p rette Ay,

Si ha quindi la seguente proposizione :

TeoremA XLVIL.—Se un fascio possiede un punto base B di grado
r (> 0) ¢ contiene una curva, C, dotata in B d’un punto (r +p)-plo
(¢ > o), la relativa curva X (Teor. XLVI) passa, in generale, pel
punto B con 3 (21 +p)— 4 rami, 2r+p dei quali toccano in B le r
tangenti fisse della curva generica del fascio ¢ le r +p tangenti della
curva C',

64. Posto r=o0 nelle ipotesi del n° precedente, suppongasi che
s (< p) delle p tangenti in B alla curva €’ coincidano in una me-
desima retta, 7; per il che, mantenendo le superiori notazioni, scri-
veremo: A/ =1T'Al,.

La curva &, corrispondente ad un punto arbitrario P del piano,
ha in B un punto (p— 1)-plo, le cui tangenti sono: la retta = con-
tata s—1 volte ed i p—s raggi doppi (diversi da t=2PB e da 7)
dell’involuzione di grado p e prima specie individuata dai due gruppi
di p raggi: 1, T4, (n® 43). In particolare : 1° La curva ®p,
corrispondente ad un punto arbitrario P’ della retta =, ha in B un
punto (p — 1)-plo, le cui tangenti sono : la retta 7 contata s volte
ed i p-—s—1 raggi doppi (diversi da 7) dell’involuzione di grado
¢ — s ¢ prima specie individuata dai due gruppi di p —s raggi :
¥, A, (0 45, @) 2° La curva @y, corrispondente al punto B,
ha in B un punto (p)-plo ed ivi le stesse tangenti della curva C,
ciod: la retta = contata s volte e le p — 5 rette A, (n° 41).
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Segue da cid (n° r11), che nelle attuali ipotesi la rete [®@], re-
lativa al fascio dato (C): 1° ha in B un punto base (p — 1)-plo, i
cui gruppi di tangenti alle singole curve costituiscono un’involu-

zione, J;_,, di grado p — 1 e prima specie, con un raggio base
(s—1)-plo nella retta = [il gruppo di J;_, per il quale = & raggio

(s)-plo essendo costituito dalle p — 1 tangenti fisse in B alla curva
generica del fascio (®p/)]; 2° contiene una curva, @, che ha in B
un punto (p)-plo, le cui tangenti sono: la retta = contata s volte e
le p— s rette A ..

Dunque (Teor. XXXIV, ovvero n° 56, b): nella retta 7, con-
siderata come raggio base (s — 1)-plo dell’involuzione [ _,, verranno
a coincidere 2(s—r1) tangenti in B alla Jacobiana della rete [®]; e
nella medesima retta, considerata come quella in cui trovansi riu-
nite s tangenti in B alla curva ®;, verranno eziandio a coincidere
s tangenti in B alla Jacobiana della rete [®]. Conseguentcmente,
delle 3p — 4 tangenti in B alla curva = (Teor! XLVI e XLVII),
ve ne saranno

2(s— 1)+ s=35— 2,

le quali coincidono nella retta 7. Epperd (Teor. XLVIL):

Teorema XLVIIL.—Se un fascio contiene una curva, C’, dotata
d’un punto (p)-plo B, con s(<p) tamgenti coincidenti in una mede-
sima retta =, la relativa curva = (Teor. XLVI) ha in B, in generale,
un punto (3p — 4)-plo, le cui tangenti sono: la retta © contata 35 —2
volte ¢ le residuali p— s tangenti in B alla curva C'.

65. Posto r = o nelle ipotesi del n® 63, suppongasi che tutte
le p tangenti in B alla curva C’ coincidano in una medesima retta, 7.

La curva @,, corrispondente ad un punto arbitrario P del piano,
ha in B un punto (p— 1)-plo, le cui tangenti coincidono tutte nella
retta © (n° 43). In particolare: la curva @, corrispondente ad un
punto arbitrario P’ della retta =, ha in B un punto (p)-plo, il cui
gruppo di p tangenti, quando P’ descrive la retta 7, genera un’in-
voluzione, J;, di grado ¢ e prima specie, senza raggi base, un gruppo
della quale (quello relativo al luogo ®,) & costituito dal raggio =
contato p volte (n° 45, B).
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Val quanto dire, che nel caso attuale la rete [®], relativa al
fascio dato [C]: 1° ha in B un punto base (p — 1)-plo a tangenti
fisse e coincidenti tutte nella retta t; 2° contiene un fascio, (®p),
che ha in B un punto base (p)-plo, i cui gruppi di tangenti alle sin-
gole curve generano un’involuzione J;, senza raggi base, per un
gruppo della quale la retta = ¢ raggio (p)-plo.

Dunque (Teor. XXXV, ovvero n° 56, ¢):

1° La Jacobiana della rete [®] avrd in B un punto multiplo del

grado
(e — 1) + 2(p — 1) = 3(p — D).

2°T 2(p— 1) — (p—1)=p — 1 raggi doppi (diversi da 7)
dell’involuzione ]r: saranno tangenti in B alla Jacobiana della rete [®].

3° Nella retta 7, considerata come quella in cui si confondono
tutte le p— 1 tangenti fisse in B alla curva generica della rete [®@],
verranno a coincidere p— 1 tangenti in B-alla Jacobiana della rete
medesima; e nella retta =, considerata come raggio (p)-plo di un
gruppo dell’involuzione J;, verranno altresi a coincidere p—1 tan-
genti in B alla detta Jacobiana. Talche, delle 3(p—1) tangenti in
B alla Jacobiana della rete [®] ve ne saranno

b—D+6—1)=206—1),

le quali coincidono nella retta 7.

Si ha quindi la proposizione :

TeorReMA XLIX. — Se un fascio contiene una curva dotata d’un
punto (p)-plo B, con tutte le tangenti coincidenti in una medesima retta
<, la relativa curva = (Teor. XLVI) ha in B, in generale, un punto
3(p — 1)-plo, le cui tangenti sono: 1° la reita < contata 2(p — 1)
volte; 2° i p — 1 raggi doppi (diversi da =) dell’involugione di grado
o e prima specie costituita dai gruppi di tangenti in B alle curve @
corrispondenti ai punti della retta = (n° 45, B).

66. Suppongasi che il fascio dato (C) possegga un punto base B
di grado r (>>0), i cui gruppi di r tangenti alle singole curve costi-
tuiscono un’involuzione di raggi, J}, di grado r e prima specie [Caso b)
del n° 40].
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Come si comporteri nel punto B il luogo = relativo al fascio (C)?

Indichiamo brevemente con 4, il gruppo dei 2 (r — 1) raggi
doppi dell’involuzione J; e con 4, il gruppo delle 27 4+ 1 rette
uscenti da B, ciascuna delle quali ha r 4- 2 intersezioni riunite in
B con una curva del fascio (C) (Teor. XXXVIII). La curva &,
corrispondente ad un punto arbitrario P del piano, passa con 2r — 1
rami pel punto B ed ha ivi per tangenti la retta PB e le 2(r — 1)
rette fisse A,y (Teor. XL). In particolare, la curva ®g, corri-
spondente al punto B, passa con 27 + I rami pel punto B ed ha
ivi per tangenti le 27 + 1 rette A, (Teor. XXXVIII).

Ne segue che, nel caso attuale, la rete [®], relativa al fascio
dato (C): 1° ha in B un punto base (27— 1)-plo, i cui gruppi di
tangenti alle singole curve costituiscono un’involuzione [, ., di grado
27 — 1 e prima specie, con 2(r — 1) raggi base semplici A, ;5
2° contiene una curva, ®, la quale passa per B con 2741 rami
ivi tangenti alle rette A, ..

Dunque (Teor. XXXIV, ovvero n® 56, b):

1° La Jacobiana della rete [®] avrd in B un punto multiplo
del grado

2[(ar— D=1l ¥ @r+1)=30@r=1).

2° In ciascuna delle 2 (r — 1) rette 4,,_y coincideranno due
tangenti in B alla Jacobiana della rete [®].
3° Le residuali

3(2r—1)—22(r—1)=2r +1.

tangenti in B a detta Jacobiana saranno le rette A,,..

Si ha quindi la proposizione :

TeoreMA L. — Se un fascio possiede un punto base (r)-plo B, i
cui gruppi di tangenti alle singole curve costituiscono un’involuzione,
Jt, di grado r e prima specie, la relativa curva X (Teor. XLVI) passa
in generale pel punto B con 3 (21— 1) rami, ed ha ivi per tangenti
i 2(r — 1) raggi doppi di J}, ciascuno contato due volte, e le 2r + 1
rette, ciascuna delle quali ba r + 2 intersezioni riunite in B con una

curva del fascio (Teor. XXXVIII).
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67. Dal Teor. L per r=1 e dal Teor. XLVIL per-r='0;
p = 2 si ricava in particolare che:

La curva £ (Teor. XLVI) relativa ad un fascio gemerale d’or-
dine n: 1° passa con tre rami per ciascuno degli #* punti base sem-
plici del fascio, ed ha ivi per tangenti quelle tre rette, ciascuna delle
quali ¢ in quel punto tangente stazionaria per una curva del fascio
(Teor. XXXVIII per r=1); 2° passa con due rami per ciascuno
dei 3 (n— 1) punti doppi del fascio (n° 47), in uno qualunque dei
quali ha le stesse tangenti di quella curva del fascio, per la quale
quel punto & doppio (*).

68. Rammentando poi che la curva £ ¢ anche il luogo dei
punti di contatto delle tangenti che si possono condurre da un punto
arbitrario P del piano alla corrispondente curva @ (Teor. XLVI, v),
si pud immediatamente determinare la classe della curva generica
della rete [@®], relativa ad un fascio generale (C) d’ordine 7, senza
invocare le formole di Plicker. Infatti, cercando le rette che si
possono condurre da un puvto P (generico) a toccare altrove la cor-
rispondente curva @, troviamo subito che esse sono: 1° le con-
giungenti il punto P agli »’ punti base del fascio (C) (n° 44); 2° le
congiungenti il punto P ai

(Gn—G)(zn—-1)—3n’—2.3(n—-1)2:3n(n—2)

punti in cui la curva @, & incontrata dal luogo X, oltre i punti base
ed i punti doppi del fascio (C) (n° 67). Ora, siccome la curva @,
passa pel punto P (n° 39; n® 41, %), per il che la relativa tangente
(come & noto) conta per due, cosi il numero delle tangenti (distinte
¢ coincidenti) che si possono condurre da P alla corrispondente curva

@, & dato dalla formola :
-t 3n(n—2)+2=202n— 1) (n — 1).

Epperd : La curva generica della rete (@], relativa ad un fascio
generale d’ordine n, ¢ della classe 2 (2# — 1) (n — 1) :

(*) Cfr. Doehlemann, loco citato, pp. 553-554
)
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§ XL
Formole di Plitcker. — Proprieta diverse.

69. Frale piti elementari applicazioni della teoria delle « curve ®»
(§§ VII-X) ¢ da comprendere la dimostrazione delle note formole di
Plicker, che qui esponiamo unicamente per mettere viemmeglio
in luce ’efficacia del metodo da noi proposto per trattare le prin-
cipali questioni della teoria generale delle curve algebriche piane.

Sia C una curva algebrica generale dell’ordine #.

Si assumano ad arbitrio nel piano: un punto P ed una curva
ausiliare, C*, dello stesso ordine #. Il luogo ®,, relativo al fascio
(C, C*), & una curva dell’ordine 27 — 1, la quale passa con un
ramo per ciascuno degli #* punti comuni alle curve C e C* (n' 39, 44):
Epperd il luogo medesimo incontrerd ulteriormente la curva C in

(en—1)n—n"=n(n—1)

punti, ciascuno dei quali & punto di contatto di una tangente con-
dotta da P alla curva data C. Donde il noto teorema:
« Una curva dell’ordine # ¢, in generale, della classe n(n — 1) ».

70. Suppongasi che la curva data C possegga un punto (r)-plo,
O, con s(Lr) tangenti le quali coincidono tutte in una medesima
rettas v

Si assumano ad arbitrio nel piano: un punto P ed una curva
ausiliare C*, dell’ordine 7, non passante per O. Il luogo @,
relativo al fascio (C, C*), ¢ una curva dell’ordine 27 —1, la
quale : passa semplicemente per ciascuno degli #* punti comuni alle
curve C e C* ed ha in O un punto (r — 1)-plo con s — 1 tan-
genti le quali coincidono tutte nella retta = (nf 39, 44, 43)- Ora, le
ulteriori

en—D)n—n*—[r(r—1)+ (—1)]
=n(n—1)—[r(r—1) + (s — 1]

intersezioni del luogo ®, con la curva C sono i punti di contatto
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delle tangenti che si possono condurre dal punto P alla curva data
C (*). Dunque (n° 69):

« Se una curva ha un punto (r)-plo con s( £ r) tangenti coin-
« cidenti in una medesima retta, la classe della curva diminuisce,
« in generale, di
mn—1)—[a(n—1)—1rr—1)—6—1)]=r(r—r1)+(—1)
« unitd » (**),

2) Per r—2, s = 1: «Un punto doppio ordinario diminuisce
« di due unitd la classe della curva ».

B) Per r=12, s—2: « Una cuspide ordinaria diminuisce di
« tre unitd la classe della curva » (***).

71. Nelle ipotesi del n° precedente si assuma di nuovo el
piano una curva ausiliare C*, dell’ordiné #, non passante pel punto
O. Tl luogo @,, relativo al fascio (C, C*), & una curva dell’ordine
27— 1, la quale: passa semplicemente per ciascuno degli #* punti
comuni alle curve C e C* ed ha in O un punto (r)-plo con le
stesse tangenti della curva C (' 39, 44, 41). Onde il luogo mede-

(*) Per determinare il namero n(n—1)—r(r—1)— (s —1) delle tan-
genti che si possono condurre da un punto arbitrario P del piano ad una cirva
C dotata d’un punto (r)-plo, O, con s(Zr) tangenti coincidenti in una retta T,
si pud anCh? assumere, coms cyurva ausiﬁnre C*, ad es. una curva d’ordine # con
un punto (r®)-plo in 0. In questo caso il luogo ®p, relativo al fascio (G CY,
passa semplicemente per ciascuno dei residuali #2 — rr* punti comuni alle curve
Ce C* (n° 44) ed ha in O un punto (r ++r*—1)-plo con s — 1 tangenti coin-
cidenti nella retta © (Teor. XXXIX, «). Epperd il luogo medesimo, che & del-
P’ordine 27 — 1, incontra ulteriormente la curva C in

r—Dnu— @ —rr*)—r(r+r*—1)—(—1)
=n(r—1)—r(r—1)—(G—1)

punti, ciascuno dei quali & puntc di contatto di una tangente condotta da P alla

curva data C.

(**) Cremona, Introduzg., n° 74, b.

(***) Conseguentemente: « Un punto (r)-plo con s (L r) tangenti coinci-
« denti in una medesima retta produce, rispetto alla classe della curva, la stessa

« diminuzione che produrrebbero —;—r (r — 1) — (s—1) punti:doppi &d $==7

« cuspidi ordinarii ». (Cremona, Introduz., n° 74, d).
Read. Cire. Matem., t. 1X, parte 1*.—Stampato il 25 ottobre 1894. 6
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simo incontreri ulteriormente la curva C in
@r—1n—n—({ +r)=nn—1)—r( +1)

punti, in ciascuno dei quali una retta condotta da O ¢ tangente alla
curva data C. Dunque:

« Se una curva ha un punto (r)-plo O (a tangenti distinte o coin-
« cidenti), fra le rette uscenti dal punto O ve ne sono n(n—1)—r(r-|1),
« le quali toccano altrove la curva medesima ».

72. Sia C una curva algebrica generale dell’ordine 7.

Si assuma ad arbitrio nel piano una curva ausiliare, C*, dello
stesso ordine #. Il luogo = (Teor. XLVI), relativo al fascio (C, C*),
& dell’ordine 6 (n — 1) e passa con tre rami per ciascuno degli »°
punti comuni alle curve C e C* (n° 67). Epperd il luogo medesimo
incontrerd ulteriormente la curva C in

6n(n—1)— 30" =3n(n—2)

punti, ciascuno dei quali (Teor. XLVI, 8) sard un flesso per la
curva data C. Dunque:

« Una curva d’ordine z possiede, in generale, 37 (n — 2) punti
« di flesso ».

73. Suppongasi che la curva data C possegga un punto (r)-plo,
O, a tangenti distinte.

Si assuma nel piano una curva ausiliare, C*, dello stesso or-
dine #, non passante pel punto O. Il luogo X (Teor. XLVI), rela-
tivo al fascio (C, C*), passa con tre rami per ciascuno degli #*
punti comuni alle curve C e C* (n® 67) e passa pel punto O con
37 — 4 rami, r dei quali hanno ivi le stesse tangenti della curva
C (Teor. XLVIII). Epperd il luogo X, che & dell’ordine 6 (7 — 1),

incontreri ulteriormente la curva C in
6n(n—1)—3n —r(3 r—4)—r=38m—2)—3r(r—1)

punti, ciascuno dei quali (Teor. XLVI, 8) sard un flesso per la curva
data C. Dunque (n° 72):
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< Un punto (r)-plo a tangenti distinte diminuisce, in gene-
« rale, di

3n(n—2) —[3n(m—2)—3r(r— 1)]=37(r — 1)

« unitd il numero dei flessi di una curva » ).
%) Per r=2: «Un punto doppio ordinario diminuisce di sei
< unitd il numero dei flessi della curva ».

74- La curva data C possegga una cuspide, O. Sia 7 la rela-
tiva tangente cuspidale.

Si assuma nel piano una curva ausiliare C*, dell’ordine #, non
passante pel punto O. Il luogo X (Teor. XLVI), relativo al fascio
(G, C*), passa con tre rami per ciascuno degli »* punti comuni
alle curve C e C* (n° 67) ed hain O un punto triplo con due tan-
genti le quali coincidono nella retta = (Teor. XLIX perip = 2),
Onde il luogo X incontrera ulteriormente la curva C in

6n(n——I)—-gnz——z.g—zzgn(n-—z)—«S

punti, ciascuno dei quali (Teor. XLVI, 3) ¢ un flesso per la curva
data C. Epperd (n° 72):

(*) Si giunge al medesimo risultato assumendo, come luogo ausiliare C*,
una curva d’ordine #, la quale passi pel punto O con #* rami a tangenti distinte
e diverse da quelle della curva data C. 1l luogo =, relativo al fascio (Ei-C*);
Passerd con tre rami per ciascuno dei residuali #* — 7 r* punti comuni alle curve
C e C% (o 67):

a) Se r* > r ovvero r* <7, in ambidue i casi la curva ¥ passera inoltre
pel punto O con 3(r+r*) — 4 rami, r dei quali avranno ivi le stesse tangenti
della curva C (Teor. XLVII); epperd in ambidue i

contra ulteriormente la curva C in
6n(n—r1)— 30 —rr*y —r[3 (r =47 — 4]
—r=3n(n—2)— jr(r—u)
punti, ciascuno dei quali & un flesso per la curva data ¢
b) Se r=r*, in tal caso la curva I passerd con 3 (27— 1) rami pel punto
O, senza toccare ivi la curva C (Teor. L); epperd sitrova parimenti,
istesso incontra ulteriormente la curva C in
= — 3@ —r)—r[3Gr =n]=saGn— 3r(r—r)
punti, ciascuno dei quali & un flesso per la curva data C.

casi il luogo medesimo in-

che il luogo
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« Una cuspide ordinaria diminuisce di offo unita il numero dei

« flessi della curva ». (*)

75. Dalle proposizioni dei n' 69; 70, @, B 725 73, a5 [4 Segue
immediatamente che una curva algebrica piana dell’ordine 7, con 3
punti doppi e % cuspidi ordinarii, ¢ della classe

m=nn—1)—28 — 3%
e possiede
t—3n(n —2) — 65 —8x

punti di flesso.
Sono queste, insieme alle loro duali, le note formole di Pliicker.

(*) Se si suppone che la curva data C ba un punto (r)-plo O con s(Lr)
tangenti coincidenti in una medesima retta, e si assume una curva ausiliare C*®
d’ordine #, non passante per O, in tal caso un esame pili intimo della singola-
ritd superiore che il luogo I [relativo al fascio (C, C*)] possiede nel punto O
farebbe conoscere che, nell’ipotesi s < r (Teor. XLVIID) le curve C e £ hanno

r3r—4)+Gs—2)+ 0 —9)

intersezioni riunite in O, e nell’ipotesi s = (Teor. XLIX) le curve Ce = hanno

2 r—1)-fa(r—1)
intersezioni riunite in O. Nel 1° caso il luogo = [il quale ha bensi un punto
triplo in ciascuno degli »* punti comuni alle curve C e C* (n° 67)] incontra
ulteriormente la curva C in
6a(n—1)— 3 —rGr—4H—3Bs—2)—(r—=9)
=3n(n—2)—[rr—0+206—1]
punti, e nel 2° caso in
6n(n—1)—3n* — 3r(r—-1)—2(r—-1)=3n(n—2)--[r(3r—- 1) — 2]

punti. Donde si conclude (n® 72) che: « Un punto (r)-plo con s (£ r) tangenti
« coincidenti in una medesima retta diminuisce, in generale, di 37 (r—1)42(s—1)
« unita il numero dei flessi della curva ».

Conseguentemente [essendo quest’ultimo numero = B PELE =2 S Y
(n° 73, w); ed =8 per r =s=2 (a° 74)]:

« Un punto (r)-plo con s (L) tangenti coincidenti in una medesima retta
« produce, rispetto al numero dei flessi della curva, la stessa diminuzione che

« produrrebbero —:-r (r— 1—(%—="1) punti doppi ed s — 1 cuspidi ordinarii ».
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76. Siano C,, C,, C, tre curve d’ordini m, n, p, le quali pas-
sino per un medesimo punto, O, risp. con 2, 8, ¥ rami a tangenti
distinte e diverse per due qualunque di esse. Si indichino con:

(a,), (ap), (a,), rispettivamente, i gruppi di np —BY, pm—1Y4,
mn—aB punti in cui le curve C, e C,, G e C,, C. e C, s’in-
contrano oltre il punto O;

(¢) il gruppo degli
mm — 1)+ 1 — 1) + p(p — 1) — o+ 1) — BB + 1) — Ay + 1)
punti di contatto delle rette che si possono condurre da O a toccare
altrove le curve C,, C,, C, (n' 69, 71);

A, un gruppo arbitrario di I rette uscenti dal punto O.

a) Si consideri il fascio d’ordine p(Xxm + 7 + p):

(25) (C)=(C.C AL, A

individuato dai due luoghi d’ordine p: C,.C,.C. A, ., , € 4.

Poiché ogni punto di una retta appartenente al gruppo 4, ,, .,
oyvero al gruppo A, puo essere considerato come punto di contatto
di una tangente condotta da O ad una curva del fascio (C,), ne
segue che il luogo ®,, relativo al fascio G il quale ¢ dell’ordine
2 — 1 (n° 39), si scinderd nelle 2p —m—mn—p rette &,_,_,.
A, ed in una curva residuale, 6, dell’ordine

Gp—1)—(@p—m—n—p)=m+n+p—1

" Dai teoremi sulle curve ® si trae subito che il luogo ©,:

1° Passa con « - B 4y rami pel punto O ed ha ivi le stesse
tangenti delle curve C,, C,, C, (Teor. XXXVII).

2° Passa con un ramo per ciascun punto dei gruppi (d,), (a),
(a,), ed in uno qualunque di essi, a, [del gruppo (a,), ad es.], ha
per tangente il raggio doppio (diverso da Oa,) dell’involuzione di
secondo grado e prima specie individuata dal raggio Oa,, contato
due volte, e dalla coppia di raggi costituita dalle due tangenti in a,
alle curve C, e C, (n® 43); ossia: la retta che é coniugata armo-
nica di Oa, rispetto alle due tangenti in g, alle curve C, e G,

3° Passa con un ramo per ciascuno dei punti doppi (non con-
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tenuti nei luoghi C e A) del fascio (C,), ed in uno qualunque di
essi, d, ha per tangente il raggio doppio (diverso da Od) dell’in-
voluzione di secondo grado e prima specie individuata dal raggio Od,
contato due volte, e dalla coppia di raggi costituita dalle due tan-
genti in d a quella curva del fascio (C,) che ha ivi un punto doppio
(n® 43); ossia: la retta che & coniugata armonica di Od rispetto
alle due tangenti in d a quella curva del fascio (C,) che ha ivi un
punto doppio.

4° Passa con un ramo per ciascun punto del gruppo (¢) (n°® 39).

Si osservi ora chela curva d’ordine m +n 4 p— 1, ©,, relativa
ad un fascio del tipo (25), & unica, qualunque sia p e per qualsiasi
scelta dei due gruppi ausiliari A di rette uscenti dal punto O. In-
fatti, essendo

(x4 B+ v+ B +y+ 1)+ 2(np + pm + mn — Py — ya —af)
(26) +m(m — 1) +-n(n—1) +p(p—1)
—afe+ 1) =B+ 1)—yy+ D)>(mt+n4p—1),

se due curve @, esistessero, esse avrebbero riunite nei punti O,
(@), (ag), (a,) e (¢) un numero d’intersezioni maggiore del pro-
dotto degli ordini, il che & assurdo.

b) Si consideri il fascio d’ordine p(X\ al pitt grande dei due
numeri m ed # -+ p):

(27) (CIE'")) == (C G 8,5 576 AL,
individuato dai due luoghi composti d’ordine pe Gl Mage
Gty

Come sopra, il luogo ®, relativo al fascio (C{™) si scinderd
nelle 20 —m —n —prette A_, ,, A, ed in una curva resi-

duale, 6§”, dell’ordine m 4 # + p — 1.
In virtd di proposizioni relative alle curve @, il luogo €% :
1°Se B 4+ y—az#nt p—m: passa con « +  + y rami
pel punto O ed ha ivi le stesse tangenti delle curve C,, C,, C,
(Teor. XXXVII); e se p + y— a=mn + p— m: passa pel punto
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O con a4 Y+ 1 rami, le cui tangentl in O sono tutte diverse,
in generale, da quelle delle curve C,, C,, G, (Teor. XXXVIII).

2° Passa con un ramo per ciascun punto del gruppo (a,), ed
in uno qualunque di essi, a,, ha per tangente [vedi pit sopra: a), 2°]
la retta coniugata armonica di Oa, rispetto alle due tangenti in a,
alle curve C, e C,.
; 3° Passa con un ramo per ciascun punto dei gruppi (ap) ed (a,),
n uno qualunque dei quali ha per tangente la retta che congiunge
il punto medesimo al punto O (n° 44).

4° Passa con un ramo per ciascuno dei punti doppi (non con-
tenuti nei luoghi C e A) del fascio (C{™), ed in uno qualunque di
essi, d, ha per tangente [vedi pili sopra: 4), 3°] la retta coniugata
armonica di Od rispetto alle due tangenti in d a quella curva del
fascio (C¢) che ha ivi un punto doppio.

5° Passa con un ramo per ciascun punto del gruppo (¢) (n° 39).

Anche qui si osservi che la curva d’ordine m + 7 4 p — 1
0%, relativa ad un fascio del tipo (27), & unica, qualunque sia p.
e per qualsiasi scelta dei due gruppi ausiliari A di rette uscenti dal
punto O. Infatti, in virth dell’ineguaglianza (26) (pel caso generale
B4+ y—asn+p—m)e della seguente:

@+B+y+ 1) +20mp+pmtmn—py—ya—ap)
+mm—1)+n(n—1)+p(p—1)
(@) B (B 4 ) —(r(r H) Su(ntoine- U —u

(pel caso particolare B 4 y — a = n + p — m), se due curve g
esistessero, esse avrebbero riunite nei punti O, (a,), (45, (a.) e (c)
un numero d’intersezioni maggiore del prodotto degli ordini, il che
¢ assurdo.

Pertanto, indicando con 0% e Of> i luoghi analoghi a 83,
che si ottengono scambiando fra loro in (27) risp. le curve C, e C,
¢ le curve C, e C, da quanto precede si conclude che per tutt’i
punti di contatto, (c) delle rette che si possono condurre da O a
toccare altrove le tre curve C,, C,, C, passano quattro curve d’or-
dinem 4+n+4p—r1: 0, 65, OE,"), 63") tali che:
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1° Ciascuna di esse passa altresi :
con a+4p-+y rami pel punto O ed ha ivi le stesse tangenti
delle curve date C,, C,, G;
con un ramo per ogni punto dei gruppi (a,), (@5), (a,).
2° In un punto qualunque, @,, del gruppo (a,) (ad es.):
ciascuna delle due curve 85”, %’ ha per tangente la retta Oa,;
ciascuna delle due curve @5, ©§” ha per tangente la retta
coniugata armonica di Oa, rispetto alle due tangenti in g, alle
curve C, e C,.

In particolare: se p +y—a=—=mn -+ p—m; lacurva 05 passa
pel punto O con o + § + ¥ + 1 rami, le cui tangenti in O sono
tutte diverse, in generale, da quelle delle curve C,, C,;, C,; ed
analogamente pei luoghi 05 e 6%,

¢) Le quattro curve d’ordine m 4-n+p—=1: 65, 657, 63, %
godono della proprieta di appartenere ad una medesima rete. Per
dimostrare cio procederemo nel modo seguente.

Pongasi anzitutto ! —=n e y=p; per il che si viene a sup-
porre; nella ricerca precedente, che i luoghi C, e C, siano, rispet-
tivamente, # e p rette uscenti dal punto O. In tal caso, i quattro
luoghi @,, 057, 65>, 04 si ridicono ad un solo, costituito dd
quelle # 4 p rette e da un luogo residuale, dell’ordine m —1, che
¢ la prima polare di O rispetto a C,, (*), e si ha in particolare la
nota proposizione :

« Data nel piano una curva C,, d’ordine m, con un punto
« (@)plo O (x> 0), gli m(m — 1) — a(e + 1) punti di contatto
« delle rette che si possono condurre da O a toccare altrove la
« curva C, sono situati in una curva d’ordine m — 1 (la prima po-
« lare di O rispetto a C,), la quale passa con « rami pel punto O
« ed ha ivi le stesse tangenti della curva C, » (**).

Indichiamo con C/_, quest’ultima curva d’ordine m — 1 e
torniamo alle curve C,, C,; C,.

m

(") Cfr. la mia Nota: Una definizione sintetica delle curve polari (questi
Rendiconti, t. VII, 1893, pp. 263-272), n° 5.
(**) Cfr. Creinon a, Introduz.; ni 70-72,
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I luoghi 8 e ©f individuano un fascio (857, €¢), d’ordine

M+ n+ p—1, il quale [vedi pit sopra, b)] avri:

in O: un punto base (z--B4y)-plo a tangenti fisse (le tan-
gent in O alle curve Cos sy G

in un punto qualunque dei gruppi (¢), (ap) ed (a,): un punto
base semplice a tangente mobile;

in un punto qualunque, a,, del gruppo (a,): un punto base
semplice a tangente fissa (la retta Oa,).

Dall’ultima di queste proprietd segue (Teor. V, nota) che il
fascio (@3, @%’) conterrd una curva, la quale passa con due rami
pel punto @,. Ora questa, dovendo incontrare ciascuna delle curve
C, e C, in un numero di punti che risulta maggiore del prodotto
degli ordini (*), si scinde evidentemente nelle curve C, e C, ed in
un luogo residuale dell’ordine (m + n+p—1)—n—p=m—1,
il quale, dovendo avere in O un punto («)-plo con le stesse tan-
genti della curva C, e dovendo inoltre passare con un ramo per
ciascuno degli m(m — 1)— a(x 4 1) punti di contatto delle rette che
si possono condurre da O a toccare altrove la curva C,, coincidera
necessariamente con la curva C,_, dianzi considerata. Dunque: una
delle curve del fascio (8%, ©%”) ¢ il luogo composto CHCHl s

Analogamente, il fascio (8,, ©§7), individuato dai luoghi €, e
0", avri [vedi piti sopra: a) e b)]:

in O: un punto base (« - B 4 ¥)-plo a tangenti fisse (le tan-
genti in O alle curve C,, C,, C,);

in un punto qualunque dei gruppi (¢), (@p) ed (a,): un punto
base semplice a tangente mobile;

in un punto qualunque, a,, del gruppo (a,): un punto base
semplice a tangente fissa (la retta coniugata armonica di Oa, ri-
spetto alle due tangenti in @, alle curve C, e C,).

(*) Rispettivamente per le ineguaglianze:
BatB+v + B+ [r(n—1) —BE+ D]+ (mn—af) + p—Py—1) + 2
> n(m—~n+p—1), :
Ye+B+7 + v+ [pp—1) — v+ D]+ (prm—y2) +p —fy—1) + 2
>p(m+n+p—1).
Rend. Circ. Matem., t. IX, parte 1%—Stampato il 25 ottobre 1894. 7
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Come sopra, il fascio (8,, ©5”) conterrd una curva dotata di
un punto, doppio in 4,, la quale si scinde nelle curve C,, C, ed
in un luogo residuale d’ordine m — 1; e quest’ultimo, dovendo
avere in O un punto («)-plo con le stesse tangenti della curva
C,, e dovendo inoltre passare con un ramo per ciascuno degli
m(m — 1) — a(z +- 1) punti di contatto delle rette che si possono
condusre da O a toccare altrove la curva C,, coinciderd necessa-
riamente con la curva C,_,. Epperd: il luogo composto C,.C,.C;_, ¢
anche contenuto nel fascio (6, O5Y).

Ora, poiché i due fasci (05, 0%) ¢ (95, 65”) hanno in co-
mune und curva, C.C.C) ,, se ne conclude che i quattro luoghi:
65 857, 85, 8F> appartengono ad una medesima rete, c. . D.

Dalla discussione precedente discendono le seguenti proposi-
zioni i

Teorema LL. — Date nel pianotre curve C,, C,, C,, d’ordini
my ny p, le quali passano per un medesimo punto; O, risp. con
«(X0), B(N0), Y(Ox0) rami a tangenti distinte ¢ diverse per
due qualungque di esse, esiste una rete di curve, [®], dell’ ordine
m+ n+ p— 1, la curva generica della quale passa :

con o 4 B + y rami pel punto O ed ha ivi le stesse tangenti
delle curve C,, C,, C,;
con un ramo, a tangente mobile, per ciascuno degli ulteriori

np +pm-+mn—By —you—af

punti d’incontro delle curve C, C,, C,, due a due;
con un ramo, a tamgente mobile, per ciascuno degli

m(m—1)+n(n-—1)4pp—1)—a(a 4 1) —f + 1) —y(y + 1)

punti di contatto delle rette che si possono condurre da O a toccare
altrove le curve C,, C,, C,. '
La rete [®] contiene quattro curve: 94, 057, 0352, 04, tali che .
; 1° In uno qualsiasi, a;, degli ulteriori punti comuni alle curve
CeCO,j,k=m,n,p): ‘
a) ciascuna delle duecurve 85 , O3 ha per tangente la retta Oa,;;
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b) ciascuna delle due curve O, 05 ha per tangente la retta
coniugata armonica di Oay; rispetto alle due tangenti in a;; alle curve
C e C.

2° 1I fascio (09, D) (i, j, k=m, n, p) contienc il luogo
d’ordine m 4+ n + p — 1 composto delle curve C,, C; e della prima
polare di O rispetto a C,; ed il fascio (8, ©3) contiene il luogo d’or-
dine m - n ++ p — 1 composto delle curve C,, C, e della prima po-
lare di O rispetto a C,.

In particolare: se® +y — x=mn + p — m, la curva 8%" passa
pel punto O con o + B + v + 1 rami, le cui tangenti in O sono
tutte diverse, in generale, da quelle delle curve C, ,C,‘,Cp; ed analo-
gamente per gli altri due luoghi 5 ¢ 0. (*)

Teorema LII. — Date nel piano tre curve C,, C,, C,, d’erdini
m, n, p, le quali passano per um medesimo pumto, O, risp. con
2 (20), B(0), v(2 0) rami a tangenti distinte e diverse per
due qualunque diesse, se si indica col simbolo A, un gruppo arbitrario
di 1 rette uscenti dal punto O:

1° I punti doppi (nom comtenuti nei luoghi C e A) di ogni fascio
d’ordine qualungue p.(Xm + n + p):

(C)=(C.C.CA, , ;s A)

sono situati nella curva d’ordine m + n + p — 1: O, definita nel
Teors=EL

2° I punti doppi (non contenuti nei luoghi C e A) di ogni fascio
d’ordine qualunque p. (> al pin grande dei due numeri m ed n + p):

(@995 (G Ga 05, "Cadl D)

(*) Indicando con ¢; uno qualunque dei punti di contatto delle rette che si
possono condurre da O a toccare altrove la curva C; e con Cf__,, Ci_; le prime
polari di O rispetto alle curve C;, G (4, f, k=m, n, p), si potrebbe aggiungere
che la curva unica, della rete [@], dotata d’un punto doppio in ¢ [Teor. 1V,
nota, Esempio d)] & il luogo composto dalla curva C; insieme a quella curva
del fascio (Ci.Ci_;, Cy.Cj_,) che passa per ¢,
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sono situati nella curva dordine m + n + p — 1: O8, definita nel
Teor. LI: ed analogamente per gli altri due fasci (C$°) e (C®).

3° Se d & un punto doppio (non situato nei luoghi C e A di un
fascio (Cp) [ovvero di un fascio (Cf;')) (i=m, n, p)], la tangente in
d alla curva O, [ovvero O3] sary la retta coniugata armonica del
raggio Od rispetto alle due tangenti in d a quella curva del fascio
che ha ivi un punto doppio.

Queste due proposizioni (le quali sono suscertibili di immediata
estensione ad un numero qualsivoglia di curve C) comprendono
anche il caso particolare = —=  — y==o0, per il quale negli enun-
ciati s’intenderd che O sia un punto del piano fissato ad arbitrio.

77. Nelle ipotesi del n° precedente suppongasi che le curve
C,,C,,C, passino per un altro punto, O’, risp. con a’(\ 0),
B’(X0), v'(X o) rami a tangenti distinte e diverse per due qual-
siasi di esse. In questo caso, il numero di punti di ciascun gruppo
(a,), (ag), (a,), (¢) sard diminuito, rispettivamente, di BYs Yoy a'B,
(¢ —1) + BB — 1)+ Y (¥ — 1) (n° 70) unitd. Inoltre :

1° La curva @, del Teor. LI passerd con a' 4 B’ + y' — 1
rami pel punto O’ ed avrd ivi per tangenti gli &’ + B’ + v — 1
raggi doppi (diversi da QO’) dell’involuzione di grado a’ + " 4 y*
e prima specie individuata dal raggio 00’ contato o’ -+ B’ + ¥’ volte
e dal gruppo costituito dalle tangenti in O’ alle curve C,, C,, G,
(n® 43); ossia (*): gli assi armonici, di grado &’ 4+ f" 4+ ¥ — 1,
del gruppo costituito dalle «’ + B’ 4 y’ tangenti in O’ alle curve
C,, C,, C, rispetto alla retta 00'.

2° La curva 6§ (ad es.) del Teor. LI passerd pel punto
O’ con &’ 4+ B + ¢/ — 1 rami. Le sue tangenti in (” saranno:

a) se «' > P 4+ vy': gli &' 4 B’ + ¥y — 1 raggi doppi (di-
versi da O0’) dell’involuzione di grado «” e prima specie indivi-
duata dal gruppo delle tangenti in O’ alla curva C, e dal gruppo

(*) Kohn, Zur Theorie der harmonischen Miltelpunkte (Sitzb. der k. Akad.
der Wissensch. zu Wien, II. Abth. Juli-Heft, 1883). Cfr. altresi la mia Nota:
Sulle involugioni di specie qualunque dotale di singolarili ordinarie (questi Rendi-
conti, t. VIII, :894, pp. 227-247), n° 14.
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costituito dal raggio 00, contato o’ — B’ — v’ volte, insieme alle
tangenti in O’ alle curve C,, e C, (Teor. XXXIX); : e

byse o’ <@ +y:glia/ +p" +7 —1 ragg doppl- (Fh-
versi da 00") dell’involuzione di grado B’ + v’ e prima specie 1n—’
dividuata dal gruppo costituito dal raggio OO’ contato §’ 4 ¢" — =
volte insieme alle tangenti in O’ alla curva C, e dal gruppo co-
stituito dalle tangenti in O’ alle curve C, e C, (Teor. XXX.IX);‘

¢) se &/ =P’ + y':la retta 00’edi 2 (2" — 1).r:.1gg1 doppt
dell’involuzione generale di grado «’ e prima specie indr:rld}mta dal
gruppo di tangenti in O’ alla curva C, e dal gruppo costituito dalle
tangenti in O’ alle curve C, ¢ C, (Teor. XL).

78. Nella ricerca del n® 76 pongasi y — p, con cfhe si viene
a supporre che il luogo C, si scinda in p rette uscenti da O. In
questo caso, i quattro luoghi ©,, @47, 057, @Y si riducono a due,
ciascuno dei quali risulta costituito da quelle p rette e da un luogci
residuale d’ordine m +n — 1; e si ottengono, come casi particolari
dei Teoremi LI e LII, le due seguenti proposizioni :

Teorema LIII. — Date nel piano due curve C,, e C,, d’ordini
m ed n, le quali passano per un medesimo punto, O, risp. con « (2 0)
e B(X0) rami a tangenti distinle e diverse, esiste un fascio di curve
(), dell’ordine m + n — 1, la curva gemerica del quale passa:

con o+ B rami pel punto O ed ha ivi le stesse tangenti delle
curve C, e C ;

con um ramo, a tangente mobile, per ciascuno degli ulteriori
mn — o punti d’incontro delle rurve (B

n?

com un ramo, a tangente mobile, per ciascuno degli
mmr—D+a—1)—a(x+1) —BE+ 1)

punti di contatto delle rette che si possono condurre da O a toccare
altrove le curve C, e C,. '

1l fascio (©) contiene due curve, Oy, 0%, tali che, in uno qual-
stasi, a, degli ulteriori punti comuni alle curve C e C, : uno dei due
luoghi, ®5*, ha per tangente la retta Oa e Paliro, 0y, ha per tan-

gente la retta coniugata armonica di Oa rispetto alle due tangenti in
a alle curve C, ¢ C,.
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In particolare: se m — x—=mn — P, la curva O5* passa pel
punto O con a - B 4 1 rami, le cui tangenti in O somo tutte di-
verse, in éeneraie, da quelle delle curve C, e C,. (%)

Trorema LIV. — Date nel piano due curve C, ¢ C,, d’ordini m
ed n, le quali passano per un medesimo punlo, O, risp. con 2(2x 0)
e (> 0) rami a tangenti distinte ¢ diverse, se si indica col simbolo
A, un gruppo arbitrario di 1 rette uscenti dal punto- O:

1° I punti doppi (non contenuti nei luoghi C e A) di ogni fuscio
d’ordine qualungue p. (> m + n):

(C;L) = (Cm' Cn' Ap—m—n > Ap)

sona situati nella curva d’ordine m ~+ n — 1: Oq, definita nel Teo-
rema LIII.

2° I punii doppi (non contenuti nei luoghi Ce A) di ogni fascio
d’ordine qualungue p(> al pite grande dei due numeri m ed n):

(G =(C,.A Gy )

P 3

sono situati nella curva d’ordine m -+~ n — 1: ©5%, definita nel Teo-
rema LIII.

3° Se d & un punto doppio (non situato nei luoghi C ¢ A)di un
fascio (C) [ovvero (C,*)], la tangente in d alla curva ©, [ovvero
0o%] sari la retta coniugata armonica del raggio Od rispetto alle
due tangenti in d a quella curva del fascio che ha ivi un punto
doppio. g

Pel caso particolare @ =— P = o nei due precedenti enunciati
s’intenderd che O sia un punto fissato ad arbitrio nel piano.

79. Nelle ipotesi precedenti, se si suppone che le curve e,
passino per un altro punto, O, risp. con «’(X0) e £’ (> 0) rami
a tangenti distinte e diverse, in tal caso i gruppi (a,) e (¢) (n° 76)
conterranno risp. mn — ap — o’ B' ed m(m— 1) + n(n— 1)

(*) Pel luogo ®p* cfr. Caporali, Sulle tangenti condotle ad una curva
algebrica piana da un suo punto multiplo (Rend. Acc. Napoli, giugno 1881), teo-
rema del n° 1,
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—afa+ 1) —B@+ 1) -/ (2 — 1) =B (F —1) (@ &, 70
e 71) punti, ed inoltre : :

1° La curva ©, del Teor. LIII passeri con a’ + B . rami
pel punto O’ ed avrd ivi per tangenti gli assi armonici, di 'grado
@' + B’ — 1, del gruppo costituito dalle «’ + ' tangenti in (04
alle curve C,, e C, rispetto alla retta 0O’ (n° 43; 0° 77, 1°).

2° La curva @, del Teor. LIII passerd pel punto 0’ con
«’ 4 B’ — 1 rami. Le sue tangenti in O’ saranno :

a) se a’ > @’ : gli @’ 4- B’ — 1 raggi doppi (diversi da O0)
dell’involuzione di grado o’ e prima specie individuata dal gruppo
delle tangenti in O’ alla curva C,, e dal gruppo costituito dal raggio
00, cor:tato a’ — B’ volte, insieme alle tangenti in O’ alla curva C,
(Teor. XXXIX);

b) se o’ <P’z gli o + B’ — 1 raggi doppi (diversi da 00’)
dell’involuzione di grado P’ e prima specie individuata dal gruppo
costituito dal raggio O0’, contato B’ — a’ volte, insieme alle tan-
genti in O’ alla curva C, e dal gruppo costituito dalle tangenti in
O alla curva G, (Teor. XXXIX);

c) se «' =P’: la retta 00" ed i 2 (¢’ — 1)raggi doppi del-
Iinvoluzione generale di grado o’ e prima specie individuata Jai
due gruppi di tangenti in O’ alle curve C, e C, (Teor. XL).

80. Se nei Teoremi LIIl e LIV poniamo B ==, per il che si
viene a supporre che il luogo C, si scinde in # rette uscenti da O,
in tal caso: i luoghi @, e @,* coincideranno in uno, costituito da
quelle n rette e da un luogo residuale d’ordine m — 1, che & la
prima polare di O rispetto a C,,; il Teor. LIII ci ricondurrd ad una
proposizione gia notata (n° 76, ¢); ed il Teor. LIV assumerd I’enun-
ciato seguente (nel quale per a =0 intenderemo che O sia un punto
preso fuori della curva C)):

Data nel piano una curva C,, d’ordine m, dotata d’un punto
(x)plo O (2 0), se si indica col simbolo A; un gruppo arbitrario
di 7 rette uscenti da O: i punti doppi (non contenuti nei luoghi
C e A) di ogni fascio d’ordine qualunque (X m):

AL S dledi i g

giacciono nella prima polare di O rispetto alla curva C,.
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Se d & un punto doppio (non situato nei luoghi C e A) di un
fascio (C,), la tangente in d alla prima polare di O rispetto a G,
sard la retta coniugata armonica del raggio Od rispetto alle due tan-
genti in d a quella curva del fascio che ha ivi un punto doppio (*).

81. Dal Teor: LI'per p =1, y =0
Date nel piano due curve C, e C,, degli ordini m ed =, le
quali passano per un medesimo puato, O, risp. con «(X0) e
B(X 0) rami a tangenti distinte e diverse: per ogni trasversale R
(non passante per O) esiste una rete di curve, [6], dell’ordine m + n,
la curva generica della quale passa :
con o« -- @ rami pel punto O ed ha ivi le stesse tangenti delle
cutveiCoe ot
con un ramo, a tangente mobile, per ciascuno degli m + n
_punti in cui la retta R incontra le curve EChien 05
con un ramo, a tangente mobile, per ciascuno degli ulteriori
mn — af punti d’incontro delle curve C, e C,;
¢ con un ramo, a tangente mobile, per ciascuno degli

m(m — 1) +n(m—1) —a(x 4 1) —p@B + 1)

punti di contatto delle rette che si possono condurre da O a toc-
care altrove le curve C, e C,.

La rete [0] contiene quattro curve: 8o, 057, 6§, ©F?, taliche:

1° In uno qualsiasi, a, degli ulteriori puuti comuni alle curve
C, e C,: ciascuna delle due curve 0§”, 8% ha per tangente la
retta  Oa e ciascuna delle due curve ©,, 68> ha per tangente la
retta coniugata armonica di Oa rispetto alle due tangenti in a alle
curve C, e C,; ed in uno qualsiasi, g, degli ¢ punti d’incontro

(*) Per questa via si ritrovano tutti i teoremi relativi alle prime polari.
Cosi ad es. (sempre nell’ipotesi B = n) ponendo B! =0 negli enunciati del n°® 79
si ha la nota proposizione: « La prima polare di un punto qualunque, O, ri-
« spetto ad una curva dotata d’un punto («')-plo, 0!, passa con of — 1 rami per
« O' ed ha ivi per tangenti le o/ — 1 rette il cui sistema & la prima polare di
« O rispetto al gruppo delle o/ tangenti in O' alla curva data ». (Cremona,
Introduz., ni 73 e 74). Etc, etc.
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della retta R con la curva C, (i, j ==m, n): ciascuna delle due
curve 05, O ha per tangente la retta Oa, e ciascuna delle due
curve ©,, 6P ha per tangente la retta coniugata armonica di Og
rispetto alla coppia di rette costituita dalla retta R insieme alla tan-
gente in g, alla curva C.

2° Ciascuno dei due fasci (0,, 657), (85”, 8%°) contiene il
luogo d’ordine m + n composto delle curve C, e C,; e ciascuno
dei due fasci (09, 0%), (8%, 0,) (5, j = m, n) contiene il luogo
d’ordine m -+ n composto della retta R, della curva C, e della prima
polare di O rispetto a C,.

In particolare: se p—a—=n—m- 1 (ovvero f—a=n—m—r)
la curva 0§ (ovvero la curva ©§”) passa pel punto O con « +f + 1
rami, le cui tangenti sono tutte diverse, in generale, da quelle delle

curve C e C.

82. Dal Teor. LI per n—=1, p —=o0 (ovvero dal Teor. LI
perp——ho =150 ==0)

Data nel piano una curva C,, d’ordine m, con un punto
(2)plo O (xX\0) a tangenti distinte : per ogni trasversale R (non
passante per O) esiste un fascio di curve, (@), d’ordine m, la curva
generica del quale passa :

con « rami pel punto O ed ha ivi le stesse tangenti della
curva C ;

' con un ramo, a tangente mobile, per ciascuno degli 7 punti
in cui la retta R incontra la curva C,,;

e con un ramo, a tangente mobile, per ciascuno degli m(m — 1)
— a (o 4 1) punti di contatto delle rette che si possono condurre
da O a toccare altrove la curva C,.

Il fascio (@) contiene due curve : 8,, 6,*, tali che, in uno qual-
siasi, @, degli m punti comuni alla retta R ed alla curva C,: uno
dei due luoghi, ©,* ha per tangente la retta Oa e laltro, ©,, ha
Per tangente la retta coniugata armonica di Oa rispetto alla coppia di
rette costituita dalla retta R insieme alla tangente in ¢ alla curva C,.

In particolare : se @ =m — 1, il luogo ©,* si scinde nelle m
rette che congiungono il punto O ai punti in cui la curva C, ¢
incontrata dalla retta R.

Rend. Circ, Matem., t. IX, parte 1*,—Stampato il 27 novembre 1394. 8
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83. Particolarizzando in vari modi le curve C,, C, e C,, con-
siderare nella ricerca del n°® 76, si giungerebbe facilmente, con I’au-
silio delle” proposizioni fondamantali del § VII, ad altre proprietd
relative a vincoli esistenti fra i punti di contatto delle tangenti con-
dotte da un punto ad una o a pill curve algebriche. Ma noi invece,
nel dar termine a questo paragrafo , preferiamo di applicare ad un
particolare esempio alcune di quelle proprietd della curva 2 relativa
ad un fascio di curve, che furono dimostrate nel § X. A tal uopo
riassumeremo una parte di quelle proposizioni nell’enunciato seguente,
il quale metterd in evidenza i legami che esistono fra i punti di
flesso di due curve dello stesso ordine, i loro punti d’incontro ed i
punti doppi del fascio dalle medesime individuato.

Teorema LV. — Date nel piano due curve C e C, dello stesso
ordine n, le quali passano per un medesimo punto, O, risp. con a (> 0)
ed o’ (DN 0) rami a tangenti distinte e diverse, esiste una curva, X,
dellordine 6 (n — 1) (Teor. XLVI), la quale:

1° se « 3£ o, passa pel punto O con 3(x + a') — 4 rami,
@ 4 o’ dei quali toccano in O le o tangenti della curva C e le &
tangenti della curva C' (Teor. XLVIL); e se o« — o, passa pel punto
O con 3 (2 — 1) rami, 2 & + 1 dei quali toccano in O le 2a + 1
retie ciascuna delle quali ha = + 2 intersezioni riunite in O con una
curva del fascio (C, C") (Teor. XXXVIIL e Teor. L);

2° passa con tre rami per ciascuno degli n* — a o ulteriori punti
comuni alle curve C e C'; in uno qualunque dei quali, a, ha per
tangenti le tangenti stayionarie di quelle tre curve del fascio (C, C)
dotate di un flesso nel punto a (Teor. XXXVIIT e Teor. L per r =1);

3° passa con due rami per ciascunodei

38— 1 — [z + o — 1) — x&] (se aE )
3(n— 1) — (= —1)(3% + 1) (se a=a)
ulteriori punti doppi del fascio (C, C’); in uno qualunque dei quali

ba le stesse tangenti di quella curva del fascio per la quale quel punto
¢ doppio (n° 47, Teor. XLI[, n° 50 e Teor, XLVIL per r=o,

pP=2p
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4° finalmente, passa con un ramo per ciascuno dei-
slan(n—2) —a(a — ) — (@ — 1]

punti di flesso delle curve C e C (0 72, 73 ¢© Teor. XLVI, 3).
Supposto o L a'yi 3[n(n —2) — « (¢ — 1)] flessi della curva

generica del fascio (C, C') (Teor. 11 e ni 72, 73) costituiscono il

gruppo delle intersezioni mobili di questa curva con il Tuogo =. (%)

(*) 1. Otto punti by by . .- by individuano nel piano:
10 il nono punto base, b, , del fascio, ( Cy ), costituito dalle cubiche che
passano per by byy . ee bg ;5
29 nove terne di rette, una qualunque delle quali, (IE‘), t’_(’), t?)), & com-
posta delle tre tangenti stazionarie in &; =1, 2, .-~ 9) di quelle tre curve del
fascio ( C;) che hanno ivi un flesso;
3° dodici punti, dy dis o dyae iopunti doppi del fascio (C;);
4° dodici coppie di rette, una qualunque delle quali, (1,.('), 'rfi’)), & composta
delle due tangenti in d; (=152, 12) a quella curva del fascio (C;) che
ha ivi un punto doppio. p
In virta del Teorema LV (per =3, a=—al=0) i 21 punti by, by +.« By,
dyydy, ... dy sono situati in una curva del 12° ordine, la quale:
@) passa con tre rami pel punto ; ed ha ivi per tangenti le rette !'_U), l‘(’), ‘E”
(=12 ... 9%
b) passa con due rami pel punto d; ed ha ivi per tangenti le rette 1}‘), TE’)

(=12 oo
¢) contiene i 9 punti di flesso di ogni curva del fascio (C;).

2. Per n =2 il lnogo = del Teor. LV & del 6° ordine e si scinde nelle 6
rette che congiungono due a due i 4 punti base del fascio di coniche.

3. Siano: G, una curva d’ordine # con un punto (# — 1)-plo ordinario,
0; (b) un gruppo di n punti presi ad arbitrio sulla curva C, ; A, il gruppo delle
n rette che congiungono il punto O ai singoli punti (b); 4; il punto in cui una
qualsiasi, t; , delle n — 1 tangenti in O alla curva C, ¢ ulteriormente incontrata
dalla curva d'ordine n— 1, C$J,, la quale: passa con #—2 rami pel punto

0, ha ivi per tangenti le rette fys fay oo fices figns - oo f,_, € passa con un

ramo per ciascuno dei punti () (L =E Qynen i—T1):

In virth del Teorema LV il luogo Z relativo al fascio d’ordine 1 (Cy, Ay )
¢ dell’ordine 6(n — 1) e passa: con 3[n —l—-'(rz —1)]—4=6n—7 rami pel
punto O, 2n — 1 dei quali hanno ivi per tangenti le » — 1 rette i AP e
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84. Siano:

C, una curva d’ordine » con un punto (7 — r)plo ordi-
nario, O;

A,_, il gruppo delle n — 1 tangenti in O alla curva C,;

A, sy il gruppo delle rette che congiungono il punto O ai

3n(n—2)—3(r—1)(n—2)=3(n—2)

punti di flesso della curva C, (o' 72, 73);
R, R’, R” tre rette fissate ad arbitrio nel piano.
I quattro luoghi d’ordine #:

R'Aw—l 2 R"Al—x ] R”'Au—x 3 Cn

e le # rette A,; con tre rami per ciascuno degli n punti (b); con due rami per
ciascuno degli #— 1 punti d;, d,,... d,_;, in uno qualsiasi dei quali, d,, ha
per tangenti la retta £, e la tangente in d; alla curva CSEI; e finalmente con
un ramo per ciascuno dei (ni 72,73): 32(n—2)—3(n—1)(n—2) =3 (n—2)
punti di flesso della curva C,. Conseguentemente, il luogo X si scinde: 1° nelle
n rette A,, ciascuna contata due volte; 2° nelle n —1 rette #,,4,,... 4, ;;
3° in un luogo residuale, dell’ordine 6(7 — 1) — 2n — (2 — 1) = 3n — 35, il
quale: passa con (6n— 7) — am— (# — 1) = 37 — 6 rami pel punto O; passa
con un ramo per ciascuno degli #» punti (b); passa con un ramo per ciascuno
degli # — 1 punti d;, d,, ... d,_,, in uno dei quali, d;, & tangente alla curva
C'(Ex; e passa con un ramo per ciascuno dei 3(# — 2) punti di flesso della curva

data C,.

Si ha quindi la seguente proposizione:

Se sopra una curva C,, d’ordine n, con un punto (n — 1)~plo ordinario, O,
si assume ad arbitrio un gruppo, (b), di n punti, e si indica con d; il punto in cui
una, t; , delle n— 1 tangenti in O alla curva C, & ulleriormente inconlrata dalla
curva d’ordinen — 1, C'Si s che passa per O con n— 2 rami ivi tangenti alle rette
bis byy wue bimys Bigqs oo by € passa semplicemente per ciascuno dei punti (b)
(G=1, 2, ... n—1), allora esiste una curva d'ordine 3n — 5, la quale:

1° ha in O un punto (3n — 6)-plo;

20 passa con un ramo per ciascuno degli n punti (b);

39 passa con un ramo per ciascuno degli n— 1 punti (d);

4° in uno, d; , degli n — 1 punti (d) tocca la curva CO (i=1,2,...n—1);

5° passa con mn ramo per ciascuno dei 3 (n— 2) punti di flesso della curva
dala C,.
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individuano un sistema lineare triplamente infinito d’ordine #:
[CPesTR & o Rdss R-ALD-Gls

il quale possiede in O un punto base (n — 1)-plo a tangenti fisse:
le » — 1 tangenti A,_, della curva C,.

Poiche ogni curva del sistema [C,]* pud essere ottenuta come
curva del fascio

(Cn*) = (R*' Ast-—: b Cu)’

dove R* & una retta che varia nella rete [R, R’, R”"] (ossia una retta
qualunque del piano) (n° 1, 4), ne segue che il sistema [C,]J* gode
altresi della proprietd che la sua curva generica incontra ulterior-
mente la curva data C, in #* — (n — 1)’ — (# — 1) = » punti
situati in linea retta (*).

Reciprocamente, ogni curva d’ordine #, la quale passa pel punto
O con m — 1 rami ivi tangenti alle rette A,_, ed incontra la curva
C, in gruppi mobili di » punti situati in linea retta appartiene al
sistema [C,)’. Infatti, se CJ ¢ una di queste curve ed R* ¢ la
retta che contiene gli # punti in cui la curva medesima incontra
ulteriormente C,, il fascio (C,*, C,) conterrd necessariamente il
luogo composto R*.A,_,; epperd la curva C* apparterrd al fascio
(C*) = (R*.A,_,, C,) e conseguentemente al sistema [C,)}

Cid premesso cerchiamo il luogo X (Teor. XLVI) relativo al
fascio AR

Siccome questo fascio contiene una curva costituita da un gruppo,
4,, di n rette uscenti da O (Teor. V, nota), cosi considereremo
il fascio medesimo come individuato dai due luoghi d’ordine n: R*.A,_,
e A,, e scriveremo :

(CH=(R*"A,_,, A).

Pertanto, applicando il Teorema LV troviamo subito che il luogo
2 relativo al fascio (C,*) passa: con

3[(n—1) +n] —4=6n—7

(*) Conseguentemente: due curve qualunque del sistema [ €, ]? s’incontrano
in un gruppo mobile di # punti situati in linea retta,
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rami pel punto O; con tre rami per ciascuno degli # punti d’in-
contro della retta R* con i raggi del gruppo 4,; e con due rami per
ciascuno degli # — 1 punti d’incontro della retta R* con i raggi
del gruppo 4,_,. Ma siccome ogni punto di una qualsiasi delle rette
costituenti i gruppi A, , e A, & da considerarsi come flesso di una
curva del fascio (C,*), cosi il luogo X, che & dell’ordine 6 (n — 1),
si scinderd nelle 2n rette R*.A,_.. A, ed in un luogo residuale
d’ordine

6(ﬂ—r)——2ﬂ:4n-——6,

il quale, dovendo passare: con
(6n—17)—(n»— 1) —n=—=4n—56

rami pel punto O, con un ramo per ciascuno degli # punti d’in-
contro della retta R* coi raggi del gruppo 4, € con un ramo per
ciascuno dei 3 (n — 2) flessi della curva C,, si scinderd alla sua
volta nelle 4n — 6 rette A,. &y _o. Donde si conclude che il luogo
s relativo al fascio particolare (G.¥) si compone della retta R, delle
n — 1 rette A,_,, delle n rette 4,, ciascuna contata due volte, e
delle 3(n — 2) rette Ay, ). Epperd :

Teorema LVI. — Data nel piano una curva C, d’ordine n con
un punto (n — 1)plo ordinario, O, tutte le curve d’ordine n, le
quali hanno in O un punto (n— 1)-plo con le stesse tangenti di C,
ed incontrano ulteriormente C, in gruppi di m punmti situati in linea
retia costiluiscono un sistema lineare triplamente infinito (nel quale &
contenuta C,) tale, che i 3(n — 2) flessi della relativa curva generica
descrivono 3 (n — 2) rette concorrenti nel punto O.

(CoNTINUA).

Lana an der Etsch,
Gardscheit
8 ottobre 1894.

G. B. GUCCEA;
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ERRATA-CORRIGE E NOTE.

1) Mem. Ia, no 5: 11 Corollirio che avevo rapidamente indicato in una nota
a pi¢ della pag. 197 (¢ del quale non ho fatto alcun uso in queste Ricerche), nei
termini in cui trovasi ivi enunciato & erroneo; epperd prego il. lettore di conside-
rarlo come nullo.

2) Mem. Ia, §§ IV ¢ V' Per inavvertenza, negli enunciati del Lemma del
1° 16 e d2i Teoremi VI, VII e VIIL & stata omessd la condizione #; > &, che il
Lettore avri potuto restituire da s& osservando, che nelle ricerche di quei due
paragrafi si considerano sistemi lineari oo segati da una retta arbitraria in gruppi
di un’involugione di grado m; e specie ks la cui d:finizione implica (cfr. Due pro-
posizioni, etc., n° 1) 1a condizione 7; 2 k.

3) Mem. Ila, Teor. XL: Nell'ipotesi particolare in cui tutte le r tangenti
in B alla curva generica del fascio dato sono supposie mobili, cfr.la interessante
Memoria del prof. Chizzoni: Sopra le involugioni nel piano (Mem. Acc. Lincei,
vol. XIX, 1884), n® 14, dove trovasi indicato che il luogo @p passa con 2r — I

rami pel punto B = che una delle sue 2r — 1 tangenti in B & la retta PB.

4) Mem. IIs, no 57: La proprietd che tutte le curve @ relative ad un fascio
dato costituiscono una rete devesi attribuire al prof. Chizzoni, il quale ebbe a
dimostrarla nel n° 14 della sua Memoria (loco citato).

5) Mem. Ile , w0 58: A pag. 30, linea 30, ed a pag. 31, linca 1, leggasi
(P)g in vece di (Pg).

6) Mem. IIs, Teor. XLVIII: In luogo di «..., le cui tangenti sono: »
leggasi: «... , fra le cui tangenti sono da comprendere: ».

7) Per la determinazione dei numeri p; e E._, della Nota: Una definizione
sintetica delle curve polari (questi Rendiconti, t. VII, 1893, pp. 263-272) (estratta
da un §, tutt’ora inedito, della Memoria II1* di queste Ricerche) sostituiscasi la
seguente dimostrazione, a quella esposta nel n® 1 della Nota medesima.

Siano: [C]* un sistema lineare di curve d’ordine n e dimensione k(< 1);
P un punto fissato ad arbitrio nel piano; ‘h:, il Iuogo dei punti in cui.retle con-
dotte dal punto P banno contatti dordine k con curve del sistema [C]" ; i lordine
del luogo tl)’j‘,; E,_, il grado di moltiplicitd del punto P per la curva ¢I>;, ossia:

a) il numero delle rette uscenti dal punto P, ciascuna delle quali ha ivi
un contatto d’ordine k con una curva del sistema [C]*, ossia:

b) il numero delle rette usceati di un punto P, ciascuna delle quali ha ivi
un contatto d’ordine kcon una curva di un sistema lineare (€], di dimensione
k — 1, dotato in P d’un punto bass semplice a tangente mobile, ossia:

¢) il grado di moltiplicita di un punto P per il luogo @4t relativo ad un
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sistema lineare [C]*“", di dimensione & — 1, dotato in P d’un punto base sem-
plice a tangente mobile.

Una retta R, condotta ad arbitrio pel punto P, incontra le curve del sistema
[C)* in gruppi di n punti, i quali costituiscono un'’involuzione di grado = e
specie & I (k4 1) (n — k) punti (k- 1)-pli di questa involuzione sono i punti
in cui la retta R, uscente da P, incontra ulteriormente il luogo d:';. Si ha quindi:

(@) p=CFk+1)(m—F &,

]k—-—x

Il luogo 'I’j;“, relativo al sistema lineare [C costituito dalle curve di

[C]¥ che passano per P, & dell’ordine 12, e passa [¢)] con &, rami pel punto
P. D’altra parte, i punti in cuiuna retta, condotta ad arbitrio per P, incontra
ulteriormente il luogo d);'"‘, sono i k(n — k) punti (k)-pli dellinvoluzione di

grado 7 — 1 e specie B — 1 costituita dai gruppi di # — 1 punti in cui la retta
medesima ¢ incoatrata dalle curve di [C]"'“'. Si ha dunque:

(®) Bher =k (B — k) &1z

Cid posto, eliminando 5, dalle («) e (B) si ottiene la formola di ri-
correnza :

W= n—k

dalla quale, essendo p, = 27 — 1 (queste Ricerche, n°® 39; ovvero: Una defini-
zione, etc, n° 1, a), si deduce:

m=(k+l)(2"_k3

2

e conseguentemente (o):

Ek— =Ji’—eﬂirl C. D. D.
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SUR LES COURBES HYPERELLIPTIQUES
PORTANT
DES CORRESPONDANCES UNIVOQUES;

par M. 8. Kantor.

Adunanza del 22 luglio 1894.

e

1. Un intérét particulicr distingue ces courbes des autres courbes
4 correspondance univoque interne, en tant que les correspondances
sur elles sont toujours contenues dans des transformations birationnelles
Plﬂ_nes , sans avoir besoin de subir une transformation simplement
rationnelle (*). Pour étudier les propriétés purement algébriques on
peut se borner 4 la courbe normale C,(a)"™". Je vais construire toutes
les transformations birationnelles qui y appartiennent.

TueorEME I. — Les points de contact des tangentes menées de a
u la courbe doivent étre joints entre eux en des cycles de la correspon-
dance.

C’est une conséquence de la continuité de la correspondance,
Iinvolution inhérente g! étant changée en soi-méme.

TutoriMe II. — Lorsque les tangentes sortant de a sont jointes
par des cycles d’une homographie binaire, la courbe possede une corre-
spondance univoque.

(*) Ces transpositions simplement rationnelles furent employées la premitre
fois par M. A. Hurwitz (Math, Ann., Bd. 32).
Rend. Cire, Matem., t. 1X, parte 1*,—Stampato il 5 dicembre 1894. 9
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C’est ce qui est prouvé immédiatement par 1’expression

=02 =VRE
de la courbe, et ce qui résultera aussi par la construction de la tran-
sformation birationnelle relative, qui sera achevée au théoréme XXVII.
Jai déja étudié le cas le plus particulier, savoir celui ol existe une
cubique invariantive et cela montrait que les cycles ne doivent pas
&tre assujettis 4 aucune condition. Une seconde preuve est le cas, ol
la courbe C,(a)" est dégénérée en une C,(a)"" et le point a,

celui-ci comptant pour # =0 avec les singularités 4"

S e

Si la condition du Théoréme II est satisfaite, il ¥ a toujours
deux correspondances, dont I"une est la composition de I’autre avec
I’involution inhérente. Il faut distinguer les cas d’indice pair et
impair. Si D’indice b + 1 entre les droites par (ab) est impair, il
y a toujours une des correspondances, qui contient I’involution
inhérente et une, qui ne la contient pas. Si b 4 1 est pair, il
existe deux espéces essentiellement différentes de courbes: 1° celles
ol toutes les deux correspondances contiennent I’involution inhérente
et 2° celles ol aucune des deux correspondances ne contient ’invo-
lution inhérente.

Pour b + 1 impair, parmi les points de contact sortis de a existe
un seul point double ou deux points doubles ou n’existe nul point
double, suivant que les autres points de contact s’arrangent en ua
nombre impair ou pair de cycles. Pour b -+ 1 pair, parmi les points
de contact n’existe nul point double ou il en existe deux. Tous ces
cas sont effectifs, parce qu’on peut construire la fonction ¢, ¢, + ¢2
pour x:9, + 2¢,. x, — 9, = 0 tellement, i satisfaire 4 une quel-
conque de ces proprictés.

Tutoreme III. — Pour b + 1 impair existent 6 espices de cor-
spondances T : '

1. T peut avoir Pindice b + 1 et 3 points doubles, Pun d’cux
entre les points de contact;

2. T peut avoir Pindice 2(h + 1) et 1 point double et une couple
involutive;

3. I peut avoir indice b + 1 et 2 points doubles;

4. T peut avoir Pindice 2(h - 1) et 2 points doubles;
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5. T peut avoir Pindice b 4 1 et 4 points doubles libres;

6. T peut avoir I'indice 2 (b + 1) et 2 couples involutives, sams
point double.

TutorEME IV. — Pour b 4 1 pair existent 2 espices de corre-
spondances T ;

7. T peut avoir Pindice h - t et dewx points doubles libres et
une couple involutive;

8. T peut avoir Pindice 2(h + 1) et deux points doubles entre les
points de contact.

Les correspondances 1 et 2, 3 et 4, 5 et 6 sont toujours si-
multanées, 7 et 8 s’excluent. La cubique ¢quianharmonique est un
exemple pour 1 et 2, la cubique harmonique pour 7 et 8. Une cer
taine C, qui se rencontre dans les transformations typiques est un
exemple pour 3, 4, 5, 6.

2. TukorEME V. — Lorsqu’ une courbe Co(@)™™ & p> 2 admet
une correspondance univoque, il existe toujours une transformation bi-
rationnelle du plan, qui contient les cycles de cette correspondance.

Dém. Par la correspondance la série 8 decoupée par les droites
du plan est changée en une série gm> qui doit contenir la serie -
inhérente. Mais aucun faisceau de courbes n’existe, qui découpe
cette g;, excepté les droites par (ab); il faut donc, que le faisceau
des courbes nouvelles se décompose en ce faisceau et en une courbe
commune. A cela suffit un systéme de C,, qui passent par (ab)"™" et
Péquation nm — (" — 1)(m — 2) — n=m démontre, que 2(n — 1)
points de base doivent étre sur la courbe-C,,.

TuEorEME VI. — I existe une infinité de transformations birq-

tionnelles non involutives, qui contiennent tous les points d’une courbe
C.(a)"™* comme des points doubles.

Dém. Une transformation d’un ordre <7 ne pouvant pas exister,
il s’agit des transformations de I’ordre 7, Suivant les rapports doubles
sur les droites par a les droites se rangent en des groupes d’une
involution Jaga—ry (*). 11 faut donc établir une involution de ’ordre

(*) Poir mon Mémoire couronné: « Premiers fondements Pour une théorie

des transformations piriodiques univogues » (Atti Jdella R, Accademia delle Scienze
di Napoli, 2* serie, III, 250V, 0my,
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2 (n — 1), qui contient les tangentes menées de @4 en un groupe.
Un autre se trouvera de la manidre suivante: On cherche 2 (7 — 1)
points de la courbe tels que les courbes C,_ (@)™ passant. par eux
et par les points opposés sur la courbe ont en ales mémes 7 — 2
tangentes pour satisfaire au Lemme qui suit.

Lemve, — Les deux courbes fondamentales de a dans une
transformation 3 oo' droites invariantives ont en a les mémes tan-
gentes, qui sont identiques aux tangentes du lieu des points doubles,
)=

Cela fait # — 2 conditions pour les 27 — 2 droites du second
groupe et on peut donc prendre 7 droites arbitrairement, qui doivent
porter le méme D = co. L’involution ainsi déterminée est employée de
la maniére suivante. On prend la valeur D = 1 pour le groupe des
2(n — 1) tangentes, D) = oo pour le groupe des 2 (n — 1) droites
rbcemment trouvées. Comme on peut considérer D 4 —II)- comme
paramétre, la distribution des D et dés lors la transformation est
achevée.

Surtout les # — 1 points d’intersection des deux courbes fon-
damentales donnent, liés & @, n—1 droites qui forment, deux fois
comptées, le groupe pour D= — I.

Ainsi par la découverte du syst¢éme fondamental sur G ()=
la transformation est parfaitement déterminée (Poir plus loin n° 4).

3. TutoriMe VII. — Les tangentes par a i C, touchent C, en
2(n — 1) points et les courbes C,_,(a)'™, qui passent par ces points,
ont toutes en a les mémes fangentes que Ci.

Dém. Si Pon fait passer par a 2(n — 1) droites, qui coupent
la courbe en 2 (2 — 2) points tels que par eux passent deux courbes
C,(a)™, C,(a)™ qui ont en 4 les mémes tangentes, on pourra
former un faisceau de C,(,_;y» qui contient le faisceau de 2 (n — 1)
droites et la composition des deux courbes C,, + C,_,. Donc
toutes les courbes du faisceau passent par les 2 (2n — 2) points sur
C, et ont en a les 2n — 4 tangentes cn commun jusqu’3 s’y osculer.
Les autres # — 2 points d’intersection des courbes de ce faisceau
sont dépendants et une courbe du faisceau doit se partager en la
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C, donnée et en un faisceau de 7 — 2 droites par a. Ces droites

doivent étre des tangentes communes 3 toutes les courbes du faisceau

et aussi tangentes i la courbe C,, parce que dans le faisceau existe

une courbe, qui posséde une multiplicité supérieure, de deux unités,
3 la multiplicit¢ de la courbe générale du faisceau. Donc si les deux
courbes C,_, existent, il faut qu’elles soient toutes les deux tan-

gentes en a aux branches de la courbe C,. (*)

4. Cela donne enfin la construction nécessaire pour la preuve
compléte du théoréme VI. On peut prendre n points arbitraires sur
C,, faire passer par eux une courbe C,_, (a)™*, tangente a toutes
les branches de C, en @, qui est déterminée par conséquent. Elle
coupe C, en n — 2 autres points. En projetant les 2 (» — 1) points,
qui sont différents de @, sur la courbe C,, on obtient 2(n — 1)
points, par lesquels passe une courbe C,_.(@) qui a les mémes
tangentes en @ que la premitre C,_,, savoir les tangentes de C,.

Ces deux courbes seront les courbes fondamentales d’une trans-
formation de Jonquiéres. La distribution des rapports D aux grou-
pes de Pinvolution J est donc accomplie en consequence.

5. Par la composition de deux transformations du degré » 'une

aprés Pautre on obtient des transformations de Jonquiéres d’un
ordre supérieur et réciproquement. ;
_ Tukorime VIIL — Toutes les transformations birationnelles non
involutives, qui possident la courbe C,(a)"™ donnée pour lieu de points
d"”b_l"% Dbeuvent étre obtenues par la composition de plusieurs transfor-
mations de Jonguibres du n*™ degré.

: Dém. En effet , on prend pour une telle transformation n des
points fondamentaux simples pour la construction du n® 4 et on
compose la transformation obtenue d= #éme degré avec la transfor-
mation du degré supérieur. On aura le degré m.n — (m—1)(n—1)

(*) Le théoréme du texte compléte un théoréme di a Caporali surles
tangentes des courbes menées d’un point multiple (Rend. Acc. Napoli, giugno 188¢).
Cela fait prévoir, quaussi le théoréme général, qu'il donne I. ¢, ne sera pas
complet, et que d’autres conditions encore existent pour les points de contact,
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—n=m — 1, donc diminution du degré d’une unité. En conti-
nuant ainsi on arrivera i une transformation du ni*"e degré, Par n
de ses points fondamentaux simples les autres sont déterminés et
nulle diminution ultéricure n’existe.

6. Pour une telle transformation le lieu des points doubles con-
siste effectivement en la C, donnée et en m — n droites remplies
de points doubles. s

L’orsqu’on obtient la transformation comme composition de
T,, T,, ces droites sont celles qui ont dans les deux transforma-
tions le méme rapport double D. En effet, les deux involutions [,
sont en relation projective par 1’égalité de D et possédent 4(n — 1)
coincidences. Parmi elles sont les 2 (n — 1) tangentes de C, par a,
pour D =1, et n — 2 sont les tangentes en @, pour D = — 1.,
Les autres m — 1 consistent en les 8 droites fondamentales coinci-
dentes de T,, T,, pour D=0, o et en # — 1 — § autres pour
D arbitraires. Or la transformation 7,. T, a le degré

nn—m—1Y—8=2n—1—3

et donc en dehors de C, une courbe # — 1 — 3§, comme il faut.
Donc :

TutoreMe IX. — Il existe une infinité illimitée de transforma-
tions de Jonquitres, qui ont C,(a)™ comme lien de points doubles.

TutortME X. — Les involutions )3~ produites o la suite de la
distribution des D forment pour les oo T, un systtme linéaire d’in-
volutions, qui ont en commun un (2n — 2)-tuple.

Dém. Comme nous n’avons pas distingué les rapports doubles
réciproques, la donnée de # droites d’un groupe détermine, pour
chaque D, n points de chaque courbe fondamentale et ensuite la
transformation et sa reciproque, ainsi que I’involution [, et & cause
de la fin du n°® 7 il n’y a pas oo™, mais seulement oo involutions
de droites.

TutoriME XI. — Les groupes u ume méme valeur de D —.ll)— ;

pris dans toutes ces involutions forment eux-mémes une involution de la
dimension n.
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I
Dém. Car en prenant z_droites comme des porteurs de D 4 5o}
on a détermination suffisante de la transformation et donc aussi de

Pinvolution et partant du groupe 4 D), -;7

7- Tutorime XII. — La transformation T, est déterminde i une
seule variabilité par n — 1 droites, qui sont assocides dans le groupe
de Jp, qui a D — — 1,

Dém. Eun effet, par ces n — 1 droites on a les # — g points
harmoniquement conjugués & a par rapport aux couples de points
d’intersection des droites avec C, et parices n — 1 points passe un
faisceau de C,_ (a)", qui sont tangentes en g aux branches de
C,. Ces courbes se groupent en des couples de courbes fondamentales
d’une transformation de Jonquiéres. Les courbes unies de cette
involution sont la C,_ (a)'"™ par les 2(n — 1) points de contact
sur C,, dont a est le tangentiel, et d’autre part la courbe décom-
posée en les n — 1 droites choisies. Cela fournit un oo! systéme
d’involutions [, qui ont en commun deux groupes entiers, dont I’un
consiste en 7 — 1 droites deux fois comptees et qui se distinguent
seulement par la distsibution de D.

8. Le lemme du n°® 2 fait usage implicitement du théoréme,
que les points de =, infiniment voisins 3 @, qui sont suivis par les
branches de la courbe fondamentale, correspondent aux points de la
courbe fondamentale de ¥/, infiniment voisins 4 a’. Ce théoréme (*)
conduit 4 une nouvelle conclusion, que je tiens A reproduire,

Pour une transformation du mitme degré on peut prendre une
comshie GG (A}, < 0t Bynry QUi a ses (n— 1) m — (n — 2)
X (m — 2) — 2 (n — 1) points d’intersection avec la courbe fonda-
mentale en les # — 2 points infiniment voisins A 4. Une telle courbe

() Plus généralement : Si dans une transformation ponctuelle entre R,, R’

une variété fondamentale 7 de R, passe par un point fondamental F, la variéeé
fondamentale &' de F passe par le point fondamental PI de 7 de sorte, que les
Points voisins de F sur J correspondent aux points voisins de P! sur ¢/,
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est changée en une courbe de méme nature et # points alignés sont
portés en n points, qui avec les dits points prés de a forment I’in-
tersection de C,, (a)"~” avec les courbes homaloidales C, (¢)"~" et sont
alignés, par conséquent. Mais si m > n la transformation elle-méme
deviendrait une collinéation. Donc :

TutoriMe XIII. — II existe une infinité de courbes C,, o m Z n
qui sont changées par une transformation de Jonquitres tellement,
que ce changement entre leurs points est simultanément contenu dans
une collination plane, mais ces collinéations ne sont pas les mémes
pour toutes ces courbes.

Corollaire. Il n’existe aucune courbe C,(a)"*, m>mn, qui au-
rait la propriété, que tous les points d’intersection avec la courbe
fondamentale tombent en a4, 4., ... 8,4 -

Parmi les répétitions de a, (4}, en ... &) [i=T, 2, ... 2(n—1)] (*)
existe toujours une, qui a tous ces points comme fondamentaux et
est équivalente A la transformation originaire. Une telle transforma-
tion possélde toujours une courbe C,(a)"™* de la propri¢té demandée

pour XIII; donc:
TutoriME XIV. — On obtient toutes les classes de transformations

piriodiques de Jongquitres i (ab), en distribuant sur ume courbe
C,(a)™, qui est reproduite par une collinéation plane, les cycles en-
chainés des droites a(aen ... a,) tellement, que les cycles peuvent étre
ensemble un groupe D — 0, oo d’une involution [, qui appartien! o
la- Ca)™

9. Pour avoir la totalit¢ des transformations birationnelles planes,
qui reproduisent la courbe C,(a)"™, on doit encore établir toutes
les transformations, qui contiennent D’involution organique sur la
courbe C,. Ces transformations sont en infinitée illimitée. On prend
une courbe quelconque C, (a)"" et construit sur chaque droite par
a le point harmoniquement conjugué par rapport aux deux points
d’intersection de la droite avec C,(a)". Cette courbe est nouvelle-
ment une C,,(a)”" etles deux courbes sont directrices pour une tran-
sformation involutive du plan, qui contient la courbe C,(a)"™* donnée

(*) Cfr. p. e. mon Mémoire: Journal f. d. Mathem., Bd. CXIV, p. s0.
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comme invariantive, m' —=mn — (m — 1)(n — 1) =m + n — 1.
(Poir n° 10). :
TutogtiMe XV. — La transformation ainsi construite sera ume
transformation de Jonquitres du degré m + m’, qui a dtfm cbag:ue
point d’intersection de C,, C,, deux points fondamentaux simples m‘—
Jiniment voisins dans la direction de la polaire de a par rapport &
G .
3 —;’Hi"f;ﬁémz XVI. — La transformation du moindre degré est celle,
aiv a et C,_, (@)™ par les 2(n — 1) points de contact partant de a

sont le liew des points doubles.

10. Mais on peut aussi construire des transformations involu-
tives avec courbe lieu non décomposée ayant la C, ()™ comme
lieu de couples involutives. Il faut établir le

TutoriEME XVII. — Chaque courbe C,(a)"™* invariantive dans
la transformation involutive avec C,(a)"™ comme liew de points doubles
peut servir de liew de points doubles d’une transformation involutive,
dans laguelle la C,(a)"™ est invariantive, et réciproquement toutes les
transformations sont produites de cette facon.

Pour construire une courbe de cette espéce, on peut procéder ainsi.

On prend deux courbes C,, C,, conjointes comme ci-haut et
sur chaque droite par a on détermine la couple jacobienne des deux
couples sur C,(a)'™* et sur C, + G
Quant au moindre degré d’une transformation involutive 4 courbe
trice non décomposée, c’est une question qui touche aux questions
de I’Algtbre formale et semble ouvrir la perspective d’une nouvelle
voie de recherches. Il peut exister des courbes C,(g)'* qui admet-
tent une conique comme invariantive ou qui de leur tour sont in-
variantives dans une inversion ordinaire et des courbes C, (a)—* qui
n’admettent pas de conique, mais une C,(@)* invariantive et re-
ciproquement, et ainsi de suite,

- On devra classifier les courbes C,(a)™ &aprés ce minimum,

Tutorime XVIIL. — Une courbe C.(a)"™* tout arbitraire v’ admet
pas de courbe divectrice non décomposée d’un ordre moindre que n.

direc

11. La méthode des deux courbes C.+ C,,, bien qu’elle soit
Reud. Cire. Matem., t. IX, parte 1*,—Stampato il 5 dicembre 1894 10
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A apparénce la plus particulidre; permet toutefois ume généralisa-
tion, en prenant dans la transformation la plus générale du th, VII
une courbe G, (a)" et sa transformée C,, pour directrice d’une
transformation ayant une involution [, soit la méme que la tran-
sformation donnée. Chaque droite par 4 portera une affinité symé-
trique bivoque, ce qui constitue une transformation symétrique bi-
voque du plan,

12. J’ai appelé homologies supérieures les transformations de
Jonquidres, ol la courbe directrice est uné courbe C (a)"™ et
le point a. Les plus générales sont les suivantes : On établit entre les
droites de a ure involution J, en mettant une relation univoque entre
les aroupes et le rapport double D d’une homographie, qu’on in-
stitue sur chaque droite. (*)

Seulement les homologies supérieures périodiqites possédent des
courbeés invariantives. :

13. Lorsque C,(d)"™ porte une correspofidance et qu’on connait
une transformation qui la contienne; on en déduit toutes les autres
en compdsant cette transformation avec I'infinité des transformations
du théoréme VII. Comme une en eXiste toujours (Voit n° 14 et 15):

Tutorime XIX. == Il existe une infinité illimitée de transforma-
tions de Jonquiltres, qui contiennent toutes une méme correspondance
donnée sur une G, (a)™.

14: La correspondance étant cyclique et le probléme limité aux
transformations typiques; qui la contiennent comme des hémicycles,
il est clair; que le nombre des points fondamentaux ne peut pas sur-
passéf m ou m — 1 ou m — 2. Voir mon Mémoire couronné, IV,
§ 7, ol je démontre; que pour I'indice b + 1 et le degré m P’ordre

de la courbe des hémicycles M—(h 4 1)m—h, d’ol m:]‘if_—i—_: :

Trtorgme XX, — L¢ moindre degré d’une transformation typique de

(*) Méme généralisation s’introduit déja dans la théorie des homologies
linéaires;
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Jonquitres, qui contient une courbe Cy(a) et ot les 2(M—1)
tangentes sont divisies en des cycles de Vindice b + 1 est

_ M4y M+bh+1 M+h+2
__IJ—i—I o - ,J-l—l ou }J—}—-I ’

T

Mais ce minimum n’existe pas toujours effectivement. Je 1’ap-
pelle transformation extraordinaire.

Tutorime XXI. — Lorsqus sur ume courbe C, (a)¥— existe une
correspondance unjvoque et qu’il arrive une seule fois, que M points
alignés sont changés en M points d’une conique par a, cela arrive pour
toutes les droites du plan ct toutes les coniques passent par les mémes
deux points de la courbe.

Ce théoréme sert & préciser les transformations quadratiques et
il est une conséquence du théoréme d’Abel, de méme que le sui-
vant;

TutorkMe XXII. — Lorsque sur ume courbe Cy(a)=" existe une
correspondance univogue et qu’il arrive une seule fois, que M poinis
alignés somt changés en M points d’une courbe C,(&)"", eela arrive
pour toutes les droites du plan et toutes ces courbes se coupent en les
mémes mM — (m — 1)M — 2 — M=2(m— 1) points sur C\fa)">.

Trtortme XXIII.—Les courbes tellement affectées admettent immé-
diatement une transformation du degré m, qui contient la correspon-
dance sur la courbe C, ()2,

Il suffit d’établir la coordination entre les droites et les courbes
C, du théoréme précédent.

Tutorime XXIV,—Les transformations extraordinaires avec une
Cyc (8 invariantive somt en général périodiques.

Car m étant <M il est nécessaire, que chaque droite retourne
4 soi-méme aprés b + 1 applications. Et il s’ensuit, que les 2(m — 1)
points simples tombent de force sur les points de contact des tan-
gentes par 4, et que certains parmi ceux-ci se distinguent des autres,
Du th. XIX se dérive:

Tutorime XXV. — Parmi les transformations Pplanes, qui con-
tiennent une correspondance sur Cy(aY™ en existe toujours des Dério-
digyes,

1l sera -utile de noter ce Corollaire » Lorsqu’une répétition d’une
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correspondance et la correspondance clle-méme font partie de deux
transformations extraordinaires, il faut que ’une de celles-ci soit
une répétition de ’autre. Et encore :

TutortMe XXVI.—Pour la méme correspondance peuvent exister
simultanément deux transformations des ordres m, m’ seulement en
tant que

mm' —(m— 1)(m' — 1)=m+m' —1>M.

Sur les transformations non extraordinaires décide le théoréme
suivant.

TutoriMe XX VII.— Quand on fait passer par un groupe de (g3’
une C, (a)", elle coupera Cy ()™ en 2m — 2 points et le résean
de C, (a)" par ces points est capable de guider une transformation
plane, qui a Cy(aY™™ pour invariantive.

Ici (g3, est la série transformée, par la correspondance, de gy. (*)

Tutortme XXVIIL. — Lorsque dans la série résiduclle de (g3’
existe un groupe, qui a O points communs avec un groupe g,, , de la
série résiduelle de g3, la courbe admettra une transformation extraor-
dinaire du degré m - M — 1 — 8 et réciproquement.

Ce théoréme sert A éclaircir la nature de la distinction de plu-
sieurs points-contact par @ pour les transformations extraordinaires.

Par le n® 6 on peut conclure, qu’il y a des transformations de
Jonquiéres apériodiques, dont la ligne des cycles, et des pério-
diques, dont la ligne des hémicycles se décompose en plusieurs
droites par @ et en une courbe C,(a)"".

Tutoreme XXIX. — En composant une transformation de cetle
nature avec celle de VII on obtient toutes les transformations, qui pos-
stdent sur C,(a)™ une correspondance contenant I’involution inbérente.

Scholie. De cette fagon il peut arriver, que la ligne des hémi-
cycles étant de ordre ordinaire, une courbe invariantive existe, qui
est d’un ordre extraordinairement bas, p. e. on peut construire chaque
type avec une conique anallagmatique ou, comme je le montrais 1. c.,
avec une C, anallagmatique. '

(*) Ou autrement: L'ordre de la transformation, qui transforme C,a"™>
en soi-méme, dépend de Iordre de la courbe f,, ()" la plus basse, qui passe
sur C, par les m—2 points correspondants aux #— 2 points voisins de a sur C, .
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15. Une autre maniére, pour construire les transformations bi-
rationnelles, qui contiennent une correspondance univoque donnée
entre les points d’une courbe C,(a)"*, est la suivante. On prend
une courbe C,(a)"" arbitraire qu’on suppose étre aussi invariantive
par la transformation cherchée. L’homographie périodique entre les
droites par (ab) est déterminée par la correspondance entre les points
de C,(a). Ensuite on a sur chaque paire de droites correspondantes
trois paires de points correspondants, pour construire une homographie
binaire, & savoir: les points d’intersection des quatre droites avec
C,(a)"™* et leurs points d’intersection avec C,(a)"". L’ensemble de
toutes ces homographies binaires détermine une transformation, qui
est périodique pour tout le plan. Car aprés b + 1 ou 2(h + 1)
applications on arrive sur toutes les droites par (ab) 4 des homo-
graphies avec trois points doubles, qui sont donc des identités. Ces
transformations périodiques sont trés particuliéres parce qu’en général
n’existe pas de courbe C,(a)"" invariantive.

16. Pour avoir des transformations apériodiques, on peut prendre
simplement deux courbes C,(a)"™ et C,(a)™ " comme correspon-
dantes et déterminer au moyen de la correspondance entre les points
de C,(a)"* et de celle entre C,, et C,, sur toute paire de droites, qui se
correspondent par ’homographie proposée, une homographie binaire
de points. La transformation, qui est I’ensemble de toutes ces homo-
graphies, est une transformation 7 de Jonquitres, qui contient
la corr‘espondance EosuriC (a) .
l,invi‘;t;sztefg{]sér:;edzz 1;i.istingl.w:r les deux cas, si ' contienne

on, comme

on aura aprés T sur chaque droite de
et 7™ est une involution dy plan et T
dice 2 (h + 1).

: TreEorEME XXX.—S8i T contient comme une puissance I’ involution
inhérente, tcfute: les transformations de Tonquibres, gui contiennent
T, sont périodiques. Ces transformations Deuvent étre construites dans
toute la généralité moyennant une courbe C.(@)" et Ie cercle et Ie réglet.

puissance. Au premier cas
(ab) une couple irvolutive
est périodique avec l’in-

17. Si la correspondance T' ne contient pas I’involution inhé-
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rente, la transformation construite comme précédemment est apério-
dique en général. Toutefois on peut en construire aussi des pério-
diques, qui sont un peu plus générales que celles du n° 15. A cet
effet s’offre une courbe C,, (a)"™*, qui est invariantive dans une tran-
sformation involutive de Jonquiéres et qui a les tangentes par
a réunies en des cycles de la méme homographie que C,, On la
construit en prenant sur C, ses points de contact sortis de & et en
- la faisant passer par les points de contact de C, et parmi les courbes
du systéme invariantif ainsi limité celles, qui sont invariantives dans
Vinvolution de Jonquiéres avec C,(2) comme licu de points
doubles.

Cela fait, on construit les homographies sur les paires de droites
correspondantes comme au n° 16 au moyen des points de C, et de
ceuxde C,,, ce qui est possible, parce que chaque homographie change
les 4 points harmoniques en les 4 harmoniques sur la droite subsé-
quente.

TueortRe XXXI. — La transformation ainsi construite sera pé-
riodique ¢t d’un caractére tout général. Si la correspondance dans C,
est choisie de Despece 7, la transformation est équivalente i une colli-
néation, si de I’espice 8, la transformation a C, pour lieu des himicycles.

Paris, le 13 mai 1894.

S. KANTOR.
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SUI POSTULATI FONDAMENTALI
DELLA

GEOMETRIA PROJETTIVA.

Corrispondenza,

Adundnza dell’1r novembre 1894,

(Lettera del Dr. G. Fano al Dr. F. Enriques).

. .
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La sua pregevolissima Nota « Sui fondamenti della Geometria
Projettiva » (Rend. Ist. Lomb., s. II, vol. XXVII) mi suggerisce
alcune osservazioni, anche in relazione al mio lavoro sullo stesso
argomento escito due anni or sono (Giorn. di Battaglini, vol. XXX).

Dopo quei primi postulati sulle forme fondamentali di prima e
seconda specie, postulati che si riducono in sostanza a tre distinti
e necessari (*), e che bastano a stabilire, com’Ella osserva, i teo-
remi sulle configuragionsi, due vie mi si erano presentate per proce-
dere innanzi, e costruire una Geometria che fosse applicabile allo

(*) Vale a dire: Due punti determinano UNA retla che 1i contiene; ogni piano
contiene tutfa la retta deferminata da due suoi punti qualunque; due retle in un piano

hanno sempre un punto a comune.
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spazio quale i sensi ce lo presentano. La prima delle due (cfr. ot 4-13),
essendo completamente nuova, fu da me pilt ampiamente sviluppata,
mentre invece assai meno mi sono fermato sulla seconda (0° 14),
che gid prima era stata seguita dal sig. Amodeo (Atti R. Acca-
demia di Torino, vol. XXVI)—per quanto nella pregevole Nota di
lui qualche punto restasse ancora da completare—. A questa seconda
via Lei pure si & attenuto (*). Infatti i suoi post. V e VI (tolte le
due ultime condizioni del V) corrispondono press’a poco ai miei Va
e VlIa del n° 14. Cid che io ho chiamato ordine non & precisamente
cio che Lei ora indica con questo stesso nome, ma qualcosa che
si avvicinerebbe piuttosto alle Sue disposizioni circolari, o meglio
al Suo senso di disposizione circolare, e percid appunto nel carattere
projettivo degli ordini naturali potevano essere per mé ed erano in-
fatti ritenute implicite quelle permutazioni circolari, sulle quali Lei
¢ stato cosi dettagliatamente preciso (**).

A Lei & perd riescito pilt avanti di sopprimere il mio postu-
lato VIla: « Esiste un gruppo armonico formato da quattro elementi
distinti ». E la ragione di questo mi sembra stare nell’aver Lei
ammesso fin da principio col post. IV (e anche implicitamente, come
Lei pure osserva, nelle due ultime condizioni del post. V) che i
punti della retta siano in numero infinito. In ogni modo perd vedo
ora con piacere risolta la questione, che era per me allora rimasta
insoluta (l. c. pag. 22), se cio¢, aggiungendo alle condizioni pre-
cedenti questa degli infiniti punti sulla retta, si potesse sopprimere
quel mio ultimo postulato. E vedo dunque che (in questo caso) si
puod effettivamente sopprimerlo.

Ma v’ha di pitr. Non & nemmeno necessario di ammettere che
i punti della retta siano in numero infinito; basta ammettere che

(*) E iafatti la pit semplice e la pitt naturale, per quanto la prima, quella
delle serie armoniche rientranti, possa farse riescire piti interessante. Ma di queste
serie armoniche non si potrebbe certo parlare p. es. in un corso elementare !

(**) L’ordine era per me una specie di anello o catena rientrante, secondo la
quale immaginavo disposti i punti di una retta, senza tuttavia accennare ad un
particolare primo elemento. E il restare inalterato di un ordine cosi concepito,
senza, ben iateso, che ogni punto rimanga fisso, conduce di necessitd alle per-
mutazioni circolari.
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siano in numero superiore a tre. Lei vedrd infatti senza difficolta
che sopra una retta contenente un numero di punti finito ma non
inferiore a guattro il Suo post. VI non potrebbe in alcun modo sus-
sistere. Come mai si potrebbero allora portare due o, peggio ancora,
tre punti dati in altri assegnati ad arbitrio, e cid con una semplice
permutazione circolare, pit, forse, un’inversione ? (*)=Nel solo caso
di tre punti, le permutazioni cicliche colle loro inverse — sei in
tutto — soddisfanno precisamente alle condizioni richieste da quel
postulato.

Ammesso pertanto il Suo post VI, e, per di pili, esistenza di
almeno quattro punti sulla retta, rimane come solo caso possibile
quello degli infiniti punti, e si pud applicare di nuovo tutto il Suo
ragionamento. Certo che, volendo togliere ab imitio ’ipotesi degli
infiniti punti sulla retta, bisogna anche togliere le condizioni 4* e 5"
del Suo post. V, nelle quali detta ipotesi & implicitamente conte-
nuta, Ma di queste due condizioni (**) si fa uso in un solo punto
del Suo lavoro, nel quale anche (come Lei stesso ebbe a intravedere)
un’osservazione semplicissima basta per farne a meno (***).

(*) Le Sue permutazioni circolari si riducono in questo caso a quelle stesse
permutazioni di un numero finito di élementi=qui punti—che di solito si indi-
cano con questo nome, Le mie configurazioni—e prima fra queste il piano di 13
bunti, di cui al n® 8—danno facili esempi di projettivitd che non conserverebbero
gli ordini naturali secondo 'a data definizione.

(**) E pilt specialmente della 4% la 5* & quasi un complemento della 4%,
Ma comp'emento necessario per poter poi concludere che quest'ultima rimane
verificata per tutti i diversi ordini derivati (con permutazioni circolari e inversioni).

(***) Alludo alla dimostrazione de! teorema, che due coppie armoniche de-
Vono sempte separarsi, e tante meno quindi Puna di esse pud esser costituita da
elementi coincidenti, a meno che questi non coincidano tutti due in uno dei limiti
comuni. — Basta infatti dimostrare che questa proprietd sussiste per an gruppo
armonico, perché da quest’unico caso essa seguird per ogni altro. E appusto per
questo & anche permesso di scegliere i punti 4, B, C (cfr. p. 11 della Sua Nota)
in modo particolare; e conviene precisaniente scegliere 4 e B in modo che siano
Separati da C e da un quarto punto della retta u, supposto esistente. Questo
quarto punto si proiettera a'lora da F' sulla retta @ in un punto che potrémo
assumere come H. E accertata cos) Iesistenza di questo punto H che con F se-
para la coppia A E, si pud ripetere parola per parola tutto il Suo ragionaimento,
basato esclusivamente sopra successive proiezioni. .

Rend. Circ. Matem., t. IX, parte 1%—Stampato il 12 gennajo 1895, 11
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Mentre dunque il Suo lavoro completa effettivamente il mio (in
certi punti), non sarid forse male l’osservare ancora che i postulati
in esso veramente necessari si possono ridurre ai primi tre, alle
prime tre condizioni del V, e al VI; pii la condizione che la retta
contenga almeno quattro punti. — D’altra parte anche i primi tre
postulati del mio lavoro coincidono completamente con quelli del
Suo; il IV dice che su ogni retta stanno pitt di due punti; il Va
e il Vla corrispondono ai Suoi V e VI (nei quali tuttavia gli stessi
concetti sono forse meglio precisati), e infine il VIIa dice che « Esi-
ste un gruppo armonico formato da guattro elementi distinti ». Que-
st’ultimo postulato porta con s¢, naturalmente, 1’ esistenza di un
quarto punto sulla retta, ma dice anche di pil; questo di pin & ora
provato essere gia una conseguenza delle cose precedenti.... (*)(**)

LY

Colognola ai Colli (Verona), settembre 1894.

G. Fano.

(Lettera del Dr. F. Enriques al Dr. G. Fano).

‘Leggo con piacere nella sua lettera le acute osservazioni sug-
geritele dalla mia Nota « Sui fondamenti della Geometria Projettiva ».
In quella Nota io (ispirandomi al concetto intuitivo sperimentale
dello spazio) ho fondato la Geometria projettiva sopra 6 postulati (***)

(*) E il piano di 7 punti, al quale a p, 21 del mio lav. cit. io ero
ricorso come esempio per mostrare la necessita del post. VIIa, &anche il solo caso
logicamente possibile di un gruppo armonico 4 B C C (dove 4, B, C sono distinti),

(**) Non ho bisogno di aggiungere che i postulati di cui qui ho discorso con-
ducono so'tanto a una Geometria projeltiva lineare, e a uno spazio (di punti razio-
nali) che ancora non corrisponde del tutto a cid che i sensi c¢i dicono (o a
quello che noi crediamo ci dicano). L’ultimo passo che rimane da fare & quello
appunto della continuiti (§§ 9 e seg. del Suo lav.).

(***) I postulati ivi menzionati sono 7, ma il IV che afferma I'esistenza di
infiniti punti su una retta & incluso nel V (come ivi pure ¢ osservato) ed am-
messo provvisoriamente innanzi per semplicitd.



SUI POSTULATI FONDAMENTALI DELLA GEOMETRIA PROJETTIVA. 83

(composti), il 6° dei quali (riguardante la continuitd) non compa-
risce in quella che Ella chiama la Geometria dei punti razionali.

Ora Ella opportunamente osserva che I’esistenza di infiniti punti
sulla retta segue dal mio post. VI (concernente I’esistenza sulla retta
d’una disposizione circolare maturale avente carattere proiettivo)
ammessa Iesistenza di almeno 4 punti sopra unma retta, e quindi in-
trodotta questa ipotesi si possono sopprimere le due ultime condi-
zioni del mio post. V (*) (le quali invero contengono anche qual-
cosa di pilt) e stabilire ugualmente che il quarto armonico D dopo
tre punti 4, B, C (sopra una retta) & distinto da essi ed insieme a
C separa 4, B (**).

Cid basta, secondo Lei, a svolgere tutta la Geometria proiet-
tiva dei punti razionali, e sta bene: ma nel seguito (ciod nella Geo-
metria proiettiva dove si considera la retta continua) quelle due con-
dizioni (fondamento del concetto di segmento) debbono essere invo-
cate. Ora (ed ¢ su questo che mi permetto di richiamare la sua
attenzione perché in un certo senso completa la sua osservazione),
dopo avere dimostrato quel teorema sulla separazione delle coppie
armoniche si pud anche dimostrare che per gli ordini naturali dei
punti d’una retta vengono soddisfatte le due ultime condizioni del
mio post. V.

Invero si consideri sopra una retta un ordine naturale (4BC);
Pesistenza d’un punto intermedio a B, C nel detto ordine, vien data
dal fatto che il coniugato armonico di 4 rispetto a B, C, insieme
ad 4 separa B, C. Parimente si deduce che non pud esservi un
punto (ad es. C) ultimo nel detto ordine; basta considerare il quarto
armonico dopo 4 B C che segue C in (4 B C).

Con questo siamo d’accordo nel ritenere stabilito che tutta la
Geometria projettiva puo fondarsi sui primi 3 postulati della mia
Nota, sulla ipotesi che sopra una retta vi sieno pit di 3 punti, e sui

(*) Queste condizioni enunciate per gli ordini naturali d’una retta dicono:

In un ordine naturale sopra una (certa) retta, tra due punti ve n’¢ sempre uno
(e quindi infiniti) intermedio.

Questo ordine naturale non possiede un w/timo elemento.
(**) Con una lieve modificazione del ragionamento a pag. 11 della mia Nota,



84 G. FANO E F. ENRIQUES.

post. V, VI, VII, della detta Nota, omesse le due ultime condizioni
del V le quali in base alla detta ipotesi ed al post. VI possono  di-
mostrarsi.

Questa ¢ certo, dal punto di vista scientifico, una semplifica-
zione, la quale per altro non sarebbe forse opportuna ove (come nella
mia Nota) si volesse tener conto anche delle esigenze didattiche, e
seguire la via indicata dall’intuizione sperimentale... .

Castiglione dei Pepoli (Bologna), settembre 1894,

F. ENRIQUES.

(Lettera del Dr. @. Fano al Dr. F. Enriques).

A complemento della mia lettera dello scorso Settembre potrei
aggiungere un’altra osservazione, che al momento non mi si era
presentata, e che ora si collega anzi con quanto & detto nella Sua
Risposta.

Se fra due punti 4 e B di una retta @ non esistesse che un
numero finito 7 (> o) di punti infermedi (riferita quest’espressione
a uno dei due sensi di disposizione naturale), & chiaro che una
projettivitd qualsiasi su a4, nella quale ad 4 e B corrispondessero due
punti 4’ e B’ con un numero qualunque diverso da n di punti in-
termedi (nell’uno e nell’altro senso di disposizione naturale), sarebbe
in contraddizione col post. VI della Sua Nota. E siccome una projet-
tivith cosi fatta si pud sempre costruire (se la retta contiene pitr di
tre punti) cosi possiamo anche concludere subito che (in questa
stessa ipotesi) non solo intiera retta deve contenere infiniti punti, ma
infiniti devono pure esservene in ogni segmento (definito il segmento
nella disposizione circolare naturale, che ha carattere projettivo),

Anche le condizioni 4* e 5* del Suo post, V, in quanto si rife-
riscono agli ordini naturali caratterizzati dal post. VI, seguono dunque
immediatamente da questo stesso post. (ammessa | esistenza di almeno
quattro punti sulla retta); e siccome ¢ in questo caso soltanto che
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la prima di esse occorre pili avanti, per dimostrare la separazione
delle coppie armoniche, mi sembra cosi rimediato anche all’inconve-
niente didattico, che giustamente Ella aveva scorto nella semplifica-
zione propostalc... .

Colognola ai Colli (Verona), 3 ottobre 1894.

G. Fano.
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CONCERNING TRIPLE SYSTEMS;

by E. Hastings Moore, of Chicago.

Adunanza dell’11 novembre 1894.

Mr. Netto in his article « Zur Theorie der Tripelsysteme »
(Mathematische Annalen, v. 42, pp. 143-152, 1893) raised the
questions as to the existence and the number of distinct classes of
triple systems in # elements, where # has (necessarily) the form
n=—==6m-+ 1 or 6m-+ 3.

I took up the questions in an article « Comcerning Triple
Systems » (Mathematische Annalen, v. 43, pp. 271-285, 1893), and
was able to construct for every # > 13 of the proper form (at least)
two distinct triple systems.

Mr. Jan de Vries in his paper « Zur Theorie der Tripel-
systeme » (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, v. 8,
pp. 222-226, 1894) exhibits a triple system in 7 —13 elements
distinct from the one given by Mr. Netto.

Thus we see that for n=—=3, 7, 9 respectively there is but ome
class of triple systems in n elements, and for every n >\ 13 of the
form 6m 1 or 6m -+ 3 we are in possession of at least two classes,
while the extreme flexibility of my method of construction (although
it is not exhaustive) would seem to justify the comjecture that the
number of classes increases rapidly with n.

The University of Chicago
October 22, 1894.

E. HastiNngs MoORE.



SULL’EQUILIBRIO DELLE SUPERFICIE

FLESSIBILI E INESTENDIBILI;

Nota di G, Pennacchietti, in Catania,

Adunanza del 23 dicembre 1894.

Dopo la classica memoria del Beltrami Sull’equilibrio delle
superficie flessibili e inestendibili (*) si pubblicarono pregevolissimi
lavori sullo stesso soggetto (**), intorno al quale mi limito a fare
in questa breve Nota qualche osservazione sul modo di dedurre le

equazioni differenziali, indicando in ultimo un nuovo notevole caso
di equilibrio.

I. Sopra una superficie, che supponiamo perfettamente flessibile
e inestendibile, sia tracciato un sistema di coordinate curvilinee #, v
e sieno x, y, g le coordinate di un punto M della superficie rispetto

(*) Mem. R. Accad. delle Scienze di Bologna, serie IV, t. III, anno 1881,
pag. 217-265.

(**) G. Morera, Rend. Accad. Lincei, 1883.

V. Volterra, ivi, 1884, note due.

G. A. Maggi, Rend. Ist. Lomb. serie II, vol. XVII, 1884.

E. Padova, Rend. Accad. Lincei 1885.

G. Picciati, Sull’equilibrio e sul moto infinitesimo delle superficie fles-
sibili ed inestendibili. (Giorn, di Matem. del prof. G, Battaglini, 1892).
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a un sistema di tre assi ortogonali fissi nello spazio. Consideriamo
il parallelogramma elementare d s, di cui sieno ds, , ds, i lati uscenti
dal punto M e nei quali variino la sola # e la sola v rispettivamente,

Poniamo :
dEN Ty 9z
E_(ETJ) +(6u) +(au)

dx8dx  dydy  drdz
=g%ob 34y T ondv’

o=(59)+G3)+ G’

Se X, Y, Z sono le componenti di una forza secondo gli assi
e U, 7, W le componenti della forza stessa secondo le linee coor-
dinate #, v e secondo la normale alla superficie e se questa nor-
male forma cogli assi angoli i cui coseni sono =By %yost has

ti==

e Tow X
U[/Eaa+ |/(";‘69+ =it

I/I 6‘u+ Vl;—g%-f_ﬁW’

I
Z'—U|/Eau+ VGav+T

Sui lati ds,, ds, del parallelogramma si esercitano dalla rima-
nente superficie tensioni dirette nel piano tangente e le cui compo-
nenti denoteremo con — I,,, — T, secondo le linee coordinate u
e con —7,,, — T, secondo le linee v. In virth delle ultime tre
equazioni le componenti, secondo ’asse delle x, delle tensioni che si
esercitano sui lati ds,, ds, del parallelogramma, sono rispettivamente :

dx E 9x
"‘(T.ma‘u' o 7;“! ’ga_ﬂ)d“’

G dx dx
——(T Eau+ )dv.
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Le componenti analoghe pei rimanenti due lati, opposti  rispet-
tivamente a ds,, ds,, sono:

1 dx E dx 0 E ox
( uuau+ Trm aﬁ)du +3—9(T""au+ Ga )dud”,

G ox 0x d Gox ax)
(T Eau ‘w3 )‘“”ra ( l/;a S i

Analoghe sono le componenti delle stesse tensioni rispetto agli
altri due assi. Tutte queste tensioni fanno equilibrio alla forza esterna
che si esercita sull’elemento d¢ e le cui componenti diremo Xdo,
Yds, Zdo. Esprimendo che sono nulle le somme delle componenti
di queste tensioni e della forza esterna, secondo gli assi, dividendo

per dudv e ponendo H=|/EG — F, si ha:

£ d Gox dx
HX—a( L.V Eou Twﬁ)*’

d dx E 9x
+§;(— T“ua;—‘ sy 557&)

con due equazioni analoghe.

Si pud immaginare che pel centro del parallelogramma d o pas-
sino le direzioni della forza esterna e delle componenti, secondo le
linee coordinate, delle tensioni sui lati del parallelogramma, sicché
esprimendo che & nulla la somma algebrica dei momenti, rispetto al
centro del parallelogramma, della forza esterna e delle tensioni per
le quali & in equilibrio il parallelogramma stesso, si trova la relazione :

Ponendo

f po=— T.== I v:—uTwl/?—,

Rend. Cirs. Matem., t. 1X, parte 1%, —Stampato il 22 gennajo 1895. 12
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si ottengono cosi le equaziony indefinite dell’equilibrio :

Tk ay 0 ay
gt | o

0z a7z
HZ—'__( au+*‘av)+av( cTz_t-*—V%)’

le quali sono conformi alle equazioni del Beltrami.

Se X.ds, Y.ds, Z,ds sono le componenti, secondo gli assi,
della forza che agisce sopra un elemento ds del contorno, si dovri
avere, per I’equilibrio, anche la condizione :

fX,ds +fXdc:.0.

Se per X si sostituisce il suo valore fornito dalla prima delle (1)
e se si osserva che si ha:

si deduce :

0x ox\dv dx ox
f[( iy aw)d:_(6u+ av)d —|—X]ds_—..o.

Osservando che quest’equazione e le due analoghe che si po-
trebbero egualmente dedurre, sono verificate per qualsiasi contorno,
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anche piccolissimo, si ottengono le tre equazion ai limiti ¢

ax\dv du |
L ( au+"av)ds +( T av)ds’

ey dy\dv dy ay du
s ( ol ) +( “5u ov/ds’ (2)

= 9z dz\dv 0z oz\du
Z’__()‘a_ﬁ+“a—v)ﬁ"+ (f*a‘ﬂ“ﬁ)a‘;-

Se le (1) si moltiplicano ordinatamente dapprima per il

du’ du’
d , dx=dy=id
a_;‘{! pot per ov’ 83’! a{s infine per i coseni a, B, | degh an-

goli che la normale alla superficie forma cogli assi e se ciascuna
volta si sommano i risultati e si pone:

Q__Xg—:+Y +zaz Q_XQ+Y +z

si avranno le equazioni indefinite dell’equilibrio nella forma :

Ho — 1 9E, +gf +(£__ “)G)wr

2 0u ov 2 du
A ap oy
+(5e+5 5)E+ (5 +av)F
o 1 0E :aG
HQ’__“( 260) + zav ik

A Bp. 9y
e

HXz 4 YR+ Zy)= A + 2Bp 4 Cy,
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dove si & posto per brevitd :

e
4=55c+ 5h0 + 55

o> x ay 2’z
B—a dv +auavp+auaﬂ’

az

C=Fo+ Fb + Gaiv

Se U, 7, W sono le componenti della forza X, Y, Z secondo
le linee coordinate #, v e secondo la normale alla superficie, si ha:

g=¥E e roy v EOE FO B
W=2ZXea-+ YB + Zy.

Le equazioni indefinite dell’equilibrio divengono percid :

H’U:VE( itk an 7\+2F.!L+Gv)

HV—VG(S"‘q—a —|—El+2Fy.+Gv) ()

HW —AX+2Bp + Cy, J

dove :
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1 I E oF 1 0F
Ez_—_-—T——-—F-a——}—E—-—-———— ’
H 30 ou 2 0v

1 JdE oG
F, ;:?(‘Fa”a" +EaTa)’

I

1 oF 106G 1 00
G=—?1T[—F(5?‘?a—u) +?E§J]’

come si dedurrebbe anche dalla memoria del Beltrami.
Si riconosce poi immediatamente che le prime due equazioni
indefinite dell’equilibrio in coordinate curvilinee si deducono dalle

note equazioni differenziali :

7 B e T A
dt ou O0u

del moto di un punto di massa eguale all’unith sopra la superficie
data e sotto I’azione delle forze date X, ¥, Z, col solo cambiare in

queste ultime equazioni:

2
Uy W', 7, un’ v

rispettivamente in
e aee ol ke e L0k g O
TS gl g H(é“fr:a‘a ’ (Ia_u+av)'

Similmente moltiplichiamo le equazioni (2) rispettivamente per
gxeay. 0%

0 i o, o oo, operiamo nello stesso modo col molti-
%0y 0%

plicatori Y R coi moltiplicatori , @, y: poniamo:

Iau-l—Yxau'l"Zsau’ Qz""“X:au-I'Y;au"l"Z;au
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e osserviamo che si ha identicamente :

ax dy ARG dx
g;“‘l‘a—“ﬁ-l‘a—“'fu—-(), Fr L [5+av7—0,

si avranno le equazioni ai limiti nella forma :
: dv du dv . du
QI——E(—ka?‘FP'E)-FF(—“P*d?-l-VE),
;_ dv du dv du
Q=—F(_7‘E"+“E)+G(—“&T+”E)’
Xaed4 Y3+ Zy=o.

Se la forza X, Y,, Z, si risolve in tre componenti U,, 7, W,
secondo le linee coordinate u, v e secondo la normale alla super-
ficie, si ha:

s VE(GQ’——IQ), V,._VGc FQ, + EQ),

W,=ZXa+ VB + Zy.

Le equazioni ai limiti assumono cosi quest’altra forma data pure
dal Beltrami.

U’:VF(_ljv ) be VG( bor+ d:)

B =0

(4)

IL. Ai casi notevoli di equilibrio dati dal Beltrami aggiun-
gero il seguente, il quale vale pure per una superficie qualunque e
puo essere direttamente verificato mediante le formule che precedono.
S’immagini, com’¢ sempre possibile, sopra la superficie data un si-
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stema di coordinate curvilinee isoterme e il quadrato dell’elemento
lineare sia dato da:

ds* = E(du* + dv°).

La superficie stessa sard in equilibrio sotto !’azione:
° delle forze

W:%(Ax +2Bp + Cv),

I I
dove k & una costante qualunque, = oI le curvature tan-
" v

genziali o geodetiche delle linee coordinate #, v, cioé:

Lol IVE 2 VE
B S T

'E

e dove, indicando con b,, b,, k, nuove costanti qualunque, si ha:

b, e k 53 :
1‘—"E’+kx: s i "-—"’f‘"ﬁ‘k.,

2° di forze al contorno determinate dalle formule generali (I, 4)
e da quest’ultimi valori di &, &, v

Catania, 29 novembre 1894.

G. PENNACCHIETTI.
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SU DI UN TEOREMA FONDAMENTALE

RELATIVO AGLI ELEMENTI COMUNI DI DUE CONICHE IN UN PIANO.

Nota di Eugenio Maccaferri, in Bologna.

Adunanza del 23 dicembre 1894,

Con la presente Nota mi sono proposto di colmare una lacuna
che ho riscontrato nelle ordinarie trattazioni sintetiche del problema
degli elementi comuni a due coniche di un piano. Come & noto lo
svolgimento di tale problema (come in generale di tutti i problemi geo-
metrici di 3° e 4° grado) si fonda sul teorema che « Due coniche (reali)
di un piano aventi in comune un punto (reale), che non sia di con-
tatto, hanno almeno un altro punto (reale) comune ». Di questo teo-
rema (il quale corrisponde in sostanza all’esistenza di una radice reale di
un’equazione di 3° grado)sisuol dare nei trattati di geometria proiet-
tiva (*), seguendo il Chasles, una giustificazione intuitiva che
non ¢ affatto una dimostrazione rigorosa. D’altra parte non era da sup-
porsi che per dimostrare tale proposizione fosse necessario introdurre
qualche nuovo postulato, oltre al sistema di postulati atti a stabilire
il teorema fondamentale dello Staudt, e cid per la dimostrazione
analitica della quistione (*¥).

(*) Vedi per es.: Sannia, Geom. proiett., 2* ed., pag. 265.
(**) E noto che dal teorema fondamentale dello Staudt si deduce la rap-
presentabilitd dei punti dello spazio mediante coordinate proiettive.



SU DI UN TEOREMA FONDAMENTALE RELATIVO, ETC. 97

Io ottengo appunto in questa Nota la dimostrazione della pro-
posizione in parola fondandomi sui risultati stabiliti dal sig. F. En-.-
riques in una sua Nota (*) dove espone un sistema di postulati
grafici conducenti al teorema fondamentale dello Staudt.

Risolvo ancora alcune altre quistioni (che hanno attinenza all’ar-
gomento trattato in questa Nota) sul modo di comportarsi, I’una
rispetto all’altra, di due coniche del piano, avuto riguardo allff loro
regioni di punti interni e di punti esterni, quistioni che venivano
risolute finora con processi intuitivi.

L. Rimando alla Nota Sui fondamenti della Geometria proset-
tiva del sig. Enriques per i postulati, le definizioni, i teoremi che
stabiliscono, rispetto alle forme fondamentali di 1* specie, la dispo-
sizione circolare naturale degli elementi (e corrispondentemente gli
elementi susseguentisi, le coppie di elementi che si separano, i seg-
menti, ecc.), le corrispondenze binnivoche ordinate e le loro proprieta,
e il teorema fondamentale dello Staudt.

Questi concetti e teoremi — avuto riguardo agli sviluppi ordinari
della geometria proiettiva, e in particolare alla corrispondenza pro-
spettica tra i punti di una conica e i raggi di un fascio di centro
sulla conica, e alla proiettivitd tra coniche —si estendono senz’altro
alle forme di II° ordine del piano edella stella, v-a-d la conica-luogo,
la conica-inviluppo, il cono di II° ord. di raggi e il cono di II° ord.
di piani (*¥).

Allora il concetto di corrispondenza (biunivoca) ordinata si pud
considerarlo rispetto a due forme qualsivoglia delle 3 forme fonda-
mentali di 1° specie e delle 4 forme di II° ord., come si fa in par-
ticolare per la proiettivita.

2. Data nel piano una conica (reale) v, se il punto U e la
retta # sono polo e polare rispetto alla v, si conviene di dire che

(*) Sui fondamenti della Geometria proiettiva, Rendiconti dell’Istituto Lom-
bardo, s. II, v. XXVIII (1894).

(**) E cosi ancora alla forma di 1I° ordine dello spazio, la schiera rigata: ma
di essa non ci occupiamo qui.

Rend. Cire, Matem., t. IX, parte 1*,—Stampato il 22 gennajo 18gs. 13
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U ¢& interno o esterno alla y, e corrispondentemente che la # & esterna
o sega la v, secondoché sono ellittiche o iperboliche le due involu-
zioni (prospettive) (U), (#) di elementi reciproci rispetto alla Y, delle
quali U, # sono sostegno, — ovvero, cid -che & lo stesso, secon-
doché sono ellittiche o iperboliche le due involuzioni di punti e di
tangenti della conica delle quali U, # sono elementi di collinea-
zione (*).

Mi propongo di dimostrare le due proposizioni seguenti (di cui
dovrd servirmi in seguito), delle quali si suol dare una dimostra-
zione basata sul concetto intuitivo del movimento continuo di un
punto (o di una tangente) della conica (**).

« Se u & una retta segante di
«una conica ¥, e se M, N sono
«i due punti di sezione con la
«y, —nella punteggieta (u) uno
«dei due segmenti complementari
« MN & costituito da tutti punti
«interni (segmento interno) e ’al-
«tro & costituito da tutti punti
« esterni (segmento esterno), i punti
« estremi esclusi ».

Pel teorema di destra, siano

«Se U & un punto esterno
«ad una conica y, e se m, n sono
«le tangenti alla y che escono da
« U,— nel fascio (U) uno dei due
« segmenti mn & tutto di rette se~
« ganti, e l’altro ¢ tutto di rette
« esterne, le rette m, n escluse,—
« Si dice che il primo dei due seg-
«menti o angoli mn di (U) com-
« prende la conica y ».—

M, N i punti di contatto delle

tangenti m, n uscenti da U; la retta w= MN & la polare di U.
Sia L un terzo punto (oltre M, N) della y. Dico che ogni retta r
di (U) compresa nel segmento (o angolo) A= (mn) che contiene la
retta UL ¢ una segante della y, mentre ogni retta del segmento
complementare ¢ esterna alla y.

Infatti, detto H il punto (UL — MN), si conduca per U una

(*) L’equivalenza delle due definizioni deriva dalla proposizione che « Se
- O & un punto arbitrario della conica y, I'involuzione I di punti della v, prospet-
tiva rispetto ad O, allinvoluzione di punti reciproci (u), ha per elementi di col-
lineazione U, u». Cfr. Staudt, Geom. di pos., n° 253.

(**) Vedi ad es.: Sannia, Geom. proiett., 1° ed., pag. 402. La dimostra-
zione che & nella 2* edizione della Geom. proieftiva del Sannia a pag. 172-3
(n® 86, g) non ha senso, non so se per errori di stampa o per altro,
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.

retta arbitraria r (diversa dalle m, n, UL) e siano K, M, N, i
suoi punti d’incontro colle M N, LM, L N. Per un noto teorema ™
i punti M,, N, sono tra loro reciproci rispetto alla y, sicché sulla
r avremo l’involuzione di punti reciproci (r)=(UK, M,N,). Ora
notando che il gruppo HK MN della (u) & prospettivo (rispetto al
centro L) al gruppo UK M, N, della (r), avremo a seconda che in
(U) il raggio r ¢ esterno o interno all’angolo X = (mmn) che con-
tiene UHL, nella (#) la coppia HK separa ovvero non separa la
coppia M N, nella (r) la coppia UK separa ovvero non separa la
coppia M, N,, e quindi involuzione (r)= (UK, M,N,) ¢ ellittica
ovvero iperbolica; cio che & quanto si voleva dimostrare.
Correlativamente nel piano pel teorema di sinistra.

3. Si abbia una conica (reale) y, e sia U un punto del suo
piano, interno o esterno ad esso. Nel fascio (U) siano @, b due se-
ganti della conica.

2) Dico che dei due angoli o segmenti complementari ab del
fascio (U) ve n’¢ sempre uno o == (ab) le cui rette sono tutte se-
ganti della conica .

Invero, se U & esterno alla y basta prendere il segmento ab
di (U) che & contenuto nell’angolo A==(mn) formato dalle tangenti
alla y uscenti da U e che comprende detta conica (§ 2). Se U ¢&
interno alla y, ognuno dei due angoli complementari a4 & nelle con-
dizioni accennate, giacché nel piano di una conica ogni retta che
passa per un punto interno alla conica & una retta segante ().

Si consideri adunque nel fascio (U) I’angolo o segmento == (ahb)
le cui rette interne b sono tutte seganti della y.

8) Dico che tali rette seganti h determinano nella conica y delle
coppie H, H'’ di punti sezione che formano due segmenti (o archi)
della v, i quali sono riferiti con corrispondenza ordinata (§ 1) al
segmento (o angolo) » = (ahb) di (U), considerando come corri-

(*) Staudt, Geom. di pos., n° 253.
(**) Cid si pud derivare dal fatto che due involuzioni sulla conica, di cui
una sia ellittica, hanno sempre una coppia (reale) comune.
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spondenti la retta b e i due punti sezione H, H’ di tale retta colla
conica. :

Considero il caso di U esterno (per U interno si procede ana-
logamente). Le tre rette a, b, # di U segano la conica y in tre coppie
di punti 44’, BB, HH’ che sono coniugati in un’involuzione iper-
bolica (avente per centro di collineazione il punto U); sicche tali
coppie non si separano sulla conica, e quindi, disponendo opportu-
namente gli accenti, avremo nella conica v i sei punti susseguentisi
AHBB H" 4’. Voglio dimostrare che i due archi AHB, 4'"H" B’
della y sono riferiti (nel modo anzidetto) con corrispondenza ordi-
nata al segmento o = (akb) di (U).

Sia K un qualunque punto dell’arco 4 HB della y, tale, per es.,
che siano susseguentisi sulla y i punti 4, H, K, B. Se K’ ¢ il punto
coniugato di K, anche i punti 4, H’, K’, B’ si susseguono sulla
y¥,— sicche sulla y si hanno i punti susseguentisi A HK BB'K'H'4’".
Si dovra dimostrare che nel fascio (U) si susseguono le rette a= A44’,
h=HI, k=KK’, b=BB".

Si noti percid che siccome le due coppie di punti 4K, HH
si separano sulla v, il punto H, = (4K — HH") ¢ interno alla v,
onde il segmento 4 H, K della retta 4K ¢& interno alla y (§ 2) e
quindi 1’angolo prospettivo U(4 HK) di (U) risulta formato di rette
seganti. Di tale angolo non fa parte la retta UB==, giacché le coppie
AK, BB non si separano sulla y, onde il punto B, =(4 K — BB’)
risulta esterno alla ¥ e quindi anche al segmento 4 H K.—

Osservo infine che se il punto U & esterno alla conica ¥, si
pud prendere in particolare per angolo w = (ab) di (U) I’angolo
delle due tangenti alla conica uscenti da U: allora 4=4', B=5,
e i due archi considerati 4B, A’B’ divengono due archi comple-
mentari della conica.

4. Mi propongo ora di dimostrare il

Teorema.—Due coniche (reali) v, y', situate in un piano, aventi
in comune un punto (reale) A, che non sia un punto di contatto, hanno
almeno un aliro punio (reale) comune.

La tangente in A alla y incontri la " (oltre che in 4) in B,
e la tangente in 4 alla ¥ incontri la y (oltre che in A) in B’. Per
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B si conduca la seconda tangente (oltre alla BA) alla v, e sia C
il suo punto di contatto colla 7, € C’ la sua ulteriore con la v (¥).

Chiamo A ’angolo o segmento B(4 C) del fascio (B) che com-
prende la conica ¥ (§ 2).

Si consideri nel fascio (B) un raggio 7 variabile nel segmento
A= B(AC): siano M, M, i due puati Lincontro di 7 con la 7,
ed M’ il secondo punto d’incontro di 7 con la y'. Si considerino le
tre corrispondenz: ordinate nelle quali al raggio r == BM di X corri~
spondono rispettivamente i punti M, M, di y e il punto M’ di ¥’
di esse le due prime intercedono tra ’angolo A= B(4C) e i
due archi (o segmenti) complementari AC [4M C, AM,C] di ¥y
(§ 3, 8); e la terza intercede tra il medesimo angolo A=B(4C)e
Parco AC'[AMC] di Y interno a A [ed & precisamente una corri-
spondenza prospettica (§ )]

Ma i due archi complementari 4C di v si possono riferire con
corrispondenza prospettica ai due segmenti complementari 4 (BC)
del fascio (4), e I’arco 4 C” (interno a ) di ¥’ si pud riferire con
corrispondenza prospettica ad uno determinato dei due segmenti com-
plementari 4(B'C’) di (4). Sicche quest’ultimo segmento A(B'C)
di (A4) risulterd cosi riferito con corrispondenza ordinata a ciascuno
dei due segmenti 4(BC) di (4).

Indicherd per brevitd con b, ¢, b, ¢ rispettivamente i raggi
AB, AC, AB’, AC'. Nel fascio (4) adunque ad un segmento de-
terminato b’¢’ sono riferiti con corrispondenza ordinata i due segmenti
complementari b¢, essendo & distinto da b’.

Bisogna distinguere due casi :

1° I1 segmento '¢’ in quistione & contenuto in uno dei due
segmenti bc.—Allora se si considera quel segmento b¢ che contiene

il segmento ’¢’, la corrispondenza che tra loro intercede ammettera

almeno un raggio unito (**) (diverso da b e da b’).
(*) Si noti che C non pud appartenere alla 4B, e C' non pud appartenere
alla 4 B'; mentre C! pud coincidere con B, C con B!, o anche Ccon C, cid che

non disturba i ragionamenti che seguono.
(**) Vedi Enrique s,"oc. cit., § 10: TroREMA. «Se in una formadi 1* specie

« & data una corrispondenza ordinata in cui ad un segmento 4B corrisponda un
« segmento A'B/ contenuto nel primo, esiste in questo segmento A'B' (e quindi
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2° Nessuno dei due segmenti bc contiene il segmento b'¢’.—
Allora se si considera quello dei due segmenti b¢ che & riferito con
corrispondenza discorde al segmento #’¢’, la corrispondenza che tra
loro intercede ammette almeno un raggio unito (*) (diverso da & e
da &’).

Dunque in ogni caso esiste almeno un raggio r dell’angolo
A= B(4 C) (diverso da b = B A4) che sega la ¥y’ in un punto M’
che coincide con uno dei punti M, M, di sezione di detto raggio
con la y.

Con cid il teorema risulta dimostrato.

5. A quanto ¢ esposto nel precedente § aggiungo alcune consi-
derazioni che ci dinno un’idea precisa del modo reciproco di com-
portarsi delle due coniche y, ¥* in quistione,

Noto dapprima che i punti della vy’ esterni [cio¢ situati in rette
di (B) esterne] all’angolo A = B(4 C) che comprende la vy, sono
necessariamente esterni alla vy.

«) Considero le corrispondenze chie ho stabilito nel fascio (4)
tra il segmento b'¢’ e i due segmenti complementari be. [ raggi
uniti delle due corrispondenze contengono ciascuno (oltre ad 4) un
punto comune alle coniche vy, ¥/, e viceversa per ogni punto (di-
verso da .{) comune alle vy, ¥” passa raggio unito di una di tali cor-
rispondenze. Il numero di questi raggi uniti e quindi il numero dei
punti (reali) diversi da 4 comuni alle y, v, il quale & X 1 (§ 4),
dovra essere £ 3, altrimenti le due coniche y, ¥’ sarebbero coin-
cidenti.

Se immagino un raggio m’ del fascio (4) che descriva il seg-
mento b’¢’ da b’ verso ¢/, ad esso corrispondono nelle due corri-
spondenze in quistione due raggi m, m, di (4) che descrivono (in

«in AB) un elemento unito M siffatto che ad esso non precede alcun elemento
« unito nel segmento ordinato 4 B ».—In questo teorema si considera veramente
una corrispondenza data in fuffa una forma di 1* specie, ma & sufficiente che la
corrispondenza interceda tra i due segmenti considerati, come appare dalla dimo-
strazione.

(*) Invero, & facile nel caso indicato determinare un segmento che & con-
tenuto nel segmento corrispondente.
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senso tra loro opposto) i due segmenti complementari (b¢). I raggi
m, m, segano la y (oltre che in 4)in due punti M, M,, eil raggio
m’ sega la v (oltre che in 4) in un punto M’, risultando i tre punti
M, M,, M’ su di una medesima retta r del fascio (B).

Dico che il punto M’ di y’ risulta interno a y solo quando il
raggio m' = AM’ ¢& esterno ai due angoli bm, bm, percorsi dai due
raggi mobili m, m, prima di giungere alle posizioni m=AM,
m, = AM,.

Invero, solo nel caso accennato il punto 4’ in cui la retta
m’= A M’ sega ulteriormente la y & un punto dell’arco MM, di y
che non contiene A, v-a-d le due coppie di punti 44’ MM, si se-
parano sulla y, e quindi il punto M’ = (44" — MM,) risulta in-
terno alla .

B) Nel segmento b’¢’ in quistione, procedendo da b’ verso ¢’
sia b il primo raggio che ¢ unito in una qualsivoglia delle due cor-
rispondenze considerate, e che contiene quindi (oltre ad 4) un punto
H comune alle y, v’ (b ¢ distinto da &', non escluso che sia h=¢"=¢,
— e quindi H ¢ distinto da 4, non escluso ché sia H=C = C).
Dico che i raggi compresi tra b’ e b contengono tutti dei punti della
Y interni alla y, ciot 1’arco A H, che non contiene B di y" & for-
mato (gli estremi esclusi) da tutti punti interni alla y.

Per dimostrarlo basta far vedere che nel segmento &b non v’e
nessun raggio m’ che sia interno ad uno dei due segmenti b, bm,
che corrispondono a #’m’. Si supponga per es. che m' sia interno
a bm: in tal caso:

1°) o anche #” ¢ interno a bm, —e allora o b'm’ & interno a
bm, o bm, & interno a b’'m’, :

2°) o b’ ¢ esterno a bm, —e allora &'m’ o ha sensp opposto
a bm contenendo m, o ha senso opposto a bm, contenendo b:
sicche per le proprieta delle corrispondenze ordinate esisterebbe sempre
un elemento unito nel segmento b’ m’, cio che & contro Iipotesi.

Analogamente, se nel segmento b’ ¢’ & k Uultimo raggio unito
e che contiene percid (oltre ad 4) un punto K comune alle vy, ¥
(non escluso che sia k= h, o anche k—=¢"=¢, 0 le due cose in-
sieme, — e quindinon escluso che sia K= H, o anche K=C'=C,
o le due cose insicme), I'arco K 4, che contiene B, della y ¢ for-
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mato (gli estremi esclusi), da tutti punti esterni alla y, come si di-
mostrerebbe con ragionamento simile al precedente.

Dunque « il punto 4 comune alle due coniche v, ¥’ senza es-
« sere un punto di contatto, separa sulla conica y" due archi adia-
« centi AH, KA, formati (eéscluso i punti estremi) I’uno di punti interni
« e Paltro di punti esterni alla conica y, essendo H, K due punti
« comuni alle y, ¥’ (non escluso H = K) ».

Lo stesso si dica della conica y rispetto alla conica y'.

) Esamino ora in breve le diverse ipotesi che si possono fare
sul numero [\ 1 e £ 3] dei punti (reali ¢ distinti) che le due co-
niche 1,y hanno in comune oltre al punto 4, ottenendo cosi i di-
versi casi possibili avuto riguardo alla teoria sviluppata, i quali risul-
tano appunto i casi che si verificano in realtd, come mostrerebbero
ulteriori semplici considerazioni.

a) Se le due coniche y, y* ammettono (oltre ad 4) un sol punto
(reale) comune H, in ciascuno di esse (per cid che si & visto in B)
i due archi complementari 4 H sono ’uno di punti interni e ’altro
di punti esterni all’altra conica. [Le due coniche hanno in H o le
tangenti distinte o un contatto tripunto].

b) Se le due coniche y, y’ ammettono (oltre ad 4) tre punti
comuni H, I, K, in tali punti le y, ¥* non possono avere contatto,
giacche altrimenti esse coinciderebbero, sicche se procedendo in un de-
terminato senso sulla conica ¥ I’arco 4 H risulta di punti interni alla
¥, Parco HT risulterd di punti esterni, IK di punti interni e K4
di punti esterni.

¢) Infine se le y, ¥y’ ammettono (oltre ad 4) due punti comuni
H, K, in uno almeno di questi, supponiamo per es. nel punto Hiile
due coniche non devono avere contatto, giacché altrimenti esse coin-
ciderebbero. Dico che nell’altro punto K le y, y* hanno necessaria-
mente un contatto. Infatti, se procedendo in determinato senso sulla
y' Parco K 4 & esterno alla y, I'arco 4 H sard interno, e Parco HK
sard esterno (per quanto si & visto in @). Sicché i due archi adia-
centi HK, K A della ¥, che sono separati dal punto K comune
alle y, 7', sono entrambi esterni alla 1, cid che esclude che in K
le v, ¥ abbiano le tangenti distinte.

6. Esamino ancora alcune altre questioni sulla posizione reci-
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‘proca di due coniche (reali) di un piano, rispetto alle loro regioni
di punti interni e di punti esterni.

) «Se si hanno in un piano due coniche (reali) v, Y’ ed 4
« & un punto della y esterno [o interno] alla Y, esiste un arco
« MAN di y tutto costituito di punti esterni [interni] alla 7" ».

Sia HAK un arco della y Contenente un punto A esterno alla
y’. Conduco per A due rette arbitrarie che seghino la v’ nelle due
coppie di punti 4, 4', 4,4": queste due coppie non si separano
sulla y* per essere il punto 4 esterno alla y’, e di pit posso stabi-
lire le designazioni dei quattro punti in modo che 4, A’A" 4, si sus-

seguano nella .

Mediante i fasci (4,), (4,) riferisco con corrispondenza ordinata
Parco HAK di vy ai due archi H'A'K’, H"4”K"” di Y’ (S 3,8) i
quali risultano cosi riferiti con corrispondenza ordinata tra loro. I due
archi corrispondenti 4’K’, A"K" di ¥* o non hanno punti uniti, o
hanno un primo punto unito (differente di 4’) procedendo da A’ verso
K’; sicché in ogni caso posso prendere in 4°K’ un punto N tale che
Parco A’N’ e I’arco corrispondente 4”N’” non abbiano punti uniti
nella corrispondenza. Analogamente nell’arco H'4’ potrd prendere
un punto M’ tale che i due archi corrispondenti M'4’, M4
non abbiano punti uniti. Ottengo cosi sulla y’ due archi M'A'N',
M’ 4”N"" riferiti con la corrispondenza ordinata che abbiamo stabi-
lito, i quali non hanno elementi uniti. Di pil potrd aver preso
i punti M’, N’ in modo che M, N’, M”, N"" si trovino tutti nel-
VParco A, A'AA,.

Dico che ’arco M AN di y (che corrisponde ai due archi pre-
cedenti M'A’'N’, M”A”N"" di y’) ¢ tutto di punti esterni alla v’

Infatti, ad ogni punto P di M 4 N corrispondono in 7’ due punti
distinti P, P”" che si trovano nello stesso arco 4, 4'4"4,; e di pit
in tale arco ordinato 4, A’d""d, P' precede P, giacché in caso con-
trario i due archi corrispondenti AP, A’"P” dovrebbero avere un
punto unito, come si deduce facendo le diverse ipotesi possibili
sulla posizione rispettiva dei quattro punti- AP A P e appli=
cando i teoremi sulle corrispondenze ordinate. Sicché il punto
P = (4, P — 4,P") & esterno alla y".

Analogamente si ragiona se il punto A4 di y & interno alla y',

Rend, Circ. Matem., t. IX, parte 15.—Stampato il 1° febbrajo 1895. 14
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B) «Se si hanno in un piano due coniche (reali) y, v/, ed esi-
« stono due punti 4, B di v ’uno esterno, I’altro interno alla v/,
« le due coniche hanno almeno due punti (reali) in comune, situati
« nei due archi complementari £B di y».

Invero, considerando uno qualsivoglia degli archi 4B di vy, i
punti di tale arco si possono dividere in due classi, I’una dei punti
ai quali precedono nel segmento o arco ordinato 4B solo punti
esterni alla y’, Paltra dei punti pei quali cid non accade. Tali classi,
pel postulato della continuitd (*), ammettono un punto di separa-
zione H, che & un punto comune alle due coniche, non potendo
essere (pel teorema «) né un punto esterno, né un punto interno
alla ¢'.

) «Di due coniche (reali) y, y* di un piano aventi un con-
« tatto senza avere altri punti reali in comune, sempre una ¢ esterna
« all’altra (**) ».

Invero, si conduca pel punto di contatto 4 una retta che seghi
le v, ¥’ nei punti B, B’ rispettivamente : almeno uno degli estremi
B, B’ dei due segmenti 4B, 4B interni (§ 2) alle y, ¥ & esterno
all’altro segmento: se per es. B ¢ esterno al segmento 4B’ (in-
terno alla y*), tutti i punti di y (4 escluso) sono esterni a y, giacché
se esistesse un punto C di y interno a ¥/, le v, ¥" dovrebbero avere
due punti (reali o distinti) in comune, cid che & escluso.

Secondoché poi B’ & esterno o interno al segmento 4 B, interno
ay, lay’ (come ¢ facile dedurre) risulta esterna o interna alla Y.

8) «Di due coniche (reali) y, y* di un piano non aventi punti
< reali in comune, sempre una & esterna all’altra ».

Invero, se si conduce una scgante comune, i due segmenti 4 B,
A'B’ di tale retta interni alle y, y* devono essere o 1°) ’uno esterno
all’altro, o 2°) uno interno all’altro (cio¢ le due coppie 4 B, 4’B’
non devono separarsi, giacch¢ altrimenti le due coniche avrebbero
due punti in comune). E si deduce immediatamente che nel 1° caso

(*) Vedi: Enriques, loc. cit, § 9.
(**) Ciot tutti i punti di una conica sono esterni all’altra, il punto di con-
tatto escluso,
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le due coniche risultano esterne 1’una all’altra; e nel 2° se per es.
il segmento 4’B interno alla y* & contenuto nel segmento 4 B in-
terno alla y, la y risulta esterna alla y’, e la ¢’ interna alla 7.

Bologna, 10 dicembre 1894.

EuceENIoO MACCAFERRI
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PRELIMINARI PER LO STUDIO DELLE FUNZIONI
DI DUE VARIABILI;

Nota di G. Vivanti, in Pavia.

Adunanza del 13 gennajo 1895,

1. Una delle difficoltd che presenta lo studio delle funzioni di
due variabili proviene dal fatto che, tentando di estendere a queste
Pordinario metodo di rappresentazione geometrica delle quantith com-
plesse, si & condotti a considerare come campo d’esistenza di tali
funzioni uno spazio piano a 4 dimensioni.

E noto che Poincaré, nelle sue importantissime ricerche
sugl’integrali della forma [[F(x, y)dxdy (¥), evitd questa difficoltd
considerando, in luogo degli enti geometrici posti nello spazio a 4
dimensioni, le loro intersezioni con-uno spazio a 3 dimensioni oppor-
tunamente scelto. .

Non & tuttavia inutile vedere se, senza alcuno speciale artificio,
possa ottenersi nello spazio ordinario una rappresentazione completa
del campo di variabilitd di due quantitd complesse indipendenti, la
quale si presti opportunamente allo studio delle funzioni di due va-
riabili. Una tale rappresentazione si ha appunto, quando si faccia
corrispondere a ciascuna coppia di valori (x, y) delle due variabili
una retta dello spazio. Intendendo allora deposto su ciascuna retta
(x, y) il valore corrispondente della funzione f(x, y), questa potrd

(") Sur les résidus des intégrales doubles, Acta math, t. IX, pp. 321-380.
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‘considerarsi come una fungione di linee, in senso analogo a quello
dato a tale denominazione da Volterra ().

Siccome perd la geometria dello spazio rigato ¢i & assai meno
familiare che mon quella dello spazio punteggiato, cosi avviene che
alcuni concetti fondamentali relativi alla geometria infinitesimale ed
all’analysis situs dello spazio ordinario, i quali si appoggiano princi-
palmente sull’intnizione geometrica, perdono tale carattere di intui-
tivith nel trasformarsi nei concetti corrispondenti per lo spazio di
rette. Tali fra gli altri i concetti di ente geometrico aperto o chiuso,
di elemento imterno od estermo ad un ente chiuso, di émtorno d’un
elemento, di contormo, etc. (**). Importa pertanto darne anzitutto una
definizione precisa. E questo I’oggetto principale della presente Nota,
la quale contiene cosi i preliminari dello studio delle funzioni di due
variabili complesse. E riservando tale studio ad altra occasione, ci
limitiamo per ora ad accennare brevissimamente alla via da seguirsi
per estendere a quelle funzioni i concetti fondamentali di Canchy
e di Riemann,

2. Se &, 1, { sono le coordinate correnti d’un punto dello spazio
ordinario, noi intendiamo la coppia di valori complessi x = x, 4 ix,,
y=y, + 1y, rappresentata dalla retta :

rE+xl=t ym+yl=1 (1)

che diremo retta (x, y) (***).

(*) Sopra le funzioni dipendenti da linee, Rend. dell’Acc. dei Lincei, 1887,
2° sem., pp. 225-230, 274-281; Sur une généralisation de la théorie des fonctions
d’une variable imaginaire, Acta math., ¢. XII, pp. 233-286. — E perd da notarsi
che le linee considerate da Volterra sono chiuse e di forma qualunque.

(**) Alla geometria infinitesimale dello spazio di rette si riferisce I'impor-
tinte memoria di Koenigs: Sur les propridtés infinitésimales de Pespace réglé,
Ann, de I'Ec. norm., 1832, pp. 219-338. Vedi anche la memoria dello stesse autore:
La géoméirie réglés, Ann. de la Fac. des sc. de Toulouse, t. I1I (18'89) e VI‘(1892).

(***) Se p; sono le coordinate omogenee della retta considerata, si ha:

pPr2=%1)1>» 9P;4=_“xz+yz’ p Py =— %201 P Pry = — %1
po3 = — %12 pP2g = N1

e le equazioni (3) e (4) del n° 3 divengono:

(Pu —1y Pzﬂ=I o (P:; +-a, ?2.02 = ?zf’:; » (P2 + 5 Pu)l o (Psl o bzp”)’ =i GZP?-V
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Ad ogni coppia di valori finiti e non nulli (x, y) corrisponde
una retta posta a distanza finita; alla coppia (o, ¥) la retra all’infi-
nito del piano y,n 4 y,{=1; alla coppia (x, 0) la retta all’infinito
del piano x, & 4 x,{=1; infine alla coppia (0, 0) qualunque retta
del piano all’infinito dello spazio, o, come puo dirsi, I’intero piano
all’infinito. Per mantenere adunque anche in questo caso unicita
della rappresentazione, converri considerare il piano all’infinito come
un unico elemento dello spazio rigato, allo stesso modo che nell’or-
dinaria rappresentazione dei numeri complessi l'insieme di tutti i
punti all’infinito del piano si considera come un punto unico.

Resta ancora da vedere quali rette corrispondano a valori infi-
niti delle variabili. A questo proposito pud dimostrarsi, che le rette
le quali rappresentano coppie di valori (¥, y) non ambidue finiti sono
tutte e soltanto quelle che tagliano a distanza finita uno almeno dei
due assi &, n.

Poniamo :

s Ko o &l il
X = ——-'X": y:——'Yss y.= Y;’

le (1) diverranno :
XEE XK, T% VLT, (2)

Supponendo che le X, ¥ rimangano sempre finite, si avrd x—o0
per X, =0, e y=o0 per ¥, =o0. On, se Xoe= X s=osle ()
rappresentano una retta passante per Porigine; se X, =o, linter-
sezione del piano ¥, 4 Y,{=7Y, col piano X,€ + X, = o pas-
sante per I’asse v, quindi una retta che taglia ’asse »; analoga-
mente se Y, = O una retta che taglia P’asse £&. — Reciprocamente,
se la retra (2) taglia P’asse & ad una distanza finita £ dall’origine,

le sue equazioni dovranno essere soddisfatte per E=EF n={—=0,

donde segue Y, = o; analogamente si ha X,—o se la retta (2)

taglia ’asse =.

3. Dicesi intorno I, d’una retta (a, b) I'insieme di tutte le rette
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(x, y) tali che :
(xl = a‘)z = (.\’.'2 =g az)z é Pz’ (y'l T br)z = (yz T b:)z é 0.2,

essendo p, ¢ due quantitd finite ma arbitrariamente piccole. Il con-
torno di I, ¢ costituito dall’insieme dei due complessi :

(x: =% n[)z <+ (xz £ a’z)a &= Pz’ (3)

(}’: 7k bl)’ F (yz I bz)z =i (4)

Prendiamo a considerare p. es. il primo di questi due com-
plessi.

Esso & costituito da tutte le rette poste negli o' piani condotti
normalmente al piano §¢ per le rette dell’inviluppo rappresentato

dall’equazione (3) giacente nel piano stesso. Tale inviluppo ¢ una

i R dx,
conica; infatti, eliminando x,, x,, s tra le:
2

Xl X b b =0, Edx sk Ldr —o0,
(x,—a) + (x,—a) =2, (x,—a)dx,+(x,—a)dx,=o,
si ottiene :
@8+ a8 — 1Y = (B4 )= )
Questa conica ¢ la polare reciproca del cerchio :

E—ay +E—ay=¢
rispetto al cerchio:
B =0
Essa ha un fuoco nell’origine; infatti per E4=i{=—=0 la (5)si

riduce ad un quadrato perfetto, il che dimostra che ciascuna delle
due rette imaginarie £ &= i{ —o0 incontra la curva in due punti
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coincidenti ossia le & tangente. La direttrice corrispondente & la retta :
J‘E +azt—' 1 —0,

ciod la proiezione sul piano £{ della retta (4, b). Dunque:
" Le proiezioni sul piano E% delle rette appartenenti all’intorno I,
della retta (a, b) sono tutte le rette le quali non tagliano_una conica
avente per uno dei fuochi Porigine e per direttrice corrispondente
la proiezione della retta (a, b).
Questa conica tende a confondersi colla proiezione della retta
(a, b), quando la costante p impicciolisce indefinitamente.
Considerazioni analoghe possono farsi per la proiezione sul
piano 0.

4. 1 due complessi (3), (4) hanno comune una congruenza, la
quale ha la proprietd speciale che la sua proiezione su ciascuno dei
due piani EL, n{ & costituita da un’infinitd semplice di rette, cioé
da un inviluppo. Sono questi gl'inviluppi di cui si ¢ parlato nel nu-
mero precedente.

La congruenza considerata & del 4° ordine e della 4* classe.

1l suo ordine risulta immediatamente dalla considerazione che le
(1), (3), (4) danno per ogni sistema di valori &, w, { tutt’al pilt 4
sistemi di valori reali x,, x,, ¥, ¥,

La classe d’una congruenza & il numero delle rette di essa con-
tenute in un piano qualunque. Sia:

AL +Bn4+ CL+ D=0

I’equazione d’un piano; le condizioni perché esso contenga la retta
(1) sono:

Ay, +Bx, 4+ Dx.y,—o, ‘Ax,y, 4+ Bxy,— Cx,y,=o0,
~donde si ha:
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Introducendo questi valori nella (3), essa diviene un’equazione
di 2° grado in y,, y,, che insieme alla (4) ci da 4 coppie di va-
lori y,, y,. A ciascuna di queste corrisponde per le (6) un’unica
coppia di valori x,, x,. Dunque la congruenza ¢ di 4° classe.

5. Data una retta P appartenentc ad un complesso m, dicesi
intorno della retta P nel complesso = insieme delle rette di = appar-
tenenti all’intorno di P. Esso & limitato da due congruenze [le in-
tersezioni di = coi complessi (3) e (4)], aventi comune una rigata,
le cui proiezioni sono gli inviluppi del n° 3.

Si definisce analogamente I’intorno d’una retta in una congruenza.

6. Importa ora vedere come una congruenza possa decomporsi
in una doppia infinitd di elementi.

Supponiamo dapprima che la congruenza considerata si proietti,
p. es., sul piano £¢ in un inviluppo. Se P & una retta della con-
gruenza, P, la sua proiezione sul piano E{ e P, ¢ quella retta (in
generale unica) dell’inviluppo che si considera posta nell’intorno di
P, e facente con questa un angolo positivo arbitrariamente piccolo
ma determinato d o, ogni retta della congruenza appartenente all’ele-
mento che ha per origine la retra P dovrd soddisfare alla condizione
che la sua proiezione sul piano £¢ sia una retta dell’inviluppo posta

fra P, ¢ P,. — Si ha, essendo ® 1’angolo di P, coll’asse §:

x,dx, — x,dx,

X
0 — — arctg ——, do = — > a2

2

quindi, se si vuole che dx sia costante e per conseguenzi lo sieno
anche dx, e dx,, si dovra prendere:

Ja MR
= 2 2
Xt %
dove m, n, d% sono costanti, ossia indicando con R(#%) la parte reale
di u e ponendo n-—im=—g¢q:

dm:R(g )d)\.

X

a,

Rend. Circ. Malem., t. 1X, parte 14,—Stampato il 4 febbrajo 1895. 1§
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Se invece, come avviene in generale, la congruenza si proietta
sul piano £ in una doppia infinita di rette, detti 4, B i punti d’in-
contro di P, cogli assi &, {, si conduca per 4 una retta P, che
faccia con P, un angolo da«, per B una retta P! che faccia con P,
un angolo df. Sia D il punto d’incontro di P, coll’asse {, C quello
di P coll’asse £. Ogni retta della congruenza appartenente all’ele-
mento che ha per origine la retta P dovra soddisfare alla condizione
che la sua proiezione sul piano £{ tagli lasse £ nel tratto 4C e
I’asse { nel tratto 4D, — Si ha:

xl

a— o Xy
tg‘*’——"—x-‘n tg(@‘f'd“)-—-‘m,

ossia mediante lo sviluppo di Taylor:

da.. xdx,

COB, Gl
da cui:

X dx
do= —; s .

A A

Analogamente :

xdx,

dﬁ:-z_x—,;.

4

Se si vuole che dx sia costante, si porrd :
dm:R(i)mdx, a8 =R(i)nd1,
% x
dove m, n, d\ sono costanti.
7. Se si ha una porzione t di una superficie &, si pud definire

geometricamente il contorno di T come scgue. Sia P un punto qua-
lunque di = (*), = il piano tangente alla superficie in P, e si ima-

(*) E quasi inutile avvertire che qui si fa astrazione dai punti singolari si
della superficie che del contorno.
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gini descritta in quasto piano una circonferenza di raggio piccolis-
simo o avente il centro in P. Se gli estremi di tutti i raggi di questa
circonferenza, per limp = o, giacciono in 7, si dice che P & un
punto interno di =; nel caso contrario, si dice che P appartiene al
contorno di =. :

In modo analogo pud definirsi il comtorno d’una porzione ¥
d’una congruenza s. Sia P una retta di =, e si imaginino condotte
per un punto di P tutte le semirette normali a P. Se T & una di
queste e o & una quantith costante positiva ed arbitrariamente pic-
cola, esiste in generale nell’intorno di P una ed una sola retta Py
della congruenza la cui minima distanza da P & p ed ha la stessa
direzione e lo stesso senso di 7. Se tutte le rette Prappartengono
a 7, P & una retta internu, nel caso contrario, essa fa parte del
contorno di <.

Analiticamente, se :

S €T A R 9.) =0, @ (%5 %55 Ji> yz):o

sono le equazioni della congruenza s, una porzione t di essa sard
definita da una diseguaglianza :

F(x:’ xz’ yzl }'z)éﬁ- (7)

Il contorno di = sard la rigata avente le equazioni :

f: 0, ?=o, i 0
Se P ¢ una retta di questa rigata, le due rette di essa contigue
a P separano le “P interne a = da quelle che non appartengono a
T, ossia che sono esterme a ~.

8. Le cose dette testé per le congruenze possono estendersi
immediatamente ai complessi.

Abbiasi un complesso s e una porzione ¢ di esso. Sia P una
retta di ¢, e si considerino tutti i piani paralleli alla P e distanti da
essa di una quantith piccola a piacere p. Uno qualunque = di questi
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piani avrd comune con s un inviluppo. Se questo, per tutti i piani
=, appartiene per intero a #, P ¢ una retta interna a ¢, in caso di-
verso essa fa parte del contorno di t.

Pud darsi un’altra condizione, sufficiente ma non necessaria in
tutti i casi, perché una retta P appartenga al contorno di ¢. Poiché
per ogni punto dello spazio passa in generale un’infinitd semplice di
rette d’un complesso, ciascun punto A della retta P sard il vertice
d’un cono k, di rette del complesso, e tutti questi coni avranno al
generatrice comune P. Consideriamo le generatrici P’, P” del cono
k, contigue a P dalle due parti opposte. Se fra le generatrici P’, P
di tutti i coni %, ve n’hanno alcune non appartenenti a #, puo asse-
rirsi che P fa parte del contorno di £

Analiticamente una porzione d’un complesso f=—=o0 ¢ definita
da una diseguaglianza della forma (7), e il contorno di tale porzione
¢ costituito dalla congruenza :

F e 9, Fes0

9. Una congruenza dicesi connessa, se prese comunque due rette
di essa pud passarsi con continuith da una all’altra mediante una
rigata appartenente per intero alla congruenza. Analoga definizione
puo darsi per un complesso.

Una congruenza connessa, non avente contorno, e di cui nes-
suna retta taglia a distanza finita gli assi £, n, dicesi chiusa. — La
stessa definizione vale per un complesso.

10.-Un complesso connesso dicesi semplicemente connesso, se qua-
lunque congruenza chiusa in esso contenuta lo divide in due regioni;
cioé se, data una congruenza chiusa o, possono assegnarsi due rette
P, Q del complesso, tali che qualunque rigata del complesso la
quale congiunga P con Q contenga almeno una retta della con-
gruenza o. : :

Un caso molto generale in cui una congruenza divide un com-
plesso in due regioni & il seguente. Il complesso considerato %, di
equazione f = 0, ¢ chiuso, e la congruenza c ¢& la rappresentagione
completa dell’equazione ¢ = o, cio¢ ¢ il luogo delle rette del com-
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plesso per le quali =0, essendo @ una funzione intera, razionale
o trascendente, delle x,, x,, y,, ¥, Allora avverrd in generale che
per certe rette di %, il cui insieme designeremo con k', ¢ & nega-
tivo, per le altre, il cui insieme diremo %, & positivo. Poiche ¢
rimane sempre finito nel complesso &, su qualunque rigata che con-
giunge una retta di £’ con una di k" vi sard almeno una retta per
cui @ — 0, ossia almeno una retta della congruenza .

1. Un complesso chiuso s divide lo spazio rigato in due re-
gioni. In altre parole, se un complesso s ¢ chiuso, qualunque rigata
chinsa: clie. ha: comuge ‘consessosunas rettaicnerthan comune almeno
un’altra.

Per giungere a questo risultato premettiamo un’osservazione.

Abbiansi due rigate p, p di cui nessuna generatrice tagli gli assi
£, n e stabiliscasi una corrispondenza continua ed ordinata tra le
loro generatrici. Sieno P, P’ due generatrici corrispondenti, e desi-
gniamo le loro minime distanze dagli assi £, = rispettivamente con
Prendasi una serie continua di valori positivi p che
vada da pp a ppy, ed un’altra analoga che vada da 6p a Gpr, € sta-
biliscasi una corrispondenza continud ed ordinata fra le due serie.
Detta (p, ¢) una coppia di valori corrispondenti, per ognuna di tali
coppie potremo scegliere una retti avente da £, # le minime distanze
g, 6, e cid in modo che l’insieme delle rette ottenute sia continuo.
Un insieme analogo si pud costruire per ciascuna coppia di genera-
trici corrispondenti delle due rigate p, p’. Ne segue che, date due
rigate qualunque di cui nessuna generatrice tagli (a distanza finita)
gli assi &, m, si pud passare dall’una all’altra per moto continuo in
sizioni tagli i

Pp, PP’; O'P, Gpr.

guisa che nessuna generatrice in alcuna delle sue po
medesimi assi.

1l passaggio da una rigata ad un’altra, che pud anche conce-
pirsi come una deformazione continua di una di esse, presenta un
notevole grado di arbitrarieta. Si vede perd che il passaggio da una
posizione ad una infinitamente vicina (deformagione infinitesima) pud
sempre imaginarsi avvenuto come segue. Per le varie rette P della
rigata si facciano passare dei complessi kp non contenenti la rigata
stessa, ¢ tali che, se P, P’ sono due punti vicinissimi, kp, kpr dif-
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feriscano di pochissimo tra loro; e si supponga che la retta P si
sposti mantenendosi nel complesso %, (*) e descrivendo una svilup-
pabile.

Dopo cio sia dato il complesso chiuso s, e sia P una retta qua-
lunque di esso. Per P e per un’altra retta Q di s si faccia passare
una rigata chiusa m; se # & un’altra rigata chiusa qualunque di cui
P sia una generatrice, si potrd deformare m sino a portarla a coin-
cidenza con 7 senza mai tagliare gli assi £, ». Supponiamo che n
abbia comune con s la sola retta P; allora vi sard una certa posi-
zione m’ della rigata variabile in cui essa avrd comune con s un’altra
retta O oltre P, mentre una sua deformata m’ di pochissimo differente
da essa non avrd comune con s alcun’altra retta. Imaginiamo con-
dotti per le rette di m’ dei complessi non contenenti m’, e tali che
i complessi s, condotti per le rette Q! prossime a Q’ differiscano di
pochissimo da s; potremo supporre che nel passaggio da m’ ad m”
ciascuna retta Q] si mantenga nel complesso corrispondente s,, e
che le due posizioni successive di essa si intersechino. La Q' si spo-
sterd rimanendo in un complesso s contenente tutte le rette di s
che sono nelle vicinanze di Q', e la sua nuova posizione interse-
cherd la Q’ stessa. Ne segue che, se questa nuova posizione non
appartenesse ad s, Q farebbe parte necessariamente (n°8) del con-
torno di s, cido che & impossibile perche s, essendo chiuso, non ha
contorno. Con c¢id & dimostrato 1’asserto.

Adunque un complesso chiuso divide lo spazio rigato in due
regioni; se due rette non appartengono alla stessa regione, ogni ri-
gata che le congiunge ha almeno una retta comune con s.

L’insieme delle rette che tagliano uno almeno degli assi &, 7
costituisce un complesso connesso; poiché esso non ha comune alcuna
retta con s, esso rimane interamente in una delle due regioni in
cui s divide lo spazio.

(*) Infatti sia » la rigata che si considera, r la sua deformata. 1l pas-
saggio da r ad r potrd concepirsi avvenuto in due successive fasi: deforma-
zione di 7 in r per modo che una generatrice P di r si trasformi in una gene-
ratrice qualsiasi P di r; e scorrimento di 7 su s& stessa in modo che la P vada

a coincidere colla intersezione P, di r con kp.
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12. Abbiansi nello spazio punteggiato due curve chiuse a, b; si
pud proporsi la questione se esse s'intrecciano o no. Percid si faccia
passare per @ una superficie chiusa ¢ non contenente b; essa taglierd
la b in un insieme di punti I Se, qualunque sia o, i punt di I
non giacciono in una sola delle due regioni in cui @ divide o, le due
curve a, b s’intrecciano.

Abbiansi ora nello spazio rigato due congruenze chiuse «, B.
Per « si faccia passare un complesso chiuso semplicemente connesso
s non contenente {$; questa potrd avere in comune con $:

1. Una rigata.

2. Un numero finito di rette.

3. Nessuna retta.

Se, qualunque sia s, si verifica uno dei casi 1, 2, € se inoltre

le rette comuni a B e ad s non giacciono tutte in una sola delle

due regioni in cui s & diviso da «, pud dirsi che le congruenze «, P
s’intrecciano.

Cib significa che non si pud ridurre P’una di esse per deforma-
zione continua ad un’unica retta senza venire 2 coincidenza con
qualche retta dell’altra.

Parimenti si dice che una rigata ed una congruenza s’intrec-
ciano, se, condotto per la congruenza un complesso chiuso qua-
lunque s, la rigata ha con esso delle rette comuni le quali non
giacciono in una sola delle due regioni in cui s & diviso dalla con-

gruenza.

13. Se in un complesso s si hanno 3 congruenze «, {; Y aventi

comune una rigata connessa ¢, si possono portare a coincidenza per

moto continuo le parti prossime ad ¢ delle congruenze a; P senza
venire a coincidenza con alcuna retta della congruenza Y.
Cidsounz delle . B, Edivisada e PEEIquats almeno ri-
guarda le parti prossime a questa — in due regioni «’, «”; B’, B”.
a divide il complesso s in due regioni

La congruenza y alla sua volt
giacerk una delle a«’, «”’, ed una

s’y 5%, in ciascuna delle quali
delle ¢, B”. Supposto p. es. che «’, B’ giacciano in s, € «”, §”" in
s, si potrd portare o’ a coincidere con B’ ed «” con (" senza

oltrepassare alcun elemento dizy-
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14. Lapplicazione dei concetti esposti allo studio delle funzioni
di due variabili formerd ’oggetto di ulteriori ricerche. Importa pero
far vedere sin d’ora con pochi cenni quale sia 'indirizzo che pud
seguirsi in tale studio.

Abbiasi una funzione di due variabili complesse definita da una
relazione algebrica F(x, y, 3) = 0. Le coppie di valori di x, y a
cui corrispondono valori di z non tutti tra loro distinti si ottengono
eliminando g tra le equazioni :

o

F:O, —a—{-—O.

1l risultato dell’eliminazione & della forma ¢(x, y)=o0, ossia:

G (s %5 Yoo ¥a) + i (X5 %25 Ye> 92) =05

esso equivale alle due equazioni reali :

t[;::o, %= 0y

le quali nello spazio rigato sono rappresentate da una congruenza,
la congruenza di diramazione 3.

Se, partendo da una retta P, si ritorna alla retta stessa percor-
rendo una rigata che non s’intrecci colla congruenza 3, la funzione
riprende il suo valore iniziale. Se invece la rigata s’intreccia - colla
congruenza 3, la funzione prende in generale un valore diverso da
quello che aveva in principio.

Se § si scinde in pilt parti connesse, e se 5 & una di queste, e

inoltre ¢ priva di singolaritd, tutte le rigate che s’intrecciano con o
e con nessun’altra parte di § possono ridursi I’una all’altra per moto
continuo senza venire a coincidenza con alcuna retta di 3, e quindi
sono fra loro equivalenti dal punto di vista delle permutazioni che
introducono nei valori della funzione considerata.

15. Per trattare un esempio semplicissimo, prendasi la funzione :

:=VE—aO—0b):
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La sua congruenza di diramazione & composta dei due piani:
a:E e li=1; o)y +bhL=1.
Se supponiamo « reale la prima di queste equazioni diviene:
a,E = b7

Prendiamo una rigata piccola a piacere, che giaccia in prossi-
mitd del primo di questi piani e che s’intrecci col medesimo. Tale
sarebbe per esempio un iperboloide di rotazione ad una falda avente

I
per asse una retta e s el (che si suppone positivo), avente

I

la linea di gola, di raggio arbitrariamente piccolo p, sul piano En,
e la cui generatrice abbia sul piano stesso un ’inclinazione « molto
prossima a 90°. La generatrice di questo iperboloide la cui proie-
zione orizzontale fa coll’asse £ un angolo o ha le equazioni :

1 E G Cos © C
—_— (=1
I I
— 4 psenw — - psenw
a, a,
I o sen

=1,

'»:.—pcc;)sm’1 c— pCcosw®

dove ¢ = -i-_, sicché essa rappresenta la coppia di valori:

I —%6COS® __ 1 -4icsenow
—_— —_— T e e e A T,
ot ' ¢ — pcosw
E——{-psenm

I

Il valore della funzione z su questa retta &:

I —i6COSO x+1csenm -
— b, —ib,
¢ —pCOsS®

+psenm
e —-a,psenw-—-iccosm g/I -I-N'Senm_b_’.b_
S 1 ¢ — pCOS O : s
— + psen ®

I

Rend. Cire, Matem., t. IX, parte 1*,.—Stampato il 7 febbrajo 1895. 16
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prendendo I’angolo « in modo che sia 6 — — a,¢, si ha:

1= ia;p(cos ® -+ isen o) % :
I+ apsene

v, '/[1 — b,(c — pcosw)] + i[— b,c + p (b, cosw — a, sen )]

c—pcosw

Se facciamo :

ap
I | apseno

= p(),

V[t —5,(c — p cos o) + [— b,¢ + p(b, cos © — a, sen O — 4(w),

C—PCOSOJ

— b,c + p(b, cos» — a, sen w)

e I —b (c —pcosw)

= 0(w),

avremo :

e e Py - O |

4 (w) — I/P (w) ei(w*%) VW&E: l/ ) (m) g (m) 8-4~+7(m+ﬂ(m)) :

dove p(w) e g(w) sono positivi purché a, sia positivo e p sia abba-
stanza piccolo, e la radice s’intende presa in valore assoluto. Ora
si ha;

PR =p©) ¢@m)=g(), H(zm)="0()+ k=,

dove %k ¢ un numero intero positivo, nullo o negativo; ma, siccome
pud sempre prendersi-p abbastanza piccolo perché 0(w) per tutti i

2

p i p . —b,c 3
valori di o resti prossimo quanto si vuole ad arctg SRS o sara
I

necessariamente k = 0, e per conseguenza :

A G e
.

Cio¢ la 7z cambia di segno quando si sia percorso per intero
l’iperboloidc considerato. Lo stesso avverrebbe per ogni rigata che

=l
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s’intrecciasse col secondo piano; mentre una rigata che s’intrecciasse
con ambidue i piani lascerebbe la z inalterata.

16. Se n ¢ il grado rispetto a z dell’equazione che la definisce
come funzione di #, y, imaginando » spazi rigati coincidenti e con-
giungentisi fra loro in modo opportuno lungo la congruenza di dira-
mazione, si potrd tentare di stabilire una teoria analoga a quella
delle superficie di Riemann (*).

17. Sia g(x, y) una funzione continua e ad un sol valore; essa
prenderd in generale ciascun valore per una doppia infinitd, continua
o formara di parti continue, di coppie di valori (x, y), ossia, nella
nostra rappresentazione, sopra una congruenza. La congruenza sulla
quale z diviene infinita dicesi congruenza singolare o.

Sia ‘ora « una congruenza chiusa non avente alcuna retta co-
mune con ¢; imaginando la « decomposta in elementi (n° 6), si
formi il prodotto del valore di z su ciascuna retta di « pel walore
di dxdy relativo all’clemento avente quella retta per origine. La
somma di tali prodotti si dice integrale doppio di z esteso alla con-
gruenza «, e si denota con [, xdxdy (**).

E facile dimostrare ;

Che, se la congrucnza « non s’intreccia colla o, Iintegrale
esteso alla « & nullo;

Che, se due congruenze chiuse =, 8 s’intrecciano colla ¢ ma
possono ridursi ’una all’altra per moto continuo senza venire a coin-
cidenza con alcuna retta della o, Pintegrale esteso all’una od all’altra
delle due congruenze ha uno stesso valore. ’

Dopo cio abbiasi una congruenza chiusa « che s’intrecci colla o
un complesso qualunque s contenente « avrd in generale comune

(*) Sulle funzioni algebriche di due variabili vedasi il lavorodi Picard:
Mémoire sur la théorie des fonctions algébriques de deux variables, Journ. de Math,
s. IV, t. V, pp. 135-319.

(**) Per brevitd abbiamo fatto uso qui del linguaggio del metodo infinite-
simale; non v'ha del resto alcuna difficolta a ristabilire la forma esatta della de-
Minizione,
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con ¢ una rigata 7 composta almeno di due parti situate nelle due
regioni in cui s ¢ diviso da a.

Se in s si prende una congruenza chiusa ! che scomponga 7
nello stesso modo in cui la scompone la «, gli integrali estesi ad «
e a { saranno uguali. Sia r’ una delle due parti in cui ¢ divisa r;
se per 7’ si fa passare un complesso ¢ il quale non contenga alcu-
n’altra retta di o posta nelle vicinanze di 7/, e se in questo com-
plesso si prende una congruenza 7y tale che i soli elementi di & posti
in una delle regioni in cui y divide # sieno le rette della rigata 7/,
integrale esteso a y sard uguale all’integrale esteso a B, e quindi
all’integrale esteso ad a. :

Per dimostrare cio, basta far vedere che si pud passare da @
a y per moto continuo senza venire a coincidenza con alcuna retta
di o; ora la possibilitd di tale passaggio risulta da quanto si & detto
nel n°_13. :

Cosi il calcolo dell’integrale esteso ad « si riduce a quello del-
Pintegrale esteso a y (*); resta da vedersi come debba scegliersi il
complesso ¢ per semplificare il piti possibile I’integrazione. Prendiamo
come complesso ¢ l’insieme dei piani proiettanti le rette della rigata
7’ sul piano £C; la congruenza y si comporrd di un’infinitd semplice
di inviluppi posti rispettivamente in questi piani. E poiche su ciascuno
di questi inviluppi la x & costante, I’integrazione doppia verrd ridotta
alla successione di due integrazioni semplici ([fzdxdy :fdxf{dy),
di cui la prima si fard sommando per ciascun inviluppo i prodotti
zdy relativi alle sue rette, la seconda raccogliendo insieme i risul-
tati cost ottenuti per tutti gli inviluppi.

Mantova, 23 dicembre 1894.

G. VIVANTI

(*) Cfr. 1a Memoria citata di Poincaré Suglintegrali doppi vedi anche:
Poincaré, Comptes-Rendus, t. 102, pp. 202-204; Picard, ivi, pp. 349-350,
410-412.
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UN TEOREMA DI MECCANICA.

Nota di Pietro Burgatti, in Roma,

Adunanza dell’8 luglio 1R94.

Nei Comptes Rendus del 6 marzo 1893 si legge il seguente teo-
rema di Meccanica del sig. Staeckel comunicato all’Accademia.dal
sig. Darboux:

« Sieno ¢,, ¢,, ... g, le variabili indipendenti che definiscono
la posizione di un sistema di punti; poniamo

 y T dqx By et d‘]z PR dqﬂ
et e TR e

e sia 2T la forza viva definita da

2T=§“k.191?i- (bA=1,12,...n)

Sieno inoltre ¢, (g:) (per k, A=1, 2, ... 1), #n* funzioni di-
pendenti dal solo argomento indicato, e si rappresenti con @ il de-
terminante formato con le dette funzioni; onde si avri:

i ; Qi D5



126 Py BURGATTI.

essendo @, il complemento di ¢;,. Cio posto, se

Z a,dqdq,
%) .
& riducibile alla forma
n ‘p 5
; E d 0k »

allora, oltre ’integrale delle forze vive

esistono altri # — 1 integrali omogenei del 2° grado, cio¢ :

D P
D =, A=z g m)
k=1 5

essendo nulla la funzione delle forze ».

Nella presente Nota mi propongo di dimostrare che il teorema
ha ancora luogo quando esiste una funzione delle forze riducibile
alla forma :

zhl fi (@)

U=>Y
k=1

essendo f,, f,, ... f, » funzioni affatto qualunque del solo argo-
ento indicato. Gli # — 1 integrali omogenei quadratici, da unire
a quello delle forze vive, sono allora i seguenti:

s T
Z 2&.1_9.*’:2([]1_[_,;}_), =23 ..:1)

k=1 k1

nei quali
U, = Z Pis.
T i) f k (qli')'

Il teorema, come si vedrd, corrisponde al caso che I’equazione
alle derivate. parziali ’'Hamilton sia integrabile colla separazione
delle variabili; ha percio qualche importanza solamente, quando si
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; voglia” classificare un problema dinamico secondo la specie degli in-
tegrali primi che ammette.

Del teorema ho dato due dimostrazioni: la prima, basata sopra
alcune identitd che risultano dalla teoria dei determinanti, & molto
semplice; la seconda ha minor semplicits, ma & pill generale e
diretta.

Alcuni mesi dopo la compilazione di questa nota seppi che anche
il sig. Goursat era giunto alla stessa generalizzazione (Comptes
Rendus 9 maggio 1893). Qui sono resi perd espliciti gli # integrali
primi del problema.

1* DmvosTrAZIONE. — Si consideri il determinante

?I,t ?:.z ?1,; SR ?:,n—.x 3 ?x,z

ch,x ‘Pz,z ?2.3 S AR (?a,n
(I) =2 (P;.I cP?.,z

?n-l.l cPn—t.:z - . qul—l,!l

?ﬂ,x ?n,z i ?n.s

composto di #* funzioni, ciascuna delle quali contiene le wvariabili

9i5> §a> -+ gu Per le note proprieta dei determinanti si hanno
delle serie di relazioni come queste :

3@ d® ob
?I’a?[f—{_?zra?zr_i_ +?”'ra?n, —m

o 30 SRR ,
B, Mg o a0

che si possono anche scrivere :

?lvfaq) {Pz.raq) ?”l"a¢ S
® 3y, T edy, T Ta e, ="

Iy @ q) qJZﬂ' a (I) q)lh! a ([)

Pus 9., 0¢ L
g TRy v s SR v e
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Dando ad s i valori 1,2, ... r=1, 41, ... »si ottiene
una serie di n relazioni; se poi si attribuiscono ad 7 successivamente
i walori 1, 2,'... n, si ottengono #n serie di relazioni come la pre-
cedente. Poniamo per brevitd

1 0P
(2) ?a%r:ﬂ.r >

e fissiamo 1 ragionamenti sulla serie di relazioni controdistinta dal-
Pindice . Moltiplicando queste # relazioni rispettivamente per le
costanti arbitrarie e« , «,, ... «, ¢ sommando si ottiene ’identitd :

(3) P:.rZ 9% + Py Z R e Pu.ri Qi % — %,

i=I je=] fe=1

Dando ad r successivamente i valori 1, 2, ... # si ricavano
dalla precedente # identitd, che sono appunto quelle che servono
alla dimostrazione del teorema proposto.

Supponiamo, infatti, che nel determinante (1) le ¢ della 1° linea
sieno funzioni della sola ¢,, quelle della 2* funzioni della sola
g, ecc.; e dicendo 9 una funzione delle ¢,, ¢,, ... ¢,, poniamo:

(32 )’: 23 e + 2£,()

I f==]

@) (3 3)= 2 Z 2% + 2£.(q.)
4 {

@ % wiee s @ 8.8 & 8 8 e e ¢ &

(g ??.)’: - Z P ;“: & 2f + (4)

dovele f,, f,, ... f, sono rispettivaménte funzioni del solo argo-
mento indicato, del resto qualunque. La tunzione 6 & cosi determi-
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nata, e I’espressione

3 ;. 3 o
Edq'_i_a_q,dq’h}- +ag-d‘1

¢ un differenziale esatto. Integrando, si ricava la 0.
Sostituiamo allora nelle # identita (3) i valori dei termini

Z:p,.,. «, che si ricavano dalle (4). Ponendo, in generale,

U, =p..f:@) + 0., fa(@) + - -+ + Pucfu(g)s

si ottiene :

b (G) + 2 (5g) + -+ (53) =20 4 )

I X AR RS COEECE

-------------------------------

pu(G) +0a(55) + - #ha(Gr) =l 40y

Possiamo dunque sostituire questo Sistema d’equazioni al si-
stema (4):

Cio posto, un sistema di punti in moto sia carattenzzato dalla
funzione delle forze UI ; e supponiamo che siasi riuscito a pofre la
sémiforza viva sotto la forma

e L[ ) (]

la U, e le p avendo le espressioni sopra onsiderate.
Per formare I’equazione alle derivate parziali di Hamilton
Rend, Circ, Mulem,, t. IX, pare 1%—Stampato I'8 febbrajo 1895. 17
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bisogna porre, come & noto,

¢ aT _ 38
5 3, =g’

dove ¢ rappresenta la derivata di g, rispetto al tempo ¢.
Applicandola al nostro caso, si ha:

U]
I d‘Ir__Q_.’ (f=1,2,_”ﬂ)

© Przsbi:. 00

e quindi I’equazione di Hamilton

T=2(U, 4+ o)

diventa

pu o)+ 2 (53) 4 - + 2 (5) =2+

che coincide colla prima delle (5).

Per integrare questa equazione sostituiamo al posto di «, Ie-
spressione data dall’identitd (3); & facile allora vedere che si pos-
sono separare le variabili, e che, separate, si ottiene il sistema (4).
Da questo sistema, in virtd della formula (6), si possono ricavare

le wvelocita dt ecc.

Ma, per quanto ¢ stato detto, al sistema (4) ¢ sostituibile il
sistema (5); dunque, se in questo sistema d’equazioni sostituiamo

a 03 Iespressione data dalla (6), si otterranno gli # integrali primi

del nostro problema dinamico. Effettuando tali sostituzioni, e ram-
-mentando ’espressione di p,, si ottiene:
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essendo (I)h_.gib—. Il teorema proposto ¢ dunque dimostrato.
kr

Saremmo giunti evidentemente allo stesso teorema, se fosse stata U,
‘la funzione delle forze, e T posta sotto la forma:

r= [ () e (88 -+ = (59].

2* DIMOSTRAZIONE. -— Proponiamoci la questione seguente: Ve-
dere quali funzioni devono essere h,, e U,, perch¢ il problema di-
namico di un sistema di punti ammetta gli # integrali che si rica-
vano dal sistema d’equazioni

(7) bx,rP:+bz,rP:+ o + bn.rP::;"(Ur—*_ur)) (r=1, 2,...!&)
ove

a0
P:= az)

colla nota formula (5”). Evidentemente si riduce a quest’altra: Come

devono essere le funzioni h,, e U, perche, ricavate dal sistema pre-

cedente le p in funzione delle ¢, Pespressione > p,dg, sia un dif-
E

ferenziale esatto?

2 nn —1 e
Per cose note si hanno le (—*—)— condizioni ;

i dH,0H, JH,JdH,
(H; H‘)_Z(dq. T agr“)—0, (da a=1 ad a=n)

avendo indicato con H, il 1° membro della (7) quando vi si ritenga
OH, IH,
9.’ 94,°

trasportato anche il termine 2 U,. Ponendo in luogo di

oH, aH‘ le loro espressioni si otti
5. 0 spressioni si ottiene :

Zp.[.,.Zpa”" b 3 b gt —2 (e — b "U)]

“ag, 0 g
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od ‘anche

hr ahi,, S an aUJ_
S n. 3 (= n ) 42 T (b — b ) =o.

Dovendo essere verificata identicamente, si ha:

obh,, ob s

bﬂv’a—_ ”a_ga._.o (3 =1{ 25 cxu:B)
b b;

®) - ”w%f'—h,.,%—gj’:‘) @i=12 - maFED
aU, b aUs

— 0 (a=1,2,...1n)

| bﬁ, ﬁ“‘ ..r'a”g_‘

che sono appunto le condizioni alle quali devono soddisfare le fun-
zioni h,, e U, per rispondere alla questione proposta.
Consideriamo la prima. Possiamo scriverla :

dalla quale si ricava
h,, = b, (non g_“)
intendendo, per brevit, con ¢(non ¢,) una funzione delle ¢ non

contenente perd la variabile ¢, In modo generale dunque, tali
coefficienti per soddisfare la 1* delle (8) devono essere cosi formati:

bx.x ?:.:(non ‘]})J b;.x ‘:Pz,x(n':)r‘fl gz) e AR bn.z Pz (non gn)

( ) 'bx,l ?l,z (1’101] 9:)3 hz,x ?2,2 (non 93) AR et bﬁ.l q)n.z (non 91)
9 g

-------------------

h!,: ?x.n (non g:)& b:,l ?ZI”(DOQ gz)? b it el br;,:‘?n,\n (-HOI'I gis)’
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ove le b, b,,, ...h,, sono qualunque, ¢ qualunque sono ancora

le tPa,r' |
Passiamo adesso alla 2* delle (8). Sostituendo a b,,, h,,»

Brlibl e espressioni ora trovate, si ottiene
? abi-l?i»r —0 abhx Piss —)
q‘s aq‘ a,r ag“ L
ossia,

d iy d iss d bi.:
hi,: (cPu,.: acpg 7= (?a,r _a"%‘) + _a 'g‘ ('Pc,; (Pi,r RETh (Pn,r ?i,x) =0,

dalla quale

9 i 9 9i,
9 _c’?u.s aq‘ S aq‘
10g bs’,l ey .
ad 9a q’a,r o e q’;,s Pir

Notando adesso che

9 Pays __

a?ﬂar__.
Big e i

> e

si puo aggiungere cp,.r,%——q;‘—'-’ e togliere o,, %‘%‘3, si ottiene allora facil-

mente

o] | d
'az ].Og b‘,, —_— 'a_q—' ]-Og (?g,s ?i,r s ‘Pc,r ?i,s)’

dalla quale
(IO) oy Pir — ParPis — L E(ﬂon ‘]a)-
Scambiando tra loro gli indici @ ed 4, si ha ancora
I
(10) ‘ Pas Pir — Par @i = = G (0B g,).
@1

Queste due condizioni devono sussistere per tutte le coppie
(a, i) distinte, e le coppie (r, s) distinte.
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Se
b == e b= H,

le due condizioni (10) e (107) si riducono ad una sola:

I
(: I) c?a,s qu,r = ?n.r"?i.s = _ﬁ F(non ga b non qi)‘

[ |

La terza poi delle condizioni (8) diventa

SR TR
q}a.s 0 7 Par ) 7, =
la quale, notando che ¢, e ¢,, non contengono la g,, si puo anche

scrivere

(12) Pas Ur i ‘Pa,rU: — F(non gc)'

Abbiamo cosi trovato in termini finiti le condizioni alle quali
devono soddisfare le funzioni b,, e U, perche esistino gli = inte-

grali omogenei quadratici accennati.
Cio posto, consideriamo il determinante @ dato dalla (1), nel

quale pero riterremo sostituita la lettera ¢ alla ¢, giacché la ¢ ¢
stata qui adoperata con diverso significato. Allora per una notissima
formula dei determinanti (Brios chi, Teorica dei Determinanti,
pag. 11), si ha

L

(13) 6‘11_:32_811)3@_@ o}
? XN T T 0T i T
Se dunque prendiamo H = L & in generale 9,, = e la
C + =3,

condizione (11) & verificata.
In tal caso la (12) diventa

dd Faraas



UN TEOREMA DI MECCANICA. 135

Ora si vede subito che ponendo in generale

Ui =P:.if1(Qt) '+’ Pz,.'fz (q:) + il e + Pn.lfn(Qn ’

ST 1 0@
essendo f,, f,, ... f, funzioni arbitrarie e p,; = 30 la con-
a,i
dizione precedente ¢ soddisfatta. ‘
Facendo infatti le sostituzioni e ponendo in evidenza le funzioni

arbitrarie, si trova che il coeficiente di f,(g,) & nullo, e che quello

di fi(q) ¢

I (atb o o BCD)

@ \9¢,. Y, 94, 9%,

il quale, per la formula (13), risulta indipendente da ¢,. Giunti a
questo punto, con ragionamenti analoghi a quelli fatti nella 1* di-

mostrazione, risulta subito la verith del teorema proposto.

Roma, luglio 1894.

PieTro BurRGcaAaTTI



SULLE FRAZIONI CONTINUE ALGEBRICHE PERIODICHE.

Nota di Emma Bortolotti, in Bologna.

Adunanzd del 13 gennajo 189s5.

Tuite le dimostrazioni che dal Lagrange in poi si sono date
sulla periodicitd della frazione continua in cui pud sviluppatsi una
radice di un’equazione di 2° grado, si riducono a constatare che i
denotninatori incompleti debbono essere, da un certo punto in poi,
numeri interi positivi inferiori ad un limite determinato. Tale ragio-
namento non pud manifestamente estendersi alle frazioni continue
in cui possono svilupparsi le radici di equazioni di secondo grado i’
cui coefficenti sono polinomi interi di una variabile x.

M’¢ sembrato interessante vedere se anche in questo caso il
teorema trovato dal Lagrange poteva applicarsi. A tal fine ho
preso in esame la frazione continua :

a5 0y Bis i)

in cui a,, 4,... sono funzioni lineari di una variabile x; ed ammet-
tendo la convergenza della frazione continua (*); e considerando che

(*) Per un teorema del prof. Pincherle (R. Acc. dei Lincei, t. V,s. IV,
5 maggio 1889) una frazione continua della forma indicata, e periodica, & certa-
mente convergente per valori della variabile x abbastanza grandi in modulo,



SULLE FRAZIONI CONTINUE ALGEBRICHE PERIODICHE. 137

una frazione continua & certamente periodica se la frazione che si
ottiene tralasciando un certo numero di denominatori riproduce la
frazione data, ho cercato di ricondurre a questa verifica la ricerca
della condizione affinché la radice di un’equazione di 2° grado possa
svilupparsi in frazione continua periodica.

A tale scopo ho incominciato col cercare la condizione neces-
satia e sufficiente affinché due funzioni possano svilupparsi in fra-
zioni continue che da un certo punto in poi abbiano gli stessi divi-
sori parziali.

Con una semplice applicazione di quella condizione ho potuto
dimostrare il seguente teorema che mi sembra notevole : Condizione
necessaria ¢ sufficiente affinche la radice di un’equazione di 2° grado a
coefficienti interi in x possa svilupparsi in [ragione continua periodica
b che si possa risolvere con polinomi inters Iequazione indeterminata
di 2° grado

Au‘—*u’:x

dove A & il discriminante dell’equazione data.

1l teorema di Lagrange non ¢ dunque applicabile, in gene-
rale, alle equazioni algebriche di 2° grado. Il caso delle frazioni con-
tinue numeriche & incluso come caso speciale; si & cosi implicita-
mente trovata una nuova dimostrazione pel teorema di Lagrange,
ed & resa inoltre manifesta la dipendenza della periodicita della fra-
zione continua dalla risoluzione dell’equazione Pelliana , mentre
finora non si era considerato che la dipendenza inversa.

Supposto poi di avere un’equazione algebrica di 2° grado di cui
una radice si possa svolgere in frazione continua periodica, ho di-
mostrato che anche I’altra radice potrd svolgersi in frazione continua
periodica coi medesimi periodi scritti in ordine inverso. Per questa
dimostrazione mi sono giovata di alcune considerazioni trovate dal
Gerono sulle frazioni continue inverse, e ricordate dal Cat alan
nel 1° fascicolo 1894 del giornale di Battaglini.

i

1. Siano due funzioni o,, ¢, le quali si possano sviluppare se-
Rend. Circ. Matem., t. 1X, parte 1*.—Stampato il 9 febbrajo 1895. 18
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condo gli algoritmi

—~ 1.+ @0 —a, — 1t de—¢

- u _—
== G G ——0 =B -L e ¢

3554 3

8 & & 8 8 8 e & @ ® o o e s alle @

che supporremo convergenti.

La condizione necessaria e sufficiente affincht negli svilupps delle
Junzgioni o, ¢, , secondo I'algoritmo cosi definito, tutti i fattors lineari
che man mano si vanno trovando, ad eccezione di un numero finito di
essi, siano i medesimi per le due funzioni, b che queste si ottengano
Puna dall’altra mediante una sostituzione lineare

__a—be,

[ e
¢ —deg,’

dove a, b, ¢, d sono polinomi interi, ed il determinante ad — be ¥
uguale all’unity.

LA CONDIZIONE E NECESSARIA : Si abbia per o, la successione di
divisori
a!! az, et am’ bx! bz’ s bx! WRRCEDNS
per ¢, la successione

14 (4 e
0 Wy e dokpila ey s

Indicando con # la funzione rappresentata dalla frazione con-
tinua infinita :

R I S aewn S

S

che, per le ipotesi poste, converge, avremo :

Pa— P P, — P, _.n
GI = £ = e



SULLE ‘FRAZIONI CONTINUE ALGEBRICHE PERIODICHE. 139
*

da cui

A (Q}: "—1 Qﬁ 1 m)E‘. (P,Pm—x PP—:Pm)
Q0. . — 0. 0)u— (70, — P

Dunque o, si ottiene da ¢, mediante una sostituzione lineare il
cui determinante & manifestamente uguale all’unita.

G,

LA CONDIZIONE E SUFFICIENTE : Siano o, &, due funzioni della
variabile x tali che si abbia

a—bao
g, = ——=, conad—bec=1.
c—do,

Dico che, nell’ipotesi che tanto ¢, quanto o, si possano svilup--
pare in frazione continua convergente, da un certo punto in poi
tutti i divisori parziali dovranno coincidere nei due sviluppi.

Supponiamo intanto di aver sviluppato ¢, in frazione continua,
avremo :

b e B i e
Q Qm— nm+z

sostituendo :

: :a_Qm_me_(an_.:_me.,l)'nmq-: __R R Nogx
: ch_d_Pm—(CQ —dP x)'an =g Nons
in cui & RS" — R’S = 1. Ora siccome la u,,, ¢ una funzione del

grado — 1 in x, che non dipende per niente dai primi m divisori
incompleti @,, a,, ... a,, ma solo dai successivi a,,,, 4,,,

’

se proveremo che g7 » g somo due ridotte consecutive nello svilnppo

3 v ey

di ¢, sari dimostrato ’asserto. Ora si ha

Ry a@aerbpi o (%“")ﬂ(i”;ﬁ )

i s :
a Qm—t m=—1 Qm-—l (% FEST GI) ] (cnm ;;::; + S

xzm
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Ma a e b rappresentano due polinomi interi in x, nella diffe-

a . a
renza —— — ¢, (poich¢ non ¢ S g,) potranno dunque annul-

b .
larsi soltanto alcuni termini in numero finito; se lo sviluppo di questa
differenza in serie di potenze negative di x incomincia con I’espo-
nente — v, disporremo di m in modo che sia 2m > v.
Saremo allora certi che lo sviluppo in serie della frazione

G-o)=(m+ )
(£—o)—(=+--)

incomincia col termine 1. Lo sviluppo di Va incomincerd con lo

Qﬂl

stesso termine col quale comincia quello di o
. Mm—1

Ma Q,, ¢ un polinomio il cui grado in x & di un’unitd supe-
riore al grado di Q,_,, sard dunque anche il grado di R superiore
per un’unitd a quello di R’. Similmente si proverebbe che il grado

di § supera per un’unitd quello di 5.
Da questa dimostrazione e dalla proprietd

RS — SR =1

risulta che R ed S scno primi fra loro e che il grado di § supera

per un’unitd quello di R.
Si consideri ora la differenza

Nt

: =SB S

e
S

Se S & del grado p, & & del grado p.—1, la n,,, & del grado
— 1, la frazione del grado — (2p + 1), dunque la differenza ¢, — 5

sviluppata in serie di potenze negative di x comincerebbe col ter-
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mine di grado — (2@ -+ 1). Il suo denominatore & di grado p,
dunque & veramente la p™ ridotta di ..

8% AT R’ ; 3
Similmente si dimostrerebbe che - i ¢ la ridotta d’ordine p.—1, .

dunque & provato quanto si voleva.

II.

2. Data una funzione ¢, formando il sistema :

— 1+ a,6,=¢a,

(1) — 6, +@a,0,— 0,

pud avvenire che la successione a,, a,, ... 4,, ... sia formata con
un numero limitato di elementi che si riproducono periodicamerte e
nel medesimo ordine. Il periodo potrd incominciare subito col primo
termine, o dopo un numero determinato di termini; la frazione con-
tinua corrispondente nel primo caso dicesi periodica semplice, mista
nel secondo.

Sia una funzione o, che possa svilupparsi nella frazione con-
tinua periodica mista

(2) cxz(a:’ az)"'an’ bx? bz’ "'bp, b!’ "‘)'

Indicando con m la frazione continua periodica semplice

o =l e Yl ve )

avremo :
P,,—P,'_,*n ey P,,—-Q,,Gt
(3) Gl:Qn__'Qu—:n, n_Pn—I_'Qn—xGu

la quale ci dimostra che: Se una funzione o, (x) puo svilupparsi in
frazione continua periodica mista, mediante una sostituzione lineare, a
-determinante uguale all’unitl, puo trasformarsi in una frazione continua

periodica semplice col medesimo periodo.
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3. Dimostriamo ora che: La condizione necessaria e sufficiente
affinche una funzione o (x), sviluppata secondo I’algoritmo indicato, dia
origine ad una frazione continua periodica, & che sia radice di un’equa-
gdone di 2° grado a coefficienti interi in x: ac® - bo +c—o, nella
quale sia possibile la scomposizione del coefficiente b in due parti b, +- b,
in modo che si abbia ac — b b, — 1. o

4. LA CONDIZIONE E NECESSARIA : Se la frazione continua cui 6,
da origine ¢ periodica semplice ed ¢ 4,, a,, ... a, il periodo,
avremo per la o, verificata ’eguaglianza :

Qp_16:"'_'(Pp.-.x I QP)Gx —I-PP:O

il cui determinante & evidentemente uguale ad 1.

Se poi la frazione continua ¢ periodica mista ed & a,, a,, ... a,,
by byy .o byy by, by, ... la serie dei divisori parziali, chiamando
m la frazione continua periodica semplice che si ottiene tralasciando

i primi m termini, avremo, per la formula (3):

AR Pm_Qmat
s Pm--x_Qm—rcx ;

Ma anche spezzando la serie dopo il primo periodo, si avrebbe
avuto la frazione continua #, cui solamente mancherebbe il primo
periodo, il che non influisce essendo i periodi in numero infinito,
si avrd dunque :

Pm..._p T QM-I-P 9

Pm+p—: ol Qm—i—p—l oy

e quindi :

(i, = Qrl ot
@ | =[P Quspes — Prs Qup) + (Qu Prugps — Qs P )l —
— (P, Py . —P,.P.)=0

il cui determinante & evidentemente uguale all’unitd,
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5. LA CONDIZIONE £ SUFFICIENTE : Si abbia ’equazione di 2° grado
(5) acc —bo +c=0

in cui supporremo possibile la scomposizione di b in due parti b, + b,
tali che si abbia a¢c — 5,5, = 1.
Potremo scrivere ’equazione data sotto la forma

b,e —¢

CitEm o e
ac— b,

Una funzione che sia radice dell’equazione data dovrd dunque
trasformarsi in sé stessa mediante la sostituzione lineare ¢ — S¢ a
determinante uguale ad 1.

Si immagini una radice ¢, di questa equazione sviluppata in
frazione continua e supponiamo che questa frazione continua sia con-

o Y35 :
vergente, Se —~- & I’n™ ridotta si avrd

Q.
©) 5 e _ZL}%%

ed eliminando ¢, avremo:

e (@Pet-0P, Qb cQ)—~HaP P, +bP,  Q+cQ.0 )0
H_.(ﬂPqPrr—:"l_anQn—s 'I_cher—x)—(aP:—x +an‘—! Qw_l—l_cQ:—x)'n -
A —Bn
— 4, — Bn

|
(7)1

in cui & 4B, — 4, B=1.
2 ; A 2l .
Se dunque dimostreremo che SRS sono due ridotte conse-
1 I

cutive nello sviluppo di 4 in frazione continua, la formula (7) ci
ntmstreré. che da un certo punto in poi la successione a,,,, 4,,,, ...
riproduce tutta la successione primitiva a,, 4,, ... a,, ...; la 7
potra cosi svilupparsi in frazione continua periodica semplice e la o,
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per la formula (6) rappresenterd una periodica mista con lo stesso
periodo della . Ora si ha:

A4 _oR4bPOv e
a Pﬂ PH—I + bPM—-I Q!I + ¢ Qﬂ QN’—‘I o
Mt L
Qn—: _|_ b
t— 4 Q Q,, -
L= b +¢
& '
i : 2.
Ora, qualunque sia # il quoziente —Q— ¢ sempre del grado — 1.
a?Q’—’" sk

Il grado v del quoziente ¢ dunque indipen-

)G+

dente da n. Potremo quindi sempre disporre di # in modo che sia
2n — t (grado di Q, Q, ,) maggiore di v. Saremo allora certi che
lo sviluppo in serie di potenze decrescenti di x della frazione

I

I
- 20 (P,. )
al —
Q,
. T P 3 LA .
incomincia con I’unitd. Dunque lo sviluppo di B comincerd con lo

Q

stesso termine di quello di Q'—- . Ma il grado di @, in x & superiore

Sh

"

gt

per un’uniti a quello di Q, ,, anche il grado di A4 supererd quello
di B per un’unitd. Analoga dimostrazione potrebbe ripetersi per
A BEs

Si consideri ora la differenza

3, gy WO
A=)
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Se A & del grado p, B, & del grado p — 1, n ¢ del grado
— 1, quella differenza & del grado — (2p + 1). La ij— ¢ dunque

veramente la ridotta d’ordine p™° nello sviluppo di =,
Cosi

CooBo s s
TR B~ B)

¢ del grado —(2p.—1), dunque —g— & la ridotta d’ordine p—1™ c.d. d.

6. Per la condizione ora dimostrata, affinché una funzione o,
che & radice di un’equazione algebrica di 2° grado: as® + 2bs +-¢c=o0,
possa svilupparsi in frazione continua periodica ¢ necessario e suffi-
ciente che il polinomio b possa scomporsi nella somma di due b, + 5, ,
in modo che si abbia ac — 4. b, = 1.

Si hanno dunque le due equazioni :

b, + b, =20, bb,—ac—1
da cui:

b,:b+|/b’—ac+:, b,:b—l/b’—ac—{-i.

Ma b,, b, debbono essere polinomi razionali ed interi in x; si
vede che, affinché la scomposizione sia possibile nel modo richiesto,
occorre che la quantitd sotto il segno sia un quadrato perfetto. Ma
B* — g¢ & il discriminante dell’equazione proposta; potria dunque
sempre svilupparsi in frazione continua periodica una funzione 5 che
sia radice di un’equazione di 2° grado il cui discriminante aumentato
di un’unity sio uguale al quadrato di un polinomio intero in x. O,
piti generalmente, si potranno.considerare le equazioni che, mediante

A 4+ b,

sostituzioni della forma: o=~ v ) dove a,, b,, ¢,, d, sono
I I

polinomi interi qualunque, si ottengono dalla proposta, e cercare se
Rend. Circ, Malem., t. 1X, parte 1*.—Stampato ET _febbrajo 189_5. 19
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per una tale equazione:

(aa; + 2be,a, + cc)n* 4 2 (aa, b, + bb,c, + a,bd, + ccd)n +
+(ab; 4+ 26bb,d, +cd}))=0

la condizione enunciata ¢ soddisfatta. Ora in una tale equazione il
discriminante ha la forma=

(bz e C) (a: d: =T bt C:)z=

indicando con 4 il discriminante dell’equazione data e con # il de-
terminante (a,d, — b,c,) della sostituzione dovrd essere soddisfatta
la condizione :

(8) : Aw 4+ 1 =

dove # e v sono polinomi interi da determinarsi.

Manifestamente poi, ogni qualvolta quest’equazione indetermi-
nata di 2° grado possa esser risolta con polinomi interi, la periodi-
citd della frazione continua rimane provata, perche, trovato il valore
di #, per formare una sostituzione lineare di determinante u, baste-
rebbe porre ¢=—un; e, nell’equazione an*—2bn 4+ c=o risul-
tante, b—=0~, + b, con b,—b 4 v, b,—b—v perche fosse verifi-
cata la condizione ac — b, b, — 1.

E se I’equazione stessa non potesse risolversi con polinomi in-
teri, per quanto abbiamo detto, la frazione continua non potrebbe
essere periodica.

Tutto si riduce dunque alla ricerca della possibilith di risoluzione,
mediante polinomi interi, dell’equazione indeterminata di 2° grado:

(9) - Adw + 1 =17,
7. Si consideri p. es. ’equazione :
y—2y(xr—n+z2=o0.

Il discriminante di quest’equazione ¢: A=« — 2x — 1. Si
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dovrd dunque risolvere con polinomi interi ’equazione :
W —2x—1)+1="10".
Quest’equazione potrd esser ridotta immediatamente ponendo:
wr=x*—2x+1, u=x—1
perché allora risulterd :
v* = (x* — 2x)’, y=x"— 2%,
Dovremo dunque trasformare ’equazione data media'nte la so-
stituzione : y = (¥ — 1)6. Si avrd cosi I'equazione :
o’(x — 1)) —2(x — 1)’0 + 2 =0.
Scomporremo il coefficiente b= (x¥— 1), nella somma dei due;
b =b+v=2x"—4x+1, b=b—v=1
Allora si avrd:
*(x— 1) — (24 —4x+1)6—0c+2=0,

in cui il determinante & — 1. Le radici dell’equazione data, do-
vranno dunque essere sviluppabili in frazione continua periodica. Si
pud anzi determinare immediatamente il periodo osservando che pud
scriversi:

I 2—¢
i 5
2(x —1)—(x —1)0 — !

it €

Chiamando con x la seconda frazione del secondo membro,

avremo: 6 = —— " od anche (x — 1)6 = .

Dunque sostituendo :

0
2 —
G 2 - piy e P I
e R i
2(x—1)—n— ey e O NS TR ST
) x—1 ¢ D 2(x—1)—n

che verifica appunto la periodiciti accennata.
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8. Se il discriminante 4 non dipende da x, cio¢ si riduce ad
una costante numerica, la equazione (9) ¢ una ordinaria equazione
Pelliana che si pud sempre risolvere. In particolare rimane cosi di-
mostrato con nuovo metodo il teorema dovuto al Lagrange relativo
alle radici di equazioni di 2° grado a coefficienti numerici.

Ma se il discriminante 4 dipende da una variabile x, nulla pud
dirsi sulla possibilitd di risoluzione dell’equazione (9) poiché tutti i
metodi di dimostrazione e risoluzione adoperati finora per I’equazione
Pelliana, riposano esclusivamente sul concetto di numero intero e
positivo. Si pud osservare anzi che: Nel caso in cui il discriminante
A sia di grado impari in x, Pequazione (9) & certamente impossibile
con polinomi interi.

E questo risulta evidente dal fatto che il termine 4u* & in tal
caso di grado impari in x, il termine »* di grado pari, la loro diffe-
renza non pud ridursi all’unitd (*).

9. Se una delle radici di un’equazione di 2° grado a coefficienti
interi in x si pud svilupparc in frazione continua periodica, Paltra
radice si potrh sviluppare in frazione pure periodica il cui periodo &
formato con gli stessi elementi presi in ordine inverso, che costituivano
il periodo della prima.

La frazione continua in cui si pud sviluppare la prlma radice,
sia periodica semplice e si abbia

L’equazione di secondo grado di cui o, & radice, avrd allora
la forma :

Qp—!c: & i (Pp-l: + Qp)a: + PPZO-

(*) Questa osservazione mi fu comunicata dal prof. Zsigmondy di
Vienna.
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Si consideri ora la funzione

o, = - I
N B — .- I
a, —
a,— ...
La funzione inversa di questa
I By I :
s, e e
g — =

soddisferd per la stessa formula, all’equazione:

O . r—F.— Ly —P=0o
onde sari:

B — (P, + Qo+ 0, =0

I’equazione cui soddisfa la o,.
Ora siccome le P e Q sono formate con gli elementi a,, a,, ...

a a,, € le P, Q' con gli elementi stessi ma in ordine inverso,

(e
cosi, pel teorema di Gerono, sard

Pb=0 ., PL.=F., %=0 Qi =P,
L’equazione cui soddisfa la &, sard dunque:

Q,._N:—(PP_; s QP G, ‘l“Pp:o

quella stessa ciod cui soddisfaceva la.o,, c. d. d.

Se la frazione continua in cui si svolge la radice o, sia perio-
dica mista, mediante la formula (3) si riconduce al caso preceden-
temente considerato.

EMMA BOrRTOLOTTL
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A PROPOS DE QUELQUES RECENTS
TRAVAUX MATHEMATIQUES;

par M. Emile Picard, i Paris.

(Dalla Revue générale des sciences pures el appliquées, 3¢ année, n°21: 15 novembre 1892).

Je ne me propose pas, dans larticle qu'on va lire, de faire une revue des
travaux mathématiques intéressants parus depuis la dernitre revue d’Analyse que
j'ai publi¢e dans ces colonnes en 1890 (*). On voudra bien voir dans les pages
qui suivent une-simple conversation mathématique, & propos de quelques-uns des
sujets qui préoccupent en ce momeat les géomeétres: j'ai choisi la théorie des
groupes et celle des équations différentielles.

I

Jai déja parlé (**) avec quelques détails de Padmirable théorie des groupes
de transformations due 4 M. Sophus Lie. Lillustre géométre norvégien con-
tinue son cenvre. Il vient de consacrer deux mémoires aux fondements de la géo-
métrie. La question est d’un assez grand intérét philosophique pour que nous
nous y arrétions de nouveau.

On sait combien les travaux de Gauss et de Riemann sont importants
dans P’histoire de nos idées sur les hypothéses qui sont 4 la base de la géomé-
trie. Dans cette théorie, c’est ’expression de I’¢lément de distance qui joue le
role essentiel, et les recherches de ces grands géometres ont été origine de déve-

(*) Voir la Revue du 30 novembre 1890, t. I, p. 702 et suiv. et ces Rendiconti, t. V (1891), p. 80
et suiv,
(**) Loc. cit,



A PROPOS DE QUELQUES RECENTS TRAVAUX, ETC. 51

loppements analytiques do plus haut intérét concernant en particulier les formes
quadratiques de différentielles. On doit reconnaitre cependant que Gauss et
Riemann n'ont pas vu le véritable point d= départ 2 adopter dans I’étude des
fondements de la géométrie. Il semble que ce soit Helmoltz qui ait le premier
placé la question sur son véritable terraini son idée fondamentale consiste a
porter Vattention sur Pensemble des mouvemsents possibles dans l'espace dont on
fait Pétade. La théorie des groupes nétait pas encore créée i I’époque olt le
célébre physicien écrivait son mémoire; il était presque inévitable qu’il commit
quelques erreurs. M. Lie vient de reprendre complétement cette étude en se pla-
cant au point de vue de la théorie des groupes, et nous allons résumer les con-
clusions auxquelles il est parvenu.

Nous considérons un espace 4 trois dimensions et nous regardons un point
de cet espace comme défini par trois quantités (x,y, 3) que I’on appelle les coor-
données du point; Qu'appellerons-nois mouvement dans cet espace ? Un mouve-
ment d’une portion de l'espace est défini par trois équations:

x = f(x 5 %)
¥ =93
=9 (x5 2

Par cette transformation un ensemble E de points (x, y, z) devient un autre
ensemble E! de points (x!y/7'): la transformation qui précéde est pour nous un
mouvement qui améne E en E'. Ceci pos¢, nous faisons sur l’espace que nous
voulons étudier les hypothéses suivantes:

1 Les mouvements possibles dans cet espace sont tels qu'ils laissent inva-
riable une fonction € (%;, ¥r» Zas ¥a» Yas %a) des coordonnées de deux’ points
quelconques (xy, ¥;, %1) €t (x;, ¥25 %5). En d'autres termes, si on disigne par
(%05 Yo X0 (%55 325 25) les coordonnées de ces points aprés un quelconque

des mouvements possibles on aura
Q(xx! Yis Lo %35 Yas zz) =Q(x;’ y:" {:’ x;’ J’;! '{;)

L'origine de cette hypothése s’apergoit d’elle-méme: en langage ordinaire et
sans signe algébrique, on peut dire grossiérement que, en la faisant, on veut
qu’il y ait relativement 4 deux points de 1’espace quelque chose qui reste invariable
aprés le mouvement; on pourra appeler ce quelque chose la distance de deux points.

29 On veut, comme le disait He lm o1tz que le mouvement Tibre soit pos-
sible dans une certaine région de I'espace. Voici ce que I'on doit entendre par
cette hypothése complexe, bien approfondie par M. L ie. Tout d’abord, quand un
point de la région est fixé, tout autre point de cette région, sans aucune exceplion,
décrit une surface (multiplicité 4 deux dimensions). Ensuite quand deux points
sont f{ixés, un point arbitraire (des exceptions étant possibles) décrit une courbe
(multiplicité 4 une dimension); enfin si trois points arbitraires sont fixés dans la

.
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région, tous les points de celles-ci restent en repos (des exceptions étant pos-
sibles).

Telles sont les conditions que nous imposons & Pespace. Il en résulte néces-
sairement que I’ensemble des mouvements possibles doit former un groupe 4 six
paramétres. On connait deux types d’espaces satisfaisant 4 ces conditions. Clest
tout d’abord I'espace ordinaire ou euclidien; tels sont aussi les deux espaces non
euclidiens, c’est-d-dire les espaces dans lesquels le groupe des mouvements pos-
sibles est le groupe projectif transformant en elle-méme "une ou I'autre des sur-
faces du second degré:

2t P+1=o.

M. Lie a ¢établi que les groupes précédents sont les seuls qui jouissent des
propriétés (1) et (2): c’est 1a un résultat bien remarquable et qui montre que
les espaces euclidien et non euclidiens sont les seuls ot 'on puisse faire logi-
quement les hypothéses qui, dégagées, bien entendu, de leur forme scientifique,
sont regardées par quiconque n’a pas réfléchi 4 ces questions comme ayant un
caractére nécessaire.

La démonstration du théoréme de M. Lie est fort délicate. Ainsi les mots
« sans aucune exception », que nous avons soulignés plus haut, sont d’une extréme
importance. Si 'on cherche le grouse des mouvements 4 six paramétres satisfai-
sant & I'hypothése- (2), on ne trouve que les groupes euclidien et non euclidiens,
mais si on supprime les mots soulignés, on reconnait qu'il existe d’autres groupes
que les précédents. Ajoutons encore que les problémes analogues dans le plan
admettent des solutions entiérement différentes : les espaces 4 deux dimensions
euclidien et non euclidiens ne sont pas caractérisés par les propriétés qui leur
appartiennent uniquement dans le cas de trois dimensions. Cette circonstance
n’avait pas autrefois échappé 4 Helmoltz On peut dire, en résumé, que les
dernitres recherches de M. Lie épuisent, pour les géométres, sinon pour les
philosophes, la question des principes de la géométrie.

Nous ne nous éloignerons pas de la théorie des groupes en parlant des quan-
tités complexes. C'est une question sur laquelle a plané longtemps une certaine
obscurité, qu’entretenait le mot un pen mystique de quantités imaginaires. Le
sujet ne présente plus aujourd’hui rien de mystérieux. Dans un mémoire publié
en 1884, M. Weierstrass a développé une théorie des nombres complexes.
Il suppose que I’on considére des nombres de la forme

X8, x,6, 4 ... %, e

ol les x sont des nombres réels ordinaires. Les ¢ sont de purs symboles. On fait
I'hypothése que la somme, la différence, le produit et le quotient de deux nombres
de l'ensemble font eux-mémes partie de cet ensemble, Les produits

e (phg=1,2...,mn)

sont donc des expressions E,, linéaires et homogénes en ¢, ¢,, ..., &, qui jouent
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le réle essentiel dans la théorie. M. Weierstrass suppose de plus que les
théorémes dits commutatif et associatif subsistent tant pour I'addition que pour la
multiplication. Pour I'addition ils sont vérifiés d’enx-mémes; pour la multiplica-
tion, ils s’expriment par les égalités:

(1) ab=ba
(2) (@ab)c=a(be)

a, b, ¢ étant trois nombres quelconques de I'ensemble. Ces conditions conduisent
a certaines relations entre les coefficients de formes linéaires E, ;. A tout systéme
de coefficients de formes E,, vérifiant ces relations, correspondra un ensemble de
nombres complexes. Les quantités complexes ordinaires correspondent a:

T 5

Les nombres complexes, que nous venons de définir, différent seulement en
un point des nombres complexes ordinaires. Quand n est supérieur A deux, il
existe des nombres différents de zéro, dont le produit par certains autres nombres
est nul. M. Weierstrass appelle ces nombres des diviseurs de zéro. Malgré
cette singularité, cette nouvelle algtbre est réductible a I'algtbre des nombres
complexes de la forme o - Bi; Pillustre géométre de Berlin a en effet établi que,
si @ et b désignent deux nombres quelconques de P’ensemble, on peut les décom-
poser en un certain nombre de composants @y, @y «.+» Gy by by .. by tels que

a=a:+az+ v +ar
: b="b,+b,+ ... +5b
ab=uab, +a,b,+ ... +ab,

e Lo fash
b _b,+b;+-”+b,

les composants a; , b; dépendant seulement d’une ou deux unités fondamentales. Ce
théoréme montre bien que le calcul des nouvelles quantités se déduira toujours
avec facilité du calcul ordinaire; il n’y a pas |4 un instrument nouveau dont puisse
profiter I'Analyse mathématique.

Nous avons admis que les lois commutative et associative subsistaient dans
I’algébre précédente. On s’est placé 4 un point de vue plus général en supposant
que, seule, la loi associative exprimée par I'égalité (2) subsistait. On a alors une
algébre beaucoup plus générale; celle-ci est complétement déterminée par le sy-
stéme des expressions linéaires E, g Un exemple céleébre d'un systéme 4 quatre

. i 1 H: i ) .
unités &, , €, €5 € €St fourni par les quaternions dHamilton ol 'on a:

=1 e==t', £3=]', 64=k

Rend, Circ. Matem., t. IX, parte 1*.—Stampato il 14 febbrajo 1895. 20
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avec les relations

Une remarque trés intéressante de M. Poincaré va nous ramener i la
théorie de groupes. L'éminent géométre a fait le premier la remarque qu’a chaque
systéme d’unités complexes correspond un groupe continu de substitutions linéaires
3 n variables, dont les coefficients sont des fonctions linéaires de n paramétres
arbitraires. Cette idée a été approfondie, dans un mémoire récent, par. un éléve
de M. Lie, M. Scheffer, qui a &é ainsi conduit 4 partager les nombres com-
plexes en deux classes suivant que le groupe qui leur correspond est intégrable
ou non iatégrable. A cette dernitre classe appartient le groupe correspondant aux
quaternions et ceux-ci sont les représentants les plus simples de cette catégorie
de nombres complexes. On demandera peut-8tre maintenant si ce vaste symbo-
lisme est susceptible d’accroitre un jour la puissance de I"Analyse. 11 est dange-
reiix d’8tre prophéte, mais il me semble que ces algtbres nouvelles ne pourront
avoir d'autre intStét pratique que de conduire peut étre A des notations plus con-
densées; on le voit, au reste, pour les quaternions dont Pemplai, si prisé en An-
gleterre, t'est nulle part indispensable. Le rapprochement entre la théorie des
groupes et le calcul symbolique nen est pas moins, au point de vue spéculatif,
d’un grand intérét. g

Itidée d’un systéme de fonctions formant un groupe n’est pas seulement
bornée au cas ot il n’y a dans D’ensemble qu’un nombre fini de paramétres.
M. Lie s’est beaucoun occupé dans ces derniers temps des groupes infinis, les
groupes considérés jusqu’ici érant dits groupes finis parce qu’ils dépendeat d’un
nombre fini de paramétres arbitraires. Considérons un systtme d’¢quations aux
dérivées partielles d’ordre quelconque contenant » fonctions u;, 5 ooty U, de
# variables %, 5 X35 ¢ %, 5 ces équations définiront un groupe si,"prenant deux
solutions quelconques

U, =F; (%5 .00 %)

Ui£¢i(xt:-.tlxs) (;=I.z,.'.”)’

on obtient encore une solution en prenant les fonctions
EAQ,, 0, ooy Dy

La théorie des invariants différentiels s’¢tend aux groupes infinis. On entend
par invariant différentiel relatif 4 m - p lettres ;5 %, 5 co s Xy Zys Zas 5 %p
toute fonction des x, des 7 et de leurs dérivées considérées comme fonctions des
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es substitutions

%, qui garde la méme forme quand on effectue sur les x et les z 1 .
dans la théorie

du groupe. Nous reviendrons tout 3 I'’heure sur leur role important
des équations différentielles.

Certains groupes infinis jouissent de propriétés particulitres. J'ai appelé Pat-
tention sur les cas ofl les équations aux dérivées partielles qui définissent le groupe,
ne renferment pas explicitement les variables indépendantes. La recherche de ces
équations revient alors  la formation de certains groupes finis. Ces équations
peuvent &tre considérées comme généralisant les deux ¢quations classiques dans
la théorie des fonctions d’une variable complexe, et cest en cela que leur étude
mériterait d’&tre poursuivie. 11 est d’ailleurs vraisemblable qu’il y a d’autres cas
que ceux que je viens de signaler dans lesquels la recherche des groupes infinis
peut se ramener A la recherche des groupes finis.

1L

On entend quelquefois des personnes, d’ailleurs trés instruites, mais pour qui
les mathématiques se réduisent aux cas d’égalité des triangles, se demander ce
quil peut bien y avoir 4 faire aujourd’hui en mathématiques. 11 est malheureux
qu’on ne puisse leur donner le conseil d’apprendre le calcul intégral, pour juger
des progrés que réclamerait la théorie des équations différentielles.

Malgré les efforts des plus grands géometres, cette théorie se réduisit long-
temps 4 une monographie de cas particuliers. Un des résultats les plus intéres-
sants des travaux de M. Lie est d'avoir fait une vaste synthése de ces travaux
isolés. Le fait d’admettre un groupe de transformations réduit, pour une équation
différentielle, 1a difficulté de Pintégration, et on peut rattacher aux théories du
géométre norwégien la plupart des cas élémentaires connus. A un point de vue
plus profond, la th:orie des groupes infinis parait extrémement importante pour
’stude des équations différentielles et il semble que, dans cette voie, les recher-
ches promettent d’étre fécondes. Ainsi M. Lie montre qu’une équation différen~
tielle ordinaire d’ordre quelconque posséde des invariants relativement 4 toute
transformation de points. Les invariants considérés autrefois par Laguerre et
Halphen dans la théorie des équations linéaires forment, pour une transfor-
mation de points particulitre, un bien remarquable exemple; il en est de méme
des invariants considérés par M. Appell etpar M.Roger Liouville Voici
un genre d’applications fort intéressantes, auxquelles conduit la conception géné-
rale de M. Lie. Halphen, dans un mémoire célebre, a trouvé les conditions
pour qu'une équation différentielle linéaire puisse étre ramenée 3 une équation
linéaire intégrable. Ce probléme peut s’étendre 4 une équation non linéaire d’ordre
quelconque; on peut chercher 4 quelles conditions une telle ¢quation sera, par
une transformation ponctuelle ou par une transformation de contact, réductible
4 une équation intégrable d’un type donné.

Parmi des applications d’une nature un peu différente, je citerai une thése
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fort remarquable de M. Vessiot. J'avais, il y a quelques années, indiqué com-
ment on pourrait étendre aux équations différentielles linéaires la théorie célébre
de Galois relative aux équations algébriques: a chaque équation linéaire on
peut faire correspondre un groupe de transformations lin‘aire et homogéne, qui
est I'analogue du groupe de Galois pour les équations algébriques. M. Ves-
siot a diveloppé complétement la thiorie que je m’avais quesquissée, et parmi
les applications qu’il en a faites, une des plus élégantes est la recherche des con-
ditions pour qu’une équation linéaire s’intégre par quadratures; c’est le probléme
analogue A celui des équations algébriques résolubles par radicaux.

On voit que les travaux de M. Lie sont venus Tajeunir singuliérement ce
que P'on pourrait appeler I'ancienne théorie des équations différentielles. Ils ne
peuvent, par leur nature méme, conduire 4 des cas d’intégrations essentiellement
nouveaux, puisqu’ils ont principalement pour objets des questions de transforma-
tions. Pour avoir des cas vraiment nouveaus, il est manifestement indispensable
d’introduire des transcendantes nouvelles. La th'orie des fonctions analytiques
a fait naitre A ce sujet les plus grandes espérances, et celles-ci ont été todt A fait
justifiées en ce qui regarde les équations linéaires. Il n’en a pas été tout i fait
de méme jusqu’ici pour les équations non lin‘aires; dans cette voie ce sont les
résultats négatifs qui ont été les plus saillants. Il en est parmi eux d’extrémement
intéressants. Ainsi, Pattention ayant ét¢ appelée par M. Fuchs sur les équations
algébriques du premier ordre A points critiques fixes, M. Poincaré a montré
qu'on pouvait ramener ce cas A des quadratures ou i une équation de Riccati
Dans un remarquable mémoire couronné il y a deux ans par I’Académie des
Sciences, M. Painlevé a notablement étendu ces résultats, en considérant les
équations du premier ordre dont les intégrales n’ont qu'un nombre limité de
valeurs autour de I’ensemble des points critiques mobiles. Une des conclusions
de ses recherches est que l'intégrale supposée transcendante, de toute ¢quation
algébrique du premier ordre, qui satisfait 4 la condition précédente, est une
fonction algébrique de Pintégrale d’une équation de Riccati dont les coefficients
dépendent algébriquement de ceux de I’équation donnée. On est donc assuré de
ne pas obtenir par cette voie de transcendantes nouvelles; il faudra s’adresser aux
é‘quations d’ordre supérieur dont Pétude, au point de vue qui nous occupe,
présente encore des difficultés considérables qui ne seront pas sans doute levées
de sitot. :

Abordons maintenant une autre direction dans laquelle tend A se développer
aujourd’hui la théorie des équations différentielles. Le désir bien naturel d’appli-
quer & ces ¢quations les résultats obtenus par Cauchy dans la théorie des
fonctions d’une variable complexe semblait avoir fait presque complétement oublier
le cas ol les variables et les fonctions restent réelles. Clest M. P o incaré qui,
par une suite de brillants travaux, appela de nouveau lattention sur des &tudes
si importantes pour les applications. L'étude des courbes définjes par les équations
différenticlles offre un intérét de premier ordre: de la connaissance générale de
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la forme de ces courbes résultent les conséquences essentielles pour le probléme
que Uon traite, qu’il s’agisse de géométrie ou de mécanique. Il est manifeste, par
exemple, que le probléme des trois corps en Mécanique céleste pourrait étre regardé
comme résolu si on pouvait obtenir une connaissance générale de la forme des
courbes trajectoires. Bornons-nous i un cas trés simple qui montrera suffisammient
I'objet des recherches de ce gegre. Soit une ¢équation du premier ordre de la
forme:

dx dy

P A -

X et ¥V étant des polyndmes en x et 7. M. Poincaré commence par faire
Pétude des points singuliers de Péquation différentielle. Ceux-ci sont en général
de trois sortes. Ce sont d’abord les cols par lesquels passent deux courbes inté-
grales et deux seulement, puis les neuds oti viennent passer une infinité de ces
courbes et enfin les foyers qui sont pour les courbes intégrales des points asympto-
tiques. On peut exceptionnellement avoir des centres autour desquels les courbes
intégrales se présentent sous la forme do courbes fermées s'enveloppant mutuel-
lement et enveloppant le centre. Ces &léments ne suffisent pas pour qu'on puisse
se faire une idée de la forme des courbes intégrales. Pour éviter toute difficulté
relative 4 Pinfini, faisons une projection sphérique de la figure. Si I'on chemine
alors sur une courbe intégrale, qu’arrivera-t-il? Cette courbe peut étre fermée de
telle sorte qu’on reviendra au point de départ; elle peut aussi avoir un des foyers
comme point asymptote, II peut sembler 4 premiére vue que ce sont les seuls cas
possibles; ce serait une grave erreur. La courbe considérée peut encore avoir pour
courbe asymptote une courbe fermée satisfaisant d’ailleurs 4 I’équation diftéren-
tielle. Qu'il me suffise de dire que ces courbes fermées (cycles Timites) jouent le
role essentiel dans la théorie, et c’est dans les cas ol il est possible de se rendre

compte de leur position que la discussion de I'équation peut étre faite d’une
maniére compléte,

En restant dans le méme ordre d’idées et 4 un point de vue seulement un
peu différent, M. Poincaré a étudié, dans un mémoire célebre, les équations
différentielles de la dynamique, Je ne veux Pas parler de ces belles recherches et
de leur grande importance pour la Mécanique céleste; auteur en 2 fait lui-méme
un résumé dans cette Revue (*). Clest seulement de Pintérét qu’elles peuvent avoir
pour I'Analyse ‘générale que nous avons i nous oceuper ici. Elles ont appelé I’at-
tention sur les solutions périodiques des équations différentielles et sur les solu-
tions asymptotiques; sans doute, M. Poincaré se trouve dans un cas spécial
ol il profite de la présence d’une constante trés petite dans les €quations, et il

raisonne alors par continuité; mais on peut espérer qu’un jour, au moins dans des

(") Voir & ce sujet la Revue du 15 janvier 1891, t. II, page 1,
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cas &tendus, on trouvera quelque autre maniére de pénétrer dans Détude de ces
semble quil y ait dans cette direction un vaste

solutions. ‘Quoi qu'il en soit, il
si Ion réussit dans cette voie,on y trouvera pro-

programme de travaux i tenter;
bablement des armes nouvelles pour revenir plus tard aux cas ol la variable est

complexe, cas ob les progrés sont maintenant si difficiles.

Enm. PicarpD,

de 1’Académie des Sciences.
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SUR LA THEORIE DES SURFACES ALGEBRIQUES;
par M. Emile Picard, i Paris.

(Dalla Revue générale des sciences pures et appliquées, 5e anae, n® 24: 30 décembre 1894).

Je devrais faire une revue sommaire des travaux d’Analyse récemment parus;
mais, comme je I"ai déja expliqué, une telle tiche me parait impossible 4 remplir
ici. J’aime mieux, eacore cette année, ptendre un sujet mieux limité et reprendre
cetté causerie mathématique A laquelle le directeur de la Revwe a eu déja deux
fois "amabilité de m’inviter (*). J'ai choisi les surfaces algébriques, et je com=
mence par une esquisse rapide du développement de la théorie des courbes algé-
briques, afin de pouvoir comparer I'état actuel des deux théories.

1

Prenant "équation f(x, y) = 0, o f est un polyndme de degré m en x et
y, on a d’abord classé les courbes d'aprés leur degré. Apres la ligne droite, les
courbes du second degré ont été étudides les premitres et les courbes du troi-
sitme degré n'ont pas cessé, depuis Newton, de faire objet dés recherches des
géometres. Vinrent ensuite de nombreuses monographies de courbes particulitres,
mais on doit surtout citer, parmi les ouvrages d’un caractére plus général, la
célebre introduction 4 analyse des courbes algébriques de Cramer; c'est A
ment que I'on doit ce théoréme si remarquable qu’une courbe

(m —1) (m — 2)
2

Cramer notam

irréductible de degré m ne peut avoir plus de points doubles,

nombre qui peut étre effectivement atteint.

(*) Voir les numéros de 1a Revue du 30 movembre 1890, et du 15 novembre 1892; et ces Remdiconti,

t. V (1891), p. B0 et suiv. et t IX (1895), p- 150 ¢t suiv,
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Malgré tous ces travaux, on peut dire qu'il n’y avait pas 13 encore les bases
d’'une véritable théorie. Le degré m de la courbe algébrique avait seul jusqu'ici
joué un réle dans la classification. Le calcul intégral allait mettre sur la voie
d’un nombre fondamental dans la théorie des courbes algébriques. Le grand géo-
~métre norwégien A bel commenga I"étude des intégrales de différentielles algé-
briques, c’est-a-dire des intégrales de la forme:

™ SR ydz

oll R est une fonction rationnelle de x et de la fonction algébrique y de x. On
lui doit une.proposition cé'bre sur les sommes d’intégrales de cette forme; dans
un de ses mémoires sur ce sujet, il reconnut que la somme d’un nombre quel-
conque p. d’intégrales (1), avec des limites supérieures arbitraires x, , %, ..., Xy
peut s'exprimer 4 l'aide de fonctions élémentaires et d’un certain nombre (dépen-
dant seulement de la courbe) d’intégrales de méme forme dont les limites sont
fonctions algibriques de x;, x,, ..., %y,. La mort prématurée d’Abel ne lui
permit pas d'approfondir I"étude de ce nombre,etc’est 4 Rieman n que revient la
gloire d’avoir élevé, i la théorie des fonctions algébriques d’une variable, un mo-
nument qui est une des ceuvres mathématiques les plus belles et les plus origi-
nales de ce siécle. Le point de départ de I'illustre géométre est d’ailleurs tout
différent de celui d’A bel; la théorie des foactions d’une variable complexe avait
¢té, dans Pintervalle, édifiée par Cauchy, et les singularités des fonctions algé-
briques étudies par Puiseux. Clest dans la correspondance entre les sysiémes
de valeurs réelles ou complexes de x et y, satisfaisant 4 ’équation f(x, y) = o,
et une certaine surface désignée aujourd’hui sous le nom de surface de Riemann
que se trouve Iidée fondamentale du géopetre allemand. En modifiant seulement
un peu la conception primitive de Riemann, on peut s’arranger de manitre
que cette surface soit, dans I'espace 4 trois dimensions, une surface fermée S, et
il y a entre les points de cette surface et les points (x, y) de la courbe f=o0
une correspondance bien déterminée. Or, sur une surface fermée, on peut distin-
guer un élément numérique trés important: c’est le nombre maximum des courbes
ne se coupant ni entre elles ni elles-mémes, qu’il est possible de tracer sur la
surface cans la décomposer en parties distinctes. Ainsi, pour une sphére ce nombre
est nul; pour un tore, il est égal A un, et sera égal 4 deux pour une surface &
deux trous telle qu'une cruche avec deux anses. Désignons d’une manidre géné-
rale ce nombre par p: on Pappelle le genre de la courbe et on a:

] O I)z(m e

d désignant le nombre des points doubles. Le geore est le nombre entrevu par
Abel, et c’est une chose bien remarquable que deux ordres si diffirents de con-
sidérations : une réduction de sommes d’intégrales et une question de géométrie
de situation conduisent au méme élément, Sur la surface § on peut tracer 2p
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courbes fermées sans fractionner la surface (ces courbes ayant par couples -un
point commun); ces cyeles jouent un réle fondamental dans 1’étude des intégrales (1),
ils correspondent i leurs périodes. Parmi ces intégrales, on désigne sous le nom
d'intégrales de premitre espéce celles qui restent finies pour tout point (x, ¥);
leur nombre est précisément égal A p- On appelle intégrales de seconde espéce
celles qui n’ont pas de points singuliers logarithmiques; elles peuvent se réduire
4 une combinaison lintaire de 2p d’entre elles et 4 une fonction rationnelle.

Riemann a encore introduit dans la science la notion capitale de classe de
courbes algébriques : deux courbes appartiennent 2 Ja méme classe si elles se cor-
respondent point par point, en entendant par 1i que les coordonnées d’un point
quelconque de la premitre peuvent s'exprimer rationnellement en fonction des
coordonnées d’un point de la scconde, et inversement, Cette belle conception gé-
néralisait singuliérement une notion familiére aux analystes qui avaient créé la
théorie des formes algébriques. Deux courbes de méme classe ont nécessairement
le méme genre, et le résultat le plus profond obtenu ici par Riemann est re-
latif au nombre des parametres arbitraires dont dépend essentiellement une classe
de courbes d’un genre donné p: le nombre de ces paramétres, qu’on appelle les
modules, est égal 4 3p — 3, quand p est supéricur 4 un.

Le point de vue algébrique n’a pas été moins fécond que le point de vue
transcendant, particuli¢rement entre les mains de MM. Brill et N o ether, On
y considére le genre comme le nombre des arbitraires figurant dans un polynéme
en x et y, d’ordre m — 3, qui s’annule pour les points doubles; ceci est conforme
a la formule (2). La recherche des courbes les plus simples appartenant i une
classe donnée appelait I'attention; Clebsch et Gor dan avaient déji montré
qu'a toute courbe de genre p on pouvait faire correspondre une courbe de degré
p + 1, théoréms qui est toutsfois en dfaut pour une classs bien définie de courbes
(les hyperelliptiques); 'MM. Brill et Noether ont approfondi cette théorie
des courbes normales.

Je winsisterai pas davantage sur la théorie, anjourd’hui classique, des fonctions
algébriques d'uns variable. J’en ai rappelé seulement les lignes principales pour
permettre la comparaison avec celle des fonctions algébriques de-deux variables,
dont je vais maintenant m’occuper.

IL

La théorie des surfaces algébriques a nécessairement débuté par des mono-,
graphies particulitres. Dés les premiers degrés se sont présentées des surfaces trés
intéressantes; les surfaces du second degré, qui se rencontrent dans tant d’appli-
cations, ont fait jadis I'objet des recherches de géométres illustres. Puis est venue
ensuite I’étude des surfaces générales du troisiéme degré avec les diverses dispo-
sitions que peuvent présenter leurs vingt-sept droites; les surfaces réglées du troi-
si¢me ordre ont peut-étre offert, avec leur droite double, le premier exemple d’une

Rend. Circ. Matem., t. IX, parte 1%, —Stampato il 18 febbrajo 1895. 33
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surface ayant une ligne double, c’est-a-dire une ligne le long d lagualle sz croi-
sent deux nappes de la surface. Il faudrait une érudition qui m: mainjue pour
parler de tous les travaux relatifs aux surfices du quarritme degré. Quelques-unss,
toutzfois, sont particulidrement célébres. Ainsi, les surfaces du quatriéme degré
ayant un2 conique doub'e ont été étudides spécialement par M. Darboux et
par M. Moutard, qui ont découvert un remarquable systéme triple orthogonal
formé de telles surfaces. Citons ensuite la surface de Kummer qui a seize points
doubles isolés; ce nombre est intéressant, car il représente le nombre maximum
de points doubles que peut posséder une surface du quatriéme ordre qui n’a pas
de ligne double. La surface de Steiner mérite aussi d’étre rappelée; elle pos-
séde trois droites doubles formant un angle triédre dont le sommet est un point
triple de la surface, et chacun de sss plans tangents la coupe suivant deux co-
niques.

Arrivons maintenant A la thiorie ginsrale. Nous avons signalé, pour une
courbz algibrique d’ordre m, I'importance des courbes adjointes d’ordre m — 3;
Clebsch vit le premier qu'une thiorie analogue était a développer pour les
surfaces; il faut seulemsnt, pour une surface d’ordre m, considérer les surfaces
adjointes d’ordre m — 4, c’est-a-dire, en me bornant, pour plus de simplicité, au
cas ol la surface n’a que des points doubles, les surfaces d’ordre m — 4 passant
par les lignes doubles. L’tude de ces surfaces a été reprise par M. Noether
dans un mémoire d'une grande importance ol il établit le caractére invariant du
nombre p de ces adjointes linéairement indépendantes; ce nombre est dit le genre
de la surface, et il présente une grande analogie avec le nombre désigné par la
méms lettre dans [a théorie des courbes. M. Noether a découvert pour les
surfaces un secoad nombre invaritat que nous désignerons par pls celui-ci repré-
sente le genre riemannien de la courbs mobile d’intersection de la surface donnée
avec les surfaces adjointes d’ordre m — 4. Voici donc d2ux nombres fondamentaux
p et p! introduits dans la théorie des surfaces algébriques.

On peut doaner aussi au nombre p une origine transcendante. M. Noether
considére les intégrales doubles de la forme

fo(x, L ¢ )dxdy

Q étant un polynéme adjoint d’ordre m — 4. On peut les appeler des intégrales
doubles de premidre espéce, car elles restent toujours finies, quel que soit le champ
de P'intégration. Le nombre p apparait comme le nombre des intégrales doubles
de premiére espéce linfairement indépendantes.

Nous avons maintenant une remarque trés importante A faire relativement an
nombre p, remarque qui n'a pas cu son analogue dans le cas des courbes. Pour
calculer p, il faudrait pouvoir calculer le nombre des arbitraires figurant dans les
surfaces d’ordre m — 4 et passant, avec le degré voulu de singularité, par les
lignes multiples et les points multiples de la surface proposée, Or, étant donné
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ensemble de ces lignes et de ces points, on peut trouver une telle formule pour
une surface d’un ordre suffisamment grand N; mais on ne sait rien sur la valeur
minima au-dessous de laquelle la formule cesse d'&tre applicable. Si donc on fait
dans cette formule N = m — 4, on pourra trouver un nombre P différent de p.
Clest, je crois, M. Cayley qui a appelé le premier Iattention sur cette circon-
stance; il peut méme arriver que le nombre P soit négatif, tandis que p est évi-
demment positif ou nul. MM. Cayle y et Zeuthen ont montré que P, comme
P jouit de la propriété d’invariance, c’est-i-dire qu’il est le méme pour les sur-
faces sc correspondant point par point. On désigne p sous le nom de genre géo-
métrique, et P sous le nom de genre numérique. Les surfaces réglées algébriques
sont les plus simples surfaces pour lesquelles on ait Pz£p; on a pour elles p=o,
tandis que P n’est pas nul en génsral,

La notion de classe sapplique évidemment aux surfaces comme aux courbes,
La question du nombre des modules se présente alors aussi. D’aprés M. Noether,
pour les surfaces correspondant aux nombres P et p!y le nombre des modules est
égal 4 10 p 4 12 — 2 p; peur-dtre ce beau résultat aurait-il besoin d’étre I'objet
d’une démonstration plus rigoureuse. Il semble, en tout cas, qu'il ne s’applique
qu'aux surfaces pour lesquelles on a P =

Nous avons considéré plus haut des intégrales doubles attachées A la surface,
On peut aussi faire correspondre 4 une surface (% 9, ) = o0 des intégrales de
différentielles totales de la forme

€)) JPG 3 0dx+Q(x, 5, 0 dy,

ol P et Q sont rationnelles en x, Y et 2. J"ai commencé autrefois Iétude de ces
intégrales, et je demande la permission de rappeler les résultats principaux aux-
quels je suis parvenu. Tout d'abord j'ai considéré les intégrales de différentielles
totales de premiére espéce. On rencontre dés le début une différence bien profonde
entre le cas d’une variable et celui de deux variables, La courbe la plus générale
d’un degré donné posséde un certain nombre d’intégrales de premitre espéce. Il
en st tout autrement pour les surfaces algébriques, car il nexiste pas d’intégrales
de différenticlles torales de premitre espéce correspondant i la surface la plus
geénérale de degré m. J’ai montré comment on pourrait reconnaitre si une sur-
face donnte posside des intégrales de premiére espéce. J'ai abordé aussi la question,
beaucoup plus difficile, des intégrales de seconde et de troisiéme espéce; j’entends
par intégrales de seconde espéce celles qui n’ont que des courbes polaires (apa-
logues aux péles des intégrales de seconde espéce), les intégrales de troisiéme
espéce ayant, en plus, des courbes logarithmiques. Pour la surface 1a plus® géné-
rale de son degré, toute intégrale de seconde espéce est une fonction rationnelie
des coordonnées, et le probléme de reconnaitre si une surface donnée admet des
intégrales de seconde espéce non rationnelles ne Jaisse pas d’tre assez délicat;
dailleurs, quand il existe de telles intégrales, le nombre de ces intégrales distinctes
est égal an nombre de leurs périodes. Quant aux intégrales de troisidme espéce,
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on peut rattacher leur théorie i celle des intégrales de seconde espéce; mais, bien
des points demanderaient encore a &tre approfondis. J’ai méme dd laisser en
suspens une question qui se pose pourtant dés le début; il ne me parait guere
douteux que, pour la surface la plus générale de son degré, toutes les intégrales
de la forme (3) doivent se réduire 4 la somme d’une fonction rationnelle de x,
¥, 7 et de logarithmes de telles fonctions multipliés par des constantes, mais je
n’en posséde pas une démonstration rigoureuse.

Nous avons dit plus haut comment Riemann avait introduit dans la théorie
des courbes des points de vue empruntés 4 la géométrie de situation. Aucune
recherche analogue n’avait été tentée pour les surfaces, et, d’autre part, mes pré-
cédentes études sur les int'grales de différentielles totales me montraient 1 une
lacune & combler. J'eus donc tout naturellement la pensée de chercher i poser
les bases d’une théorie des cycles dans les surfaces. Je fus ainsi conduit 4 remar-
quer que la généralisation peut se faire dans deux directions différentes; il y a a
considérer, pour les surfaces, des cycles 4 uns dimension ou linéaires et des'cycles
& deux dimensions; doti deux thiories entiérement distinctes. En pénétrant dans la
premiére étude, on rencontre un résultat au premier abord inattendu: c’est qu'en
général il n’y a pas de cycles linéaires, c’est-d-dire qu'ils se réduisent 4 des cycles
nuls, et ce résultat donne la véritable raison du fait signalé plus haut qu’il n’y
a pas, en général, d’intégrales de premiére et de seconde espéce. Si le nombre
p; des cycles linéaires est nul généralement, il en est autrement pour le nombre
p, des cycles A deux dimensions, et c’est, par suite, dans les cycles & deux di-
mensions d’une surface qu’il faut chercher la généralisation des cycles d’une courbe
algébrique. : '

Mes recherches sur les intigrales de différentielles totales m’ont permis d’a-
border P’étude d’une classe intéressante de surfaces: ce sont les surfaces pour
lesquelles les coordonnées d’un point quelconque s’expriment par des fonctions
uniformes quadruplement périodiques de deux parameétres, et cela de telle maniére
qu’a un point arbitraire de la surface ne corresponde qu'un seul systéme de va-
leurs de deux paramétres, abstraction faite des multiples des périodes. J’ai établi
que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une surface jouisse de cette pro-
priété est quelle soit de genre un (p = 1) et posséde deux intégrales distinctes
de premiére espéce. Avant le sixidéme degré, il n’existe pas de surface de la classe
précédente; on en peut trouver pour le sisiéme degré, mais les fonctions quadru-
plement périodiques se raménent aux fonctions doublement périodiques.

Dans un mémoire extrémement intéressant, couronné il y a deux ans par
P’Académie, M. Humbert a approfondi Pétude des surfaces précédentes et établi
des théorémes d’une rare ¢légance. Parmi les résultats relatifs aux surfaces adjoin-
tes, citons au moins celui qui concerne les adjointes d’ordre m — 3 le nombre
de ces adjointes linéairement distinctes est égal au genre des sections planes de
la surface diminuée d’une unité, Signalons encore que le genre numérique P est
égal 4 —1 et est, par suite, distinct du genre géométrique. M. Hum bert étudie
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aussi des surfaces remarquables d’ordre huit, avant pour lignes doubles les arétes
d’un tétraddre, qui sont jusqu'ici les surfaces de moindre degré corresporuant A
des fonctions hyperelliptiques non réductibles aux fonctions doublement périodi-
ques. D’aprés ce que j'ai dit plus haut, il resterait A voir ’il existe de tell>s sur-
faces pour les degrés six et sepl; il est bien vraisemblable que huit est le degré
minimum.

M. Humbert s’est aussi occupé, dans son mémoire, de la surface de
Kummer, qui se rattache aux fonctions quadruplement périodiques, mais nec
rentre pas dans la famille précédente: car 4 un point arbitraire de la surface
correspondent denx valeurs des paramétres, aux périodes prés; il fait une étude
trés compléte des courbes tracées sur la surface et des propriétés des surfaces
passant par ces courbes.

D’une manitre générale, I’étude des courbes algébriques tracées sur une sur-
face est un point trés important de la théorie. Dans leurs célébres m'moires
de 1880, Halphen et M. Noether ont donné 4 ce sujet quelques proposi-
tions générales. Ce sont surtout les systémes continus de courbes tracées sur unc
surface qui ont fait. dans ces derniers temps, 'objet de travaux importants, par-
ticuliérement en [talie, avec MM. Guccia, Ségre, Bertini,Castelnuovo, .
Enriques, etc. Les systtmes linéaires de courbes sont particuliérement intéres-
sants. On désigne sous ce nom un systéme de courbes découpées (totalemicnt ou
partiellement) sur F par les surfaces d’un systéme linéaire. M. Enriques a
remarqué qu'un systéme de courbes dépendant de r parametres et découpées tota-
lement ou particllement sur F par les surfaces d’un systéme algébrique (on ne dit
pas linéaire), est nécessairement linéaire si 7 est supérieur i un, et si par 7 points
ginéraux de F passe une seule courbe du systtme. Tout récemment, M. [I um-
bert s'est occupé des siries simplement infinies de courbes sur une sur“ice, et
il a montré qu’une telle série de courbes, se coupant deux A deux en un ou
plusieurs points mobiles, est comprise dans une série linéaire (deux fois infinie
au moins) de courbes du méme ordre, pourvu que la surface ne posséde pas d’in-
tégrales de différentielles totales de premiére espéce; on entend ici par scrie li-
néaire de courbes des courbes découpées par les surfaces d’un 'systéme lindaire,
chaque surface mobile ne coupant la proposée, en dehors de courbes fixes, que
suivant une seule courbe mobile.- ;

Les surfaces appelées unicursales, pour lesquelles les coordonnées s’expriment
en fonctions rationnelles de deux paramétres, ont fait depuis Clebsch Iobjet
de nombreux travaux. Une licune importante subsistait dans cette théorie, Teut-on,
pour une telle surface, faire la représentation paramétrique de maniére qu'a un
point arbitraire de la surface ne corresponde qu’un seul systtme de valeurs des
deux paramétres? Cette question tris délicate restait en SUSpens; nous savons
maintenant, grdce 3 M. Castelnuovo, quelle doit &tre résolue par I'affirma-
tive. On peut déduire de 1 que, si une surface contient une simple infipité de
courbes rationnelles, infinité dépendant rationnellement d’un paramétre, clle est
unicursale,
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Quelques travaux ont encore été consacrés récemment A 'étude des surfaces
d’aprés le genre de leurs sections planes. J’avais cherché autrefois les surfaces
dont toutes les sections planes sont unicursales et montré qu'elles se réduisent
aux surfaces réglées unicursales et 3 la surface de Steiner. M.Castelauovo
a cherché les surfaces dont toutes les sections planes sont de genre un et il a
établi que ces surfaces sont unicursales ou réglées. M. Enriques est arrivé 4
la méme conclusion pour les surfaces dont les sections sont des courbes hyperel-
liptiques de genre quelconque. Rappelons encore, dans le méme ordre d’idées, un
théoréme énoncé en 1886 par Kronecker et que vient d’établir M. Castel-
nuovo, d’aprés lequel les seules surfaces irréductibles admettant une double in-
finité de sections planes décomposables en deux courbes distinctes sont les sur-
faces réglées et la surface de Steiner.

L'é¢tude des transformations d’une surface en elle-méme, au moyen de tran-
sformations birationnelles, est importante pour la théorie qui nous occupe. Il y
a ici encore une grande différence entre le cas des courbes et celui des surfaces.
Tandis qu’une transformation birationnelle d’'une courbe en elle-méme, dépendant
de paramétres arbitraires, fait nécessairement partie d’'un groupe fini et continu
au sens de M. Lie, il peut en &tre autrement pour les surfaces. J’ai pu étudier
le cas des surfaces admettant un groupe fini et continu de transformations bira-
tionnelles; mais les cas ot celles-ci ne forment pas un groupe paraissent d'un
bien autre intérét. 2

On voit que, malgré tant de travaux et particuliérement ceux de M. Noether
qui ont tant contribué aux progrés de la théorie générale des surfaces algébriques,
celle-ci est loin d’étre aussi avancée que celle des courbes. Il semble que d’autres
nombres invariants que ceux qui ont été jusqu'ici considérés soient a introduire,
Ainsi, il y a un grand nombre de classes de surfaces pour lesquelies il n'y a rien
A tirer de la notion de gonre géométrique; j’ai lieu d'espérer qu’an moins dans
des cas étendus, un nouvel invariant sur lequel j’ai récemment appelé 'attention
et d’autres nombres analogues pourront n’étre pas dénués d’intérér.

Emire Prcarp,
de 1'Académie des Sciences,
Professeur de Calcul différentiel et intégral
4 la Faculté des Sciences de Paris.



SULLE INVOLUZIONI DI SPECIE QUALUNQUE.

Nota di F, Gerbaldi, in Palermo,

Adunanza dell’r1 novembre 1894. — Verbali,

Il prof. Guccia ha in questi Rendiconti dimostrato in pitt modi che 7’gb-
bassamento prodotto di una singolariti ordinaria [6,, 0,,... o) nel numero
dei punti (k- 1)-pli di un’involuzione di specie k & in generale

B oo mohliaht)

Parmi utile rilevare che I'ultima dimostrazione (t. VIII, pp. 228-230) si pud
estendere in guisa che nello enunciato precedente sia lecito sostituire la parola
sempre alla parola in generale. Basta a quest’uopo far vedere che

Pu Pty onv Py

a P a ?Ml a ?Hk
0 s d Xa o ax,

a‘_?n ai?l—a'; at?'_ci
dxt Jat R

in niun caso si pud annullare per x, = o.
Pongasi per brevitd

n—0; = n; (£=I.2,--.’¢)
ed i coefficienti delle piti alte potenze di x, nei polinomi Pny Gn—oyy oo, Pu—oy

si denotino rispettivamente con a,, a;, ... @ . Indi si premetiano le seguenti

osservazioni :
1° dalle disuguaglianze

1£6,<0< . <0 hn
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seguono le altre
B> > > cae >

2° niuno dei coefficienti 24, 4,, ... @, pud essere nullo; perché, se fosse
a;=0 (i=1, 2,... k), il polinomio ¢n—z; avrebbe x, come fattore, donde
segue che nell’involuzione minore J*~ il punto x, = 0 sarebbe un punto base
con uni molteplicita maggiore di g;, il che & contro Dipotesi circa la natura
della singolarita del punto x; = 0; né ¢ a, = 0, altrimenti il punto x, =0 sa-
rebbe un punto base per I'involuzione I* data, cid che si esclude.

Cit posto, si calcoli il valore di @ per x, =0, x, = I; esso &

ao al TR
a
7 a, n, a,
n(n—1)a, n, (n; —1)a, .

T ...

n(m—1) ... (n—k-41)a, W0y S0 Py A e

Questo determinante si riduce facilmente con operazioni fatte sulle orizzon-
tali ad un determinante di Vandermonde, ed & uguale a

Eagdp e p(n—n ). (n—m)(ny—mn,) ... (8, —m) .. (g —m).

Dunque, per x, =0, ® si riduce ad un prodotto di fattori, i quali per le
osservazioni premesse sono tutti diversi da zero.

Fussano, 27 agosto 1894.

F. GERBALDI.
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SULLE TRASFORMAZIONI DELLE EQUAZIONI
DELLA DINAMICA.

Nota del Dr, Giovanni Di Pirro, in Roma,

Adunanza del 10 marzo 1895,

1. I lavori del sig. Appell sulla « Omografia in Meccanica »
condussero il sig. Goursat a proporre la seguente questione :
Dato il sistema di equazioni di Lagrangia

sy a9 i :
(8 27(67»:)“6_?,—1"’ U e

1 : ;
dove § :7Za,,p;p:(a,, —=a,) ¢ una funzione quadratica omo-
rs

genea delle p;, p., ... p) coi coefficienti funzioni delle Rt Pl
e dove le P, contengono soltanto le p,, p,, ... Pu; trovare delle
funzioni ¢,, 9,, ... 9, e X tali che, ponendo

qr=9r(Pli Pz’ e Pn‘)
dt:?\(;’r’ Pz’ =y P.)dt:,

sia possibile trasformare il dato sistema nell’altro

()

d (3, a8, dyg, : 5
(B) : dt, (aq:‘)"‘a—g:z Q,,! 'ETI:% SR R

Rend. Circ. Matem., t. IX, parte y*.—Stampato il 18 marzo 189s. 22
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dove S, :—;—Zbﬂ 4,9, (b,,=14,) & una funzione quadratica omo-

genea delle ¢}, ¢, ... ¢, coi coefficienti funzioni delle sole ¢,,

i
4s5 «-- Gy, € dove le O, contengono soltanto le ¢,, ¢,, .. . g,
Un caso particolarmente interessante di tale questione si ha in
quello recentemente studiato dal sig. Painlevé in una lunga Me-
moria, pubblicata nel « Journal de Mathématiques pures et appli-
quées » (1° fasc. 1894), relativo alle trasformazioni definite dalle

formole :
b, =1,
dt:)‘(f’x: Pas - v pn)dtx'

&)

E il caso nel quale le traiettorie definite dai sistemi (4) e.(B)
hanno le medesime equazioni, pur essendo sopra esse diverso il mo-
vimento.

Su questo soggetto il sig. Painlevé ha dimostrati parecchi
importanti teoremi, non perd tali da esaurire I’argomento, né tali da
dare un concetto della entitd di queste trasformazioni, e del contri-
buto che esse possono apportare alla risoluzione dei problemi della
Meccanica.

La questione, invero, allora potra dirsi completamente risoluta,
quando sia determinata la funzione A e siano determinate altresi le
condizioni, a cui devono soddisfare i coefficienti a,,, 4, , perche la
trasformazione sia attuabile.

Partendo da queste considerazioni, io mi propongo di risolvere
compiutamente il problema trattato dal sig. Painlevé nel caso che
le espressioni delle semiforze vive S ed S, siano riducibili alla forma
ortogonale, e nel caso che le forze P, (p,, p,5 ... p)s @, (4cs @o» -+ §1)
siano affatto arbitrarie,

2. Allo scopo di stabilire alcune formole preliminari, & intanto
necessario osservare con Stickel (*) che, quando si sviluppino i
primi membri delle equazioni (4) e (B) e si tenga conto della tra-

(*) Journal de Crelle, t. 110,
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sformazione (1), si possono trovare dei coefficienti R® in numero
di m* (r=1,2,...m i=1, 2, ... n) non dipendenti che da
bi» P35 « o+ p, in maniera che le espressioni

(3) dd;; (g—jﬁ) “375,' _ZRS' [d (gif) g}{',]

non contengano pil le derivate seconde e si riducano in conseguenza
a delle forme quadratiche @, di pl, p/, ... p.
& p

Bastera annullare nella espressione (3) il coefficiente di ey i

con che si avri

g 90 99, 0%l $pw,
@ »[ngE+ni e 10,32 Sroa—o.

Facendo k=1, 2, ... 7 si avranno # equazioni lineari defi-
nenti R®, R, ... R™ nelle quali il determinante dei coefficienti
delle R ¢ il discriminante di S, che percid non & nullo.

Calcolate le R, la espressione (3) diventa uguale ad una forma
quadratica ®, delle p;, p;, ... p}; e si avranno tra le forze P, e
le Q, le relazioni:

f=n
) 0, =o, + > RPP,

fmm]

Da questa formola si deduce che quando le funzioni X e 9, Sono
scelte arbitrariamente a forze P, funzioni delle sole coordinate cor-
rispondono delle forze Q, funzioni e delle coordinate e delle ve-

lociti.
Se noi perd vogliamo che le forze Q, siano dipendenti soltanto

dalle posizioni, occorrerd che la trasformazione sia particolarizzata
dalle condizioni:

(6) g o i e L

Ora, volendo che queste condizioni sieno soddisfatte per tutti
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i movimenti possibili del sistema, bisogna che le equazioni (6) ab-
biano luogo quali che sieno p., pi, ... ps, € che quindi i coeffi-
cienti delle diverse potenze delle p’ siano uguali a zero.

Si avrd cosi un numero pili grande di equazioni definenti le ¢,
e A Queste equazioni saranno generalmente in numero maggiore
delle funzioni a determinarsi: di modo che non si potrd realizzare
"la trasformazione, senza che esistano certe relazioni tra i coefficienti
a,, b, delle forme S ed S..

Allorquando questa trasformazione esiste, a forze P nulle cor-
rispondono forze @ nulle.

La trasformazione quindi conserva i movimenti geodetici.

3. Cid posto, veniamo alla risoluzione del problema che ci

occupa.
Trascriviamo i sistemi (4) e (B) che chiameremo d’or innanzi

(S) ed (5):

Ty S 4 ) M) ¥ ds
) 7Gp) =t S=vir
d (3S\ 9§ 1 dst
(5 Ei_t,(a-g,' e o Aot

e supponiamo che sia
is=Sa,dp, =3 b,dg

Diremo corrispondenti i sistemi (S) ed (S,) e corrispondenti pure
gli elementi lineari ds, ds,.

Ferme rimanendo le condizioni ammesse per (4) e (B), mi pro-
pongo di vedere quale debba essere la forma delle 4,,, b,,, e quale
la forma di %, perché il sistema () si trasformi nel sistema (S,)

mediante le formole :

9 =P,
dE== kDo) Doy o v b dt.
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Tenuta ragione delle ipotesi fatte, le equazioni (4) danno nel
nostro €aso :
2 i Aty
A b" - = Rf-)arr!
da cui
b
RO —» =,

(¢ 4

ed
REI) = Rs.z) — R('_I) R(rﬂ) = — RE,") =

Le equazioni (5) diventano:

Q!’ o= (I)f + lz.z—rt Pr‘

r

E se per P, e Q, poniamo i valori che si cavano dai primi
membri dei sistemi () ed (S,), le equazioni (6) daranno luogo al
sistema :

2 al I 2bn‘ aarr_ 2153
o ap,+”’"ap, RO T B i e
: ab a2 , b, 0a, =1, <. B
@ aP, +lb"aP o a—"a—Pszo, (S=1,2,---n r;ﬁs)
brraas.r _?_bi— (r=1, ] 2
a, 0p, ap,—o' S=1,2 ... 0 ;:és),

Si vede di qui che la risoluzione del préblenm ¢ ricondotta alla
integrazione del sistema (7) formato da m(2n — 1) equazioni diffe-
renziali.

Integriamolo :
La 1° equazione si pud scrivere :

) d s s e
(E(log b,) + g}—r(logl) 37, (loga,) =o0
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ossia

a 2 b"f — .
57, (e 3z) =0

da cui
£\ b"'
a

r

= F, (b Pistsn Dl v b

dove F, ¢ il simbolo di una funzione arbitraria che non contiene

la:pa
La 2* equazione si pud anche scrivere
0 d d
gg(log by) + (E(log = 9%, (loga,) =0

ossia

d L
aE (logl-a) =10

la quale equazione, valendo per

CEe—i el VoS e B i el A o e
da
b

Feanin I

e
a’f ]Ir Pf),

dove la II,(p,) é una funzione arbitraria della sola p,.
Tenendo conto di questo risultato 1’equazione :

zbrr
N = F(Pis Pus « -+ Boss Drass ==+ Bu)

r

diventa

A
———=F > S
Hr(j’r) GC:J P:’ pf-d pr+r P..
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la quale valendo per r =1, 2, ... n contiene le altre
(8) )\:nl(Pt)F:l:Hz(pz)Fzz"':Hr—x(pr—l):nr@r)Fr:'":Hn(Pﬁ)Fn'

Portiamo ora la nostra attenzione sopra 1’eguaglianza

Hr—l (Pr—l) Ff—! = Hr (P!’) Ff
che possiamo scrivere

& F,

' i o 3

) L)

ed osserviamo che, per la natura della funzione F,, il primo mem-
. bro non contiene la p , per la natura della funzione F,__, il secondo
merfibro non contiene la p, . Perch¢ dunque I’uguaglianza possa
aver luogo ¢ necessario che i due membri siano uguali ad una certa

funzione
(Pr.r—t(pl, Pz) "'pr_z’ 412 "‘pn)’

«che non contenga né la p,_ , né la p,.
Avvalendoci di questa considerazione possiamo allora dal si-
stema (8) dedurre le seguenti relazioni :

I F,

ﬁ!": HI :?n (P;P; SRS Pr-lprﬁ b i) Pu)

% &

'H—':"H_z:‘]’n@x}"; o e pr-—-tpnﬂ "'Pﬁ)

'I%”: '%:" — cPr:(Pan SIS, P:-—:Ptﬂ SN, .PI'—IPI"FI A Pn)
%L:_f[‘_" :CP,..(P,P; --°Pr—xpr+x 2 pl—x)’

dove le ¢ sono simboli di funzioni arbitrarie e gli indici r, s nella
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funzione ¢, stanno ad indicare che in essa mancano le variabili
P € Dy

Ora da queste relazioni si rileva che la

o

r

(indipendente dalla p,) & tale funzione che il quoziente della divi-
sione di essa per IL, (p,) ¢ indipendente da p,, il quoziente per IL (5,)
& indipendente da p,, ..., il quoziente per II,(p,) & indipendente
da p,.

Dunque essa ¢ necessariamente della forma

Fo=CI,(p) L) -« T (p) N (P) - - - (2

essendo C una costante arbitraria.
Questa espressione fard conoscere la forma delle F,, F,, ... F,,
quando in essa si faccia successivamente

[ = =000 s S | )%

Tenendo conto di questi risultati e del sistema (8) segue per
A il valore

A= CIL(p,). M, (p,) ... IL(p,)

E quindi dalla

12"5 = :
al’f Hr(_-br)
si cava
b — a,,
7 C.IIII'I’ H,_,Hfrlﬁ_, A ?

Dopo cid, risolviamo il sistema contenuto nella 3* equazione
del sistema (7), che ¢&

by Qi 0 Fe=1, 35 .00 ft )
a, 9p, o i (.::—-.1,&, e B r;zés’ :
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Sostituendo in questa per b, e b, i valori trovati, si ha

da, om,
S53d g o e
ﬂ: ap’ = nl II: :
ossia
= e 1
( II ) ap e 55 ap
cio¢
d 0
En —_ — I — 5
37, (log a,,) 3p, [log (Im, Hr)]
Da quest’ultima integrando si cava:
a, =— (Hr 3 Hs) q"r »

dove ¢, indica una funzione indipendente dalla p,.
Ponendo successivamente nella formola cosi dedotta

| gaie==oly (O A SR

si ottengono le relazioni :

"

a, = (I, — 1) ¢§,, essendo ¢, indipendente da p,

a, — (H: B Hs) q}z ’ > q’a
L= ( 4 5) 4" 2 s d"
a” = (II = ]]_r) 4’" b) » \Pu

< o» e P:
'ty
» e

Per queste relazioni si deduce che la a, contiene la p, nel solo

fattore 1, — II,,
a, — (Hl e Hs) (He *T Hl) LAl (H’

e che percid dev’essere della forma

) ... (O, — o)P®,

dove la P® & una funzione arbitraria della sola p,.. Ora, senza ledere

Rend, Circ. Matem., t. IX, parte 1%, —Stampato il 18 marzo 1895.

]
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la generalitd dei risultati, si pud supporre P& =1, poiché cid equi-
vale a sostituire alle p, altre variabili p? legate alle prime dalle
relazioni :

po= f VPO dp,.
Riterremo quindi
au:([[l _HI) (Hz 3 H:) Bl (Hr Pk ]]s) b it (Hrl S ]I:)' (r;és)

Sostituendo questo valore di a,, nella espressione trovata per b,,,
si ottiene :

b ,__(HI_IIJ)(Hz"_H:) Gl (“r_ns) s (l'l,—-[l‘)
o T (01 T B

. (r#s)

E da osservare intanto che il valore di a, non cangia quando
in luogo delle I, si ponga M, + A, essendo b una costante.

Per contrario b, diventa una funzione di b e varia col variare
di .

Quindi per ogni valore di a, soddisfacente al sistema di equa-
zioni integrato corrispondono infiniti valori di 4, soddisfacenti tutti
- al medesimo sistema. ]

Quanto si & detto ci permette di enunciare la seguente propo-
sizione :

Se le espressioni delle semiforze vive S ed S, somo riducibili a
Jorma ortogonale, il sistema (S) di equazioni di Lagrangia si potri
con le formole

9 =P,
dt: I(PIP: gl Pn)dtx

trasformare nel sistema (S,), quando, posto
I fds\* = /dp\*
@)=z .
s dpr
= (@) =20 () =30 ().
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si abbia rispettivamente
Cr = (l]l e L) (== ) <o (= Hr)

b — (Hl ! Hr)(ﬂz = Hr)"'(ﬂn R Hr)
" O, + B, + B (W, + B)Q, + AW, + B)..(T, + B)

e si abbia altres;

A CUL - DL ey L D),

In tal caso, e solo in tal caso, la trasformazione proposta a
forze P, del sistema (S), funzioni delle sole coordinate, fard corri-
spondere forze Q, del sistema (S,), funzioni del pari delle sole coor-
dinate.

E la dipendenza fra le P, e le Q, & definita dalle Jormole :

ossia dalle :

(9) Q= C(W, + h)W, +5) ... (U, + YU, + ) ... (I, + 5P,

(r=1,2,...n)

4. Studiamo ora un caso particolare importante di queste tra-
sformazioni, '

Supponiamo che le P, derivino da una funzione potenziale U,
per cui si abbia

_au
r"_ap -

r

P

Da questa ipotesi non consegue necessariamente che le Q, deb-
bano pur esse ammettere un potenziale : cib in generale non sari,
Si pud perd domandare :
oU
ap,

r

Esistono forme della funzione U, per cui, essendo P——, sia

pure Ol = coi

_GP,?
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Perché¢ cid sia, occorre che I’espressione

Q:dp; + depz + LR + Qld.pu

sia un differenziale esatto e che quindi si abbia:

aQ aQ r=TIy2)i0s B )
o - 0b. (s=1, T o
Ora

Q,= C(I, + B)(IL, + ) ... (U,_, + H)(I,,, + b) ..o (I, + b)%g-

Q.= CQL + DL +5) o (s + D)y +) e W+ D

Quindi la
0@ d¢
dp, ~ 9p,
da
[(l‘[ +b) ]:——Q-[(II -[—b) ]
9, ap, 0 op
ossia

o', —m)U r=1,2...1
() i e iy
La determinazione della funzione U & cosi ridotta alla integra-

zione del sistema (10).
Per effettuare una tale integrazione consideriamo le 7 seguenti

equazioni :

o, — YU _
ap, @p, Wi
o, — MU _

&
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(I, — W)U _

apr ap; > 3

-----------

(U, = 1) i‘/’_
I

Queste equazioni, integrate, dinno:

(O, — ) U =425 Puniins Parslimse 2Pt
+ 0(p.s Bys oo D)

----------------------------

(Hf_ﬂs)UquEI)(PI) P:: s s Pr-—x’ Pr+!’ e Pn)+
ST b s S S S

----------------------------

(Hr—un)U=‘PEn)(P:! Pz’ e Pr—!’ pr\-!—:' LHE Pn)+
+(P£')(P!’ Pz’ Ay B2 Pn—:)a

dove ¢ & il simbolo di una funzione arbitraria delle variabili, in
cui I’indice 7 sta ad indicare che in essa manca la variabile p,.
Ora dall’esame delle relazioni precedenti si scorge che la U
deve potersi ‘esprimere mediante la somma di due funzioni.
La prima conterrd in modo arbitrario tutte le variabili, ad ecce-
zione della p,, la quale vi entra soltanto nei fattori

I I I I
Hr'—nx, Hr'"_nz’...Hr——us’...ur_'ﬂn.

La seconda conterrd in modo arbitrario la p,, e sari tale fun-
zione di p,, Pas oo Droxs Prans - Du CBEs moltiplicata per (I, —1II,)

<.
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non conterrd la p,, moltiplicata per (I, — II,) non conterri la
£.> + .., moltiplicata per (II, — II,) non conterr la p,.
Questa seconda funzione sard quindi della forma

ACAE 2
(Hr T Hl) (nr Y II:.) SRt (Hr e Hn)

con f,(p,) funzione arbitraria della sola p,.
Potremo quindi scrivere :

% f. ()
U_Fr@l’ pz’ ot Pr—t’ pr? Pr-&-:’ "‘Pu) + (Hr_llz)(]]r_nz) ) (H,:—H") 2

dove F, & una funzione arbitraria delle p,, p,, .. £ 5 Prrrs «ov Pus
e contiene la p, soltanto nei fattori

I I I
Hr'—‘ux, ]]r_nz’...]]r—"nn'

Ma il ragionamento fatto vale per tutti i valori che pud assu-
mere r, cioé

Tyh Dsiiocicestbs

Ne consegue che la p, pud entrare arbitrariamente soltanto nel
termine

fi @)
(I, —m)(m, —Im) ... (I, — 1m,)’

che la p, pud entrare arbitrariamente soltanto nel termine

f(p,)
(Hz % H:)(Hz ey H;) it (Hz T Hu)

....................

e che quindi la U dovrd necessariamente avere la forma

s £

(ur TEas H:)(Hr > Hz) < £ (‘ur T Hn) ¢

re=I
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dove f,(p,), £.(p,), - .. f,(p,) sono funzioni completamente arbitrarie
dei soli argomenti indicati. :
Deduciamo quindi il teorema : :
Se le forze P, ammettono una funzione potenziale U della forma

et r(Pr)
U_;(Hr“ Hl)(nrjnz) S (Hr T Hn) :

le forze Q, in questo caso, ¢ solo in questo caso, ammetterranno pur
esse una funzione potenziale.

I problemi definiti dalla funzione U sono caratterizzati da un 13
proprietd importante.

Per ritrovarla occorre invocare un teorema di Stickel gene-
ralizzato dall’amico Dr. Burgatti, relativo ai problemi dotati di
potenziale, che ammettono # integrali quadratici.

Denotiamo con @ il seguente determinante ;

(P!,x (Pr,z R tPJ.',n
‘Pz,x ‘Pz,: W EST 1 ?z,n

O N R e Tty - T & )

LR N N TUST RS T St .

?n.x <Pn',z T 58 "Pn.n

dove in generale ¢, & una funzione arbitraria della sola b, e indi-

chiamo con @ il complemento algebrico dell’elemento ¢,, nel de-
terminante @,

Il teorema, a cui alludo, & il seguente :
«Se ds*= ;audp,- dp,. & riducibile alla forma ds* :z‘%ﬁ dp’,
« e se esiste una funzione delle forze U, riducibile alla forma
I = 5 . EE
= -qTZd)f")f,.(p,.), essendo in generale f; funzione arbitraria

=1

« della sola p;, allora, oltre all’integrale delle forze vive

femnt (D d i 2
ZQT") (Ti}&) =2(U,+2,) («, & una costante),

=]
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« esistono altri # — 1 integrali quadratici nelle p’, cioé :

fe=n (J) .2

2 @ey (4
« dove
feant q;(l)
UJ. == g (D*"f; (P:)

Ora una semplice ispezione alla forma dei coefficienti g,,, che
compaiono nello elemento
Feal =
L
ds*= > a,dp}
re=1
da noi considerato, ¢i mostra come questo elemento lineare coincida

con quello considerato nel teorema precedente, sol che si prenda il
determinante @ della forma seguente :

I 1 R
M-l
L I

o — 3
Hﬁ-—l ]Iﬂ-—l ﬂ”—l

dove II; & la stessa I, che compare nei coefficienti a, , elevata alla

potenza s.
Si conchiude quindi che i problemi definiti dalla funzione delle

forze

: e ! 7,fr,(p_r)
'-(H.r it III) (—Hr s Hz) Bedis (Hr 173 Hu)

=

i

ap .

.ammettono # integrali quadratici nelle s
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I problemi frasformati ammetteranno anche essi un ugual nu-

= ; 5 dg, dp,
mero di integrali quadratici nelle S

I risultati sopra esposti contengono in s&, come fard vedere,
tutti quelli ottenuti dal sig. Appell, dalsig. Dautheville, dal
Dr. Picciati, relativi ai problemi aventi due gradi di liberta.

Di questi risultati io mi avvarro per svolgere alcune conseguenze
ed applicazioni.

Roma, 26 febbrajo 1895.

GiovaxnNi D1 Pirro.

Rend. Circ. Matem., t. IX, parte 1*.—Stampato il 20 marzo 1895, 24
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SULLE SECANTI MULTIPLE DI UNA CURVA ALGEBRICA

DELLO SPAZIO A-TRE OD A QUATTRO DIMENSIONIL

Nota di L. Berzolari, in Torino.

(Estratto di Lettera diretta al prof. C. F. Geiser).

Adunanza del 10 febbrajo 1895,

o s e 8 & 8 8 . 8 s 9 &8 & % @ LS TR T T S T ® 2 =2 8 ° e e

Nel lavoro Ueber die drezfacbm Secanten einer algebraischen
Raumcurve (Collectanea Mathem. in mem. D. Chelini, 1881) Ella
ha determinato, in due modi, il grado della rigata costituita dalle
trisecanti della curva comune a due superficie algebriche di dati
ordini (e ne ha poi dedotto I’analogo risultato per una qualsivoglia
curva algebrica dello spazio ordinario), ricorrendo all’osservazione
del § I (pag. 296), secondo la quale, in senso algebrico, le trise-
canti della curva comune ad un piano e ad una superficie d’or-
dine 7 possono riguardarsi come costituenti una rigata d’ordine

I
e n(n — 1)(n — 2).
Ora non ¢ forse del tutto sprovvisto d’interesse mostrare come,

senza punto nuocere alla semplicitd del Suo metodo, si possa evi-
tare questa considerazione alquanto paradossale, o, almeno, non geo-
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metrica, di un ordine megativo di una superficie. A cib sono perve-
nuto facendo uso dello stesso principio che informa tutto il Suo la-
voro, cioé di quello che il sig. Schubert ha chiamato il principio
della conservazione del numero.

§ I.

Rappresenterd con F™ una superficie d’ordine m, con (F™F")
la curva che & completa intersezione delle superficie F™ ed F", e
con ¢ (m, n) Pordine della rigata costituita dalle trisecanti di una
(F" F").

Cio posto, cerco il numero ¢ (24, #): decomponendo F* in a
superficie di 2° ordine, cio¢ ponendo F*=F!F; ... F}, la rigata,
di cui si cerca il grado, ¢ formata: 1) dalle a rigate delle trisecanti
delle curve (F7F"), ciascuna delle quali (Collectanea, pag. 294) & di

ordine % n(n — 1)(n — 2); 2) dalle 2. ﬂaz;l) rigate generate

dalle corde di una delle curve (F? F") appoggiate in un punto ad
una delle curve rimanenti : ciascuna ( Collectanea, pag. 302) & di ordine
2n[n(2n— 1)+ n(n— 1)] — 4n (20 — 1), ciod 2n(3n* — 6n - 2);
) Bl a(a — 16) (a — 2)

rigate delle rette che si appoggiano in

punti distinti a tre delle (F?F"), e che sono di ordine
2.(28) —3.4n.2n=8n’(2n — 3).

Si ha dunque:
o(2a, n):a.%n(n—- N(nr—2)+a(@—r1).20(3n" —6n +2)

+%a(a—x)(a—z).ﬁ'(zn—3)

:%an(an—- [4an—3(2a+n) + 4].

Dando qui ad a tre valori distinti, peres. 1, 2 ¢ 3, col metodo
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da Lei indicato a' pag. 300 dei Collectanea si deduce il valore gene-
rale di ¢ (m, n), ciod (*):

(1) o(m n)=—rmn(mn—2)[2mn — 3(m + n) + 4].

Del resto si pud ottenere questa medesima formola anche con
un procedimento diretto, e simile 2 quello di cui Ella ha fatto uso
a pag. 300 dei Collectanea, ma senza perd ricorrere all’osservazione
del § I del Suo lavoro. Infatti, se m-—=2a4, posto F"=F!F} ... F2,
si trova per ¢ (24, n) I’espressione gid scritta sopra, la quale colla
sostituzione di 7 a 2.4, si riduce a quella fornita dalla (1). Se invece
Mm=2a+ 1, si ponga F" = F!F; ... F2 F% allora la rigata delle
trisecanti di (F” F") si decompone: 1) nelle 2 — 1 rigate delle trise-

canti delle curve (F? F"), di cui ciascuna & di grado % n(n—r1)(n—2),
e nella rigata delle trisecanti della (F°F"), la quale (Collectanea,
pag. 297) & di grado —:un(gn —2)(3n—35); 2) nelle 2, (G_I*z(-n_f)

rigate costituite dalle rette che tagliano in due punti una delle
(F}F") ed in un punto una delle rimanenti: ciascuna & di grado
2n(3n® — 6n + 2); 3) nelle 2 — 1 rigate formate dalle rette che
tagliano in due punti una (F7F”) ed in un punto la (F*F"), e di
cui ciascuna ha il grado 3n(3#* — 67 + 2); 4) nelle a— 1 rigate
aventi per generatrici le corde di (F? F”) appoggiate ad una (F? F"), e

che sono di grado 3n(5#* — 97 -+ 2); 5) nelle (a— 1)(:1; 2)(a—3)

rigate costituite dalle rette appoggiate in punti distinti a tre delle
curve (K} F"), e che sono del grado 8#(2n — 3); 6) infine nelle

@~ t)z(a e L rigate, che sono luogo delle rette appoggiate in

punti distinti a due delle (F?F") ed alla (F*F"), e che hanno il
grado 127" (2n — 3).

(*) Allo stesso risultato si potrebbe anche pervenire, facendo uso dei va-
lori di ¢ (m, #) gia da Lei determinati per m =2 ed m= 3, ed aggiungendo
il valore che si ottiene dalla formola superiore ponendo, ad es., a =12 (ciod
m = 4), e poi applicando il Suo metodo sopra ricordato,
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Sommando le varie espressioni cosi ottenute, si trova per
¢(2a + 1, #) un valore che, colla sostituzione di m a 24 41, sl
riduce ancora a quello dato dalla (1).

SHIL.

Lo stesso metodo permette di aggiungere ai risultati del Suo
lavoro la determinazione del numero ¢ (m, #) delle quadrisecanti di
una (F™F"), e poscia di una curva algebrica qualunque del nostro
spazio (nell’ipotesi, ben s’intende, che tal numero sia finito). A tale
scopo, per non dilungarmi soverchiamente, fard capo alle seguenti
note formole, avvertendo perd che, nei casi particolari in cui dovrd
applicarle, esse si possono tutte dedurre assai semplicemente dal
Suo lavoro. 4

@) Le trisecanti di una curva di ordine 7 con A punti doppi
~ apparenti, appoggiate ad una curva di ordine m, avente colla prima
k punti comuni, sono in numero di

m, (m — 2)[!:-—%17:.(1::—- 1)] — k(b — m + 2).

B) Le corde comuni a due curve di ordini m, ed m,, aventi
rispettivamente b, ed kb, punti doppi apparenti, ed aventi in comune
k punti, sono in numero di

blh:l. + 'i* n, m, ("‘ix_I)(mz—l)—k(m:—l)(mz—l) e "21_ k(k——"’)'
v) Le corde di una curva d’ordine m con b punti 'doppi appa-
renti, appoggiate a due altre curve di ordini m, ed m,, le quali

abbiano rispettivamente in comune colla prima curva %, e k, punti,
e fra loro k,, punti, sono in numero di

", m, [b + é-—m(m—- 1)] —(m—r1)(k,m, + k,m)—hk, 4k L,

d) Le rette appoggiate a quattro curve di ordini s, , m,, My, m,,
tali che quelle degli ordini m, ed m, abbiano k, punti comuni, sono
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in numero di
4
2 , mz m; mq. F Z m[’ mq ‘r"rs + ku k;+ + kxg ka4 + kl4k23 (*)'
I
Noto ancora che dall’esistenza di 27 rette sopra una F’ risulta:

) 4G, W)=g-n(n — 1)(n— 2)(n — 3).

Cio posto, comincio collo stabilire Pespressione di ¢ (34, ),
per il che basta porre F* = F}F} ... F?. Allora le quadrisecanti
della curva (F?°F") si scindono in vari gruppi, come segue: 1) a
gruppi, di cui ciascuno & formato dalle quadrisecanti di una delle curve

F}F"), che, per &), sono in numero di 2 n—1)(n—2)(n—3);
¢ 8
ke €,

gruppi, di cui ciascuno ¢ formato dalle rette che ta-
gliano in tre punti una delle (F}F") ed in un punto una delle rimanenti ;

ciascuno di tali gruppi, per «), consta di % n (9 w’—39 n’+46 n—12)

rette; 3) ?(az;l) gruppi, ognuno dei quali & costituito dalle corde

comuni a due delle (7 F"): per B), ciascuno di tali gruppi contiene

%n(:gn’ — 50n* 4 47n—6) rette; 4)_a(a—— Ig(am-z) gruppi,

ciascuno dei quali & formato dalle corde di una delle (F} F") che si
appoggiano a due delle rimanenti: per y), in ognuno di questi

. 2 . .
gruppi sono contenute _52 n'(5n° —17n + 12) di tali rette; )

(*) S’intende da sé che (qui, come in tutto il presente scritto) i punti co-
muni alle rette considerate e alle curve date si suppongono tutti distinti fra loro.

Le formole superiori &), B), v), 8) si trovano dimostrate, per es., in un la-
voro del sig. Picquet (Bulletin de la Société Mathém. de France, t. 1, 1873,
pp- 260-280); le ultime due sono perd date inesattamente da questo Autore, come
ha rilevato il sig. Guccia a pag. 27 del t. I di questi Rendiconti (seduta del
22 marzo, 1885).
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* i 1)_(a24— 2jessta) gruppi, ognuno dei quali consta delle rette
che si appoggiano a quattro delle curve (F; F"): per 3), ciascuno di’
tali gruppi contiene 81 n*(2#* — 6n + 3) rette.

Sommando le varie espressioni ottenute, si trova :

Y (34, n):%—an{(; a—:)(n—;x)[g an(3a—1)(n—1)—24a n+-22]
—(3an—2)(an -1)(3an—13)|.

Se allora si osserva che I’espressione generale di ¢ (m, n) dev’es-
sere simmetrica e di 4° grado in m ed n, e deve annullarsi per
m=—o0 e per n=o0, sostituendo ad @ quattro valori diversi, per es.
I, 2, 3 € 4, si trova col metodo dei coefficienti indeterminati la
formola richiesta : '

b (m, n)_—_i mn[2mn’ — 6m*n* (m + n) + 3mn(m + ny
(2) o

+ 18mn(m 4 n) — 26 mn — 66 (m + n) + 144]-

Chiamando b il numero dei punti doppi apparenti di (F"F"),
si ha :

b:—;—mn(m— 1)(n — 1),

onde, ponendo mn = p, il secondo membro della (2) si pud scri-
vere anche nella forma seguente:

@) bl —4p+ ) — 50— — 3 —13).

Dunque wuna curva di ordine p dotata di h punti doppi apparenti,
la quale sia completa intersezione di due superficie, possiede un numero
di quadrisecanti dato dall’espressione (3).

Se poi si suppone che la curva si spezzi in due partiaventi in
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comune un certo numero di punti, con un metodo analogo a quello *
del Suo § IV, e facendo uso delle «) e B), si trova che il risultato
‘precedente & vero anche per una curva che sia soltanto parziale
intersezione di due superficie,

§ IIL.

Il metodo precedente si pud anche applicare alla determinazione
del numero delle trisecanti di una curva algebrica dello spazio a
quattro dimensioni, studiando dapprima la curva che & completa
intersezione di tre variety (a tre dimensioni), di cui 'una sia del
2° ordine, e ricorrendo alla rappresentazione di quest’ultima nello
spazio ordinario.

A ta] fine & necessario premettere le seguenti proposizioni, che
si dimostrano facilmente, estendendo noti procedimenti dello spazio
ordinario :

") Date due curve di ordini m ed m,, aventi k punti comuni,
e di cui la prima abbia b delle sue corde appoggiate ad una data
retta arbitraria (*), esistono

bm, — (m — 2)k

corde della prima, che si appoggiano in un punto alla seconda.
B") Date tre curve di ordini m,, m,, m,, tali che quelle degli
ordini m, ed m, abbiano k, punti comuni, esistono

m,m, m; — (m b, + m,k, + mk,)
rette ad esse appoggiate in punti distinti.

Cid posto, rappresenterd con (P™ V™) la superficie d’ordine mn
che & completa intersezione delle varieth 7™ e /" degli ordini m

(*) Il numero b & legato all’ordine m ed al genere p della curva mediante
la relazione:

b=-%-(m-—!)(m—z)—p.
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ed n; con (P V" P?) la curva d’ordine mnp completa intersezione
delle varieth 7™, Vu, V,; e con ¢ (m, n, p) il numero delle trise-
canti di una tale curva. Per determinare questo numero, cominciamo
a trovare espressione di ¢ (m, n, 2), cio¢ il numero delle trise-
canti di una (P™P"P*). E chiaro che tali rette giacciono sopra 77,
onde la questione si riduce a cercare quante fra le rette di /7 se-
cano in tre punti la superficie (7™ 7"). Per questo basta ricorrere
alla projezione stereografica di 77, cio¢ basta projettare 7 da un
suo punto sopra un iperpiano S: otteniamo in questo (¥) una conica
fondamentale C?, e I’imagine della curva (V™ F/"F?*) ¢ una curva
C*™ di ordine 2 mn appoggiata a C*in 2 mn punti, mentre le rette
di 7* non passanti per il centro di projezione hanno per imagini le
rette di S appoggiate a C* in un solo punto. Il numero cercato ¢&
quindi quello delle rette di S che tagliano in tre punti la C*™ ed
in un punto (diverso dai precedenti) la C?, cio¢, pel teorema o)
del § II,

4(mn— 1) [hme(z—”;m] —z2mn(h —2mn | 2),

avendo indicato con % il numero dei punti doppi apparenti di C*™.
Ora ¢ noto (**) che '

(4) h=mn(2mn—m— n),
dunque risulta :
Y) o(m, n, 2) _—.:% mn [2m*n® — 3 mn(m + n) + 6 (m + n) — 8].

Siamo ormai in grado di trovare I’espressione di ¢ (m, n, 2 a),
poiché basta porre P*= F:V. ... V2. Allora le trisecanti di
(V" P P*) si scindono in vari gruppi come segue: 1) @ gruppi, di

(*) Veronese, Behandlung der projectivischen Perhiltnissen, etc. (Math.
Annalen, Bd. XIX, 1882), Abschnitt I1I, § 4 Segre, Studio sulle quadriche in
uno spazio lineare ad un numero qualunque di dimensioni (Mem. della R. Acca-
demia delle Scienze di Torino, serie II, t. XXXVI, 1884), § 4.

(**) Veronese, L c, pag. 204.

Rend. Circ. Matem., t. IX, parte 1*,—Stampato I'8 maggio 1895, 25
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cui ciascuno & formato dalle trisecanti di una delle (F"V"F}), e

possiede un numero di rette che ¢ dato dalla y); 2) 2. a___(_az—- 1)

gruppi, di cui ciascuno ¢ costituito dalle corde di una delle (7" V" F})
che si appoggiano ad una delle rimanenti: in virth di «’), in cui
si ponga per k il valore 4mmn, e per b il valore dato dalla (4),
ognuno dei gruppi considerati contiene

e

amn[2m*n’ —mn(m + n) — gmn -+ 4]

rette; 33 fdecs, 16) 4 =2) gruppi, di cui ciascﬁno ¢ formato dalle

rette che secano tre delle (¥ 7" F}) in un punto ciascuna : per p’),
ognuno di tali gruppi contiene 8 m’*#n’*(mn — 3) rette.
Sommando le espressioni precedenti, si ottiene :

o (m, n, za):%mna[zm’n"a’—3-mna(m—[—n)—-6mna’
+ 6mna + 6(m + n) 4+ 12a — 20).

Se infine osserviamo che 1’espressione generale cercata di
o (m, n, p) dev’essere simmetrica e di 3° grado in m, n, p, e che
inoltre essa deve annullarsi'per m =0, per n =0, e per p=—o,
attribuendo ad a nell’ultima relazione tre valori differenti, per es. 1,
2 e 3, si trova facilmente :

I r
(5) ¢ (m, n, p) = mnp (mnp — 4)[mnp — 3 (m + n + p) + 10].
Chiamando 4 il numero delle corde di (7" V" V?) appoggiate
ad una retta arbitraria, la formola gid sopra applicata del sig. Ve-
ronese (L. c., pag. 204) da: :

b:%mnp(mnp—-m-—n——p—i—z),

;)nde, posto mnp=r il secondo membro della (5) si puo anche
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scrivere come segue :

.

(6) (r—4)[b—%r(r—z):|.

Dunque nello spazio a quattro dimensioni una curva di ordine r,
che sia intersezione completa di tre variety (a tre dimensioni), e tale
che b delle sue corde siano appoggiate ad una retta data arbitraria-
mente, possiede un numero di trisecanti dato dall’espressione (6).

Supponendo poi che la curva si spezzi in due parti, con metodo
analogo a quello del Suo § IV si troverebbe che il risultato prece-
dente ¢ vero per qualunque curva algebrica dello spazio a quattro
dimensioni. Fard invece vedere come si possa pervenire alla stessa
conclusione anche estendendo il metodo, col quale il sig. Picquet
nel lavoro gid ricordato (*) ha stabilito il numero delle quadrise-
canti di una curva algebrica dello spazio ordinario.

Data una curva dell’ordine m, la quale abbia %, delle sue corde
appoggiate ad una retta arbitraria, sia ¢(m) il numero delle sue tri-
secanti. )

Per determinare questo numero, supponiamo che la curva si
decomponga in altre due degli ordini m, ed m,, di modo che sard
m, + m, — m; inoltre indichiamo per queste due curve con b, ed
bm, 1 numeri analoghi al precedente numero 5,,. Le due curve avranno
in comune un certo numero k di punti, che si esprime facilmente
per mezzo dei numeri gii introdotti; invero, per B’), esistono
m,m, — k rette che tagliano in punti distinti le due curve ed una
retta arbitraria, onde:

bw = bw, + b, + (m,m, — k),
da cui:

k=bmx -l" lfmz"'“‘hm + m‘mz.

(*) V. anche la Nota inserita dal medesimo Autore nel t. 77 (pp. 474-478)
dei Comptes Rendus (1873).
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Allora, per ), si ha:

— (m — 4) (hw; + bmy — b + m,m,).

Se in particolare facciamo la scomposizione m, =m — 2, m,— 2,
per il che sard ¢ (m,) = 0, hw,=—o0, dall’ultima relazione si ricava
la formola ricorrente :

(7) o(m)=¢g(m—2) + (m— )b, — (m— 6)h,,_, — 2(m — 2)(m— 4).

Per dedurre da questa il valore di ¢ (m) occorre distinguere il
caso in cui m & pari da quello in cui esso & dispari.

Se m = 2 n, scrivendo la (7) per i valori2n, 22 —2, ..., 8,
6 di m e sommando, si ottiene :

<p(zn)_—_(zn—4)h,,—s‘:i’;(£+ 1)
=Gn—Dh— 1 — D —2)

e 'ultimo mlembro, sostituendo m a 2 n, si riduce all’espressione (6).
Se m=—2n + 1, scrivendo la (7) per i valori 2n + 1, 20 —1,..,,
7, 5 di m e sommando, si ha:

e(zn+ 1)=(2n—3)b,,, — 2221(4:"—— 1)+ 1
7:(27:— 3) [b,m—-%(z;n’-— I)],

ed anche questa espressione, sostituendo m a 2# 4 1, si riduce

alla (6).

§ IV.

Come complemento delle indicazioni storiche date da Lei nel-
Pultima parte del Suo lavoro, si puod osservare che i due problemi
dello spazio ordinario trattati sopra (nei primi due paragrafi) erano
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stati gid risolti anche dal sig. Picquet (1873) nei due lavori ci-
tati, e dal sig. Schubert nel § 43 del Kalkil der abziblenden Geo-
metrie (1879). Posteriormente (1881) il sig. Rupp ha pubblicato nel
Bd. XVIII dei Math. Annalen un lavoro che si connette col mede-
simo argomento.

Infine espressione (6), che di il numero delle trisecanti di
una curva algebrica dello spazio a quattro dimensioni, ¢ compresa
in una formola pilt generale dovuta al sig. Castelnuovo (Una
applicazioue della geometria enumerativa alle curve algebriche, n. 1;
questi Rendiconti, t. III, 1889), il quale I’ha dedotta da considera-
zioni differenti, pure invocando in ajuto il principio della conserva-
zione del numero.

Torino, 20 gennajo 1895.

L. BERZOLART.



UN PICCOLO CONTRIBUTO ALLA TEORIA
DEGLI AGGREGATI.

Nota del Dr. C. Garibaldi, in Genova.

Adunanza del 10 marzo 1895,

Nella parte VI del Formulario di Matematica (¥) & riportato
(§ 1 Pg) il teorema di Cantor (**):

N c¢Nalg = Nc‘N,
essendo per definizione

Nalg=q'~ xe(peN.a,, 4,, ..., 4,60, 8,=m=0.a,2" } a, 2" +

cor = 0. = =pagarmsp A).

E oggetto di questa nota la generalizzazione del teorema di

Cantor.
Per facilitare la dimostrazione, premetterd due principi gene-

(*) G. Vivanti. Sulla parte VI del Formulario, Rivista di Matematica.
Anno 1894.

(**) G. Cantor. Ueber cine Eigenschaft des Inbegriffs aller reellen alge-
braischen Zablen. Crelle 77, trad. fr. in Acta Math. II,
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rali sulla teoria delle potenze degli aggregati; principi che parmi
possano essere utili in molti casi: sia per facilitare ulteriori ricerche
in questo ramo importante e diflicile della teoria, come per coordi-
nare fra loro teoremi gid dimostrati laboriosamente con altri metodi.

5
m, neN. 4, t,, ..., #,eKq.numu, = c.0:

Trorema 1.—Se Paggregato A ¢ formato coi punti degli aggregati
o, di eguale potenza, A ha la stessa potenza di u , #,, ... .

Consideriamo in primo luogo il caso in cui ,, #,, ... #%,, non
hanno punti comuni; e fissiamo la nostra attenzione sopra uno qua-

U, U,,

lunque Jegli aggregati dati, ad esempio ,.

Pensiamo una funzione f; delle coordinate dei punti di # uni-
valente nei punti di % e zero nei punti che non appartengono ad u,.

Consideriamo la funzione f — XZf;, che risulta cosi definita in
tutti i punti di 4.

E facile vedere che #, ed 4 hanno la stessa potenza.

Infatti ad ogni punto di #, corrisponde un valore di f;, un va-
lore di Xf, ¢ pertanto un determinato punto di 4.

Reciprocamente ad un punto di 4 corrisponde un valore di 2f;,
e perd un certo valore f;, e quindi un punto di #. Ma u, ha la
stessa potenza di #,, onde ad ogni punto di 4 corrisponde un punto
di #.

Supponiamo ora che # , u,, ... u,, abbiano dei punti comuni.

Sia u,, ’aggregato dei punti comuni a due qualunque degli ag-
gregati-dati », ed u,. L’aggregato u,, avri o la potenza di % o po-
tenza inferiore.

Possiamo ora pensare un’altro aggregato B,, composto di punti
che non appartengono ad #,, #,, ... #u,, il quale abbia la stessa
potenza dell’aggregato #,,.

E chiaro che 4 avrd !a stessa potenza dell’aggregato risultante
dai punti non comuni di u,, u,, ... u, contati tali punti ciascuno
una sola volta, e dai punti degli aggregati come B;,.

Se gli aggregati B;, hanno la stessa potenza di #,, la questione
¢ ridotta al caso precedente, ed 4 avrd la stessa potenza di u,.
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Se gli aggregati B,, hanno potenza inferiore ad #, allora si vede
che la potenza di 4 non potra essere per questo fatto maggiore di
quella di #,. Ma non potrad manifestamente essere inferiore a quella
di #,, onde si conclude che sard eguale. ;

Il teorema resta cosi dimostrato.

Esso risulta come caso particolare del seguente:

TroreMA II. — Se Paggregato A ¢ costituito dai punti degli ag-
gregati u,, u,, ... n, di potenza differente, A ha potenza eguale a
quella di w, che ba potenza pin elevata fra u, ., u,, ... u,.

Infatti la potenza di 4 non sard inferiore a quella di #,; non
sard superiore, perché sarebbe appena eguale sead #,, #,, ..., si
unissero altri aggregati B,, B,, ..., in modo che #,+4-B,, u,+B,,...,
avessero la stessa potenza di ;.

Si conclude pertanto che la potenza di 4 & eguale a quella di u,.
Il teorema I si esprime in simboli come segue:

m, neN.4,, 4,, ..., #,eKq.numus, — co. Nc‘s, = Nct#s, =

ooz Nt agoos Nes(uy s ticis 8 wn)y=Nc'u,
In particolare :

4, veKq. numueN. numv = co. 9, Nei(s —v) = Nctv,
u, veKq.numu=o0. Nc‘4 =Nc‘v.0.Nc‘(#-v) =Nc‘u
Nc!N 4+ Nc*N = Nc‘N.
Nc‘N 4+ Nc‘0 = Nceb.

118

Possiamo ora applicare i due teoremi dimostrati alla generaliz-
zazione del teorema di Cantor, al quale abbiamo accennato in
principio.

Si ha in proposito il seguente teorema :

Se i coefficienti di un’equagione algebrica di grado n asswmono i
valori di un’aggregato numerabile ciascuno, Iaggregato di tutti i nu-
meri che possono essere radici di una tale equazione ¢ pure numerabile,
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Sia :

a,x"+ax"+... +a=0

’equazione che si considera.

Diamo ad a, tutti i valori di cui & suscettibile, i quali per ipo-
tesi costituiscono un’aggregato numerabile, e manteniamo costanti
gli altri coefficienti. L’aggregato di equazioni che cosi otteniamo ¢&
numerabile perché ad ogni valore di 4, corrisponde un’equazione
determinata.

Ogni equazione ci di un gruppo di # radici; prendendo ordina-
. tamente .da ogni gruppo di # radici la prima, la seconda, ..., ot-
teniamo n aggregati numerabili costituiti da tutti i numeri che sono
radici dell’equazione data corrispondentemente ai valori conside-
ratt di'a,.

Ragionando analogamente cogli altri coefficienti si conclude che
I’aggregato dei numeri che possono essere radici dell’equazione pro-
posta, si compone di (n + 1)n aggregati nomerabili. In forza del
primo teorema possiamo dunque concludere che tale aggregato & pure
numerabile.

Questo teorema si pud esprimere in simboli come segue. Sia.u
I’agaregato dei valori che pud assumere uno qualunque dei coefficienti.

Si pud supporre che esso sia lo stesso per tutti i coefficienti.
Pertanto si ha: :

neN.ueKq.unN.o.q ~xe(dy, ,, ... @,8%.8,==0.8,%" +
+ 8,5 4 ... + 4, = 0. = =apa.aA)- 7N,

Seguendo lo stesso processo di dimostrazione e facendo uso del
teorema II[, il risultato precedente si generalizza come segue :

L’aggregato dei numeri che sono radici di un’equazione di grado
n, ¢ della stessa potenza di quello degli aggregati percorsi dai  coeffi-
cienti che ha potenza pin elevata.

Genova, 22 febbrajo 1895.
C. GARIBALDIL

Rend. Circ. Mutem., t. IX, parte 1*.—Stampato il 18 giugno 1895. 26
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SULLA IRRAZIONALITA ICOSAEDRICA.

Nota di G. Vivanti, in Pavia.

Adunanza del 28 aprile 1S95.

1. Klein, nelle sue Porlesungen diber das Ikosaeder (*), scrive :
« Wir werden jetzt als weitere, durchfiihrbare Operation die Auf-
« losung der Ikosaedergleichung adjungiren und fragen, ob unter
« den Aufgaben, die sich durch Wurzelziehen allein nicht erledigen
« lassen, nicht solche sein mégen, bei denen dies mit Hiilfe der Tko-
« saederirrationalitit gelingt ».

Il primo di tali problemi ¢ la risoluzione dell’equazione gene-
rale del 5° grado. Pud chiedersi ora, se col solo aiuto dell’irrazio-
nalitd icosaedrica possano risolversi equazioni generali di grado su-
periore al 5°. Noi vogliamo dimostrare che a tale domanda deve
rispondersi negativamente,

2. Poniamo anzitutto in chiaro in che consista il problema che
vogliamo trattare.

Consideriamo come nofa una quantitd, quando essa sia radice
d’un’equazione appartenente ad una certa classe C d’equazioni arbi-
trariamente assunta e i cui coefficienti appartengano ad un campo
di razionalith dato; e come eseguibile 1’operazione consistente nella

)

(") 148§ 16
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determinazione di tale quantitd. Data un’equazione E, i cui coeffi-
cienti appartengano ad -un certo campo di razionalith M, risolvere
quest’equazione mediante operazioni eseguibili significa costruire una
serie finita di equazioni (risolventi) R,, R,, ..., R, appartenenti
alla classe C, e tali che i coefficienti di R, sieno quantitd del campo
M, che quelli di ciascuna delle altre sieno funzioni razionali d’una
radice della precedente e delle quantith del campo M, e che le ra-
dici della E sieno funzioni razionali d’una radice dell’ultima risol-
vente R, e delle quantitd di M. Se p. es. si riguarda come unica
operazione eseguibile ’estrazione di radice e quindi la classe C
comprende le sole equazioni binomie, la costruzione delle risol-
venti R, ..., R, costituisce la risoluzione algebrica della E. E
noto che, se questa equazione & generale e di grado superiore al
quarto, il problema & insolubile; ed & altres! noto che, se si riguarda

come operazione eseguibile anche la risoluzione dell’equazione del-
I’icosaedro :

(0 D=2,

dove :

Fty— @) __ [— 2°+ 22825 — 494 7 — 228 £—1]
@R = )~ R F 11 =1F .

pud risolversi I’equazione generale del 5° grado. Noi ¢i proponiamo
ora di vedere se, data un’equazione generale di grado #>> 5, sia
possibile costruire la serie delle risolventi R quando la ¢lasse C consti
delle equazioni binomie e dell’equazione icosaedrica.

3. Si sa (*) che le sole funzioni non simmetriche di cui una
potenza sia una funzione simmetrica sono le funzioni alternanti;
che, se il numero delle variabili indipendenti & ma
v’ha alcuna funzione a pit di 2 valori di
funzione a 2 valori.

-
ggiore di 4, non
cui una potenza sia una .

Ne segue che, se la classe C comprende soltanto le equazioni

(*) Netto, Substitutionenthecrie, Leipzig 1882, §S 57, 59.
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binomie e 1’equazione icosaedrica, o la R, sarh un’equazione binomia
di grado 2 ed R, un’equazione icosaedrica, oppure R, sard un’equa-
zione icosaedrica. La risoluzione del problema propostoci dipende
adunque anzitutto da quella del seguente : Supposta.Z una funzione
ad uno o a due valori di # wvariabili x , x,, ..., x, (n>3),
vedere se sia possibile trovare una funzione z razionale, a pitt di
due valori, delle stesse variabili, che sia legata alla Z dalla rela-

zione (1).

4. Sia H il gruppo (simmetrico od alternante) della funzione
Z, G quello della funzione z,, z, essendo una delle radici della (1).
Tutte le altre radici di quest’equazione, essendo funzioni lineari di
Z,» sono funzioni razionali delle x il cui gruppo ¢ ancora G. Le
sostituzioni di H non appartenenti a G, dovendo lasciare invariata
Z, muteranno z, in altre radici z,, z;, ..., g, della (1); epperd
il gruppo H sard (meriedricamente) isomorfo al sottogruppo K d’or-
dine 7 del gruppo I dell’icosaedro formato dalle sostituzioni che tra-
sformano z, in z,, %;5 .-+ » %, € G sard il sottogruppo di H cor-
rispondente alla sostituzione identica di K. Eventualmente potra es-
sere r — 60, ossia K = I.

Il gruppo I si compone (*):

Della sostituzione identica;

Di 15 sostituzioni d’ordine 2;

Di 20 sostituzioni d’ordine 3, che a due a due formano (colla
sostituzione identica) un gruppo ciclico;

Di 24 sostituzioni d’ordine 5, che a 4 a 4 formano (colla so-
stituzione identica) un gruppo ciclico. .

Esso contiene sottogruppi dei soli ordini 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12.

Se due gruppi P, Q sono meriedricamente isomorfi, essendo
I’ordine di P maggiore di quello di Q, e se 4, B sono due sosti-
tuzioni corrispondenti dei due gruppi, 'ordine di 4 ¢ multiplo di
_quello di B. Ora, per n > 6, il gruppo H, sia esso simmetrico od
alternante, contiene tutte le sostituzioni cicliche di 7 elementi §,;
e poiché in [ non v’ha alcuna sostituzione d’ordine 7, dovra a tutte

(*) Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder, Leipzig 1884, I 1 § 8.
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le S, corrispondere in K la sostituzione identica, e per conseguenza
tutte le S, saranno contenute in G. Ma cid & impossibile, perche (*)
G non & né¢ simmetrico né alternante; quindi non pud sussistere
Pisomorfismo tra H e K.

5. La dimostrazione ¢ meno semplice per # = 6.

Sia dapprima H il gruppo simmetrico delle sostituzioni di 6 ele-
menti; esso contiene 720 sostituzioni, e cio¢: una di 1° ordine, 75
di 2° 80 di 3°, 180 di 4° 144 di 5° 240 di 6°. Sia m ’ordine
del gruppo G, ossia il rapporto di meriedria, «, §, v il numero delle
sostituzioni degli ordini 2, 3, 5 contenute in K; f sard divisibile
per 2, v per 4. Alle « sostituzioni d’ordine 2 di K corrisponderanno
in H «,, «,, % sostituzioni degli ordini 2, 4, 6; alle 8 d’ordine 3
B,, B degli ordini 3, 6; alle y d’ordine 5 ¥, d’ordine 5, Infine de-
noteremo con ®, (i =2, 3, 4, 5, 6) il numero delle sostituzioni
d’ordine i contenute in G. Avranno luogo le seguenti relazioni :

(2) mr = 720, ® 2, o D=5
3) 1+a4+b+r=1 (9) B, + ©, = 8o,
(4) 1+o,+0;,+o, 4o to=m, (10) = + o =180,
) a+o+a=ma (11) oyt o, =144,
) B, + B =mB, (12) o + B¢ + 0 = 240,
(7) Y, =mY, (13) r £ 6o.

Dalle (2), (13), e dal fatto che G non & simmetrico né alter-

nante, segue :
(14) 12 £ m £ 240,

quindi per le (7), (11):
127 LY, £ 144

(*) Netto, op. cit,, § 35.



206 G. VIVANTI.

ossia ¥ £ 12. Cio dimostra che K non pud coincidere con I, ma
deve essere un suo sottogruppo proprio; ne segue :

A TR T Yé%%—<3.

Quindi, dovendo y essere multiplo di 4, sard y = o, e per le
(7), (11) y, =0, o, = 144. Dopo cid risulta dalla (4) m X\ 145,
quindi per le (2), (14) m = 240 o m = 18o0.

Per m = 240 si ha r = 3; K non pud contenere sostituzioni
di 2° ordine, ciot a=o, e perle (5), (10) @, —a, = o, —0,
®, = 180, quindi per la (4):

sl Pl e B

relazione assurda.—Per m = 180 si ha r = 4; K non pud conte-
nere sostituzioni di 3° ordine, ciot § =0, e per le (6), (9)
B; = Bs =0, w; =80, quindi per la (4) m X\ 225, relazione as-
surda.

Sia ora H il gruppo alternante; esso contiene 360 sostituzioni,
ciot: una di 1° ordine, 45 di 2°, 80 di 3°, 90 di 4°, 144 di 5°.
Le relazioai (3), (7), (9), (11), (13) sussistono ancora; invece delle
(2), (4)> (5)s (6), (8), (10), (12), (14) si hanno le seguenti :

(15) mr = 360, (19) %, + 0, =45,
(16) 1-+0,40,40,+o=m,  (20) a, + o, = 90,
(17) &+ 2, =ma, (21) 6 L m £ 180.
(18) B, =mp,
Dalle (21), (18), (9) segue 6f £ B, £ 8o, ossia @ < 14.

Adunque K non pud coincidere con [; quindi si ha:
80
1‘_.4_ 12, ”1;30; Bé-go_<3'

Dovendo  essere pari, sard =2 o f =o.
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Per p =2, K contenendo sostituzioni d’ordine 3, r dovrd es-
sere divisibile per 3, sicché potra essere r =3, 6, 12 e corrispon-
dentemente m — 120, 60, 30. In tutti questi casi, non essendo r
divisibile per 5, dev’essere Y =0, quindi per le (7), (11) o, =144,
e per la (16) m X\ 145, che & impossibile. —Per §=o si ha dalle
(18), (9) ®; =280, quindi per le (16), (15) 7\ 81, ré%(s,
clo¢ ‘pe=3, 3,4, e corrispondentemente m — 180, 120, 90. In
tutti questi casi dev’essere Y = o0, quindi o, = 144, e per la (16)
mN1 4+ o, + o, = 225, che & impossibile. Adunque anche per
n =6 non puo esistere isomorfismo tra H e K.

6. Concludendo, le equazioni generali di grado superiore al 5°
non sono risolubili mediante ’aggiunta dell’irrazionalitd icosaedrica.
Si deduce anzi dalle considerazioni esposte, che, se I’equazione ge-
nerale di un determinato grado #>> 5 si rende risolubile (nel senso
del n® 2) quando si includa nella classe C, oltre le equazioni binomie
¢ 'equazione icosaedrica, qualche altra famiglia di equazioni, non
pud avvenire, né che la R, sia un’equazione binomia di 2° grado e

la R, un’equazione icosaedrica, né che la R, sia un’equazione ico-
saedrica.

Mantova, 21 aprile 1895,

G. VivanTL
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SU DI UN TEOREMA DI GEOMETRIA PROIETTIVA.
(OSSERVAZIONI
del Dr. Errico Ascione.

Adunanza del 14 aprile 1895. — Verbali.

11 tomo IX in corso dei Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo con-
tiene una Nota del sig. E. Maccaferri intitolata: « Su di un teorema fonda-
mentale relativo agli elementi comuni di due coniche in un piano ».

A pag. o8 @ trattata una proposizione (insieme alla duale nel piano) rela-
tiva alle coniche, della quale, come ivi & detto, si suol dare una dimostrazione
basata sul concetto intuitivo del movimento continuo di un punto (o di una tan-
gente per la proposizione duale) su di una conica; ed a pie’ di pagina & posta la
seguente annotazione: « Vedi ad es. Sannia, Geom. proiettiva, 1* ediz., pag. 402.
La dimosirazione che ¢ nella 2* edizione della Geom. proiettiva del Sannia a
pag. 172-3 (n° 86, g) non ha senso, non so se per errvori di stampa o per aliro.

Mi si concedano brevi parole su questo argomento. E fuori di dubbio che
la dimostrazione data nella 1® ediz. a pag. 402 si fondava precisamente sul con-
cetto intuitivo del movimento continuo di un punto (o di una tangente) sulla
conica. Ed & appunto cid che il mio compianto Maestro con quel rigore che ca-
ratterizzava il suo metodo d’insegnamento di Geometria proiettiva, cerco di evi-
tare, sostituendo un’altra dimostrazione che & quella del n° 8¢, ¢ della 2* edizione.

Ora in essa & incorsa effettivamente qualche inesattezza di stampa. I tre ul-
timi righi della pag. 172 debbono leggersi cosi: « E poiché se ad es. il punto A4
trovasi nell’ N\ completo SUS,, le rette A S, A S; penetrano amendue nel 3y S U S,
o niuna di esse vi penetra, ...». Analogamente nella nota a pag. 172 alla 4 deve
sostituirsi la U.

Fatta questa modificazione, da postulati ovvii sui segmenti segue che i punti
MM, non separano UR se la 7 & nell’ A completo SU S, che comprende 4 e li
separano se r giace nell’altro angolo completo. Che se il punto 4 non si tro-
vasse nell’ A completo SU S, si farebbe un ragionamento analogo.

Questa correzione, che fu indicata dal prof. Sannia stesso ai suoi alunni,
era destinata a comparice nell’Errata-corrige alla fine del libro.

Del resto anche senza di essa, la dimostrazione di cui si tratta bastava a
suggerire al sig. Maccaferri una dimostrazione ‘completa: poiché se ai due
righi antipenultimo e penultimo della pag. 172 si sostituisce « E poiché il gruppo
URM M, ¢ prospettivo al gruppo (U4, r, 5, s, ) » e poi si attacca con eviden-
temente le tre coppie ... , sopprimendo la nota in pie’ di pagina, la dimostrazione
del n° 86, g diventa identica a quella che espone il sig. Maccaferri.

Caserta, 21 marzo 1895.
E. AscroNE
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SULLA CONGRUENZA GENERALE DI 4° GRADO
SECONDO UN MODULO PRIMO.

Nota di Gerolamo Cordone, in Genova.

Adunanze del 12 e 26 maggio 1895.

—_—

La teoria generale delle congruenze di 2°, 3° e 4° grado se-
condo un modulo primo fu iniziata da Cauchy el vol. IV dei suoi
Exercices de Mathématiques, ov’egli si limita perd al caso in cui le
congruenze in questione ammettono tante radici. razionali, quante
unitd sonvi nel loro grado.

La discussione generale della congruenza di 3° grado fu com-
piuta da Oltramare (vol. 45 del Journal von Crelle), il quale non
solo determind le condizioni necessarie e sufficienti perché la pro-
posta ammetta una o pilt radici razionali, ma diede altresi I’espres-
sione esplicita delle radici in funzione razionale dei coefficienti della
congruenza e del suo modulo.

Per quanto riguarda la congruenza generale del 4° grado secondo
un modulo primo, la questione, a nostra conoscenza, ¢ ancora inso-
luta. E dunque di tale discussione che ci occuperemo in questo la-
voro, dove, pure traendo partito dei risultati del’Oltramare con-
-cernenti la congruenza generale di 3° grado, mostreremo come si
possano in pilt punti semplificare e completare.,

Rend. Circ. Matem., t, IX, parte 1*.—Stampato il 19 giugno 1895, 27
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Ci limiteremo perd a dare sotto forma razionale soltanto una o
al pilt due radici della congruenza proposta, quand’anche essa ne

ammetta un numero maggiore; e riguarderemo le espressioni della
forma

m
Va
(@ razionale), come razionalmente note, semprecheé la congruenza

x" —a=o0 (mod. }ll.)
sia risolubile.

1. Nella teoria delle congruenze irriducibili secondo un modulo
primo, si dimostra che una congruenza qualunque di grado v, am-
mette v radici. Quindi la congruenza generale di 4° grado con mo-
dulo primo, ammetterd sempre quattro radici, razionali o no; e si
potrd avere un’espressione analitica delle radici, ricorrendo agli stessi
metodi coi quali si ottengono per radicali le radici della equazione
di 4° grado.

Si tratterd poi di ricercare in quali casi le espressioni ottenute
si riducono a numeri razionali, l

Noi adotteremo il metodo dal prof. Giudice esposto nel vol. II
della Rivista di Matematica (Peano).

2. Consideriamo la congruenza
(1) Y4 4by + 60y +4dy+e=o0 (mod. p),
(- essendo un numero primo diverso da 2 ¢ 3, e b, ¢, d, e numeri
razionali qualunque.
Poniamo per breviti :
a) H=c—-¥

b) I=¢— 4bd +3¢

©) G=d—3bc+20 (modp)
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i i
d) J=|b ¢ d =HI—G"—4H}
cid e
€) A=DP —27.
Se si pone:
(2) x=y+b (mod. p),

la congruenza (1) si trasforma nella seguente:
4) #* + 6Hx* 4+ 4Gx+I—3H =0 (mod. p)

che si pud considerare come la forma generale della congruenza di

4° grado, H, G e I — 3 H*= K (mod. p) essendo numeri affatto
arbitrarii.

Supponiamo che x sia della forma:

4 4 4
€)) a=tV7i4+ V7 +alV7 (wod p),
t, 7, u essendo quantitd indeterminate. Indicando con e« una radice
primitiva della congruenza
: e*=1 (mod: )
si vede che il prodotto

P =T — 1 V/T— VT — VD) (mod. 1)

si riduce a una funzione intera di 4° grado in x, i cui coeﬂimenn
sono razionali in ¢, # e 7.

Confrontando le stesse potenze di x nella funzione P (x) e nel
1° membro della proposta (A), si trovano tre equazioni di condizione
nelle z, ¢ e u e per eliminazione delle due ultime, si trae

B) 40 + 18 HY ¢ (12 = )7 == G =05 (mod: §)

che si puo chiamare la risolvente di 3° grado della congruenza (4) (*).

(*) La risolvente che si otterrebbe col metodo di Ferrari non differisce
da quella del prof. Giudice che pel fattoré 16 che in quella moltiplica tutte
el radici.
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Le radici z,, 7,, %, della (B) saranno date dalle formole:

=—H+ (R +R)
@ w=—H+ L(R +[R) (mod. p)

t=—H+ —(fR +fR)

dove s’¢ posto per brevita:

5) R—l/—f+;/1= (— ’ R,:|/~f~;/f- Iy

sl o diipais i Mg

(6) E—T+—2— R o

Indicando con x,, x,, x,, x, le radici della proposta, si trova
come nell’articolo citato del prof. Giudice:

& [x.EVZnLVEH/E n=—Vx+Va—-Vx
n=Va—Vi-Vz s=—Va—Vu+V3

dove i segni dei radicali devono essere scelti in modo da verificare

la relazione :
— V== G
®) VaVaV o ==—.
Si riconosce facilmente che se la funzione :
A=DP—27]
¢ congrua a zero (mod p), la cong. (4) ha delle radici uguali, e
inversamente; percid, adottando una denominazione propria della

Teoria delle Equazioni, A pud dirsi il discriminante della proposta.

3. Prima di studiare la congruenza (4) in tutta la sua genera-
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litd, conviene considerare il caso particolare in cui si ha
G =o0 (mod. ).

Allora la proposta si risolve come una congruenza di 2° grado,
e si conclude facilmente il teorema seguente :

Teorema I.

a) Sia K un numero tale che sia

La congruenza :
(9) ¥+ 6Hx+ K=o (mod. )

ammettery quatiro radici ragionali o nessuna secondocht sia soddisfatta
o no la condizione

(10) (—3H+VoH —_T{)p%ls + 1 (mod. p).

b) Se invece

PL.——I_ .
K:*:=—1 (mod. p),

la congruenza precedente ammetterl due radici ragionali o nessuna, se-
condoche sari o no verificata una delle due condizioni

ehte e ' p—t
(11) (—3H+V 9 —K) *=+1, (—3H—)/9H"—K) =
c) Se infine

K=o (mod. p)
la cong. (9), che puo scriversi
x*(x* + 6 Hy=o0 (mod. )

ammettery (oltre alle due radici congrue a Zero) due radici razionali o
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nessuna secondocht 5i avry :
gt ps
(—6H)* =41, oppure (—6H) » = — 1.

@) Se la condizione (fo) & soddisfatta, non solo VoH =K ¢
un numero razionale, ma (— 3 H + V/9H —K) & tesiduo qua-

dratico secondo il modulo p. ‘
D’altronde, osservando che

(—3H+ V9 —R)(—3H— VoH —K) =K

e quindi:
R g A e
(—3H+VIyH —K) *(—3H— )3 —K) *

p—t

: o
=(—3H—|/9H —RK)* =K* =41
si vede che anche (— 3 H — Vm’ — K) & residuo quadratico,
epperd la proposta ammette quattro radici razionali, comprese nella
formola

ekt Y e VY e

Inversamente, se la (10) non ¢ soddisfatta, V—_;'H—{-—Vg 5
e l/—, 3H—V9H —K sono entrambe irrazionali; e la proposta
non pu¢ ammettere alcuna radice razionale.

b) e ¢) Con un ragionamento analogo al precedente si riconosce
Pesattezza della 2* parte (4) del teorema; la 3" parte, (¢), ¢ evi-
dente, in forza della teoria delle congruenze binomie.

4. Le radici della cong. (9) possonsi esprimere razionalmente in
funzione del modulo p, dei coefficienti della congruenza e di una
radice primitiva di .

E cid che risulta dal teorema seguente, che & facile verificare.

TeoreMA TT.—Sia = 2"y, 4+ 1 (p, impari) un numero primo;
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a wna radice primitiva pel numero p, ¢ N un numero tale che sia:

Nt = gi=  (mod. p),

i essendo un termine determinato della serie 1, 2, ... 2" .
Le radici della congruenza :

x*=N (mod. p)

saranno date dalla formola :

bt g
e N3 " (mod, ) -

5. Passando ora allo studie della congruenza:
(4) 4 6Hx* 4 4Gx + K=o0 (mod, p)

considerata in tutta la sua generalitd, converrd distinguere tre casi
principali

L 2

= =30

7
1 iss d

: (———2?) =+ 1 (mod. p)
IL (_A)‘T—' Foc
27
A
I. —— 2—7‘20. (C)

6. Applicando alla nostra congruenza (4) un ragionamento ana-
logo a quello del Prof. Giudice circa la equazione del 4° grado a
discriminante nullo, si conclnde facilmente il seguente :

Teorema III. — Se I e | sono numeri tali che

1 _A.;_ = (—;)EE o (mod. p)

la congruenza (A) ammettery :
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a) Per J=o0, H o (mod. ¢) (*): Quattro radici razionali,
di cui tre uguali fra loro, ciok:

6 H* G
n=3l/—H=— " =37
s G
xz__—x3=x4=_l/._ff._—.__6_=_r

by J#£ o0, ]=8H #o0:
Due radici doppie razionali ;
x=x=1)/"3H, x35x4E—V—3H.

p—1

[(—3H)TE+I

— 1 Nessuna radice razionale.

l

| =
(—s&e
¢) «J#o, J#8H:

f Una radice doppia ragionale e due
semplici razionali :

‘) x!E'/ _H__‘+2,/——-H+ e
TR = ik '/ = pr
("H"'z_f) S 3]—21{1“ H+21
s 4 l 7 3]

e Gl
X = ——-,/—H-~ i

Una radice doppia razionale :

(*) Adoperiamo in generale la notazione a £ b (mod. i£) per mdlcare che
@ ¢ b sono incongrui secondo il modulo .
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OsSERVAZIONE. — Si potrebbe credere che, come lo s’¢ fatto nel
caso a) pel radicale J/— H, anche nel 3° caso, c), si possa espri-

mere direttamente ‘/—— H + -;—f, e quindi x, e x, in funzione ra-
zionale dei coefficienti della proposta. Ma le formole che si otter-
rebbero in questo caso sono illusorie. Invero, se si pone per brevita :

S VR e A L R
Honlae 5 ey g i Vs "=4( H+2[)—4iz—-—4"€s’

x=pk V; deve soddisfare identicamente alla congruenza (4),
cioé si deve avere :

(12) (¢ + VW + 6HG + VW) + 466 + V) + K=o (mod p).

Donde segue

(13) VV_E Vo btop o 6 HEE (6H+P:)+4GP—I—K
q4pv+4p’+12Hp +4G

Ed osservando che si ha, tenendo conto della (B):

48 + 12 Hp* + (12 H* — )p* — G*=o

4pv+4p' + 12Hp + 4G =0

Vu(6p*+6 H)+p (6 HAp*)+4Gp+ K
= IGIP, [49(6¢" +6 H+)—(40>+ 12 Ho+-4.G)|[4pv-+4¢° +- 12 Hp+4G]

——;I,—[4p‘+ 12 Ho*+(12 > —Ip*—G’=o0 (mod. i)

. - 4 . 1 . o
si vede che la frazione (13) si presenta sotto la forma indeterminata T

~(@fFmre @

7. Considereremo separatamente due casi, quello in cui il mo-
dulo ¢ & della forma p —=6n — 1, e quello in cui p=6n + 1.

A) p=6n-+4 1,
Rend, Circ. Matem., t. IX, parte 1*.—Stampato il 22 giugno 1895. 28
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Data la forma del numero p, ed essendo per ipotesi — % re-

siduo quadratico, la risolvente della proposta, cioé :
B) 43 + 12H + (12 H'— )z — G* =0 (mod. p)

ammette, com’¢ noto (*), una radice razionale z,, e due irrazionali
%, € z, della forma:

(14) zz—?+¢|/—3 27 H=0— 4»[/—3

o e ¢ essendo numeri razxonall, l/— 3( 5 ) VA essendo

irrazionale per la forma del modulo g, e per la (D).
Cid posto, indichiamo con

(15) r=elz + Vi +eV5 (mod )

una qualunque delle radici della proposta, e facciamo successiva-
mente le tre ipotesi seguenti :

a) =0
IJA;I
b) ‘{12 =—1
t:
£) P=+41
8. a) z, =o0.

Se una delle radici della risolvente & nulla (mod. ), si deve
avere:

G=o0 (mod. p)

(*) Vedi Oltramare art. citato, Teor. II,
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e quindi si ricade nel caso considerato al n°® 3.

!_:E
b) . 2 =—1

Affinché x sia razionale, bisogna che sia

IPE(SI Vz--l‘e; VE:‘*"E; ‘/23)9 =¢, VE: +sn sz'l' €y VE; (mOd P‘)

cioé, osservando che

Vir=—Vz, Vor=Vz, Var=Vz @ p;
€16) —28 VZ: 25 (83 T sz)sz o (E: = sa) VE; = 0.

Se si potesse avere:

si avrebbe altresi:

L, =0,

cid che & contro Vipotesi; dunque le radici x, e %, della proposta
non possono essere razionali.
Le supposizioni :

€ =1

o 3 ’

I
I

g, =1,

€ €

2

I
I

—1, 5, =1,

‘ 3

corrispondenti rispettivamente alla terza e quarta radice della (4),
conducono alle relazioni

an  Va=Vz—Vz Va=Vz—Vz (@l p).

Dunque in questi due casi una delle radici della proposta &
nulla (mod. ). Si deve dunque avere:

K=1I—3H*=o0 (mod. p)
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e la proposta, soppressa la radice congrua a zero, si riduce alla con-
gruenza di 3° grado :

(18) # 4+ 6Hx 4+ 4G =0 (mod. p).

Ora per ipotesi si ha:

A 2 e ..,I_ a____ r s GE- 3 5 Y g
—p=r—(5) =r—H=0+E)(— D)=+ (wod. )

s essendo una quantitd razionale.
E per la relazione d) n® 2:

Grams [ M g Hy ] B
donde :
J+HP=—G6, |—H=—G6—a2H,
G*(G* + 2 )= ¢, G=+2HSE(_G’—) (mod. 1)

Se si confronta la congruenza (18) colla seguente
(19) x4+ 3px+29g=0 (mod. p=6n— 1)
di cui nel teorema II dell’Oltramare, si vede che:

[ =]
@ +2)7 =046 +2H)]* =+ 1.

Dunque la (18) ammette una sola radice razionale, appartenente
alla proposta (4).

Se si pone per brevitd :

M=1{[—26 + /3G T 8" + [— 26—/ 4G T SEI"}

le uniche radici razionali della proposta saranno

(20) x=o, xz-—i.
H+ M

9. Non sard privo d’interesse il far vedere come si possa per-
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venire in modo pilt semplice ai risultati consegnati nel teorema II
del’Oltramare, e concernenti la congruenza (19).
Posto :

3 3 A
C)s,=V_"g+Ve+p, S=V-—9¢—Vi+p (modp

(Sx Sz 22 am P)
le radict della (19) saranno della forma:
(22) x=f'S LS, (i =0, 1, 2).

Ora D’espressione (22) non pud essere razionale a meno che sia:
(F'S, +fESP =1*S + f#SL=F'S, + f'S)
ciod (essendo f* =f*, f*=f, St =S,, Sf=3,):

cid che esige che sia:

L’unica radice razionale della (19) ¢ dunque:

x=3S, + 9,
D’altronde :
Sr=Si=(—g¢+VI&+p" . (mod p)
S=e(—q+Vi+pY =1
da cui:
Si=—q+Vetp=al—e+tVe+p
e =(—q¢+V7+rr
Dunque :

e P
=5 = (— P sy e
X l+Sz ( q+|/q +P) (—9+V92+P3)4"_‘
=g+ Ver+mH T +=e¢=V7+
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ossia ponendo:
¥ P {(___ q o ‘/qz ok Pi)w—t L (_ = V?‘*‘_f”)w_'h
x=2M" (mod. p).
Se si applicano queste formole alla congruenza (18) si trova:

(23) =2 M'={—2G+V/ 4G +8H "' +[—2 G—)/4G* 8",

10. ¢) L =41
Se:
x=e V7 +e Vi +5V5

& razionale, dovri aversi:
V3 + eV + V)
=@&Vz +ulVy +e V=V +aVz + V5

cioé :

(S.., TR QS)V.‘(: = (32 R 53) V(_; 3
donde, dovendo essere per ipotesi :

V= V3

si ha:

Sicché, se la proposta ammette delle radici razionali, soltanto
le due prime, x, e x,, possono essere tali.

Ma se x & razionale, lo & pure x — }/%,, ciot:

V=V otV i)=V o+ Wa+V o—4/8) (mod. p).
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Cid richiede che si possa porre :

(24) Ve + 4V/a, =0, + 4. V4,

e {, indicando numeri razionali.
Reciprocamente, se la condizione (24) ¢ soddisfatta, x, e x, sono
razionali, e precisamente :

!

szVZ'I_Z?; JC,EVE—ZC?,.

In virth della teoria delle congruenze irriducibili, la condizione
(24) equivale alla seguente:

—T

L_
(24) = (¢ + W) =1 (mod. )
t essendo una radice della congruenza irriducibile
* —A =o (mod. p).

La condizione di possibilith (247) ¢ soddisfatta di per s¢. In-
fatti si ha:

M= 2,3 (mod. p).

Ed elevando i due membri alla potenza & : L — 3n—1:

G\
S0
%t =)y :( ) = ——i T TR R )
4% =

Per esprimere le radici della proposta in funzione razionale dei :
coefficienti ¢ del modulo, poniamo :

(.._ ik '/__:‘”;_)“_I =R+ S'/_——ZA_7 (mod. p),

. s P R
R e Sindicando rispettivamente la parte indipendente da l/ s o eil
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TS 4n—1
i : A * ;. A
coefficiente di e nello sviluppo di (— ]+ l/—— 37)
secondo la formola del binomio.
Si avri:

A e e/
R=/ —]—V%E(wfﬂ/ —2—7)4””_3 S —-_%
e quindi : .

V:(_IEV—H-}-R
(26) V{TE'/—H—-%—k%VlE% + 4. V4,

(25)

V%EV—Hmﬁ_%VK:E?:_¢IVAT

2

con:

R
p=—H—", ¥

e
s
Se si pone:
=@+ ¢VAy—" =M+ NVa, (mod. p)

(M e N essendo numeri razionali), si trova :

HV{z ‘P‘+¢V_ =%

V2 =g"= ‘Ki sl i i Kﬁ ==b N1

(27)
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da cui:

"P:M'{"‘P:NA;E‘P:

(mod.
e A B

(28)

all’una delle quali relazioni si pud sostituire la seguente :

(29) M?* — N*A, =1 (mod. ).
Dalle (26) si deduce poi :

(30) ok ot

(31) - Y=294.

Edalle (28) e (31):

b=~y

225

per cui ¢, si pud considerare come razionalmente noto in funzione

dei coefficienti della proposta e del modulo.
Se si osserva che:

sl G
=0 — {*A = ——
V{z V‘\; ‘P; $ ot 2 V:_(la
si ottiene dalle (28), (29) e (31):

Frieh L N

4?| s V{

ossia :

— GN
V{xET

Rend. Circ, Matem., t. IX, parte 1*,.—Stampato il 25 giugug 1895.

s Moy RevM D S (M )
Ry s

¢
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Dunque :
o GN Lo - SCM -1
szV{;"l'ch,E“—S——|— —%ﬁ_l)
(32) (mod. ). (*)
= GN S(M
xZEV{I_z({)lE - i ( N+ I)

11. I risultati di cui ai numeri 9 ¢ 10 si possono riassumere
nel seguente teorema :
TeoreMA IV. — Siano | ¢ I numeri tali che:

_%)*HE 41 (mod. p=6n—r1)
e posto:
o R A ESEt o
Y eyl By B
sia:
z=—H+R

Punica radice ragionale della cong. (B). Se:

a) 7, > =—1, la congruenza (A) ammettert due radici ragio-
nali date dalle formole :
x=o0, r,=[— G+ V3G +8F|""

+[—26G— V30 F8EI™ (mod. p).

(*) Se si cercasse di eliminare da queste ultime formole il radicale

'/ — S_(i‘fﬁ'f'_'), esprimendo che x, deve soddisfare identicamente alla proposta

(A), si perverrebbe, come per le formole i) e k) (n° 6), a delle espressioni in-
determinate.
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E’:l
b) z, * = + 1, posto

T I/T o
[( H— T) e ?|/§.] =M+N - (Me N razionals)

ammetterly due radici razionali date da:
__GN SM + 1) __GN l/ S(M + 1)
x‘zT+V—T o ) | e e

¢) z, =0, la cong. (A) ammetteru delle radici ragionali nei casi
indicati dal Teor. L '

12). B)  p=6n+4 1.

Anche qui converra distinguere tre casi:
p-_—l an
a) e E(—]-l*’/——-i I,
27
p—1 n
b Y O i _‘t)
) BT = (=14~ L) =,

T

p—1
3

I

I

e

I

13. @) R,—E(—1+ -—217)”5: (mod. @).

In quest’ipotesi la risolvente della congruenza proposta ammette
tre radici razionali; vediamo quel che accada della proposta.

Osserviamo anzitutto che, ammetta o no delle radici razionali
la (4), due al pit delle radici z,, %,, g, della risolvente possono
essere non residui quadratici secondo il modulo p.. Invero si ha:

g et
({1{2{3) = E('4— 2

Il

AR
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Ma & anche facile riconoscere che se la proposta ammette delle
radici razionali, tutte e tre le 7 sono residui quadratici, Invero, se
si potesse avere ad es.:

BT =
Li=fxt=—1 " =+1

seguirebbe, supposto x razionale,

x”EB,V:E—E,V’{_,—%V{:EE;VE;‘i‘szl/-{—z"‘g;l/zs’
donde :

{:E{';:

A=
cid che non pud essere, perche (—— —2-5) *=41.

Dunque, affinché la congruenza (4) ammetta delle radici razio-
nali, bisogna che siano soddisfatte due delle condizioni :

R = S =
(33) Tt = =g i1 (modip),

la terza essendo conseguenza delle altre due.

Reciprocamente, se le (33) sono verificate, la proposta ammette
quattro radici razionali.

Poiché si sanno esprimere le z in funzione razionale dei dati,
possiamo considerare come razionalmente note /7, }/7,, V%
e quindi anche le radici della proposta.

Tenendo conto di questi risultati e del teorema II, si pud e-
nunciare quanto segue :

Trorema V. — Sia il numero p = 2" p, + 1 (, impari) della
forma p.=— 6n + 1, ¢ siano | e I numeri tali che:

(_ o] S ,/ —-—%)“E 1 (mod. ).

Sia inoltre a una radice primitiva pel numero p.
La congruenza (A) ammetteri quattro radici razionali o nessuna
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secondocht saranno o no soddisfatte le due condizioni :

P—1
2

I P
L = ["_ H 5 T(RI A Rz)J P =41 (1’110(1. F-)

S §

% ”

l

|
[
G4 : T
{ [— bR 4 R,)]TE i1 (méfi- ©)-

Se, le condizioni (34) essendo verificate, si ba :

et P
=g e (mod. p)

(3 ¢ k essendo due dei numeri 1, 2, . . . 2"") una delle radici della
proposta sara data dalla formola :

[— 7+ L+ R,)]EL:" [— H+ LR +f=R,)]¥

X = 5 R ) [ s o~ [t L
= 2 T e S
aq am a" z

p—1

2{[_H+ ‘;‘CR, + Rz)] [—m H zi(le +f’Rz)] }p,_+

CoroLLARIO. — Se il numero E-=6n 41 ¢ pure dellg forma
4m + 3 ¢ se si pone:

[—H+§RI+

I M4 :
= R:] =M-{-NR, +PR: (mod: p)
(1 7

(M, N e P essendo i coefficienti dj RY, R, R nello sviluppo di

I m+1
— H - = R + TANRi|  secondo la formola del
A

27
trinomio), una delle radici della proposta sary data dalla formola :

x=3M (mod. p).
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S e T (- ook ——%)“E f (mod. )

La risolvente della proposta non ammette in questo caso alcuna
radice razionale, mentre, come vedremo, la proposta (4) ammette
sempre una radice razionale.

In virth della 4)

t‘. A an
R, E(—-]-l"/—-;;) == f*
da cui:

Vor=Vzn, Vor=Vzs, V=V,

dunque se x & razionale,

=V +eVn+e V3
= Vi+eaVi+eVi=e Vi +eVi+e Vx5

ciog :
(35) (Et B 83) ‘/Zl - (sz = 5:) V%—z =r (53 — 3,) V% = 0.

La (35) prova che essendo per ipotesi tutte distinte le z, sela
proposta ammette delle radici razionali, una sola, la x,, pud essere

tale.
D’altra parte, perché x, sia razionale, & necessario e sufficiente

che si possa porre:

VEE'/—H—F—;—RJ‘_‘—I— e

A
Gty A
o e
— M + Nf'R, + Pf*R

R:fz(i—t)

(M, N, P essendo numeri razionali), od anche indicando con ¢ una
radice della congruenza irriducibile :

t3E-—f+,/—% (mod; )



SULLA CONGRUENZA GENERALE DI 4° GRADO, ETC. 231

che si abbia :

(36) [— H + %t t’]}ﬁ?ﬂE 1 (mod. p).

I
+ toe s
ey
27
Ora la condizione precedente & sempre verificata; infatti si ha
(i essendo uno qualunque dei numeri 1, 2, 3):

(6nt1—1)(Ent1246ut141)
< =

1 T " " n, G e
L CaT e D P S/ (i & E(—4—) =1 {med.i).
Dunque la proposta ammette effettivamente una radice razionale,

15. Per ottenere questa radice in funzione razionale dei coefhi-
cienti e del modulo, osserviamo che dalle congruenze

'{i)" V% = Vzl-n (=12 3)

VaVaVo=—+

si deduce:
= R 2 Ikt M R PR
Vas = = e SV MR GEESR,
o G 2 Indl __ Af Nf*R P Rz
B e O L e il
3
— G 2 3”..].1 P 2
V{EE—WE——G—_({z{Q EM+NR1+ R',
donde

x, =3M

Possiamo quindi concludere il seguente teorema :



232 G. CORDONE.

TeoreMA VI. — Se [ e I sono numeri tali che si abbia :

h& 5
( s 27 )
la cong. (A) ammette una ed una sola radice razionale data dalla
formola

|/

Rl e e L 3 (mod. p.=6n 4 1)

I

x=3M,

M rappresentando la pagte dello sviluppo di — Z——gm secondo le po-

tenze di R, E'/ —J+ l/—-%_ , che non contiene R, a fattore ».

16. ©) B —-(—]+ 2;) == E—--—I——H-z;s (mod. p).

Con un ragionamento perfettamente analogo, si conclude un
teorema che non differisce affatto dal precedente.

TII. (%)?E—I. (E)

17. Anche qui conviene distinguere due casi principali; il caso
incui p—=6n-4 1 e quello incui p —=6n— 1.

A p—=6n 4 1.

Prima di affrontare lo studio della congruenza generale di
4° grado, mostreremo come debbano essere modificati i teoremi VII
e VIII del’Oltramare circa la congruenza di 3° grado:

(37) ¥4 3px+2g=o0 (mod. p=6n+ 1),
per la quale si ha

.
(¢ +p) * =—1 (mod. p).
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Si riconosce dapprima, come all’art. 7, che posto

3 3
S=V—_g+Ve+p. S=V—g—V7i+tr
la sola radice

x=3S, + S,

della (37) pud essere razionale.
Quindi, che se x ¢ razionale, S, dovrd essere dalla forma

(38) Ss=a+BVg+p

(« e B indicando quantitd razionali).
In altri termini si deve avere

[ |

(39) (—g+#3 =1 (mod p),

t essendo una radice della congruenza irriducibile

P=(g +1) (mod. p)

condizione che & verificata di per s&, perché si ha:
(— g+ DM (g iy (— g P = (— ) =1.

Dunque la (37) ammette sempre una radice razionale, la quale
si trova facilmente essere :

(40)  x=— - l—4+VTHP ™+~ gV FTF™] (mod. 1.

D’altronde con tutta facilitd si verifica che questa espressione
soddisfa effettivamente alla (37).

Secondo I’enunciato invece del teorema VII del’Oltramare,
la cong. (37) ammetterd o no una radice razionale, secondoché sary

Rend. Circ. Matem., t. IX, parte 1*.—Stampato il 25 giugno 189s. 30
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o no soddisfatta la congruenza :

(41) eM—1)'M+ 1)=— %ﬁj (mod. p),

M indicando la parte razionale dell’espressione :
(— e+ VD)™

In base ai nostri risultati la condizione (41) dev’essere verificata
identicamente; & cid che si riconosce facilmente.

I teoremi VII e VIII dell’articolo pilt volte citato, la cui dimo-
strazione & abbastanza complicata, devono essere sostituiti dal seguente,

TeorEMA VIL.—Se p. & un numero primo della forma p—6n-+1,
e se p e q sono numeri tali che sia:

pt
(¢ +2)* =—1 (mod. ),
la congruenza :

2 4 3px +29g=0 (mod. 1)
ammettery sempre una ed una sola radice razionale, data dalla formola :

x =2.M,

21

dov’e:

M= 3}, [(—g+ VF+ry +(—a—=Ve+pr]

2

18. Passiamo ora a considerare la congruenza (4).

Siccome i ragionamenti a farsi non differiscono sostanzialmente
da quelli pitt volte adoperati, ci contenteremo d’enunciare all’incirca

i risultati.
TeoreMa VIII. — Siano ] ¢ I numeri tali che sia:

(___% t:—lE[]’_(—;-)g:Itz:} —1 (mod. p=6n+ 1)

Il
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e, posio:

sia
z,=—m—H+R
Punica radice razionale della congruenza (B).
}L——'I'
a) Se z, * =—1, la congruenza (A) ammettera due radici razio-

nali date dalle formole :

X =0, X, =— B—II-;,[(—— 2G + V4G + SH)

+(—26G— V4G ¥ sE)™].

b) Se 7, * = + 1, due radici razionali, date da

S e S T
SV —3 N

Xy = i __'/ SY—3M+ 1)
Sy —3 Y N

o
dove M ¢ N sono rispettivamente i coefficienti di ( —i) e

et .
(l/— %—) nello sviluppo secondo la formola del binomio dell’c-
spressione :

A e ] V:_gs'/ A=
z,h[( H— o)+ X232 —= 1

¢) Se 3, =0, la congruenza (A) ammettery delle radici razionali
nei casi indicati dal teorema I,
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19. By p=6n—1.

Svolgeremo anzitutto alcune brevi considerazioni circa la con-
gruenza :

(43) ¥+ 3px+29g=o0 (mod. p=6n—1)

p e ¢ essendo tali che:

p—1

(44) (¢ +2)* =—1 (mod. ).

Si riconosce dapprima, come lo dimostra I'Oltramare (Teo-
rema IX), che la (43) ammette tre radici razionali o messuna. Se
il primo caso ha luogo, 1’espressione :

3 3
s=V/ =gt Ve tP+V == VTP =S5,+5, (mod.p)

deve ridursi 2 un numero razionale, e per cid bisogna e basta che
sia soddisfatta la congruenza

5;]3—1

(45) (—g¢+1 > =1 (mod. w)
essendo ¢ una radice della congruenza irriducibile
#=q +p* (mod. p).
Ma si ha:
—e+VFF P =1+ Vet M(—e—Vi+p=—»

donde :
(46) (—a+V@+py=—ro

Similmente :

(—g—VF+pr=—5»
Dunque :
(_g_*_ Vql+P3)='(6PI)EF—q‘ qu_l_P;):n(_g_i_ Vq: _i_P;)anff;

b
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e percid la condizione (45) equivale alla seguente :
3—0
od anche a:

(47) (—¢+VFFp) =—np

Sicché la congruenza (47) ¢ condizione non solo necessaria,
come aveva dimostrato ’Olt ramare, ma anche sufficiente perché
la congruenza (43) ammetta delle radici razionali.

20. Da quanto procede, tenuto conto della teoria delle con-
gruenze irriducibili, si deduce la proposizione seguente :

TeoremMA IX. — Sia p—=6n—1=6.3"n, — 1 (n, primo
con 3): sia inoltre A =a + b V?ﬂ’ (a e b razionali) una ra-
dice primitiva della congruenza :

xt=t=1 (mod. p).

Se la cong. (43) ammette delle radici razionali, si avra (essendo
i uno dei numeri 1, 2, ... 3"):

el o o
(—g+ Ve+pym==—Vrd,
B

EnSet, i
(o= VEFPm=—Vid™.

Se, inoltre, si pone :

@+ bVe+ )™ =P+ QVe+p
con che:

@+ bVF¥p) " =P— VI ¥+
e inoltre ;

(—g+VF+p)° =M+ NVZ+p

—¢+Ve+p) ° =M +NV7+p
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una delle radici della congruenza sary data dalla formola :

(48) 3= — e (MP —NQ) (mod. p)
Vi
se:
no— 3 h =T,
oppure dalla formola :

AEELE
(49) x=—2p(MP+N,Q) (mod. 1)
s&.
n —=13n, 4+ 2.

21. Passiamo ora alla congruenza di 4° grado (4); e distin-
guiamo tre casi; secondoche si ha :

ok
T Ee

DR O (O B VA T

22. a). In questo caso la risolvente della proposta ammette tre
radici razionali; e circa la congruenza (4) si conclude il seguente
teorema, intieramente analogo al teorema V.

TeoremA X. — Sia il numero p.— 2" 1, + 1 (p., impari) della
forma p.—6n +- 1, e siano | e I numeri tali che:

Sia inoltre a una radice primitiva pel numero .
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La congruenza (A) ammettery quattro radici ragionali o nessuna
secondocht saranno o no soddisfatte le due condizioni :

g i '
T=[Ht L@+ R|T=41 ol )

F=[—H TR R F=+r (ol

Se, le condizioni precedenti essendo verificate, si ha :

pt p—t
a1 1 = g

i
pr=ar 4

(i ¢ k essendo due dei mumers 1, 2, ... 2"") una delle radici della

proposta sary data dalla formola :

prit Pt G (__'_k)p:i
3 e av am
sl ZI_P_I 4 — o (mod. ).
R N (RO

COROLLARIO. — Se il numero p. = 6n — 1°¢ pure della forma
12m -+ 11, ¢ se si pone: :

20D — [__ B _;_ R + 74 ‘ Rf] 3(m)
6 (_ v i '/ S8
27

=M 4 NR, + PR; (mod. ()

(M, N, P essendo rispettivamente i coefficienti di R, Ry, R nello svi-
luppo di 3 secondo la formola del trinomio), una delle radici della
proposta sara data dalla formola:

x=3M (mod. p).

23. b) (—]+'/_., %),,Ef%
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In questo caso si ha:
(51) =g o = ey, (modep)
e quindi si riconosce subito che la sola radice x, della congruenza
(4) pud essere razionale.

D’altronde una qualunque, z;, delle radici della risolvente, &
di questa forma:

i I i1 2
(52) {,.:——..—H—i-%f“‘R,-i- it )R
o 1o

=0+ ¢R, + 7R} (mod. p),

@, ¥ e 7 indicando funzioni razionali intere, a coefficienti razionali,

di '/ — —% Inoltre J e I sono tali (cong. b) che non si possono

determinare, come nel caso precedente (2), due numeri razionali «
e B, soddisfacenti alla relazione :

R,_=-|,/—J+|/ —%Ed+ﬂ|/—_%.

~ Perché dunque la proposta ammetta una radice razionale, & ne-
cessario e sufficiente che si possa porre :

G3) Vz=Voe+ IR F+Ri=M+ NfR, + Pf'R: (mod. p),
M, N, P essendo, come 9, ¥ e 7, funzioni razionali intere, a coef-
ficienti razionali, di l/ e
27
Nella teoria delle congruenze binomie della forma :

Ga)i = X" = A(x) [modd. F(x), u]

[F(x) essendo una funzione intera di grado v, irriducibile secondo il
modulo primo ., e m un divisore di p” — 1] si dimostra che la
condizione necessaria e sufficiente per la risoJubilitd della (54) ¢
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espressa dalla congruenza :

A*w_;'-iz 1 [modd. F(x), p].

Similmente, la congruenza a triplice modulo:
(55) Y(x, X)" = A(x, X) [modd. G(x, X), F(x), p]
[F(x) essendo sempre una funzione di grado v, irriducibile secondo
; G(x, X) una funzione intera di grado A in X, i cui coefficienti

sono polinomii in x, di grado inferiore a v, il primo di essi essendo
uguale all’unity; e tale che non si possa porre :

G (x, X)= G, (%, X)f(%, X) [modd. F(x), p]

il grado di G,(», X)in X essendo inferiore a A; e infine m essendo
un divisore di p* — 1], & possibile o no secondoché sia o no veri-
ficata la condizione :

ph—t
(56) _ A(x, X) » =1 [mod. G(x, X), F(x), p].
In particolare, prendendo :

Fla)y=a" 4 %, Gl X)=X —(—] + %),

A, X) =) X* + 4 (x) X + o(x)

p—=6n—1,
con che:

Vi ke e
si vede che la congruenza:
Y* =2(0) X+ U)X+ 0(x) [modd. X—(J+%), xup%, F]

Rend, Circ. Matem., t. IX, parte 1*.—Stampato il 26 giugno 1895. 31
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¢ possibile ed allora soltanto, che si abbia:
]
67 EXHUX o) + =1 | modd, (), 2+, 1]

Conveniamo ora che la indeterminata x sia una radice della
congruenza irriducibile :

x* + % =0 (mod. p),

che, inoltre, X sia una radice della congruenza irriducibile a doppio
modulo :

X—(—J+x)=o0 [modd. (x’—i—i), p.].

27

Allora si vede che la (53) sara possibile ed allora soltanto che
si abbia :

o | ;Rl+6(_f+;/ &

Questa relazione & verificata identicamente in forza delle (51):
dunque la proposta ammette sempre una radice razionale.

E facile quindi concludere la seguente proposizione :

Teorema XI1.—Se [ e I sono numeri tali che si abbia :

=)= 27 et emenm

e (s~ 5 =1

la congruenza (A) ammettery una sola radice ragionale data dalla
formola ;

61—16—1
Rf] * =1 (mod. p).

xE3M,
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M rappresentando la parte dello sviluppo di

L8 e er %[_H+%fR'+6(—I+II/:—A7)fR:]“
2
x| —H R & . = |
27

secondo le potenze di R, che non contiene R, a fattore.

24.°¢) (— J +'/m_§?)’"5f=?[.

I ragionamenti e le conclusioni in questo 3° caso, non differi-
scono affatto da quelle del caso precedente.

Genova, maggio 1895.

GeroLAMO CORDONE.
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SUR LA THEORIE DES GROUPES
ET DES

SURFACES ALGEBRIQUES;

par M. Emile Picard, 2 Paris.
Adunanza del 23 giugno 1895,

Dans mes recherches sur les fonctions algébriques de deux va-
riables indépendantes (Journal de Mathématiques, 1889), je me suis
occupé des surfaces admettant un groupe fini et continu de transfor-
mations birationnelles. Cette question se rattache 4 I’¢tude des grou-
pes algébriques en méme temps qu’d la théorie des équations diffé-
rentielles; c’est ce que j’ai montré succinctement (Comptes Rendus,
28 avril 1890) dans une Note ofi j’ai étudié certaines équations dif-
ferentielles dont intégrale générale est uniforme, et j’ai indique
plus récemment (Comptes Rendus, 25 mars 1895) comment les con-
sidérations que j’avais précédemment développées conduisaient im-
médiatement 3 une proposition générale sur les groupes algébriques.
Il m’a semblé qu’il y avait quelque intérét a rassembler ces résultats

un peu épars; c’est que je me propose de faire ici.

1.

1. Rappelons d’abord une proposition bien connue dans la théorie
des groupes continus. Soit un groupe relatif a nlettres x,, x,, ... X,
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et dépendant de r paramétres
X =iy %y wie Xy By Gy ioe 8,) (=1,2,... 7).

On suppose que toutes les substitutions du groupe sont deux 4
deux dchangeables; dans ces conditions on peut choisir les parametres
a, de telle sorte que les équations donnant les x” en fonctions des
a soient de la forme

Jx 5 : ; 1=1,2;... 17
a—a;:Eil‘(xxl Xyy v xn) i >

=120

les & dépendant seulement des x.

2. Ceci posé, nous allons établir un théoréme général sur les
équations de la forme

(1) D S

en désignant par y, ¥, ... y” une fonction de x et ses dérivées
jusqu’d Pordre m; ’équation différentielle ne renferme pas explici-
tement la variable x, Considérons une intégrale y de cette équation,
qui soit uniforme dans une certaine région du plan R, et soit R’
une région du plan intérieure & R. Le point x étant dans R’, le point
x 4+ b sera dans R, si la constante b est suffisamment petite; soient

alors
Yo Ye amer y™

les valeurs de y, ¥, .. . 5™ quand on y remplace x par x + h.
Il est clair que les Y sont fonctions des y et de h, sans que x entre
explicitement dans ces expressions. Posons donc

Y =F &, 9 7> .- )
Y =F. (b 9 ¥ - 3™

P e N TP S WL YR R R S S L e )

Y®—F (b ¥ ¥ --- y™;
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les Y sont des fonctions bien déterminées de y et inversement. Nous
allons étudier le cas ol cette transformation biuniforme entre

o1 e SR e A Al s

serait birationnelle.

Dans les fractions rationnelles F, mettons comme coefficients de
Y5 ¥'s ... 3 des constantes indéterminées, et écrivons que Y est
une solution de 1’équation (1). Nous obtiendrons ainsi un certain
nombre de relations algébriques entre ces constantes; celles-ci s’expri-
meront alors rationnellement en fonction d’un certain nombre 7 de
paramétres liés par une relation algébrique. Désignons ces paramé-
tees par &, X, v ag et par

(2) S F N R T

la relation ‘algébrique 4 laquelle ils satisfont. Quand dans une so-
lution de 1’équation (1), correspondant A des valeurs arbitraires des
paramétres x,, X,, ... X,, on change x en x 4 h, les paramétres
Xiv Xy owe W o8e changent en X o Xoy . o X iceun=cl érant des
fonctions rationnelles de ceux-li. Ceci revient 4 dire que la surface al-
gébrique S représentée par 1’équation (2) admet un groupe de trans-
formations birationnelles en elle-méme dépendant d’un paramétre
arbitraire 4, et pour h=o0, cette transformation devient la transfor-
mation identique. Ce groupe sera déterminé par des équations de la
forme

d x,
%:Eoi(‘n’ Xas ov xs)’

les £ étant des fonctions rationnelles des x.

3. Je représente par
Xx:f!(b.! x:’ xz! ke e xn))
PO — TR R R )

e 8 8 & ® 8 8 & & B & & & e )

My =Tl %5 Xy 5o %)

(3)
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(les f étant rationnelles en x,, x,, ... x,) la substitution biration-
nelle transformant § en elle-méme. Dans les fractions rationnelles
f, mettons encore comme plus haut des lettres indéterminées comme
coefficients des x. Nous considérons le groupe de transformations
contenu dans la substitution précédente, dépendant du plus grand
nombre possible de parametres et tel que toutes ses transformations soient
deux i dewx échangeables. Ce groupe, que nous désignons par G,
dépend au moins d’un paramétre, puisqu’il contiendra manifestement
la substitution (3); de plus, si r désigne le nombre des paramétres,
les coefficients des x dans la transformation pourront étre regardés
comme des fonctions rationnelles de r 4 1 paramétres liés par une
relation algébrique. Ceci résulte de ce que les relations 4 écrire entre
les lettres indéterminées, figurant comme coefficients, sont toutes al-
gébriques , puisque nous envisageons le groupe contenant le plus
grand nombre possible d’arbitraires.

On peut d’autre part, d’aprés le n° 1, choisir les paramétres
que nous désignerons par

el ik

r—I

de maniére que le groupe G soit défini par les équations :

ax
55 =X, X, ... X)
'@a‘%:iﬁ(xlj XZ, v Xn) ()‘[:I, 2, "-r_I);

le premier de ces paramétres, désigné par b, ne sera autre que le
paramétre b qui figurait dans (3), et les &, sont les fonctions ration-
nelles écrites 4 la fin du n® 2; tous les & sont d’ailleurs des fonc-
tions rationnelles des X, qui, bien entendu, satisfont 4 la relation

S(X;, X A Ky =0}

Deux circonstances peuvent se présenter relativement au groupe
G. Il peut étre possible de faire correspondre au moyen d’une sub-
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stitution du groupe un point arbitraire de la surface S 4 un autre
point de cette surface, c’est-d-dire que le groupe peut étre n — I
fois transitif; ou bien au contraire la transitivit¢t de G sera d’ordre
inférieur 4 # — 1. Mais il est aisé de voir que ce second cas se
raméne au premier, car on pourra alors détacher dans § une mui-
tiplicité algébrigue d’un moindre nombre de dimensions, que laisse-
ront invariable les substitutions de G, et tel qu’un point quelconque
de cette multiplicité pourra correspondre & un autre par une substi-
tution de ce groupe.

Supposons donc G traunsitif de la maniére indiquée; le nombre
r sera alors au moins égal & #»— 1, et si, portant son attention sur
les variables X,, X,, ... X, . (la derniére X, étant fonction des
autres) on considére le tableau rectangulaire

EO,I En,z ) En,n—r

E:.: El,z e E;,n_;

r>n—1

Efl——!.l Er_;.g e Er—r,n—:

tous les déterminants formés avec les # — 1 colonnes verticales et
n — 1 des lignes horizontales ne seront pas identiquement nuls, et
il y aura alors nécessairement au moins un de ces déterminants, ol
figure la premiére ligne, qui ne sera pas identiquement nul. Nous
pouvons donc supposer que le déterminant formé par les » — 1 co-
lonnes et les n — 1 premiéres lignes n’est pas identiquement nul.
On a ainsi les équations aux différentielles totales

dX: :Eo,xdb"’_ax,;dbx_[_ o s +Ei—2.tdbx—2
dXz :EO.zdb+EI,zdbx+ '.‘ 2 +£n—z.zdbn-—z

5.8 8 ¢ ® o ® w9 " @« e s 8 & & @ CRRC TR S S P

¢ d X == Eo,q—xdb + E:....-:. dbl + e L _[_ En—:,l—ldbnal

qui définissent .
X X5 oo X,
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en fonction de
Bl s gD g

En résolvant les équations précédentes par rapport 3 db,,
db;y oidb yooniagrac.

dhii s P X Pgd Kook wvick BugtsdXias
sy ax L PP X,

.............................

dbn-.-z — Pn—l.:l d Xl —l" Pn-l.dez + - + N1, 0—1 Xn-—: 2

ot les P sont des fonctions rationnelles de X, X,, ... X, 1a
derniére de ces lettres étant liée aux autres par la relation §= o.
Les conditions d’intégrabilité sont évidemment vérifiées, et nous avons
donc i faire Pinversion d’un systeme d’intégrales de différentielles to-
tales relatives i la surface S=o.

Or les X sont des fonctions wuniformes de b, , b,, ... h,_,,
ayant pour toutes les valeurs finies de ces variables le caractére de
fonctions rationnelles. Montrons-le, par exemple, pour la variable A;
il suffit de répéter un mode de raisonnement classique dans la théorie
des fonctions abéliennes : les relations (3) permettent d’étendre de
proche en proche les fonctions d’une maniére uniforme.

Nous pouvons donc conclure que les X sont des fonctions abé-
liennes (ou dégénérescences) des %, et en particulier ‘de la variable
b qui nous intéresse particuliérement; nous entendons par fonction
abélienne d’une variable, ce que devient une fonction abélienne d’un
certain nombre d’arguments, quand on laisse constants tous les argu~
ments moins un seul qui devient la variable.

Si maintenant nous revenons i I’équation (1), on voit que les
coefficients dc y, ¥, ... 5™ dans les relations

L B i ] P e y('")),
Y. = F. (b9 Vs =vv I

Y("')—F b 5, ¥ ...y("‘))

Rend. Circ. Matem., t. IX, parte 1*.—Stampato il 10 luglio 1895. 32
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seront des fonctions abéliennes (ou dégénérescences) de 4. Si nous
considérons, non-pas x, mais s comme la variable, nous pouvons
dire que Y est une fonction abélienne de A, et par suite y est une
fonction abélienne de x. ‘

Nous énoncerons donc le théoréme suivant qui résume cette
analyse :

Sous les hypothises faites, Pintégrale génirale de 1Iéquation (1)
s'exprime i Paide des transcendantes de la théorie des fonctions abé-
liennes.

Au lieu de I’¢quation différentielle (1), on pourrait évidemment
considérer le systéme d’équations différentielles du premier ordre :

(6] j—f':X{(x,,x“ x,,) G=1,2... 0 —1)

avec la relation algébrique S(x,, x,, ... x,)=o0. Si on a

0 ) =F: (b, - xsex, owa) L SR

les f, étant rationnelles en x,, x,, ... x,, les intégrales du systéme
(2) s’expriment 4 I’aide des transcendantes de la théorie des fonctions

abéliennes.

4. J’indiquerai une conséquence de cette proposition. Soit unc
¢quation

i e sk b=,

dont on sait que D’intégrale générale s’exprime i ’aide d’une inté-
grale particuliére quelconque par la formule

Wit RGP0 L e g, SR8 TR,

R dépendant rationnellement des y et les m lettres @ représentant
des constantes arbitraires.

Il est d’abord immédiat que ’intégrale générale de I’équation
sera uniforme, puisque, dans le voisinage de tout point, ¥ peut s’ex-
primer rationnellement 3 1’aide d’une intégrale particuli¢re y que
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’on peut supposer uniforme autour de ce point. Ensuite, les con-
ditions suppostes dans le théoréme précédent seront certainement
vérifiées, car on peut prendre pour Y, ce que devient y quand on
remplace x par x + b; il en résulte que l'intégrale générale de I’é-

quation ci-dessus pourra s'exprimer a Uaide des fonctions abéliennes
ou de leurs dégénérescences.

II.

5. Le théoréme du n° 3 était relatif aux équations différen-
tielles. En changeant, pour: ainsi dire, seulement la forme de cette
proposition, on obtient une propriété générale des groupes algébri-
ques. Prenons une surface algébrique dans un espace 4 # dimensions

SR i) 0

et supposons que cette surface admette un groupe G continu et fini
de transformations birationnelles. [’envisage un des sous-groupes
finis & un paramétre contenu dans G; ce sous-groupe sera défini
par un systéme d’équations de la forme

(S) j:‘-‘:X,-(x,, Sl | A T

les X étant rationnels en x,, x,, ... x,. Puisque ce sous-groupe
fait partie du groupe G, le systéme (§) jouit de la propriété indi-
quée pour le systéme (Z) a la fin du n° 3, et nous pouvons dire
par suite que, dans les équations finies du sous-groupe précédent, les
coefficients sont des fonctions uniformes du parametre arbitraire s’expri-
mant & Paide des transcendantes de la théorie des fonctions abeliennes.

Nous pouvons opérer ainsi pour chacun des sous-groupes 4 un
paramétre contenu dans G, et on arrive alors au théoréme général
suivant :

Si le groupe G est a r paramelres, on peut s’arranger de manitre
que les coefficients des fonctions rationnelles de x, qui donnent le groupe,
soient des fonctions uniformes des r paramétres s’exprimant aw moyen
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des transcendantes de la théorie des fonctions abiliennes ou de leurs dé-
générescences.

6. Nous pouvons faire, relativement au groupe G, une distinction
importante, sur laquelle nous avons déji eu a insister au n° 3. Le
groupe G peut ou non permettre de faire correspondre 4 un point
arbitraire de la surface S un autre point quelconque de cette méme
surface.

Dans le premier cas, le groupe est au moins #— 1 fois tran-
sitif, et en faisant varier » — 1 des paramétres on obtiendra une
représentation paramétrique de la surface, Il en résulte que les coor-
données d’un point quelconque de la surface

S s —oeis, X =0

sexprimeront par des fonctions abéliennes de m — 1 paramitres.

Dans le second cas, le groupe G sera nécessairement un sous-
groupe d’un groupe I' de transformations birationnelles de la surface,
pour lequel les paramétres pourront étre regardés comme entrant
algébriguement. Si ce groupe T (qui peut coincider avec G) est au
moins # — 1 fois transitif, nous sommes ramencs au cas preécedent.
Dans le cas contraire, par chaque point de la surface passe une
multiplicité algébrique, contenue dans S, et d’ordre inférieur & n—1.
Cette multiplicité jouira de la propriété qu’avait S dans le premier
cas, c’est-d-dire que, s5i elle est i r dimensions, les coordonnées de ses
points sexpriment par des fonctions abéliennes de r parametres. Il est
important de remarquer que les MODULES de ces fonctions abéliennes
ne dépendent pas du point de la surface qui détermine la multiplicité;
ceci résulte de ce que les expressions des coordonnés peuvent étre
obtenues en faisant varier seulement, parmi les paramétres de T, r
d’entre eux qu’on peut supposer étre des arguments de fonctions
abéliennes formées comme il a été dit au n°® 5, et par conséquent
tout-2-fait indépendantes du point de la surface dé¢terminant la mul-
tiplicité qui nous occupe.

7. Le théoréme du n° 5 s’applique en particulier aux groupes
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de substitutions de Cremona. Si, en désignant m lettres indépen-
dantes par x,, x,, ... x,,, on a entre lesxetles X la substitution
birationnelle

X, .= & (X g hirama . ol iz, = ot )
X, :Rz(xn Xys oooo Xyy Gy 5 .« . . d.,)
R =S 0% TS 0}

formant un groupe a r paramétres, il résulte immédiatement, de
ce qui précéde, que 'on peut tcujours s’arranger de fagon que les
R soient des fonctions uniformes des a s’exprimant par les transcen-
dantes abéliennes. :

On pourra dans certains cas aller plus loin. Si le groupe est
m fois transitif, et si ses substitutions sont échangeables deux i deux,
les transcendantes qui s’introduisent dans les calculs résultent sim-
plement de D'inversion d’intégrales de différentielles totales ration-
nelles. Par conséquent, h désignant un des paramétres, on obtiendra
seulement, par l’inversion, des fonctions rationnelles de # ou de ot
en désignant par k une constante. On pourra alors s’arranger de
mani¢re que les R contiennent rationnellement les paramétres a.

8. Appliquons les généralités qui précédent i la surface al-
- gébrique

f(x, 3, 2) =0

dans 1’espace 4 trois dimensions. Nous allons retrouver et compléter
les propositions que nous avons données autrefois.

Supposons que cette surface admette un groupe de transforma-
tions birationnelles. Tout d’abord si le groupe permet de passer d’un
point quelconque de la surface 4 un autre point quelconque de celle-ci,
on est assuré que les coordonmées d’un point de la surface s expriment
par des fonctions abéliennes (ou dégénérescences) de deux paramelres.

Il faut approfondir davantage la question. Considérant un sous-
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groupe i un paramétre contenu dans le groupe donné, nous raison-
nerons comme nous ’avons fait plus haut d’une maniére générale
et nous sommes conduits 4 une transformation de la surface en
elle-méme, dépendant rationnellement des lettres X,, X,, ... X,
qui sont elles-mémes fonctions de paramétres b, b,, ... h_, (par
les n* 2 et 3). Nous avons ainsi la transformation birationnelle de f
en elle-méme

WPl by S By & Yoo
Y:q)(b, }Jl, T, ’7,,_!, X, ¥, {):
A R AR i . e o

les substitutions de ce groupe étant deux 4 deux échangeables. Si
ce groupe est deux fois transitif, on pourra résoudre par rapport i
deux des paramétres, et, d’aprés ce que nous avons vu au n° 3,
les cordonnées d’un point quelconque de la surface s’exprimeront
par des fonctions abéliennes de deux paramétres au moyen de 1’in-
version de deux intégrales de différentielles totales; c’est le résultat
que j’ai obtenu antérieurement . (Journal de Mathématiques, 1889,
page 222).

Si le groupe I' ne permet pas de passer d’un point quelconque
de la surface 4 un autre point, on pourra faire passer par chaque
point de la surface une courbe algébrique que le groupe transfor-
mera en elle-méme. Cette courbe sera par suite nécessairement du
genre Zéro ou du genre un. On peut laisser constants tous les pa-
ramétres  sauf un seul, et considérer par exemple  comme seul
variable.

Dans le cas o la courbe sera de genre un, X, Y, Z devront
étre des fonctions doublement périodiques de 5, et il est clair que
le module de cette courbe est fixe, c’est-4-dire indépendant de (x,
¥s %). Nous avons donc, dans ce second cas, un faisccan de courbes de
genre 3éro ou un sur la surface; il passe par chaque point de la sur-
face une courbe de ce faisceau. C’est un théoréme que j’ai égale-
ment indiqué précédemment (loc. cit.) et j’ai montré qu’on pouvait
méme aller pius loin quand le genre géométrique de la surface dé-
passe l'unité,
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Le seul cas dont ’étude, d’aprés ce qui précéde, n’est pas en-
tidrement compléte est celui ol lasurface admet un groupe de trans-
formations qui ne permet pas de passer d’un point quelconque de
la surface & un autre point de celle-ci, et oi en méme temps la
surface a son genre géométrique au plus égal & un. Quand ces deux
conditions se trouvent remplies, j’énonce seulement que ’on peut
trouver sur la surface un faisceau de courbes de genre zéro ou un,
mais j’ai tout lieu de penser que les travaux récents de M. Ca-
stelnuovo et de M. Enriques sur la théorie des surfaces per-
mettront de donner des indications plus précises sur la nature de la

surface.
Paris, le 5 juin 1895.

EMm. Picarp.
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A QUADRATIC CREMONA TRANSFORMATION

DEFINED BY A CONIC;

by Leonard E. Dickson, of Chicago.

-

Adunanza del 14 luglio 1895.

Let one pair 4C, D B of op-
posite sides of a hexagon ACG
D BF inscribed in a given conic
be fixed, and hence four, 4, C,
D, B, of its vertices. Of the points
of intersection O = (4C, D B),
P=(A4F, DG), R=(BF, CG)
of the three pairs of opposite sides,
O is fixed, while P and R vary.

A (1, 1) correspondence be-
tween the points of the plane is
thus defined by P and R.

If the point P describes a
straight line [or a conic passing
through 4 and D], the flat-pencils
with centers 4 and D are perspec-

Let one pair ac, db, of op-
posite vertices of a hexagon ac
gdbf circumscribed about a given
conic be fixed, and hence four, a,
¢, d, b, of its sides. Of the lines
o=(ac, ), p=(af, dg), r=(tf, cg)
joining the three pairs of opposite
vertices, o is fixed, while p and
r vary.

A (1, 1) correspondence be-
tween the lines of the plane is
thus defined by p and r.

If the line p turns about a
point [or moves tangent to a conic
touching a and 4], the ranges on a
and d are perspective (A ). But the
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tive (A ). But the pencils with cen-
ters 4 and B are A, since the in-
tersection F of corresponding rays
lies on the base conic.

Similarly, the pencils with
centers D and C projecting G
are "A. Hence the pencils B and C
are A and the intersection R of
corresponding rays generates a
conic passing through B and C,

Every line through O trans-
forms into itself, i. e. every range
containing the point O transforms
into a range with the same bearer
(Pascal line).

Every point on the base conic
is self-corresponding.

The point 4 transforms into
the line AC, P mip DB
into BC. All other points on the
line 4 D transform into the point
O; all others on 4 C into C;
all others on DB into B.

Thus the vertices and sides
of A AD QO transform into the
sides and vertices respectively of

A OBC.

If K be the intersection of

A D with BC, the corresponding
points on OK lie in involution,

For we have two A point-
rows superposed on OK, in-which
O and K are mutually corre-
sponding points.
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ranges on a and b are A, since
the join f of corresponding points
is tangent to the base conic.

Similarly, the ranges on d
and ¢ cut out by g are 'A. Hence
the ranges b and ¢ are A and the
join r of corresponding points ge-
nerates a conic tangent to b and c.

Every point in o transforms
into itself, i, e. every flat-pencil
containing the line o transforms
into a pencil with the same bearer
(Brianchon point).

Every line tangent to the
base conic is self-corresponding.

The line 4 transforms into
the point ac; d into db; o into
be. All other lines through the
point ad transform into the line
0; all others through ac into ¢
all others through 44 into b.

Thus the sides and vertices
of A ado transform into the ver-
tices and sides respectively of A

obe.
If % bethejoinofad and be,

the corresponding lines through
ok lie in involution,

For we have two A flat-pen-
cils superposed on ok, in which o-
and % are mutually corresponding
lines.

Rend. Circ. Matem., t. IX, parte 1*.—Stampato il 17 luglio 1895. 33
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With respect to the fixed pair of opposite sides 4 C and BD as
axes, the most general equation to a conic making the intercepts

Od=a, OB=1"%, OC=¢, OD =d, may be thrown into the
form :

bdx*+hbdxy +acy*+bd(a—c)x +ac(d —b)y—abcd —o,

where / is arbitrary. We then find the following relations between
the coordinates x, y of P and x,, y, of R:

where :
U=bex(dx + ay + ad)
V=bcy(dx + ay + ad)
W ==0bdx* +acy’ 4 hbdxy + abdx + acdy.

To express the transformation in homogeneous coordinates, we
note that :

bUScV —beW =bc(ab + cd—hbd)xy. °

d
We exclude the very trivial case h = a_b_];—g_-c_ , when the base
conic breaks up into the right lines 40D and B C; for every point
of the plane then transforms into B C.
Not at all trivial is the case when it breaks up into 4B and DC.
Let

_ bx, 4y, —be
LZ=ub Fcd —bhba

and {=dx + ay + ad.

.'xt ‘J'H{x:x’(:}’{:xj'-
Solving, ;
A B et S R o

The triangles of reference for the old and new coordinates are
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then, respectively O 4D, OCB, viz: ;
OD=x=090, O4d=y=0, AD=z=0,
OB=x,—0, OC=y,—=0, BC=gz,=0.

The solution of the Cartesian relations gives :

04 L
W A=W

where
U —=adx (—bx,—cy, + be)
V' = ady,(— bx, — ¢y, + b0)
W —bdx* + acy® 4 bdhx,y, —abcy, —bedx,.

The conic W’ — o into which the line at infinity transforms,
and the conic W = o which transforms into the line at infinity are
both similar to the base conic.

The fact that the three conics are simultaneously all ellipses,
all parabolas, or all hyperbolas follows also projectively; since a line
and its transform meet the base conic in the same two points (real
and distinct, coincident, or imaginary).

University of Chicago, May 1, 1895.

LeoxnarDp E. Dickson.



EMILIO WEYR.

Necrologia di Gustavo Kohn, in Vienna.

Dai Monatshefte fir Mathematik und Physik, V1. Jahrgang 1895, pp. 1-4.
Traduzione di F. Gerbaldi.

Emilio Weyr nacque in Praga nell’anno 1848 da Francesco Weyr,
professore di matematica nella Staats-Oberrealschule di quella citta, Nella famiglia
Weyr le scienze matematiche avevano residenza. Destinato fin dall'adolescenza
alla matematica, Emilio trovd in suo padre un vero maestro, ed uno zelante
condiscepolo nel suo fratello minore Edoardo, che oggi ¢ professore di mate-
matica in Praga nella bobmische .téchnische Hochschule,

Quando entrd al Politecnico di Praga, Weyr possedeva gia un buon cor-
redo di cognizioni; allora Guglielmo Fiedler introduceva i suoi allievi
alla nuova geometria, e si studiava di interessare i circoli scientifici di Praga a
questa disciplina. .

Emilio Weyr si senti potentemente attirato dal suo fascino, e ben presto
fu stimolato a ricerche scientifiche. Primo a far rivolgere I'attenzione sul mate-
matico giovanetto fu uno scritto pubblicato a Lipzia da Teubner, la prima parte
del quale (1869) ha per oggetto una teoria costruttiva delle curve razionali del
3° ordine, e la seconda parte (1870) una teoria delle superficie rigate del 3° or-
dine, entrambe basate sopra una corrispondenza (12).

La sua predilezione per la geometria sintetica divenne anche pit profonda
dopo un suo viaggio scientifico in Italia. Attirato qui dai lavori e dalla fama
del Cremona, fu interamente conquistato dalla personale influenza di questo
scienziato, Per tutta la sua vita scientifica Emilio Weyr rimase fedele alla
geometria sintetica, e, in questa, all’indirizzodi Chasles-Crem on a,.che non
disdegna risalire a teoremi generali, fondati soltanto gnaliticamente, per dedurne
conseguenze geometriche. L’indirizzo puramente geometrico di Staudt-R eye
ebbe su di lui poca influenza. Nel primo indirizzo poi egli cercd una strada sua

propria.
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E invero ben si pud parlare d’un metodo a lui proprio, che spicca in molti
dei suoi pilt notevoli lavori, e che si pud caratterizzare nella maniera seguente,
Da una nota proprietd di una certa forma geometrica si ricava un’altra proprietd
(a quella equivalente) di una certa corrispondenza algebrica. Per cid quella pro-
prietd appare in certa guisa concepita pit astrattamente e liberata dalla forma
particolare, Allora essa si traduce in proprietd delle pilt svariate forme, sulle
quali si possa con certe costruzioni geometriche far risorgere la corrispondenza
della sorta considerata.

Il metodo lascia, come si vede, un vasto campo d’azione all’abilita ed alla
imaginativa del geometra, ed il We yvr se ne serve con vera maestria.

Cost & chiaro come per opera di lui la teoria delle corrispondenze algebriche
su sostegni razionali, e con essa la teoria delle forme razionali e particolarmente
delle curve razionali sia progredita. i

La teoria delle corrispondenze algebriche, siano quelle generali, siano alcune
speciali tra esse, deve a lui una serie di semplici teoremi, ed ha origine da lui
una parte della terminologia oggigiorno abituale in questo campo. In particolare
egli ha fermato la sua attenzione suila teoria di una classe pil specialmente im-
portante di corrispondenze, cioé sulla teoria delle involuzioni. E quando egli, stu-
diate le involuzioni di prima specie, tra cui approfondi particolarmente quelle
cubiche, spinto dalla rappresentazione delle curve razionali tra loro, passd a stu-
diare anche le involuzioni di specie superiore, ha reso alla scienza un servizio
duraturo.

Quando si vuol trattare geometricamente una corrispondenza, ordinariamente
si assume come sostegno di essa una conica, e si studia la sua curva direttrice,
ciot l'inviluppo delle congiungenti punti corrispondenti. Note proprieta di corri-
spondenze si usufruiscono coll’assumere, accanto alle coniche, come sostegni curve
razionali del 3° e 4° ordine (sia piane che gobbe). Sebbene in questa maniera si
ottengono talora anche proprieta di forme non razionali, tuttavia si ha in questo
soltanto un m:todo per lo studio delle forme razionali, e appunto queste fino
all’anno 1883 iateressano sovratutto il Weyr. Egli poi nello studio di alcune
speciali curve razionali ha in pilt lavori, per la trattazione analitica, adottata la
notazione parametrale e I'ha applicata con successo.

Dal 1883 all’incirca i suoi lavori acquistano un altro indirizzo. In luogo delle
curve di genere zero formano d’ora in poi oggetto delle sue ricerche le curve di
genere uno. Agli studi fondamentali generali, per i quali Clebsch, Brill
e Nother erano penetrati con si splend\ido successo nella geometria sopra una
curva algebrica, fu restio a fare adesione. Egli aveva su cid la sua particolare
maniera di vedere, ed i suoi sforzi erano tutti diretti a penetrare in questo campo
coi suoi metodi pit elementari. Quando fece (1883) il primo passo su questa via,
che gli schiuse la veduta sulla natura geometrica della trasformazione univoca
algebrica d’una curva generale di 3° ordine in st stessa, egli ebbe per tale suc-
cesso una grande gioia, di cui lo scrittore di queste righe secba vivo ricordo,
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Questa veduta diventd da allora anche la base per i suoi studi ulteriori sulle
curve di genere uno, tra i pilt bei frutti dei quali sono da annoverarsi numerose
ed eleganti proprietd da lui scoperte sulle curve del quinto e del sesto ordine del
genere uno.

Ci limitiamo ad una succinta esposizione della natura dei lavori del Weyr,
senza daroe per esteso i titoli, per brevitd di spazio; invero grande & il numero
delle sue pubblicazioni, che ascendono a circa un centinaio e mezzo (*). Egli fu
un lavoratore incessante ed infaticabile, quasi avesse presentito che il tempo della
sua attivitd era ristretto in angusti confini.

Avremmo un’imagine incompleta dell’operositd di Emilio Weyr, se non
pensassimo anche alla sua attivita didattica.

Le sue lezioni all’Universitd di Vienna erano semplici e disadorne, ma d’una
esemplare chiaresza, tanto che anche il pili corto d’ingegno poteva seguirlo senza
fatica. A lui & dovuta principalmente la vasta estensione che le cognizioni geo-
metriche e lo studio dei metodi della geometria hanno tra gli insegnanti delle
scuole secondarie d’Austria. A lui pure si deve molta gratitudine, perche durante
la sua operositd in Vienna la produzione scientifica matematica ha ricevuto in
Austria un incremento assai considerevole, come appare dai volumi delle « Sitz-
ungsberichte der Wiener Akademis der Wissenschaften », dove i lavori matema-
tici prendono un grande spazio e predominano quelli che hanro per oggetto studi
geometrici. La massima parte di questi studi ¢ di lui e dei suoi scolari, tra i
quali qui nominerd soltanto quello che in morte lo precedette, 'Amescder.

Insieme al prof. Gustavo Ritter von Escherich, il Weyr ha fon-
dato nel 1889 i « Monatshefte fiir Mathematik und Physik ».

Semp'ice ¢ piana fu la sua vita, senza lotte, senza privazioni. Sali giovane
i gradi de!la carricra accidemica. Nato nel 1848, nel 1871 fu nominato profes-
sore straordinario al Politecnico Boemo in Praga, e nel 1875 fu chiamato come
professore ordinario all’Universita di Vienna. Distinzioni non gli sono mancate.
Tra Paltro egli era membro effettivo dell’Accademia delle Scienze in Vienna e
dell’Accademia-Francesco-Giuseppe in Praga, e poco prima della sua morte rice-
vette il titolo di Consigliere Aulico, Sposatosi fin dal 1877 con Maria Vanék
Edle von Domyslov ebbe due figli ed una figlia, e poteva dirsi felice; quando
colto, per invidia degli Dei, da una crudele malattia fu rapito dopo lunga soffe-
renza nell’etd migliore.

(*) L’elenco dei lavori del Weyr si trova stampato nell’Annuario della Universitd di Vienna,
per 'anno scolastico 1893-94. * :
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ESTRATTI DAI VERBALL
[Pedi t. VIII, pp. 166-168].

ADUNANZA DEL 28 GENNA]JO 1894. (Presidenza F.Caldarera).

Corrispondenza. — Con lettera in data d:l dicembre 1893 il dott. En-
rico Barone si dimette da socio del Circolo.— A nome del socio professore
comm. G. Battaglini, laconsort2 di lui, signora Anna Battaglini, rin-
grazia il Circolo pei voti espressi nell'adunanza del 7 gennajo 1894.

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazioni a scrutinio segreto: il
sig. Antonino Romeo, tenente del Genio nella Direzione territoriale di
Palermo, proposto nella precedente adunanza dai soci Guecia e Gerbaldi, & eletto
socio residente; ed il prof, Carlo Somigliana (Pavia), proposto nella pre-
cedente adunanza dai soci Vivanti e Gurbaldi, & eletto socio non residente.

Memorie e CGomunicazioni.

GERBALDI: Sulle singolarité della Jacobiana di tre curve piane. (Continuaz.
e fine; vedi adunanza del 24 dicembre 1893).

TORELLI: Sul gruppo monomio individuato da una trasformagzione infinitesi-
male projettiva.

ADUNANZA DELL'11 FEBBRAJO 1894. (Presidenza F. Caldarera).

Il PreSIDENTE partecipa, con dolore, I'infausta nuova della morte del socio
non residente Emilio Weyr, avvenuta in Vienna il 25 gennajo u. s. e ram-
menta la degna carriera scientifica delVillustee professore dell'Universita di Vienna,
la cui perdita & irreparabile lutto per la Scienza.

Ammissione di nuovi soci. — Dictro votazione a scrutinio segreto, il
dott. Filiberto Caste!lano (Torino), proposto nella preced=nte adunanza
dai soci Peano e Gerbaldi, ¢ eletto socio non residente.

Memorie e Comunicazioni.

BIANCHI: Sui sistemi tripli ortogonali di Weingarten.

ADUNANZA DEL 25 FEBBRAJO 1894. (Presidenza F. Caldarera).

Il PRESIDENTE partecipa, con profondo rammarico, alla Societd la morte del
socio non residente Eugenio Catalan, avvenuta a Liegi il di 14 febbrajo
corr. ¢ rammenta gli alti titoli di benemerenza acquistati dall’eminente profes-
sore dell’Universita di Liegi in una lunga esistenza cosi degnamente spesa a van-
taggio della scienza e dell’insegnamento.

Corrispondenza. — [l prof. Carlo Somigliana ringrazia per la sua
ammissione a socio del Circolo.

Memorie e Gomunicazioni.

GUCCIA : Sulle involuzioni di specie qualunjue, dotate di singolarild ordinarie.
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ADUNANZA DELL’r1 MARZO 1894. (Presidenza A, Venturi).

Il PresbENTE partecipa a'la Societd che, in scguito a votazione a' sensi
gell’art. 20 dello Statuto, il Cousiglio Direttivo (Comitato di Redazione dei Ren-
diconti) ha eletto il prof. G. B. Guccia quale delegato a dirigere la pubbli-
cazione dei Rendiconti. :

Corrispondenza. — Con lettera del 6 marzo 1394 il prof. Stefano Pa-
gliani si dimette da socio del Circolo (a partire dal 1° gennajo 1895).

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazioni .a scrutinio’, segreto: il
dott. Nicola Amici (Roma), proposto nclla precedente adunanza dai soci
Cerruti e Guecia; il prof. F. J. Studnidka (Praga), proposto nella precedente.
adunanza dai soci Loria e Guccia; ed il dott. Giovanni Vailati, proposto
nella precedente adunanza dai soci Peano e Porrn, sono eletti soci non residenti,

Affari interni.—Esposizione ed approvazione del Conto consuntivo dell’e-
sercizio 1893, reso dal Tesoriere, ¢ del Bilancio di previsione pel 1834,

Memorie e Gomunicazioni.

GUCCIA : Ricerche sui sistemi lineari Ji curve algebriche piane, dotati di sin-
golariti ordinarie. (Memoria II%).

ADUNANZA DEL 25 MARZO 1894. (Presidenza F. Caldarera).

Memorie e Comunicazioni.

GARIBALDI: Sullestensione degli aggregati numerabili.

POINCARE: Sur les équations de la Physique Mathématique.

BURALI-FORTI: Sulle classi ordinate e i-numeri transfiniti.

GUCCIA : Ricerche sui sistemi lineari di curve algebriche piane, dotati di sin-
golaritd ordinarie. (Memoria II*). (Continuaz. e fine).

ADUNANZA DELL'8 APRILE 1894. (Presidenza F. Caldarera).

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a scrutinio segreto, il
dott. Domenico Amanzio (Napoli), proposto nella precedente adunanza
dai soci Torelli e Guccia, & eletto socio non residente.

ADUNANZA DEL 22 APRILE 1894. (Presidenza F. Caldare ra).

Corrispondenza.—Il dott. Domenico Amanzio ringrazia per la sua
ammissione a socio del Circolo,

Memorie e Comunicazioni.

AMICL: Risolugicne della congruenga x™ = b (mod 2”).

ADUNANZA DEL 13 MAGGIO 1894. (Presidenza F. Caldarer a).

Il PresipEnTE di il triste annunzio della morte del socio prof. comm. G i u-
scppe Battaglini, avvenuta in Napoli il 29 aprile u. 5., e tesse brevemente
ghi elogi del compianto illustre professore del”Universiti di Napoli. Dopo di che
di la parola al socio prof. Torelli. [Pedi questi Rendiconti, t. VILI, pp. 180-185].
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1l Segretario legge la seguente proposta della Societa Reale di Londra (*):
« The Royal Society, Burlington House, 11 aprile 1894. — Londra.
« Al Presidente del Circolo Matematico di Palermo.

« Come probabilmente saprete, la Societd Reale di Londra ha pubblicato il
nono volume del Catalogo delle memorie scientifiche, essendo uscito nell’anno scorso
il 1° volume della decade 1874-83. !

« Tale catalogo & limitato alla letteratura scientifica periodica, ciot a lavori
pubblicati negli atti ecc., di societd e nei giornali; non tiene conto delle mono-
grafie e dei libri di pubblicazione indipendenti comunque importanti. Inoltre i
loro titoli sono registrati soltanto in ordine al nome degli autori; e, quantunque
la Societd abbia da lungo tempo il proposito, che spera di effettuare come chiave
dei volumi gii pubblicati, di comporre un elenco di quei lavor! fatto per materie,
tuttavia il Catalogo viene ancora compilato secondo i nomi degli autori. Oltre a
cid, sebbene la Societd abbia cercato di includervi i titoli di tutti idavori scien-
tifici pubblicati nei periodici di importanza notoria , tuttavia ¢ duopo confessare
che il Catalogo & iﬁcompleto, anche riguardo alla letteratura periodica, causa
Pammissione di lavori pubblicati in periodici meno importanti o non facili ad
aversi.

« Causa il grande sviluppo della letteratura scientifica, il compito della So-
cieta nella continuazione del Catalogo, anche nella forma attuale, incontra delle
difficoltd che crescono rapidamente. In pari tempo & chiaro quanto gioverebbe
al progresso scientifico la pubblicazione di un Catalogo possibilmente completo
e contenente i ritoli delle pubblicazioni scientifiche che appajono tanto nei pe-
riodici che fuori di questi. In tale Catalogo i lavori dovrebbero essere ordinati
non solo per i nomi degli autori, ma anche in relazione al loro soggetto, doven-
dosi consultare per questo fine il testo del lavoro oltre il suo titolo. E il valore
del Catalogo crescerebbe non poco con una pubblicazione periodica frequente e di
tal fotma che si avessero separatamente le parti concernenti le ‘singole branche
speciali della scienza,

« Non & duopo dire che la preparazione e la pubblicazione di un catalogo
cosi completo eccede di gran lunga il potere e i mezzi di qualunque societd che
vi attenda da sola. : .

« Guidati dalle esposte considerazioni, il Presidente e il Consiglio della So-
cieta Reale hanno incaricato una Commissione di studiare e riferire sulla possibilitd
di compilare un Catalogo cosi fatto mediante una cooperazione internazionale.

« La Commissione non & ancora riuscita a formolare un piano di lavoro
per la detta cooperazione; ma saranno utili intanto le seguenti proposte preliminari :

« 11 Catalogo comincierd coi lavori pubblicati a partire dal 19 gennajo 1900.

« In un luogo da scegliersi in seguito si stabiliri un ufficio centrale che

(*) Si riproduce qui la traduzione italiana pubblicata dal R. Istituto Lombdrde a pp. $49-351 del
vol. XXVII (serie II) dei suoi Rendiconti,
Rend. Circ. Matem., t. IX, parte 1*.—Stampato il 19 luglio 1895. 34
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verrd mantenuto mediante coatribuzioni internazionali, sia direttamente ciod con
sussidi annui o d’altra natura, sia indirettamente ciot¢ coll’impegno dell’acquisto
di un certo numero di copie del Catalogo.

« A tale ufficio si daranno regolarmente tutte le informazioni necessarie a
comporre il Catalogo. Cid si potra fare col mandarvi direttamente i periodici, le
monografie, ecc., da catalogare, oppure parti di Catalogo gia preparate da diversi
istituti, o facendo insieme una cosa e l'altra,

« Nell’ulficio si dovrebbe, insieme alla preparazione del Catalogo, attendere a
comporre delle tabelle di dati scientifici, di mano in mano che vengono forniti
dai lavori presentati.

« Il primo passo perd & di constatare se sia possibile e desiderabile uno schema
di collaborazione internazionale. Di conseguenza la Commissione desidera di co-
noscere su questo proposito P'opinione dei corpi scientifici ¢ degli scienziati.

« Ci lusinghiamo pertanto che avrete la bontd di sottoporre quanto prima
I’argomento al giudizio del Circolo Mutematico di Palermo e di informarci, per
uso della Commissione, delle conclusioni a cui si arrivera.

« Se la decisione che riferirete sard in qualche modo favorevole al progetto
vi pregheremo inoltre, sempre per uso d:lla Commissione, di comunicarci i sug-
gerimenti che vi parranno opportuni sul miglior modo di effettuare il progetto,
sulla costituzione dell’Ufficio centra'e ¢ sui mezzi di mantenerlo, sul carattere pre-
ciso del lavoro chevi si avra da compiere, sulla lingua o sulle lingue in cui do-
vra pubblicarsi il Catalogo, ¢ altri simili.

Vostri servi obbedienti :
« M. FosTER, Segret. della S. R.
« RAYLEIGH, Segret. della S. R.
« J. LisTER, Segret. estero della S. R. »

Ammissione di nuovi soci. — Dictro votazioni a schede segrete, i si-
gnori : prof. George Bruce Halsted (Austin, Texas, U. S. A.), proposto
nella precedente adunanza dai soci Loria e Guccia, ed il prof. Onofrio Por-
celli (Bari), proposto nella precedente adunanza dai soci Cerruti ¢ Guccia, sono
eletti soci non residenti.

Memorie e Comunicazioni.

DEL RE: Sopra una quistione relativa alla leoria delle curve piane algebriche.

SOLER : Sopra una certa deformata della sfera.

FOURET: Sur le nombre des plans tangents que Pon peut mener & une surface
algébrique par une droite mulliple de celfe surface.

ADUNANZA DEL 27 MAGGIO 1894. (Presidenza F. Caldarera),
Corrispondenza. — Il prof. Onofrio Porcelli ringrazia per la sua
ammissione a socio del Circolo.

Affari interni.



ESTRATTI DAI VERBALL. 267

ADUNANZA DEL 10 GIUGNO 1894. (Presidenza G. B. Guccia).

1l Circolo delibera di ringraziare il Sindaco ed il Consiglio Comunale di
Palermo pel sussidio di L. 500 accordato alla Societd pel 1894, a titolo d’inco-
raggiamento per la pubblicazione dei Rendiconti.

Corrispondenza. — La Facolta delle Scienze di Marsiglia propone il cam-
bio delle sue pubblicazioni coi Rendiconti del Circoln. 11 Circolo aderisce.

ADUNANZA DEL 24 GIUGNO 1894. (Presidenza F. Caldarera).
Affari interni.

ADUNANZA DELL'8 LUGLIO 1894. (Presidenza F. Caldarera).

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazioni a schede segrete, il dot-
tore Pacifico Massimi (Roma), proposto nella precedente adunanza dai soci
Marcolongo e Gerbaldi, ed il dott. Pietro Burgatti (Roma), proposto nella
precedente adunanza dai soci Cerruti e Guccia, sono eletti soci non residenti.

Memorie e Comunicazioni.

BURGATTI: Un feorema di Meccanica.

ADUNANZA DEL 22 LUGLIO 1894. (Presidenza F. Caldarera).

Corrispondenza. — La Facolta di Lilla propone il cambio delle sue pub-
blicazioni coi Rendiconti del Circolo. Il Circolo aderisce.

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il dot-
tore Federigo Enriques (Bologna), prop.osto dai soci Castelnuovo e Guccia,
¢ eletto socio non residente.

pE VRIES: Zur Theorie der Tripelsysteme.

KANTOR : Sur les courbes hyperelliptiques portant des correspondances univoques.

ADUNANZA DEL 12 AGOSTO 1894. (Presidenza F. Caldarera).

Corrispondenza. — 1l dott. F. Enriques (Bologna) ringrazia per la sua
ammissione a socio del Circolo. — La R. Accademia di Torino partecipa la morte
del suo presidente prof. comm. Michele Lessona, senatore del Regno,av-
venuta il 20 luglio u. s. -

Ammissione di nuovi soci. — Dietro vorazione a schede segrete, il signor
Fortunato Bucca (Palermo), proposto nella precedente adunanza dai soci
Tore!li e Certo, & eletto socio residente.

Memorie e Comunicazioni.

LAISANT: Note sur les invariunts des polindmes entiers.

ADUNANZA DEL 26 AGOSTO 1894. (Presidenza F. Caldarera).
Affari interni.
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ADUNANZA DELL’11 NOVEMBRE 1894. (PresidenzaM.L. Albeggiani).

Memorie e Comunicazioni.

FANO ed ENRIQUES: Sui postulati fondamentali della Geometriu projettiva
(Corrispondenza).

MOORE : Concerning Triple Systems.

GERBALDI: Sulle involuzioni di specie qualunque.

ADUNANZA DEL 25 NOVEMBRE 1894. (Presidenza M. L. A 1b eggiani).
Affari interni.

ADUNANZA DEL 9 DICEMBRE 1894. (Presidenza F, Caldarera).

Corrispondenza. — 1l PreSIDENTE partecipa alla Societa che S. E. il Mi-
nistro della P. L., con lettera del 22 otlobre 1894, ha concesso al Circolo un sus-
sidio di L. 800 per la pubblicazione dei suoi Rendiconti, 11 Circolo delibera, al-
'unanimita, un voto di ringraziamento a 5. E. il Ministro.

Memorie e Comunicazioni.

GUCCIA : Sui vincoli esistenti fra i punti di contatto delle tangenti condotle
da un punto a k curve algebriche piane.

L’Autore comunica il seguente enunciato, che & una generalizzazione di una
proposizione da lui dimostrata nel n° 76 delle sue Ricerche sui sislemi lineari di
curve algebriche piane, dotati di singolaritd ordinarie (Memoria II*) (questi Ren-
diconti, t. IX, pp. 1-64):

TEOREMA. — Siano nel piano:

Cs Caiyun oo

k curve algebriche, d’ordini
My Mys oue B,y
le quali pa.;r.sano, per un medesimo punto O, rispetiivamente con
L UL Sy (2; >x 0)
rami a tangenti distinte e diverse per due qualunque di esse,
Esiste un sistema lineare oo *=* di curve, [®), dell’ordine n; 4 n, + . +m — 1,

la curva generica del quale passa :
con g =} o, & ... o vami pel punlo O ed ha ivi le stesse tangenti delle

P T T N R R B
con un ramo, @ tangente mobile, per ciascuno degli ulteriori

. Z(ﬂiﬂj—“im,‘)
1

punti d’incontro delle curve C,y Cyy oo Cy, due a due;
con un ramo, a tangente mobile, per ciascuno dei

Z [t (g — 1) — o (0 4 1)]
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punti di contatto delle rette che si possono condurre da O a loccare altrove le curve

GG
Indicando con
|Clp

un gruppo qualynque di p (0 Lp Lk) curve scelle fra le k curve date Cy 5 Cy 5. Ci
e con :

|C|J:__.p
il gruppo delle curve residuali, il sistema lineare oo *=' [©] contione una curvy ©',
tale che :

19 in uno qualsiasi, a, degli ulteriori punti comuni ad una ocurvd del gruppo
[Cly e ad una curva del gruppo |Clip ha per tangente la retta Og;

20 in uno qualsiasi, b, degli ulteriori punti comuni a due curue del gruppo
|Clp (ovvero a due curve del gruppo |Cli—p)s ha per tangente la retta contugata ar-
monica di Ob rispetio alle due tangenti in b alle detle due curve. ;

11 numero delle curve ©! (associate alle singole coppie 1Cly, |Clip) &2

1 =t k e kY
S i) el

ADUNANZA DEL 23 DICEMBRE 1894. (Presidenza F. Caldarera),

Corrispondenza. — Il socio Gerbaldi fa dono al Circolo dellopera in
due volumi intitolata: Scritti di Leonardo Pisano pubblicati da B. Bon-
compagni (Roma, 1857, 1862). Il Circolo ringrazia.

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazioni a schede segrete, i signori:
prof. Alexander Mac farlane (Ithaca, New-York, U, S. A,), proposto nella
precedente adunanza dai soci Guccia e Gerbaldi, e prof. Grego rio Ricci
(Padova), proposto nella precedente adunanza dall’Ufficio di Presidenza, sono eletti
soci non residenti; ed il sig. dott. Ezio Cresc ini (Palepma), proposto nella
precedente adunanza dai soci Certo e Cantone, & eletto sogio residente.

Memorie e Comunicazioni.

GARIBALDI: Intorno all’annullarsi di un invariante.

PENNACCHIETTI : Sull’equilibrio delle superficie flessibili ed inestendibili.

MACCAFERRL; Su di un teorema fondamentale relativo agli elementi comuni
di due coniche in un piano.

ADUNANZA DEL 13 GENNAJO 189;. (Presidenza F. Caldarera).

Corrispondenza. — Con lettera del 27 dicembre 1894, il dott. Carlo
Bigiavi si dimette da socio del Circolo.

Ammissione di nuovi soci. —Dietro votazioni a schede segrete: il Mar-
chese Gabriele Terzi (Bergamao), proposto nella precedente adunanza dai
soci Torelli e Guccia, & eletto socio mon residente, ed il sig. Michele De
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Franchis (Palermo), proposto nella precedente adunanza dai soci Guccia e
Gerbaldi, & eletto socio residente,
Memorie e Comunicazioni.
PENNACCHIETTI : Sull’integragione dell’equazione di P oisson.
BORTOLOTTI (Sig.ns Emma): Sulle fragioni continue algebriche periodiche.
VIVANTL: Preliminari per lo studio delle funzioni di due variabili,

ADUNANZA DEL 27 GENNAJO 1895. (Presidenza F. Caldarera).

Affari interni. — Esposizione ed approvazione del Conto consuntivo del-
'esercizio 1894, reso dal Tesoriere, e del Bilancio di previsione pel 1895..

Ammissione di nuovi soci. — S. E. il Generale L. F. Menabrea,
marchese di Val Dora, & eletto, per acclamazione, socio non residente.

Memorie e Gomunicazioni.

MENABREA : Un: pagina di storia vera sul Traforo delle Alpi tra Bardon-
necchia e Modana. [Per desiderio espresso dall’Autore questo manoscritto sar
conservato negli Archivi della Societa].

ADUNANZA DEL 10 FEBBRAJO 1895. (Presidenza F. Caldarera).

Corrispondenza. — Il Presipenre da il triste anunzio della morte del si-
gnor T.-J. Stieltjés, professore di Calcolo differenziale ed integrale nella Fa-
colta di Scienze di Tolosa, avvenuta in Tolosa il 31 dicembre 1894. — S. E. il
Generale Mena brea, marchese di Val Dora, ringrazia per la sua ammissione
a socio del Circolo.

Memorie e Comunicazioni.

BERZOLARI : Sulle secanti multiple di una curva algebrica dello spazio a tre
od a quallro dimensioni.

MURER : [ divisori dei numeri della forma a* — 1.

ADUNANZA DEL 24 FEBBRAJO 1895. (Presidenza G. B. Guccia).
Armmissione di nuovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il dottor
Tullio Levi Civita (Padova), proposto nella precedente adunanza dai soci

Pincherle e Guccia, & eletto socio non residente.

ADUNANZA DEL 10 MARZO 189;. (Presidenza F. Gerbaldi).

Ammissione di nuovi soci.—Dietro votazioni a schede segrete, i signori ;
Giovanni Di Pirro (Roma), proposto nella precedente adunanza dai soci
Cerruti e Guccia, e l'ing. Angelo Neppi Modona (Girgenti), proposto
nella precadent: adunanza dai soci Gerbaldi e Guecia, sono cletti soci non residenti.

Memorie e Comunicazioni.

DI PIRRO: Sulle trasformazioni delle equazioni della Dinamica.

GARIBALDI: Un piccolo contributo alla teoria degli aggregati.
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ADUNANZA DEL 24 MARZO 1895. (Presidenza F. Caldarera).
Affari interni.

ADUNANZA DEL 14 APRILE 1895. (Presidenza F. Gerbaldi).
Memorie e Comunicazioni.
ASCIONE: Su di un teorema di Geometria proiettiva. |Vedi p. 208}
ADUNANZA DEL 28 APRILE 189;. (Presidenza G. B. Guccia).
Ammissione di nuovi soci.—Dietro votazioni a schede segrete, i signori:
dott. Gerolamo Cordone (Genova), proposto nella precedente adunanza dai
soci Loria e Garibaldi, ed il sig. dott. Paolo Painlevé (Parigi), proposto
nella precedente adunanza dai soci Humbert e Guccia, sono eletti soci non residenti.
Memorie e Comunicazioni.
VIVANTI: Sulla irrazionalitd icosaedrica.
ADUNANZA DEL 12 MAGGIO 1895. (Presidenza F. Caldarera).
Memorie e Comunicazioni.
CORDONE : Sulla congruenza gencrale di 4° grado secondo un modulo primo.
ADUNANZA DEL 26 MAGGIO 1895. (Presidenza G. B. Guccia).
CORDONE : Sulla congruenza generale di 4° grado secondo un modulo primo.

(Continuaz, e fine).

ADUNANZA DEL g GIUGNO 1895. (Presidenza F. Gerbald i).
Affari interni.
ADUNANZA DEL 23 GIUGNO 1895. (Presidenza G. B. Guccia).

Memorie e Comunicazioni. :
PICARD : Sur la théorie des groupes et des surfaces algébriques.

ADUNANZA DEL 14 LUGLIO 189;5. (Presidenza G. B. Guccia).

Memorie & Comunicazioni.
DICKSON : 4 Quadratic Cremona Transformation Defined by a Conic.

ASCIONE: Errata-Corrige alle Osservazioni: « Su di un teorem: di Geome-
tria proieftiva » (questi Readicoati, t. IX, pag. 208). A linee 34, 35 invece di
« E poiché il gruppo URMM, & prospeltivo al gruppo (Ud. r, s, 5, )» leggasi:
« E poiché il gruppo URMM, ¢ prospettivo al gruppo di punti secondo cui S8, seca
«il gruppo (U4, r, s, 5. ). Questa correzione & gid comparsa nella seconda
edizione delle Legioni di Geometria proiettiva del prof. Achille Sannia,

Napoli, B. Pellerano, 1895.
ALAGNA : Le relagioni irredultibili fra gl'invarianti di una forma qualunque

&’ otlavo ordine.
G. B. G.
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ERRATA CORRIGE.

A pagina 309 del t. VII, dopo la linea 14 aggiungasi: ,

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il dottore
Giuseppe Lauricella (Girgenti), proposto nella precedente adunanza dai
soci Volterra e Guccia, & eletto socio non residente.
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Segre 165, 193.
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Staeckel 125, 183.
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Steiner 162, 166.
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Studnicka 264,
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Vandermonde 168. Weyr (Emilio) 260, 261, 262, 263.
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BIBLIOTECA MATEMATICA.

PUBBLICAZIONI NON PERIODICHE

PERVENUTE IN DONO AL CIRCOLO.

XII° ELENCO : maggio 1894-febbrajo 189s.

[Pedi gli Elenchi precedenti: t. VIII, pp. 1-10 e retro].

Accademia dei Lincei (Roma). Annuario 1895 (anno CCXCII). Roma, 1895.

Amici, N. (Montecassino). Risoluzione della congruenza x™ = (mod 2¥). Rend.
Cire. Matem., VIII, 1894. A

Antomari, X. et Laisant, G-A. (Paris). Questions de Mécanique a I'u-
sage des éleves de Mathématiques spéciales, Paris, Librairie Nony et Cie,
1895. : v

Arnoux, G. (Paris). Essais de Psycologie et de Métaphysique positives : Arith-
métique graphique: Les espaces arithmétiues hypermagiques. Paris, Gauthier-
Villars et fils, 1894.

Bianchi, L. (Pisa). [Fedi t. VIIL, p. 1]. Sulle superficie i cui piani principali
hanno costante il rapporto delle distanze da un punto fisso. Rend, Ace, Lincei,

5 agosto 1894.
— Sulla interpretazione geometrica del teorema di Moutard, Ibid., 17 giu-

gno 1894.
—  Lezioni di Geometria Differenziale (Seconda meta dell’opera). Pisa, Enrico

Spoerriy 1895.
— Complemento alle ricerche sulle forme quaternarie quadratiche e sui gruppi

poliedrici. Ann. Matem., XXIIL, , 1895,
Rend, Cir¢. Matem., t. 1X, parte 22, e
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— Il metodo di Riemann esteso alla integrazione della equazione:

T
0%,0%, -~ Omy .
Rend. Ace. Lincei, 6 gennaio 1893.

Boncompagni, B. Scritti di Leonardo Pisano, matematico del secolo
decimoterzo pubblicati da Baldassare Boncompagni. — Volume I.
Leonardi Pisani, Liber abbaci, Roma, 1857.—Volume II. Leonardi
Pisani, Practica Geomelriae ed opuscoli. Roma, 1862.

Borghese, F. (Messina). Un problema sulle trasformazioni piane multiple.
Giorn. di Battaglini, XXXII, 1894.

Bortolotti, Emma (Bologna). Sulle frazioni continue algebriche periodiche.
Rend. Circ. Matem., 1X, 1895,

Brambilla, A. (Napoli). [#edi t. VIII, p. 2], La curva doppia di una partico-
lare superficie razionale del g° ordine. Ibid., XXXII 1894. :

Brill, A. und Noether, M. (Tibingen, Erlangen). [Pedi t. VII, p. 2; t. VI,
p. 8]. Die Entwicklung der Theorie der algebraischen Functionen in ilterer
und neuerer Zeit. Juhresh. d. Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 111, 1893.

Brisse, Ch. (Paris). Cours de Géométriz Descriptive 4 ’usage des éléves de
’enseignement secondaire moderne. Paris, Gauthier-Villars et fils, 1895.

Burali-Forti, G. (Torino). [7edi t. VIII, p. 2]. Logica Matematica. [Manuali
Hoepli]. Milano, 1894. ,

— Sulle classi ordinate e i numeri transfiniti. Rend. Circ. Matem., VIII, 1894.

Bureau des Longitudes (Paris). Annuaire pour ’an 1895. Paris, Gauthier-
Villars et fils, 1895.

Burgatti, P. (Roma). Un teorema di Meccanica. Rend. Circ. Matem., IX, 1895.

Caldarera, G. (Catania). [Pedi t. VIIT, p. 3]. Svilunpo d’un determm'mte par-
ticolare ad # variabili. Atti Adec. Gioenia di Catania, VII, , 1894.

Capelli, A. (\Iaaoh) [Vedi t. VIT, p.2]). «Giuseppe Battaglini». Cenno
biografico. Giorn. di Battaglini, XXXII, 1894.

—  L’Analisi Algebrica e linterpretazione fattoriale delle potenze, Ibid., XXXI,
1893.

— DelPimpossibiliti di sizigie fra le operazioni fondamantali permutabili con
ogni altra operazione di polare fra le stesse serie di variabili. Rend. Aee. Sc.
Fis. e Mat. di Napoli, 10 giugno 1893.

— Sulla separazione delle radici delle equazioni mediante il Calcolo delle
Differenze. — Nota I. Ibid., 17 novembre 1894.—Nota II, Ibid., 15 dicembre
1894.

— Lezioni di Algebra complementare ad uso degli aspiranti alla Licenza
Universitaria in Scienze Fisiche e Matematiche, Napoli, Libreria di B. Pel-
lerano, 1895,
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Castellano, F. (Torino). Alcune applicazioni cinematiche della Teoria dei Vet-
tori. Rivista di Matem., 1892.

— Alcune proprieta delle accelerazioni d’ordine qualunque nel moto di una
figura piana nel suo piano. Ibid., 1893.

— Applicazioni della Teoria dei Vettori al moto centrale di un punto ed alla
risoluzione dei problemi relativi. At R. Acc. Sc. di Torino, XXIX, 3 di-
cembre 1893.

— I complesso delle accelerazioni d’ordine qualunque dei punti di un corpo
in movimento. Ibid., XXIX, 28 gennaio 1894.

— Elementi di Algebra ad uso dei Licei, Istituti Tecnici e Scuole Militari.
Torino, Fratelli Bocca, 1891,

— Lezioni di Meccanica Razionale. Torino, Tip. G. Candelletti, 1894.

Castelnuovo, G. (Roma). [Pedi t. VIII, p. 3]. Sulla razionalita delle involu-
zioni piane. Mathem. Annalen, XLIV, 1894.

— Sulle superficie algebriche che contengono una rete di curve iperellittiche,
Rend. Acc. Lincei, 20 maggio 1894.

Del Re, A. (Modena). [Fedi t. VIII, p. 3]. Costruzione delle 16 rette di una
superficie del 4° ordine a conica doppia e dei 5 relativi conidi Kummer.
Atti Soc. Naturalisti, Modena, XII;, 1894.

— Joseph Gillet. Théorie des plans hypercycliques des surfaces du second
degré. Periodico di Matem., 1X, 1894.

— Sulla superficie del 5° ordine con 5 punti tripli ed una cubica doppia.
Nota III. Rend. dcc. Lincei, 1 luglio 1894.

Eck, B. (Bonn). Ueber diz Verteilung der Axen der Rotationsflichen 2. Grades,
welche durch gegebene Punkte gehen. Inangural-Dissertation. Bonn, 1890.

Enestrim, G. (Stockholm). [Fedi t. VIII, p. 4]. Om Taylors och Nicoles
inbdrdes fortjinster betriffande differenskalkylens fdrsta utbildande. Ofversigt
af Kongl. Vetenskaps-Ak. Forhandlingar, 11 april 1894.

— Um uppkomsten af tecknen - och — samt de matematiska termerna « plus»
och «minus». Ibid., 9 maj 1894.

— Um upptickten of sittet att medelst differentiation bestimma virdet af en
brakfunction, da tiljare och nimnare samtidigt blifva noll. Ibid., 6 juni 1894.

Fabris, V. (Aquila). Pico Fonticulano elasua Geometria. Aquila, 1894.

Fano, G. (Roma). [Vedi t. VIIIL, p. 4]. Sopra alcune considerazioni geometriche
che si collegano alla teoria delle equazioni differenziali lineari, Due Note.
Rend. Acc. Lincei, 6 ¢ 20 gennaio 1895.

Fano, G. ed Enriques, F. (Roma, Bologna). Sui postulati fondamentali della
Geometria projettiva. (Corrispondenza). Rend. Circ. Matem., 1X, 1895.

Fellini, D. (Forii). I poliedri regolari stellati. Forli, Tip. Croppi, 1895.

Fouret, G. (Paris). [Vedi v. VIII, p. 4]. Sur le nombre des plans tangents que
l'on peut mener 4 une surfacz algébrique par une droite multiple de cette
surface. Rend. Circ. Matem., VIII, 13 maggio 1894.
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Galdeano, Z. G. de (Zaragoza), [Vedi t. VIII, p. 4]. El concepto del imagina=
rismo en la ciencia matematica. Conferencia. Zaragoza, C. Arifio, 1894.
Gerbaldi, F. (Palermo), [Pedi t. VIII, p. 4]. Sulle singolaritd della Jacobiana

di tre curve piane. Rend. Circ. Matem., VIII, 1894.
— Sulle involuzioni di specie qualunque. Jbid., I1X, 1895,

Giudice, F. (Genova), [Vedi t. VIIL, p. 5]. Teoria delle seric. Parte VIII del
Formulario. Rivista di Matem., 1894.

— Sui polinomii. Periodico di Matem., IX, 1894.

Grousintzew, A.-P. (Karkoff), La théorie électromagnétique de la lumiére.
Karkoff, 1893,

Guccia, G. B. (Palermo). [Vedi t. VIII, p. 5]. Sulle inveluzioni di specie qua-
lunque dotate di singolaritiy ordinarie, Rend. Circ. Matem., VIII, 1804.

— Ricerche sui sistemi lineari di curve algebriche piane, dotati di singolaritd
ordinarie. (Memoria II*). Ibid., 1X, 1895.

Heinrichs, E, (Wermelskirchen). Ueber den Biindel derjenigen kubischen Raum-
curven, welche ein gegebenes Tetraeder in derselben Art zum gemeinsamen
Schmiegungstetraeder haben. Inaugural-Dissertation. Wermelskirchen, 1887.

Humbert, G. (Paris). [Fedi t. V, p. 4]. Sur la théorie générale des surfaces
unicursales. Math. Annalen, XLV, 1894.

— Sur quelques points de la théorie des courbes et des surfaces algébriques.
Premier Mémoire. Journ. de Math. pures et appliquées, X, 1894.

— Sur un complexe remarquable de coniques et sur la surface du troisiéme
ordre. Journ. Ecole Polyt., LXIV, 1894.

— Sur les surfaces de Kummer elliptiques. dmerican Journ., XVI, 1894.

Kantor, S. Sur les courbes hyperelliptiques portant des correspondances uni-
voques. Rend., Circ. Matem., IX, 1895.

Laisant, G.-A. (Paris). [Fedi t. VIIL, p. 5]. Note sur les invariants des polyno-
mes entiers, Rend. Circ. Matem., VIII, 1894,

Laurent, H. (Paris), Trait¢ d’Algtbre. Compléments, Quatri¢me Partie: Theorie
des polynémes 2 plusieurs variables. Paris, Gauthier-Villars et Fils, 1894

Lemoine, E. (Paris). [Fedi t. VIII, p. 6]. Nuevo medio de obtener formulas en
la Geometria del tridngulo. El Progreso Mat., Ao 1V, 1894.

— Notes de G.ométrie. Association Frangaise. Congrés de Besangon, 1893.
— Compléments de Géométrographie. Ibid., 1893. ‘
— Application au tétraddre de la transformation continue. Ibid., 1893.

Longchamps, G. de (Paris). [Fedi t. VIIL, p. 6. Sur un trisecteur. Association
Frangaise. Congrés de Besangon, 1893.

— L’Arithmétique avec les figures négatives. [bid., 1893.

— L’espace infinitésimal antour d’un point d'inflexion. Ibid., 1893.

— Un théoréme sur la géométrie des masses. [bid,, 1893.

— Note sur les travaux scientifiques de M. G, de Longchamps, Paris,
Imprimerie Chaix, 1894.
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Lucas, Ed. [Vedi t. VIII, p. 6]. Récréations mathématiques. [V, Le Caleundrier
perpétuel. L’Arithmétique en boules, L’Arithmétique en batons. Les Mérelles
au XIII¢ siecle, Les Carrés magiques de Fermat. Les Réseaux et les Do-
minos, Les Régions et les quatre Couleurs. La Machine 34 marcher. Paris,
Gauthier-Villars et fils, 1894.

Maccaferri, E. (Bologna). Su di un teorema fondamentale relativo agli ele-
menti comuni di due coniche in un piano. Rend. Circ, Matem., 1X, 1895.

Macfarlane, A. (Austin, Texas). [Vedi t. VIIL, p. 6]. The fundamental Theo-
rems of Analysis generalized for Space. Boston, 1892.

— On the Definitions of the Trigonometric Functions. Boston, 1893.

— On the Analytical Treatment of Alternating Currents. New York, 1893.

Masoni, U, (Napoli). [Fedi t. VILI, p. 7]. Sulle bocche a stramazzo rigurgita-
tive. Atti Acc. Pontaniana, 4 marzo 1894.

Mattina, G. (Palermo). [Vedi t. VIIL, p. 7]. Studio sulla pseudosfera. Palermo,
1894.

Menabrea, L. F, (Chambéry). [Fedi t. II, p. 59]. Sperienze sul tiro e Vef-
fetto delle armi da fuoco eseguite a Metz nel 1834. Il Subalpino, maggio
1836.

— Discours sur la vie et les ouvrages du Chevalier Georges Bidone.
Mem. Ace. di Torino, IV,, 1841.

— Mémoire sur les quadratures. Ibid., VIII,, 1844.

— Ftudes sur la série de Lagran ge. Turin, Imprimerie Royale, 1844-47.

— Discours prononcé par le député Menabrea dans la séance du 21 mars
1854. _

— Sopra una teoria analitica dalla quale si deducono le leggi generali di
varii ordini di fenomeni che dipendono da equazioni differenziali lineali, fra
i quali quelli delle vibrazioni e della propagazione del calore ne’ corpi so-
lidi. Ann. di Sec. Mat, e Fis., settembre 1855.

— Rapport de la Commission technique Internationale convoquée a4 Paris
pour l'examen des questions re!atives a I"amélioration des bouches du Danube.
Paris, Impr. Impériale 1858.

— Nouveau Principe sur la Distribution d\,s tensions dans les systémes é&la-
stiques. Comptes Rendus, XLVI, 31 mai 1858.

— Note sur le percement des Alpes entre Modane et Bardontche. Compies

Rendus, XLVI, 21 juin 1858,
Note sur les effets du choc de I'eau dans les conduites. Comptes Rendus,

XLVII, 2 aoft 1858,
— Interpellanza del Senatore Menabrea al Ministro della Marina. Atti del Se-

nato, 11 luglio 1862.

Il Genio nella Campagna d’Ancona e della Bassa Italia (1860-61). Tes:o
e Atlante. Torino, G. Favale, 1864.

Relazione dell’Ufficio Centrale sul progetto di legge relativo alla spesa
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straordinaria di L. 79,700,000 per lavori di difesa dello Stato. Senato del
Regno, 1873-74.

Niewenglowski, B. (Paris). Cours de Géométrie analytique A lusage des
¢léves de la Classe de Mathématiques spéciales et des Candidats aux Ecoles
du Gouvernement. Tome I: Sections Coniques. Paris, Gauthier-Villars et
Fils, 1894.

Ocagne, M. d’ (Paris). [Vedi t. VIII, p. 8]. Sur la composition des lois d’er-
reurs de situation d’un point. Comptes Rendus, CXV, § mars 1894.

Pennacchietti, G. (Catania). [Vedi t. VIII, p. 81. Sullequilibrio delle super-
ficie flessibili e inestendibili. Rend. Circ. Matem., IX, 1895.

Picard, E. (Paris). [Fed: t. VIII, p. 8]. A propos de quelques récents travaux
mathématiques.—Sur la théorie des surfaces algebriques. Rend. Circ. Matem.,
IX, 189s.

Pieri, M. (Torino). [Vedi t. VIII, p. 8]. Per trovare i raggi di massima e mi-
nima curvatura nelle superficie quadriche. EI Progreso Matem., 1V, 1894.

— Trasformazione d’ogni curva algebrica in altra priva di punti multipli.
Rivista di Matem., 1894.

— Teoremi da dimostrare. Giorn. di Battaglini, XXXI, 1893.

Pinto, L. (Napoli). [Vedi t. VII, p. 7). L’Elettricita modo di movimento dello
stesso elere luminoso e calorifico. At Acc. Pontaniana, 15 aprile 1894.

— «Giuseppe Battaglini». Parole lette dal Socio Segretario L. Pinto.
Rend. Acc. Sc. Fis. ¢ Mat. di Napoli, 5 maggio 1894.

Porro, F. (Torino). [Fedi t. VIII, p. 8].- Astronomia sferica elementarmente
esposta. Roma, Soc. Dante Alighieri, 1894.

Reina, V. (Roma). [Vedi t. VI, p. 9]. Azimut assoluto di Monte Cavo sul-
Porizzonte della Specola Geodetica di S. Pictro in Vincoli, in Roma. R. Com-
missione Geodetica Italiana. Padova, 1894.

— Sulla lunghezza del pendolo semplice 1 secondi in Roma. Esperienze ese-
guite dai prof. G. Pisati ed E. Pucci. Mem. R. Acc. Lincei, 1, 4 di-
cembre 1892,

Riccardi, P. (Modena). Intorno ad alcune edizioni dell’« Algorismus» del S a-
crobosco. Bibliotheca Math., 1894,

Ricci, G. (Padova). [Vedi t. 111, p- 40]. Della equazione di condizione pei pa-
rametri dei sistemi di superficie che appartengono ad un sistema triplo orto-
gonale. Rend. Ace. Lincei, III, , 1894.

Riccd, A. (Catania). Sulla percezione piil rapida delle stelle pitt luminose, Me-
morie della Societd degli Spettroscopisti Italiani, XXII, 1893.

— Sui movimenti microsismici. Ibid., XXII, 1893.

. — Osservazioni astrofisiche solari eseguite nel R. Osservatorio di Catania —
Statistica delle macchie solari nell’anno 1892, Ibid,, XXII, 1893.

— Sulla relazione fra le perturbazioni magnetiche e le macchie solari. Ibid.,
XXIII, 1894,
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— La lava incandescente nel cratere centrale dell’Etna e fenomeni geodina-
mici concomitanti. Annali dell’Ufficio Centrale di Meteorologia e Geodinamica,
XV, 1893.

— Velocita di propagazione delle principali scosse del terremoto di Zante a
Catania. Rend. Acc. Lincei, 4 marzo 1894.

Riccd, A. ¢ Saija, G. Osservazioni termometriche eseguite nel R, Osservatorio
Etneo. Boll. Acc. Gioenia di Catania, 25 febbrajo 1894, -

Riccd A. ¢ Tringali, E. Sulla temperatura del suolo, Ibid., 26 novembre 1893
e 14 gennajo 1894.

Ruffini, F. P. (Bologna). [Vedi t. VIII, p. g]. Delle pedali delle parabole cu-
biche divergenti. Mem. Acc. Sc. di Bologna, V., 25 novembre 1894.

Schrader, A. (Eversen). Geometrische Untersuchung der Geschwindigkeits-Kegel
urdd der Obarflichen gleichen Ganguntarschiedes optisch doppeltbrechender
Krystalle. Tnaugural-Dissertation. Minster, 1892.

Scuola d’applicazione per gl'Ingegneri in Roma. Annuario per I'anno
scolastico 1894-95.

Siacci, F. (Napoli). Sulle tensioni in un sistema elastico articolato. Nota I
Nota I Rend. Acc. Lincei, 111, 1804. :

Soler, E. (Palermo). [7edi t. VIIT, p.g]. Sopra una certa deformata della sfera.
Rend. Circ. Matem., VIII, 1894.

Somigliana, G. (Pavia). Sui sistemi simmetrici di equazioni a derivate parziali.
Annali di Matem., XXII , 1894.

— Sulla legge di razionalitd rispetto alle proprietd elastiche dei cristalli.
Rend. Ace. Lincei, 111, 4 marzo 1894.

— Sopr:} gli invariaati ortogonali di deformazione. Ibid., IV, 6 geanaio 1895.

— Sopra gli integrali delle equazioni della isotropia clastica. Nuovo Cimento,
XXXVI,. 1894. -

Stegemann, M. [Zedi t. VIII, p. 9]. Grundriss der Differential - und Integral-
Rechnung. IL. Theil: Integral-Rechnung, Hannover, 1894.

Stecloff, B. A. (Kharkow). Sur le mouvement d’un corps solide dans le liquide,
Annales de I'Univ. de Kharkow, 1893.

Studnitka, F. J. (Praga). O Kvaternionech. V. Praze, 1894,

Sturm, R. (Breslau). [#edi t. VIII, p. g]. Ueber den allgemeinen Complex
sweiten Grades. Sitzungsb. d. k. Akad. d. W, zu Berlin, 12 Juli 1894.
Torelli, G. (Palermo). [edi t. VIII, p. 10]. Sul gruppo monomio individuato
da una trasformazione infinitesimale projettiva. Rend. Circ. Matem., VIII,

1894. :

— Sulle equazioni finite del gruppo monomio individuato da una trasforma-
sione infinitesimale projettiva. Rend. R. Acc. Sc. Fis. e Matem. Napoli, 12 mag-
gio 1894.

__ Giuseppe Battaglini. Rend. Circ. Matem., VIII, 1894.

Université de Kasan. Pour le centitme anniversaire de la naissance de
N. L Lobatcheffsky. Kasan, 1894.
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University of Chicago (Founded by John D, Rockefeller). Programme
of the Departments of Mathematics and Astronomy. 1894-95.
Vivanti, G. (Pavia). [Fedi t. VIIL, p. 10]. Teoria degli Aggregati, Parte VI
del Formulario. Rivista Matem., 1894.
— Uecber Potenzreihen zweier Verinderlichen. Monatshefte f. Math. u. Phys.,
V, 1894.
— Preliminari per lo studio delle funzioni di due variabili, Rend. Circ. Matem.,
IX, 1895.
Vries, J. de (Delft). [Pedi t. VIII, p. 10]. Ueber mehrstufige Involutionen in
der Complexen Ebene. Ibid., V, 1894.
— Zur Theorie der Tripelsysteme. Rend. Circ. Matem., VIII, 1894.
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REPERTORIO BIBLIOGRAFICO
DELLE SCIENZE MATEMATICHE IN ITALIA.

(Continuazione, vedi t. VIII, pp. 11-164).

R. ISTITUTO VENETO DI SCIENZE, LETTERE ED ARTI.
(1840-1889) (*).

ELENCO DELLE PUBBLICAZIONI ED ABBREVIATURE.

A. I V. = Atti del Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti. Venezia (**).
Serie I, Tomr: I-VII (1840-1847); in-8°.
Serie I, Tomr: I-V (1850-1853); in-8°.
Serie 111, Tomt: I-XVI (1854-1871); in-8°.
Serie IV, Tomr: I-III (1871-1874); in-8°.
Serie V, Towmr: I-VIII (1874-1882); in-8°,
Sgrte VI, Tomr: [-VII (1882-1890); in-8°

M. I. V. = Memorie del Reale Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti. Venezia.
Vorumr ' I-XXII (1843-1887); in-4°

s. — Serie; t. = Tomo. v.= Volume; pp. = pagine.

1492. A 3.
MINICH (Serafino Raffacle), Notizie sul'e indagini intraprese e proseguite dal pro-
fessore S. R, Minich intorno alla risolubilitd generale delle equazioni al-
gebriche, ecc. [4. I V., 5. V, t. VII, pp. 905-919 (1880-81)].

1493. A 3.
MINICH (Serafino Raffaele). Sulle equazioni di quinto grado. [4°1° V.8 Vo,
t. VIII, pp. 307-323, 893-908 (1881-82)].
1494. A 3 b,
MINICH (Serafino Raffacle). Sopra un modo di dedurre il progressivo sviluppo della
equazione a’ quadrati delle differenze. [4. I V., s. IIL, t. IV, pp. 343-374

(1858-59)]-

1495. A 3d, A3e
BELLAVITIS (Giusto). Sul pii facile modo di trovare le radici reali delle equa-

() 11 lavoro di spoglio e di classificazione delle pubblicazioni del R, Istituto Veneto & dovuto al

prof. C. Somigliana,
ot delle prime tre serie portano il titolo: « Atti delle Adunanze dell’I. R. Istituto Ve-

neto di Scienze, Lettere ed Arti»,

Rend. Circ, Matem., t. IX, parte 2*,—Stampato il 30 maggio 1895. 2
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zioni algebriche, e sopra un nuovo metodo per la determinazione delle radici
immaginarie. [M. L V., v. IlI, pp. 109-219 (1847)).

1496. A3d, A3e
BELLAVITIS (Giusto). Sulla risoluzione numerica delle equazioni. [M. L 7.,
v. VI, pp. 357-413 (1856)].

1497. A 3d.
BELLAVITIS (Giusto). Appendice alle Memorie sulla risoluzione numerica delle
equazioni, inserite nei vol. 39 49 69,... |M. LV, v. IX, pp. 177-236 (1860)].

1498. A 3 d.
MINICH (Serafino Raffacle). Di un modo di arguire da principi gia noti il teorema
di Newton sul pitt piccolo numero delle radici immaginarie d’ogni equa-
zione algebrica. [4. I 7., s. ITI, t. XI, pp. 127-136 (1865-66)].

1499. A 3 d.

MINICH (Serafino Raffacle). Sopra altre regole analoghe a quelladel Newton,
che possono esibire un limite inferiore al numero delle radici immaginarie di
un’equazione algebrica. [4. L V., s, I, t. XI, pp. 211-223, 309-317
(1865-66)].

1500. A 3 d.
TURAZZA (Domenico). Del teorema di Sylvester. S e R N B T 0 E
Pp- 419-428 (1865-66)].

1501. A3e.
BELLAVITIS (Giusto). Determinazione numerica delle radici immaginarie delle
equazioni algebriche. [M. L V., v. XI, pp. 461-493 (1862)).

A Be (Vedi ni 1495, 1496).

1502, A3k, V2
MINICH (Serafino Raffaele). Sulle teorie di Lagrange e di Vander-
monde spettanti alla risoluzione generale delle equazioni algebriche e sulla
risoluzione delle equazioni di quarto grado per radici esteriori quarte, [4. I V.,
s. IIL, t. IV, pp. 19-38 (1858-59)].

1503. A4,
MINICH (Serafino Raffaele). Sulla risolubi'ita delle equazioni algebriche. [4. I V.,
s. III, t. III, pp. 629-636 (1856-57)].
1504. A 4,
BELLAVITIS (Giusto). Sulla risoluzione algebrica delle equazioni. [4. L V.,
s. I, t. IV, pp. 55-61 (1858-59)].

1505. A B b,
MINICH (Serafino Raffaele). Sopra una formo'a d'interpolazione del Pron y-
[4. L 7, s I, t. XII, pp. 1153-1160 (1867-68)].
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1506. B 1.
BELLAVITIS (Giusto). Sposizione elementare della teorica dei determinanti.

(M. L 7., v. VII, pp. 67-144 (1857)].

1507. B1, B3a.
GARBIERI (Giovanni), Sopra alcune classi di funzioni simmetriche. [4. I V.,
s. VI, t. I, pp. 33-74 (1882-83)].

1508. B4a.
BELLAVITIS (Giusto). Cenni elementari sui discriminanti invarianti e covarianti,
[4. I 7., s. 11, t. 1V, pp. 65-80, 83-90 (1858-59)].

1509. B 12,
BELLAVITIS (Giusto). Saggio sull’algebra degli immaginari. [M. 1. 7., v. 1V,

PP. 243-344 (1852)].

1510. B12 b.
BELLAVITIS (Giusto). Sulle origini del metodo delle equipollenze. [M, I V.,

v. XIX, pp. 449-491 (1876)].
B12 b. (Vedi n° 1533).

1511. G2 g.
BELLAVITIS (Giusto). Sul calcolo approssimato degli integrali d’ordine supe-
riore. [M. I V., v. VI, pp. g1-110 (1856)].

1512. C2g.
MINICH (Serafino Raffacle). Sopra due nuove formole onde integrare le funzioni di
ordine qualunque a pilt variabili indipendenti. [M. I 7., v. VI, pp. 473-509
(1856)].

1513. G 2.
TURAZZA (Domenico). Intorno al’uso dei compartimenti diseguali nella ricerca
del valore numerico di un dato integrale. [M. I 7., v. V, pp. 277-279

(1885)].

1514. G2j, TU.
SANTINI (Giovanni). Delle interpolazioni e quadrature meccaniche per gli usi
astronomici. [M. L 7., v. XIII, pp. 177-231 (1866)].

1515. D1a.
FAMBRI (Paulo). Nota sulle funzioni continue, le quali in un dato intervallo non
ammettono derivate. [4. I. ., s. VI, . III, pp. 823-831 (1884-85)].

1516. D3cy.
BASSANI (A.). Generalizzazione della formola di Lagrange. [4. L 7., 5. VI,
t. V, pp. 1163-1170 (1886-87)].
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F 8 g, (Vedi n° 1548).
1517. G1la.

MAINARDI (Gaspare). Sulla integrazione della formola essendo F, E,

3
E 'ﬁp‘
W funzioni intere di una medesima variabile. [M. I. V., v. 1I, pp. 401-424
(1845)].

1518. G3 £
MINICH (Serafino Raffaele). Sopra alcune nuove proposizioni relative alle trascen-

denti Abeliane. [4. L. V., s. I, t. VI, pp. 130-135 (1847)].

; 1519. G3 £

MINICH (Serafino Raflaele). Sugli integrali algebrici di un sistema di equazioni
differenziali, i cui termini sono integrabili per mezzo di trascendenti abeliane,
e sulla proprietd fondamentale di simili trascendenti. [M. L V. v III,
PP 269-328 (1847)).

1520. H 4.

MINICH (Serafino). Sulla espressione dell’integrale completo d’ogni equazione
lineare a due variabili per mezzo degli integrali particolari della stessa equa-
zione col secondo membro ridotto a zero. [M. I V., v. V, pp. 43-185

(1855)]-

1521." H 6 a.
MINICH (Serafino Raffaele). Sulle caratteristiche generatrici delle superficie curve;
e sulla teoria delle equazioni a derivate parziali, [M. L. V., v. XXII, pp. 169-230

(1884)].
1522. H7. :
GARBIERI (Giovanni). Sopra le equazioni alle derivate parziali. [4. L 7.,s. VI,
t. I, pp. 1173-1225 (1882-83)].
1523. H7.
GARBIERI (Giovanni). Sulla climinazione delle funzioni arbitrarie. [4. I. V.,
s. VI, t. V, pp. 831-841 (1886-87)].
1524. H10 d a.
RICCI (Gregorin). Nota sulla integrazione della equazione A, U=f. [4. LV,
s. VI, t. III, pp. 1439-1444 (1884-85)].
1525. 1 7.
CAZZANIGA (Pietro). Sui residui di ordine qualunque rispetto ai moduli primi.
[4. I 7., s. VI, t. IV, pp. 1271-1279 (1885-86)].
1526. Jlay.
BELLAVITIS (Giusto). Nota sul giuoco americano del 15, ecc. [4. L 7., 5.V,
t. VI, pp. g9o1-904 (1879-80)]. ;
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1527. d1e, Q2.

VERONESE (Giuseppe). Dimostrazione di una formola matematica di una serie
comprendente le formole di Kantor. [4. L 7., s. VI, t. I, pp. 137-143
(1883-84)]

1528. J 2 a.

BELLAVITIS (Giusto). Considerazioni sulla teoria della probabilita. [4. L V.,

s. 11T, t. II, pp. 299-319 (1856-57)]-

1529. J 2 b,
GRANDI (Agostino). Dimostrazione di un teorema della teoria dei numeri.
[4. L 7, s VL t. I, pp. 809-812 (1882-83)].

1530. J 2d.
MESSEDAGLIA (Angelo). Studi sulla popolazione. [M. I. 7., v. XII, pp. 505-594

(1864).

1531. J 2 e.

SANTINI (Giovanni). Compendiata esposizione del modo pilt vantaggioso di ri-
solvere una serie di equazioni lineari, risultanti da osservazioni tutte egual-
mente probabili per la determinazione degli elementi di una proposta teorica.
[M. L 7., v. XIV, pp. 477-510 (1868)].

1532. J 2 e.
BELLATI (Manfredo). Intorno a un modo di semplificare in alcuni casi appli-
cazione del metodo dei minimi quadrati al calcolo delle costanti empiriche.
[4. L 7., 5. V, t. I, pp. 849-863 (1874-75)].

J 2 g. (Vedi n° 1639).
1533. K, Bl2bh.

BELLAVITIS (Giusto). Soluzioni grafiche di problemi geometrici del primo e
del secondo grado trovate col metodo delle equipollenze. [M. L V., v. I,

pp. 225-267 (1843)].
1534. K, L.
BELLAVITIS (Giusto). Note intorno ad alcune questioni di matematica pura
elementare. [4. L 7., s. 1L, t. VI, pp. 165-208 (1860-61)].

1535. K9ax, Bl2bh
BELLAVITIS (Giusto). Dimostrazione col metodo delle equipollenze di alcuni
teoremi in parte considerati dai sig. Bellati e Ridolfi. ik Fis sl

t. VI, pp. 53-59 (1847)].
1536. K14 b.

MINICH (Serafino Raffacle). Di alcuni teoremi spettanti agli angoli solidi dei
corpi piano-superficiali. [4. 1. V., s. 1IL, t. VII, pp. 824-849 (1861-62)].
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K 14 b. (Vedi n° 1635).

1537. K201, TU.
LORENZONI (Giuseppe). Sulle formole fondamentali della trigonometria sferica
e su quelle che servono pel calcolo della parallasse nelle coordinate di un
astro. [4. I 7., s. V, t. III, pp. 1053-1069 (1876-77)].

1538. K 23.
CASSANI (Pietro). La projezione stereoscopica. [4. I. ., s. VI, t. 11T, pp. 1835-1848

(1884-85)].
L', (Vedi n° 1534).
1539. L'l c.

LAZZERI (Giulio). Nuovi teoremi sull’esagono di Pascal, [4. L ¥, s VI,
t. III, pp. 481-500 (1884-85)].

1540. L' 2 a.
CASSANI (Pietro). Intorno all’uso del sistema polo-tangenziale in alcune que-
stioni di geometria analitica. [4. I. 7., s. IV, t. III, pp. 2067-2074 (1873-74)]-

1541. L' 2 a,
REGGIO (Zaccaria). Sulla determinazione del polo di una retta data. [4. L V.,
s. V, t. VII, pp. 1117-1120 (1880-81)].

1542. L' 9 4.
CAMUS (Giulio). Ricerca geometrica della lunghezza di un arco di ellisse.
[4. I 7., s. VI, t. I, pp. 997-1003 (1882-83)].

1543. L' 17 e.
REGGIO (Zaccaria). Alcune ricerche sulle coniche. [4. L V., s. V, t. VIII,

pp. 649-672 (1881-82)].
1544. L' 18 c.
CASSANI (Pietro). Ricerche sulla Involuzione Quadratica. [4. L 7., s. III,
t. XVI, pp. 535-554 (1870-71)].
1545. L*1a.
BORDIGA (Giovanni Alfredo). Alcuni teoremi sulle quadriche analoghi a quello di
Pascal sulle coniche, [4 L 7, s. V, t. VI, pp. 1253-1259 (1880-81)].

1546. L2 11 d.
MAGGI (Pietro). Sopra una proprietd delle linee di curvatura principale delle
superficie. [4. L 7., s. I, t. I, pp. 64-66 (1850)].

1547. M*1
BELLAVITIS (Giusto). Relazioni di allineamento nei punti delle curve algebriche.
[M. L V., v. VIII, pp. 161-179 (1859)].
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1548. M'5e, F8gq. :
D’ARCAIS (Francesco). Sopra alcuni teoremi sulle curve piane del terzo ordine.
[4. L 7, s V,t VIIIL pp. 673-682 (1881-82)].

1549. M2l e.
GARBIERI (Giovanni). Sui fasci e sulle schiere di superficie. [4. L V., s. VI,

t. IV, pp. 943-994 (1885-86)].
1550. M?1e.
GARBIERI (Giovanni). Sulle superficie polari covarianti e sui loro invarianti si-
multanei. [4. I 7., s. VI, t. IV, pp. 1149-1199 (1885-86)].
1551. M*3 b. '
LAZZERI (Giulio). Le curve e le sviluppabili multiple di una classe di superficie
algebriche. [4. I V., s. VI, t. VI, pp. 171-188 (1887-88)].

1552. M* 4 e.
VERONESE (Giuseppe). Di una costruzione della superficie del 4° ordine dotata
di conica doppia. [4. L 7., s. VE t. II, pp. 1841-1842 (1883-84)].

1553. M*6d, Q2.
BORDIGA (Giovanni Alfredo). Intorno ad alcune superficie del 5° e del 6° or-
dine, che si deducono dallo spazio a sei dimensioni. [4. L 7., s. VI, t. IV,

pp. 1461-1501 (1885-86)].

1554. M* 6 b «.
MURER (Vittorio). Sulla superficie di 5° ordine dotata di quartica doppia di
1* specie. [4. I V., s. VI, t. V, pp. 1223-1227 (1886-87)].
1555. M*8, Q2.
BORDIGA (Giovanni Alfredo). Rappresentazione piana della: superficie rigata
normale. [4. L V., s. VI, t. IV, pp. 1085-1092 (1885-86)].
1556. M2 9,
BORDIGA (Giovanni). Di una certa superficie del 7° ordine. [4. L 7., s. VI,
t. V, pp. 1397-1403 (1886-87)].
1557. M34a, Q2.
CASTELNUOVO (Guido). Studio dell’involuzione generale sulle curve razionali

mediante la loro curva normale dello spazio a n dimensioni. [4. L 7., s. VI,
t. IV, pp. 1167-1199 (1885-86)].

1558. M3 6, Q2
BORDIGA (Giovanni Alfredo). Studio generale della quartica normale. [4. L 7.,
s. VI, t. IV, pp. 503-525 (1885-86)].
1559. M3 6 a.
BRAMBILLA (Alberto). Ricerche analitiche intorno alle curve gobbe razionali
del 4° ordine. [4. L 7., s. VI, t. III, pp. 1471-1489 (1884-85)].
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1s60. N*, Q2. :
BORDIGA (Giovanni Alfredo). Complessi e sistemi lineari di raggi sugli spazi
superiori, — Curve normali che essi generano. LSl ahs s ViL IV,
pp. 163-189 (1885-86)].

1561. N' 1.
BORDIGA (Giovanni). Dei complessi in generale nello spazio a 4 dimensioni
ed in particolare di alcuni di primo ordine; loro proiezione e rappresenta-
zione nello spazio ordinario. [4. I. 7., s. VI, t. VI, pp. 919-962 (1887-88)].

1562. N*1a.
D'EMILIO (Raffaele). Le superficie rigate di una congruenza lineare. [4. I 7.,

s. VI, t. III, pp. 1265-1275 (1884-85)].
1563. N*1g.
CASTELNUOVO (Guido). Sopra una congruenza del 3° ordine e 6° classe dello
spazio a 4 dimensioni e sulle projezioni nello spazio ordinario. [4. I. V.,
s. VI, t. V, pp, 1249-1281 (1886-87); s. VI, t. VI, pp. 525-579 (1886-87)].

1564. O 2 a.
REGGIOQ (Zaccaria). Quadratura di certe aree circolari. [4. 1. V., 5. V, t. VII,

pp. 1097-1116 (1880-81)].
1565. O 2 i,
MINICH (Serafino Raffaecle). Sulle coniche osculatrici delle curve piane, e sopra
un problema della geometria di posizione del Carnot. [M. L 7, v. VI,
pp. 111-196 (1856)].
1566. O B L

LORENZONI (Giuseppe). Dimostrazione della equazionedi Clairaut indipen-
dente dalla proprieta della linea geodetica di essere la brevissima. [d. 1 V.,

s. V, t. 1L, pp. 591-597 (1875-76)].

1567. 0 6.
GARBIERI (Giovanni). Sulle superficie inviluppi. [4. L. 7., s. VI, t. II, pp. 1201~
1219 (1883-84)].
1568. P 1.
CASTELNUOVO (Guido). Studio sulla omografia di seconda specie. [4. L V.,
s. VI, t. V, pp. 1041-1115 (1886-87)].

1569. Pla.
FAVARO (Antonio). Intorno alla costruzione delle punteggiate proiettive simili.
[4. I 7, s. IV, t. III, pp. 1024-1031 (1873-74)].

1570. P4 g.
MONTESANO (Domenico). Di alcuni gruppi chiusidi trasformazioni involutorie
nel piano e nello spazio. [4. L V., s. V1, t. VI, pp. 1425-1444 (1887-88)].
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1571. P 6a.
LAZZERI (Giulio). La rappresentasione dello spazio rigato sopra un piano con-
nesso e sua applicazione allo studio dei connessi lineo-lineari. (4. L 7.,

s. VI, t. III, pp. 247-268, 437-474 (1884-85)].

1572. Q 2.
VERONESE (Giuseppe). Sulla geometria descrittiva a quattro dimensioni. (4. LV,

s. V, t. VIII, pp. 987-1024 (1881-82)].

1573. Q 2.
CASTELNUOVO (Guido):; Angoli di due spazi contenuti nello spazio a n dimen-

sioni. [4. L 7., s. VI, t. III, pp. 1331-1348 (1884-85)].

1574. Q 2.
BORDIGA (Giovanni Alfredo). Corrispondenza di polaritd negli spazi superiori.
[4. L V., s. VI, t. III, pp. 2097-2105 (1884-85)].

1575. Q 2.
CASSANI (Pietro). Ricerche geometriche negli spazi superiori. [4. I 7., s. VI,

t. IV, pp. 227-241 (1885-86)].
Q 2. (Vedi 0l 1527, 1553, 1555, 1557, 1558, 1560).

1576. R1b.
BELLAVITIS (Giusto). Applicazione della cinematica alla curvatura di tutte le
trajettorie descritte dai punti di un sistema piano invariabile. [4. I. 7., s. 111,
t. IV, pp. 991-1001 (1858-59)].

1577. R1ec.
MINICH (Serafino Raffaele). Alcune considerazioni sul moto progressivo e rota-
torio dei solidi liberi. [4. L 7., s. I, t. III, pp. 321-341 (1844)].

1578. R1ec.
MINICH (Serafino Raffacle). Sui raggi osculatori delle curve descritte da warii
punti d’un sistema invariabile, che si muove con moto continuo intorno
ad un punto fisso. [4. I 7, s. III, t. V, pp.. 183-195 (1859-60)].

1579- R1le.
BELLAVITIS (Giusto). Esposizione di una facile costruzione geometrica della
soluzione del problema di determinare ipoli dei circoli osculatori delle curve
descritte dai punti di una sfera che si muove intorno al proprio centro.

[4. L 7., s 1L t. V, pp. 195-196 (1859-60)].

1580. R1c.
BELLAVITIS (Giusto). Sul movimento istantaneo intorno ad un punto, [4. I, V.,
s. I, t. V, pp. 519-524 (1859-60)].
Rend, Circ, Matem., t. IX, parte 2*,—Stampato il 5 giugno 1895. 3
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1581. R1ec.

TURAZZA (Domenico). Intorno ad un nuovo teorema relativo alla rotazione di
un sistema rigido ad un asse. [4. L 7, s. III, . X, pp. 1403-1404
(1864-65)).

) 1582, R1c.

TURAZZA (Domenico). Di alcune proprietd degli assi di rotazione. [4. I V.,
s. VI, t. VII, pp. 1221-1233 (1888-89)]

1583. R4 a.
CONTI (Carlo). Considerazioni sulle forze e sui momenti. [4. I 7., s. I, t. III,
pp. 12-41 (1844)].
1584. R4 a.
TURAZZA (Domenico). Dei sistemi di forze formati con due forze soltanto, i
quali sono equipollenti ad un sistema qualunque di forze agenti sovra punti
invariabilmente congiunti fra loro. (M. L 7., v. XV, pp. 461-481 (1870)]-

1585. R4 a.
TURAZZA (Domenico). Dei sistemi di rette coniugate, cost che lungo le stesse
si possa far agire un sistema di forze equipollente ad un sistema qualunque
di forze date. [M. I. 7., v. XVIII, pp. 467-481 (1874)].

1586. R 4 a.
PADOVA (Ernesto). Intorno agli assi statici nei sistemi di forma invariabile.
[4. L V., s. VI, t. 1, pp. 1243-1250 (1882-83)].

1587. R4 a, _
D'EMILIO (Raffaello). Gli assoidi nella statica e nella Cinematica. [4. L 7., s. VI,
t. III, pp. 1135-1154 (1884-85)].

1588. R4 b.
FAVARO (Antonio). Sulla teoria dei poligoni funicolari secondo Lamé e Cla-
peyron nei suoi rapporti coi metodi della statica grafica. [4. I. /., s. V,

t. III, pp. 1319-1344 (1876-77)].

1589, R4o.
TURAZZA (Domenico). Introduzione ad un Corso di Statica dei sistemi varia-
bili. [4. L. 7., s. VI, t, VI, pp. 701-723 (1887-88)].

1590. R4 d.
FAVARO (Antonio). Sopra alcuni esercizii di statica grafica proposti dal profes-
sore H. Zeuthen. [4. L 7., s. V, t. V, pp. 719-748 (1878-79)].

1591. R 7 ga.
ARCARI (Giovanni). Teoria del pendolo di Foucault. [4. L V., s III, t. VII,
pp. 820-822 (1861-62)).
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1592. R 8. : .
CONTI (Carlo). Soluzioni di alcuni problemi relativi al movimento dei corpi
sottoposti a forza centrifuga. [M. L 7., v. L, pp. 187-224 (1843)].

1593. R 8.
PADOVA (Ernesto). Un teorema di meccanica. [4. I 7., s. VI, t. 1, pp. 913-917
(1882-83)].

1594. R 8 a.
TURAZZA (Domenico). Di alcune proprieta relative agli assi di rotazionedi un
sistema rigido. [M. L V., v. XI, pp. 383-404 (1862)].

1595. R8 a.
TURAZZA (Domenico). Intorno agli assi principali ed agli assi permanenti in
un sistema rigido qualunque. [M. L V., v. XII, pp. 411-446 (1864)].

1596. R 8 c.
LORENZONI (Giuseppe). Sulla deviazione dal piede della verticale di un grave
liberamente caduto dalla superficie della terra sul fondo di una cava. [4. L. V.
s. VI, t. VII, pp. 759-784 (1888-89)].

3

1597. R8 ca.
TURAZZA (Domenico). Del moto di un corpo rotondo pesante fisso ad un punto
del suo asse di figura, oppure giacente sopra un piano. M P v XE
PP- 75-91, 375-382 (1862)].
1508. R8 d.
CAPPELLETTO (Antonio Alippo). Del pendolo conico. [M. L 7., v. XVII,
PP- 515-527 (1872)).
1599. R 8 d. . il
LORENZONI (Giuseppe). Sulla cquazione differenziale del moto di un pendolo

fisico, il cui asse di sospensione muovesi rimanendo parallelo a sé stesso.
[4. 1. 7., s. VL, t. V, pp. 331-375 (1886-87)].

R 8e. (Vedi n° 1629).

1600. R 8 fa.

PADOVA (Ernesto). Sugli integrali comuni.a pilt problemi di dinamica. [4. L 7,
s. VL, t. I, pp. 1005-1020 (1882-83)].

1601. R 8 i
~ ARCARI (Giovanni). Teoria del pendolodi Foucault. [ B8 ot B B i T 4
pp. 820-821 (1861-62)].

1602. R 9 a.
BELLAVITIS (Giusto). Alcune considerazioni sugli effetti dellattrito e sul modo
di calcolarli. [M. I V., v. IV, pp. 213-241 (1852)].
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1603. R 9 d.
MINICH (Serafino Raffaele). Teorema generale concernente gli ingranaggi conici.

(4. L 7, s 1L t. V, pp. 506-518 (1859-60)].
1604. S 2 d.
TURAZZA (Domenico). Dell’efflusso dei liquidi dai vasi di rivoluzione. [M. I. 7,
v. II, pp. 93-130 (1845)].
1605. S 2 d. :
BELLAVITIS (Giusto). Sul movimento di un liquido che discende in modo per-
fettamente simmetrico rispetto ad un asse verticale. [M. L. V., v. 1I, pp. 339-
360 (1845)]-
-1606. S 3.
TURAZZA (Domenico). Considerazioni intorno alcuni obbietti mossi alle solu-
zioni de’ problemi d'Idraulica. [4. I 7., s. I, t. III, pp. 348-360 (1844)].
1607. S3 b.
TURAZZA (Domenico). Nuova determinazione delle costanti relative alla re-
sistenza d’attrito nel movimento dell’acqua pe’ lunghi tubi di condotta e per
gli alvei. [M. L 7., v. 11, pp. 75-108 (1847)]

1608. S 8 b.
BERNARDI (Enrico). Sopra un curioso problema di idrodinamica pratica. [4. I. V.,
s. VI, t. VI, pp. 1309-1348 (1887-88)].

1609. S 3 b a.

TURAZZA (Domenico). Intorno alle leggi del moto dell’acqua nei canali e nei
fiumi con applicazione a varii casi della pratica. [M. I V., v. VI, pp. 285-324
(1856)].

1610. S3b .

TURAZZA (Domenico). Intorno alla teoria del moto permanente dell’acqua nei
canali e nei fiumi, con alcune applicazioni pratiche alla stima delle portate
e dei rigurgiti. [M. L 7., v. X, pp. 381-412 (1861)].

1611. S3 b
TURAZZA (Demenico). Delle formole di Bazin e delle equazioni del moto
permanente dell’acqua negli alvei naturali od artefatti. [M. I. 7., v. XVII,
pp. 171-188 (1872)].
1612. S3 b a.
TURAZZA (Domenico). Di una nuova formula proposta dal Bazin allo scopo
di rappresentare la legge con cui varia la velocita di una corrente lungo una
stessa verticale. [4. I V., s. V, t. II, pp. 301-308 (1875-76)].

1613. S3 ba
BUCCHIA (Gustavo). Sul movimento della marea negli estuarii. [4.1 7.,s. V,

t. II, pp. 1033-1046 (1875-76)].
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1614. S3 b a.
TURAZZA (Domenico). Delle formole pilt appropriate pel calcolo degli scoli
delle basse pianure e del modo di valutarne la portata massima. ML T

v. XXL, pp. 189-219 (1879)].

1615. S 4.
TURAZZA (Domenico). Teoria dinamica del calorico. [M. . V., v. VIII, pp. 1-86

(1859)]-
1616. S 4.
PAZIENTI (Antonio). Intorno ad alcune deduzioni termodinamiche. [M. L 7,
v. XVIII, pp. 163-169 (1874)].
1617. S4a.

TURAZZA (Domenico). Intorno alla ipotesi della metamorfosi delle potenze na-
turali e della conservazione delle forze. [M. I 7., v. 1X, pp. 13-40 (1860)].

1618, S 4 a.
PAZIENTI (Antonio). Considerazioni generali intorno alla termodinamica. [M. L V.,
v. XVI, pp. 9-20 (1871)].
1619. S4 a.
PAZIENTI (Antonio). Intorno all’equivalente meccanico del calore. [M. I 7.,
v. XIX, pp. 111-116 (1876)]

1620. S4 a.
PAZIENTI (Antonio). Considerazioni generali intorno alla Termodinamica. [M. L. V.,

v. XX, pp. 249-256 (1876)].
1621, S4b.
TURAZZA (Domenico). Di alcuni problemi spettanti alla teoria dinamica del
calorico. [M. I 7., v. X, pp. 335-380 (1861)].

1622. S4 b «.
PAZIENTI (Antonio). Considerazioni generaliintornoalla termodinamica. [M. L. 7.,

v. XXI, pp. 651-653 (1879)}.
1623. S4b f.
CONTI (Carlo). Intorno al calcolo della azione dinamica del vapore nella Loco-
motiva avuto riguardo alle circostanze della precessione. [M. L V., v. 1V,
pp. 133-200 (1852)].
1624. S4b B
TURAZZA (Domenico). Intorno alla teoria delle macchine a vapore. [M LV,
v. VII, pp. 169-207 (1857)]-
1625. T 2 af.
TURAZZA (Domenico). Equilibriodi un’asta paral]e]eplpedarettangolare M. I V.,
. XVIII, pp. 219-252 (1874)].
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1626. T 3 a.
SANTINI (Giovanni). Considerazioni intorno al calcolo degli oculari pei canoc-
chiali astronomici dirette a distruggere le aberrazjoni secondarie di rifran-
gibilita e di sfericitd da essi dipendenti. |M. I 7., v. 1, pp. 3-38 (1843)].

1627. T 3 a.
BATTELLI (Angelo). Sulla propagazione della luce in un sistema catadiottrico.
[4. L. 7, s. VI, t. II, pp. 1081-1095 (1883-84)].

1628, T6, T7a.
RICCI (Gregorio). Sulla funzione potenziale di conduttori di correnti galvaniche
costanti. [4. L V., s. V, t. VIII, pp. 1025-1048 (1881-82)].

1629. U, R8e.
LORENZONI (Giuseppe). Dimostrazione delle formole di precessione e nutazione.
(4. L V., s VI, t. 111, pp. 1025-1092 (1884-85)].

U (Vedi ni 1514, 1537).

1630. U 10 a.
CONTI (Carlo). Un facile criterio e qualche semplice regola per procedere con
esattezza nella livellazione topografica. [M. I. 7., v. II, pp. 131-169 (1845)].

1631. U 10 a,
SANTINI (Giovanni). Delle recenti ricerche intorno alla vera figura della terra
dedotta dalle principali misure eseguite nella direzione dei suoi meridiani.
[M. L. 7., v. XI, pp. 219-267 (1862)].

1632. U 10 a.

SANTINI (Giovanni). Relazione intorno alle attrazioni locali risultanti ne’ con-
torni~di Mosca dietro il confronto delle posizioni geodesiche colle osservazioni
astronomiche istituite in diversi punti di quel circondario. [M. L. ¥, v, XII,
pp- 77-99 (1864)].

1633. VL

BELLAVITIS (Giusto). Considerazioni sulla matematica pura, [M. L 7., v. X1V,

pp. 1-34 (1868); v. XV, pp. 375-423 (1870); v. XVII, pp. 189-253 (1872)].
1634. V1a.

BELLAVITIS (Giusto). Proposta di un repertorio generale di pubblicazioni ma-

tematiche. [4. I 7, s. I, t. VI, pp. 625-630 (1860-61)].

V 2. (Vedi n° 1502).

1635. V7, Kl4b.
MINICH (Serafino Raffaele). Sopra un teorema della geometria dei solidi osser-
vato dal Cartesio e sopra altri teoremi concernenti i poliedri. [ LL

s. Il t. V, pp. 959-965 (1859-60)].
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1636. V 7.
FAVARO (Antonio). Miscellanea Galileiana inedita. [M. I V., v. XXII, pp. 701~
1035 (1887)].

1637. V9.
FAVARO (Antonio). Intorno ad una lettera di C. F. Gauss ad E. G.M. Ol-
bers, pubblicatada D.B. Boncompagni. [4. L V.. VI, t. 111, pp. 53-62
(1884-85)].

1638. X 4 a.
FAVARO (Antonio). Sulle prime operazioni del Calcolo grafico. [4.1. 7., s, IV,
t. I, pp. 1391-1463 (1871-72)].
1639. X 4a, J2g.
FAVARO (Antonio). Intorno alla soluzione grafica di alcuni problemi pratici
dipendenti dalla teoria delle probabilita. [4. I. 7., s. V, t. III, pp. 1023-
1034 (1886-77)]

1640. X 6.
FAVARO (Antonio). Intorno ad uno strumento ordinato a calcolare i risultati
d’osservazione ottenuti mediante apparecchi autografici. [4. I V., s. V, t. II,
PP 559-566 (1875-76)].
1641. X 8. :
FAVARO (Antonio). Sulla elica calcolatoria di Fuller con cenni storici sopra
gli strumenti calcolatori a divisione logaritmica. [4. L V., s V, t. V,
Pp- 495-520 (1878-79)].

ERRATA — CORRIGE.

Ai ni 1459 e 1460 leggasi T 7 a invece di U 7 a.
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BULLETTINO DI BIBLIOGRAFIA E DI STORIA

delle Scienze Matematiche e Fisiche.
(1868-1887) (*).

ABBREVIATURE.

B. Bon. = Bullettino di Bibliografia e di Storia delle Scienze Matematiche e Fi-
siche, pubblicato da B. Boncompagni. [Roma].
Tomr: [-XX (1868-1887); in-4°%

t. = Tomo, pp. = Pagine.

1642. A*.
VIETE (Frangois). Introduction & I"art analytique par Frangois Viéte. Tra-
duit par M. F. Ritter. [B. Bon., t. I, pp.223-275 (1868)].

1643. A*.
CHUQUET (Nicolas). La Triparty en la science des nombres; par Maistre Ni-
colas Chuquet Parisien, d'aprés le manuscrit Fonds frangais n® 1346 de
la Biblioth#que nationale de Paris. [B. Bon., t. XIII, pp. 593-659, 693-814
(1880); t. XIV, pp. 413-416 (1881)].

1644. A*.

CHUQUET (Nicolas). Problémes numériques faisant suite et servant d’application
au Triparty en la science des nombres de Nicolas Chuquet Parisien.
Extrait de le seconde partie du ms. n°® 1346 du Fond frangais de la Biblio-
théque nationale. [B. Bon., t. XIV, pp. 417-460 (1881)].

1645. A%, K
Traité d’algorisme (Manuscrit de la Bibliothéque Sainte Geneviéve c6té « R117 »
fenillets 150-151). [B. Bom., t. XV, pp. 53-55 (1882)].
Traité de géométrie (méme manuscrit, feuillets 151-163). [B. Bon, t. XV,
pp- 55-70 (1882)].
1646. Al; K1, 17a, 13¢, l4¢, 15b, 16g; L'l1a; R2Db; V.
MAUROLICO (E.). Scritti inediti. [B. Bonm., t. IX, pp. 23-121 (1857)].

(*) 11 lavoro di spoglio  di classificazinne di questa pubblicazione ¢ dovuto al prof. G, Loria. :
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G1b. (Pedi ni 1798, 1799, 1800, 1801).
D 2b. (Fedi ni 1734, 1810).

F 4 a. (Vedi ni 1823, 1867).

Gle. (Vedi n° 1867).

G 2 b . (Fedi n° 1867).

1647. H1
CONDORCET (J. A. N., marquis de). Des méthodes d’approximation pour les
¢quations différentielles lorsqu’ on connait une premiére valeur approchée.
Mémoire inédit. (Bibliothéque de IInstitut de France, Portefeuille M. 57**,

in folio). [B. Bon., t. XVI, pp. 292-324 (1883)].

1648. 11.
ADELARDO DI BATH. Regul® Abaci. [B. Bon., t. XIV, pp. 91-134 (1881)].

1649. I1 :
Due trattati inediti d’Abaco. [B. Bon., t. XV, pp. 135-162 (1882)].

1650. I1.

CAPELLI (Marziano). Brano dell’dritmetica di Marziano Capelli. (Co-
.dice della Biblioteca Vaticana contrassegnato Regina Svecorum n° 1762,
car. 213, verso, lin. §-21, car. 214-217). [B. Bon, t. XV, pp. 566-571
(1882)].

1651. I1

Comento di Remigio d’Auxerre all’dritmetice di Marziano Capelli
(Codice della Biblioteca Vaticana contrassegnato Regina Svecorum, n° 1970,
car. 15, verso, lin, 32-37, car. 16-19, car. 20, reclo lin. 1-4). [B. Bon., t. XV,

pp. 572-580 (1882)].

1652. I1, 123 a.
GUNTHER (Sigismondo). Paragone di due metodi per la determinazione appros-
simata di quantitd irrazionali. Traduzione dal tedesco del Dr. Alfonso

Sparagna. [B. Bom, t. VI, pp. 590-596 (1874)].
I1 (Vedi nl 1673, 1745, 1748).
1653. 12,
LUCAS (E.). Sur un théoréme de I'arithmétique indieane. [B. Bon., t. IX, pp. 157-
164 (1876)].

1654. I 2.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Soluzione della « Question 391» della « Nouvelle
correspondance mathématique ». [B. Bon., t. XI, pp. 487 (1878)].

* Rend. Circ. Matem., t. IX, parte 2%,—Stampato il 24 giugno 1895. 4



26 REPERTORIO BIBLIOGRAFICO.
I12. (Vedi ni 1702, 1719, 1734).
I3. (Vedi n° 1734).
14, (Vedi n° 1911).
I14af (Vedi n° 1862).

1655. T4 a f.
GENOCCHI (Angelo). Sur la loi de réciprocité de Legend re étendue aux nom-
bres non premiers. (Extrait d’une lettre adresséc 4 M. Hermite. [B. Bon.,
t. XVIIIL, pp. 235-237 (1885)].

1656. 1 4 a B.
GENOCCHI (Angelo). Sur quelques théorémes qui peuvent conduire 4 la loi de
réciprocit¢ de Legendre. [B. Bon, t. XVIIL, pp. 238-243 (1885)].

1657. 1 6:d.
GENOCCHI (Angelo). Teoremidi Sofia Germain intorno ai residui biqua-
dratici. [B. Bon,, t. XVI, p. 248-251 (1883)].

1658. I17¢, I74d.
GENOCCHI (Angelo). Ancora.un cenno dei residui cubici e biquadratici. [B. Ban.,
t. XVIIL, pp, 231-234 (1885)].

1659. 1183.

GENOCCHI (Angelo). Alcune asserzioni di Gauss circa le forme quadratiche
YY=®nZZ [B. Bon., t, XVII, pp. 245-247 (1884)].

1660. 119 c.
GENOCCHI (Angelo). Brano di lettera diretta a D. B. Boncompagni.
[B. Bon., t. XVI, pp. 211-212 (1883)].

1661. 119 c.
REALIS (Savarino). Sopra un’equazione indeterminata. [B: Bon., t. X Vi, pp. 213-
214.(1883)].

119 c. (Vedi n° 1734).
128 a. (Vedi ni 1652, 1701, 1749).

1662. K. X
Extraits du Traité de Géométrie de Claude Mydorge. (Manuscrit Fonds
frangais, n° 656 de la Bibliothéque Nationale de Paris). [B. Bon., t. XIV,
pp- 279-350 (1881)].
K*. (Vedi ni 1645, 1781).

K1 (Vedi n° 1646).
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1663. K8b, K10¢, K2l'c
ZECCHINI ‘LEONELLI (Giuséppe). Scritti inediti. [B. Bon., t. XVIIL, pp. 661-671

(r885)).
K 3 ¢. (Vedi n° 1706).
K 7. (Vedi n° 1674).
K 10 c. (Pedi ni 1663, 1795).

1664. K1l e.
Catalogo di lavori relativi al problema di Malfatti. [B. Bon., t. IX, pp. 388-

392 (1876)].
Ki13¢c, Kl4c, K15b, K16g, K17 a (Vedi n° 1646).
K 21 c. (Fedi n° 1663).
L. (Veﬁii’ n® 1674).
L' I'a. (Pedi n® 1646).
R 2b. (Vedi n° 1675).
R 6 b. (Vedi n° 1676).
R 7 c. (Vedi n. 1861).
S1la. (Vedi n° 1831).

1665. T.
MAGGI (Pietro). Intorno ai principii di meccanica molecolare del Dottore A m-
brogio Fusinieri [B. Bon, t. XII, pp. 847-862 (1879)].

T 2 a. (Fedi n° 1677).

1666, U.
BARTOLOMEO DA PARMA. Tractatus sphwerae. Parti prima e seconda. (Bi-
blioteca Vittorio Emanuele, Codice « Santa Croce » n°® 228, cirte 47-83).
[B. Bon., t. XVII, pp. 43-120, 165-218 (1884)].

U. (Vedi o 1678, 1684, 1685, 1686, 1713, 1715, 1716, 1718, 1724,
1742, 1746, 1764, 1808, 1860, 1885, 1886, 1913).
1667. V.
CATALAN (E.). Sur un article du Journal des Savants. [B. Bau t. IV, pp. 127°134
(1871)}.
1668. V.
RICCARDI (Gemififano). Due scritti idediti. I Saggio di alcdne notetelle rela-
tive allo scritto intitolato: « Mémoire sur les travaux et les écrits dé M. Le-
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gendre, membre de I'Institut et du Bureau des Longitudes et des princi-
pales Académies de 'Europe » segnato in fine dalle iniziali « F. M. », colla
data di Ginevra 24 febbrajo 1833 ed inserito nel giomale La bibliothéque uni-
verselle (vedi il quaderno Janvier et Février 1833, XVIII Année, Sciences
et Arts, t. LII, pp. 45-82). II. Breve esame critico sopra un annunzio relativo
ai lavori instituiti dalla R. Accademia delle Scienze e Belle Lettere di Brus-
selles nell’adunanza del 15 dicembre 1839. Nota letta alla R. Accademia di
Scienze, Lettere ed Arti di Modena, nell’adunanza della Sezione di Scienze
del 30 Maggio 1849. [B. Bon., t. VIII, pp. 36-50 (1875)].

1669. V.
FAVARO (Antonio). La storia delle matematiche nella Universitd di Padova.

Lettera a D. B. Boncompagni. [B. Bon, t. XI, pp. 799-801 (1878)].

1670. V.

NARDUCCI (E.). Notizie di libri relativi alle matematiche posseduti dalla Bi-
blioteca Alessandrina e non citati dal Conte Giovanni Maria Maz-
zuchelli nella parte stampata della sua opera « Gli scrittori d’Italia ecc. ».
[B. Bon., t. XIII, p. 369-378 (1880)].

1671. V.
I precursori inglesi del Newt on. Traduzione dall’inglese del prof. Antonio
Favaro. [B. Bon, t. XIII, pp. 481-514 (1880)].

1672. V.
BONCOMPAGNI. (Baldassarre). Intorno a due quesiti proposti nella raccolta in-
titolata « Giornale degli eruditi e curiosi, Anno I, v. I, maggio-ottobre 1883 ».

[B. Bon., t. XVI, p. 673-686 (1883)].

1673. V, A 1).
STIATTESI (Andrea). Sull’aritmetica. Dissertazione storico-critica. [ B. Bon., t, III,

p. 389-408 (1870)].
1674. V, (K 7, L).
HANKEL (Ermanno). Prospetto storico dello sviluppo della geometria moderna.
Scritto postumo. Traduzione dal tedesco del Dr. Alfonso Sparagna.
[B. Bon., t. IX, pp. 267-289 (1876)].

1675. V, (R 2 b).
PIANI (Domenico). Intorno al centro di graviti. Notizie storico-critiche. [B. Bon.,

t. I, pp. 41-42 (1868)].
1676. V, (R 6 b).
MAYER (Adolfo). Storia del principio della minima azione. Prelezione accademica.
Traduzione dal tedesco dell’ing. G. B. Biadego. [B. Bon,t. XI, pp. 155-
166 (1878)].
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1677. V, (T 2 a).
CIPOLLETTI (Domenico). Intorno ad alcune definizioni della forza di resistenza
dei corpi solidi corrispondenti ai due metodi analitico e sintetico coi quali
¢ stata studiata la teoria dell'elasticita. [B. Bom., t. I, pp. 43-50 (1868)].

1678. 'V, (U).
SEDILLOT. (L. Am.). Sur quelques points de I'astronomie ancienne et en parti-
culier sur la précession des ¢quincxes. Lettre de M. L. Am. Sédillot a
D. B. Boncompagni. [B. Bon, t. V, pp. 306-317 (1872)].

1679. V3, V4c, V5a, V6.

MARRE (Aristide). Maniére de compter des anciens avec les doigts des mains,
d’aprés un petit poéme inédit arabe de Chems-Eddin el Mossouli
et le Tratado de mathematicas de Juan Perez de Moya, imprimé 4 Al-
cala de Henares en 1573. [B. Bon., t. I, pp. 309-318 (1868)).

1680. V 3 a.
MARTIN (Th. H). Sur un ouvrage faussement attribu¢ 4 Aristarque de
Samos. Lettrede M. Th. H. Martin 4 B. Boncompagni. [B. Bon.,

t. III, pp. 299-302 (1870)].
1681. V 3 a.
DUPUIS (J.). Note sur un passage géométrique de la Républigue de Platon.
[B. Bon., t. XIX, pp. 641-644 (1886)].
1682. V 3 a.
DUPUIS (].). Note sur un passage géométrique du Ménon de Platon. [B. Bon.,
t. XIX, pp. 645-650 (1886)].

1683. V 3 a.
BALDI (Bernardino). Vita di Pita gora, tratta dall’autografo ed annotata da

Enrico Narducci [B. Bon, t. XX, pp. 197-308 (1887)].

1684. V 3 a, (U).
MARTIN (Th. H.). Hypothése astronomique de Pythagore. [B. Bon,t. V,

pp. 99-126 (1872)].
1635. V 3 a, (U).
MARTIN (Th, H.). Hypothése astronomique de Philolaus. [B Bom.s t. Vs
pp. 127-157 (1872)].
1686. V 3 a, (U).
SEDILLOT (L. Am.). Sur I'origine de la semaine planétaire et de la spirale de
Platon. [B. Bon, t. VI, pp. 239-248 (1873)].

1687. V83a, V3b, V5a, V5h
BALDI (Bernardino), Vite inedite di matematici italiani pubblicate da Enrico
Narducci. [B Bon, t. XIX pp. 335-406, 437-489, 521-640 (1886)].
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1688. V3a, V4a, Vé4c, V6b, V7, V8, V9.
HENRY (C)). Lettre 4 M. le prince D. B. Boncompagni sur divers points
d’histoire des mathématiques. [B. Bon., t. XX, pp. 389-403 (1887)].

*

1689. V3a, V&b
GUNTHER (Sigismondo). Lo sviluppo storico della teoria dei poligoni stellati
nell’antichita e nel medio evo. Traduziome dal tedesco del D. Alfonso
Sparagna. [B. Bon. t. VI, pp. 313-340 (1873)].

1690. V 3 b.
FRIEDLEIN {Godofredo). De Heronis quee feruntur definitionibus. [B. Bon.,

t. IV, pp. 93-121 (1871)].
1691. V 3 b.

BONCOMPAGNI (Baldassarie). Intorno alle definizioni di Erone Alessan-
drin o. [B. Bon. t. IV, pp. 122-126 (1871)].

1692. V3 b.
‘CANTOR {(Maurizio). Euclide e il suo secolo. Saggio storico matematico di
Maurizio Cantor. Traduzione di G. B. Biadégo. [B. Bon, t. V,

pp. 1-73 (1872)].

1693. V3 b.
FRIEDLEIN (Godofredo). Dc Hy pside mathematico. [B. Bon., t. VI, p. 493-
529 (1873)).

1694. V 3 b. _
MARTIN (Th. H.). Sur I’poque et l'auteur du prétendu XVe Livre des Eléments
@Euclide. Lettre 4 D. B. Boncompagni. [B. Bon., t. VI, pp* 263-

266 (1874)]-

1695. V3b, V4ec, Vba
MARTIN (Th. H.). Ptolomée, auteur de ’Optique traduite en latin par A m-
miratus Eugenius Siculus sur une traduction arabe incomplite,
est-il le méme que Claude Prolomée auteurde I Almageste ? [B. Bon.,
t. IV, pp. 466-469 (1871)].

1696. V38b, Ve, VBa.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno ad una traduzione latina dell’Ottica di
Tolomeo. [B. Bon., t. 1V, pp. 470-492 (1871); t. VI, pp. 159-170 (1873)].
1697. V8b, V4e, V6D :
GUNTHER (Sigismondo). Le origini ed i gradi di sviluppo del principio delle
coordinate. Traduzione del tedesco con note del Dr. Giovanni Gar-
bieti [B. Bon; t. X, pp. 363-406 (1877)].
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1608. V3 b, V6.
JACOLI (Ferdinando). Intorno ad una edizione degli Elementi di Euclide.
Lettere del Prof. Ing. Ferdinando Jacolia B. Boncompagni.
[B. Bon., t. 111, pp. 297-298 (1870)].

1699. V3b, V8, V9.
ENESTROM (G.). Notice bibliographique sur les traductions en suédois des Eléments
&Euclide. [B. Bon., t. XVIII, pp. 332-342 (1885)].

V 8 b. (Fedi n°® 1687).

t700. V. 3.c.
BONGOMPAGNI (Baldassarre). Intorno al comento. diProclo sul primo libro
dagli Elementi di Euclide. |B. Bon, t. VIL pp. 152-165 (1874)].

1701. V3¢, Vi4a, V4c, V5D, V6 V7, V8 (123a).
GUNTHER (Sigismondo). Storia dello sviluppo d:lla teoria delle frazioni conti-
nue fino. al’Euler. Traduzione del;D. Alfonso Sparagna. [B: Bon., -

t. VIL, pp. 213-254 (1874)].

1702. V3¢, VB, V9 I2).
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intornoad una proprietd de’ nuweri dispari, [B.Bon.,
t. VILL, pp. 51-62 (1875)]-

1703. V3d; V5a
FRIEDLEIN (G.). Annotationes ad historiam matheseos spectantes.. [. Pauca de
Johannis PediasimiGeometria annotanda. Ik; Designis<|-ct—. IIL. De
Victorii Calculo. [B. Bon., t. III, pp. 393-306 (1870)].

1704. V4 a.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intornoall’operadi A 1b iru ni sull’India. [B. Bon.,
t. 1I, pp. 153-206 (1869)].

1705. V4 a.
SEDILLOT (L. Am.). Grande exécution d’automne. Lettre 3 M. le D. Ferdi-
nand Hoefer au sujet des sciences mathématiques des Indiens, et des

origines du sanscrit. [B. Bon., t. VIIL, pp. 457-468:(1875)]
1705. V4a, (K3c)
MARRE (A.). Théoréme du carré de I'hypoténuse. [B. Bon., t. XX, pp. 404-406
(1887)].
V 4a. (Vedi ni 1688, 1701).
1707. V.4 b, :
SEDILLOT (L. Am.). De I'astronomie et. des mathématigues chez les Chinois.
Lettrede M. L. Am. Sé¢dillot a D.B. Boncompagni [B. Bon., t. 1,
pp. 161-166 (1868)].
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1708. V4 c.
SEDILLOT (L. Am.). De I'école de Bagdad et des travaux scientifiques des A-
rabes. Lettrede M. L. Am, Sédillot 4 D.B. Boncompagni. [B.Bon.,

t. I, pp. 217-222 (1868)].

1709. V 4 c.

Storia delle matematiche presso gli Arabi del Dr. Ermanno Hankel. Tra-
duzione dal tedesco del sig. Filippo Keller [B. Bon, t. V, pp. 343-401
(1872)].

1710. V4 .

Vite di matematici arabi tratte da un’opera inedita di Bernardino Bald i

Con note di M. Steinschneider. [B. Bom, t. V, pp. 427-534 (1872)].

1711. V4.
BONCHON BRANDELY (G.). Quelques remarques sur deux articles du Bulleltino
(t. V) intitulés « Storia delle matematiche presso gli Arabi, del Dr. Er-
manno Hankel» et « Vite di matematici arabi ecc. con note di

M. Steinschneider». [B. Bon., t. VI, p. 65-68 (1873)]

1712. V4.
MARRE (A.). Extrait du Ki#tdh al Mobdrek 'Abu’l Wafa al Djouéini,
transcrit d’aprés le ms. 1912 du Supplément Arabe de la Bibliothéque nationale
de Paris, et traduit pour la premidre fois en francais. [B. Bon, t. VII, pp. 267-

277 (1873)]
1713. V4, (U).
SEDILLOT (L. Am.). Sur les emprunts que nous avons faits 4 lascience Arabe,
et en particulier de la troisiéme inégalité lunaire ou variation par Aboul-
Weéfa de Bagdad astronome du Xe siécle. [B. Bon., t. VIII, p. 63-78

(1875)]-
1714. V4.
STEINSCHNEIDER (M.). Rectifications de quelques erreurs relatives au mathé-
maticien arabe Ibn Al-Banna. [B. Bon, t. X, pp. 313-314 (1877)]. ,

1715. Ve, V4d, (U).

STEINSCHNEIDER (M.). Etudes sur Zarkali, astronome arabe du Xle sicle,
et ses ouvrages. [B. Bon., t. XIV, pp. 171-182 (1881); t. XVI, pp. 493-504
(1883); t. XVII, pp. 765-794 (1884); t. XVIIL, pp. 343-360 (1885); t. XX,
pp. 1-36, 575-604 (1887)].

1716. V4c, V4d, (U).

STEINSCHNEIDER (M.). Notice sur un ouvrage astronomique inédit d’Ibn
Haitham. [B. Bon, t. XIV, pp. 721-740 (1882). Supplément t. XVI,

pp. 505-513 (1883)].
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1717. V4c, VBb
NARDUCCI (E.). Intorno ad una traduzione italiana, fatta nel secolo de;cimo-
quarto, del trattato d’ottica d’A 1 h a g e n, matematico del secolo undecimo, e

ad altri lavori di questo scienziato. [B. Bon., t. IV, pp. 1-48, 137-139 (1871)].

1718, V4¢, V6, (U).
SEDILLOT (L. Am.). Sur la détermination de la troisi¢me inegalité lunaire ou
variation par Abul-Wéfd et Tycho Brahé, Lettre de M. L. Am, S é-
dillota D. B. Boncompagni: [B. Bon, t. I, pp. 51-53 (1868)].

1719. V4c, V7, (12)
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno alla somma delle quarte potenze dei nu-
meri naturali. [B. Bon., t. X, pp. 294-302 (1877)].

1720. V4ec, V9.
SEDILLOT (L. Am.). Des savants arabes et des savants d’aujourd’hui i propos
de quelques rectifications. Lettrede M. L. Am. S¢édillot 4 D. B. Bon-
compagni. [B. Bon, t. IV, pp. 401-418 (1871)].

1721. V4c, V9.
MARTIN (Th. H.). Quelques mots de réponse 4 M. Sédillot par Th. H. Mar-
tin. [B. Bon., t. IV, pp. 464-465 (1871)].

1722. Vé4c, V9.

SEDILLOT (L. Am.). Lettre de M. L. Am, S¢dillot a4 D. B. Boncom-
pagni au sujet d'une Note de M. Th. H. Martin. [B. Bon., t. V, p. 294
(1872)].

V 4c. (Vedi ni 1679, 1688, 1695, 1696, 1697, 1701).

1723. V4 d.

STEINSCHNEIDER (M.). Prophati Judei Montepessulani (a. 1300) Proe-
mium Almanach adhuc ineditum e versionibus duabus antiquis (altera quo-
que interpolata) una cum texto hebraico e manuscriptus primum edidit, suam-
que versionem latinam verbalem adjecit Mauritius Steinschneider.

[B. Bon., t. IX, pp. 595-614 (1876)].
V4d (Vedi ni 1715, 1716).
1724. V B a, (U).

CURTZE (Masimilien). Sur I'astronomie de Bo &ce signalée par M. le Dr. Ma u-
rice Cantor. [B. Bon., t. I, p. 140 (1868)].

1725. V5 a. ;
Victorii Cilculus ex codice Vaticano cditus a Godofredo Friedlein,
[B. Bon., t. 1V, pp. 443-463 (1871)].
Rend. Circ. Matem., t. 1X, parte 2%.—Stampato il 29 giugno 1895. 5
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1726. V5a, Vb5b.
NARDUCCI (E.). Intorno ad un comento inedito :di Remigio d’Auxerre
al « Satyricon » di Marziano Capelli e ad alri comenti al medesimo
« Satyricon ». [B. Bon., t. XV, pp. 505-565 (1882)].

V 5 a. (Vedi ni 1679, 1687, 1695, 1696, 1703).

1727. V5 b.
CURTZE (M.). Sur I'ortographe du nom et suc la patrie de Witelo (Vitel-
lion). [B. Bon, t. IV, pp. 49-77 (1871)].

1728. V5 b.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno ad un manoscritto dell’opera di Vitel-
lione citato da Fra Luca Pacioli. [B. Bon., t. IV, pp. 78-81 (1871)].

1729. V5 bh.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno al Tractatus proportionum di Alberto
di Sassonia. [B. Bon, t. IV, pp. 498-511 (1871)].

1730. V5 b.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno ad un passo della Geometria di Boezio
relativo al pentagono stellato. [B. Bon., t, VI, pp. 341-356, 544 (1873))].

1731. V5 b.
DE’ SIMONI! (Cornelio). Intorno alla vita ed ai lavoridi Andaldo di Negro
matematico ed astronomo genovese del secolo decimoquarto e d’altri mate-
matici e cosmograli genovesi. [B. Bon., t. VII, pp. 313-336 (1874)].

1732. V5b.

ANDALO DE NEGRI. (De le vite de matematici 11br1 due di Bernardino
Baldi da Urbino Abbate di Guastalla. MDCXCVI. Tomo II. Manoscritto
possedutodaD. B. Boncompagni contrassegnato «n® 134», car. 120-121).
[B. Bon., t. VII, pp. 339-376 (1874)].

1733. V5 b.
BONCOMPAGN! (Baldassarre). Catalogo dei lavori di Andald di Negro.

[B. Bon., t. VIIL, pp. 339-376 (1874)].
1734. VBb, (D2b, 12, I3, 1190).

LUCAS (E.). Recherches sur plusieurs ouvrages de Léonard de Pise et
sur diverses questions d’arithmétique supérieure. [B. Bon., t. V, pp. 129-193,

239-293 (1877)].
1735. V5 b.
RICCARDI (Pictro). Letteraa D. B. Boncompagni. [B. Bon, t. X, pag. 543
(1877)]-
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1736. V5 b.
TREUTLEIN (P.). Intorno ad alcuni scritti inediti relativi al calcolo dell’A-
baco. Traduzione dal tedesco del Dr. Alfonso Sparagna. [B. Bon,

t. X, pp. 587-594 (1877)].

1737. V5 b.
Scritti inediti relativi al calcolo dell'abaco. [B. Bon., t. X, pp. 595-648 (1876)].

1738. V5 b.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno al Tractatus de Abaco di Gerlando.
[B. Bon., t. X, pp. 648-656 (1877)]. i

1739. V5 b.
STEINSCHNEIDER (M.). Intorno 2 Johannes de Lineriis (de Liveriis) e
Johannes Siculus [B. Bon, t. XII, pp. 345-351 (1879)].

1740. V5 b,

BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno alle vite inedite di tre matematici (Gio-
vanni di Sassonia, Giovanni de Lineriis e Fra Luca Pa-
cioli da Borgo S. Sepolcro) scritte da Bernardino Baldi. [B. Bon.,
t. XII, pp. 352-419, 863-872 (1879)].

1741. V5 b.

BALDI (Bernardino). Vite inedite di tre matematici (Giovanni Danck di
Sassonia, Giovanni de Lineriise Fra Luca Pacioli di Borgo
S. Sepolcro). [B. Bon., t. XII, pp. 420-427 (1879)].

Appendice di documenti inediti relativia Fra Luca Pacioli [B. Bon., t. XII,
pp. 428-438 (1879)].

1742. V 5 b, (U). ;

STEINSCHNEIDER (M.). Notice sur les tables astronomiques attribuéesd Piercec
III' #Aragon. [B. Bon, t. XIII, pp. 413-436 (1880); t. XV, pp. 170-172
(1882)].

1743. V5 b.

BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno ad uno scritto inedito di Adclardo

di Bath intitolato Regule Abaci. [B. Bon., t. XIV, pp. 1-90 (1831)].

1744. V5 b.
HENRY (C.). Sur les deux plus anciens traités francais d’algorisme et de géo-
métric. [B. Bom., t. XV, pp. 42-52 (1882)].

1745-. V85b, (I1).
NARDUCCI (E.). Intorno a due trattati inediti d’abaco contenuti in due codici
vaticani del Secolo XIIL [B. Bon., t. XV, pp. 111-134 (1882)].

1746. V. 5 b, (U).
NARDUCCI (E.). Intorno al « Tractatus sphere» di Bartolomeo da Pag-
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ma astronomo del Secolo XI1I e ad altri scritti del medesimo autore. [B. Bon.,
t. XVII, pp. 1-42 (1884)].

1747. V5 b, V6.
JACOLI (Ferdinando). Intorno ad un comento di Benedetto Vittori me-
dico faentino al Tractatus proportionum di Alberto di Sassonia.

[B. Bon., t. 1V, pp. 493-497 (1871)].
1748. V5b, V6, (ID).
WOEPCKE (F.). Intorno ad un metodo per la determinazione approssimata degli
irrazionali di secondo grado. Brano di lettera del Dr, F. Woepcke a
D. B. Boncompagni. [B. Bon., t. VII, pp. 255-262 (1874)].

1749, VBb, V6, V7, (I123a).
FAVARO (A.). Notizie storiche sulle frazioni continue dal secolo decimoterzo al

decimosettimo. [B. Bom., t. VI, pp. 451-502, 533-589 (1874)].
V B b. (Vedi ni 1687, 1688, 1689, 1697, 1701, 1717, 1726).

1750. V 6.
VORSTERAN VAN OIJEN (G.A.). Noticesur Ludolph van Colen, [B.Bon.,
t. I, pp. 141-156 (1868)]. '

1751. 'V 6.
JACOLI (Ferdinando). Notizia sconosciuta intornoa Bonaventura Cava-

lieri. [B.-Bon., t. 1I, p. 299-312 (1869)].

1752, V 6.
GOVI (Gilberto). Intorno a tre lettere di Galileo Galilei tratte dall’Ar-

chivio dei Gonzaga. [B. Bon., t. III, pp. 267-281 (1870)].

1753. V 6. :

Sopra alcuni scritti stampati, finora non conosciuti, di Domenico Maria
Novara di Ferrara. Notizie comunicate a richiesta del Principe
D. B. Boncompagni alla Societd Copernicana di Scienze ed Arti di
Thorn, nelle sedute del 27 giugno e 15 agosto 1870 da Massimiliano
Curtze. Traduzione del sig. Filippo Keller. [B. Bom.,t. IV, pp. 140-
148 (1871)]

1754. V 6.

Ulteriori notizie intorno ad alcuni scritti stampati, finora non conosciuti, di D o-
menico Maria Novara di Ferrara, comunicate per incarico del Prin-
cipe D. B. Boncompagni in Romaalla Societd Copernicana per le Scienze
ed Arti nella sessione del 5 dicembre 1870 da Massimiliano Curtze.
Traduzione del sig. Filippo Keller. [B. Bon., t. IV, p. 149 (1871)].

1755. V 6.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno ad un opuscolo di Domenico Ma-
ria Novara. [B. Bon, t. 1V, pp. 340-341 (1871)].
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1756. V 6.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno ad alcune notedi Galileo Galilei
ad un’opera di Giovanni Battista Morin. [B. Bon, t. VI, pp. 45-60

(1873)].

1757. V 6.
CATALAN (E.). Intorno ad una iscrizione posta sulla tombadi Ludolf van
Ceulen. Lettera a D. B. Boncompagni. [B. Bon., t. VII, pp. 141-144

(1874)].

1758. V 6.
NAPOLI (Federico). Intorno alla vita ed ai lavori di Francesco Mauro-

lico. [B. Bon., t. IX, pp. 1-22 (1876)].

1759. V 6.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno ad un trattato d’aritmeticadi Giovanni
Widman di Eger. [B. Bon, t. IX, pp. 188-210 (1870)].

1760. V 6.
Copernico in Italia. Traduzione dal tedesco del Dr. Alfonso Spara-

gna [B. Bon, t. IX, pp. 315-319 (1876)].

1761. .V 6.
HIPLER (F.). Copernico in Bologna. Traduzione del tedescodel Dr. Alfonso

Sparagna. [B. Bon, t. IX, pp. 320-325 (1876)].

1762. V 6.
LE BESGUE. (V. A,). Notes sur les opuscules de Léonard de Pise. [B. Bon.,

t. IX, pp. $83-594 (1876)].

1763. V 6.
CANTOR (Maurizio). Sulla nazionalitd di Copernico. Traduzione dal tede-
sco del Dr, Alfonso Sparagna. [B. Bon, t. IX, pp. 701-716 (1876)].

1764. V 6, (U).
JACOLI (F.). Intorno alla determinazione di Domenico Maria Novara
dell’obliquita dell’eclittica. [B. Bon., t. X, pp. 75-88 (1887)].

1765. V 6.
FAVARO (Antonio). Niccold Copernico e PArchivio universitario di
Padova. Lettera a D. B. Boncompagni. [B. Bon, t. X, pp. 303-512

(1877)]-
1766, V 6.
RICCARDI (Pietro). Intorno ad un opuscolo di Francesco dal Sole.
[B. Bon., t. X, pp. 407-418 (1877)].
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1767. V 6.
Docunientiineditirelativia Francesco dal Sole [B. Bon,t. X, pp. 419-427
(1877}

1768. V 6.

BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno alla parola « cumulo » usatada Fran-
cesco dal Sole in senso di « mille milioni ». [B. Bon., t. X, pp. 428-
431 (1877)],

1769. V 6.

CURTZE (M.). Nuove Copernicana da Upsal. Rapporto letto alla Societd Coper-
nicana di Scienze ed Arti in Thorn il 4 giugno 1877. Traduzione dal tede-
scodel Dr. Alfonso Sparagna. [B. Bon,t. XI, pp. 167-171; pp. 172-176
(1878)].

1770. V 6.

FAVARO (Antonio). Intorno alla vita ed alle opere di Prosdocimo de
Baldomandi matematico padovano del Secolo XV. [B. Bon., t. XII,
pp. 1-74, 115-251 (1879); t. XVIIL, pp. 405-423 (1885)].

1773 V6.

FAVARO (Antonio). Intorno alla pubblicazione fatta dal Dr. Carlo Mala-
gola di alcuni documenti relativi a Niccold Copernico e ad altri
astrononmi e matematici dei secoli XV e XV [B. Bon, t XI, pp. 319-334

(1878)].
1772. V 6.
ZERBRAWSKI (T.). Quelques mots au sujet de la notede M. Maximilien
Curtze sur Portographe du nom et de la patrie de Witelo. [B. Bon.,
t. XII, pp. 315-317 (1879)].
1773. V 6.
FAVARO (Antonio). Intorno ad alcune notizie inedite relativea Nicold Co-

pernico raccolte ¢ pubblicate dal Prof. Massimiliano Curtze,
[B. Bon., t. XII, pp. 775-807 (1879)].

1774. V 6. ‘
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intornoad un trattato d’aritmetica del P. D. Sme-
raldo Borghetti Lucchese canonico regolare della Congregazione del
55. Salvatore. [B. Bow., t. XXIIT, pp. 1-80, 121-200, 2435-368 (1880)].

1775. V 6.
MARRE (A.). Notice sur Nicolas Chuquet et son Triparly en la science
des nombres. |B. Bon., t. XIII, p. 555-592 (1880)].

1776. 'V 6.
HENRY (C.). Notice sur un manuscrit inéditde Claude Mydorge. |B. Bon.,
t. XIV, pp. 271-278 (1881)].
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1777- V 6.
Alcune lettere inedite di Galileo Galilei pubblicate ed illustrate da Gil-
berto Govi. [B. Bon., t. XIV. pp. 351-379 (1881)].

1778. V 6.
PEROTT (J.). Sur une arithmétique espagnole du seiziéme siécle. [ B. Bon., t. XV,
pp. 163-169 (1882)].

1779. V 6.
FAVARO (Antonio). Gli autografi di Galileo nellArchivio Marsigli di
Bologna. [B. Bon., t. XV, pp. 581-592 (1882)].

1780. V 6.
FAVARO (Antonio), Alcuni scritti inediti di Galileo Galilei tratti dai
manoscritti della Biblioteca nazionale di Firenze, pubblicati ed illustrati.
[B. Bon., t. XVI, pp. 1-97, 135-210 (1883)].

1781. V 6, (K).
HENRY (C.). Probleémes de géométrie pratique de Myd or ge. Enoncés et so-
lutions publiés pour la premitre fois. [B. Bon., t. XVI, pp. 514-544 (1883)].

1782. V 6.
UZIELLI (G.). Ricerche intorno a Paolo del Pozzo Toscanelli
[B. Bon., t. XVI, pp. 611-618 (1883)].

1783. 'V 6.

FAVARO (Antonio). Di alcune relazioni tra Galileo Galilei e Fede-
rico Cesi illustrate con documenti inediti. [B. Bom., t. XV1I, pp. 219-229
(1884)).

1784. V 6. ;
CESI (Federico). Lettere a Galileo Galilei, tratte dai manoscritti galile-

iani della Biblioteca nazionale di Firenze. [B. Bon., t. XVII, pp. 230-244
(1884)].

1785. V 6.

FAVARO (Antonio). Sulla morte di Marco Velsero e sopra alcuni parti-
colari della vita di Galileo Galilei. [B. Bon, t. XVII, pp. 252-270
(1884)).

1786. V 6. 2

BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno alla vita ed ai lavori di Francesco

Barozzi. [B. Bon., t. XVII, pp. 795-848 (1884)].
1787. V 6.

FAVARO (Antonio). Ragguaglio dei manoscritti galileiani neila Collezione Li-
bri-Ashburnham presso la Biblioteca Medico-Laurenziana di Firenze.
[B. Bon., t. XVIIL, pp. 849-878 (1884)].
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1788. V 6.
FAVARO (Antonio). Documenti inediti per la storia dei manoscritti galileiani
nella Bibliotzca Nazionale di Firenze, pubblicati ed illustrati. [B. Bon.,

t. XVIII, pp. 1-112, 151-230 (1885)].

1789. V 6. /
FAVARO (Antonio). Conclusioni sull’accademico incognito oppositore al discorso
di Galileo: Intorno alle cose, che stanno in su Iacqua, o che in quella si

muovono. [B. Bon., t. XVIII, pp. 321-326 (1885)].

1790. V 6.
FAVARO (Antonio). Intorno ad alcuni documenti galileiani recentemente sco-
perti nella Biblioteca Nazionale di Firenze. [B. Bom., t. XIX, pp. 1-54 (1886)].

1791. V 6.
FAVARO (Antonio). Documenti per la storia dell’Accademia dei Lincei nei Ma-

noscritti galileiani della Biblioteca nuzionale di Firenze. [B. Bon., t. XX,
pp- 95-158 (1887)].
1792. V 6.

FAVARO (Antonio). La libreriadi Galileo Galilei descritta ed illustrata.
[B. Bon., t. XIX, pp. 219-291 (1886); t. XX, pp. 372-376 (1887)].

1793. V 6.
FAVARO (Antonio). Di - Giovanni Tarde e diunasuavisitaa Galilco
dal 12 al 15 novembre 1614. [B. Bon., t. XX, pp. 345-371 (1887)].

1794. V 6.
RICCARDI (P.). Ancora del trattato De quadratura circuli di Giovanni Bat-

tista della Porta. [B. Bon. t. XX, pp. 605-606 (1887)].

1795. V.6, V7, (K10 c).
BIERENS DE HAAN (D.). Notice sur quelques quadrateurs du cercle dans les
Pays Bas. [B. Bon., t. VIL, pp. 99-140 (1874)].

1796. V6, V7, V8.

BIERENS DE HAAN (D.). Bibliographie néerlandaise historico-scientifique des
ouvrages importants dont les auteurs sont nés aux 16e, 17¢ et 18e sidcles,
sur les sciences mathématiques et physiques et leurs applications. [B. Bon.,
t. XIV, pp. s12-630, 677-717 (1881); t. XV, pp. 225-312, 355-440 (1882);
t. XVI, pp. 393-444, 687-718 (1883)].

1797. V.6,- V.7, V8, V9O
SEDILLOT (L. Am.). Les professeurs de mathématiques et de physique géné-
rale au Collége de France. [B. Bonm., t. II, pp. 343-348, 387-448, 461-510
(1869); t. III, pp. 108-170 (1870)]. 3
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V 6. (Vedi ni 1679, 1698, 1701, 1702, 1718, 1747, 1748, 1749).

1798. V.7, (C1b).
TARDY (Placido). Intorno ad una formola del Leibniz [B. Bon,t. I, pp. 177-
186 (1868)].

1799. V7, (Gl1lb).
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno ad uno scritto del sig. prof. Placido
Tardy inserito nel presente Bullettino (Tomo I, 1868, pp. 177-186). [B. Bon.,

t. I, pp. 273-274 (1869)].

1800. V7, (Glb).
Intorno ad una formola del Leibniz Traduzione delsig. Filippo Keller.
[B. Bon., t. I, pp. 275-276 (1869)].

180r. V7, (G1lb).
BORCHARDT (G.). Sur quelques passages des lettres de Leibniz relatifs
aux différenticlles 3 indice quelconque. Note de M. Ch. G. Borchardt.
[B. Bon., t. II, p. 277-278 (1869)].

1802. V7.

JACOLI (Ferdinando). Intorno a due edizionidi MarcoMicheleBous quet,
Brano di lettera del prof. Ing. Ferdinando Jacoli a D.B. Boncom-
pagni in data di « Genova 10 gennaro 1870 ». [B. Bon., t. lII, Pp- 91-92
(1870)].

1803. V 7.
JACOLL (Ferdinando). Evangelista Torricelli ed il metodo delle tan-
genti detto Metodo del Roberval. [B. Bon., t. VLI, pp. 265-307 (1875)).

1804. V 7.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno ad alcane lettere di Evangelista
Torricelli, del P. Marino Mersenne e di Francesco di
Verdus. [B. Bon, t. VIIL pp. 353-381 (1875)].

1805. V7.
Letteredi Evangelista Torricelli alP. MarinoMersenne. [B. Bon.,
t. VI, pp. 382-409 (1875)].

1806. V 7.
Lettere del P. Marino Mersenne adl Evangelista Torricelli,
[B. Bon., t. VI, pp. 410-441 (1875)].

1807. V7.
Lettere di Francesco de Verdus ad Evangelista Torricelli,
[B. Bon., t. VIII, pp. 442-456 (1875)].
Rend. Circ. Matem., t. IX, parte 2*.—Stampato 18 luglio 1895, 6
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1808. V' 7, (U).
BEZIAT (L. C.). La vie et les travaux de Jean Hévélius. [B. Bon.,t. VIII,
PP- 497-558, 589-669 (1873)].

1809, V 7.
BIERENS DE HAAN. Notice sur un pamphlet mathématique hollandais intitalé
« Bril voor de Amsterdamsche belachelycke Geometristen, Amsterdam 1663 ».
[B. Bom., t. XI, pp. 383-452 (1878)].

1810. V7, (D 2b).
LUCAS (E.). Sur la série récurrente de Fermat. [B. Bon., t. XI, pp. 783-798
(1878)].
18r1. V7.
RICCARDI (P.). Nuovi materiali per la storia. della Facoltd matematica dell’an-
tica Universita di Bologna. [B. Bon., t. XII, pp. 299-312 (1879)].

1812. V 7.
HENRY (C.). Recherches sur les manuscrits de Pierre Fermat suivies de
fragments inédits de Bachet et de Malebranche. [B. Bon, t. XII,
PP. 477-568, 619-740 (1879); t. XIIL, pp. 437-470 (:1880)].
1813. V7.
MARRE (A.). Deux mathématiciens de I'Oratoire. [B. Bon., t. XII, pp. 886-894
*(1879)].
1814. V7.
FAVARO (A.). Intorno alla vita ed alle opere di Bartolomeo Sovero,
matematico svizzero del Secolo XVIL [B. Bor., t. XV, pp. 1-48 (1882),
t. XIX, pp. 99-114 (1886)].

1815. V7.

MARRE (A.). Sur huit lettres inédites du P. Claude Jaquemet de "Ora-
toir, n* 4 Valenciennes en Juin 1651, mort 4 Vienne (Dauphiné) le 16 Sep-
tembre 1728. [B. Bon., t. XV, pp. 679-682 (1882)].

1816. V7.

P. Claude Jaquemet de I'Oratoire. Huit lettres inédites. [B. Bom., t. XV,

pp- 683-697 (1882)].
817 Vil

JACOLI (F.). Intorno al proElema « Le noeud de cravate » e ad alcune opere

di Urbano d’Aviso Romano. [B. Bon, t. XVI, pp. 445-456 (1883)].

1818. V7.
HENRY (C.). Pierre de Carcavy intermédiairede Fermat, de Pascal
et de Huy gens, Bibliothécaire de Colbert et du Roi, Directeur de I’A-
acdémie des Sciences. [B. Bom., t. XVIL, p. 717-391, 879 (1884)].
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1819. V 7.

° LE PAIGE (C.). Correspondance de Ré¢né-Frangoisde Sluze publiée pour
la premiére fois et précédée d'une Introduction. [B. Bon., t. XVII, pp- 427-
554, 603-726 (1884)].

18200 V7, V9,
WOLF (Rudolphe), Matériaux divers pour histoire des mathématiques, recueillis
par le Dr. Rodolphe Wolf L Sur Pinvention du niveau a bulle d’air.
II. Mort de M. Strauch. Il Correspondance littéraire des Bernoulli.
IV. Nicolas Fatio de Driller. V. Mare-Michel Bousquet
VL. Cosimo Bartoli [B. Bon, t. I, PP- 313-342 (1869)].

1821. V7, V8, (X2).
BIERENS DE HAAN (D.). Notices sur des tables logarithmiques hollandaises.
[B. Bon, t. VI, pp. 203-235 (1873)].

V 7. (Vedi ni 1688, 1701, 1719, 1749, 1795, 1796, 1797).
1822. V 8.
FORTI (Angelo). Intorno alla vita ed agliscrittidi Wolfang e Giovanni
Bolyai di Bolya, matematici ungheresi. [B. Bon., t. I, pp. 277-299 (1868)).

1823. V7, (F4a).
SIACCI (Francesco). Sul teorema del conte di Fa gnano. [B. Bon., t. III, pp. 1-
26 (1870)].
1824. V 8.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno ad uno scritto intitolato « Memorie con-
cernenti il marchese Giulio Carlo de’ Toschi d; Fagnano fino
al mese di febbrajo dell’anno 1792 ». [B. Bon., t. 111, pp..27-46 (1870)].
1825. V 8,

BIERENS DE HAAN (D.). Notice sur Meind ert Semijus. [B. Bon, t. V,
pp. 213-220 (1872)].

1826. V 8.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno alla vita ed ai lavori di
Semijus. [B. Bon., t. V, pp. 221-227 (1872)].
1827. V 8.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno ad un’opera dell’Abate Nicold Luj gi
De La Caille intitolata « Lecons élémentaires de Mathématiques ele. ».
|B. Bon., t. V, pp. 278-293 (1872)].
1828, V 8.
BIADEGO (G. B.). Intorno a dieci lettere inedite di Gius eppe Luigi La-
grange. |B. Bon, t. VI, pp. 101-130 (1873)].

Meindert
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1829. V 8.
Dieci lettere inedite di Giuseppe Luigi Lagrange scritte al matematico
veronese Antonio Maria Lorgna. [B. Bon, t. VI, pp. 131-141 (1873)].

1830. V 8.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno a dieci lettere in lingua italiana di Giu-
seppe Luigi Lagrange. [B. Bon., t. VI, pp. 142-152, 539-543 (1873)].

1831. V8, (Sla).
GUNTHER (Sigismond). Note sur Jean-André de Segner fondateur de la
météorologie mathématique. [B. Bon., t. IX, pp. 217-228 (1876)].

1832. V 8.
BIADEGO (G. B.). Intorno alla vita ed agli scritti di Gianfrancesco
Malfatti matematico del secolo XVIIL [B. Bon., t. IX, pp. 361-381 (1876)].

1833. V8.
Catalogo dei lavori di Gianfrancesco Malfatti. [B. Bon, t. IX, pp. 382-
387 (1876)].
1834. V 8.
MALFATTI (Gianfrancesco). Lettere ineditedi Gianfrancesco Malfatti
[B. Bon., t. IX, pp. 393-480 (1876)].

1835. 'V 8.
ABRIA (O.) et HOUD (Y.). Notice sur la vie et les travaux de Victor-
Amédée Le Besque. [B. Bon., t. IX, pp. 554-551 (1876)].

1836. V 8. :
JACOLI (F.). Intorno alla vita ed ai lavori di Antonio Maria Lorgna.

[B. Bon., t. X, pp. 1-74 (1877)].
1837. V 8.

GENOCCHI (Angelo). Sopra la pubblicazione fatta da B. Boncompagni di
undici lettere di Luigi Lagrange a Leonardo Eulero. [B. Bon,

t. X, pp. 657-667 (1877)].
1838. V 8.
MILLOSEVICH (E.). Intorno alla vita ed ai lavori di Giovanni Santini.
[B. Bon., t. XI, pp. 1-110 (1878)].
1839. V 8. .

CANTOR (Maurizio). Il carteggio fra L agrange ed Euler. Traduzione dal
tedesco del prof. Antonio Favaro. [B. Bon,t. XI, pp. 197~216 (1878)].

1840. V 8.
ENESTROM (G.). Notice sur la correspondance de Jean ler Bernoulli
[B. Bon., t. XII, pp. 313-314 (1879)]. .
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1841. V 8.
BONCOMPAGNTI (Baldassarre). Intorno a due scrittidi Leonardo Eulero.
[B. Bon., t. XII, pp. 808-811 (1879)].

1842, V 8,
TYCHSEN (Camille). Lagrange. Traduit du danois parM. H. G. Zeuthen.
[B. Bon., t. XII, pp. $15-827 (1879)].

1843. V 8.

ENESTROM (G.). Lettres inédites de Joseph-Louis Lagrange a Leo-
nard Euler publiées par B. Boncompagni, Traduit du danois par
MM. Leouzon Le Duc et Aristide Marre. [B. Bon, t XII,
pp- 828-838 (1879)].

1844. V 8.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno agli atti di nascita e di morte di Pietro
Simone Marchese di Laplace. [B. Bon., t. XV, pp. 446-463 (1882)].

1845. V 8.
Atti di nascita e di morte di Pietro Simone Marchese di Laplace,
[B. Bon., t. XV, pag. 464 (1882)].

1846. V 8.
HENRY (C.). Les connaissances mathématiques de Jacques Casanova de
Seingalt [B. Bon., t. XV, pp. 637-669 (1882)].

1847. V 8.
GAUSS (Carlo Federico). Lettera al Dr. Enrico Guglielmo Mattia
Olbers., Traduzione dal tedesco del Dr. Alfonso Sparagna [B. Bon.,
t. XVI, pp. 215-217 (1883)].

1848. V 8.
GAUSS (Carlo Federico). Lettzra al Dr. Enrico Guglielmo Mattia
Olbers, pubblicata secondo l'autografo posseduto dalla Societa Reale delle
Scienze di Gottingen. [B. Bon., t. XVI, pp. 218-220 (1883)].

1849. V 8.
HENRY (C.). Sur la viz et les écrits mathématiques de Jean-Antoine-Ni-
colas Caritat, Marquis de Condorcet. [B. Bon, t. XVI, pp. 271-
282 (1883)].

1850. V 8.
Travaux de J. A. N. Marquis de Condorcet. [B. Bon., t. XVI, pp. 283-291

(1883)].

1851. V 8.
CATALAN (E.). Une polémique entre Goldbach et Daniel Bernou[l:.
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Extrait d’une lettre adressée 2 D. B. Boncompagni en date « Lidge,
29 novembre 1884 ». [B. Bon., t. XVIII, pp. 464-467 (1885)].

1852. V8,

ENESTROM (Gustave), Sur un théoréme de G oldbach. Lettre 2 D. B. Bon-
compagni. [B. Bon, t. XVIII, pag. 468 (1835)].

1853. V8. :
HENRY (Ch.). Correspondance inédite de D’Alembert avec Cramer, Le-
sage, Clairaut, Turgot, Castillon, Beguelin, etc. publi¢e avec

notice. [B. Bom, t. XVIIL, pp. 507-570, 605-645 (1885)].

1854. V 8.
D’ALEMBERT. Liste des travaux mathématiques inédits de D’Alembert.
[B. Bon., t. XVIII, pp. 646-649 (1885)].

1855. V 8.
PORRO (F.). Notizie intorno alla vita ed agli scrittidi Giuseppe Zecchini
Leonelli, matematico cremonese. [B. Bon., t. XVIII, pp. 625-660 (1885)].

1856. V 8.
RICCARDI (Pietro). Per una completa collezione delle opere matematiche di
Lorenzo Mascheroni. [B. Bon, t. XIX, pp. 57-66 (1886)].

1857. V 8,
REALIS (S.). Giovanni Plana né a Voghera le 8 novembre 1781, mort
Turin le 20 Janvier 1864. [B. Bon., t. XIX, pp. 121-128 (1886)].

1858. V 8.
HENRY (C.). Sur quelques billets inédits de Lagrange. [B. Bon, t XIX,

pp. 129-135 (1886)].
1859. V 8.
HENRY (C.). Lettres inédites d'Euler & D'Alembert. [B. Bon., t. XIX,
pag. 136-148 (1886)].

1860. V 8, (U).
HENRY (C.). Lettres in¢dites de Laplace, publi¢es avec une premitre reduction
de sa méthode pour determiner les orbites des cométes et une notice sur les
manuscrits de Pingré, [B. Bon, t. XIX, pp. 149-178 (1886)].

1861. V8, V9, (R7c¢).
BRIOSCHI (Francesco). Intorno al problema delle tautocrone. Lettera a D. B. B o n-
compagni. [B. Bon, t. IX, (1876)].

1862. V8, V9, (I4aB). -
KRONECKER (Leopoldo). Intorno alla storia deils legge di reciprocitd. Tradu-
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zione dal telesco del Dr. Alfonso Sparagna. [B Bom, t. XVIII,
PP 244-249 (1885)].

V 8. (Vedi ni 1688, 1699, 1701, 1796, 1797, 1821).

1863. V 9,
Catalogue des travaux de M. Noel Germinal Poudra. [B. Bon. t. I,
pp- 302308 (1868)].

1864. V 9.
NARDUCCI (Enrico). Intorno alla vita ed agli scritti di Francesco Woe p-
cke. [B. Bon., t. II, pp. 119-152 (1869)].

1865. V 9.
IANICHEFSKY (E.). Notice historique sur la vie et les travaux de Nicolas
Ivanovitch Lobatschefsky. Discours prononcé dans la séance so-

lennelle de I’Université impériale de Kazan le Tsy- novembre 1868. [B. Bon.,

t. I, pp. 223-262 (1869)].

1866. V 9.
LE ROY (Alphonse). Notice sur la vie et les travaux de Jean Baptiste
Brasseur. [B. Bon, t. II, pp. 253-272 (1869)].

1867. V9, (F4a, Gle, G2bu).
GENOCCHI (Angelo). Rassegna d’alcuni scritti relativi all’addizione degl’inte-
grali ellittici ed abzliani. [B. Bon., t. III, pp. 47-66 (1870)].

1868. V 9. ;

SCHERING (Ernest). Notice biographique sur Bernard Riemann. (Traduit
d: P'aliemand par M. le Dr. Paul Mansion). [B. Bon., t. IlI, pp. 409-428
(1870)].

1869. V 9.

MARCHETTI (F.). Csnni necrologici del P, Nazareno Mancini d.C.d. G,

[B. Bon, t. IlI, pp. 429-438 (1870)].
1870. V 9.

GENOCCHI (Angelo). Notizie intorno alla vita ‘ed agli scrittidi Felice Chio,
[B. Bon., t. 1V, pp. 363-380 (1871)].

18715 Vi
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Catalogo dei lavoridi Felice Chio. B, Bon.,
t. IV, pp. 381-400 (1871)].

18725 V-9,
Notice sur les travaux de Jules Plicker par M. Alfred Clebsch,
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traduit de I'allemand par le Dr. Paul Mansion. [B. Bon, t. V, pp. 183-
212 (1872)].
1873. V9.
Intorno alla vita ed ai lavori del P. Giovanni Antonelli delle Scuole
Pie. Cenni di Andrea Stiattesi. [B. Bom, t. V, pp. 253-277 (1872)].

1874. V 9.
MENABREA (Luigi Federico). Intorno ad uno scritto del sig. prof. Angelo
Genocchi. Lettera del Contz Luigi Federigo Menabrea a
D. B. Boncompagni. [B. Bon., t. V, pp. 301-305 (1872)].

1875. V 9,
GENOCCHI (Angelo). Intorno ad una lettera del sig. Conte L. F. Menabrea,
Appunti di Angelo Genocchi. [B. Bon., t. V, pp. §35-542 (1872)].

1876. V 9.
GENOCCHI (Angelo). Richiamo a favore di Felice Chid. [B. Bon, t. VI,

pp. 153-158 (1873)].
1877. V9.
MANSION (P.). Les mathématiques en Belgique en 1872, [B. Bon., t. VI, pp. 277-
312 (1873)].

1878. V 9.
MENABREA (L. F.). Un’ultima lettera sulle peripezie della seriedi Lagrange
in risposta al prof. Angelo Genocchi per L. F. Menabrea a
D. B. Boncompagni. [B. Bon, t. VI, pp. 435-437 (1873)].

1879. V 9.
GENOCCHI (Angelo). Breve risposta al sig. Conte L. F. Menabrea. [B. Bon,

t. VI, pp. 530-532 (1873)].
1880. V 9.
LODI (Luigi). Cenni intorno alla vita ed ai lavori del prof. Geminiano Ric-
cardi. [B. Bon., t. VLI, pp. 1-15 (1875)].

1881. V 9.
Catalogo dei lavori del prof. Geminiano Riccardi. [B. Bon., t. VIII,

pp- 16-35 (1875)].
1882. V 9.
MANSION (Paul). Notice sur la vie et les travaux de Rodolphe Frédéric
Alfred Clebsch. [B. Bon, t. VIIIL, pp. 121-130 (1875)].

1883.°V' 8.
Notice sur la vie de R, F, Alfred Clebsch ]usqu':}. ’Age de vingt-deux ans,
écrite par lui méme. [B. Bon., t. VIII, pag. 31 (1875)].
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1884. V 9.
Catalogue des travaux de R. F. Alfred Clebsch. [B. Bon., t. VIIIL, pp. 132-

184 (1875)].
1885. V9, (U).
MARCHETTI (F.). Intorno alla vita ed ai lavori del P. Paolo Rosa d. C.
d. G. [B. Bon., t. VIII, pp. 305~-313 (1875)].

1886. V.9, (U).
Catalogo dei lavori del P. Paolo Rosa d. C. d. G. [B. Bon., t. VILI, pp. 314~

320 (1875)].
1887. V 9.

ZAHN (Guglielmo von). Commemorazione di Ermanno Hankel. Traduzione
dal tedesco del Dr. Alfonso Sparagna. [B. Bon, t IX, pp. 290-296

(1876)].
1888. V 9.

Catalogo dei lavori del Dr. Ermanno Hankel. [B. Bon., t. IX, pp. 297-308
(1876)].

1889. V' 9.

KLEIN (Félix). Notice sur la vie et les travaux de Louis-Othon Hesse.
Traduite de l'allemand par M. Paul Mansion. [B. Bon, t. IX, pp. 309-
314 (1876)].

18go. 'V 9.

CANTOR (Maurizio). Goffredo Friedlein. Necrologia. Traduzione dal

tedescodel Dr. Alfonso Sparagna, [B. Bon.,t. IX, pp. 536-554 (1876)].

1891. V 9.
Catalogue des travaux de V.A. Lebesgue. [B. Bon, t. IX, pp. 556-573 (1876)].

1892. V9,
Notice sur les principaux travaux de V. A. Le Besgue, rédigte par lui-méme,

[B. Bon., t. IX, pp. 574-582 (1876)].
1893. V 9.
SEDILLOT (C. E.). Lettre 2 D. B. Boncompagn i sur la vie et les travaux
de M, Louis Amélie Sédillot. [B. Bon, t. IX, pp. 649-655 (1876)].

1894. V 9.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Catalogo dei lavori di Luigi Amelio Sé-
dillot. [B. Bon, t. 1X, pp. 656-700 (1876)].
1895. V 9.
MANSION (Paul). Les mathématiques en Belgique en 1871, 1873, 1874, 1875.

[B. Bon., t. X, pp. 471-542 (1877)].
Rend. Circ. Matem., t. IX, parte 2%, —Stampato il 17 luglio 1895, 7
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1896; V 9.
GENOCCHI (Angelo). Brano di lettera a D. B. Boncompagni. [B. Bon.,
t. XI, pag. 111 (1878)].
1897. V 9.
Nécrologie de Joseph-Ivanovitch Somoff. Traduite du russe par
M. J. Hodel. [B. Bon., t. XI, pp. 453-459 (1878)].

1898. V 9.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Catalogo dei lavori del prof. G. I Somoff.
[B. Bon., t. X1, pp. 460-481 (1878)].

1899. V 9.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Intorno ad una lettera del prof. G. I. Som o ff.
[B. Bon., t. XI, pp. 482-483 (1878)].

1900. V 9. .
Lettera del prof. G. I. Somoff a D. B. Boncompagni. [B. Bon., t XI,

pP- 484-486 (1878)].
1901. V9.
FAVARO (A)). Della vita e degli scritti fisico-matematici di Ermanno
Grassmann. [B. Bon., t. XI, pp. 699-756 (1878)].

1902. V 9.
BIADEGO (G. B.). Sulla memoria inedita di Pietro Maggi intorno ai prin-
cipii di meccanica molecolaredi Ambrogio Fusinieri. |B. Bon., t. XII,
pp- 839-846 (1879)].
1903. V9,
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Michele Chasles. [B. Bon, t. XIIL pp. 815-
827 (1880)].

1904. V 9,
HENRY (C.). Supplément a la Bibliographie de Gergonne. [B. Bon., t. XIV,
pp. 211-218 (1881)].

1905. V 9.
GUNTHER (8S.). Il carteggio tra Gauss e Sofia Germain. Traduzione dal
tedescodel Dr. Alfonso Sparagna. [B. Bon., t. XV, pp. 174-179 (1882)].

1906. 'V 9.
STIATTESI Intorno alla vita ed ai lavori di Sebastiano Purgatti
[B. Bon., t. XVI, pp. 619-672 (1883)].

1907. V 9.
BIADEGO (G. B.). Intorno alla vita ed ai lavoridi Alberto Castigliano.
[B. Bon., t. XVIIL, pp. 293-313 (1885)].
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1908. V 9.
BONCOMPAGNI (Baldassarre). Catalogo dei lavori di Alberto Casti-
gliano. [B. Bon., t. XVIIL, pp. 314-320 (1885)].
1909. V 9.
MARRE (A.). Notice sur la vie et les travaux de Frangois-Joseph Lion-
net [B. Bon, t. XVIII, pp. 424-428 (1885)].

1910, V9.
Catnlogue des travaux de Frangois-Joseph Lionnet. [B. Bon., t. XVIII,
PP. 429-440 (1885)].
1911. V9, (I4). 2
GENOCCHI (Angelo). Intorno all’ampliazione d’un lemma del Gauss, [B. Bon.,
t. XVIIIL, pp. 646-649 (1885)].

1012 VS,
GENOCCHI (Angelo). Brevi cenni della vita dell’ingegnere Savino Realis.
[B. Bon., t. XIX, pp. 55-58 (1886)].
1913. V9, (U),
SCHRAMM (Robert). Notice sur les travaux de Théodore d'O ppolzer
avec la liste compléte de ses publications. Traduite de lallemand par le
Dr. Ernest Pasquier. [B. Bon, t. XX, PP- 439-480 (1887)].

V 9. (Vedi ni 1688, 1699, 1702, 1720, 1721, 1722, 1797, 1820,
1861, 1862).
X 2. (Vedi n° 1821).

Nora.—Nel classificare i lavori storici contenuti nel Bullettino di Bibliografia
e di Storia delle Scienze Malematiche e Fisiche fui costretto ad arrecare un piccolo
complemento al sistema di notazioni indicato dall’Judex du Répertoire, affinché
per ciascuno di essi fosse dichiarato, non soltanto il tempo al quale si riferisce,
ma eziandio il tema in esso svolto; a tale scopo ho fatto seguire al simbolo cro-
nologico in parentesi un simbolo scientifico. In conseguenza scrivendo ad es, 'V 8,
V9 (I4ap) intendo trattarsi di un lavoro storico riferentesi alle vicende della
legge di reciprociti nei secoli XVIII e XIX; tale lavoro verra collocato nei gruppi
V 8, V9, ma la sua esistenza verra richiamata nel gruppo 14 a B. Tutto cid
venne fatto per uaiformarsi al procediniento generale seguito dai varii compila-
tori del Répertoire; ma non & a tacersi come in un lavoro storico il simbolo
riesca sovente supertluo, perche il titolo lo caratterizza sufficientemente per chiunque
abbia presente la cronologia matematica. — Va ancora notato che nel precedente
indice ragionato del B. Bon. non fu possibile registrare le dottissime note di
cui il direttore arricchi buon numero degli articoli ivi inseriti. — Finalmente bi-
sogna avvertire che ogni matematico venne considerato come appartenente per
intero al secolo nel quale egli nacque. GiNo Lorras.
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R. ACCADEMIA DEI LINCEL
(1847-1889) (*)-

ELENCO DELLE PUBBLICAZIONI ED ABBREVIATURE.

N. L. 4. = Atti dell’Accademia Pontificia d¢’ Nuovi Lincei. Roma.
Towmr: I-XXIIL (1847-1870); in-4°

A. A. L. R. = Atti della Reale Accademia dei Lincei. Roma.
Towmr: XXIV-XXVI (1870-1873); in-4°
Serie I, Vorumr: I-IT (1873-1875); in-4°

M. 4. L. R. = Atti della Reale Accademia dei Lincei. Memorie della classe di
scienze fisiche, matematiche e naturali. Roma.
Serie 11, Vorume III (1875-1876); in-4°
Serie III, Vorumi: [-XIX (1876-1884); in-4°.
Serie 1V, Vorumi: I-VI (1884-1889); in-4°.

T. 4. L. R. = Atti della Reale Accademia dei Lincei. Transunti, Roma.
Serie III, Vorumr: I-VIII (1876-1884); in-4°.
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CATALAN (Eugene). Sur quelques questions relatives aux fonctions elliptiques.
IN. L. 4., t. XX, pp. 171-180 (1866-67)].

2024. F 8 h,
PADOVA (Ernesto). Una nuova applicazione della teoria delle funzioni ellittiche
alla meccanica. [R. 4. L. R, s. 1V, v. IV, 1° sem,, pp. 507-509 (1888)].

2025. G2 b a.
VOLTERRA (Vito). Sopra una proprietd di una classe di funzioni trascendenti.

[R. 4. L. R, s. 1V, v, II, 2° sem., pp. 211-214 (1885-86)].

2026. G 3 a. -
BRIOSCHI (Francesco). Le relazioni algebriche fra le funzioni iperellittiche del
primo ordine. [T\ 4. L. R,, s. III, v. VII, pp. 137-140 (1882-83)].

2027. G 3 a.
BRIOSCHI (Francesco). Sulle funzioni sigma iper:llittiche. [R. 4. L. R, s. IV,
v. I, 1° sem,, pp. 245-250 (1887)].
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2028. G 3 a.
BRIOSCHI (Francesco). Sulle funzioni sigma iperellittiche, [R. 4. L. R., s. IV,
v. IIL, 1° sem., pp. 311-315 (1887)].

2029. G 3 a.
BRIOSCHI (Francesco). Le equazioni differenziali pei periodi delle funzioni ipe-
rellittiche a due variabili. L. [R. 4. L. R, s. IV, v. IV, 2° sem., pp. 341-347
(1888)].

2030. G 3 a.
BRIOSCHI (Francesco). Le equazioni differenziali pei periodi delle funzioni ipe-
rellittiche a due variabili. 1. [R. 4. L. R., s. IV, v. IV, 2° sem., pp. 429-436
(1888)].

2031, G 31i.
BRIOSCHI (Francesco). Sulla espressione per serie delle funzioni iperellittiche a
due variabili. [R. 4. L. R, s. IV, v. II, 1° sem,, pp. 199-203 (1885-86)].

2032. G 31
BRIOSCHI (Francesco). Sulla espressione per serie delle funzioni iperellittiche a
due variabili. [R. 4. L. R, s. IV, v. II, 1° sem., pp. 215-221 (1885-86)].

2033. G 31
BRIOSCHI (Francesco). Sullo sviluppo in serie delle funzioni sigma iperellittiche.
[M. 4. L. R, s. IV, v. VI, pp. 471-484 (1889)].

2034. G4a, M'6kux
BRIOSCHI (Francesco). Sulla bissezione delle funzioni iperellittiche di prima
specie, e sul problema geometrico corrispondente. [4. 4 L. R., t. XXIV,
pp- 47-48 (1870-71)].
2035. G4 b.
BRIOSCHI (Francesco). Sulla trasformazione delle funzioni iperellittiche del primo
ordine. [R. 4. L. R, s. IV, v. I, pp. 315-318 (1884-85)].

2036. G4 b.

BRIOSCHI (Francesco). Le equazioni modulari nella trasformazione del terzo or-
dinz delle funzioni iperellittiche a due variabili. [R. 4. L. R., s. 1V, v. ]
pp. 769-773 (1884-85)]. '

2037. G4 b.

BRIOSCHI (Francesco). I nuovi moduli per le funzioni iperellittiche a due varia-

bili. [R. 4. L. R, s. IV, v. II, 1° sem., pp. 159-164 (1885-86)].

2038. G 5 a.
MASCHKE (H.). La risoluzione della equazione di sesto grado. (Estratto di una
lettera al Socio Brioschi). [R.4.L. R, s.IV, v. IV, 1°sem., pp. 181-182
(1888)].
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2039. G 5 a.
BRIOSCHI (Francesco). Osservazioni sulla precedente comunicazione, (R, 4. L. R,
s. IV, v. IV, 1° sem., pp. 183-184 (1888)].

2040. G 6 a.
BIANCHI (Luigi). Sulle superficie Fuchsiane. [R. 4 L. R, s 1V, v. IV,
2° sem., pp. 161-165 (1888)].

2041. H2 b. _
CASORATTI (Felice). Nuova teoria delle soluzioni singolari delle equazioni diffe-
renziali di primo ordine e secondo grado tra due variabili, [M. 4. L. R,
s. II, v, III, pp. 160-167 (1875-76)].

2042. H2 b,
CASORATI (Felice). Nota concernente la teoria delle soluzioni singolari delle
equazioni algebrico-differenziali di primo ordine e secondo grado. [M. 4. L. R.,

s. I, v. III, pp. 271-276 (1878-79)].

2043. H2 c o .
BATTAGLINI (Giuseppe). Sull’equazione differenziale ellittica. [T\ 4. L. R., s. I1I,

v. IV, pp. 49-50 (1879-80)].
2044. H2 cf.

CASORATI (Felice), Ricerche sulle equazioni differenziali a primitiva generale
algebrica. [T. 4. L. R, s. III, v. I, pp. 185-189 (3876-77)].

2045. H2 cp.
BATTAGLINI (Giuseppe). Sull’equazione differenziale ellittica. [M. 4. L. R,,

s. I, v. V, pp. 50-57 (1879-80)]. '

2046. H 2 c f.
BATTAGLINI (Giuseppe). Intorno ad un’applicazione della teoria delle forms bi-
~ narie quadraticheall’integrazione del’equazione differenziale ellittica. [R. 4. L. R.,

s. IV, v. I, pp. 653-657 (1884-85)].
2047. H 4. e

BESSO (Davide). Alcune proposizioni sulle equazioni differenziali lineari.[M. 4. L. R.,
s, IIL, v. X, pp. 252-258 (1880-81)].

2048. H 4.

BESSO (Davide). Sul prodotto di pitt soluzioni particolari d’un’equazione diffe-
renziale lineare ed omogenea, e specialmente sul prodotto di due soluzioni
particolari dell’equazione differenziale lineare ed omogenca del terz'ordine.
[M. 4. L. R., s. III, v. XIV, pp. 3-13 (1882-83)].

2049. H4 e.
VQLTERRA (Vito). Sulle equazioni differenziali lineari. [R. 4. L. R, s. IV,

v. 1II, 1° sem., pp. 393-396 (1887)].
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2050. H 4 g.
CASORATI (Felice). Sulle equazioni differenziali lineari. [T. 4. L. R., s. I,
v. VI, pp. 121-124 (1881-82)].
2051. H4i, H5j«
BESSO (Davids), Di alcune propricta dell’equazione differenziale lineare, non
omogenea del second’ordine. [M. 4. L. R., 5. I1I, v. XIV, pp. 40-45 (1882-83)].

2052. Hb c.
BRIOSCHI (Francesco). Sopra una classe di equazioni differenziali integrabili per
funzioni ellittiche, [T, 4. L. R., s. I, v. IV, pp. 241-246 (1879-80)].

2053, HE5d «.
BIGIAVI (Carlo). Sulle equazioni differenziali lineari. [R. 4. L. R, 5. IV, v. V,

1° sem., pp. 651-657 (1889)].

2054. HB £
BESSO (Davide). Intorno ad un’equazione differenziale ipergeometrica. o e

s. III, v. VII, pag. 230 (1882-83)].

2055. H5 £
BESSO (Davide). Sopra una classe di equazioni del sesto grado risolubili per
serie ipergeometriche. [M. 4. L. R, s. III, v. XIV, pp. 30-39 (1882-83)].

2056, H6 f, A 3.
BESSO (Davide). Sull’equazione del quinto grado. [M. 4. L. R, s. TIL, v. XIX,

pp- 232-244 (1883-84)].
2057. H5 fa.
PINCHERLE (Salvatore). Sulle funzioni ipergeometriche generalizzate. I [R. 4. L. R.,
s. IV, v. IV, 1° sem., pp. 694-700 (1888)].

2058, H 5 fa.
PINCHERLE (Salvatore). Sulle funzioni ipergeometriche generalizzate. IL [R, 4, L. R.,

s. IV, v. IV, 1° sem., pp. 792-799 (1888)].
H 5 fa. (Fedi n° 1919).

2059. H 5 j.
BESSO (Davide). Sopra una classe d’equazioni differenziali lineari del quart’or-

dine, integrabili per serie ipergeometriche. [M. 4. L. R;; s. 1II, v. XIX,
pp. 245-250 (1883-84)]-

2060. HB j.
BESSO (Davide). Di una classe d’equazioni differenziali lineari del terz’ordine,

integrabili per serie ipergeometriche. [M. 4. L. R., 5. 111, v. XIX, pp, 251-252

(1883-84)].
Rend. Circ. Matem., t. 1X, parte 2*,—Stampato il 18 ottobre 1895. 9
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2061. H5j.
BESSO (Davide). Sopra una classe d’equazioni differenziali lineari del quart'or-
dine e sull’equazione del quinto grado. I. [R. 4. L. R, s. IV, v. ],
pp. 183-186 (1884-85)].

2062. H 5j.
BESSO (Davide). Sopra una classe d’equazioni differenziali lineari del quart’ordine,
e sull’equazione del quinto grado. IL [R. 4. L. R., s. IV, v. I, pp. 233-
237 (1884-85)]. : ;

2063. H5j
BESSO (Davide). Di alcune proprieta dell’equazione differenziale lineare ed omo-
genea del second’ordine ¢ di alcune equazioni algebriche. [M. 4. L. R.. s. I1I,
v. XIV, pp. 14-29 (1882-83)].

2064. H B j .
BESSO (Davide). Sul prodotto di due soluzioni di due equazioni differenziali li-
neari omogence del secondo ordine. [M. 4. L. R, s.III, v. XIX, pp. 219-231

(1883-84)].

2065. H 5 j w.
BESSO (Davide). Sopra una classe d’equazioni differenziali lineari del second’or-
dine e sull’equazione del quinto grado. [R. 4. L. R, s. IV, v. II, 1° sem.,

PP 593-597 (1885-86)].
H B j« (Vedi n° 2051).

2066. H 6 a.
VOLPICELLI (Paolo). Sulla integrazione delle equazioni differenziali di primo
grado ed ordine, a tre variabili. [N. L. 4., t. I, pp. 108-124 (1847-48)].

2067. H 6 b.
BIANCHI (Luigi). Sui sistemi di equazioni lineari ai differenziali totali. [R. 4. L. R.,
s. IV, v. V, 1° sem., pp. 312-323 (1889)].

2068. H 7.
FAVERO (Giovanni Battista), De ®quationum differentialium partialium natura
disquisitiones quedam analytice. [M. 4. L. R., s. 1II, v. VIII, pp. 217-239
(1879-80)).

2069. H 7 a.
RICCI (Gregorio). Sui sistemi di integrali indipendenti di una equazione lineare
ed omogenea a derivate parziali di 1° ordine. L. [R. 4. L. R, s. IV, v. II,
29 sem., pp. 119-122 (1885-86)].

2070. H 7 a.
RICCI (Gregorio). Sui sistemi di integrali indipendenti di una equazione lineare
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ed omogenea a derivate parziali di 1° ordine. IL [R. Aals Ry sV, v. 1L,
2° sem., pp. 190-194 (1885-86)].
2071. H 8.

BESSO (Davide). Di alcune equazioni alle derivate parziali del prim'ordine.
[R. 4. L. R., s. 1V, v, IIT, 2° sem, pp. 158-160 (1887)].

2072. H9 d.
VOLTERRA (Vito). Integrazione di alcune equazioni differenziali del secondo
ordine. [R. 4. L. R., s. 1V, v. I, pp. 303-306 (1884-85)].

2073. H9 d.
BIANCHI (Luigi). Sopra una classe di trasformazioni in sé medesime della equa-
zione a derivate parziali:
TR ) r = apgsk (1t
RN s GFr+e)r

== cost.

1
TR
[R. 4. L. R., s. IV, v. IV, 1° sem., pp. 445-452 (1888)].

2074. H9 d.
TONELLI (Alberto). Sopra una certa equazione differenziale a derivate parziali
del 2° ordine. [R. 4. L. R., s. IV, v. IV, 2° sem., pp. 384-388 (1888)].

2075. H9 d.
BIANCHI (Luigi). Sulle equazioni lineari a derivate parziali del 2° ordine.
[R. 4. L. R., s. 1V, v. V, 2° sem., pp. 35-44 (1889)].

2076. H9 £ ;
TONELLIL (Alberto). Sopra una classe di equazioni differenziali a derivate par-
ziali di ordine m. [R. 4. L. R., s, IV, v. V, 1° sem., pp. 178-185 (1889)].

2077. H9 £
TONELLI (Alberto). Alcune formule relative a certe equazioni differenziali a de-
rivate parziali di ordine m. [R. 4. L. R., s. IV, v. V, 1°sem,, pp. 508-514
(1889)].

2078. H9 h. .
BIANCHI (Luigi). Sulle soluzioni comuni a due equazioni a derivate parziali del
20 ordine con due variabili. Nota I. [R. 4. L. R., s. IV, v. II, 2° sem.,

pp. 218-223 (1885-86)].
2079. H9 h.

BIANCHI (Luigi). Sulle soluzioni comuni a due equazioni a derivate parziali del
2° ordine con due variabili. Nota IL. [R. 4. L. R., s. IV, v. II, 2° sem., ¢

pp- 237-241 (1885-86)].
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2080. H 9 h.
BIANCHI (Luigi). Sulle soluzioni comuni a due equazioni a derivate parziali del
2° ordine a due variabili. Nota IIL. [R. 4. L. R., s.IV, v. II, 2° sem., pp. 307~
310 (1885-86)].

H 11 . (Vedi n° 2340).

2081. H12a, HI12h.
CASORATI (Felice). 11 calcolo delle differenze finite interpretato e accresciuto di
nuovi teoremi, a sussidio principalmente delle odierne ricerche basate sulla
variabilitd complessa. [M. 4. L. R., s. 1II, v. V, pp. 195-208 (1879-80)].

2082. H12 b. .
BESSO (Davide). Di alcune proprieta delle equazioni lineari omogenee alle dif-
ferenze finite del 2° ordine. [R. 4. L. R, s. IV, v. I, pp. 381-383 (1884-85)].

2083. H12 g.
MAINARDI (Gaspare). Pensieri intorno a vari argomenti. V. Integrazione delle
equazioni lineari a differenze finite. [N. L. 4., t. XX, pp. 167-169 (1866-67)].

H 12 h. (Pedi n° 2081).

2084. 12, I13£
VOLPICELLI (Paolo). Alcune ricerche relative alla teorica dei numeri. [N. L. 4.,

t. VI, pp. 77-119 (1852-53)].
2085. I 2.
HENRY (Charles). Sur quelques propositions inédites de Fermat. [T. 4. L. R,
s. III, v. VII, pp. 39-40 (1882-83)].

I 3 a. (Vedi n® 2086).
I3 b. (Fedi n° 1914).

2086, I7b, I3a.

BELLAVITIS (Giusto). Sulla risoluzione delle congruenze numeriche, e sulle ta-
vole che dinno i logaritmi (indici) degli interi rispetto ai vari meoduli.
[M. 4. L. R, v. I, s. 11, pp. 778-800 (1876-77)].

2087. 110. -

VOLPICELLI (Paolo). Sugli spezzamenti diversi che pud subire un dato numero,
tutti ad una stessa legge di partizione subordinati. [N. L. 4., t. X, pp. 43-51;

122-131 (1856-57)].
2088. I'1L
CESARO (Ernesto). Intorno a taluni determinanti aritmetici. [R AuLiR.58. IV,
v. I, pp. 709-711 (1884-85)].
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2089. T 11.
CESARO (Ernesto). Nuovo studio di determinanti aritmetici. [R. 4. L. R,y 5. 1V,

v. I, pp. 711-715 (1884-85)].
2090. I1L

CESARO (Ernesto). Formes algébriques A liens arithmétiques. [R. 4. L. R, 5.1V,
v, II, 2° sem., pp. 56-61 (1885-86)].

2091, I1L

_ CESARO (Ernesto). Sur les systtmes de nombres entiers. [R. 4. L. R., s. 1V,
v. 1V, 1° sem,, pp. 457-462 (1888)].

2092. I1le.
CESARO (Ernesto). Sur les lois asymptotiques des nombres. [R. 4. L. R, 5. 1V,
v. IV, 1° sem., pp. 452-457 (1888)].
2093. I12.
FRATTINI (Giovanni). Estensione ed inversione d’un teorema d’aritmetica.
[R. 4. L. R, s. IV, v. I, 1° sem,, pp. 132-135 (1885-86)].

112, (Vedi n° 2118).
113. (Vedi n° 2016).
113 b «. (Vedi n° 2103).
2094. 113 b .
VOLPICELLI (Paoclo). Sulla legge dello spezzamento in due quadrati, praticato

su qualsiasi potenza di qualunque numero, similmente spezzabile una sol
volta. |[N. L. 4., t. 1IT, pp. 1-6 (1849-50)].

2095. 113 b . :
VOLPICELLI (Paolo). Dimostrazione delle formule date dal celebre Gauss,
per determinare in quante somme, ognuna di due quadrati, pud spezzarsi un
intero. [N. L. 4., t. IV, pp. 22-31 (1850-51)]. ;

2096. 113 b «.
VOLPICELLI (Paclo). Alcune conseguenze delle formule di Gauss, dimostrate
nella sessione precedente. [N. L. 4., t. 1V, pp. 71-81 (1850-51)].

2097. 113 be, I19a.
VOLPICELLI (Paolo). Nuova generale soluzione della
x? ,{_Jﬁ 25 .\,z
e sue conseguenze. [N. L. 4., t. IV, pp. 124-140; 346-377 (1850-51)].
2098. 113 b a.

VOLPICELLI (Paolo). Sullo spezzamento numsrico in somme ognuna di due
quadrati. [N. L. 4., t. IV, pp. 508-510 (1850-51)].
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2099. 113 b a.
VOLPICELL! (Paolo). Soluzione algebrica della:
x:__l_},:.__ (a’—l—b’)",
-essendo k un intero qualunque. [N, L. 4., t. V, pp. 315-352 (1851-52)].
2100. 113 b .
VOLPICELLI (Paolo). Rettificazione delle formule per assegnare il numero delle
somme, ognuna di due quadrati, nelle quali un intero pud spezzarsi. [N. L. 4.,
t. V, pp. 528-533 (1851-52).
2101. 113 £
RICHAUD (Casimir). Sur la résolution des équations :
‘ RI=L gt =iy
[N. L. 4, t. XIX, pp. 177-182 (1865-66)].
I13 f (Vedi ni 2084, 2107).

2102. 115 c.
BIANCHI (Luigi). Sulle forme quadratiche a coefficienti e a indeterminate com-
plesse. [R. 4. L. R., s. IV, v. V, 1° sem., pp. 589-599 (1889)].

2103, 1192, 113 b 2.
VOLPICELLI (Paolo). Sulla generale soluzione in interi delle:
Byr=1 24y=z.
[N. L. 4., t. 11, pp. 17-26 (1849-50)].
2104. I19 ¢, Aloc.
GENOCCHI (Angelo). Intorno ad alcune somme di cubi. [N. L. 4., t XIX,
PP. 43-50 (1865-66)].
2105. 119 c.
RICHAUD (Casimir). Sur un probléme indéterminé. [N. L. A., t. XIX, pp. 183-
186 (1865-66)].
2105. 119¢, Alec.

CATALAN (Eugéne). Note sur un probléme d’analyse indéterminée. |[N. L. 4.,
t. XX, pp. 1-4 (1866-67)].

2107. 119 ¢, I13£
CATALAN (Eugéne). Rectification et addition i la « Note sur un probléme d’a-
nalyse indéterminée ». [N. L. 4., t. XX, pp. 77-80 (1866-67)].

2108. I19¢, Alec.
RICHAUD (Casimir)., Note sur la résolution de I'¢quation:

B Pt tanyit ... bzt @ —nrP=y.
[N. L. 4., t. XX, pp. 91-110 (1866-67)].
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2109. I19 c.
FRATTINI (Giovanni), Intorno ad un teoremadi Lagrange. [R. 4. L. R,ys. IV,

v. I, pp. 136-142 (1884-85)]

2110. 123a, D2d
PINCHERLE (Salvatore). Alcuni teoremi sulle frazioni continue. [R. 4. L. R.,
s. IV, v. V, 1° sem., pp. 640-643 (1889)].

2111. J 2 e,
PIZZETTI (Paoclo). Un teorema reldtivo all’errore medio di una funzione di quan-
tita determinate dall’esperienza. [R. 4. L. R., s. 1V, v, I, 1° sem,, pp. 597-

6or (1885-86)].

2112. J 2 e.
PIZZETTI (Paolo). Sulla compensazione delle osservazioni secondo il metodo
dei minimi quadrati. I. [R. 4. L. R, s. IV, v. IIL, 2° sem., pp. 230-235
(1887)].

2113. J 2 e.
PIZZETTI (Paolo). Sulla compensazione delle osservazioni secondo il metodo
dei minimi quadrati. IL. [R. 4. L. R, s. IV, v. II[, 2° sem, pp. 288-293
(:887)].

2114. J 2 e.
PIZZETTI (Paolo). Sopra una generalizzazione del principio della media aritme-
tica. [R. 4. L. R, s. IV, v. V, 1° sem., pp. 186-191 (1889)].

2115. J 2 e.
PIZZETTI (Paolo). Sopra una certa formula esprimente la probabilitd degli er-
rori di osservazione. [R. 4. L. R, s. IV, v. V, 1°sem., pp. 191-199 (1889)].

2116. J 2 e.
PIZZETTI (Paolo). Sopra il calcolo dell’errore medio di un sistema di osserva-
zioni. [R. 4. L. R, s. IV, v. V, 1° sem., pp. 740-744 (1889)].

2117. J 2 e.
PUCC! (Enrico). Sul modo di ricercare la vera espressione delle leggi della na-
tura dalle curve empiriche. [M. 4. L. R., s. IV, v. VI, pp. 316-327 (1889)].

2118. J 4, I12. p
FRATTINI (Giovanni). Intorno alla generazione dei gruppi d’operazioni e ad un
teorema d’Aritmetica, [R. 4. L. R, 5. IV, v. II, 1° sem,, pp. 16-19 (1885-86)].

2119. J 4.
CESARO (Ernesto). Intorno a taluni gruppi di operazioni. [R. 4. L. R., s. IV,
v, II, 2° sem., pp. 35-39 (1885-86)].
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2120. J 4 a.
FRATTINI (Giovapni). Intorno ad alcune proposizioni della teoria delle sosti-
tuzioni. (M. 4. L. R, s. Ill, v. XVIII, pp. 487-513 (1882-83)].

2121. J 4 a.
CAPELLI (Alfredo). Sopra la composizione dei gruppi di sostituzioni. [M. 4. L. R.,
s. IlI, v. XIX, pp. 262-272 (1883-84)].

2122. J 4 a.
FRATTINI (Giovanni). I gruppi a k dimensioni. [T. 4. L. R., s. I, y. VIII,
pp- 260-264 (1883-84)].

2123. J4a.
FRATTINI (Giovanni). Intorno alla generazione dei gruppi di operazioni. L
[R. 4. L. R., 5. IV, v. I, pp. 281-285 (1884-85)].

2124. J 4 a.
FRATTINI (Giovanni). Intorno alla gencruzione dei gruppi di operazioni. IL
[R. 4. L. R, s. IV, v. I, pp. 455-456 (1884-85)].

2125. J 4 a o,
FRATTINI (Giovanni). I gruppi transitivi di sostituzioni dell’istesso ordine e

grado. [M. 4. L. R., s. 111, v. XIV, pp. 143-172 (1882-83)].

2126. J 4 c.

SPINA (Carlo). Sul numero dei valori delle funzioni algebriche razionali le quali
contengono un dato numero di lettere; e come si possano formare le fun-
zioni algebriche razionali per le quali esiste un dato numero di valori quan-
do si permutano le lettere fra loro. [N. L. 4., t. XXI, pp. 182-238 (1868)).

2127. K6b, O6ra.
TORTOLINI (Barnaba). Sopra un nuovo sistema di variabili introdotte dal
sig. Ossian Bonnet nello studio dzlle proprietd delle superficie curve.
[N. L. 4., t. XXII, pp. 172-187 (1868-69)].

2128. K1le, K18g, K12bf.
LUCAS (Edouard). Sur un principe fondamental de géométrie et de trigonomé-
trie. [M. A. L. R, s. IIL, v. I, pp. 449-456 (1877-78)]
2129. K14 c. $
UZIELLI (Gustavo). Studi di Cristallografia teorica. [M. 4. L. R, v. I, 5. 1II,
pp- 427-480 (1876-77)].
K18 g. (Vedi n° 2128).
2130. L'le, Q4a.
VERONESE (Giuseppe). Nuovi teoremi sull’Hexagrammum Mysticum. [ M. 4. T,
v. 1, s. 11L, pp. 649-703 (1876-77)]-
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2131. L'le, M’3 h{.
CREMONA (Luigi). Teoremi stereometrici dai quali si deducono le proprieta
dell’esagrammo di Pascal. [M. 4.L. R, s.I1L, v. I, pp. 854-874 (1876-77)]-

L'1c. (Vedi n° 2165),
L'6a. (Vedi n° 2133).
2132, L'15f, M'6i,
TORTOLINI (Barnaba). Sull’equazione della curva piana, luogo geometrico di
un punto tale, dal guale condotte due tangenti ad un’ellissi data, I'angolo
delle medesime sia costante, [N. L. 4., t. I, pp. 125-129 (1847-48)].

2133 LS 1B E Sl 6a:
TORTOLINI (Barnaba). Soluzione di due problemi di g:ometria znalitica, pro-
posti negli Annali di Matematica del sig. Terquem nei fasc. di maggio 1850
pag. 181 ¢ di febbrajo 1850, pag. 55 [N. L. 4., t. ITL, pp. 55-60 (1849-50)].

2134. L'16 a.
‘CAVALIERI SAN BERTOLO (Nicol1). Soluzions di un problema di geom:tria
analitica, dalla quale si deduce una notevole proprietd dell’iperbole apol-
loniana. [N. L. 4., t. XIX, pp. rot-107 (1865-66)].

DG B by (0 S i &

BATTAGLINI (Giuseppe). Nota intorno alla conica rispetto alla quale due co-
niche date sono polari reciproche. [4. 4. L. R, t. XXV, pp. 195-202
(1871-72)]. '

2136. L*17a, QL

BATTAGLINI (Giuseppe). Nota sul rapporto anirmonico sezionale e tangenziale

delle coniche. [4. 4. L. R, t. XXVI, pp. 566-576 (1873)].
2137. I* 19.
VOLPICELLI (Paolo). Ricerche analitiche relative al luogo geometrico dei punti

. di tangenza, fra uno, e due sistemi di parallele, con una serie di coniche
omofocali. [N. L. 4., t. XIX, pp. 26-37 (1865-66)].

2138. L' 19.

VOLPICELLI (Paolo). Ricerche analitiche relative al geomztrico luogo, tanto dei
punti di tangenza fra uno, e due sistemi di parallele, con una serie di co-
.niche omofocali; quanto dei punti di intersecazione delle tangenti parallele
di un sistema colle rispettive dell'altro. [N. L. 4, t. XIX, pp. §3-82; 149-
171; 219-243; 268-305 (1865-66)].

2139. L2 2 e. .

CAVALIERI SAN BERTOLO (Nicola). Intorno alle curve piane, che possono es-
sere comprese nella superficie del cono. [N. L. 4., t. XII, pp. 173-180

(1858-59)]."
Rend. Circ. Matem., t. IX, parte 2%,—Stampato il 28 ottobre 1895. 10
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L210 a. (Pedi n® 2140).

2140. L2212, 1210 a.
TORTOLINI (Barnaba). Sulla determinazione della linea geodetica descritta sulla
superficie di un ellissoide a tre assi disuguali secondo il metodo del Cav. J a-
cobi, da esso dato nelle sue lezioni di Meccanica all’Universitd di Keenigs-

berg. [N. L. 4., t. 1V, pp. 287-324 (1850-51)].
L?17 c. (Vedi n® 2223).
L217 g. (Vedi n° 2250).
ar41. M'1, M'4d.

BERTINI (Eugenio). Una proprietd delle curve di ordine # con un punto (z— 2)ple.
[T. 4. L. R, s. 1IL, v. I, pp. 92-95 (1876-77)]-

2142. M'1b.
GUCCIA (Giovanni Battista). Sulla classe e sul numero dei flessi di una curva
algebrica dotata di singolarita qualunque. [R. 4. L. R. 5. 1V, v. V, 1° sem.,
pp- 18-25 (1889)]
2143. M*lec, M'Sg.
DE PAOLIS (Riccardo). Alcune applicazioni della teoria generale delle curve
polari. [M. 4. L. R, s. IV, v. 1L, pp. 265-280 (1885-86)].

2144. M'2 a.
PITTARELLI (Giulio). Studio algebrico-geometrico intorno alla corrispondenza
(1, 2). [M. 4. L. R, s. IV, v. 111, pp. 375-400 (1885-86)].

2145. M*2a, M'5a
PITTARELLI (Giulio). Le cubiche con un punto doppio e la corrispondenza
(1, 2). [M. 4. L. R, 5. IV, v. U, pp. 401-416 (1885-86)].

2146. M'2 a o.
DE PAOLIS (Riccardo). Sulle involuzioni projettive. [R. 4. L. R, s. IV, v. 1],
20 sem., pp. 335-337 (1885-86)].
2147. M' 2 c e
CASTELNUOVO (Guido). Numero delle involuzioni razionali giacenti sopra una
curva di dato genere. [R. 4. L. R., s. IV, v. V, 2° scm., pp. 130-133 (1889)).

2148. M*2d, M'Bef.
BATTAGLINI (Giuseppe). Sui punti sestatici di una curva qualunque. Nota 1.
[R. 4. L. R, s. 1V, v. IV, 2° sem., pp. 238-246 (1888)].

M’ 2 g. (Vedi n° 2252).
M' 3 h. (Vedi n° 2007).
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M 4 d. (Vedi n° 2141).
M: 5 a. (Vedi n° 2145)-
M5 e p. (Vedi n® 2148).
2149. M' 5 g.
CAPORALI (Ettorc). Teoremi sulle curve di terz’ordine. [T. 4. L. R, s. III,
v. 1, pp. 232-236 (1876-77)].
M: 5 g. (Vedi n° 2143).
2150. M' 5 i.
CAPORALI (Ettore). Teoremi sui fasci di curve del terz’ordine. [T.°4. L. R.,
s. I, v. I, pag. 236 (1876-77)].
2151 M'Biy. :

KANTOR (S.). Una semplice generazione della curva Jacobiana di una
rete di curve del 3¢ ordine. [T. 4. L. R,, s. 11, v. 11, pp.93-95 (1878-79)].

M* 6 i (Fedi n° 2132).
M’ 6 ko, (Pedi n® 2034).

2152. M'61, A4d
BRIOSCHI (Francesco). Sopra una classe di curve del 4° ordine. [T. 4. L. R,
s. 111, v. VIII, pp. 164-168 (1883-84)].

M 6L (Vedi n® 2236).

2153. M*1a.

VANECEK (M. N.). Sur la génération des surfaces et des courbes gauches par
des faisceaux de surfaces. [R. 4. L. R, s. IV, v. 1, pp. 130-133 (1884-85)]-

2154. M*1a.
JUNG (Giuseppe). Sulle superficie generate da due sistemi Cremoniani reciproci
di grado m. |[R. 4. L. R, s. IV, v. I, pp. 762-767 (1884-85)].

2155. M*1a. y
JUNG (Giuseppe). Sui sistemi Cremoniani reciproci di grado m. Nota IL
[R. 4. L. R, 5. 1V, v I, pp. 773-774 (1884-85)].

a156. M*1a.
JUNG (Giuseppe). Sui sistemi Cremoniani reciproci di grado m. Nota IIL
[R. 4. L. R, s 1V, v. 1, pp. 810-8r2 (1884-85)].

2157. M?1a.
JUNG (Giuseppe). Sulle superficie generate da tre sistemi deducibili I'uno dal-
P'altro mediante trasformazioni birazionali. [R. 4. L. R., s. IV, v.1[, 1°5em,,
pp. 85-89 (1885-86)].
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2158. M*1b.
GUCCIA (Giovanni Battista). Su una propricta delle superficie algebriche dotate
di singolaritd qualunque. [R. 4. L. R, s. 1V, v. V, 1° sem, pp. 349-353

(1889)].

2159. M*1b, P4gqg.
GUCCIA (Giovanni Battista), Sulla intersezione di ‘tre superficie algebriche in
un punto singolare e su una questione relativa alle trasformazioni razionali
nello spazio. [R. 4. L. R,s. IV, v. V, 1° sem., pp. 456-461 (1889)].

2160. M*1b.
GUCCIA (Giovanni Battista). Nuovi teoremi sulle superficie algebriche dotate di
singolarita qualunque, [R. 4. L. R.,s.IV,v. V, 1°sem., pp. 490-497 (1889)].

2161. M? 2 h. :
PIERI (Mario). Sulle normali doppie di una superficie algebrica. [R. 4. L. R,
s. IV, v, II, 2° sem., pp. 40-42 (1885-86)].
2162. M2 3.

DE PAOLIS (Riccardo). Ricerche sulla superficie del terzo ordine. [M, 4. L. R,,
s. III, v. X, pp. 123-160 (1880-81)].

2163. M? 3 b.
BRIOSCHI (Francesca). Sopra una proprieta dei piani tritangenti ad una super-
ficie cubica. [M. 4. L. R., s. II, v. IlI, pp. 257-259 (1875+76)].
M2 3 h f. (Vedi n® 2131).
M2 4 d. (Vedi n° 2246).
2164 M2 4 f, M?9e, :
CHIZZONI (Francesco). Sopra una certa famiglia di superficie che comprende una
nuova famiglia di ciclidi, [R. 4. L. R.,, s. 1V, v. II, 1° sem., pp. 476-482
(1885-86)]. :
2165. M* 4k, L'lc, Q4a.
CAPORALI (Ettore), Sopra i piani ed i punti singolari della superficie di
Kummer. [M. 4. L. R, s. III, v. II, pp. 791-810 (1877-78)].

M? 6. (Vedi n® 2254).

2166. M2 7 a.
SEGRE (Corrado). Intorno alla geometria su una rigata algebrica. [R. 4. L. R,,
s. 1V, v. IlI, 2° sem., pp. 3-6 (1887)].

2167 M2 Tc B M7 D
CHIZZONI (Francesco). Sulle superficie e sulle linee che si ottengono come luo-
gn o come inviluppo delle rette congiungenti i punti corrispondenti di due
curve omografiche piane. [M. 4. L. R, s. III, v. III, pp. 69-116 (1878-79)].
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2168. M* 8 b. ;
VISALLI (Pietro). Sopra una serie di superficie rappresentabili punto per punto
sopra un piano. Nota L. [R. 4. L. R, s. IV, v. 11, 2°sem., pp. 80-84 (1885-86)].

2169. M* 8 b.
VISALLI (Pietro). Sopra una serie di superficie rappresentabili punto per punto
sopra un piano. Nota Il (R. 4. L. R., 5. IV, v. IT, 2°sem., pp. 84-87 (1885-86)].

2170. M*9b, Rb5a.
BATTAGLINI (Giuseppe). Nota intorno ad una superficie di 8° ordine, [4. 4. L. R.,
s. IL, v. 1L, pp. 244-249 (1874-75)]

M* 9 e. (Vedi n° 2164).
M31a. (Vedi n° 2240).

2171. M3 2 d.
PIERI (Mario). Sulle normali doppie di una curva gobba algebrica. [R. 4. L. R.,
s. IV, v. II, 1° sem., pp. 327-329 (1885-86)].

M3 5 e. (Fedi ni 2220, 2249).

2172. M3 6d, T6.
VOLPICELLT (Paolo). Ricerche analitiche sul bifilare tanto magnetometro, quanto
elettrometro; sulla curva bifilare; e sulla misura del magnetismo terrestre,
[N. L. 4,5 t. XVII, pp. 331-356; t. XVIIL, pp. 1-16, 279-315 (1863-C4; 1864-65)].

M*, (Vedi n° 2192).

2173. M*a, 02p. :
FABRI (Ruggiero). Sulle curve cicloidali. [N. L. 4., t. X, pp. 225-235 (1856-57)].
2174. M*a, 0O2p.
FABRI (Ruggiero). Sulla curvatura delle linee cicloidali. |[N. L. 4.,t. X, pp. 387-
392 (1856-57)].
2175. M*ta, O2p.

FABRI (Ruggiero). Alcuni teoremi risguardanti la rettificazione e quadratura
delle cicloidali. [N. L. 4., t. XI, pp. 399-404 (1857-58)].

2176. N*1b, N?1c¢c, QL
D’OVIDIO (Enrico). Alcune proprieta metriche dei complessi e delle congruenze
lineari in Geometria proiettiva, [M. 4. L. R., s. 1, v. IIl, pp. 260-268

(1875-76)].

2177. N*'1b, P6d .
CREMONA (Luigi). Sulla corrispondenza fra la teoria dei sistemi di rette e la
teoria delle superficie. [M. 4. L. R.,;s. 1I, v. 11I, pp. 285-302 (1875-76)).
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2178. N'1b.
PORCHIESI (Augusto). Una rappresentazione del complesso linearesullo spazio
ordinario. [M. 4. L. R, s. IV, v. I, pp. 610-621 (1884-85)].

2179. N*'1le, QL
D’OVIDIO (Enrico). Sulle reti di complessi lineari nella Geometria metrico-
proiettiva. [M. 4. L. R., s. IT, v. IIl, pp. 561-581 (1875-76)].

2180. N'le, QL
D’OVIDIO (Enrico). Le serie triple e quadruple di complessi lineari nella Geo-

metria metrico-proiettiva. [M. 4. L. R, s. I, v. 1L, pp. 723-746 (1875-76)].

2181. N'le.
DE PAOLIS (Riccardo). Fondamenti di una teoria dello spazio generato dai
complessi lineari. [M. 4. L. R., s, IV, v. I, pp. 205-231 (1884-85)].

2182, N'le, N?le.
CAPORALI (Ettore). Sui complessi e sulle congruenze di 2° grado. [M. 4. L. R.,
s. LI, v. II, pp. 749-769 (1877-78)].
2183. N'le.
BATTAGLINI (Giuseppe). Sui complessi di secondo ordine. [T. 4. L. R, s. ITI,
v. 11, pp. 43-44 (1878-79)].
2184. N'le.
BATTAGLINI (Giuseppe). Sui complessi di secondo grado. [M. 4. L. R, s. 11,
v. 1L, pp. 35-44 (1878-79)].

N*1h. (Vedi n° 2232).
N?1c. (Vedi n® 2176).
N21le. (Vedi n° 2182).

2185. N21¢F
BERTINI (Fugenio). Sulla congruenza di 2° ordine, 6* classe e 1% specie, do-
tata soltanto di superficie focale. [T. 4. L. R, s. I, v. IV, pp. 30-31
(1879-80)]. :

2186. N*1g.
PANNELLI (Marino). Sopra le congruenze generate da due superficie di cui i
punti si corrispondono univocamente. [M. 4. L. R., s. IV, v. VI, pp. 216-

229 (1839)].

2187. N3 d. $
ARMENANTE (A.) Generazione dei connessi di 2° ordine e 2* classe. [M. 4. L. R.,
s. 11, v. 111, pp. 123-128 (1875-76)].
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2188. N3 £
LAZZERI (Giulio). Sopra i sistemi lineari di connessi quaternari (1, 1). [M. 4, L. R,
s. 1V, v. IV, pp. 259-272 (1887)].

2189. N*1b, QL
BATTAGLINI (Giuseppe). Notasui circoli nella geometria non euclidea. [4. 4. L. R.,

s. 1L, v. 1, pp. 53-61 (1873-74)].

N+2a, (Vedi ni 2251, 2255).

2190. 02b, R3ec. y
FABRI (Ruggiero). Sull’uso de’ principii meccanici, nella ricerca delle proprieta
geometriche delle curve. [N. L. 4., t. VI, pp. 73-76 (1852-53)].

.2191. 0 2 h, -
TORTOLINI (Barnaba). Sopra le differenti formole esprimenti i raggi delle due
curvature di una linea tracciata sulla superficie di una sfera. [N. L. 4,,t. IV,

pp- 555568 (1850-51)].
O 2p. (Vedi ni 2173, 2174, 2175).

2192. 02 q, M*.
CALLEGARI (Pictro). Equazioni generali ai luoghi geometrici, ed applicazioni.
[N. L. 4., t. VII, pp. 179-218; 251-274 (1853)].

2193. 0 3f, OBia,

GREMIGNI (Michele). La teoria delle sviluppoidi e le superficie che hanno un
sistema di linee di curvatura circolari. [M. 4. L. R, s. I1I, v. XV, pp. 3-43
(1882-83)].

2194. O 5.

MAINARDI (Gaspare). Sulla teoria generale delle superficie. [N. L. 4., t. IV,

pp. 591-611 (1850—51)]:
2195. O 5.

MAINARDI (Gaspare). Pensieri intorno vari argomenti. VI. Su la teorica gene-
rale delle superficie. [N. L. 4., t. XXIII, pp. 220-229 (1869-70)].

2196. 05a, Obb.
JUNG (Giuseppe). Nuovi teoremi a complemento della regola di Guldin e
proprieta della spirale:

sen0
0"

r=a

[T. 4. L. R., s. 111, v. VLI, pp. 97-100 (1832-83)].
0 5 d. (Vedi n° 2327).
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O 5ioa (Vedi n°2193).

2197. 06k, O &En. .
PUCCI (Enrico). Dell’angolo caratteristico ¢ delle linee caratteristiche di unma
superficie. [R. 4. L. R, s. IV, v. V, 1° sem., pp. 501-507 (1889)].

2198. O 5 n.,
REINA (Vincenzo). Di alcune proprietd delle linee caratteristiche. [R. 4. L. R.,
s. IV, v. V, 1° sem., pp. 881-885 (1889)].

2199. 06p, CG2h
TORTOLINI (Barnaba). Sul valore della curvatura totale di una superficie e
sull’uso di questo valore nella determinazione di alcuni integrali definiti du-
plicati. [N. L. 4, t. TV, pp. 53-70 (1850-51)].

22000 065q, 06 q
PADOVA (Ernesto). Sulla teoria delle coordinate curvilinee. Nota IL [R. 4. L. R.,
s. IV, v. IV, 29 sem., pp. 369-376 (1888)].

2201. 06q, O6q.
PADOVA (Ernesto). Sulla teoria delle coordinate curvilinee. Nota IL [R. 4. L. R.,
s. 1V, v. IV, 2° sem., pp. 454-461 (1888)].

2202. 0 6 q.
REINA (Vincenzo). Sagli oricicli delle superficie pseudosferiche. [R, 4. L. R.,
s. IV, v. V, 1° sam,, pp. 448-456 (1889)]. .

2203. 06h, QL
BIANCHI (Luigi). Sulle superficie d’area minima negli spazi a curvatura co-
stante. [M. 4. L. R, s. IV, v. IV, pp. 503-519 (1887))].

2204. 06k, Q1
BIANCHI (Luigi). Sull’applicabilitd delle superficie degli spazi a curvatura co-
stante. (M. 4. L. R, s. I, v. II, pp. 479-484 (1877-78)].

2205. 0 6 k.
VOLTERRA (Vito), Sulla deformazione delle superficie flessibili ed inestendi-
bili. [R. 4. L. R., s. IV, v. I, pp. 274-278 (1884-85)].

2206. O 6 k.
BIANCHI (Luigi). Sulla equazione a derivate parziali del Cay lecy nella teoria
delle superficie. [R. 4. L. R., s. IV, v. IV, 1° sem., pp. 442-445 (1888)].

2207. O 6 n.
PIZZETTI (Paolo). Sulle rappreseatazioai geografiche conformi, Nota I. [RediLaR:;
s. IV, v. I, pp. 599-605 (1834-85)].
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2208. O 6 n.
PIZZETTI (Paolo). Sulle rappresentazioni geografcheconformt.Nota II.[R. 4. L.R.,
s. IV, v, I, pp. 628-632 (1884-85)].

2209. O 6 p.
BIANCHI (Luigi). Sopra una classe di sistemi tripli di superficie ortogonali.
[T. 4. L. R, s. 1L, v. VII, pp. 46-47 (1882-83)].

2210. O 6 p.
BIANCHI (Luigi). Sopra i sistemitripli ortogonalidi Weingarten,[R. 4, L. R.,
s. IV, v. I, pp. 163-166 (1884-85)].

2211. O 6 p. :
BIANCHI (Luigi). Sopra i sistemi tripli ortogonalidi Weingarten. [R. 4. L. R.,
s. IV, v. I, pp. 243-246 (1884-85)].

2212. 0 6 p.
BIANCHI (Luigi). Sopra i sistemi tripli di superficie ortogonali che contengono
un sistema di superficie pseudosferiche. [R. 4. L. R., s. IV, v, II, 1° sem.,,
pp- 19-22 (1885-86)].

2213. O 6 p.
BIANCHI (Luigi). Sui sistemi di Weingarten negli spazi di curvatura co-
stante. [M. 4. L. R, s. IV, v. IV, pp. 221-256 (1887)].

0 6 q. (Vedi ni 2200, 2201).
O 6 ro. (Fedi n° 2127).
O 6 rf. (Fedi n° 2327).

2214. 0 7 a.
BIANCHI (Luigi). Sopra i sistemi doppiamente infiniti di raggi (congruenze).
[R 4. L. R, s. IV, v, I, 1° sem., pp. 369-370 (1887)].

2215. O 8.
CESARO (Ernesto). Formole fondamentali per I’analisi intrinseca delle curve,
[R. 4. L. R, s. IV, v. V, 2° sem,, pp. 165-170 (1889)].

2216. O 8 d.
GAUTERO (Giacinto). Sul movimento di una superficie che ne tocca costante-
mente un’altra fissa. [T, 4. L. R, s. II[, v. IV, pp. 106-109 (1879-80)].

5 i o e B R
SEGRE (Corrado). Sulla teoria e sulla classificazione delle omografie in uno
spazio lineare ad un numero qualunque di dimensioni. [M. 4. L. R, s. III,
v, XIX, pp. 127-148]. .
Rend. Circ. Matem., t. IX, parte z“.—-Starnpato il 7 novembre 1895. 11
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Pl (Vedi ni 2248, 2258, 2259).
2218. P1f, Qla.

DE PAOLIS (Riccardo). Sui fondamenti della Geometria Projettiva, [M. 4. L. R.,
s. III, v. IX, pp. 489-503 (1880-81)1.

P 2. (Vedi ni 2258, 2259).

2219. P 2 c. .
HIRST (T. Archer). Sulla correlazione di due piani, [T. 4. L. R, s. III, v. I,

pp. 86-92 (1876-77)].
7 2220. P2¢, Mib5e.

MONTESANO (Domenico). Su le correlazioni polari dello spazio, rispetto alle
quali una cubica gobba & polare a s& stessa. [M. 4. L. R, s. IV, v. LI,
pp. 105-115 (1885-86)].

2221. P 2 c.

VISALLI (Pietro). Sulle correlazioni in due spazi a tre dimensioni. [M. 4. L. R,,

s. 1V, v. I, pp. 597-671 (1885-86)] :

2222. P 2 c.
VISALLI (Pietro). Sulle correlazioni (in duz spazi a tre dimensioni) che soddi-
sfanno a dodici condizioni elementari. [R. 4. L. R., s. IV, v. IIL, 1° sem.,

pp. 118-124 (1887)].
2223. P2d, L*17c. :
BATTAGLINI (Giuseppe). Nota intorno alla quadrica rispetto alla quale due
quadriche date sono polari reciyroche tra di loro. [4. 4. L. R., t. XXVI,
pp. 5-16 (1872-73)].
P 2d. (Vedi n® 2135).

2224. P 4 a.
LAZZERI (Giulio). Sulle reciprocitd birazionali nel piano. [R. 4. L. R, s. IV,
v. II, 2° sem,, pp. 61-67 (1885-86)].

P 4a. (Vedi n° 2239).
2225. P4g.

DE PAOLIS (Riccardo). Alcunz particolari trasformazioni involutorie dello spazio. |
Nota I%, [R. 4. L. R., s. TV, v. I, pp. 735-742 (1884-85)].

2226. P4 g.
DE PAOLIS (Riccardo). Alcune particolari trasformazioni involutorie dello spazio.

Nota II*. [R. 4. L. R, s. IV, v. I, pp. 754-758 (1884-85)].

2227. P4 g.
LAZZERI (Giulio). Sulle reciprocitd birazionali nello spazio. [R. 4. L. R, s. IV,
v, II, 2° sem., pp. 73-79 (1885-86)].
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2228. P4 g.
CHIZZONI (Francesco). Sopra una certa famiglia di superficie che s’incontrano
in una trasformazione involutoria di terzo grado nello spazio. [R. 4. L. R,
s. IV, v. II, 1° sem., pp. 470-476 (1885-86)].

2229. P4 g.
MONTESANO (Domenico). Su le trasformazioni involutorie dello spazio che de-
terminano un complesso lineare di rette, Nota I. [R. 4. L. R, s. 1V, v. IV,
1° sem., pp. 207-215 (1888)]. :

2230. P 4 g.
MONTESANO (Domenico). Su le trasformazioni involutorie dello spazio che de-
terminano un complesso lineare di rette. Nota II. [R. 4. L. R,, s. IV, v, IV,
1% sem., pp. 277-285 (1888)].

2231. P4 g.
MONTESANO (Domenico). Sulle reciprocita birazionali nulle dello spazio.
[R. 4. L. R,s. IV, v. IV, 1° sem., pp. 583-590 (1888)].

2232. P4g, N'lh
MONTESANO (Domenico). Su la trasformazione involutoria dello spazio che
determina un complesso tetraedrale. [R. 4. L. R, s. IV, v. V, 1° sem,,
pp- 497-501 (i889)].
2213. P4 g.
MONTESANO (Domenico). Su le trasformazioni involutorie dello spazio nelle

quali ai piani corrispondono superficie di ordine # con una retta (» — 2)-pla.
[R. 4 L R,s 1V, v. V, 2° sem,, pp. 123-130 (1889)].

P 4g. (Vedi n° 2159).
2234. P 6 a. i
DE PAOLIS (Riccardo). Le trasformazioni piane doppie. [M ARG es i H,
v. L, pp. 511-544 (1876-77)].

2235. P6a, QI
DE PAOLIS (Riccardo). La trasformazione piana doppia di secondo ordine e la
sua applicazione alla geometria non euclidea. [M, 4. L. R, s. III, v, 1,
pp- 31-50 (1877-78)].

2236. P6a, M'61L
DE PAOLIS (Riccardo). La trasformazione piana doppia di terzo ordine, primo
genere, e la sua applicazione alle curve del quarto ordine. [M. 4. L. R,
s. IIL, v. 1L, pp. 851-878 (1877-78)].

2237. P 6 a.
DE PAOLIS (Riccardo). Le trasformazioni doppie deilo spazio. [M. 4. L. R,
s. IV, v. I, pp. 576-608 (1884-85)].
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2238. P 6 a.
JUNG (Giuseppe). Sulle trasformazioni piane multiple. [R. 4. L. R.,s. IV, v. II,
2° sem., pp. 302-306 (1885-86)].

2239. P6a, P4a.
JUNG (Giuseppe). Di due trasformazioni multiple associate a ogni trasforma-
zione birazionale. [R. 4. L. R, s. IV, v. II, 2° sem., pp. 338-344 (1885-36)].

2240. P 6a, M3la.
VISALLI (Pietro). Sulle figure generate da due forme fondamentali di seconda
specie fra le quali esiste una corrispondenza multipla (1, 7) di grado m.
[R. 4. L. R, s. IV, v. 1II, 1° sem., pp. 124-127 (1887)].

2241. P 6 c.
CHIZZONI (Francesco). Sopra le involuzioni nel piano. [M. 4. L. R, s. III,
v. XIX, pp. 301-343 (1883-84)].

P 6 d. (Vedi n° 2177).
P 6 g. (Vedi n® 2253).

2242, Q1, Q2
D'OVIDIO (Euarico). Le funzioni metriche fondamentali n2gli spazi di quante si
vogliano dimensioni e di curvatura costante. [M. 4. L. R, s. III, v, I,

pp- 929-986 (1876-77)].

Q1. (Vedi ni 2136, 2176, 2179, 2180, 2189, 2203, 2204, 2235,
2342, 2379)
2243. Qla.
VERONESE (Giuseppe). 1l continuo rettilineo, e 'assioma Vdi Archimede.
[M. 4. L. R, s. IV, v. VI, pp. 603-624 (1839)].

Q1la. (Vedi n° 2218).

2244. Q 2.
VERONESE (Giuseppe). Alcuni teoremi sulla geometria a # dimensioni, Nota I,
[T. 4. L. R, s. IlI, v. V, pp. 303-304 (1880-81)].

2245. Q 2,
VERONESE (Giuseppe). Alcuni teoremi sulla geometria a n dimensioni. Nota II.

[T. 4. L. R,s. III, v. V, pp. 333-338 (1880-81)].

2246, Q 2, M*4d.
VERONESE (Giuseppe). La superficie omaloide normale a due dimensioni e del
quarto ordine dello spazio a cinque dimensioni e le sue projezioni nel piano
e nello spazio ordinario, [M. 4. L. R., s. LI, v. XIX, pp, 344-371 (1833-84)).
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2247. Q 2. )
CASSANI (Pietro). Gli angoli degli - spazi-linearii [R. 4. L. R, s. IV, %

Pp- 133-136 (1884-85)].

2248. 02, Pl
SEGRE (Corrado). Sugli spazi fondamentali di un’omografia. [Red Lok TV,
v. II, 19 sem., pp. 325-327 (1885-86)].

2249. Q2, M35 e,
CASSANI (Pietro). Un teorema generale sulle linee normali degli spazi dispari.
[R. 4. L.R,s. 1V, v. I, 1° sem., pp. 482-484 (1885-86)].

2250. 02, L17gq.
BERTINI (Eugenio). Sui fasci di quadriche in uno spazio ‘ad n dimensioni.
[R. 4. L. R, s. IV, v. II, 2° sem,, pp. 208-211 (1885-86)].

2251.02, N+2a.
PIERI (Mario). Sul principio di corrispondenza in uno spazio lineare qualunque
ad n dimensioni. [R. 4. L. R., s. IV, v. III, 1° sem., pp. 196-199 (1887)].

2252. 02, M'2g.
SEGRE (Corrado). Sulle varietd algebriche composte di una serie semplicemente
infinita di spazi. [R. 4. L. R. s. IV, v. TII, 2° sem., pp. 149-153 (1887)].

2253. 02, P6ag
ASCHIERI (Ferdinando). Sulla curva normale di uno spazio a quattro dimen-
sioni. [M. 4. L. R, s. IV, v. IV, pp. 172-180 (1887)].

2254. Q 2, M?6.
BORDIGA (Giovanni). La superficie del 6° ordine, con dieci rette, nello spazio
Ry ; e le sue projezioni nello spazio ordinario. [M. 4. L. R, s. IV, v. 1V,
pp. 182-203 (1887)].

2255. 02, N*2a.
CASTELNUOVO (Guido). Numero degli spazi che segano pill rette in uno spazio
ad n dimensioni. [R. 4. L. R, s. IV, v. V, 29 sem., pp. 71-78 (1889)].

Q 2. (Vedi ni 2217, 2242).
2256, Q 3 a.
TONELLI (Alberto). Osservazioni sulla teoria della connessione. [4. 4, L. R.,
s. II, v. II, pp. 594-601 (1874~75)].
2257. Q 3 a,

BORTOLOTTI (Ettore). Sopra un teorema della teoria della connessione, [RIGCEVR,
s. IV, v. V, 29 semy, pp. 229-234 (1889)].
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2258. Q4a, P1l, P2
VERONESE (Giuseppe). Sopra alcunc notevoli configurazioni di punti, rette e
piani, di coniche ¢ di superficie di 2° ording. [ el T Raije s 2L v 1V,

pp. 132-149 (1879-80)].

2250.Q04a;, Pl P2
VERONESE (Giuseppe). Sopra alcune notevoli configurazioni di punti, rette e piani,
di coniche e superficie di 2° grado e di altre curvee superficie [M. 4. L. R,,
s. I, v. IX, pp. 265-343 (1880-81)].

Q 4 a. (Vedi ni 2130, 2165).

2260. Q 4 b.

VOLPICELLI (Paolo). Soluzione completa e generale, mediante la geometria di
situazione, del problema relativo alle corse del cavallo sopra qualunque scac-
chiere. [4. 4. L. R, t. XXV, pp. 87-160, 364-454; t. XXVI, pp. 49-187,
241-325 (1871-72, 1872-73)].

2261. R1e.
CHELINI (Domenico). Dimostrazione nuova del parallelogrammo de’ moti ro-

tatori. [N. L. 4., t. IV, pp. 377-380 (1850-51)].

2262. R 3.
BELLAVITIS (Giusto). Sulla Statica. [M. 4. L. R, s. IlI, v. V, pp. 29-42
(1879-80)].
R 3 c. (Vedi n® 2190).

2263. R4 b a.
MORERA (Giacinto). Sull’equilibrio delle superficie flessibili ed inestendibili.
[T. 4. L. R, s. 1L, v. VII, pp. 268-270 (1882-83)].

2264. R4 b a.
VOLTERRA (Vito). Sull’equilibrio delle superficie flessibili ed inestendibili,
Nota L [T 4. L. R, s. III, v. VIII, pp. 214-217 (1883-84)].

2265. R4 b a,

VOLTERRA (Vito). Sull’equilibrio delle superficie flessibili ed inestendibili.
Nota II. [T. 4. L. R, s. III, v. VIII, pp. 244-246 (1883-84)].

2256. R4 b «.
PADOVA (Ernesto). Ricerche sull’equilibrio delle superficie fllessibili ed inesten-
dibili. Nota I. [R. 4. L. R, s. IV, v. I, pp. 269-274 (1884-85)].

2267. R4 b «.
PADOVA (Ernesto). Ricerche sull’equilibrio delle superficie flessibili ed inesten-
dibili. Nota 1I. [R. 4. L. R.. s. IV, v. 1, pp. 306-309 (1884-85)].
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2268. R 4 c.
GEBBIA (Michele). Sugli sforzi interni dei sistemi articolati. [M. 4. L. R., s. III,
v. XII, pp. 259-273 (1831-82)].

2269 R4 d
FAVERO (Giovanni Battista). Intorno alle figure reciproche della Statica gra-
fica. [4. 4. L. R, s. II, v. II, pp. 455-495 (1874-75)]

2270. R 4 d.
SAVIOTTI (Carlo). Sopra alcuni punti di Statica grafica. [M. 4. L. R,s. 1II,

v. I, pp. 704-740 (1876-77)].

2271. R4d,
PADELLETTI (Dino). Figure alternam:nte reciproche ottenute mediante lo spo-
stamento finito di un sistema rigido ¢ diagrammi reciproci piani che se ne
deducono. [T. 4. L. R, s. 1L, v. III, pp. 120-121 (1878-79)].

2272, R 4 d. ;
SAVIOTTI (Carlo). Sopra un nuovo metodo generale di composizione delle forze
¢ sua estensione al calcolo delle travature reticolari. [M. 4. L. R, s. III,

v. III, pp. 240-247 (1878-79)].

2273. R4da
FAVERO (Giovanni Battista). La determinazione grafica delle forze interne nelle
travi reticolari. [M. 4. L. R., s. ILI, v. II, pp. 201-273 (1877-78)].

2274. R4 d w. 4
SAVIOTTI (Carlo}. Le travature reticolari a membri caricati. [M. 4. L. R., s. 1II,

v. IL, pp. 523-532 (1877-78)].
2275. R4 d «.

GUIDI (Camillo). Sulla determinazione grafica delle forze interne negli archi me-
tallici. [M. 4. L. R., s. 11L, v. IV, pp. 3-18 (1878-79)].

2276, R4 d «.
GUIDI (Camillo). Sulla determinazione grafica de!le forze interne nelle travi omo-
g:nee e nelle travi reticolari appoggiate agli estremi e soggette ad un soprac-
carico mobile. [M. 4. L. R., s. 111, v. V, pp. 3-28 (1879-80)].

2277. R4d .
GEBBIA (Mich:le). Determinazione grafica degli sforzi interni nelle travature re-
ticolari con aste sovrabbondanti. [M. 4. L. R, s. III, v. IX, pp. 467-479
(1880-81)].

2278. R 5 a.
FAVERO (Giovanni Battista). Intorno ad un recente studio sulla gravita.
[R. 4. L. Ry 5. IV, v. IV, 1° sem., pp. 310-313 (1888)].



88 REPERTORIO BIBLIOGRAFICO.
R 5 a. (Vedi n° 2170).

2279. R 5 a «.
KELLER (Filippo). Sullattrazione del parallelepipedo. [4. 4. L. R, t. XXV,

pp. 317-328 (187:-72)].

2280. R 6 a a.
BETTI (Enrico). Sopra la funzione potenziale di una ellissi omogenea. [4. 4. L. R.,
s. 11, v. II, pp. 262-263 (1874-75)].

2281. Rb6aua.
BELTRAMI (Eugenio). Sull’ attrazione di un anello circolare od ellittico.
[M. 4. L. R, s. III, v. V, pp. 183-194 (1879-80)).

2282. R 5 b.
DINI (Ulisse). Sulla funzione potenziale dell’ellissi e dell’ellissoide. [4. 4. L. R.,

s. II, v. 11, pp. 689-707 (1874-75)].

2283. R 5 b.
GLASER. Distribuzione di materia agente sulla superficie di un elissoide, per
ottenere nellinterno di detto solido una data azione costante in grandezza
e direzione. [T. 4. L. R., s. I, v. VIL, pp. 224-227 (1882-83)).

2284. R 6 b.
BETTI (Enrico). Sopra una estensione dei principi generali della dinamica.
[T. 4. L. R, s. 111, v. 11, pp. 32-33 (1877-78)].

2285. R 6 b.
SIACCI (Francesco). Teorema fondamentale nella teoria delle equazioni canoniche

del moto. [M. 4. L. R, s. III, v. XII, pp. 423-436 (1881-82)].

2286. R6 b y.
SIACCI (Francesco). Sopra una proposizione di Jacobi. [T. 4. L, R, s. III,
v. IV, pp. 236-240 (1879-80)].

2287. R 7 4.
CERRUTI (Valentino). Sopra una trasformazione delle equazioni del moto diun
punto materiale. [T. 4. L. R, s. III, v. III, pp. 196-197 (1878-79)].

2288. R 7 a.
CESARO (Ernesto). Formole relative al moto d’un punto. [R. 4. L. R, s. IV,
v. IV, 1° sem., pp. 18-19 (1888)]. -

2289. R7 b 3.
AZZARELLI (Mattia). Moto d:i proiztti nei mezzi resistenti. [N. L. 4., t. XVI,

pp- 1071-1091 (1862-63)].
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2290. R7f
BATTAGLINI (Giuseppe). Sul movimento per una linea di 2° ordine. [T. 4. L. R.,
s. 1L, v. I, pp. 211-212 (1876-77)].

229. R7 £ :
BATTAGLINI (Giuseppe). Sul movimento per una linea di 2° ordine. [M. 4. L. R.,
s. 1L, v. I, pp. 631-638 (1876-77)].

2292z R7g.
VOLPICELLI (Paolo). Del moto rettilineo lungo un sistema *di piani diversa-
mente inclinati, e contigui. [N. L. 4., t. XIII, pp. 417-431, 478-490; t. XIV,
pp. 107-120 (1859-60, 1860-61)].

2293. R7g. ;

VOLPICELLI (Paolo). Appendice alla memoria del moto rettilineo, lungo un si-

stema di piani diversamente inclinati, e contigui. [N. L. 4., t. XIV, pp. 181-
192 (1860-61)].

2294. R7 g §.
DE SAINT-ROBERT (Paul). Du mouvement d’un pendule simple suspendu dans

une voiture de chemin de fer. [M. 4. L. R,s. I, v. III, pp. 277-291
(1878-79)].

2295. R 8 a.
VOLPICELLI (Paolo). Dimostrazione di un teorema di meccanica, enunciato, e
non dimostrato, da Poisson. [4. 4. L. R,s. Il v. I, pp. 62-67 (1873-74)].

2296. R 8 a,
CERRUTI (Valentino). Intorno ai movimenti non periodici di un sistema di
punti materiali. [M. 4. L. R, s. II, v. 111, pp. 244-249 (1875-76)].

2297. R 8 a,

CERRUTI (Valentino). Intorno alle piccole oscillazioni di un corpo rigido in-
teramente libero. [M. 4. L. R., s. III, v. I, pp. 345-370 (1876-77)].

2298. R 8 a.
PALADINI (Bernardo). Sul movimento di rotazione che prende nel vuoto od
in un fluido incomprensibile un corpo soggetto a forze di potenziale:

H, cos* -} H, cos 6.
[R. 4. L. R, s. IV, v. IV, 1° sem., pp. 187-196 (1888)].

2299. R 8 a «.
CHELINI (Domenico). Nuova dimostrazione elementare delle proprieti fonda-
mentali degli assi coniugati di rotazione e degli assi permanenti. [INHEE A
t. XXIL, pp. 147-155 (1868-69)].
Rend. Circ. Matem., t. IX, parte 2*.—Stampato il 13 novembre 1895. 13
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2300. R8 aa.
GEBBIA (Michele). Su due proprietd della rotazione spontanea dei corpi.
[M.A.L.R., s. IV, v. I, pp. 326-333 (1884-85)].

2301. R8ca.
PADOVA (Ernesto). Proprietd del moto di un corpo di rivoluzione soggetto a
forze che hanno la funzione potenziale Hcos*%, Nota L. [R. 4. L. R.,, 5. IV,
v. I, 1° sem,, pp. 135-140 (1885-86)].

2302. R 8 c a.
PADOVA (Ernesto). Proprieta del moto di un corpo di rivoluzione soggetio a
forze che hanno la funzione potenziale Hcos* 5. Nota I [R. 4. L. R, s. IV,
v. II, 1° sem., pp. 168-174 (1885-86)].

2303. R8cy.
CRESCINI (Ezio). Sul moto di una sfera che rotola su di un piano fisso, [R. 4. L. R,,
s. IV, v. V, 1° sem., pp. 204-209 (1889)].

2304. R8 e.
BETTI (Enrico). Sopra il moto di un sistema di un numero qualunque di punti,
[T. 4. L. R, s. III, v. I, pp. 129-130 (1876-77)]

2305. R 8 e.
SIACCI (Francesco). Sulle forze atte a produrre eguali spostamenti. Nota I.
[R. 4. L. R.,,s. IV, v. V, 1° sem., pp. 626-630 (1839)].

2306. R 8 e.
SIACCI (Francesco). Sulle forze atte a produrre eguali spostamenti. Nota II,
[R. 4. L. R, s. IV, v. V, 1° sem,, pp. 856-860 (1889)].

2307. R 8 fa,
CERRUTI (Valentino). Nuovo teorema generale di meccanica. [T. 4. L. R,
s. III, v. II, pp. 75-76 (1877-78)].

2308, R 9 b,
VOLPICELLI (Paolo). Teorica elem:ntare dell’urto fra solidi, qualunque sia la
natura e la forma dei medesimi, supposti perfettamente liberi. [N. L. 4.,
t. I, pp. 152-169 (1847-48)].

2309. S 2 a.
MORERA (Giacinto). Sui moti elicoidali dei fluidi, [RECHGELE R s AV vV,
1° sem,, pp. 611-617 (1889)].

2310. S 6 b,
SIACCI (Francesco). Sugli angoli di massima gittata. [R. 4. L. R, 5. IV, v. I1I,
2° sem., pp. 211-216 (1887)]
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23 T2,
VOLPICELLI (Paolo). Sulla dottrina di Galileo, circa la resistenza relativa
delle travi, [4. 4. L. R., t. XXIV, pp. 448-461 (1870-71)].

2312. T 2 a.
MENABREA (Luigi Federico). Sulla determinazione delle tensioni ¢ delle pres-
sioni ne’ sistemi elastici. [4. 4. L. R, s. 11, v. II, pp. 201-229 (1874-75)].

2313, T2 a.
CERRUTI (Valentino). Sopra un teorema del sig. Menabrea, [4. 4. L. R,

s. IL, v. II, pp. 570-581 (1874-75)].
2314. T 2 a, :
CERRUTI (Valentino). Sulle vibrazioni dei corpi elastici isotropi. [M. 4. L. R.,
s. JII, v. VIII, pp. 361-389 (1879-80)].

2315. T 2 a.
CERRUTI (Valentino). Ricerche intorno all’equilibrio dei corpi elastici isotropi.
[M. 4. L. R, s. III, v. XIII, pp. 81-123 (1881-82)],

2316, T 2 a.
CERRUTI (Valentino). Sulla deformazione di uno strato isotropo indefinito li-
mitato da due piani paralleli. [R. 4. L. R., 5. IV, v. I, pp. 521-522 (1884-85)].

2317. T 2 a.

CERRUTI (Valentino). Sulla deformazion: di un corpo elastico isotropo per al-
cune condizioni speciali ai limiti, [R. 4. L. R, s. IV, v. IV, 1° sem.,,
pp- 785-792 (1888)].

2318, T 2 a.

CESARO (Ernesto). Moti rigidi e deformazioni termiche negli spazi curvi.

[R. 4. L. R, s. 1V, v. IV, 2° sem., pp. 376-384 (1888)].

2319. T 2 a,
PADOVA (Ernesto). Sulle deformazioni infinitesime. [R. 4.'L. R, s. IV, v. V,
1° sem., pp. 176-178 (1889)].

2320. T 2 a,
CESARO (Ernesto). Sulle variazioni di volume nei corpi elastici. [R. 4. L. R.,
s. IV, v. V, 2° sem,, pp. 259-264 (1839)].

2321. T2aw
CERRUTI (Valentino). Sulla deformazione d’una sfera omogenea isotropa.

Nota I [R. 4. L. R, s. IV, v. II, 1° sem,, pp. 461-469 (1885-86)],

2322, T2aa.
CERRUTI (Valeatino). Sulla deformazione d’una. sfera omogenea isotropa.
Nota IL [R. 4. L. R, s. IV, v. II, 1° som., pp. 586-593 (1885-86)].
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2323. T 2aa.
CERRUTI (Valentino). Sulla deformazione di un involucro sferico isotropo per
dati spostamenti de’ punti delle due superficie limiti, [R. 4. L. R., s. 1V,
v. V, 2° sem., pp. 189-201 (1889)].

2324. T 2aa.
MARCOLONGO (Roberto). Sulla deformazione di una sfera omogenea isotropa
per speciali condizioni ai limiti. [R. 4. L. R., s. IV, v. V, 2° sem., pp. 349-

357 (1889)].

2325. T 2 c.
ROITI (Antonio). La velocita teorica del suono e la velocita molecolare dei
gas. [M. 4. L. R, v. I, s. 1II, pp. 39-45 (1876-77)].

2326. T 2 c.
ROITI (Antonio). Sulla propagazione del suono nella odierna teoria degli aerei-
formi. [M. 4. L. R, s. IlI, v. L pp. 762-777 (1876-77)].

2327. T3a, 05d, O6rf
MANNHEIM (A.). Mémoire d’optique géométrique contenant la théorie du point
représentatif d’un élément de surface réglée et son emploi, tant pour la dé-
monstration nouvelle de théorémes relatifs 4 la courbure des surfaces que
pour la détermination plane des éléments des surfaces caustiques. [M. 4. L. R.,
s. IV, v. I, pp. 520-546 (1884-85)].

2328. T 3 b.
VIOLA (Carlo). Le lamine sottili anisotrope colorate nella luce polarizzata pa-
rallela. [R. 4. L. R, 5. IV, v. IV, 1° sem., pp. 19-27 (1888)].

2329. T 3 c.
CESARO (Ernesto). Sur le pouvoir rotatoire magnétique, [Raati D Res sy TV
v. V, 2° sem., pp. 202-208 (1839)].

2330. T 4.
CERRUTI (Valentino). Considerazioni sui calori specifici. [T 480 Ry st HI,

voily PP 136-141 (1876-77)].
2331, T6a, EBb.
VOLPICELLI (Paolo). Determinazione di un integrale definito, relativo alla elet-
trostatica; ed applicazioni del medesimo. [N. L. 4., t. XV, pp. 383-405
(1861-62)].-

2332. Tba, EB&.
VOLPICELLI (Paolo). Alcune rimarchevoli formule, che si ottengono da un
integrale definito, relativo alla elettrostatica. [N. L. 4., t. XV, pp. 443-454
(1861-62)].
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2333. T B a.
VOLPICELLI (Paolo). Rapporti fra le accumulazioni elettriche, sopra due sfere
conduttrici di raggio cognito, assegnati generalmente in termini finiti. [N. L. 4.,
t. XVI, pp. 76-83 (1862-63)].

2334. T a.

VOLPICELLI (Paolo). Alla domanda dzl socio Govi sulla elettrica tensione,
risposta del socio P. Volpicelli. [4. 4 L. R, s. II, v. II, pp. 303-332
(1874-75)).

2335. T B a.

VOLPICELLI (Paolo). Analisi fisico-matematica degli effetti elettrostatici rela-

tivi ad un coibente armato e chiuso. [4. 4. L. R., s. 1I, v. II, pp. 609-628

(1874-75)].
2336. T 6 a. :

BELTRAMI (Eugenio). Sulla determinazione sperimentale della densita elettrica
alla superficie dei corpi conduttori. [M. 4. L. R, s. I, v. I, pp. 491-502
(1876-77))-

2337. T B a.

VOLPICELLI (Paolo). Rettificazione delle formule dalle quali viene rappresen-
tata la teorica fisico-matematica del condensatore voltaico. [M. 4. L. R.,
s. III, v. II, pp. 811-850 (1877-78)].

2338. T 5 a.

MAGGI (Gian Antonio). Distribuzione dell’elettricita in equilibrio sopra due
conduttori piani indefiniti, paralleli, assoggettati all’induzione di un punto
situato nello spazio compreso fra essi. [M. 4. L. R., s. III, v. VII, pp. 273-
286 (1879-80)].

2339. T 5 a.

MAGGI (Gian Antonio). Induzione elettrica su conduttori limitati da piani inde-
finiti assoggettati all’azione di coibenti caricati simmetricamente intorno ad
un asse. [M. 4. L. R, s. 1II, v. IX, pp. 423-448 (1830-81)].

2340. T5a, Hllec.
VOLTERRA (Vito). Sopra un problema di elettrostatica. [T. 4. L, R, s. III,
v, VIIL, pp. 316-318 (1883-84)].
2341. T S a.
CESARO (Ernesto). Sulle formole di Maxwell, [R. 4. L. R., s. IV, v. V,
19 sem., pp. 199-204 (1889)].
2342. T6c, QL

PADOVA (Emesto). La teoria di Max well negli spazi curvi. [R. 4. L. R,
s. IV, v. V, 1° sem,, pp. 875-880 (1889)].
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T 6. (Vedi n° 2172).

2343. T 7 a. -
FERRARIS (Galileo). Teoremi sulla distribuzione delle correnti elettriche co-
stanti. [M. 4. L. R., s. Il, v. IV, pp. 163-171 (1878-79)].

2344. T 7 a.
BELTRAMI (Eugenio). Sull’estensione del principio di D’Alembert allelet-
trodinamica. [R. 4. L. R., s. IV, v. V, 1° sem,, pp. 852-856 (1889)].

2345. T 7 b.
BAZZI (Eugenio). Sul calore sviluppato da una corrente durante il periodo va-
riabile, (M. 4. L. R., s. IlI, v. XIII, pp. 537-554 (1881-82)].

2346. U 2.
DE GASPARIS (Annibale). Sul valore del parametro nelle orbite ellittiche o pa-
raboliche. [T. 4. L. R., s. III, v. 1, pp. 165-169 (1876-77)].

2347. U 2.
DE GASPARIS (Annibale). Sul calcolo del parametro nelle orbite planetarie.
[T. 4. L. R, s. 1L, v. 1, pp. 246-247 (1876-77)].

2348. U 2. i
DE GASPARIS (Annibale), Sopra alcuni elementi ellittici in funzione dell’ano-
malia media espressa in parri del raggio. [T. 4. L. R, s. 1L, v. III, pp. 111~
112 (1878-79)]. :
2349. U 2,
DE GASPARIS (Annibale). Sul valore inverso del cubo del raggio vettore di
un pianeta espresso con una serie ordinata secondo le potenze del tempo.
[T. 4. L. R, s. 1lI, v. LI, pp. 144-145 (1878-79)].

2350, U 2.
DE GASPARIS (Annibale). Sopra una equazione fra le derivate parziali delle di-
stanze inverse di tre pianeti che scambievolmente si attraggono. [T. 4. L. R,
s. 111, vol. V, pp. 79-80 (1880-81)].

2351. U 2,
DE GASPARIS (Annibale). Sopra una nuova formola pel calcolo delle orbite
delle stelle doppie. [T. 4. L. R., s. III, v. V, pp. 133-134 (1880-81)].

2352, U 2.
DE GASPARIS (Annibale). Nuove serie, per esprimere le coordinate eliocentriche
in funzione dell’anomalia media. [T. 4. L. R, 5. III, v. VI, pag. 65 (1881-82)].

2353. U 2.
BETTI (Earico). Sopra la Entropia di un sistema Newtoniano in moto stabile,
Nota I. [R. 4. L. R, s. IV, v. IV, 2° sem., pp. 113-115 (1888)].
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2354. U 2.
BETTI (Enrico). Sopra la Entropia di un sistema Newtoniano in moto stabile,
Nota IL. [R. 4. L. R, s. IV, v. IV, 2° sem,, pp. 195-198 (1888)].

2355. U 3.
DE GASPARIS (Annibale). Sulla espressione di uno dei termini della correzione
delle coordinate ellittiche nella teoria delle perturbazioni planetarie. [ 1. 4. L. R.,

s, III, v. III, pp. 92-93 (1878-79)].
2356, U 3.

DE GASPARIS (Annibale), Sulla variazione delle eccentricita nelle orbite pla-
netarie. [T, 4. L. R., s. I1l, v. IV, pp. s0-51 (1879-80)].

2357. U 3.
DE GASPARIS (Annibale). Sulla variazione dell’arca descritta dalla luna intorno
alla terra, prodotta dall’azione solare. [7. 4. L. R, s. IIL, v. IV, pp. 116-

117 (1879-80)].

2358. U 3.
DE GASPARIS (Annibale). Verificazione ed uso di una nuova formola pel cal-
colo delle perturbazioni planetarie. [T. 4. L. R, s. III, v. IV, 246-248
(1879-80)].

2359. U 3.
DE GASPARIS (Annibale). Sulle correzioni alle coordinate ellittiche, nel cal-
colo delle correzioni planetarie. [1. 4. L. R., s. IIl, v. V, pp. 310-312
(1880-81)].

2360. U 6.
BETTI (Enrico). Sopra il moto di un ellissoide fluido eterogeneo. [T. 4. L. R.,
s. I, v. V, pp. 201-202 (1880-81)].

V 3 b. (Vedi n° 2361).

2361. V3¢, V3Db
VINCENT (H) et MARTIN (H). Passage du traité « De la musique n d’'Aristide
Quintilien relatif au nombre nuptial de Platon, traduit et annoté
par M. H. Vincent ¢ M. H. Martin; suivi de deux notes de M. H.
Martin, 'une sur I"époque d’Aristide Quintilien etsurcellede I'a-
stronome Claude Prolémée l'autre sur la chronologie de la vie et des
ceuvres de Ptolémée. [N. L. 4, t. XVIII, pp. 365-376 (1864-65)].

V 3d. (Vedi n° 2368).

2362. V4.
SEDILLOT (L. Am.). Sur l'origine de nos Chiffres, (Lettre de M. Sédillot
4 M. le Prince B. Boncompagni). [N. L. 4., t. XVIII, pp. 316-322

(1864-65)].
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2363. V4 c.
MARRE (Aristide). Le Tualkhys D'l bn Albann 4, traduit pour la premiére fois
(d’aprés un Ms. inédit de la Bibliothéque Bodléienne coté « Marsh 378 »
n° CCXVII du Catalogue d’Uri). [N. L. 4., t. XVII, pp. 289-319 (1863-64)].

2364. V4 c.
MARRE (Aristide). Biographie 'l bn A lbann 4, mathématicien du XIIIe siécle,
extraite du Tekmilet Ed-Bibadj d’Ahmed Baba, traduite et annotée.

[N. L. 4., t. XIX, pp. 1-10 (18635-66)].

2365. V4 c.

BONCOMPAGNI (Baldassare). Introduction au Calcul Gébari et Haw4i — Traité
d’arithmétique traduit de I'arabe par Frangois Woepke, et précedé
d’une notice de M. Aristide Marre sur un manuscrit possédé par
M.Chasles, membre de U'Institut Impérial de France (Académie des Sciences),
et contenant le texte arabe de ce traité. (Avertissement de B, Boncom-
pagni). [N. L. 4, t. XIX pp. 360-361 (1865-66)].

2366. V 4 c.
MARRE (Aristide). Sur un manuscrit arabe possédé par M. Chasles et con-
tenant plusieurs traités d’Astronomie et un traité d’arithmétique. [N. L. 4.,
t. XIX, pp. 362-364 (1865-66)].

2367. Ve,
Introduction au Calcul Gobari et Hawdi. [N. L. 4., t. XIX, pp. 365-383 (1865-66)].

V dc. (Vedi n® 2373).

2368, V6a, V3d.

MARTIN (Th. Henri). Sur P’dge du traité De Republica de Cicéron et sur
I'époque de Théodore Méliténiote Passages de lettres adressées i
B.Boncompagni, suivis d'une addition A sa note sur I’époque d’A ri-
stide Quintilien et d'un article sur Aristide Quintilien tiré
des Fite d¢’ Matematici de Bernardino Baldi. [Nl iyt XIX,
pp. 87-100 (1865-66)]. 2

2369. V5 a,
MARTIN (Th. Henri). Note sur un article inséré dans les Nouvelles Annales de
Mathématiques et relatif A la publication intitulée: Passage du traité « De
la musique » d’Aristide Quintilien [N. L. 4, t. XIX, pp. 267-268
(1865-66)].
2370. V5 b.

BONCOMPAGNI (Baldassare). Delle vorsioni fatte da Platone Tiburtino
traduttore del secolo duodecimo. [N. L. 4, t. IV, pp. 247-286 (1850-51)].

2371. V5 h.
BONCOMPAGNI (Baldassare) De!la vita e delle opere di Gherardo Cre-

-
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monese, traduttore del secolo duodecimo, edi Gherardo da Sabbio-
netta, astronomo del secolo decimoterzo. [N. L. 4., t. IV, pp. 387-493

(1850-51)].
23735 N BB,
BONCOMPAGNI (Baldassare). Della vita e delle operedi Leonardo Pisano,
matematico del secolo decimoterzo. [N. L. 4., t V, PP- 5-9I, 208-246
(1851-52)].

2373..V8b, Vdbc.

WOEPCKE (F.). Recherches sur plusieurs ouvrages de' Léonard de Pise
découverts et publiés par M. le prince Balthasar Boncom pagni, et
sur les rapports qui existent entre ces ouvrages et les travaux mathéma-
tiques des arabes. [N. L. 4, t. X, pp. 236-248; t. XII, Pp. 230-275, 399-
438y 6 X1V, rpp.-2rr-207, 241-269, 301-324, 343-359 (1856-57; 1858-50;
18°0-61)].

2374 V&b
BONCOMPAGNI (Baldassare). Intorno ad un trattato d’aritmetica stampato nel
1478. [N. L. 4., t. XVI, pp. 1-64, 101-228, 301-364, 389-452, 503-630,
683-842, 909-1044 (1862-63)]. ;

2375. V&b
NARDUCCI (Enrico). Intorno ad un manoscritto della Biblioteca Alessandrina
contenente gli apici di Boezio, senz’abaco e con valore di posizione.
[M. 4. L. R, s. 1II, v. 1, pp. 503-509 (1876-77)].

2376, V5d.
NARDUCCI (Enrico). Trattatello sulle divisioni, secondo il sistema dell’abbaco,
scritto in Iralia innanzi al secolo XIL [R. 4. L. R., s. IV, v. I, pp. 563-566
(1884-85)].

2377. V7. 5
GOVI (Gilberto). Galileo’e i matematici del Collegio Romano nel 1617,
[4. 4. L. R, s. I, v. I, pp. 230-240 (1874-75)].

2378. V7.

GOVI (Gilberto). Dei metodi proposti nel 1639 da B. Cavalieri per otte-
nere direttamente il logaritmo della somma o della differenza di due nu-
meri dei quali sono dati i logaritmi e per risolvere mediante le funzioni cir-
colari le equazioni di 2° grado. [M. 4. L. R, s. 11, v, III, pp. 173-178
(1875-76)].

2379. V8, QL

BELTRAMI (Eugenio). Un precursore italiano di Legendre e di Lobat-
schewski. [R 4. L. R, s. IV, v. V, 1° sem., pp. 441-448 (1889)].
Rend. Circ. Matem., t. IX, parte 2*.—Stampato il 14 novembre 1895. 13
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2380. V9. _
CREMONA (Luigi). Commemorazionedi Domenico Chelini. [T} 4. L. R.,

s. IIL, v. 111, pp. 54-59 (1878-79)].

2381. V 9.
SELLA (Quintino). Commemorazione del socio Gaspare Mainardi.
[T. 4. L. R, s. 1II, v. 111, pp. 126-128 (1878-79)].

2382. V9.
SELLA (Quintino). Commemorazione del socio Paolo Volpicelli. [T.4.L.R.,
s. III, v. III, pp. 160-168 (1878-79)].

2383. V 9.
SELLA (Quintino). Cenno necrologicodi Giusto Bellavitis. [T 4. L. R.,
s. III, v. V, pp. 15-19 (1880-81)].

2384. V 9.
SIACCI (Francesco). Paolo Ballada di St. Robert. [R. 4. L. R, s. IV,
v. V, 1° sem., pp. 243-247 (1889)].
2385. V9.
BRIOSCHI (Francesco). Notizie sulla vita e sulle operedi Giorgio Enrico
Halphen. [R 4. L, R, s. IV, v. V, 1° sem,, pp. 815-823 (1889)].
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CIRCOLO MATEMATICO DI PALERMO

CONSIGLIO DIRETTIVO (Comitato di Redazione dei RENDICONTI)
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pel triennio 1894-95-96.

Albeggiani, Gebbia, Gerbaldi, Guccia, Torelli.

Non residenti: Beltrami (Roma), Bianchi (Pisa), Brioschi (Milano), Capelli (Napoh),
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Maisano (Messina), Mittag-Leffler (Stoccolma), Peano (Torino), Pincherle (Bologna),

Poincaré (Parigi), Volterra (Torino).

Delegato dal Consiglio per dirigere la pubblicazione dei Ren

diconti (Art. 20 dello Statuto): Guccia.

NUOVI SOCI

[Vedi PElenco a pp. vir-xxvi del tomo VI dei Rendiconti].

RESTDFNCTT

DATA DELLA NOMINA.

1893,
1894,
1894,
1895,
1894,
1892,

1894,

¥

1894,

1894,
1893,
1893,
1894,
1894,

1894,
1893,
1893,
1893,
1894,
1893,
1892,
1895,
1894,

1894,

1894,
1893,

1894,

22 gennajo.
12 agosto.

23 dicembre.

13 genrajo.
28 gennajo.

11 dicembre.

14 gennajo.

8 aprile.

II marzo.

24 dicembre.

8 gennajo.
8 luglio.
11 febbrajo.

22 luglio.

8 gennajo.
23 aprile,

8 gennajo.
13 maggio.
26 febbrajo.
26 giugno.
24 febbrajo.
23 dicembre.

14 gennajo.

8 luglio.
27 gennajo.

13 maggio.

Agnello Francesco. —.Piazza Siazione, palazzo Valenti.

Bucca Fortunato.

Crescini Ezio, prof."nel R. Liceo V. E.

De Franchis Michele. — Corso Calatafimi, 245.

Romeo Antornino, tenente del Genio nella Direzione territoriale di Palermo.

Tirelli Francesco, dottore in Matematica, prof. nel R. Liceo Umberto L— Corso Cala~
tafimi, 243.

Viola Achille, ingegnere.—Fia Cappuccini, 9.

NON RESIDENTIL

Amanzio Domenico, dottore in Matematica, prof. nel R. Istituto Tecnico di Napoh—-
Concezione a Montecalvario, 53—Napoli.

Amici Nicola, dottore in Matematica—Piazza S. Pietro in Vincoli, s—Roma. ;

Bianchi Luigi, dottore in Matematica, prof. nell’Universita di Pisa.—R. Universiti—Pisa..

Bigiavi Carlo, dottore in Matematica. — Via Lorenzo il Magnifico, 4— Firenze. '

Burgatti Pictro, dottore in Matematica, — Fia Principe Amedeo, 175—Roma.

Castellano Filiberto, dottore in Matematica, prof. nella R. Acc. Militare di Tormo—-_
R. Accademia Militare— Torino. 3

Enriques Federigo, dottore in Matematica. — R. Universiti—Bologna.

Fano Gino, dottore in Matematica. — R. Universitd — Torino.

Fiorentino Aristide, dottore in Fisica. — Liceo Mandralisca — Cefalit.

Garibaldi Cesare, dottore in Matematica. — Vig Balbi, 21 — Genova.

Halsted George Bruce [S. P.], prof. nella Universita di Texas.—Austin, Texas, U. S.A'

Lauricella Giuseppe, dottore in Matematica, — Via Alenea — Girgenti.

Legnazzi Enrico Nestore, prof. nella R. Universita di Padova. — Padova.

Levi-Civita Tullio, dottore in Matematica. — Padova.

Macfarlane Alexander, prof, nella Cornell-University di Ithaca.—Ithaca (New-York,
e i

Mancini Ernesto, ingegnere, segretario della R. Accademia dei Lincei.—Palazzo Cor-1
sini — Roma.

Massimi Pacifico, dottore in Matematica, — Fia del Pellegrino, 96—Roma.

Menabrea, Conte Luigi Federico, marchese di Valdora, tenente generale, cav, della
Santissima Annunziata, senatore del Regno, etc. — Chambéry (Sauria).

Porcelli Onofrio, preslde del R. Istituto Tecnico di Bari.—Bari.

s Segue in 3° pagina.
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DATA DELLA NOMINA. :

1894, 23 dicembre. Ricei Gregorio, prof. nella R. Universita di Padova.

1894, 28 gennajo. Somigliana Carlo, dottore in Matematica, prof. nell’Universita di Pavia. — R. Uni-
versits — Pavia.

1894, 11 marzo. Studniéka F. J., professore nell'Universita Boema di Praga.—Praga.

1895, 13 gennajo. Terzi, Marchese Gabriele, maggiore di Stato Maggiore. — Palazzo Terzi, Bergamo.

1894, 1T MArzo. Vailati Giovanni, dottore in Matematica, assistente alla Cattedra di Calcolo infinitesi~
male nella R, Universita di Torino.—R. Universitai— Torino. :

1893, 9 luglio. Valeri Demetrio, prof. nel R. Liceo di Modena. — R. Liceo — Modena.

1893, 26 marzo.  Zanotti Bianco Ottavio, ingegnere. — R. Université — Torino.

ANNUNZI DI RECENTI PUBBLICAZIONI,

Outre les renseignements pratiques qu'il contient chaque année, ’Annuaire du Bureau des Lon-
giw'das pour 1895 renferme des articles dus aux savants les plus illustres sur les Monnaies, la Statistique,
la Géographie, la Minéralogie, etc., enfin les notices suivantes: Ondes atmosphériques lunaires; par M. Bou-
QUET DE LA GRYE. — Sur le Congrés géodésique d’Inspriick; par M. TisseRAND. — L’Observatoire du mont
Blanc; par M. J. JansseN.—La Photoméirie photographique; par M. J. JANSSEN.—Rapport sur les propositions
d’unification des jours astronomique et civil; par M. H. Pomncarg. In-18. (Librairie, Gauthier-Villars et fils,
55, quai des Grands-Augustins, Paris). Prix! 1ff, se.

INDEX du Répertoire bibliographique des Sciences Mathématiques, publi¢ par la Comrs-
“SION PERMANENTE DU REPERTOIRE. Grand in-8; 1893. Prix 2 fr.—Libmirie Gauthier-Villars et fils, 55, Quai

e
des Graads-Augustins, Paris. ‘
G s L

VIVANTI, Giulio, dottore in Wiatematica. — I1 concetto d'infinitesitho e la sua applicazione
alla Matematica. Mantova, 1894. Prezzo L. 3 (Ditta Editrice G. Moxpovi, Mantova).

MERAY, Ch., professeur 4 la Faculté des Sciences de Dijon.—Legons nouvelles sur 1'Analysa
infinitésimale et ses applications géométriques.—Premitre Partie: Principes généraux. 1894. (Li-
brairie GAuTHIER-VILLARS ET FILS, quai des Grands-Augustins, 55, Paris). Prix: 13 fr.

CAPELLI, Alfredo, professore ordinario nella R. Universita di Napoli. — Lezioni di Algebra
complementare ad uso degli aspiranti alla licenza Universitaria in Scienze fisiche e r;mrematiche_
Prezzo L. 8 — Napoli, 1895. (B. PELLERANO, via Gennaro Serra, 20, Napoli).

BRISSE, Ch., professeur 2 I'Ecole Centrale et au Lycée Condorcet, Répétiteur 4 PEcole Polytech-
nique.—Cours de Géométrie descriptive a 'usage des ¢léves de 'enseignement secondaire normale. 189s.
(Paris, GAUTHIER-VILLARS, et {ils, 55, quai des Grands-Augustins).

CASTELLANO, F., professore nella R. Accademia Militare—Lezioni di Meccanica razionale.
1895. (Torino, Tipografia Editrice G. CANDELETTI, via della Zecca, n° 11). e

ANTOMARI, X et LAISANT, G.-A., docteurs-es-Sciences Mathématiques. — Questions de Mé-
canique i I'usage des éleves de Mathématiques spéciales. 1895. (Paris, Librairie Nony et Cie., 17, rue
des Ecoles). o

; LUCAS, Edonard. — Récréations Mathématiques. IV: Le Calendrier perpétuel. — L’ Arithmé-
tique en boules.—L’ Arithmétique en biton.—Les Mérelles au XIII¢ sidcle—Les Carrds magiques de Fermat—
Les Réseaux et les Dominos, — Les Régions et les quatre Couleurs. — La Machine & marcher. 1894. (Paris,
GAUTHIER-ViLLARS et fils, 55, quai des Grands-Augustins). |

BRILL, Dr. A, Professor an der Universitit Tibingen, uni NOETHER, Dr. M., Professor an

' df‘-f Universitit Erlangen. — Die Entwicklung der Theorie der algebraischen Functionen in

rer und neuerer Zeit. [Sonderabdruck aus dem Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Verei-
5 i (1893)]. (Druck und-Verlag von Grorc Remer, Berlin). 3

oty
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TOMO 1X (ANNO 1895). — Fascicoli | e Il
(gennajo-febbrajo e marzo-aprile).
(Pubblicato il 28 febbrajo 1895).

INDICE DELLE MATERIE.

PARTE PRIMA — MEMORIE E COMUNICAZIONL.

GUCCIA. — Ricerche sui sistemi lineari di curve algebriche piane, dotati di singolarita ordi-

narie (Memoria II*) . . . . .
KANTOR. — Sur les courbes hypere

lliptiques portant des correspondances univoques .

FANO e ENRIQUES.—Sui postulati fondamentali della Geometria projettiva. Corrispondenza,
GOR L Concermng triplesSYsteme » o tainal @ "o e TR e e e S B i s
PENNACCHIETTI. — Sull’equilibrio delle superficie flessibili e inestendibili. .

MACCAFERRI. — Su di un teorema fondamentale relativo agli elementi comuni di du
niche in un piano. §

VIVANTL — Preliminari per lo studio delle funzioni di due variabili .

PARTE SECONDA — BIBLIOTECA MATEMATICA.

€ COo-

Pubblicazioni non periodiche perveaute in dono al Circolo: X1l Elenco (maggio 1894—feb-
brajo 1895) . . 3

80 L

Pag.

65

79
86

87

ioB

G. B. Guccia, direttore res onsabile a’ sensi di legge.
] go

1 nuovi soci che volessero render completa la propria collezione dei

BENDICONT! potranno farlo, una sola voita, p
blicati prima della loro ammissione, al prezzo di

in tutti gli Stati dell’Unione Generale Postale.

er ciascuno dei volumi pub-
LIRE 6, franco di porto

RENDICONTI DEL CIRCOLO MATEMATICO DI PALERMO

i bimestrali in-8° grande,
che comprende due parti:
i gl’indici ela

A partire da gennajo 1888 questa raccolta matematica si pubblica per fascicol
caratteri elzeviri—6 fascicoli formano ogni anno un volume di circa 300 pagine,
1* Memorie e Comunicazioni, 2* Biblioteca Matematica. Al volume vanno anness

Prezzo del Tomo I (1884-1887) in-8° grande, di pagine VIIT-406 .

copertina.
»
i, : »
e s
S »
»
»

»

s ¥ % ¥ ¥ 9

¥ ¥

e

»

»

II (1888) in-8° grande, di pagine 319 (due parti) .
FII (1889) in-8° grande, di pagine 352 (due parti) .
IV (18g0) in-8° grande, di pagine XXVII-350 (due parti),
W (1891) in-8° grande, di pagine 404 (due parti) .
VI (1892) in-8¢ grande, di pagine XXXII-341 (due parti) .
WIT (1893) in-8° grande, di pagine 400 (due parti)
VI (1894) in-8° grande, di pagine 434 (dde parti) .

FREPREEE

15
15
15
15
15
15
.16
15.

E aperta Iassociazione pel Tomo IX (1895) al prezzo di L. 15, franco di porto in tutti gli Stati
~dell’Unione Generale Postale. Inviare waglia postale al :

Tesoriere del Gircolo Matematico, via Ruggiero-Settimo, 28, Palermo.

Tipografia Matematica, 29, via Ruggiero Seuhﬁo, Palermo.



Pubhlicagzione bimestrale.
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TOMO IX. - _ ANNO 1895.
RENDICONTI

DEL .

CIRCOLO MATEMATICO

DI PALERMO

(28, via Ruggiero Settimo, 28)

Fascicoli 1l e IV.
Maggio-Giugno e Luglio-Agosto.

b s A B S
Conto corrente con la posta.

Di prossima pubblicazione : Annuario del Circolo Matematico pel 1895..



CIRCOLO MATEMATICO DI PALERMO!

CONSIGLIO DIRETTIVO (Comitato di Redazione dei RENDIGONTI)—'

pel triennio 1894-95-96.

‘Residenti: Albeggiani, Gebbia, Gerbaldi, Guccia, Torelli.
Non residenti: Beltrami (Roma), Bianchi (Pisa), Brioschi (Milano), Gapelli (Napoli).

Cerruti (Roma), Cremona (Roma), Del Pezzo (Napoli), Jung (Milano), Loria (Genova)!
Maisano (Messina), Mittag-Leffler (Stoccolma), Peano (Torino), Pincherle (Bologna). -
Poincaré (Parigi), Volterra (Torino).

Delegato dal Consiglio per dirigere la pubblicazione dei Ren

diconti (Art. 20 dello Statuto) : Guccia.

DATA

1393,
1894,
1894,
1895,
1894,
1892,

1894,

1894,

1894,
1893,
1893,
1894,
1894,

1895,
1895,
1894,
1893,
1893,
1893,
1894,
1893,
1892,
1895,
1894,

1894,

1894,
895,

DELLA NOMINA.

22 gennajo.
12 agosto.
23 dicembre.
1} gencajo.
28 gennajo.
11 dicembre.

14 gennajo.

8 aprile.

11 marzo.
24 dicembre.
8 gennajo.
8 luglio.

11 febbrajo.

28 aprile.
10 marzo.
22 luglio.

8 gennajo.
23 aprile.
8 gennajo.
13 maggio.
26 febbrajo.
26 giugno.
24 febbrajo.
23 dicembre,

14 gennajo.

8 luglio.
27 gennajo.

NUOVI SOCI

[Vedi ’Elenco a pp. vir-xxvr del tomo VI dei Rendiconti].

RO DA NI

Agnello Francesco. — Piazza Stazione, palazzo Valenti. ke 1]

Bucca Fortunato.

Crescini Ezio, prof. nel R. Liceo V. E.

De Franchis Michele. — Corso Calatafimi, 24;5.

Romeo Antorino, tenente del Genio nella Direzione territoriale di Palermo.
Tirelli Francesco, dottore in Matematica, prof. nel R. Liceo Umberto [.— Corso Calg

tafimi, 243.
Viola Achille, ingegnere.—Via Cappucecini, 9.

NON RESIDENTL

Amanzio Domenico, dottore in Matematica, prof. nel R. Istituto Tecnico di Napoli.—
Concezionz @ Montecalvario, 53—Napoli.
Amici Nicola, dottore in Matemat' ca—~Piagza S. Pietro in Vincoli, s—Roma.
Bianchi Luigi, dottore in Matematica, prof. nell’Universita di Pisa.—R. Universiti—Pisc
Bigiavi Carlo, dottore in Matematica. — Via Lorenzo il Magnifico, 4 — Firenze.
Burgatti Pictro, dottore in Matematica. — Via Principe Amedeo, 175—Roma. :
Castellano Filiberto;, dottore in Matematica, prof. nella R. Acc. Militare di Torino.—
R. Accademia Militare—Torino. . :
Cordone Gerolamo, dottore in Matematica. — Fia Giustiniani, 6, inf. 2 — Genova, =
Di Pirro Giovanni, dottore in Matematica. — Via Macchiavelli, 49, int. 13 — Roma.
Enriques Federigo, dottore in Matematica. — R. Universiti—Bologna. :
Fano Gino, dottore in Matematica. — R. Universitd — Torino.
Fiorentino Aristide, dottore in Fisica. — Liceo Mandralisca — Cefalir.
Garibaldi Cesare, dottore in Matematica. — Via  Balbi, 21 — Genova. .
Halsted George Bruce [S. P.], prof. nella Universita di Texas.—dustin, Texas, U.S. 4
Lauricella Giuseppe, dottore in Matematica. — Via Alenea — Girgenti. -
Legnazzi Enrico Nestore, prof. nella R. Universita di Padova. — Padova.
Levi-Civita Tullio, dottore in Matematica. — Padova. =
Macfarlane Alesander, prof. nella Cornell-University di Ithaca.—Ithaca (New-York

U. 8. 4).
Mancini Ernesto, ingegnere, segretario della R. Accademia dei Lincei.—Palazzo Cor:

v

sini — Roma. -
Massimi Pacifico, dottore in Matematica. — Via del Pellegrino, 9g6—Roma. ¥
Menabrea, Conte Luigi Federico, marchese di Valdora, tenente generale, cav, dell.
Santissima Annunziata, senatore del Regno, etc. — Chambéry (Savoia). 2

' Segue in 3* pagina.’
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DATA DELLA NOMINA.

1895, 10 marzo. Neppi Modona Angelo, ingegnere, dottore in Matematica, prof. nel R, Istituto Tecnico
di Girgenti.

1895, 28 aprile. Painlevé Paolo, dottore in Scienze, prof. aggiunto nella Facoltd delle Scienze di Pa-
tigh. — 99, rue de Rennes — Paris.

1894, 13 maggio. Porcelli Onofrio, preside del R. Istituto Tecnico di Bari.—Bari,

1894, 23 dicembre. Ricci Gregorio, prof. nella R. Universita di Padova.

1894, 28 gennajo, Somigliana Carlo, dottore in Matematica, prof. nell’Universita di Pavia. — R, Uni-
versitdi — Pavia,

1894, 11 marzo. Studnicka F. ]., professore nell’Universitd Boema di Praga.—Praga. :
1895, 13 gennajo. Terzi, Marchese Gabrie'e, maggiore di Stato Maggiore, — Palazzo Terzi, Bergamo.
1894, 11 marzo. Vailati Giovanai, dottore in Matematica, assistente alla Cattedra di Calcolo infinitesi-

male nella R. University di Torino.—R. Universitt— Torino.
1893, 9 luglio. Valeri Demetrio, prof. nel R. Liceo di Modena. — R. Liceo — Modena.
1893, 26. marzo. Zanotti Bianco Ottavio, ingegnere. — R. Universiti — Torino.

ANNUNZI DI RECENTI PUBBLICAZIONI

L
BRISSE, Ch., professeur a 'E:ole Centrale et au Lycés Condorcet, Répétiteur 4 I’Ecole Polytech-
nique.—Cot._ s de Géométrie descriptive 4 Pusage des éléves de I'enseignement secondaire normale. 1895.
(Paris, GAUTHIER-VILLARS, et fils, 55, quai des Grands- Augustins).

ANTOMARI, X et LAISANT, G.-A., docteurs-cs-Scisnces Mathfmat'ques. — Questions de Mé-
canique i Pusage des éléves de Mathématiques spéciales. 1895. (Paris, Librairie Nony et Cie., 17, rue
des Ecoles). %

LUCAS, Edouard. — Récréations Mathématiques. IV ¥ Le Calendrier perpétuel. — L’ Arithme-
fuque en boules.—L’ Arithmétique en bdlon.—Les Mérelles an XITT sitcle.—Les Carrés magiques de Fermal—
L_es_ Réseaux et les Dominos. — Les Régions el les quatre Couleurs. — La Machine & marcher, 1894. Prix:
Hollande, I2 fr. —- Vélin, 7 fr. 50. (Paris, GAauTHIER-V.LLARS et fils, 55, quai des Grands-Augustins)_

PAINLEVE, Paul, Miitre dz conférences 3 la Facu'té des Sciences de Paric. — Lecons sur 1'in.
tégration des équations différentielles de la Mécanique et applications. Paris, in-4 lith, 1895.
295 p. Prix: 14 fr. (Librairie scientifique de A. Herman n, & rue de la Sorbonne, Paris).

NIEWENGLOWSKI, B., Professeur de Mathématiques spéciales au Lycée Louis-le-Grand, Membre
du Conseil supérieur d= P’Instruction pub'ique. — Cours de Géomé'trie analytique, 3 l'usage des Ele-
ves de la classe de Mathématiques spéciales et des Candidats aux Ecoles du Gouvernement, 3 volumes
grand in-8, avec nombreuses figures, se vendant séparément. — Tome I: Sections conigues; 1894, Prix:
10 fr, — Toumg I1: Construction des courbes planes. Compléments relatifs aux coniques; 1895. Prix: 8 fr. —

. Tomr IIL (en préparation) : Géomélrie dans I'espace, avec une Note sur les transformations en Géométrie; par
- Z-Borel, Mattre da Conférences i la Faculté des Sciences de Lille, (Paris, GauTHiER-WiLLARS et fils, 55,

quai des Grands-Augustins).

APPELL, Paul, Membre de IIustitut, Professeur 4 la Faculté des Sciences, et GOURSAT (Edou-
. ard), Maitre de Conférences & IEcole Normale supéricure. — Théorie des Fonctions algébriques
_&t.de leurs intégrales. Etude des fonctions analyliques sur une surface de Riemann. Avec une Préface de
fAM Ch. Hermite. Grand in-8, avec figures; 1895. (Paris, GAUTHIER-VILLARS et fils, 555 quai des Grands-
- Angusiing).
j-'.——__
: POINCARE, H., Membre de PInstitut, Professeur 4 la Faculté des Sciences.—Les Méthodes nou-
¢ YoueS de 1a Mécanique céleste. 2 beaux volumes grand in-8, se vendant séparément — Tong I: So-
lutions Périodigues. Non-existance des intégrales uniformes. Solutions asymploticues; 1892. Prix: 12 fr, — Toug II:
Méthodes de MM. Newcomb, Gyldén, Lindstedt et Bolin; 1893. Prix : 14 fr. (Paris, GaurmiEr-VirLars et fils,

(35> quai des Grands- Augustins). i
; s :




TOMO IX (ANNO 1895). — Fascicoli Ill e IV
(maggio-giugno e luglio-agosto).
(Pubblicato il 30 giugno 1895).

INDICE DELLE MATERIE.

PARTE PRIMA — MEMORIE E COMUNICAZIONL

VIVANTI, — Preliminari per lo studio delle funzioni di due variabili (Continuaz. e fine) . . Pag. 113

" BURGATTL — Un tcorema di Meccanica . S L R B R S S e A RO 7 4
BORTOLOTTI (Emma). — Sulle frazioni continue algebriche periodiche . . . . . . o .02 136
PICARD. — A propos de quelques récents travaus T heatiques Tt el i o e o v 0 S5 G
 PICARD. — Sur la’ théorie des stcfaces algebriques’ i s (v B AT TR S e e e s o iR LS9
GERBALDI. — Sulle involuzioni di specie qualunque S s o T
DI PIRRO. — Sulle trasformazioni delle equazioni della Dinamica. . . . . . . . - -« 7 169
BERZOLARI —— Sulle secanti multiple di una curva algebrica dello spazio a tre od. a quattro
dimensioni. (Estratto di Lettera diretta al DECEECUE, \Glerd ST myIReah . i e e e B 186
. GARIBALDI. — Un piccolo contributo alla teoria deglidaporepatif B8, 1 o X L sl Sas g e n 198
VIVANTI, — Sulla irrazionalita icosaedrica . . . . . . . 5 e 20
ASCIONE. — Su di un teorema di Geometria profettiva. . . « « « o = @ o e o o = o » 208
CORDONE. — Sulla congruenza generale di 4° gtado secondo un modulo primo. . .. . . » 209

PARTE SECONDA — BIBLIOTECA MATEMATICA.
Repertorio bibliografico delle Scienze Matematiche in Iralia:
R. Istuto Veneto: di ‘Scienze, Lettere ed Arti o o il wbeiien sl ol el e bl et e 0 »
Bullettino di Bibliografia e di Storia delle Scienze Matematiche e Fisiche. . . . . ... WAy

(€aY

G B, Guccia, direttore responsabile a’ sensi di legge.

| nuovi soci che volessero render completa la propria collezione dei
RENDICONTI potranno farlo, una sola volta, per ciascuno dei volumi pubs
blicati prima della logp ammissione, al prezzo di LIRE 6, franco di porto
in tutti gli Stati dellUnione Generale Postale. ' :

RENDICONT! DEL CIRCOLO MATEMATICO D! PALERMO -

A partire da gennajo 1888 questa raccolta matematica si pubblica per fascicoli bimestrali in-8° grande,
caratteri elzeviri—6 fascicoli formano ogni anno un volume di circa 300 pagine, che comprende due parti”
1* Memorie e Comunicazioni, 2* Biblioteca Matematica. Al volume vanno annessi gl'indici e la
copertina. ; : 7

Prezzo del Tomo I (1884-1887) in-8° grande, di pagine ViAo - o s
» » » II (1888) in-8° grande, di pagine 319 (due parti} | IR
» » »  III (1889) in-89 grande, di pagine 352 (due partd) . . . . . L.
» » » IV (1890) in-8° grande, di pagine Xxvi-350 (due parti). . . L. 15
L
L
L

» » » V (1891) in-8° grande, di pagine 404 (due parti) . e
» » » VI (1892) in-8° grande, di pagine XXXII-341 (due parti) . . -
» » »  VII (1893) in-8° grande, di pagine 400 (due partd) . . . .
»  »  » VI (1894) in-8° grande, di pagine 434 (duc part) . v . o L 16,

E aperta Passociazione pel Tomo IX (1895) al prezzo di L. 18, franco di porto in tutti gli Stat
dell’Unione Generale rostale. Inviare vaglia postale al s
Tesoriere del Gircolo Matematico, via Ruggiero Settimo, 28, Palermo.

ESSOTE
-

wmografia Matematica, 28, via Ruggiero Settimo, Palermo. (55) 28-v1-9%

=]
- |
1
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Pubblicazione bimestrale.

TOMO IX. ANNO 1895,
RENDICONTI

DEL

" CIRCOLO MATEMATICO

DI PALERMO

(28, wia RuggieroySettimo, i28)

Fascicolo V.
Settembre-Ottobre.

i ————— R A T B o R TIST S e

Conto corrente con la posta.

Di prossima pubblicazione: "Annuario del Circolo Matematico pel 1895.



CIRCOLO MATEMATICO DI PALERM

CONSIGLIO DIRETTIVO (Comitato di Redazione dei RENDICON'
” pel triennio 1894-95-96.

Residenti: Albeggiani, Gebbia, Gerbaldi, Guccia, Torelli.

Non residenti: Beltrami (Roma), Bianchi (Pisa), Brioschi (Milano), Capelli (Na
Cerruti (Roma), Gremona (Roma), Del Pezzo (Napoli), Jung (Milano), Loria (Ger
Maisano (Messina), Mittag-Leffler (Stoccolma), Peano (Torino), Pincherle (Bolog
Poincaré (Parigi), Volterra (Torino).

Delegato dal Consiglio per dirigere la pubblicazione dei Re
diconti (Art. 20 dello Statuto): Guocia.

NUOVI SOCI

[7edi PElenco a pp. vi-xxvi del tomo VI dei Rendiconti].

RESTDENTI

DATA DELLA NOMINA.
1893, 22 gennajo. Agmello Francesco. — Piuzza Stazione, palazzo Valenti.
1894, 12 agosto. Bucca Fortunato.
1894, 23 dicembre. Grescini Ezio, prof. nel R. Liceo V. E.
1895, 13 genrajo. De Franchis Michele. — Corso Calatafimi, 245.
1892, 11 dicembre. Tirelli Francesco, dottore in Matematica, prof. nel R. Liceo Umberto I.—Corso Caja-
: tafimi, 243.
1894, 14 gennajo.. Viola Achille, ingegnere.—/Via Cappuccini, 9. :

NON RESIDENTL
1894, 8 aprile. Amanzio Domenico, dottore in Matematica, prof. nel R. Istituto Tecnico di Napoli.—
‘ Concezione a Montecalvario, 53—Napoli. :
1894, 11 marzo. Amici Nicola, dottore in Matematica—Piazza S. Pietro in Vincoli, s—Roma.
1893, 24 dicembre. Bianchi Luigi, dottore in Matematica, prof. nell’Universita di Pisa.—R. Universiti—Pisa.
1893, 8 gennajo. Bigiavi Carlo, dottore in Matematica, — Fia Lorenzo il Magnifico, 4 — Firenge.
1894, 8 luglio. Burgatti Pietro, dottore in Matematica. — Via Principe Amedeo, 17 5—Roma.
11 febbrajo. Castellano Filiberto, dottore in Matematica, prof. nella R. Acc. Militare di Torino.—

1894,

R. Accademia Militare— Torino.
1895, 28 aprile. Cordone Gerolamo, dottore in Matematica, — Fia Giustiniani, 6, int. 2 — Genova,
1895, 10 marzo. Di Pirro Giovanni, dottote in Matematica. — Viz Macchiavelli, 49, int. 13 — Roma.
1894, 22 luglio. Enriques Federigo, dottore in Matematica. — R. Universiti—DBologna. A
1893, 8 gennajo. Fano Gino, dottore in Matematica."— R. Universitié— Torino. “
1893, 23 aprile. Fiorentino Aristide, dottore in Fisica. — Liceo Mandralisca — Cefalil. i

1893, 8 gennajo. Garibaldi Cesare, dottofe in Matematica. — Via Balbi, 21 — Genova.

1894, 13 maggio. Halsted George Bruce [S. P.], prof. nella Universita di Texas.—Austin, Texas, U.S. 4.
1893, 26 febbrajo. Lauricella Giuseppe, dottore in Matematica. — Via Atenea — Girgenti. e
1892, 26 giugno.  Legmazzi Enrico Nestore, prof. nella R. Universita di Padova. — Padova. -

1895, 24 febbrajo. Levi-Givita Tullio, dottore in Matematica, — Padova.

1894, 23 dicembre. Macfarlane Alexander, prof. nella Cornell-University di Ithaca.—IJthaca (New-York,
U s A4y

Mancini Ernesto, ingegnere, segretario della R. Accademia dei Lincei.—Palazzo Cor~
sini — Roma. :

1894, 8 luglio. Massimi Pacifico, dottore in Matematica. — Fia del Pellegrino, 96—Roma.

18935, 27 gennajo. Menabrea, Conte Luigi Federico, marchese di Valdora, tenente generale, cav. della =

Santissima Annunziata, senatore del Regno, etc. — Chambéry (Savoia).
! Segue in 3* pagina.

1894, 14 gennajo.




fTA DELLA NOMINA.

}95, 10 marzo. Neppi Modona Angelo, ingegnere, dottore in Matematica, prof. nel R. Istituto Tecnico

| di Girgenti.

28 aprile. Painlevé Paolo, dottere in Scienze, prof. aggiunto nella Facolta delle Scienze di Pa-
rigi. — 99, rue de Rennes — Paris,

394, 13 maggio. Porcelli Onofrio, preside del R. Istituto Tecnico di Bari.—Bari.

394, 23 dicembre. Ricci Gregorio, prof. nella R. Universita di Padova.

394, 28-gennajo. Romeo Antorino, capitano nel 2° Reggimento Genio. — Cusale Monferrato.

394, 28 gennajo, Somigliana Carlo, dottore in Matematica, prof. nell’Universita di Pavia. — R. Uni-

versita — Pavia.

393,

394, 11 marzo. Studniéka F. J., professore nell'Universitd Boema di Praga.—Praga.
395, 13 gennajo. Terzi, Marchese Gabrie'e, maggiore di Stato Maggiore. — Palazgo Terzi, Bergamo.
894; 11 marzo. Vailati Giovanni, dottore in Matematica, assistente alla Cattedra di Calcolo infinitesi-

male nella R. Universitd di Torino.—R. Universita— Torino.
893, 9 luglio. Valeri Demetrio, prof. nel R. Liceo di Modena. — R. Liceo — Modena.
. ;

893, 26 marzo. Zanotti Bianco Ottavio, ingegnere. — R. Universita — Torino.

ANNUNZI DI RECENTI PUBBLICAZIONI

BRISSE, Ch., professear i PE:ole Centrale et au -Lycée Condorcet, Répétiteur 2 I’Ecole Polytech-
hique.—Cours de Géométrie descriptive 4 'usage des éleves de I'enseignement secondaire normale. 18gs.
‘Paris, GAUTHIER-VILLARS, et fils, 55, quai des Grands-Augustins).

ANTOMARI, X et LAISANT, G.-A., docteurs-es-Sciences Mathématiques. — Questions de Mé-
canique 1 I'usage des éléves de Mathématiques spéciales. 1895. (Paris, Librairie Nony et Cie., 17, rue

des Ecoles).

s LUCAS, Edouard. — Récréations Mathématiques. IV : Le Calendrier perpéluel. — L’ Arithmé-
tigue en boules.—L’ Arithmétique en bditon.—Les Mérelles au XIII¢ siécle—Les Carrés magiques de Fermat—
Les Réseaux et les Dominos. — Les Régions el les quatre Couleurs. — La Machine @ marcher. 1894. Prix:
“ Hollande, 12 fr. — Vélin, 7 fr. 50. (Paris, Gavrmier-ViLLARS et fils, 55, quai des Grands-Augustins).

PAINLEVE, Paul, Maitie do conférences a la Facu'té des Sciences de Paris. — Lecons sur 1'in-
tégration des équations différentielles de la Mécanique et applications. Paris, in-4 lith. 18gs.
295 p. Prix: 14 fr. (Librairie scientifique de A. Hermann, 8, rue de la Scrbonne, Paris).

1

.l NIEWENGLOWSKI, B., Professeur de Mathématiques spéciales au Lycée Louis-'e-Grand, Membre
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